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Introduccion

El estudio de la curvatura es un aspecto central en geometria. La curvatura constituye
el invariante algebraico mas simple de la estructura Riemanniana y proporciona no sélo in-
formacién geométrica sobre la misma, sino también informacién de indole topoldgica sobre
la variedad subyacente. La complejidad inherente al estudio de la curvatura en dimensiones
superiores, como campo de tensores de tipo (0,4), ha motivado el anélisis de distintos ob-
jetos asociados a la misma. Funciones con distintos dominios como la curvatura seccional o
la curvatura escalar constituyen un buen ejemplo de objetos asociados a la curvatura que
permiten, en algunos casos, determinar la estructura Riemanniana.

El operador de Jacobi proporciona una medida de la desviacidon geodésica, por lo que
encierra un alto contenido geométrico. Una buena parte de la informacién codificada por
el operador de Jacobi se pone de manifiesto al estudiar tanto sus autovalores como los au-
toespacios correspondientes. Ademaés, el hecho de que los operadores de Jacobi determinan
completamente la curvatura, constituye una motivaciéon adicional para el estudio de las
propiedades algebraicas de los mismos.

Es bien conocido que la existencia de estructuras adicionales sobre una variedad influye
en la curvatura de la misma. Tal es el caso de las variedades Kéhler, donde la curvatura
esta claramente influenciada por la estructura compleja. Sin embargo, esta interaccion se
presenta también en un sentido inverso, siendo posible recuperar la estructura Kéhleria-
na a partir de la curvatura de la variedad. Este acercamiento a la curvatura en la linea
del Teorema de Goldberg-Sachs resultaré de interés en nuestro trabajo. Especialmente en
dimensién cuatro, es posible construir estructuras adicionales sobre la variedad a partir
de distintos operadores curvatura. Ademaés, estas estructuras permitirdn en cierta medida
caracterizar los espacios estudiados.

Motivados por las consideraciones anteriores, esta memoria se estructura en dos partes
diferenciadas en sus objetivos aunque centradas en el estudio de la curvatura y su influencia
en la estructura de la variedad.

La Parte I de la memoria se centra en el estudio de la informacion subyacente al operador
de Jacobi y al operador de curvatura antisimétrico. En ambos casos nos centramos en el
analisis de propiedades tipo Osserman, donde se asume la constancia de los autovalores de
los operadores estudiados en sus dominios de definicién: el fibrado pseudo-unitario en el
caso de los operadores de Jacobi y la Grassmanniana de 2-planos orientados no degenerados
en el caso del operador de curvatura antisimétrico.
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El estudio de la propiedad de Osserman para los operadores de Jacobi centra en bue-
na medida el contenido de la primera parte de la memoria. Abordamos dicho problema
primero en dimensién cuatro, proporcionando una descripciéon nueva de las soluciones ya
conocidas para posteriormente centrarnos en la construccién de nuevos ejemplos en dimen-
siones superiores. Este estudio entroncara con la geometria de las estructuras de Walker y
las extensiones de Riemann. Como consecuencia del trabajo desarrollado se obtendra una
nueva familia de variedades paracomplejas Osserman no conocida con anterioridad.

El estudio de la propiedad de Osserman para los operadores de curvatura antisimétricos,
i.e., las variedades Ivanov-Petrova (IP), se centra en el analisis de la relacion entre estas
métricas y la geometria afin a través de las extensiones de Riemann. Esta relacion permitira
construir nuevos ejemplos de variedades IP, obtener resultados de clasificacion y, finalmente,
extraer consecuencias sobre las estructuras afines subyacentes. En particular, el estudio
de las superficies afines IP permite dar respuesta a una cuestién de Kowalski sobre la
clasificacién de las conexiones afines homogéneas.

La Parte II se centra en el analisis de distintas generalizaciones de los espacios simétri-
cos. Desde un punto de vista algebraico, tanto los espacios simétricos Riemannianos como
los Lorentzianos pueden caracterizarse en términos de los operadores de Jacobi. Asi, un
espacio es localmente simétrico si y solo si los operadores de Jacobi tienen autovalores cons-
tantes y autoespacios paralelos a lo largo de cada geodésica temporal. El estudio separado
de las condiciones anteriores da lugar a dos generalizaciones naturales de los espacios simé-
tricos, las cuales pueden ser caracterizadas por ciertas propiedades de conmutacién entre
los operadores de Jacobi y de Szabé. En el Capitulo 6 se realiza un estudio pormenorizado
de ambas clases de variedades bajo distintas condiciones de homogeneidad, mostrando un
comportamiento Lorentziano completamente distinto a su anilogo Riemanniano.

Desde un punto de vista mas geométrico, los espacios simétricos fueron caracterizados
por Cartan en términos del caracter isométrico de las simetrias geodésicas. Esta caracteri-
zacidén motivo el estudio de condiciones més débiles sobre las simetrias geodésicas asi como
la consideracién de otros tipos de transformaciones que permitiesen codificar informacién
geométrica. Centrandonos en las transformaciones locales alrededor de un punto fijo, el
estudio se ha basado en el analisis de aplicaciones locales no necesariamente involutivas
(3120 = Id), sino en la existencia e influencia geométrica de isometrias s, para las que s]; =1Id
para algin natural k. El estudio de los llamados espacios simétricos generalizados surge
en este contexto. Los espacios simétricos generalizados fueron clasificados en dimensiones
bajas por Cerny y Kowalski [45], quienes mostraron su caracter homogéneo y dieron una
descripcion explicita de los mismos. Es importante senialar que mientras que en dimensiéon
tres todo espacio simétrico generalizado es de orden tres (52 = Id), en dimension cuatro
existen espacios simétricos generalizados de orden infinito (s’; # 1d, para cualquier k).

Un analisis pormenorizado de los espacios descritos por Cerny v Kowalski permite
construir ciertas estructuras adicionales sobre los mismos a partir de su curvatura. Nuestro
objetivo ha consistido no solo en la construcciéon de dichas estructuras sino también en
analizar la posible caracterizaciéon de los espacios simétricos generalizados en términos
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de las mismas. Mostramos que en dimensién tres el tnico espacio simétrico generalizado
no trivial es una variedad IP cuyo tensor de Ricci determina una estructura producto,
mostrando que dicha propiedad es caracteristica de los espacios simétricos generalizados
Riemannianos en dimension tres.

El analisis en dimensién cuatro es més intrincado. En primer lugar hemos de senalar
que una de las cuatro posibles clases de espacios simétricos generalizados descrita en [45]
es en realidad un espacio simétrico, por lo que el estudio ha de restringirse a tres familias
diferenciadas. Una de ellas esta constituida por variedades conformemente simétricas, por
lo que en su analisis sera de utilidad el trabajo previo de Derdzinski y Roter [63, 72].
Las otras dos familias presentan la similitud de poseer una estructura subyacente de par
simpléctico. Mas explicitamente, se prueba que toda variedad simétrica generalizada de
Tipo A posee una estructura casi Kahler y opuesta Kéahler subyacente, mientras que toda
variedad simétrica generalizada de Tipo D posee una estructura casi paraKéhler y opuesta
paraKéhler inducida por su curvatura. Mostramos que los espacios simétricos generalizados
de Tipo A se caracterizan por la existencia de la estructura anteriormente mencionada en
el caso homogéneo, algo que, sin embargo, no es cierto en el Tipo D.

De una forma més precisa, a continuacién resefiaremos los principales resultados de
esta memoria.

El Capitulo 1 es esencialmente introductorio. Fijamos la notaciéon utilizada y recor-
damos algunos de los resultados y nociones bésicas necesarias a fin de que el trabajo
presentado sea en cierto modo autocontenido. Hacemos especial énfasis en el estudio de las
variedades de Walker, que desempenaran un papel esencial a lo largo de la memoria. In-
troducimos las extensiones de Riemann como ejemplos de métricas de Walker y esbozamos
algunas de sus propiedades que seran necesarias en capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 estudiamos las variedades de Osserman en dimensién cuatro, tanto en
signatura Riemanniana como neutra. Mostramos que es posible obtener nuevas demostra-
ciones de resultados conocidos obtenidos por Chi [49] y Blazi¢, Bokan y Raki¢ [12] mediante
el uso del Teorema de Goldberg-Sachs generalizado y el caricter curvatura homogéneo de
ciertas variedades de Osserman. En la Seccién 2.2 obtenemos una descripciéon de las va-
riedades de Osserman cuyos operadores de Jacobi presentan una raiz doble no nula del
polinomio minimo:

Teorema 2.27 Sea (M, g) una variedad de Osserman Tipo II con operadores de Jacobi
no nilpotentes. Entonces (M, g) es localmente isométrica al fibrado cotangente T*Y de una
superficie afin (X, D), con tensor métrico

T 24
9D,»,z = G tIdocId +gp + = o D,

donde T # 0 denota la curvatura escalar de (T*X, gD@%), D es una conexion afin arbitraria
no llana en X y ® es la parte simétrica del tensor de Ricci de D.

El teorema anterior permite no sélo interpretar geométricamente los resultados obteni-
dos en [74] sino también comprender la posible generalizacion de los ejemplos construidos
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en |75] a dimensiones superiores, dando asi respuesta a una cuestion planteada por Niko-
layevski.

Los ejemplos anteriormente mencionados se construyen en el Capitulo 3 y pueden ser
vistos como deformaciones de las variedades paraKéhler de curvatura seccional paraholo-
morfa constante. Mostramos en primer lugar (Teorema 3.2) que toda variedad paraKéahler
de curvatura seccional paraholomorfa constante puede ser descrita como la extension de
Riemann modificada de una variedad afin llana. Teniendo en cuenta que las conexiones
afines de Osserman representan una generalizacion natural de las conexiones llanas, los
ejemplos buscados se obtienen como sigue:

Teorema 3.5 Sea (M, D) una variedad afin.

(1) Si (M, D) es afin Osserman enp € M, entonces (T* M, g) es Osserman en cualquier
punto de la fibra sobre p, ¢ € 0~1(p). Los autovalores de 47 (-) en S*(T,T*M, g) son
+(0,1, %) con multiplicidades (1,1, 2n — 2), respectivamente.

(2) Si (M, D) es afin Osserman, entonces (T*M,g) es Osserman.

Ademas, mostramos en el Teorema 3.6 la existencia de conexiones afines Osserman en
cualquier dimensién que dan lugar a variedades de Osserman cuyos operadores de Jaco-
bi presentan formas de Jordan arbitrariamente complicadas (véase el ejemplo detallado
desarrollado en la Seccion 3.4).

Considerando la misma construcciéon anterior, se prueba en el Teorema 3.14 que toda
extension de Riemann modificada da lugar a una variedad paracompleja Osserman con
operadores de Jacobi paracomplejos no nilpotentes ni diagonalizables.

El operador de curvatura antisimétrico presenta una informacién opuesta, en cierto
sentido, a la proporcionada por los operadores de Jacobi. En particular toda variedad IP
Riemanniana es localmente conformemente llana [100] en dimension mayor que tres. Asi, en
el Capitulo 4 abordamos en primer lugar la posible existencia de variedades IP que no sean
localmente conformemente llanas. En la Seccién 4.1 construimos ejemplos de métricas 1P
sobre ciertas variedades de Walker no autoduales, lo que motiva el estudio de las variedades
que verifican simultaneamente las condiciones de Osserman e IP. La resolucion del problema
se lleva a cabo en dos etapas: en primer lugar determinamos los posibles tensores curvatura
algebraicos que verifican las condiciones Osserman e IP (Teorema 4.5), para posteriormente
analizar la realizabilidad geométrica de los mismos. Asi, mostramos en el Teorema 4.12 que
una variedad Osserman e I[P en dimension cuatro ha de ser necesariamente de curvatura
seccional constante o con operadores de Jacobi nilpotentes en dos pasos (y por tanto
extensiones de Riemann deformadas de superficies afines llanas segtin se describen en el
Teorema 2.26 en el caso Walker autodual).

En el Capitulo 5 abordamos el estudio de las variedades IP, relacionando las geometrias
IP pseudo-Riemanniana y afin en términos de extensiones de Riemann (cf. Teorema 5.3).
Realizamos un estudio sistemético en dimensién baja cuando la informacion afin procede
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de una superficie, mostrando que las superficies afines IP se caracterizan por tener tensor
de Ricci simétrico y degenerado. Tras analizar las superficies afines recurrentes (Teorema
5.6) nos centramos en el analisis de las conexiones afines homogéneas. En [121, 122, 144]
se obtiene una clasificaciéon de las superficies afines homogéneas, mostrando que dichas
conexiones se corresponden con la conexion de Levi-Civita de una superficie de curvatura
constante o, en coordenadas adecuadas, se expresan como

Tipo A D@I(‘)l =ad; + b62, D81 Oy = cOq + d62, D5282 =e0d + fag, o)

Tipo B Dy, 01 = %81‘1‘;171827 Dy, 05 = ﬁaﬁ-%az, Do, 02 = =0 +?f182'

Mostramos en la Seccién 5.3.1 que el caracter afin IP permite diferenciar geométricamente
las dos familias anteriores:

Teorema 5.16 Sea (X, D) una superficie afin con tensor de Ricci simétrico y degenerado,
recurrente y proyectivamente llana. Entonces (3, D) es localmente homogénea si y sélo si
en un entorno de cada punto existe un sistema de coordenadas (x1,x2) en el cual la unica
componente no nula de la conexion D viene dada por

(1) Dalal = T2 282,

(o + Kxq)
para algunas constantes i, o y k. Ademds, tal conexion es localmente homogénea de Tipo
A, y es ademds de Tipo B si y solo si se verifica la desigualdad k? — 4 > 0.

En el Capitulo 6 consideramos dos generalizaciones naturales al caso Lorentziano de
los espacios simétricos introducidas en [9]. (M, g) es un €-espacio si para cada geodésica
temporal v el operador de Jacobi J(7) tiene autovalores constantes a lo largo de 7. Se
dice que (M, g) es un PB-espacio si para cada geodésica temporal + existe una base paralela
a lo largo de v de autovectores del operador J (7). En la Seccion 6.2 mostramos que los
P-espacios Lorentzianos se caracterizan por la conmutaciéon de los operadores de Jacobi
y Szabd (J(v) o S(y) = S() o J(v)) para posteriormente analizar dichos espacios en el
marco de las variedades homogéneas (Teorema 6.6) o 1-curvatura homogéneas (Teorema
6.10) en dimension tres, obteniendo la caracterizacion siguiente:

Teorema 6.1 Sea (M, g) una variedad de Lorentz de dimension tres homogénea y no
simétrica. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (M,g) es un PB-espacio.
(ii) (M, g) es Ricci recurrente.
(11i) (M, g) es curvatura recurrente.

(iv) El operador de Ricci de (M, g) es nilpotente en dos pasos.
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Una primera consecuencia inmediata que se obtiene del resultado anterior es la exis-
tencia de B-espacios homogéneos. Ademés, el caracter recurrente de la curvatura permite
asegurar que la estructura subyacente a dichos espacios es la de una pp-wave.

Caracterizamos los €-espacios por el hecho de que para cada geodésica v existe un
endomorfismo T, de forma que el operador de Jacobi y el operador de Szab6 asociados
verifican S(y) = J(v) o Ty — Ty o J (7). Por tanto, toda variedad de Lorentz homogénea
y naturalmente reductiva es un €-espacio. La situacion Lorentziana es mas rica que la
Riemanniana puesto que existen ejemplos de €-espacios los cuales no son naturalmente
reductivos (Teorema 6.9), ni siquiera localmente homogéneos (Teorema 6.11).

Teorema 6.11 Sea (M, g) una variedad de Lorentz de dimension tres curvatura homogé-
nea. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (M,g) es un €-espacio.
(i1) El tensor de Ricci (M, g) es ciclico paralelo.

(iii) (M, g) es 1-curvatura homogénea y por tanto es localmente isométrica a un espacio
homogéneo de los obtenidos en el Teorema 6.9 o a un espacio My con C = D.

En la Seccioén 6.5 analizamos dos condiciones en cierto modo anélogas a las anteriores y
motivadas por la geometria del operador de curvatura antisimétrico. Sin embargo, aunque
tales condiciones caracterizan las variedades Riemannianas localmente simétricas [111, 112],
dichas condiciones no caracterizan las variedades Lorentzianas localmente simétricas (cf.
Observacion 6.17).

Finalmente, en el Capitulo 7 analizamos la geometria de los espacios simétricos ge-
neralizados en dimensiones tres y cuatro, construyendo estructuras adicionales sobre los
mismos, con el objetivo de caracterizarlos en términos de dichas estructuras. Tras analizar
el caso de dimension tres en la Seccidon 7.1.1, consideramos los espacios simétricos gene-
ralizados en dimension cuatro. Mostramos que una de las clases consideradas por Cerny
y Kowalski se reduce a un espacio simétrico (de hecho a un espacio simétrico Lorentziano
de Cahen-Wallach), por lo que el estudio ha de restringirse a tres clases que, siguiendo la
notacion introducida en [45], denominaremos Tipo A, B y D. Probamos la existencia de
una estructura de par simpléctico en todo espacio simétrico generalizado de Tipo A o Tipo
D (Teoremas 7.6 y 7.11). Una consecuencia de la existencia de tales estructuras es que todo
espacio simétrico generalizado de Tipo A o Tipo D admite dos foliaciones minimales com-
plementarias. Para los espacios de Tipo B probaremos que se realizan sobre una variedad
de Walker.

Mostramos que todo espacio simétrico generalizado de Tipo A posee una estructura casi
Kahler y opuesta Kahler subyacente, y caracterizamos dichos espacios por la existencia de
las estructuras anteriores entre los espacios homogéneos. Todo espacio generalizado de
Tipo D posee una estructura subyacente casi paraKéahler y opuesta paraKahler, si bien la
existencia de dichas estructuras no permite caracterizar tales espacios, lo que proporciona
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ejemplos no conocidos de pares simplécticos homogéneos pseudo-Riemannianos. Senalar
también que los espacios simétricos generalizados de Tipo B son conformemente simétricos,
por lo que para su caracterizacion sera de ayuda el trabajo previo de Derdzinski y Roter.

XI



XII



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo fijaremos la notacién que sera utilizada a lo largo de la memoria
y, al mismo tiempo, estableceremos las definiciones que motivan el estudio realizado en
los capitulos posteriores. Las demostraciones de los resultados presentados a continuaciéon
se encuentran detalladas en monografias tanto de geometria Riemanniana como pseudo-
Riemanniana [124, 129, 142|, por lo que omitiremos los detalles de las mismas.

1.1. Variedades pseudo-Riemannianas

En esta seccion fijaremos el contexto de nuestro trabajo junto con los convenios que
seran empleados a lo largo de la memoria. El objeto principal de interés en nuestro es-
tudio son las variedades pseudo-Riemannianas. Una variedad pseudo-Riemanniana es una
variedad diferenciable M de dimension n equipada con un tensor métrico g (i.e., simétrico
y no degenerado) de signatura (v,n — v). El par (M, g) denotara una variedad pseudo-
Riemanniana de signatura (v,n — v). Denotaremos por T,M el espacio tangente a M en
un punto p € M y por T'M el fibrado tangente a la variedad. El fibrado cotangente, que
desempenaréa un papel esencial en nuestro estudio, se denotaréd por T*M.

Consideraremos X(M) el espacio de todos los campos de vectores tangentes a M.
Como regla general, los campos de vectores vendran representados por letras maytsculas
X,Y,Z,... y los vectores tangentes en cada punto de la variedad por letras minusculas
,Y, 2, .... Siguiendo la notaciéon habitual en geometria pseudo-Riemanniana, un vector
distinto de cero z € T, M diremos que es temporal si g(z,z) < 0, espacial si g(z,z) >0y
nulo o luminoso si g(z, z) = 0. Para vectores unitarios utilizaremos la notacion €, = g(z, z)
y denotaremos la correspondiente pseudo-esfera en 7, M por

Sp(M)={veT,M: |g(v,v)| =1}

y el fibrado pseudo-esférico en TM por S(M) = UpenrSp(M). En muchos casos necesitare-
mos enfatizar el caracter espacial o temporal de los vectores unitarios, utilizando la notacién
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S;t(M) = {v € T,M : g(v,v) = £1} para las pseudo-esferas y S=(M) = Upepnr Sy (M)
para los correspondientes subfibrados.

Para cada variedad pseudo-Riemanniana (M, g) tenemos determinada de modo tnico la
conezion de Levi-Civita asociada a ella, como la tinica conexién simétrica que hace paralela
a la métrica g. La formula de Koszul nos da la expresion de tal conexion:

29(VxY, Z) = X(9(Y,2)) +Y(9(X, 2)) - Z2(9(X,Y))
+9(X,[2,Y]) +9(Y,[Z,X]) + 9(Z,[X,Y]),

donde X,Y, Z son campos de vectores sobre M y [-, -] representa el corchete de Lie.
Una vez obtenida la conexién de Levi-Civita nos apoyamos en ella para definir el
operador de curvatura R (o tensor curvatura de tipo (1,3)), segtn el convenio

R(X,Y)Z =V xy1Z - [Vx,Vy|Z,
y definimos el tensor curvatura de tipo (0,4) por
R(X,Y,Z, V) =g(R(X,Y)Z,V).

El tensor curvatura presenta las siguientes simetrias algebraicas:

(a) R(X,Y,Z,V)=-R(Y,X,Z,V)=—-R(X,Y,V,Z),
(1.1) (b) RX,Y,Z,V)+R(Y,Z,X,V)+ R(Z,X,Y,V) =0,

(¢ R(X,Y,Z,V)=R(Z,V,X,Y),
y la identidad diferencial:
(1.2) (d) (VxR)(Y,Z,UV)+ (VyR)(Z,X,UV)+ (VzR)(X,Y,U,V) =0.

Nos referiremos a las identidades (b) y (d) como primera y segunda identidad de Bianchi,
respectivamente.

La resolucion de un buen ntimero de cuestiones relacionadas con el estudio de la curva-
tura requiere de un andlisis previo de la estructura algebraica subyacente para, a posteriori,
considerar la posibilidad de realizar geométricamente las distintas posibilidades algebrai-
cas. Desde un punto de vista puramente algebraico, sea V un espacio vectorial real de
dimension n dotado con un producto interior (-, -) de signatura (v,n—v). Un tensor A de
tipo (0,4) sobre (V, (-, -)) se dice que es un tensor curvatura algebraico si verifica las si-
metrias establecidas en la Ecuacion (1.1). Esencialmente, todo tensor curvatura algebraico
puede ser construido por uno de los siguientes métodos:

» Para cada forma bilineal simétrica ¢ en (V, (-, -)),
A¢(x7 Y, z, U) = QZS(JI, Z)¢(y7 U) - (b(yv Z)d)((lf, U)

es un tensor curvatura algebraico. En [73| se prueba que el espacio de tensores cur-
vatura algebraicos esté generado por todos los tensores de esa forma.
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» Para cada forma bilineal antisimétrica ¢ en (V, (-, -)),

Aw(‘rv Y, Z,U) = 1/)(% Z)sz)(y’v) - sz)(y7 ZW(% U) + 2¢(x7y)w(zvv)

es un tensor curvatura algebraico. Ademas, el espacio de todos los tensores curvatura
algebraicos esté generado por todos los tensores anteriores.

Otra forma habitual de producir tensores curvatura algebraicos a partir de dos formas
bilineales simétricas D y B es el producto Kulkarni-Nomizu definido como

(D® B)(X,Y,Z,V) = D(X,Z)B(Y,V)+ D(Y,V)B(X, Z)
— D(X,V)B(Y,Z) — D(Y, Z)B(X, V).

La curvatura seccional de una variedad Riemanniana (M, g) es una funcion real K
definida sobre la Grassmanniana de 2-planos como
R(:E’ y’ x? y)
g(z,2)9(y,y) — g(x,y)*’

K(m) =

para todo 2-plano 7 = ({z,y}) en T,M. En el caso pseudo-Riemanniano, la definicién
anterior debe restringirse a la Grassmanniana de 2-planos no degenerados (i.e., donde
g(z,2)g(y,y)—g(x,y)? # 0), lo que impide garantizar la acotaciéon puntual de dicha funcién.
La posibilidad de extender K con continuidad a toda la Grassmanniana es equivalente a
la constancia de la misma [58]. En tal caso el tensor curvatura se escribe como

R(x,y,2,v) = kR%(x,y, z,v),
donde el tensor curvatura R" viene dado por

RO(z,y,2,v) = (g © g)(z,y, 2,v) = g(x, 2)g(y,v) — gy, 2)g(z, v).

1.2. Descomposicion de la curvatura

En esta seccion se introducen ciertos tensores que aparecen de forma natural a partir
del tensor curvatura. Todos ellos se pueden definir puntualmente, es decir, en un punto p
arbitrario de la variedad (M, g). Por ello todas estas definiciones se extienden automatica-
mente al contexto puramente algebraico de un espacio vectorial (V, (-, -), A).

El tensor de Ricci p y la curvatura escalar T se definen como las trazas

p(x,y) = traza{z — R(z,2)y}, 7 = traza p.

En una base arbitraria {e1,...,e,} de T,M, denotando con g;; = g(e;, e;), el tensor de
Ricci y la curvatura escalar se expresan como

n n
P(x’y) = Z gwR(gjveiaya 6j)) T = Z gljp(eiﬁej)v
i,j=1 6,j=1
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donde (g¥) denota la matriz inversa de la matriz de coeficientes de la métrica. Una variedad
pseudo-Riemanniana (M, g) se dice Einstein si su tensor de Ricci es un multiplo escalar
de la métrica. En tal caso se tiene que p = Tg.

El tensor de Schouten de una variedad pseudo-Riemanniana n-dimensional se define

como
1 T
C_n—2 <p—2(n_1)g>.

El significado geométrico del tensor de Schouten aparece en el estudio de la geometria
conforme. Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice localmente conformemente
llana si para cada punto p € M existe un entorno U, p € U, y un cambio conforme e,
o:U — R, tal que g = e’ gg donde gg es la métrica del espacio pseudo-Euclideo E}'. Las
variedades 3-dimensionales localmente conformemente llanas estan caracterizadas por el
hecho de que su tensor de Schouten sea Codazzi, esto es (VxC)(Y, Z) = (VyC)(X, Z).

Se define el tensor de Weyl de una variedad pseudo-Riemanniana a partir del producto
de Kulkarni-Nomizu del tensor de Schouten y del tensor métrico como W = R —C © g.
Equivalentemente

W(:L‘v Y, Z7U) = R(:‘Ca Y, Z,U) + m{g(x’ Z)g(ya U) - g(ya z)g(x, U)}
(13) - i 5 1Pz, 2)9(y, v) = ply, 2)9(z, v)

+ p(y,v)g(z, 2) — p(z,0)g(y, 2) },

para todo z,y,2,v € T,M. El tensor de Weyl caracteriza los espacios localmente confor-
memente llanos en dimensién n > 4 en términos de su anulacion (notese que W = 0 en
dimension n = 3).

El siguiente resultado proporciona una descomposiciéon de los tensores curvatura alge-
braicos que, a su vez, motiva los tensores introducidos anteriormente.

Teorema 1.1. [124] Un tensor curvatura algebraico A en un espacio vectorial con producto
interior (V, (-, -)) se descompone como

siendo
uA:%<)>®<’>a
3a=5(pa—20, ) o (),
Wa=A—-Uy—34=A4A-Ca0O(-, "),

donde pa, TA y Ca son el tensor de Ricci, la curvatura escalar y el tensor de Schouten
asociados al tensor curvatura algebraico A, respectivamente.
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Observacion 1.2. Considerando el operador curvatura asociado a cada tensor curvatura
algebraico A en (V, (-, -)), dicho operador puede interpretarse como un endomorfismo A
del espacio de 2-formas A?(V). Asi, las componentes 4, 34 vy W4 del Teorema 1.1 se
corresponden con las componentes ortogonales siguientes:

= La componente 4 es la proyecciéon ortogonal en el espacio de tensores curvatura
algebraicos de curvatura seccional constante.

= La anulacion de la componente 34 se corresponde con los tensores curvatura alge-
braicos de Einstein.

= En dimensiéon n > 4, la anulacién de la componente W, representa los tensores
curvatura algebraicos localmente conformemente llanos (que estan determinados por
su correspondiente tensor de Ricci).

En algunos contextos serd conveniente el uso de subindices para las componentes de
los diversos tensores en las correspondientes bases; asi, por ejemplo, utilizaremos frecuen-
temente p;; = p(ei, e;), Rijr = R(ei, ej, ek, er), - ..

1.3. Autodualidad y antiautodualidad en dimensién cuatro

La descomposicién de los tensores curvatura establecida en el Teorema 1.1 presenta
simplificaciones notables en dimensiones bajas. En dimensién n = 2 todo tensor curvatura
algebraico es de la forma A = Z(-,-) ® (-, ) y, en dimension n = 3, todo tensor
curvatura algebraico viene determinado por su tensor de Schouten como A =C4 ® (-, -).
En dimensién n = 4 la situacién es més compleja, pero las propiedades del operador estrella
de Hodge permiten refinar la descomposiciéon anterior de la curvatura.

Consideramos en esta seccion (V, (-, -)) un espacio vectorial de dimensién cuatro y un
producto interior de signatura arbitraria. Sea {ej,es, €3, e4} una base ortonormal de V' y
sea {el, e?, e3, 64} su base dual asociada. Consideramos el espacio de 2-formas

N(V)=({e Nl i, je{1,2,3,4},i<j}).
Se define el operador estrella de Hodge % actuando en A%(V') como
elNed Ax(eF nel) = (5};5{ - 5;5%) cicjel Ne? Aed Aed,

donde ¢; = (e;,€;) y 5; representa la delta de Kronecker. Las propiedades del operador de
Hodge estan influenciadas por las distintas signaturas del producto escalar (-, -). Asi, x
define una estructura compleja (esto es x> = —Id A2(v)) en signatura Lorentziana, mientras
que * define una estructura producto (esto es *? =1d A2(V)) en signatura Riemanniana o
neutra. En esta tltima situaciéon, el operador estrella de Hodge induce una descomposiciéon
del espacio de 2-formas A?(V) = A%(V) & A%(V), donde A2 (V) y A%2(V) denotan los

espacios de 2-formas autoduales y antiautoduales, respectivamente

AL (V) ={a e A} (V) i %a = a}, A (V) ={a e A*(V):%a = —a}.
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En una base ortonormal {e1, 2, e3,e4} los subespacios autodual y antiautodual estan ge-
nerados por
2 + + +
AL = ({E7 By Ex ),

donde
Ef = (e' Ne? + ezeqe® Net) V2,
(1.4) Ey = (e' Ned Feaese® Net) /2,
EF = (e' Nt + egeze? Ae3)/V/2}.

La métrica inducida en A?(V) a partir del producto escalar, dada por

({z Ny, 2z Nw)) = (2, 2)(y, w) = {y, 2){z, w)

es Riemanniana si (-, -) es definido positivo y de signatura (+ 4+ — — ——) si (-, -) es un
producto escalar de signatura neutra (2,2). Ademaés, en este ultimo caso la restriccion de
la métrica a los subespacios A% es de signatura (+ — —). En cualquier caso, {Efc, EQi, Eét}
es una base ortonormal, con Ef[ espaciales y Ezi temporales para ¢ = 2,3. Usaremos estas
bases a lo largo de la memoria, excepto donde indiquemos explicitamente lo contrario.

Interpretando un tensor curvatura algebraico A sobre V' como un endomorfismo de
A2(V), en dimensién cuatro la O(4)-descomposicion (O(2,2)-descomposicion en el caso en
que V tenga signatura neutra) establecida en el Teorema 1.1 resulta

(1.5) = 112 Idyz +po+ W : A2 — A2,
donde W denota el tensor de Weyl y pg el tensor de Ricci sin traza,

po(z,y) = p(z,y) — 1 (z,9).

Denotando por W¥ la restriccion del tensor de Weyl a los subespacios A% (V), se dice
que un tensor curvatura es autodual (respectivamente antiautodual) si W~ = 0 (respec-
tivamente W = 0). Por lo tanto podemos extender la O(4)-descomposiciéon, o bien la
0(2,2)-descomposicion en el caso en que la variedad tenga signatura neutra, dada en la
Ecuacion (1.5) como

T

(1.6) R = 15

Idpz4+po + WH+W™: A2 — A%

1.4. Estructuras adicionales sobre variedades

1.4.1. Estructuras casi Hermiticas

Sea M una variedad diferenciable 2m-dimensional. Como es bien conocido, una tal
variedad se dird compleja cuando sea posible construir sobre ella un sistema de coordenadas
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complejas (esto es, un atlas constituido por funciones valuadas complejas cuyos cambios de
coordenadas sean aplicaciones holomorfas). Tal condicién supone una reduccion del grupo
estructural de la variedad real subyacente al grupo lineal complejo GL(n,C). Asi pues, una
primera condicion necesaria para que una variedad diferenciable (real) sea difeomorfa a una
variedad compleja es la reduccion del grupo estructural a GL(n,C). Una tal reduccion es
equivalente a la existencia de un campo de tensores J de tipo (1,1) sobre la variedad
verificando J? = —Id, al que se llama estructura casi compleja sobre M. Denotaremos por
(M, J) una variedad casi compleja, donde se considera la variedad M y una estructura casi
compleja J fija sobre M.

Cuando la estructura casi compleja se corresponda realmente con la estructura subya-
cente a una variedad compleja, se dira que la estructura es integrable (o compleja), lo que
se establece en términos de la anulacién del tensor de Nijenhuis

Ny(X,Y) =[JX,JY] - JJX,Y] - JX,JY] + J*[X,Y].

La existencia de estructuras casi complejas sobre una variedad dada conlleva ciertas
restricciones sobre la topologia de la misma. En particular, toda variedad casi compleja es
orientable.

Una métrica pseudo-Riemanniana g sobre M se dice que es casi Hermitica si la
estructura casi compleja J es una isometria de cada espacio tangente T,M, es decir
9(JX,JY) = g(X,Y) para cualesquiera campos de vectores X,Y € X(M). Llamaremos
variedad casi Hermitica al triple (M, g, J).

Asociada a cada estructura casi Hermitica (g,.J) existe siempre una 2-forma asociada
QX,Y) = ¢g(JX,Y). La 2-forma 2 induce una orientacion en M que coincide con la
orientacién de la estructura casi compleja cuando la métrica casi Hermitica es definida
positiva. Sin embargo ambas orientaciones son opuestas cuando la métrica subyacente es
de signatura neutra (2, 2). La 2-forma 2 define una seccién de A%(M) verificando [|Q2[|? = 2
(independientemente de la signatura de la métrica). Reciprocamente, para cada seccion €2
de A%(M) de norma ||€2||? = 2 existe una estructura casi Hermitica asociada.

La derivada covariante de la estructura casi compleja se relaciona con la diferencial de
la 2-forma €2 y el tensor de Nijenhuis mediante la expresion

29((VxJ)Y, Z) + 3dQUX,Y, Z) — 3dQUX, JY, JZ) — g(JX,Ns(Y, Z)) = 0.

Estructuras Hermiticas

Una variedad casi Hermitica (M, g, J) se dird Hermitica si la estructura casi compleja es
integrable. La existencia de estructuras Hermiticas da lugar a nuevas identitades algebraicas
para la curvatura. Gray mostr6 en [107] que el tensor curvatura de una variedad Hermitica
verifica la identidad

R(X,Y,Z, W)+ R(JX,JY,JZ,JW)
= R(JX,JY,Z,W)+ R(X,Y,JZ,JW) + R(JX,Y, JZ,W)
+R(X,JY,Z,JW) + R(JX,Y, Z,JW) + R(X, JY, JZ,W).
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En [27] se prueba que la identidad anterior es la condicion necesaria y suficiente para que
un tensor curvatura algebraico definido en un espacio vectorial Hermitico sea realizable
geométricamente por una variedad Hermitica. Este hecho pone de manifiesto que la identi-
dad anterior, juntamente con las identidades dadas en la Ecuacion (1.1), determinan todas
las simetrias de la curvatura de una variedad Hermitica.

Estructuras casi Kahler

Una estructura casi Hermitica se llama casi Kdhler si la 2-forma ) es cerrada (i.e.,
dQ? = 0). La existencia de estructuras casi Kahler conlleva ciertas restricciones sobre la
curvatura de la variedad. La posibilidad de garantizar la integrabilidad de una estructura
casi Kéhler a partir de las propiedades de la curvatura ha sido abundantemente estudiada
(estructuras casi Kéahler Einstein, localmente conformemente llanas, etc.).

Es interesante notar que los resultados de integrabilidad conocidos son validos tan
solo en el ambito Riemanniano. De hecho, la existencia de estructuras isotrépicas Kéhler
(esto es, ||VJ||? = 0, pero V.J # 0) imposibilita la validez de dichos resultados en el caso
pseudo-Riemanniano.

Estructuras Kéahler

El caso més simple de variedad Hermitica viene dado por las variedades Kéhler, ca-
racterizadas por el paralelismo de la estructura compleja (VJ = 0). Un simple calculo
utilizando que VJ = 0 muestra que la identidad anterior de la curvatura se reduce en este
caso a la forma mas simple

R(X,Y,Z,W) =R(JX,JY,Z,W).

De nuevo esta identidad permite determinar todos los tensores curvatura algebraicos defi-
nidos en un espacio vectorial Hermitico que pueden ser realizados geométricamente sobre
una variedad Kéhler [28]. Una consecuencia inmediata de la identidad Kéhler es que toda
variedad Kéhler de curvatura seccional constante es necesariamente llana. Por este motivo
se introduce la curvatura seccional holomorfa como la restriccion de la curvatura seccional
a planos holomorfos (i.e., J(7) C 7) no degenerados. Es importante sefialar que la curva-
tura seccional holomorfa determina el tensor curvatura en geometria de Kéahler y, ademés,
una variedad Kéhler es de curvatura seccional holomorfa constante ¢ si y sélo si el tensor
curvatura se expresa como

R=_(R"+R),

=10

donde
RO(Xa Y? Z? W) = g(X7 Z)g(Ya W) - g(Y7 Z)g(Xa W)v
RI(X,Y,Z,W) = g(JX,Z)g(JY,W) = g(JY, Z)g(J X, W) +29(J X, Y )g(JZ,W).
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1.4.2. Estructuras casi paraHermiticas

Una 2-forma €2 sobre una variedad 2m-dimensional M se dice casi simpléctica si es
no degenerada, es decir, si Q™ # 0, y el par (M, ) se denomina entonces variedad casi
simpléctica. Se llama subvariedad Lagrangiana de una variedad casi simpléctica (M?™, Q)
a una subvariedad inmersa m-dimensional sobre la que €2 induce la forma cero.

Se dice que una variedad casi simpléctica (M, Q) es casi paraHermitica si su fibrado
tangente se descompone en suma de Whitney de subfibrados Lagrangianos.

Inducido por la descomposicion TM = L& L', el campo de tensores J de tipo (1, 1) defi-
nido por J = o — o/ (siendo o y o las proyecciones de T'M sobre Ly L' respectivamen-
te) determina una estructura casi producto en M, de tal forma que Q(JX,JY) = —Q(X,Y)
para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre la variedad. Dado que las dimensiones de
las distribuciones correspondientes a los autovalores 1 y —1 asociados a J coinciden, nos re-
feriremos a J como estructura casi paracompleja. Definiendo ahora g(X,Y) = Q(JX,Y), g
resulta ser un campo de tensores simétrico de tipo (0, 2) no degenerado sobre M y, ademaés,
9(3X,3Y) = —g(X,Y) para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M. Asi, diremos
que (g,J) define una estructura casi paraHermitica en M y nos referiremos a (M, g,J)
como variedad casi paraHermitica.

La siguiente identidad muestra la relacion existente entre la 2-forma €2, la integrabilidad
de la estructura casi paracompleja J y la conexién de Levi-Civita asociada a la métrica g:

(1.7) 29((VxJ)Y, Z) + 3dUX, Y, Z) + 3dUX, JY,3Z) + g(JX, N3(Y, Z)) = 0

para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z sobre M, donde N3y denota el tensor de
Nijenhuis de J, es decir, N3(X,Y) = [JX,3Y] — J[3X,Y] — J[X,JY] + J*[X,Y]. Tal
ecuacién permite caracterizar las variedades paraKéhler por medio del paralelismo de la
estructura casi paracompleja J respecto a la conexién de Levi-Civita de la métrica, VI = 0
y, al mismo tiempo, establece un cierto paralelismo formal entre el estudio de las estructuras
casi Hermiticas y casi paraHermiticas. Al igual que en el caso casi Hermitico, la existencia
de una estructura casi paraHermfitica restringe la topologia de la variedad subyacente
que, en particular, ha de ser orientable (véase |57| para més informacioén sobre geometria
paraHermitica).

Existen, sin embargo, un buen nimero de diferencias entre las estructuras casi Hermiti-
cas y casi paraHermiticas, algunas de las cuales son de especial interés en este trabajo. En
primer lugar es importante sefialar que mientras que las métricas casi Hermiticas pueden
ocurrir en cualquier signatura (2u,2m — 2u), las métricas casi paraHermiticas han de ser
necesariamente de signatura neutra (m,m). Para cada estructura casi paraHermitica (g, J)
existe una 2-forma asociada Q(X,Y) = g(JX,Y). La 2-forma € induce una orientacioén en
M que coincide con la orientacién de la estructura casi paracompleja. La 2-forma €2 define
una seccion de A%(M) verificando ||2]|2 = —2 vy, reciprocamente, para cada seccion 2 de
A?(M) de norma ||Q||? = —2 existe una estructura casi paraHermitica asociada.
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Estructuras paraKéahler

Una variedad paraKdhler es una variedad simpléctica localmente difeomorfa a un pro-
ducto de subvariedades Lagrangianas. Este hecho da lugar a una descomposiciéon del fibrado
tangente, T M, en suma de Whitney de subfibrados Lagrangianos, TM = L & L’.

La Ecuacion (1.7) muestra que las variedades paraK#hler estan caracterizadas por
el paralelismo de la estructura casi paracompleja J. Como consecuencia, los subfibrados
Lagrangianos L y L' en que se descompone el fibrado tangente son paralelos. Ese hecho no
da lugar a una descomposicion local de de Rham de la variedad como producto, dado que
la restricciéon de la métrica a ambos subfibrados es degenerada. Sin embargo, la existencia
de distribuciones nulas paralelas indica que la estructura subyacente es la de una variedad
de Walker (véase la Seccion 1.7 para mas informacion).

El hecho de que la estructura paracompleja de una variedad paraKéhler sea paralela
(V3 = 0) conlleva una identidad tipo Kéahler para la curvatura,

R(X,Y,Z,W)=—R(3X,3Y,Z,W).

Se define la curvatura seccional paraholomorfa como la restriccion de la curvatura sec-
cional a planos paraholomorfos (i.e., J(7m) C m) no degenerados. Al igual que en el ambito
Kahleriano, la curvatura seccional paraholomorfa determina la curvatura de una variedad
paraKéhler y esta es constantemente ¢ si y sblo si el tensor curvatura verifica

R:—z (RO—R3>.

1.4.3. Estructuras nulas Kahler

Sea M una variedad diferenciable 2m-dimensional. Un campo de tensores N de tipo
(1,1) sobre M se dice una estructura casi tangente si N> = 0 y Rango(N) = m. Una
métrica g en M se dird adaptada si se verifica g(N'X,Y)+g(X, NY) = 0 para cualesquiera
campos de vectores X, Y sobre M [53] y, en tal caso, nos referiremos a (N,g) como
estructura casi tangente métrica. Notese que g ha de ser necesariamente de signatura neutra.
Cuando ademaés el campo de tensores N sea paralelo respecto a la conexion de Levi-Civita
de (M, g), se dice que la estructura (N, g) es nula Kdhler [79].

El caracter nilpotente de las estructuras casi tangentes muestra que ImN C ker NV,
por lo que al ser N de rango maximo, ker N define una distribuciéon m-dimensional sobre
M que es completamente degenerada para cualquier métrica adaptada g. Si la estructura
(N, g) es nula Kéhler, entonces ker N es una distribucion paralela, por lo que (M, g) es
una variedad de Walker (véase la Seccion 1.7 para mas informacion).

Asociada a cada estructura casi tangente métrica podemos definir una 2-forma €2 dada
por Q(X,Y) = g(NX,Y), que resulta ser una seccién nula del fibrado A%2(M). Reciproca-
mente, cada 2-forma Q sobre una variedad (M, g) de signatura neutra verificando [|Q|| = 0
define una estructura casi tangente métrica.
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1.4.4. Pares simplécticos

En una variedad M de dimensién cuatro se llama par simpléctico a un par de formas
simplécticas (24,Q_) compatibles con las orientaciones opuestas de M, de tal forma que

(1.8) QLAQ =0, Q. AQ=-Q_AQ_.

Los pares simplécticos aparecen de forma natural asociados a un buen nimero de situacio-
nes geométricas: métricas Riemannianas para las que los productos de formas armonicas
son armonicas, la geometria de variedades de dimensién cuatro con foliaciones holomorfas,
etc. (Ver [6] para més informacion sobre pares simplécticos).

La existencia de pares simplécticos viene caracterizada por la siguiente propiedad |7, 16]:
sea (M, g) una variedad de dimension cuatro dotada de dos 2-planos ortogonales F y G
dados por 2-formas wr y wg. Entonces F y G definen foliaciones minimales en (M, g) siy
solo si Q4 = % (wr £ wg) es un par simpléctico.

1.5. Operadores asociados a la curvatura

La complejidad inherente al estudio de un campo de tensores de tipo (0,4) hace que
el estudio de la curvatura haya derivado en el analisis de distintas funciones asociadas
a la misma (como la curvatura seccional, la curvatura escalar, etc.) o de propiedades de
operadores asociados a la misma (operador de Jacobi, de Szabo, etc.) [93].

Nuestro estudio de la geometria subyacente a los operadores curvatura se centra en
el anéalisis de sus propiedades algebraicas, centrandonos en el estudio del espectro de los
mismos y en sus propiedades de conmutacion. El problema de Osserman es probablemente
el ejemplo mas conocido en el intento de determinar la geometria de una variedad a partir
del espectro de sus operadores de Jacobi. La existencia de propiedades de conmutacion
entre distintos operadores curvatura esta estrechamente relacionada con ciertas propiedades
geométricas como es el caracter semi-simétrico (conmutacion entre operadores de curvatura
antisimétricos y/o el operador de Ricci), o los denominados P-espacios (conmutacion de
los operadores de Jacobi y Szabd).

De nuevo recordamos que las definiciones que aqui se proporcionan a nivel algebraico
se trasladan automaticamente a la situacién geométrica.

1.5.1. El operador de Jacobi

El operador de Jacobi aparece de un modo natural en muchos problemas geométricos,
como por ejemplo en el estudio de la desviacion geodésica, y desempeiia un papel esencial en
la formulacion geométrica de la Relatividad General (ver [129, 142| para mas informacion).
En esta memoria estudiaremos propiedades espectrales relacionadas con dicho operador.

Sea (V, (-, -)) un espacio vectorial con un producto interior de signatura (v,n —v)y
sea A un tensor curvatura algebraico en V. Consideremos z € V y sea A(z, - )z: V — V
la aplicacion lineal definida por (A(z, - )z)z = A(z,z)z. Es inmediato ver que debido a las
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identidades del tensor curvatura se tiene que A(z, -)z : V. — 21, donde 2" es el espacio
ortogonal a ({z}). Cuando z € S(V') entonces z* es un subespacio no degenerado de V,
por lo que se define el operador de Jacobi asociado a z € V' como

Ta(z) izt — 2t

x — A(z,z)z.

De nuevo usando las identidades del tensor curvatura se observa que el operador de Jacobi
es un operador autoadjunto.

Variedades de Osserman

Sea A un tensor curvatura algebraico en un espacio vectorial con producto interior
(V, (-, -)) de signatura (v,n—v). Diremos que (V, (-, ), A) es espacial Osserman (respec-
tivamente temporal Osserman) si los autovalores de J son constantes en S+ (V) (respec-
tivamente, en S~ (V')). Asumiendo v > 0 y n — v > 0, ambas condiciones son equivalentes
[85, 93]. En lo que sigue cuando una de las anteriores condiciones se satisfaga diremos que
(V,(-,-),A) es Osserman. El estudio de los operadores de Jacobi a lo largo de direcciones
nulas es mas complejo. Debido a la dificultad para normalizar los vectores nulos, se dice
que (V, (-, ), A) es nulo Osserman si los operadores de Jacobi asociados a direcciones
nulas son nilpotentes (esto es, los autovalores de los operadores de Jacobi son nulos).

Un proceso de paso al limite muestra que la condicién Osserman conlleva la nula Osser-
man pero el reciproco tan solo se conoce en dimensién cuatro o si la signatura es Lorentziana
[84, 87].

En un contexto puramente geométrico el estudio de las variedades Osserman pseudo-
Riemannianas es méas delicado. Debemos diferenciar en primer lugar entre las condiciones
de Osserman puntual y global. Diremos que una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) es
puntualmente Osserman si los autovalores del operador de Jacobi J(x) no dependen de
T € S; (M) pero pueden cambiar de punto a punto. En el caso en que los autovalores de
los operadores de Jacobi no varien de un punto a otro diremos que (M, g) es globalmente
Osserman.

Dado que el espectro de un operador autoadjunto no es suficiente para determinar
éste en el ambito pseudo-Riemanniano, se introducen las condiciones Jordan-Osserman,
que asumen la constancia de la forma de Jordan de los operadores de Jacobi. Se dice que
una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) es espacial Jordan-Osserman (respectivamente
temporal Jordan-Osserman) si la forma de Jordan del operador de Jacobi J (z) es constante
en S*(M) (respectivamente, es constante en S~ (M)). De nuevo se presenta una distincion
entre las condiciones puntual (cuando la forma de Jordan pueda variar de unos puntos
a otros) y global. Sin embargo, la principal diferencia con las condiciones de Osserman
es que el caracter espacial y temporal Jordan-Osserman no son equivalentes (véase por
ejemplo [91]). Ademas, en cualquier signatura no neutra, un tensor curvatura algebraico
es simultdneamente espacial y temporal Jordan-Osserman si y sblo si es diagonalizable
[97]. Senalar finalmente que la condicion nula Jordan-Osserman es mucho mas restrictiva:
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existen variedades de Osserman que son espaciales y temporales Jordan-Osserman pero no
nulas Jordan-Osserman.

La nomenclatura de variedad de Osserman viene motivada por el articulo [145] donde
R. Osserman conjeturd que toda variedad de Riemann globalmente Osserman es localmente
isométrica a un espacio isotrépico. El reciproco es cierto teniendo en cuenta que el grupo
de isometrias de cualquier variedad isotropica actia transitivamente en el fibrado esférico
unitario. La conjetura ha sido resuelta en cualquier dimensiéon n # 16. Chi demostr6é que
es cierta para dimension 4 y para dimensiones 2k+1y 4k+2, k = 1,2,3,... [49, 50]. Para
dimension 4k, k # 16 Nikolayevski demostro que la conjetura también es cierta [138, 139].
En todos los casos anteriores el tensor curvatura puede ser expresado en términos de ciertos
modulos de Clifford, algo que no es posible cuando se considera el plano de Cayley, donde
radica la dificultad del caso excepcional de dimensién n = 16. En signatura Lorentziana
se tiene que toda variedad de Osserman ha de ser necesariamente de curvatura seccional
constante [10, 84]. En caso de signatura arbitraria la conjetura es falsa. El primer caso
no trivial es en dimension n = 4 y signatura neutra (2,2) donde se obtienen ejemplos de
variedades Osserman que no son espacios simétricos de rango uno [92] y ni tan siquiera
homogéneos.

El operador de Szabé: C-espacios y -espacios

En 1991, Szabo6 [154] inicia el estudio de la derivada del operador de Jacobi, i.e.
S(x) = (V4zR)(z, - )x, mostrando que, en el caso Riemanniano, dicho operador tiene au-
tovalores constantes si y solo si la variedad es localmente simétrica. Este resultado dio
lugar a un estudio pormenorizado de los autovalores de dicho operador. Se dice que una
variedad es puntualmente espacial (respectivamente puntualmente temporal) Szabd si los
autovalores de los operadores de Szab6 son constantes en la pseudo-esfera unitaria SI‘,|r (M)
(respectivamente S, (M)). Estas dos condiciones son equivalentes por lo que en lo que
sigue hablaremos simplemente de variedades Szabo. Los conceptos globalmente Szabd y
Jordan-Szabo se definen de un modo analogo al caso de las variedades de Osserman.

La condicién de ser una variedad Szabo caracteriza a los espacios localmente simétricos
en el caso de signatura Riemanniana [154] y Lorentziana [103]. En el caso de signatura
arbitraria el resultado no es cierto [103].

Recordando que una variedad pseudo-Riemanniana es localmente simétrica si y sélo
si el tensor curvatura es paralelo (i.e., VR = 0), Berndt y Vanhecke [9] estudiaron esta
propiedad a lo largo de geodésicas en el ambito Riemanniano, probando que la condicién
anterior es equivalente a la constancia de los autovalores de los operadores de Jacobi a lo
largo de cada geodésica y al caracter paralelo de los autoespacios asociados. Motivados por
este hecho, plantearon el estudio de las dos propiedades anteriores de forma separada como
generalizacion de los espacios localmente simétricos.

(€) Una variedad de Riemann (M, g) se dice que es un €-espacio si los autovalores de los
operadores de Jacobi son constantes a lo largo de geodésicas.
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(B) Una variedad de Riemann (M, g) se dice que es un JP-espacio si los autoespacios de
los operadores de Jacobi son paralelos a lo largo de geodésicas.

Las condiciones anteriores se generalizan de forma natural a la situacién Lorentziana sin
mas que restringir el estudio a las geodésicas temporales, lo que ha motivado un estudio
detallado de las mismas [42]. Sin embargo la situacion es claramente distinta en otras sig-
naturas, ya que es posible construir ejemplos no simétricos en signatura (2,2) que verifican
las condiciones € y P simultaneamente [19].

El estudio de las propiedades de conmutacion del operador de Jacobi y el operador de
Szabo tiene especial relevancia en este estudio, ya que caracteriza los P-espacios.

1.5.2. El operador de Jacobi de orden superior

El operador de Jacobi de orden superior fue introducido por Stanilov y Videv [153]
como un valor medio de los operadores de Jacobi sobre un cierto subespacio. Sea 7w un
k-plano y {eq,...,er} una base ortonormal de 7. Se define el operador de Jacobi de orden

superior asociado a T como
k

T(m) = edl(e).
i=1
Este operador es independiente de la base ortonormal elegida para el k-plano 7. Si k =1,
se recupera el operador de Jacobi mientras que si k = n entonces el operador de Jacobi de
orden superior se corresponde con el operador de Ricci.

Se dice que (V,(-, ), A) es k-Osserman si los operadores J(m) tienen autovalores
constantes sobre la Grassmaniana Gri (V') de k-planos. En el caso pseudo-Riemanniano,
las distintas condiciones correspondientes a las posibles signaturas de los k-planos son
equivalentes [93]. Senalar asimismo que la condicion de ser k-Osserman es muy restrictiva en
el &mbito Riemanniano y Lorentziano, donde es equivalente a la constancia de la curvatura
seccional [94, 103].

Variedades complejas y paracomplejas Osserman

Sea (V, (-, -), A) un espacio vectorial con un producto interior de signatura (v,n—v)y
un tensor curvatura algebraico A. Sea J una estructura compleja en (V, (-, -)) y denotemos
por H(V) el espacio de 2-planos holomorfos no degenerados. Si m € H(V), y £ € m es un
vector unitario, se define el operador de Jacobi complejo como:

J(m) =T &)+ T(JE),

que resulta independiente de la eleccién del vector unitario €.

Asi como el operador de Jacobi determina la curvatura en el caso pseudo-Riemanniano,
el operador de Jacobi complejo no determina necesariamente la curvatura en la situaciéon
genérica casi Hermitica, incluso asumiendo un cierto grado de compatibilidad entre la es-

tructura casi compleja y la curvatura J*A = A (ie., A(JX,JY,JZ,JU) = A(X,Y, Z,U)),
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como se muestra en |20]. Por ello, es natural restringir el campo de estudio a aquellas clases
de variedades casi Hermiticas donde la estructura casi compleja es compatible y el operador
de Jacobi complejo determina la curvatura (como sucede, por ejemplo, en las variedades
Hermiticas o en las Nearly Kéahler) [20]. Se dice que (V, (-, -), A, J) es compleja Osserman
si J y A son compatibles (es decir, J*A = A) y los autovalores de J(7) son constantes en
H(V).

Un primer paso natural hacia el estudio de las variedades complejas Osserman es el caso
en el que la estructura compleja J sea Kéhler sobre un espacio vectorial (V, (-, -), A) dotado
de un producto interior definido positivo (i.e., A(Jz,Jy) = A(z,y), para cualesquiera
x,y € V). En este caso, la estructura de autovalores es muy restrictiva.

De hecho, si un espacio vectorial de dimension n > 4 (V, (-, -), A, J) dotado de un
producto interior Riemanniano y un tensor curvatura algebraico A no nulo verificando
la identidad de Ké&hler es complejo Osserman, entonces el operador de Jacobi complejo
tiene dos autovalores con multiplicidades (n — 2,2) o tres autovalores con multiplicidades
(n—4,2,2) con n =4k > 8 [26].

Asi se tiene que una variedad casi Hermitica (M, g, J) de dimension cuatro verificando
la identidad de Kéhler es compleja Osserman si y solo si tiene curvatura seccional holomorfa
constante [26].

De modo anélogo al caso complejo se define el operador de Jacobi paracomplejo.
Sea (V, (-, ), A) un espacio vectorial dotado de un producto interior de signatura neu-
tra (m,m) y un tensor curvatura algebraico A. Sea J una estructura paracompleja en
(V,(-, -)). Denotamos por P(V) el espacio de 2-planos paraholomorfos (i.e., J= C 7) no
degenerados. Sea m € P(V) y ¢ € m un vector unitario. Definimos el operador de Jacobi
paracomplejo como:

J(m) =JT(C) = TR

En este contexto, decimos que V' es semi paracompleja Osserman si el operador de Jacobi
paracomplejo J(-) tiene autovalores constantes en P (V). Si ademés J(7) conmuta con J
para todo plano m € P(V') diremos que V' es paracompleja Osserman.

1.5.3. El operador de curvatura antisimétrico

En el estudio de las propiedades del tensor curvatura a lo largo de circulos, el operador
de curvatura antisimétrico juega un papel relevante [111, 112]|. Geodésicas y circulos son ob-
jetos clasicos en Geometria y Fisica, siendo estos tultimos preservados por transformaciones
de Mé&bius por lo que estan en relacion con la estructura conforme de la variedad [126].

Sea (V,(-, -), A) un espacio vectorial dotado de un producto interior y un tensor cur-
vatura algebraico A. Sea 7 un plano no degenerado, 7 = ({x, y}). El operador de curvatura
antisimétrico

A(m)z = (@) {y, y) — (,9)*| 7 Az, )2

es independiente de la base de m considerada [93].
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Es importante sefialar aqui que, a diferencia de los operadores curvatura considerados
anteriormente, el operador de curvatura antisimétrico no es autoadjunto.

Variedades Ivanov-Petrova

Diremos que una variedad pseudo-Riemanniana es puntualmente lvanov-Petrova (IP
en lo que sigue) si los autovalores de R(m) dependen tnicamente del punto base p € M,
pero no de la eleccion del plano m € Gro(T,M) [113]. La variedad se dira globalmente
IP si los autovalores de R(7) son constantes en la Grassmanniana Gra(T'M) . Un primer
ejemplo de variedad IP viene dado por las variedades de curvatura seccional constante.
Ahora bien, existen variedades de Riemann IP que no son de curvatura seccional constante
[93, 100, 105].

En dimensién tres las variedades IP estan totalmente clasificadas a nivel algebraico
en signatura Riemanniana por Ivanov y Petrova [113], correspondiéndose con aquellas
cuyo operador de Ricci es un multiplo de la identidad (tensores curvatura algebraicos
de Einstein), o bien aquellas cuyo operador de Ricci es de rango uno. En este tltimo
caso, el autovalor no nulo del operador de Ricci serda una funcion diferenciable en el caso
puntualmente IP y una constante en el caso globalmente IP. En el caso de dimensién tres,
a mayores de los dos casos anteriores aparecen los tensores curvatura cuyo operador de
Ricci es nilpotente en dos pasos [83]. En cualquiera de los casos, una descripcion completa
a nivel diferenciable no es todavia conocida.

Si nos cenimos al caso Riemanniano las variedades IP estdn completamente clasificadas
en dimension n > 4. Ivanov y Petrova las determinaron para dimensiéon cuatro [113], y
Gilkey, Leahi y Sadofsky completaron la clasificacion en cualquier dimension [100], obte-
niéndose que una variedad de Riemann (M, g) es puntualmente IP si y solo si es localmente
isométrica en casi todo punto (es decir en un abierto denso) a un espacio de curvatura sec-
cional constante o a un producto warped de la forma I x ' donde I C R es un intervalo
abierto, F' una variedad de Riemann de dimensién dim F' = n — 1 con curvatura seccional
constante K, y la funciéon de deformacion viene dada por f = VKt2 + Ct + D para C, D
constantes reales verificando que C? — 4K D # 0.

Es facil ver que todos los productos warped dados por la forma anterior son localmente
conformemente llanos y por tanto no existen variedades de Riemann IP no localmente
conformemente llanas.

-espacios y T-espacios

Motivados por las propiedades del operador de Jacobi a lo largo de geodésicas, Ivanov
y Petrova [111, 112| caracterizaron las variedades localmente simétricas en términos de las
propiedades del operador de curvatura antisimétrico Ry (X) = R(¢/, Vo)X a lo largo
de circulos unitarios. Una variedad de Riemann (M, g) es localmente simétrica si y sélo
si se verifican las dos condiciones siguientes: el operador de curvatura antisimétrico tiene
autovalores constantes a lo largo de cada circulo unitario y existe una base de Jordan para
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el mismo que es paralela a lo largo del circulo. El anélisis separado de ambas condiciones
motivé las siguientes generalizaciones de los espacios simétricos:

(9) Una variedad de Riemann (M, g) se dice D-espacio si los autovalores de los operadores
de curvatura antisimétricos son constantes a lo largo de circulos unitarios.

(%) Una variedad de Riemann (M, g) se dice un T-espacio si existe una base de Jordan
del operador de curvatura antisimétrico paralela a lo largo de circulos unitarios.

De modo anélogo a como ocurria con los B-espacios, los T-espacios estan caracterizados
por la conmutaciéon del operador de curvatura antisimétrico y su derivada covariante a lo
largo de circulos.

1.6. Geometria Afin

Una wariedad afin es una variedad M equipada con una conexién afin sin torsion D.
Denotando por R el tensor curvatura asociado, se dice que la variedad afin (M, D) es llana
si R = 0, en cuyo caso siempre existen sistemas de coordenadas en los que los simbolos
de Christoffel se anulan (i.e., I’fj = 0). Asociado al tensor curvatura de la conexion D, se
define el tensor de Ricci como p(X,Y) = traza{Z — R(X,Z)Y }.

A diferencia de lo que ocurre con el tensor de Ricci asociado a la conexién de Levi-
Civita de una variedad pseudo-Riemanniana, el tensor de Ricci de una conexién afin no
es necesariamente simétrico, por lo que es conveniente descomponerlo en sus componentes
simétrica y antisimétrica

PIY) = P V) p(V X)) pY) = X Y) - oY X))

Dos conexiones afines D y D son proyectivamente equivalentes si existe una 1-forma w
de tal forma que
DxY =DxY +w(X)Y +w(Y)X

para cualesquiera campos de vectores X, Y en M. Se dice que (M, D) es proyectivamente
llana si D es proyectivamente equivalente a una conexién afin llana. Denotando por P el
tensor proyectivo de Weyl,

P(X,Y)Z = R(X,Y)Z — ﬁ{p(){, 2)Y = p(Y, Z)X},

se tiene que (M, D) es proyectivamente llana si y s6lo si P = 0 cuando dim M > 3.
En dimension dos, el tensor proyectivo de Weyl se anula (ya que la curvatura de toda
conexion afin en dimension dos verifica R(X,Y)Z = p(X,2)Y — p(Y,Z)X), por lo que
una superficie afin (3, D) es proyectivamente llana si y solo si el tensor de Ricci es Codazzi
(e, (Vxp)(Y.2) = (Vyp)(X, Z)).
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Una variedad afin se dice recurrente (respectivamente Ricci recurrente) si DR = w® R
(respectivamente Dp = w ® p) para alguna 1-forma w. Se dice que (M, D) es localmente
simétrica si DR = (. Las variedades afines recurrentes surgen de modo natural en el estudio
de las conexiones afines con tensor de Ricci antisimétrico, dado que toda superficie afin
(33, D) con tensor de Ricci antisimétrico tiene curvatura recurrente en un entorno de cada
punto donde la curvatura es no nula.

Una variedad afin (M, D) se dira que es afin Osserman si los operadores de Jacobi son
nilpotentes [85] y se dice que (M, D) es afin IP si los operadores de curvatura antisimé-
tricos son nilpotentes [41]. Ambas condiciones surgen de modo natural en el estudio de las
condiciones de Osserman e IP para extensiones de Riemann.

1.6.1. Superficies afines

Sea (X, D) una superficie afin localmente simétrica. Si el tensor de Ricci es antisimétrico,
entonces p define una 2-forma que es idénticamente nula (si D es llana) o define un elemento
de volumen paralelo sobre ¥, en cuyo caso p ha de ser simétrico. Asi pues, toda conexién
afin localmente simétrica sobre X y no llana no puede tener tensor de Ricci antisimétrico.

El estudio de las superficies afines radica, en gran medida, en la posibilidad de expresar
la curvatura de las mismas en términos de su tensor de Ricci. Asi en la mayoria de los
casos los resultados dependeran de la estructura del tensor de Ricci tanto en funcién de
sus partes simétrica y antisimétrica como del rango de las mismas.

Un ejemplo ilustrativo sucede en el estudio de las superficies afines recurrentes. Si
bien existe una clasificaciéon completa, para este trabajo son especialmente relevantes los
siguientes casos:

» Sea (3, D) una superficie afin recurrente con tensor de Ricci simétrico de rango uno.
Entonces existen coordenadas (1, x2) donde la tnica componente no nula de D viene
dada por

D81 81 = a(xl, $2)82

para alguna funcion diferenciable a(x1,x2) [159].

» Sea (X, D) una superficie afin recurrente con tensor de Ricci simétrico no degenerado.
Entonces existe una métrica en ¥ para la que D es su conexion de Levi-Civita [159].

» Sea (¥, D) una superficie afin recurrente con tensor de Ricci antisimétrico. Entonces
existen coordenadas (x1,x2) donde las tinicas componentes no nulas de D vienen
dadas por

Dy, 01 = —01001, Dp,0s = 0200

para alguna funcion diferenciable 6(x1, z2) [67, 159].

La condicion de ser afin Osserman (respectivamente afin IP) para superficies afines
(X, D) se establece en términos de las propiedades del tensor de Ricci, que ha de ser
antisimétrico [85] (respectivamente simétrico de rango uno [41]).
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1.7. Meétricas de Walker

Es bien conocido que la existencia de una distribucién paralela en una variedad Rie-
manniana da lugar a una descomposicién local de de Rham como producto. Esta propiedad
se mantiene en el caso pseudo-Riemanniano si la distribucién paralela es no degenerada. El
caso en el que la distribucion D sea degenerada fue estudiado por Walker [157] obteniendo
una forma candnica para la métrica. Basandonos en este trabajo diremos que una varie-
dad pseudo-Riemanniana es una variedad de Walker si admite una distribuciéon paralela y
degenerada ®.

Las métricas de Walker son una clase especial de métricas pseudo-Riemannianas que
no tienen analogo Riemanniano. Estas métricas son las responsables de muchas situacio-
nes estrictamente pseudo-Riemannianas: holonomia indescomponible pero no irreducible
[8], pp-waves y pr-waves [116], estructuras homogéneas pseudo-Riemannianas degenera-
das [136], métricas de Einstein conformemente equivalentes [125], variedades estrictamente
conformemente simétricas [72|, métricas conformemente llanas con operador de Ricci nil-
potente en dos pasos [110], hipersuperficies de Einstein en variedades con curvatura sec-
cional constante y con operador de configuracion nilpotente [131], estructuras paraKéahler
[57, 114], métricas de Osserman no localmente simétricas [17], etc. Nos referimos a [21]
para mas informacién sobre estructuras de Walker.

El siguiente teorema es central en nuestro trabajo.

Teorema 1.3. [157] Sea M una variedad de Walker de dimension n y® una distribucion

paralela y degenerada r-dimensional. Entonces existen coordenadas adaptadas (x1, ..., Tp_yr,
Tp—rtls---,Tpn) en M, de tal forma que la métrica viene dada por

B H 1d,

Id. 0 0

donde 1d, es la matriz identidad de orden r y A, B, H son matrices cuyos coeficientes son
funciones de las coordenadas verificando:

(1) A y B son matrices cuadradas simétricas de orden n — 2r y r respectivamente, H es
una matriz de orden r x (n — 2r) y *H su traspuesta.

(2) A y H son independientes de las coordenadas (Tp—ri1,-..,Tp)-

Ademds la distribucion paralela y nula v dimensional © estd localmente generada por los
campos de vectores coordenados {0z, _,,,,...,0,}.

Observacion 1.4. La forma canénica del teorema anterior resulta mas sencilla si la dis-
tribucién paralela tiene dimensién méaxima y la variedad es de dimension par n = 2m.
En este caso existen coordenadas de Walker (z1,...,Zm, 21/, ..., %) de tal forma que la
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matriz de la métrica resulta (ver [21])

(1.9 (915) = ( oo ) ,

donde B es una matriz cuyas componentes son funciones de (1, ..., Tm, L1/, ..., Tpyr)-

Las métricas dadas por la Ecuacion (1.9) son especialmente interesantes para nues-
tro estudio. En este caso los simbolos de Christoffel y el operador de curvatura vienen
determinados por

Lema 1.5. [37] Sea (M, g,®) una variedad de Walker de dimension n = 2m, siendo
dim® = m. Entonces los simbolos de Christoffel no nulos estin determinados (salvo sime-
trias) por

b = —10wgi,
Tyt = 201 gjks
Ty = 1(=0kgij + 0i9i + 0igjk + rs059i) »

donde sumamos en 1 < s <m.

Teniendo en cuenta el caracter paralelo de la distribucion ©, se prueba en [72] que el
tensor curvatura de toda variedad de Walker satisface las condiciones

R®,9%,.,)=0, R®,9,-)), y R®%H92L9,)=0.

Lema 1.6. [37] Sea (M,g,®) una variedad de Walker de dimension n = 2m, siendo
dim® = m. Entonces las componentes no nulas del tensor curvatura tipo (1,3) son (salvo
simetrias)

Ri = —3(8i0wgjk — 0;0mgik) — % (05 9irOn gjs — Os 910 gis)
Ry = —1(8;0kgin — 0;0n9ik + 0i0ng;x — 0iOkgjn)

— {0y 9ik (Ongjs — Osgjn — 0jGsh, — gntOy gjs)

—0s 9k (Ongis — OsGin — 0iGsh — GntOp Gis)

—0s9jn (0sGik — Okgis — Oigks — gstOv ik

+0s gin (0sgjk — Okgjs — Ojgks — 9stOp Gjk)

420 (gns0s gir) — 20; (gnsOs' gjk) } »

o1
Rjin* = —350y0ngjk,

R = —3(0n0rgjr — OkOygsn)
— 1 (05 910y gsn + 05 9jnOi gsr, — 20y (gns0s gjk))
Riw" = —1(8;01gin — 00w gin) — 3 Ok 9isOs gjn — O gjsOs gin) »

/

h 1
R = 5040w gjn,
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donde sumamos en1 <s<myenl<t<m.

1.7.1. Meétricas de Walker en dimension cuatro: autodualidad

El estudio de la geometria en dimensién cuatro es uno de los ejes de nuestro trabajo.
En esta situaciéon tomaremos coordenadas (x1,xe,x1/, Zor) y escribiremos la métrica dada
por la Ecuacion (1.9) como

(1.10) g=

O = o 2
_ o o0
o O O
S O = O

donde a,b y ¢ son funciones de las coordenadas (x1,x2, 1/, Tar).

La existencia de un campo de 2-planos en una variedad de dimensién cuatro conlleva
una orientacion natural sobre la misma (véase por ejemplo [69]), por lo que las condiciones
de autodualidad y antiautodualidad poseen un significado claro. Una descripcion local de
las métricas de Walker autoduales fue dada en [74] como un paso previo en el estudio de
la propiedad de Osserman. En coordenadas de Walker dichas métricas vienen dadas por la
Ecuacion (1.10), donde las funciones a,b y ¢ verifican

a(xlv T2, 217, .11?2/) :x?/A‘FfU%/B‘F-T%/xQ/C+1‘1/$2/D+$1/P—|—,’I;2/Q—|—§,

( ) b(azl,xg,:Elz,J:gz):x%’/C—i—l‘g/5+$1/9:§/A+x1/x2/f—}—x1/S—i—xng—i—n,
1.11
c(x1, T2, X1, Tor ) = %x%f%—%xg,D—I—x%,:vg/.A%-xl/x%,C—i- %-’Bl/l’gl (B+E)

+$1/U+$2/V+’Y,

donde todas las letras caligraficas, maytsculas y griegas son funciones de las coordenadas
(r1,22).

La descripcion de las métricas de Walker antiautoduales es un problema mucho mas
complejo que tan solo fue esbozado en [74].

1.8. Meétricas de Walker especiales definidas en el fibrado co-
tangente

Una clase particular de variedades de Walker son las conocidas como extensiones de
Riemann. Estas métricas tienen una gran importancia puesto que permiten trasladar pro-
blemas desde Geometria Afin a Geometria pseudo-Riemanniana y viceversa. Al mismo
tiempo, son la estructura subyacente en un buen ntmero de importantes situaciones geo-
métricas. Estas variedades fueron introducidas por Patterson y Walker en [146] y estudia-
das por diversos autores desde entonces, mostrando sus muchas aplicaciones en diferentes
campos (ver [1, 78, 161]).
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1.8.1. Geometria del fibrado cotangente

Consideremos T*M el fibrado cotangente de una variedad M de dimension n, y sea
o : T*M — M la proyeccion natural. Sea p = (p,w) donde p € M y w € Ty M un punto
del fibrado cotangente T* M. Las coordenadas locales (z;) en un entorno abierto U de M
inducen coordenadas (x;, z;) en o~ *(U), donde descomponemos

w = E Tydr; .

Para cada campo de vectores X en M, definimos una funcién ¢ X : T*M — R por
[’X(p7w) = w(Xp) I

y escribiendo X = X7 0; expresamos
[,X(IIZUL‘, :Ei/) = szle .

Los campos de vectores en T% M estan caracterizados por su accion sobre las funciones
de la forma 1 X (véase [161] para mas detalles): dos campos de vectores Y, Z en T*M son
iguales si y solo si Y (:.X) = Z(:X) para todo campo de vectores X en M. Asi, se define
el levantamiento completo X¢ de un campo de vectores X € X(M) como el campo de
vectores en 1% M caracterizado por la identidad

XCz)=1X,Z] paratodo Ze€X(M).

El espacio tangente a T*M en cada punto (p,w) € T*M esté generado por los levan-
tamientos completos, y estos a su vez caracterizan los campos de tensores. De hecho un
campo de tensores de tipo (0, s) en T" M esta completamente caracterizado por su accion
sobre los levantamientos completos de campos de vectores en M [161].

Sea T' un campo de tensores de tipo (1,1) en M, es decir T' € C*°(End(T'M)). Defini-
mos una l-forma T € C°(T*(T*M)) caracterizada por la identidad

(1.12) T(XY) = u(TX).

En las coordenadas inducidas de T* M se tiene que (T = xk/Tikdxi.

1.8.2. Extensiones de Riemann

Considerando ahora una conexién libre de torsion D en M, el fibrado cotangente T* M
puede equiparse con una métrica pseudo-Riemanniana gp de signatura (n,n), a la cual
llamaremos extension de Riemann de D [146], que esta determinada por

gp(XC, YY) = —(DxY + Dy X),
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donde X¢, Y¢ denotan los levantamientos completos a T*M de campos de vectores X, Y
en M. En un sistema de coordenadas inducido (z;, z;) en T*M, la extension de Riemann

S€ expresa como
—zxk,rfj Id,,
9gp = )
Id,, 0

con respecto a {01,...,0n, 01, ..., 0w} (i, j, k =1,...,n, k¥ = k+n), donde F% son los
simbolos de Christoffel de la conexion D con respecto a las coordenadas (z;) en M.

La extension de Riemann es una clase particular de métrica de Walker donde la dis-
tribuciéon ® tiene dimensiéon maxima y viene dada por ® = ker g,. Como ya se menciond
las extensiones de Riemann proporcionan una conexién entre Geometria Afin y pseudo-
Riemanniana. Algunas propiedades de la conexion afin D se pueden investigar a través de
las correspondientes propiedades de la extensioén de Riemann gp. Por ejemplo, D es proyec-
tivamente llana si y solo si gp es localmente conformemente llana [1] (ver [78, 85, 141, 158|
para mas ejemplos y més referencias).

Observacion 1.7. Si la conexion D en M es la conexiéon de Levi-Civita de una métrica
g en M, entonces los isomorfismos musicales son isometrias entre (T*M, gp) y (T M, g%),
donde g¢ denota el levantamiento completo de la métrica g al fibrado tangente [89]. Como
se verd a lo largo de la memoria, las principales diferencias entre las situaciones definida
positiva e indefinida estaran relacionadas con las extensiones de Riemann de conexiones
no meétricas.

1.8.3. Extensiones de Riemann deformadas

Para nuestro propésito resultara de gran utilidad considerar una ligera generalizacion
de las extensiones de Riemann. Consideremos (M, D) una variedad afin de dimension n,
siendo D una conexion libre de torsion en M. Sea ® un tensor de tipo (0,2) simétrico
en M. El fibrado cotangente T* M puede equiparse con una métrica pseudo-Riemanniana
gp,» de signatura (n,n), a la que denominaremos extensidn de Riemann deformada [146],
y que esté dada por

9p.o(X°, YY) = —(DxY + Dy X) 4+ o* @,

donde X¢, Y son los levantamientos completos a T*M de campos de vectores en M.
De modo analogo a las extensiones de Riemann, las extensiones de Riemann deformadas
pueden expresarse en un sistema de coordenadas inducido (z;, z;) en T* M como

—2$k/1—‘§j + (I)ij 1d,,
9D, = .
1d, 0

Estas métricas fueron estudiadas exhaustivamente en [1]| caracterizandolas entre las
métricas de Walker por la condicion R(-,9)® = 0. De forma més precisa,
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Teorema 1.8. [1] Sea (M, g) una variedad de Walker y ® la distribucion nula y paralela.
Entonces g se corresponde con la extension de Riemann deformada de una variedad afin
sty solo si

(1.13) R(-, X)Y =0,
para cualesquiera campos de vectores X,Y tangentes a la distribucion ®.
Una simple comparacion con las expresiones en la Ecuacion (1.11) muestra que

Teorema 1.9. Sea (T*X, gp o) la extension de Riemann deformada de una superficie afin
(3, D). Entonces gp,s es autodual.

Toda extension de Riemann deformada tiene curvatura escalar nula y operador de Ricci
nilpotente. Ademés, una tal métrica es Einstein si y s6lo si es Ricci llana. Notese que toda
variedad de Walker 4-dimensional, autodual y Ricci llana es necesariamente una extensiéon
de Riemann deformada [41], lo que establece un cierto reciproco del Teorema 1.9.

Observacion 1.10. Es importante senalar la existencia de métricas de Walker con ope-
rador de Ricci nilpotente en dos pasos que no se corresponden con ninguna extensiéon de
Riemann deformada. Por ejemplo, la métrica de Walker dada por

1
(1.14) a=0, b=zyxy Az, x2), c= §x%,A(x1,x2),

no es Ricci llana, pero si tiene operador de Ricci nilpotente en dos pasos, y obviamente no
se corresponde con una extensiéon de Riemann deformada.

1.8.4. Extensiones de Riemann modificadas

Una nueva generalizacion de las extensiones de Riemann serd de interés especial para
nuestro estudio: las llamadas extensiones de Riemann modificadas. Sea ® € C°°(S?(T*M))
un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) en M y sean T, S € C*°(End(7T'M)) campos
de tensores de tipo (1,1) en M. La extension de Riemann modificada es la métrica de
signatura neutra en T* M definida por

gpe1s =tTouS+gp+o"®,

donde el producto simétrico o esta dado por & o &y 1= %(51 ®& +E&®E&).
En un sistema de coordenadas locales la extensién de Riemann modificada se expresa
como

(1.15) gD, T,S = 2 dwi o diL'i/ + {%xw:):sr (TZTS; + T;Sf) + CDij(x) — ka/I‘Z»jk}dxi o] d:L'j .

El caso en el que tomemos T'= cId y S = Id es importante y jugard un papel destacado
en nuestro estudio. Mas concretamente, si

9p,®,c = c-tldocld+gp + Ak
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entonces en un sistema de coordenadas locales
(1.16) 9D,®,c = 2dx; odxy + {cmi/a;j/ + @ij(m) — kafl“ijk}d:ci o dxj .

Estas métricas son métricas de Walker en T*M donde el tensor B;j(x,2’) en la Ecuaciéon
(1.9) es una funcion cuadratica en 2’ (y afin si ¢ = 0). La distribucion paralela y degenerada
viene dada por ® = kero, y la curvatura escalar es un multiplo (dependiendo de la
dimension) del parametro c.

Las extensiones de Riemann modificadas se caracterizan en términos de la derivada
covariante de la curvatura por VoR(-,D)D = 0 [1]|. Esto es, una variedad de Walker de
dimension 2m, (M, g), con dim® = m, es la extension de Riemann modificada de una
variedad afin si y s6lo si

(1.17) (VxR)(-Y)Z =0,
para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z tangentes a la distribucion ©.

Observaciéon 1.11. Una consecuencia inmediata del resultado anterior es que toda varie-
dad de Walker de dimensiéon n = 2m admitiendo una distribuciéon paralela degenerada de
dimensiéon dim ® = m es localmente simétrica si y sélo si es una extension de Riemann
modificada.

Ademas, las extensiones de Riemann modificadas proporcionan una fuente importante
de ejemplos de variedades de Einstein:

Teorema 1.12. La extension de Riemann modificada gp &, en el fibrado cotangente T M
de una variedad afin (M, D) de dimension n es Einstein si y sdlo si & = C(nfl)pD’Szm
(supuesto ¢ # 0).

Demostracion. Sea g = gp,o,c = c¢-tIdotld+gp + 0" ® y sea 79 su curvatura escalar. El
. . . g 79 . .
tensor de Ricci sin traza py = p? — 5-g viene determinado por

P =2 o* pPrsim se(n—1)0* ®.
Y por lo tanto se obtiene el resultado de forma inmediata. O

Una pequena variaciéon de las extensiones de Riemann modificadas permite dar una
descripcion de las métricas de Walker autoduales més clara que la dada en la Ecuaciéon
(1.11).

Teorema 1.13. Una métrica de Walker de dimension cuatro es autodual si y sélo si es
localmente isométrica al fibrado cotangente T*Y de una superficie afin (X, D), con tensor
meétrico

g=1X(IdocId) 4+ ¢IdoT + gp + 0™ @,

donde X, T, D y ® son un campo de vectores, un tensor de tipo (1,1), una conexion afin
libre de torsion y un tensor simétrico de tipo (0,2) en X, respectivamente.
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Demostracion. Recordemos que las métricas de Walker autoduales estan caracterizadas
por las Ecuaciones (1.10) y (1.11).
Para un campo de vectores X = A(x1,x2)01 + C(x1,22)02 en X se tiene que

1 X =z A(xy, 22) + 22C (21, 22),
y por tanto
(LX -1Id o Id)11 = x?,A(:cl, xg) + a:%,xg/C(xl, 332),
(tX -1 IdocId) 12 = 2229 A(1, 22) + 21/23,C (21, 2),
(tX -1 IdouId)ge = zyad Az, x2) + 23,C(x1, T2).

Ahora, tomamos T un campo de tensores de tipo (1,1) en ¥ con componentes
Tll = B(x1, z2), T12 = D(x1, z2), T21 = F(x1,x2), T22 = &(x1,x2).
Se sigue de la definicion de ¢T" en la Ecuacion (1.12) que:
(1)1 = zyB(x1,x2) + v D(x1, 22),
(tT)o = xy F(x1, 2) + w0 E (21, x2)

y por tanto
(T 0 1d) 11 = 23, B(z1, 22) + v122D(21, 72),
(1T o1 1d)12 = & (23 F(z1, 22) + 23, D(21, 22)
+xywy (B(z1, 22) + E(21, 22))) |
(T o 1d)9e = xp e F(x1,22) + xg/g(xl, x3).

Ahora el resultado se sigue de la Ecuacion (1.11). O
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Capitulo 2

El operador de Jacobi: variedades de
Osserman en dimension cuatro

Recordemos en primer lugar que una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice
Osserman si los operadores de Jacobi tienen autovalores constantes en las pseudo-esferas
unitarias S*(M). Puesto que toda métrica de Osserman es Einstein y las métricas de
Einstein en dimensién tres son de curvatura seccional constante, el primer caso no trivial
a tener en cuenta en la investigacion de las variedades de Osserman es el de dimensién
cuatro.

En este capitulo estudiaremos las variedades de Osserman en signatura (2,2). Tras
analizar la estructura algebraica de la curvatura de dichas variedades, daremos nuevas
demostraciones de resultados de clasificaciéon ya conocidos. Ademas, utilizaremos el for-
malismo de las extensiones de Riemann para realizar geométricamente ciertos tipos de
variedades de Osserman en signatura (2, 2). Los resultados obtenidos nos permitiran cons-
truir ejemplos de variedades de Osserman en signatura (n,n) con operadores de Jacobi no
diagonalizables ni nilpotentes en el Capitulo 3.

2.1. Variedades de Osserman en dimensioén cuatro

El proposito de esta seccion es revisar los estudios realizados hasta la fecha sobre métri-
cas de Osserman en dimensioén cuatro, poniendo un especial énfasis en la conexion existente
entre métricas de Osserman y métricas autoduales de Einstein tanto en el caso Riemannia-
no como en el de signatura neutra. Aunque la mayoria de los resultados mostrados en
esta secciéon han sido probados con anterioridad por otros autores, aqui se proporcionaran
demostraciones alternativas de todos ellos. Fijémonos que el caso de signatura Lorentziana
se corresponde con métricas de curvatura seccional constante [86], por lo que lo omitiremos
en lo que sigue.

La estrategia inicial para la clasificacién de las métricas de Osserman sigue un proceso
en dos etapas. En una primera etapa se trata de determinar todos los tensores curvatura

29
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algebraicos que verifican la condicién de Osserman, dejando para una segunda etapa la
realizacién geométrica de los mismos.

Es importante senalar aqui que los tensores curvatura algebraicos de Osserman es-
tan completamente caracterizados en dimensién cuatro a partir de ciertas estructuras de
modulos de Clifford. Como veremos, el problema geométrico Riemanniano puede ser abor-
dado desde la perspectiva del Teorema de Goldberg-Sachs Generalizado [64] el cual nos
proporciona una aproximacion al problema diferente a la desarrollada por Chi [49].

La situacion es més compleja en signatura (2, 2) debido a las distintas posibilidades de la
forma de Jordan de los operadores de Jacobi. El caso diagonalizable podra ser abordado de
nuevo a través de dos versiones del Teorema de Goldberg-Sachs Generalizado en signatura
(2,2). Es conocido que los operadores de Jacobi de una variedad de Osserman en dimension
cuatro no pueden tener autovalores complejos, algo que serd posible demostrar utilizando
el hecho de que tales espacios son necesariamente curvatura-homogéneos. Por tltimo, las
métricas de Osserman con operadores de Jacobi no diagonalizables se tratardn de forma
separada segin presenten una raiz doble o triple del polinomio minimo.

Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana de signatura (2,2). Entonces, para cada
vector no nulo z, la métrica inducida en z+ es de signatura Lorentziana y por tanto el
operador de Jacobi J(z) = R(z, - )x, visto como un endomorfismo de z, presenta una de
las siguientes formas canoénicas de Jordan [12]:

Q@ v =0 Q «
B | By ; g S I A’
Tipo la Tipo Ib Tipo I1 Tipo 111

En el caso Riemanniano los operadores de Jacobi son diagonalizables, de donde se sigue
el siguiente resultado.

Teorema 2.1. [104] Una wvariedad Riemanniana de dimension cuatro es puntualmente
Osserman si y solo si es Einstein y autodual (o antiautodual).

La relacién entre métricas de Osserman y métricas autoduales Einstein también se
mantiene en geometria pseudo-Riemanniana, lo que estd en clara relacién con el hecho
de que todo tensor curvatura algebraico de Osserman es también espacial y temporal
Jordan-Osserman en dimensién cuatro. Como se ha visto en la Seccién 1.3, toda métrica
de signatura (2,2) induce una métrica Lorentziana en A%, por lo que los operadores de
Weyl (anti)autoduales presentan cuatro posibles formas de Jordan analogas a las de los
operadores de Jacobi anteriormente descritas. En [24] se ha investigado la correspondencia
existente a nivel algebraico entre las formas de Jordan de los operadores de Jacobi y de los
operadores W+ para un tensor curvatura algebraico de Osserman, mostrando que existe
una correspondencia completa entre tensores curvatura algebraicos de Osserman y tensores
curvatura algebraicos Einstein y autoduales. Ademés, tal correspondencia se establece como
sigue (en funcion de las distintas formas de Jordan de los operadores de Jacobi dadas en
la Ecuacion (2.1)).
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Lema 2.2. Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial dotado de un producto interior (-,-) de
signatura (2,2) y sea {e1,ea,es,eq} una base ortonormal de modo que ey, e son vectores
temporales y e3, eq4 son vectores espaciales. Sea A un tensor curvatura algebraico en V. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es Osserman y el operador de Jacobi J(e1) es diagonalizable con autovalores

(o, B,7):
J(e1) = (e1,e1)

o o 9
o o
2 O O

(11) El tensor curvatura algebraico A estd dado por

2a—f—
Aj912 = Agazs = a, Ajggy = 2201,
—a+26—
Aizis = Assog = — B, Aggag = — 2203,
—a—p+42
Avgig = Agszs = —v,  Apgg = 22

(i1i) Los operadores de Weyl autodual y antiautodual verifican W~ =0 y

9 200 — 3 — 0 0
wt = 3 0 —a+20—7vy 0
0 0 —a— 3+ 2y
200 — ¢ 0 0
= 0 28— % 0
0 0 —2(a+p6)+ 3

Lema 2.3. Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial dotado de un producto interior {-,-) de
signatura (2,2) y sea {e1,ea,es,eq} una base ortonormal de modo que ey, e son vectores
temporales y es, eq4 son vectores espaciales. Sea A un tensor curvatura algebraico en V. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es Osserman y el operador de Jacobi J (e1) tiene un autovalor real y dos autovalores
complejos (a,y £ (i):

v =6 0
J(er)={er,er) | B ~v 0
0 0 «
(11) El tensor curvatura algebraico A estd dado por
Ar212 = —Aiz13 = —Aoaoa = Asaza =7, Ara1a = Agzaz = —a,

A1213 = A1224 = A1334 = A2434 = */87

a— 2(a—
Angzg = —A1za = =457, A1423 = % :
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(i1i) Los operadores de Weyl autodual y antiautodual verifican W~ =0 y

~3a-7y) 28 0
Wt = 23 —2(a—7) 0
0 0 3@ =)

Lema 2.4. Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial dotado de un producto interior (-,-) de
signatura (2,2) y sea {e1, ez, es,eq} una base ortonormal de modo que ey, e son vectores

temporales y es, e4 son vectores espaciales. Sea A un tensor curvatura algebraico en V. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es Osserman y el operador de Jacobi J(e1) tiene un autovalor simple y otro doble
(o, B, 8) y con la siguiente matriz asociada

J(e1) = (e1,e1)

(i1) El tensor curvatura algebraico A estd dado por

Aio1o = Asuza = B+ 3, Argga = —958 + 1
Aiz13 = Aosos = —B+ 3, Alsoq = %5 +1,
Ajg1q = Agzoz = —a, Aqg23 = 2((13_6) ,
Ajo13 = Araog = Arzzs = Aouga = — 3.

(i1i) Los operadores de Weyl autodual y antiautodual verifican W~ =0 y

| -1 0

Wt = 1 JeB g
4a—p)
0 0 Aob)

Lema 2.5. Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial dotado de un producto interior {-,-) de
signatura (2,2) y sea {e1,ea,es,eq} una base ortonormal de modo que ey, es son vectores

temporales y es, eq4 son vectores espaciales. Sea A un tensor curvatura algebraico en V. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es Osserman, el operador de Jacobi J(e1) tiene un autovalor triple (o, o, ) y la
stguiente matriz asociada

J(e1) = (e1,e1)

2 gl

&‘H (@} Q
o o
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(i1) El tensor curvatura algebraico A estd dado por

Ar212 = —Ai1313 = —A1a1a = —Agz23 = —Aoyos = Asyzs =

1
Ar214 = —A1223 = —A1314 = A1323 = —A1a04 = Aa34 = Aozoq = —Az334 = 7

(iii) Los operadores de Weyl autodual y antiautodual verifican W~ =0 y
0 0 V2
Wt = 0 0 V2
V2 V2 0

2.1.1. Variedades de Osserman en dimension cuatro Riemannianas

Como ya se mencion6 anteriormente, abordaremos el problema en dos pasos. Primera-
mente determinaremos todos los tensores curvatura algebraicos que verifican la condicién
de Osserman y posteriormente analizaremos la realizaciéon geométrica de los mismos.

El problema Riemanniano algebraico

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién cuatro equipado con una forma bilineal
simétrica definida positiva (-,-). Sea A € ®*(V*) un tensor curvatura algebraico en V, es
decir:

A(z,y, z,v) = —A(y, x, z,v) = A(z,v,z,y),
Az,y,z,v) + Ay, 2,2,v) + A(z,2,y,v) = 0.
Un modelo algebraico (V,(-,-), A) se dice Osserman si los autovalores del operador de
Jacobi 47 (x) : y — A(z,y)x son constantes es la esfera unitaria S(V').
Como ya se ha visto en la Seccién 1.1, los tensores curvatura algebraicos pueden ser

generados por dos vias independientes partiendo de formas bilineales simétricas ¢ o de
formas bilineales antisimétricas ¥ en (V (-, -)), siendo los generadores de la forma

A¢(:L’,y’ Z7u) = QS(JT, Z)d)(ya u) - ¢(y7 Z)qb(l" u)v
AV (2, y, 2,u) = (@, )y, u) — Yy, )9 (@, u) + 20(2, )1 (2, u).

Sea {®1, Py, P35 = P2P; } una estructura de modulo de Cliff(2) sobre (V, (-, -)), i.e., @1, D2,
®3 son operadores antisimétricos en V' verificando

(I)iq)j + (I)j‘I)Z = _251'3' 1d, 1,7 =1,2,3.

Asociados a una tal estructura consideramos los tensores curvatura algebraicos R = R?,
para ¢ = Id, y R®(z,y)z = (®x, 2) Py — (Py, 2) Pz + 2(Pz,y)P2. Entonces se tiene
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Teorema 2.6. [13| Una variedad Riemanniana de dimension cuatro es Osserman si y solo
si para cada punto de la variedad existe localmente una Cliff (2) estructura {®1, P2, P3} de
tal forma que el tensor curvatura se expresa como

R=XR"+> NRY,
para algunas constantes A;, 1 =0,...,3.

El problema Riemanniano diferenciable

Recordemos que toda variedad puntualmente Osserman en dimension cuatro es Einstein
y (anti)autodual, por lo que la descomposicion de la curvatura dada en la Ecuacion (1.5)
se reduce a

T W+ 0

Por tanto, toda la informacién esta codificada en el operador de Weyl autodual W+.
Puesto que W™ es un operador sin traza, los casos no triviales se corresponden con
métricas Einstein autoduales cuyo operador autodual tiene exactamente dos o tres auto-
valores distintos. (En otro caso W+ se anula idénticamente y por lo tanto la métrica es
Einstein y localmente conformemente llana y por tanto de curvatura seccional constante).
El caso en que W™ presenta dos autovalores distintos se aborda desde la perspectiva

del Teorema de Goldberg-Sachs generalizado:

Teorema 2.7. |64] Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension cuatro tal que
(i) (M,g) es Einstein,
(ii) W tiene a lo sumo dos autovalores distintos en cada punto.

Entonces en el abierto donde W+ # 0, la métrica g = (24| W+||2)/3g es Kihler.

Como ya se ha visto en el Lema 2.2 existe una correspondencia entre los autovalores
de los operadores de Jacobi y del operador de Weyl autodual, por lo que en toda variedad
de Osserman los autovalores de W™ han de ser necesariamente constantes.

Si W tiene exactamente dos autovalores distintos, existe una 2-forma distinguida
Q que se corresponde con el autovalor distinguido del operador W™, la cual puede ser
reescalada para tener norma (£2,Q2) = 2. En tal caso (2 es la forma de Kéhler asociada a una
estructura casi Hermitica (g, J) y, como consecuencia del Teorema 2.7, (g, J) es localmente
conformemente Kéhler con factor conforme dado por (24(W*, W*))1/3. Ademas, puesto
que los autovalores de W son constantes, el factor conforme es constante, lo cual nos lleva
a que la estructura casi Hermitica (g, .J) es de hecho una estructura Kéhler.

La anulacion del operador de Weyl antiautodual en variedades Kéhler tiene una especial
significacion, ya que resulta equivalente a la anulacion del tensor de Bochner [29]. Entonces,
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de la condicion de Einstein se sigue que (g, J) es Kéhler de curvatura seccional holomorfa
constante.

Resta por considerar el caso en que el operador de Weyl autodual presenta tres auto-
valores distintos; a continuacién veremos que esta posibilidad no puede darse. Siguiendo
las ideas de [64], sean §; autovectores ortogonales de W correspondientes a los diferentes
autovalores p;. Entonces, puesto que A2 son invariantes por desplazamientos paralelos,
existen 1-formas a, b, ¢ de modo que

v, = c® Qs —b®Qs,
VQQ = —C®Q1 —|—(L®Q3,
VQg = b®91—a®92.

Ahora bien, la segunda identidad de Bianchi nos asegura que 6W™ = 0, lo cual es equiva-
lente a que se verifiquen las siguientes igualdades

dpr = (g1 — p2) Q3¢+ (un — p3) b,
dps = (p2 — p1)Qsc+ (p2 — p3)a,
duz = (3 — p1)Qb + (u3 — p2)Qa.

Se sigue ahora de las ecuaciones anteriores que, o bien al menos dos de los autovalores p;
son iguales (lo cual nos llevaria a una contradiccion), o bien 2; es paralela para todo i y por
tanto (91, Q2,Q3) define una estructura hiperKéahler, lo cual también es una contradiccion,
ya que en dicho caso el operador de Weyl autodual se anula idénticamente.

Resumiendo todo lo anterior tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.8. [49] Sea (M, g) una variedad Riemanniana 4-dimensional de Osserman.
Entonces es localmente isométrica a un espacio de curvatura seccional constante o a un
espacio de curvatura seccional holomorfa constante.

Observacion 2.9. Es importante senalar la existencia de tensores curvatura algebraicos
de Osserman que no se corresponden con ninguna variedad de Osserman, esto es, que
no pueden realizarse geométricamente. De hecho, si (V, (-, -),J) es un espacio vectorial
Hermitico, entonces el tensor curvatura algebraico R’ es Osserman, pero no es geométri-
camente realizable.

2.1.2. Variedades de Osserman en dimensién cuatro de signatura neutra

La diferencia esencial entre el caso Riemanniano y el de signatura neutra radica en la
no diagonalizabilidad de los operadores de Jacobi, lo que tiene consecuencias tanto a nivel
algebraico como diferenciable.
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El problema pseudo-Riemanniano algebraico

Denotamos por A un tensor curvatura algebraico en un espacio vectorial (V, (-,-)) do-
tado con un producto interior de signatura (2,2). Recordemos que (V,(-,-), A) se dice
espacial (respectivamente temporal) Osserman si los autovalores de los operadores de Ja-
cobi son constantes en la pseudo-esfera unitaria espacial S*(V) (respectivamente en la
pseudo-esfera unitaria temporal S~ (V). Las condiciones espacial Osserman y temporal
Osserman son condiciones equivalentes [85, 93]. Diremos que (V, (-, ), A) es nulo Osserman
si los autovalores de los operadores de Jacobi son constantes en el cono nulo N(V); es
decir, los operadores de Jacobi son nilpotentes. Nétese que un tensor curvatura algebraico
espacial o temporal Osserman es necesariamente nulo Osserman.

Dado que en signatura neutra el espectro no determina un operador autoadjunto de
forma completa, diremos que un tensor curvatura algebraico es espacial (respectivamente,
temporal, nulo) Jordan-Osserman si la forma canonica de Jordan de los operadores de
Jacobi es constante en ST (V') (respectivamente en S~ (V), N(V)). En contraposicién al
caso Osserman, las condiciones espacial y temporal Jordan-Osserman no son equivalentes
en general [86, 93] y ademés no implican la condiciéon nula Jordan-Osserman. Sin embargo,
en el caso particular de dimensién cuatro se tienen las siguientes equivalencias.

Teorema 2.10. [87] Sea (V, (-,-)) un espacio vectorial de dimension cuatro dotado de un
producto interior de signatura neutra y sea A un tensor curvatura algebraico en V. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (V,{-,-), A) es espacial Osserman.

( < ) Y

)
)
3 (Vi (o),
)
)
)

) es temporal Osserman.

) es nulo Osserman.

( < ) Y
( < i Y
( < ) Y

Una descripcion de los tensores curvatura algebraicos siguiendo el espiritu del Teorema
2.6 se sigue de [13]. Una estructura Cliff(1,1) en (V, (, )) (de signatura (2,2)) es un triple
de operadores antisimétricos {®1, ®o, P3 = PP} verificando

A
A
A) es espacial Jordan-Osserman.
A) es temporal Jordan-Osserman.
A

) es Einstein y autodual para una cierta orientacion.

s B2 = —1d,92 = 92 = Id;
s B0, + ;0 = 0if i £ j.

Un aspecto interesante de las estructuras Cliff(1,1) (también llamadas hiperparacomple-
jas en la literatura [59, 115]) es que permite construir también operadores antisimétricos
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nilpotentes en dos pasos sin mas que considerar (®; — ®;) para j = 2,3, y una estructura
casi producto antisimétrica (después de reescalar) (®g — ®3).

Una descripciéon completa de todos los tensores curvatura algebraicos de Osserman en
signatura (2,2) viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 2.11. [13] Sea A un tensor curvatura algebraico en un espacio vectorial (V, (-, -))
dotado con un producto interior de signatura (2,2). A es Osserman si y solo si existe una
estructura Cliff(1,1) {®1, ®o, 3 = P2P1} de modo que

A=N0A" + D T NAT Y TN [AT + A% — AP

i<j
para algunos A;, A;j € R.

Observacion 2.12. El teorema anterior realiza todas las posibles formas de Jordan de los
operadores de Jacobi en la Ecuacion (2.1).

Un tensor curvatura algebraico nulo Jordan-Osserman en signatura (2,2) tiene nece-
sariamente operadores de Jacobi diagonalizables. Una completa descripciéon de todos los
tensores curvatura algebraicos que son nulos Jordan-Osserman esta dada en el siguiente
resultado.

Teorema 2.13. [87] Sea A un tensor curvatura algebraico en un espacio vectorial (V, (-,-))
dotado con un producto interior de signatura (2,2). Entonces A es nulo Jordan-Osserman
sty solo si A es Osserman con operadores de Jacobi diagonalizables y una de las siguientes
condiciones se verifica:

(1) Existe una constante kg tal que A = kgA°.

(2) Existen constantes ko y Ky con ky # 0 tal que A = koA° + kA7 donde J es una
estructura compleja ortogonal en V.

(3) Eriste una constante k3 # 0 de modo que A = k3AJ donde J es una estructura
paracompleja adaptada en V.

(4) Existen constantes ki,ko, ks tales que kaksg(ke + k1)(ks + k1) > 0, de modo que
los autovalores asociados {3k1, —3ka, —3Kk3} son todos distintos, y de tal forma que
A = k1 AP 4 ki A®2 4 k3 A®3 donde {®q, Py, B3} es una estructura Cliff(1,1) en V.

El problema pseudo-Riemanniano diferenciable

Antes de abordar el problema de las variedades de Osserman, como aplicaciéon direc-
ta del Teorema 2.13 se tiene una descripcién completa de las variedades nulas Jordan-
Osserman de dimension cuatro.
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Teorema 2.14. 87| Sea (M, g) una variedad conera pseudo-Riemanniana de signatura
neutra (2,2). Entonces (M, g) es nula Jordan-Osserman si y sdlo si es una variedad de
curvatura seccional constante o es localmente una variedad Kdhler de curvatura seccional
holomorfa constante.

Observacion 2.15. Los espacios de curvatura seccional holomorfa y paraholomorfa cons-
tante presentan muchas similitudes formales. Por ejemplo, ambos tienen la misma estruc-
tura de autovalores para sus operadores de Jacobi y ademaés todos los invariantes escalares
de la curvatura de primer, segundo y tercer orden son exactamente los mismos para am-
bos espacios. El Teorema 2.14 nos proporciona un criterio geométrico para distinguir las
geometrias compleja y paracompleja.

Volviendo a las variedades de Osserman, el Teorema 2.11 muestra que todas las posibles
formas de Jordan para los operadores de Jacobi ocurren a nivel algebraico. Ahora bien,
no todas son realizables a nivel geométrico. Un primer paso hacia la resolucién geométrica
general consiste en estudiar como caso particular aquellos tensores curvatura algebraicos
que pueden ser realizados como espacios simétricos. La respuesta viene dada por la se-
misimetria de los tensores curvatura algebraicos (es decir, A(x,y) o A = 0 para todos los
vectores, donde A(x,y) acttia como una derivacion en A) [160]. Un calculo directo a partir
del Teorema 2.11 nos muestra que:

Teorema 2.16. Un tensor curvatura algebraico de Osserman A en un espacio vectorial de
signatura (2,2) es semisimétrico si y solo si se verifica una de las siguientes condiciones:

(1) los operadores de Jacobi son diagonalizables y ademds
(1.a) A= rA°,
(1.b) A=k (AO + AJ) para alguna estructura compleja ortogonal J,
(1.c) A=k (AO — A:’) para alguna estructura paracompleja adaptada J, o

(2) los operadores de Jacobi son nilpotentes en dos pasos y A = kA%, donde ® = &1 — Py
para alguna estructura Cliff (1,1) adaptada.

Del resultado anterior se deriva la descripcion completa de las métricas de Osserman
localmente simétricas en dimensién cuatro:

Teorema 2.17. |92| Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana de Osserman de sig-
natura (2,2) y localmente simétrica. Entonces:

(i) (M,g) es de Tipo Ia, es decir, un espacio de curvatura seccional constante, o un es-
pacio de curvatura seccional holomorfa constante, o un espacio de curvatura seccional
paraholomorfa constante, o

(i) (M,g) es localmente isométrica a R* con la métrica
g = 2dx1 o dxo + 2dxq o dror £ ,I%dl‘g/ odxyr,

donde se toman coordenadas (x1,x2,x1/, Tor).
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Ademds, en el caso (ii) los operadores de Jacobi son nilpotentes en dos pasos.

Observacion 2.18. Los espacios simétricos de Osserman con operador de Jacobi nilpoten-
te en dos pasos dados en (i7) son variedades de Walker que se corresponden con extensiones
de Riemann deformadas, segin se han descrito en la Seccién 1.8.

En lo que sigue analizaremos de forma separada la realizacion geométrica de los tensores
curvatura algebraicos de Osserman correspondientes a los distintos tipos la—III que se dan
a nivel algebraico.

Tipo Ia: el caso diagonalizable

Este primer caso es el mas parecido a la situacién Riemanniana. Procediendo del mismo
modo, tan solo hemos de considerar los casos en que el operador de Weyl autodual presente
dos o tres autovalores distintos.

Asumamos que el operador autodual tiene exactamente dos autovalores distintos y
sea ) un autovector correspondiente al autovalor distinguido. Debido al hecho de que la
meétrica inducida en Ai tiene signatura Lorentziana, se puede reescalar ) de modo que
(©,Q) = £2. Observemos que si ) es espacial dara lugar a una estructura casi Hermitica
(g, J) opuesta (dado que en signatura (2, 2) la estructura casi compleja y la correspondiente
forma de Kéahler inducen orientaciones opuestas), mientras que si {2 es temporal daré lugar
a una estructura casi paraHermitica (g,J).

Las generalizaciones del Teorema de Goldberg-Sachs desarrolladas por Apostolov [3]| en
el caso casi Hermitico y por Ivanov y Zamkovoy [114] en el caso casi paraHermitico permiten
asegurar que las estructuras anteriores son Kéahler o paraKé&hler, dependiendo del caréacter
causal de Q. Finalmente un analisis de los correspondientes tensores de Bochner (véase
[29]) permite asegurar la constancia de la curvatura seccional (para)holomorfa.

Observacion 2.19. Una hipotesis crucial en las generalizaciones del Teorema de Goldberg-
Sachs en [3, 114] es la diagonalizabilidad del operador de Weyl autodual W [55]. Este
hecho esta garantizado en virtud de la correspondencia esbozada en el Lema 2.2.

Procediendo de modo anélogo a lo hecho en el caso Riemanniano, utilizando que los
fibrados A% son invariantes por desplazamientos paralelos y la segunda identidad de Bianchi
W™ =0, la existencia de tres autovalores distintos para W darfa lugar a una estructura
hiperparaKahler (esto es, una estructura Cliff(1, 1) paralela), lo que estaria en contradiccion
con la existencia de tres autovalores distintos.

Observacion 2.20. Sea (M, g, J) una variedad Kéhler 4-dimensional de signatura neutra.
Entonces el operador de Weyl autodual W™ representa el tensor de Bochner y el operador
de Weyl antiautodual W~ viene dado por

W= -1
12
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Si reemplazamos la estructura Kéhler por una paralahler se obtiene una descripciéon analo-
ga intercambiando el operador de Weyl autodual por el antiautodual.

Como consecuencia de lo anterior se tiene:

Teorema 2.21. [12| Sea (M, g) una variedad Osserman de signatura (2,2) con operadores
de Jacobi diagonalizables. Entonces (M, g) es localmente isométrica a un espacio de curva-
tura seccional constante, a un espacio de curvatura seccional holomorfa constante o a un
espacio de curvatura seccional paraholomorfa constante.

Tipo Ib: autovalores complejos

Una variedad pseudo-Riemanniana es curvatura homogénea de orden k si para cada par
de puntos p,q € M, existe un isomorfismo lineal ¢ : T,M — T, M tal que ¢*g, = g, ¥
gp*Vqu = VkRp. Toda variedad homogénea es curvatura homogénea de cualquier orden
y, reciprocamente, para valores suficientemente grandes de k, toda variedad curvatura
homogénea de orden k es localmente homogénea [149].

Observemos que las variedades de Osserman de dimensién cuatro no son necesariamente
curvatura homogéneas puesto que, aunque la forma de Jordan de los operadores de Jacobi
es constante en cada punto, puede variar de un punto a otro [17, 86|. Ahora bien, si los
operadores de Jacobi de una métrica de Osserman de signatura (2,2) tienen un autovalor
complejo, entonces la forma candnica de Jordan debe permanecer constante en toda la
variedad, y por tanto (M, g) es curvatura homogénea de orden 0.

Las variedades de dimension cuatro Einstein y curvatura homogéneas de orden 0 cuyo
operador autodual tiene un autovalor complejo han sido completamente clasificadas por
Derdzinski [66], quien mostro que todas ellas son localmente homogéneas. De hecho, son
localmente simétricas, o localmente isométricas a un grupo de Lie equipado con una métrica
invariante a la izquierda de un tipo especifico. Una tal métrica, en coordenadas (x1, ..., z4),
viene dada por

g = €2 coskroV/3(dry odry — drg o dry) + dwg o dre — e 2F*2dxs o das
—2ek%2 gin kxor/3dxy o dxyg,
de donde se sigue que los operadores curvatura R* : A2 — A2 tienen autovalores cons-
tantes {—k2, %(l{:2 +iv/3k?)}, k # 0, por lo que dichas métricas no pueden ser autoduales

ni antiautoduales. Este hecho, conjuntamente con el Teorema 2.17, muestra el siguiente
resultado:

Teorema 2.22. [12] Sea (M, g) una variedad Osserman de signatura (2,2). Entonces los
operadores de Jacobi no pueden tener autovalores complejos.

Tipo 1I: raiz doble del polinomio minimo

Blazi¢, Bokan y Raki¢ han probado en [12| que la realizacion geométrica de este tipo
de tensores curvatura algebraicos de Osserman conlleva una restriccion adicional sobre los
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autovalores de los operadores de Jacobi dados en la Ecuacion (2.1): a =43, 6 a = 3 = 0.
Ejemplos de métricas de Osserman Tipo II con operadores de Jacobi nilpotentes en dos pa-
sos se conocen desde [91], pero una completa descripcion de estas métricas ain permanece
abierta. Para el caso en que los operadores de Jacobi son no nilpotentes existe una des-
cripcion completa [74]. De hecho, se muestra en [12] que una tal métrica es necesariamente
de Walker (es decir, admite un campo de 2-planos paralelos y degenerados). Un anélisis
sistematico de la condicion de autodualidad para métricas de Walker realizado en [74] (ver
también [62]), ha llevado a una descripcion en coordenadas de Walker como sigue:

Teorema 2.23. [74] Sea (M, g) una variedad de Osserman Tipo II. Entonces los opera-
dores de Jacobi son nilpotentes en dos pasos o, en otro caso, existen coordenadas locales
(1,292,217, 9) donde la métrica estd dada por

(2.2) 2dx1 o dxy + 2dxe o dry + s11dxy o dx1 + Soadxe © dxg + 2512dT1 © das
para funciones si;j(x1,x2, 1/, T2) dadas por
sit=a%F+xP+22Q+ {QT - U)+ V(P -V)—2(Q2— V1)},
(2.3) spp =23 % +auS+aaT+S{S(P-V)+U(T -U)—2(S; — U2)},
S12 = .731/.752/% +$1/U+562/V+ g {—QS+ uv +T1 — U1 + P2 — VQ},

donde la curvatura escalar T es no nula y P, @, S, T, U, V son funciones arbitrarias de
las coordenadas (1, x2).

Como ya hemos mencionado, la situaciéon correspondiente a operadores de Jacobi nil-
potentes no esta tan clara. Los resultados conocidos se resumen en el siguiente

Teorema 2.24. Una variedad de Walker (M, g) es Osserman autodual con curvatura es-
calar nula si y sdlo si la métrica estd dada por la Ecuacion (2.2) para funciones s;j de las
coordenadas (1,22, 17, xo) dadas por

s1 =wpy P+ xyQ+E,
(2.4) S99 :m1/5+ {L‘Q/T—I— 7,
s19 =21 U+ 29V + v,
donde P, Q, S, T, U, V, £, n yv son funciones de las coordenadas (x1,x2) verificando
2Q:—V1)=Q(T-U)+V(P-V),
(2.5) 2(51—U2):S(P—V)+U(T—U),
Tin—Ui+P—Vo=QS—-UV.
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Observacion 2.25. El operador de Weyl autodual correspondiente a las métricas dadas
por las Ecuaciones (2.2) y (2.3) tiene un autovalor distinguido cuyo autoespacio asociado
es temporal. Un autovector 2 asociado a dicho autovalor permite definir una estructura
casi paraHermitica (g,J) que no es integrable. Se prueba en [55] que tal estructura es
simpléctica (por tanto (g,J) es una estructura casi paraKéhler) de curvatura seccional
paraholomorfa constante.

Posteriormente daremos una completa descripcion de las métricas dadas por las Ecua-
ciones (2.2) y (2.3), y de las métricas dadas por las Ecuaciones (2.4) y (2.5), descripcion
libre de coordenadas en términos de extensiones de Riemann, lo que a su vez permitird dar
significado a la Ecuacion (2.5).

Tipo III: raiz triple del polinomio minimo

La clasificacion de las métricas de Osserman Tipo III ha sido finalizada recientemente
por Derdzinski [68]. Existe una abundante lista de ejemplos de métricas de Osserman con
operadores de Jacobi nilpotentes en tres pasos |15, 46, 85, 91]. Sin embargo, la existencia
de métricas de Osserman Tipo III con operadores de Jacobi no nilpotentes ha sido un
problema abierto hasta su reciente resolucion en [68] (ver también [51, 52]).

Las métricas de Osserman de Tipo IIT estan foliadas por superficies degeneradas [11],
las cuales son paralelas si y sélo si los operadores de Jacobi son nilpotentes. De hecho, esta
es la situacion que sustenta la existencia de métricas de Osserman Tipo III con operadores
de Jacobi no nilpotentes, como se ve en [68]. Cualquier variedad de Osserman Tipo III
es localmente el espacio total de un fibrado de planos afines sobre una superficie dotado
con una “conexién no lineal” distinguida en la forma de una distribucién horizontal H
transversa a la distribucién vertical V del fibrado, ambas formadas por vectores nulos.
Referimos a [68] para un estudio detallado de esta construccion.

2.2. Meétricas de Osserman Tipo II con operadores de Jacobi
no nilpotentes

En esta seccion daremos una descripcion libre de coordenadas de las métricas correspon-
dientes a los Teoremas 2.23 y 2.24, lo que sera de gran utilidad para abordar la construcciéon
de nuevos ejemplos de variedades de Osserman en dimensiones superiores.

Partiendo de la caracterizacion de las métricas de Walker autoduales en el Teorema
1.13 obtenemos la siguiente versioén del Teorema 2.24 libre de coordenadas, lo que, ademaés,
permite dar una interpretacion geométrica de la Ecuacion (2.5).

Teorema 2.26. Una métrica de Walker Ricci llana y autodual en dimension cuatro es
localmente isométrica al fibrado cotangente T*Y. de una superficie afin (X, D) equipado con
la métrica dada por la extension de Riemann deformada gp.s, donde D es una conexion
libre de torsion con tensor de Ricci antisimétrico y ® es un tensor arbitrario simétrico de

tipo (0,2) en X.
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Ademds, el operador de Weyl autodual W es nilpotente en tres pasos cuando la su-
perficie afin (X, D) es no llana, en cuyo caso se puede expresar en coordenadas adaptadas
(z1,x2) por

Fh = —Oip, F§2 = Dayp

para una funcidn arbitraria @ verificando O12p # 0.
Si la superficie afin (X, D) es llana entonces el operador W es nilpotente en dos pasos
sty s6lo si Oaa P11 — 2012P12 + 011P22 # 0, y se anula cuando se da la igualdad.

Demostracion. Como ya se ha mencionado en la Seccion 1.8.3, toda métrica de Walker
autodual y Ricci llana es necesariamente la extension de Riemann deformada de una su-
perficie afin (X, D), lo que también se sigue de forma inmediata de la expresion local de
la métrica determinada por la Ecuacion (2.4). Un calculo sencillo permite interpretar aho-
ra la Ecuacion (2.5) en términos del tensor de Ricci de D que ha de ser antisimétrico,
independientemente del campo de tensores .

Procediendo como en [85], en un entorno de cada punto donde la curvatura no se anule
el tensor de Ricci define una forma de volumen, por lo que es recurrente y, por tanto, la
conexiéon D ha de ser recurrente en un entorno de cada punto donde la curvatura no se
anule. La existencia de coordenadas (x1, z2) donde la conexién viene dada por Fh = -0,
F%z = Oy se sigue ahora de [67, 159|. Finalmente, un calculo sencillo muestra que el
operador de Weyl autodual es nilpotente en tres pasos (independientemente del campo de
tensores ®) si y solo si la curvatura de D es no nula. Ademas, (T*%, gp o) es llana si y solo
si D es llana y 0go®11 — 2012P12 + 011 P22 = 0, de donde se sigue el resultado. O

Las variedades de Osserman Tipo II con operadores de Jacobi no nilpotentes se co-
rresponden con variedades de Walker [12]. La condicién de que una variedad de Walker de
Osserman sea antiautodual, es decir W = 0, implica que la curvatura escalar, 7, sea idén-
ticamente nula y por tanto necesariamente ha de tener operadores de Jacobi nilpotentes
[74]. Por tanto las métricas de Osserman Tipo II con operadores de Jacobi no nilpotentes
han de ser variedades de Walker autoduales de Einstein, es decir, las métricas de Walker
dadas por las Ecuaciones (2.2) y (2.3). Como se vio en el Teorema 1.13 las métricas de
Walker autoduales se pueden expresar en términos de extensiones de Riemann modifica-
das. Por lo tanto, particularizando las métricas vistas en el Teorema 1.13 para métricas
Einstein y no Ricci llanas se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.27. Sea (M, g) una variedad de Osserman Tipo II con operadores de Jacobi
no nilpotentes. Entonces (M, g) es localmente isométrica al fibrado cotangente T*X de una
superficie afin (X, D), con tensor métrico

T 24
gpag = ¢ vldold+gp +—0" P,

donde T # 0 denota la curvatura escalar de (T*X, gD@’%), D es una conexion afin arbitraria
no llana en X y ® es la parte simétrica del tensor de Ricci de D.
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Demostracion. Procediendo como en el Teorema 1.13, una métrica de Osserman Tipo II
de curvatura escalar no nula 7 se obtiene como la extensiéon de Riemann modificada de
una conexion libre de torsion D dada por

Tl = —1P(m1,22),  PI% = -1Q(z1,32), PTi,=—3U(21,29),
b1, = —iV(21,22),  PTy = —35(21,22), Pri, = —3T (21, 22),
manteniendo la notacion establecida en [74, Teorema 3.1]. O

Observacion 2.28. Los primeros ejemplos de métricas de Osserman Tipo II no Ricci llanas
fueron dados en [75] como sigue. Sea M = R?* con las coordenadas usuales (r1, 7o, z3,74)
y consideremos la métrica dada por

g = 2(dx1 o dxs + dzg o dzy) + (4ka? — 2 f(4)?)dws o dus
(2.6)
+4kzddry o dzy + 2(4kxy79 + T2 f (T4) — ﬁf’($4))d$3 odzxy,

donde k es una constante no nula y f(z4) es una funcion arbitraria.

Ahora, un calculo sencillo nos muestra que la Ecuacion (2.6) no es mas que la extension
de Riemann modificada g = 4k - tId ot Id +gp + % 0* ® de una conexion libre de torsion D
dada por PT2, = —% f(x2), cuyo tensor de Ricci viene dado del siguiente modo

Pp=—1f(29)%dar @ dw1 — L f/(22)dz1 @ das .

El tensor de Ricci de dicha conexién no es ni simétrico ni antisimétrico. Si consideramos
su simetrizado tenemos

® = —1 f(z2)day o dxy — 5 f'(w2)dxy 0 dzs .



Capitulo 3

El operador de Jacobi: nuevos
ejemplos de variedades de Osserman

El estudio de las variedades de Osserman en dimensiones mayores que cuatro presenta
grandes diferencias respecto al caso estudiado en el capitulo anterior.

A nivel algebraico es importante senalar la existencia de tensores curvatura algebrai-
cos de Osserman que, sin embargo, no son Jordan-Osserman [86]. Ademas, la condicion
Jordan-Osserman es especialmente restrictiva en signatura no neutra, donde conlleva la
diagonalizabilidad de los operadores de Jacobi [97]|. En signatura neutra, sin embargo, pa-
ra cada operador autoadjunto dado existen tensores curvatura algebraicos de Osserman
cuyos operadores de Jacobi reflejan dicho operador.

A pesar de la infinidad de tensores curvatura algebraicos de Osserman, las tnicas va-
riedades de Osserman conocidas tienen operadores de Jacobi diagonalizables o nilpotentes,
por lo que se plantea el problema de construir nuevos ejemplos cuyos operadores de Jaco-
bi no se correspondan con las situaciones conocidas. Motivados por la descripciéon de las
variedades de Osserman en el Teorema 2.27, en este capitulo se aborda la construccion de
nuevos ejemplos de variedades de Osserman con operadores de Jacobi no diagonalizables
ni nilpotentes en signatura neutra arbitraria.

En la Seccién 3.1 se prueba que toda variedad paraKéhler de curvatura seccional para-
holomorfa constante se puede describir localmente en términos de la extension de Riemann
modificada de una conexién llana. Asi, los ejemplos buscados se obtendran en la Seccién
3.2, al considerar extensiones de Riemann modificadas de conexiones afines Osserman, lo
que en cierto modo puede interpretarse como una deformacién de las variedades para-
Kaéhler de curvatura seccional paraholomorfa constante. En la Seccién 3.3 se muestra que
todas las extensiones de Riemann modificadas son semi paracomplejas Osserman, lo que
constituye una diferencia esencial en el estudio del operador de Jacobi paracomplejo con
respecto al operador de Jacobi usual. Finalmente en la Seccién 3.4 mostramos un ejemplo
sencillo donde la estructura subyacente a la base es la de una superficie afin con tensor de
Ricci antisimétrico. Haremos un estudio detallado de la forma de Jordan de los operadores

45
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de Jacobi, mostrando que los ejemplos obtenidos no son Jordan-Osserman.

3.1. Variedades paraKahler de curvatura seccional paraholo-
morfa constante

Recordemos que una variedad paraKéhler es una variedad simpléctica localmente di-
feomorfa a un producto de subvariedades Lagrangianas. Tal condicion (véase la Seccion
1.4.2) es equivalente a la existencia de un campo de tensores J de tipo (1, 1) verificando

32 = Id7 9(3X73Y) = _g(Xa Y)a VJ = 07

donde V es la conexion de Levi-Civita de la métrica ¢ [57]. Una consecuencia inmediata
de las propiedades anteriores es que los +1-autoespacios D1 de la estructura paracompleja
J son distribuciones nulas y ademas, puesto que J es paralela, las distribuciones ® 1 son
paralelas. Esto muestra que cualquier variedad paraKéahler (M, g,J) tiene necesariamente
una métrica de Walker como estructura subyacente.

La condicién VJ = 0 tiene implicaciones en la curvatura: el tensor curvatura de toda
variedad paraKéhler verifica R(JX,JY) = —R(X,Y), para cualesquiera campos de vecto-
res X,Y en M. Asi, de igual modo a como sucede en geometria Kéhleriana, toda variedad
paraKéhler de curvatura seccional constante es necesariamente llana, por lo que el estudio
se centra en la curvatura seccional paraholomorfa. Un plano m C T, M es paraholomorfo
si Jm C 7 y la curvatura seccional paraholomorfa se define como la restriccion de la cur-
vatura seccional a planos paraholomorfos no degenerados. Es importante senalar que la
curvatura seccional paraholomorfa determina la curvatura en el ambito paraKéhleriano.
La constancia de la curvatura seccional paraholomorfa se caracteriza por la existencia de
autovectores distinguidos para los operadores de Jacobi:

Lema 3.1. [18] Sea (M,g,J) una variedad paraKdihler. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) (M, g,3) tiene curvatura seccional paraholomorfa constante.
(2) R(X,3JX)X ~ 3X, para todo campo de vectores espacial X,
(3) R(Y,3Y)Y ~ JY, para todo campo de vectores temporal Y,
(4) R(U,JU)U = 0, para todo campo de vectores nulo U,

donde ~ significa “es proporcional a”.

El siguiente resultado muestra que la estructura de Walker subyacente a las variedades
paraKahler es una extension de Riemann cuando la curvatura seccional paraholomorfa es
constante.
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Teorema 3.2. [37| Una variedad paraKdhler de curvatura seccional paraholomorfa cons-
tante no nula ¢ es localmente isométrica al fibrado cotangente de una variedad afin equipado
con la extension de Riemann modificada gp . donde D es una conexion afin libre de torsion
llana.

Demostracion. Sea (M, D) una variedad afin, con D una conexién llana en M. Normali-
zamos la eleccion del sistema de coordenadas de modo que los simbolos de Christoffel sean
todos nulos. Consideramos la extensién de Riemann modificada

9gD,c = 2dx; odxy + cxypxydr;odr;.

Sea Q = dx; A dzy la forma simpléctica canénica de T*M. Ahora, la estructura casi
paraHermitica asociada J, definida por Q(X,Y) = gp (JX,Y), viene dada por (sumando
en j)

J0; = 0; — cxyx Oy, JO0i = —0y,

parai=1,...,n,y un cilculo directo nos muestra que el tensor de Nijenhuis
N3y(X,Y)=[3X,3Y] - J[3X,Y] - J[X,3Y]+ [X, Y] =0.

Como J es integrable, y puesto que Q es cerrada, (T*M, g,J) es una variedad paraKéhler.

Acabaremos la demostracion viendo que (T*M, g,J) tiene curvatura seccional paraho-
lomorfa constante c. En primer lugar, a partir de las expresiones de la curvatura dadas en
el Lema 1.6 se obtiene que las componentes no nulas del tensor curvatura de la conexién
de Levi-Civita vienen dadas por (no sumamos en los indices repetidos)

. 2 . .
i __ C i __ k _ —c _ —c
Rjio" = Tayre, R’ = —c, Riyp" = =7, Rjii! = =57,
i 2.2 K _ 2.2 h' _ 3c? i’ _ 3c2
Riyi" = c*xy, Rin™ = Sy, Ry = “frprw, Ry’ = 2oy,
Ko i _ 2 no_ 2 i _ 2
Ry = Sapaw, Rjyi' = Srety, Rapi' = TTah, Raik' = TTar,
o _ =c? il kK _ ¢ il _ ¢
Rjin® = =fajre, Ry =c, Riyp™ =35, Rjirjy" =3,
afiadiendo la condicion de simetria Rgpe? = —Rpac?, y donde 4, j, k, h son indices diferentes
abc bac s Js vy
en {1,...,n}, mientras que o € {1,...,n} puede coincidir con los anteriores.

Ahora, para cualquier campo de vectores X = \;0; + A9y, las anteriores relaciones
nos muestran que (sumando en iy j)

R(X,JX)X = —ex ()\iRi’iiiai + 2N\ Rirji” 0y — NiRirii" Oy — Ai’Rz”iiiai’)
= C&x (AZ(?Z - )\iC:IZi/:I?jlﬁj/ — )\i/ai/)
= cex (NiJ0i + A J0yr) .

Por tanto, R(X,JX)X = cg(X, X)JX, lo que demuestra que (T*M, g,J) tiene curvatura
seccional paraholomorfa constante ¢ obteniendo asi el resultado. O
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Observacion 3.3. Es posible describir las variedades paraKéahler de curvatura seccional
paraholomorfa constante en términos de extensiones de Riemann modificadas de conexio-
nes no llanas. De hecho, la extension de Riemann modificada de la conexion de Levi-Civita
de una variedad de curvatura seccional constante define una estructura paraKdhler de cur-
vatura seccional paraholomorfa constante.

3.2. Variedades de Osserman en signatura (n,n)

Motivados por la descripcion de las variedades paraKéahler de curvatura seccional para-
holomorfa constante obtenida en la seccién anterior y la descripciéon dada en el Teorema 2.27
para variedades de Osserman Tipo II con operadores de Jacobi no nilpotentes, el objetivo
de esta seccion es construir nuevos ejemplos de variedades de Osserman con operadores de
Jacobi no nilpotentes en signatura neutra y cualquier dimensién. Para ello consideraremos
extensiones de Riemann modificadas en T*M de la forma

g=tIldotId+gp,

donde D es una conexion afin en M. En un sistema de coordenadas locales dicha métrica
viene dada por

(3.1) g =2dx;odry + {a:i/a:j/ — Ql'k/DFijk}dCCi o d.%'j .

(T*M, g) es una variedad de Walker donde la distribucion paralela y degenerada esta dada
por ® = kero. = ({9s,,,.--,0z,,}), donde o : T*M — M denota la proyecciéon natural
(véase la Seccion 1.8.4).

Dado que la métrica g se realiza en el fibrado cotangente, existe por tanto una estructura
canonica casi paraHermitica J, es decir, una aplicacién lineal en el fibrado tangente T7* M

tal que 32 = Id y J*g = —g, la cual jugara un papel crucial en nuestro analisis. En
coordenadas locales, J esta dada por
(3 2) 3(8%) = a% - {1'1'133]'1 - 2xk'DFijk}8$j/

3(6:131/) = _axi/ .

Observacion 3.4. En el caso particular que D sea llana (T*M, g) es localmente isomé-
trico a una variedad paraKéahler de curvatura seccional paraholomorfa constante +1, que
denotaremos por CP.

Recordamos aqui que el espacio proyectivo paracomplejo CP es Jordan-Osserman con
operadores de Jacobi diagonalizables. Para cada vector unitario £ los autovalores de los ope-
radores de Jacobi 9287 (€) son £(0,1, 1) con multiplicidades (1,1, 2n — 2), respectivamente.
Ademas, el signo de los autovalores depende del caracter causal del vector &.

En esta seccion veremos que si (M, D) es afin Osserman entonces g puede ser vista
como una deformacion de ggzp. Dicha deformacion modificaré la forma de Jordan de los
operadores de Jacobi (que ya no seran diagonalizables), pero no cambiara la estructura de
autovalores, proporcionando asi los ejemplos deseados
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Teorema 3.5. Sea (M, D) una variedad afin.

(1) Si (M, D) es afin Osserman enp € M, entonces (T*M, g) es Osserman en cualquier
punto de la fibra sobre p, ¢ € 0~ Y(p). Los autovalores de 47 (-) en ST(T,T*M, g) son
+(0, 1, %) con multiplicidades (1,1,2n — 2), respectivamente.

(2) Si (M, D) es afin Osserman, entonces (T*M,g) es Osserman.

Los ejemplos del Teorema 3.5 son esencialmente distintos de todos los conocidos pre-
viamente, ya que presentan operadores de Jacobi no diagonalizables con autovalores no
nulos. Dado que la construccién de los mismos depende de la existencia de conexiones
afines Osserman, el siguiente resultado muestra, en primer lugar, la existencia de varieda-
des afines Osserman (M, D) en cualquier dimension, lo que dara lugar a los ejemplos del
teorema anterior. En segundo lugar, nos muestra que la forma de Jordan de 97 es muy
complicada y que, en particular, (T*M, g) no es Jordan-Osserman.

Teorema 3.6. Sear > 2 y sea U una matriz triangular inferior de dimension r X r. Existe
una variedad afin Osserman (M, D) de dimension r + 1, existe ¢ € Z(T*M), y existen
& € ST(T,T*M, g) parai=1,2 de modo que:

(1) 97(&1) es diagonalizable.

(2) Con respecto a una base adecuada de T,T*M,

(&) =0-1dy @1 -1dy (5 - 1d, +U) & (5 - 1d, +U").

3.2.1. La estructura de autovalores

Sea D una conexion arbitrariaen My 7(X,Y) = DxY — Dy X — [X,Y] su tensor de
torsion.

Lema 3.7. Sea D una conexion arbitraria en T M. Sea p € M. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. Existen coordenadas locales x = (x1,...,x,) centradas en p de modo que PT(p) = 0.
2. El tensor de torsion T se anula en p.

Demostracion. Sea x = (x1,...,2,) un sistema de coordenadas locales en M. El tensor de
torsion 7 se anula en p si y solo si P Fijk(p) =D I‘jik(p). En particular, si existe un sistema
de coordenadas donde PT'(p) = 0, entonces necesariamente 7 se anula en p. Por tanto la
Condicion (1) implica la Condicion (2). Reciprocamente, supongamos que la Condicion (2)
se verifica. Definimos un nuevo sistema de coordenadas como:

1
Z2i = Z; + 5QijkTj T
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donde a;j; = a;; deben ser fijadas. Como 9, = 0., + a;j;%;0y,
Daziaitj (0) = Dazz. azj (0) + aljiazl (0) .

La Condiciéon (1) se sigue sin mas que elegir a;;; = D Fijl; el hecho de que aj;; = ay;; es
exactamente la condiciéon para que D sea libre de torsién en el punto p. O

Sea (M, D) una variedad afin, sea ¢ € T*M, y sea p = 0(q) € M. Como D es libre de
torsion, aplicamos el Lema 3.7 para hacer un cambio de coordenadas en M de modo que
PT'(p) = 0. Sea 9¢PR el tensor curvatura de la métrica

Jep = 2dx; o dxy + .Till‘j/dl‘i o d.%'j .

Observacion 3.8. Denotando con U el abierto en M donde existen coordenadas verifi-
cando PT'(p) = 0, la métrica gz p esta definida en el abierto o~ (U/). Esta métrica no esta
definida de forma invariante dado que depende de las coordenadas elegidas. Sin embargo,
en la fibra sobre p se tiene que g(¢q) = gzp(q) para cualquier ¢ € o 1(p).

Con el objetivo de medir la diferencia entre la curvatura de g y la curvatura del espacio
paracomplejo introducimos un tensor curvatura auxiliar 2R definido como 2R = 9R — 9¢PR.
Sean ahora 97, 9%crJ y %7 los operadores de Jacobi correspondientes a la métrica g, al
espacio proyectivo paracomplejo CP y al tensor curvatura diferencia ?R. Asimismo, sean
D7 v 907 los operadores de Jacobi correspondientes a la variedad afin (M,D) y ala
extension de Riemann gp de (M, D), respectivamente. Entonces se tiene:

Lema 3.9. Sea (M, D) una variedad afin y ¢ € T*M un punto en la fibra sobre p € M.
Para cada § € TET* M, el operador de Jacobi 27(€) se expresa en el sistema coordenado
natural {0z, ..., 0z,,0z,,---,0z,,} de TT* M como

BT (a
2\7@) = < *j( ) ODj(a)t > )
donde a = 0,(&) € T,M.

Demostracion. Descomponemos 9R = 9¢PR + 9PR 4 €R. donde €R es un término adicional
que mide las interacciones entre las métricas gzp y gp en la métrica combinada g dada en
la Ecuacion (3.1). Por [21] (pagina 54 Ecuacion (3.6)), 927 (&) tiene la forma dada en el
Lema. La demostracion se completa mostrando que los términos adicionales de interaccién
permiten definir un operador de Jacobi £7(¢) : ({0y,}) — D, es decir

5J(£)—<3 8)

Para esto se ha de verificar que las siguientes componentes del tensor R se anulen:
Epl Epl Epl Epl
Epl Epl Epl Epl
R‘ ‘/k; lelk;/ Rllj,k Ri/j/kl

/

Epl Epl’ Epl’ Epl
R’L]’k Rl]/k/ Rlljlk' R’L/]’k/
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Por la descomposicion anterior de la curvatura se tiene que *R = 9R — 9crR — 9PR.
Ahora bien, como las métricas g, gzp ¥y gp son métricas de Walker, el Lema 1.6 implica
que las tnicas componentes de la lista anterior que a priori podrian ser no nulas son

Epl Epl’ Epl Epl’

1,

A continuacion veremos que estas cuatro componentes se anulan. Analizamos en primer
Epl :
lugar “R; /.. Por el Lema 1.6 se tiene que

l =p Dl 1 l

de donde se sigue que gRéjlk =0.
De forma anéloga obtenemos la anulacion de SRZ, - De hecho, utilizando el Lema 1.6

calculamos
U sppl 1 U
gRij’k’ - gCPRij/k/ - 5{51k5ﬂ + 61]5kl}a gDRij/k/ - 0,

lo que demuestra que 5R§;~, w = 0.
Analizamos en tercer lugar la componente 5R§jk. En este caso, un céilculo mas largo
pero en todo caso directo a partir del Lema 1.6 nos muestra que

gRéjk = Ole“ﬁk - OZ-DF;,C
— 110 (zjrap) — 2PT%) (O (wpzs) — 2PTY)

— Oy (ziaps) — 2PT5) (O (zjwy) — 2PT5 )},
g@PRﬁjk = —HOy(zjap)0p(zizy) — Oy (zpap )0y (xys)},
gDRéjk = ale“ék - 8@'DF§'k - Dl“j?kDFéS + DkaDl“é-s

y, teniendo en cuenta que PT(p) = 0, se sigue que
IR} = 9EPRLy + PRy,

. o Epl
o lo que es lo mismo, R, =0.
a L3 . / , . . K
Por ultimo, analizamos la componente gRé ik Un calculo similar al utilizado en el caso
anterior teniendo en cuenta el Lema 1.6 nos permite obtener que

gRli;"k - alDng - akDng
F2PT] PLy, — PT50y (wvy) — DT, 0y (D (o))
_% (85’(951"9%’) - QDka)(aj’(ﬂfs@l’) - QDF;)
+ Oy (zgar) — 2PT8) (0 (wyaw) — 2PTY,) — 205 (zyweOg (xyaw)) },

QCPR,ZL-j/k = —%{831 (l‘i/ZEkl)aj/(ﬂ?S/JJl/) + 85/ (ZCZ‘/ZL‘l/)aj/ (l‘slil?k./) — Zaj/(l’l/l’s/asl(aj‘i/xk/))},

, . . . ,
gDRéj’k = 9PT}, — 9 T} + PT5.Pr), — P31,
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y de nuevo teniendo en cuenta que P I'(p) = 0 se sigue que

/ ~ ’ i
9Rije = I2PRy, + IPR

es decir, 5R§;,k =0. O

Sea £ € ST(T,T*M,g) y sea & = JE € S™(T,T*M,g). Sea E\(£) (respectivamente
E\(&)) el autoespacio de 9287 (€) (respectivamente 92r7 (1)) para el autovalor A € {0, 1, %
(respectivamente para A € {0, —1,—1}). Fijamos

Ey(§) =& -R=E_1(&), Ey(§) =& -R = Ey(&),
(3.3) E1 () = {Eo() ® E1()} = {E-1(&) & Bo(&)} = E_1 (&),
S(6) =D N1 (6), U(E) = Eo(&) &0

Entonces se tiene que T,7*M = Ey(&) ® E1(&) @ E1(€).

Lema 3.10. Sea (M, D) una variedad afin. Sea g € T*M. Sea £ € STH(T,T*M,g).
1D = (& —€)-R+S(¢).
2. 27 (€)D C S(¢).
3. 9ERT (E)U(E) CU(E), T (EU(E) C U(E).

Demostracion. La Ecuacion (3.2) implica & — £ € ©. Elegimos una base ortonormal para
Ei (&) de la forma

1
1

+ Tt At
{e],....ep 1,3€e],...,3e, 1}

donde ej son espaciales y 3e;r temporales. Probamos la Condicion (1) sin méas que tomar
la siguiente base para ®:

{f _51761’_ _361"_7‘ . '76:’;71 _36:';,1} .

Para demostrar la Condicion (2) supongamos que falla. Elegimos n € © de tal forma
que 27(&)n ¢ S(€). Por el Lema 3.9, 27(¢)n € D. Por la Condicion (1), existe ¢ # 0 tal que

TEn=clé—&)+m para m €S().

Por tanto c£ € E1(€) + Rango(37(€)) + Ei (€) C Eg(€)* lo cual es falso; esta contradiccion
prueba la Condiciéon (2). Para probar la Condicion (3), expresamos:

(34) U =E(§)dD=Ro(G—-§ RaS(E=¢Ra&-RDS().

Como %7 (€)¢ = 0, como 957 (€)61 = &1,y como S(€) C i (€), 9x7 (&) preserva U(E).
Como 27(£)¢€ = 0y como 27(£)D C D, 2J(€) preserva también U(€). O
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Examinaremos ahora la estructura de autovalores:

Lema 3.11. Sea (M, D) una variedad afin. Sea q € T*M. Sea & € ST(T,T7*M,g).
Supongamos que (M, D) es afin Osserman en p = o(q). St existe 0 # n € T{T* M @ C
con 9 (§)n = un, entonces:

1. Sin ¢ U(E) ®r C, entonces = 5.

2. SineU(§) @rC ysin ¢ S(€) ®r C, entonces p=0 o0 p=1.
3. Sin € S(€) ®r C, entonces = 5.

4. Espectro{¢7(£)} € {0,1,1}.

Demostracion. Por el Lema 3.9, 27 (€) es nilpotente puesto que (M, D) es afin Osserman en
p- Por el Lema 3.10, U (&) se preserva por 9er7 (¢) y por 27(&). Por tanto, existen operadores
92RT (€), 2T (€), y U (&) = 92rT (€) + 2T (€) inducidos en el espacio cociente:

V() ={TT" M/U&)} ©r C.
Sin ¢ U(€) @r C, entonces 7 € V(E), 71 # 0 y 97 (€)7 = pij. Por la Ecuacion (3.4),

V(€)= {E1(§)/S(€)} @r C.

1
1

Consecuentemente, 987 (£) = 11d. Puesto que 27(€) es nilpotente y 97(£) = 11d +27(8),

97 (&) tiene como unico autovalor %. Entonces p = %. Con esto terminamos la demostracion

de la Condicion (1).

Para probar la Condicién (2), supongamos que existe 0 # n € U(§) ®r C tal que
n ¢ S @rCy ()N = un. Por el Lema 3.10, S(&) se preserva por 97 (&) v 27 (€).
Esto de nuevo induce operadores 9687 (£), 27(€), y 9 (€) = 9%erT(€) + 27 (£) en el espacio

cociente:

W(E) = {U(£)/S(€)} @r C.

Puesto que 7] # 0, 4 es un autovalor de 97 (€). Por la Ecuacion (3.4), W(€) =& -R@& & - R.
Por el Lema 3.10, 2:7(5)5 =0y 2Z(£)§1~= 27(6)(&1 — §) € S(§) y entonces ZjN(f) =0.
Puesto que 9217 (£)§ = 0y 9erT (£)&1 = &1 se tiene que 7 ()€ =0y 97 (£)&1 = & . Por lo
tanto p € {0, 1}, lo que prueba la Condicion (2).

Para demostrar la Condicién (3), fijémonos que 92£7(€) = 11d en S(€) y que 27(€) es

nilpotente y preserva S(£). La Condicion (4) se sigue de forma inmediata de las Condiciones
(1)—(3). O



54 3 Kl operador de Jacobi: nuevos ejemplos de variedades de Osserman

Demostracion del Teorema 3.5

Sea (M, D) una variedad afin que es afin Osserman en p € M. Elegimos coordenadas
locales en M de modo que PT'(p) = 0. Sea Dy una conexién llana libre de torsion definida
en un entorno de p cuyos simbolos de Christoffel se anulan en estas coordenadas. Fijamos

Df =eD+ (1 —-¢€)Dy

para definir una familia 1-paramétrica de métricas ¢° interpolando entre g' = gy ¢° = 9ep-
Puesto que PR(p) = ¢ - PR(p), todas las conexiones D? son afin Osserman en p. Entonces
el Lema 3.11 implica que Espectro{97(£)} c {0, 1, %} para todo ¢, y por tanto las multi-
plicidades de los autovalores permanecen constantes durante esta perturbaciéon. Tomando
e = 0 se obtienen las multiplicidades deseadas y con ello probamos la Condicion (1) del
Teorema 3.5 para £ espacial. Los resultados en [86] muestran que la condicién espacial
Osserman es equivalente a la temporal Osserman, y ademas se relaciona la estructura de
autovalores y sus multiplicidades en S*(T,T7*M, g) con los autovalores y sus multiplicida-
des en S™(T,T*M, g). Esto prueba la Condicion (1) del Teorema 3.5; la Condicion (2) se
sigue ahora de la Condiciéon (1). O

3.2.2. Ejemplos

A lo largo de esta seccion consideraremos M = R" y un punto ¢ € Z(T*M) de
modo que PT'(p) = 0, donde p = o(q). Esto simplificara los célculos de manera notable.
Primero mostraremos las posibles componentes no nulas de varios tensores salvo las obvias
Zo-simetrias.

Lema 3.12. Sea (M, D) una variedad afin, sea g € Z(T*M), y sea p = o(q). Asumamos
que PT(p) = 0.

1. Las posibles componentes no nulas de la curvatura de 9PR(q) son las dadas por
IR (q) = PRijil (p)-

2. Las componentes no nulas de la curvatura de 9€PR(q) son:

9ePRy ii(q) = —1,

9ePRr ;. 5(q) = 9EPRy ;v i(q) = —% parai #j.
3. 9R(q) = 9ePR(q) + IPR(q).

Demostracion. Sean (ui,...,u,) las coordenadas en una variedad pseudo-Riemanniana
(U, gv). Expandimos gy = gapdu® o du®. Supongamos que los 1-jets de las funciones gq; se
anulan en un punto s de U. Entonces se tiene que

gURbacd(S) = %{aua aucgbal + aubaudgac - 8ua audgbc - 8ubaucgad}(s) .
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Aplicaremos esta observacién a nuestro caso. Puesto que 2’ y PT' se anulan en ¢q y p,
respectivamente, los 1-jets de gp, de gzp, y de g se anulan en ¢. La Condiciéon (1) se
demuestra a partir del siguiente calculo:

IPRjip (q) = %{a:vja:cl/(_2$h’DFikh) — 02,00, (=22 PT 51" Hq)

- {aﬂﬁz F]k - x] Uik }( ) ]zkl(p)'

La demostracion de las Condiciones (2) y (3) es similar. O

Demostracion del Teorema 3.6

Sea r > 2y sea M = R""! Sean {x,...,7,} las coordenadas usuales en M y
{zg, ...,z } las coordenadas duales en T* M. Consideramos los indices a, b, ¢, d variando
desde 1 hasta r y los indices i, j, k, I variando desde 0 hasta r. Sea U,® una matriz triangu-
lar inferior, es decir, U,® = 0 para b < a. Sea 0 = 6(x() una funciéon diferenciable en una
variable. Definimos una conexion libre de torsion D en T'M con simbolos de Christoffel no

nulos:
DPOab _ DFaOb _ 9Uab.

La curvatura viene dada por
PRjik' = 02, {PTji'} = 00, {PTit"} + {P T HPT ) — {PT5 HP T} -

Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢ < j. El primer término juega algiin papel s6lo
sit =k = 0. El segundo término no interviene. El tercero puede intervenir si ¢ = k = 0. El
dltimo término no interviene. Entonces las posibles componentes no nulas de la curvatura
son:

PRuo0® = 2o {PTu0"} + {PTol HPT w0} = 040 - Usb + 62 - ULU,C.
Sea x € T, M. Como tenemos 0 < a < b en la anterior relacion,
DT ()0, € ({Brryrs >0 }) -

Como consecuencia (M, D) es afin Osserman. Supongamos que 6(0) = 0y 0,,60(0) = —1.
Tomamos p =0, g = (0, 0). Entonces aplicando el Lema 3.12 se observa que:

R(q) = 7e*R(q) + *"R(q),
IR(0, Ou,y» 02;)(q) =
gR( a:“ 1’/7 )(q (8a:/76x278:v/78$])( )__% (Z#]),

) =
R(axjvaaru o Oy ) (4 )= J’Lk (p)

Primero, tomemos & = ﬁ(axl + 0z, ). Entonces 7 (£1) = 9287 (£1) es diagonalizable y por
lo tanto tiene forma canoénica de Jordan trivial; la curvatura de la conexiéon D no juega
ningin papel. Si ahora consideramos & = %(810 +0zy) ¥y J&2 = %(810 — Oy, ), tenemos
que:
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92T (€2)€2 = 0, IRT (€2)€2 = 0,

9eRT (£2)0y = 1024 IR (£2) 0z, = Us" Oy,

92RT (§2)362 = J&2, IRT (£2)362 = 0,

92RT (£2)0s,, = 02, IRT (£§2)0x,, = Up*Oy,, O

3.3. Variedades paracomplejas Osserman

Sea P(T*M) el fibrado sobre T*M de 2-planos tangentes no degenerados, paracom-
plejos y J-invariantes. Sea m € P(T*M); para cada vector espacial unitario & € ST (r, g)
se define el operador de Jacobi paracomplejo como:

Este operador es independiente de la eleccion particular de & (véase [153| para mas in-
formacion sobre los operadores de Jacobi de orden superior en el caso real). Se dice
que (T*M, g,3) es semi paracompleja Osserman si 97 (-) tiene autovalores constantes en
P(T*M).

A diferencia de lo que ocurre con el operador de Jacobi, el operador de Jacobi paracom-
plejo no determina, en general, el tensor curvatura. Esta propiedad dependera del grado
de compatibilidad entre la curvatura y la estructura paracompleja J. Se dice que (g,J)
es compatible si ¢7(7) conmuta con J para todo plano paraholomorfo no degenerado. La
anterior propiedad de conmutaciéon es equivalente a la denominada tercera identidad de
Gray

(3.5) R(X,Y,Z,W) = R(3X,3Y,3Z,3W) paratodos X.,Y,Z,W.

Asi se dira que (T*M, ¢,J) es paracompleja Osserman si es semi paracompleja Osserman
y (g,3) es compatible.

Observacion 3.13. Procediendo de forma completamente analoga al estudio desarrollado
en [20], se tiene que el operador de Jacobi paracomplejo determina la curvatura en varie-
dades paraHermiticas o Nearly paraKahler, pero no lo hace en general en la situacién casi
paraKahler.

En esta seccién mostraremos que (T*M, g, J) es una variedad semi paracompleja Osser-
man para cualquier variedad afin (M, D), si bien no es semi paracompleja Jordan-Osserman
en general.

Teorema 3.14. Sea (M, D) una variedad afin. Sea m € P(T*M). Los autovalores 37 ()
son (1, %) con multiplicidades (2,2n — 2), respectivamente, y cualquier bloque de Jordan
para 77 (7) tiene al menos tamano 2 x 2; (T*M, g,3) es semi paracompleja Osserman.
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Teorema 3.15. Sea n > 3. Existe una variedad afin Osserman (M, D) de dimension n
tal que (T* M, g,J) no es semi paracompleja Jordan-Osserman, y los operadores de Jacobi
paracomplejos no son siempre diagonalizables.

Sin embargo, (T*M, g, J) no es paracompleja Osserman, dado que cualquier condicion
de compatibilidad en (T%M, g,J) es extremadamente restrictiva.

Teorema 3.16. Sea (M, D) una variedad afin. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(i) (M, D) es llana.
(1) (T*M,g,3) es integrable.
(i11) (T*M, g,3J) verifica la tercera identidad de Gray.

(v) JY (7) =27 (7)J para todo w € P(T*M).

Demostracion del Teorema 3.14

Sea (M, D) una variedad afin. Para cada punto ¢ € T*M, sea m € Py(T*M) un plano
paraholomorfo no degenerado y denotemos con & € ST (, g) un vector espacial unitario en
7. Se sigue entonces directamente de la Ecuacion (3.2) que 0§ = 0,J(€), que denotaremos
como a = 0.& = 0,J(&). Por el Lema 3.9,

w0 - (7Y o).

Por lo tanto Im(37 (7)) C D, 27(7)® = 0, y 27 (x) es nilpotente.

Consideremos una base {ey, ez, f1,..., fon—2} de T,7*M de modo que ({e1,ez2}) se
corresponde con el autoespacio asociado al autovalor +1 de 9er7 (7) y ({f1,..., fon—2}) se
corresponde con el autoespacio asociado al autovalor —i—% de 9¢r7 (7). Entonces:

(T (r) —1d)e; =T (m)e; €Dy (U(n) - 31d)fi =°T(n)fi €D.
Por la Ecuacion (3.3),
9erg(r)=1d en (€ —J&)-R y 9%rJ(m) = 11d en S(&).

Consecuentemente por el Lema 3.10, 97 (7)® C ®. Dado que 27(w) = 0 en D, se tiene
que 7 (m)® C ®. Con lo cual podemos concluir:

Im{(7(m) —1d) - (T (7) — 31d)} C D.
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Teniendo en cuenta que 27(7) = 0en ® y 47 (7r) = 92£7 (1) en D, se sigue de la Ecuaciéon
(3.3) y el Lema 3.10 que

(& () —1d) - (¥ (7) — 31d)D = {0}

y por tanto
(Y (r) = 1d)*(¥ (7) — 31d)* = {0} .

Como consecuencia Espectro{¢7 ()} C {3,1} y 97 () tiene sélo bloques de Jordan de
orden 1x1 6 2x2. Del mismo modo que en la demostracién del Teorema 3.5, consideramos
Df =D+ (1 —¢€)Dy para construir una familia 1-paramétrica de métricas semi paracom-
plejas Osserman ¢° interpolando entre ¢! = gy ¢° = gzp- Puesto que los autovalores
permanecen constantes, las multiplicidades de los autovalores también y, por tanto % es un
autovalor de multiplicidad 2n — 2 y 1 es un autovalor de multiplicidad 2. O

Demostracion del Teorema 3.15

Sean n > 3, M = R" y fijemos p = 0y ¢ = (0,0) € T*"M. Sea 6 = 6(x1) una
funcion diferenciable de una variable verificando 6(0) = 0 y 6,(0) # 0, donde 6; = 0., 6.
Sea ahora D la conexién afin cuyo tnico simbolo de Christoffel no nulo viene dado por
DTge3 = O(x1). Un céalculo rutinario muestra que la tnica derivada covariante no nula viene
dada por Dy, 0z, = 0(x1)0z,. Asi el operador de Jacobi BT es nilpotente y (M, D) es afin
Osserman pues la tinica componente no nula de la curvatura viene dada por

PR(8yy, Oz, )0y = 010, -
Por el Lema 3.12,
IR(Os, Oy, Ony» 0, (q) =
IR(Dzyrs Ouis Dy O ) (q) =
IR(Dy, Oy > D> Oy ) (q) = 01 -
)

Sean ahora § = %(3961 +0p,) € ST(T,T*M,g) y 3¢ = 7(8501 — Og,,). Teniendo en
cuenta que 27 (&) = 27(J€) = 0, entonces los operadores de Jacobi asociados verifican
97 (&) = 9erT (€) y por tanto los operadores de Jacobi paracomplejos ¢7 (m¢) = 9€RT (7¢) son
diagonalizables.

Ahora consideramos

(8xixvaxiaaleaaxj)(Q) - - (Z ?é .])’

D=

= 5(0zy + Oy + Ouyy + Onyy) € ST(T,T*M, g),
I = 50y + By — Bz — Ouy) € S™(TT M, g).

Las tinicas componentes no triviales de los correspondientes operadores de Jacobi vienen
dadas por

ng(n)axQ = %916362/? ng(\jn)amg = _%0181’2/7 ng(Trn)amg == 918$2/ .
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Puesto que m = ({0y,, 0y, }) esta contenido en el autoespacio asociado al autovalor § del
operador de Jacobi 9%€r7(n) y en el autoespacio asociado al autovalor % del operador de
Jacobi paracomplejo 9€RT (1)), se sigue que 7 (1) y 47 (7,) tienen forma canénica de Jordan
no trivial. O

Demostracion del Teorema 3.16

Veremos en primer lugar que si (M, D) es llana entonces (T*M, g,J) es integrable
y verifica la tercera identidad de Gray. Después probaremos que el cardcter integrable
de (T*M, g,J) implica que (M, D) es llana. Finalmente mostraremos que si (T*M, g,3)
verifica la tercera identidad de Gray entonces (M, D) es llana, y que J¥7(7) = ()3
para todo m € P(T*M) si y solo si (T*M,g,J) verifica la tercera identidad de Gray, lo
que completaré la demostracién del Teorema 3.16.

Si (M, D) es llana, entonces (T*M, g,3J) es isomorfo a CP por el Teorema 3.2 de
donde se sigue trivialmente que la estructura casi paracompleja es integrable y se verifica
la tercera identidad de Gray.

Sea (M, D) una variedad afin y supongamos que la estructura casi paracompleja J
es integrable. Fijemos un punto p € M y tomemos coordenadas locales de modo que
DT(p) = 0. Sea ahora ¢ € o~ '(p). Entonces en el punto ¢ se tiene que la estructura casi
paracompleja dada en la Ecuacion (3.2) verifica

3812 = a:rl - {xi/xa/ - Q-rb’DFiab}axam

3aazj = aa:j - {xj’xc’ - 2xd’Drjcd}al’cH

y por tanto
[81’1-7 aarj] = 07
3[383517 am]] = 2$b’aijFiabama/a
3[6$1738$]] == _2xb’aziDFjabal‘a/7
[38%7381]] = {2$b’axiDFjab - Qxb’aijFiab}axa/

+{$i’xa’8xa/ (l‘j/xc/) - xj/xa/axa, (xi/xc/)}axc, .

Asi se tiene que
N3(z;,02;)(a) = 420" Rjia” (p) O,

lo que prueba que la integrabilidad de J solo es posible si (M, D) es llana.

Supongamos ahora que (T*M, g,J). verifica la tercera identidad de Gray dada en la
Ecuacion (3.5). Sea ¢ un punto en la seccion cero de T*M y tomemos coordenadas en M
de modo que los simbolos de Christoffel de D se anulen en el punto p = o(q). Por el Lema
3.12, y dado que CP verifica la tercera identidad de Gray, concluimos que 9°R verifica la
tercera identidad de Gray en ¢. Por lo tanto, teniendo en cuenta la expresion de J en la
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Ecuacion (3.2),

gDR(ax-”aCCju axkaaacl/)(Q) = gDR(:jaxiasal‘j738xk738Il/)(Q)
- gDR(81'i7 aa:j ) 8Ik7 _8:Bl/ ) (Q)
= _gDR(aajiy a.rj 9 833k 9 81‘l/ ) (q) 9

de donde se sigue que 9PR(q) = 0. Por el Lema 3.12, esto implica DR(p) = 0 y por lo tanto
que (M, D) es llana.

La equivalencia entre la tercera identidad de Gray dada en la Ecuacion (3.5) y la con-
mutacion del operador de Jacobi paracomplejo 77 (7) con la estructura casi paracompleja
97 (m)J = I (m) es un hecho puramente algebraico. De hecho un total paralelismo con el
estudio realizado en [20] muestra que para toda variedad casi paraHermitica (A, g4,J) se
verifica la tercera identidad de Gray si y solo si 947 (m)J = J947 () para todo m € P(A).
Esto completa la demostracion del Teorema 3.16. O

3.4. Un ejemplo explicito con superficies afines Osserman

En esta seccién se mostrard un ejemplo explicito de variedades de Osserman y pa-
racompleja Osserman cuyos operadores de Jacobi tienen una forma canénica de Jordan
en general no trivial. Veremos que la curvatura de este ejemplo no es sencilla. Siguiendo
[67, 85|, denotamos por D una conexioén libre de torsion en ¥ = R? cuyos simbolos de
Christoffel no nulos vienen dados por

DFlll - _85010 y DF222 = ax207

donde O(x1,x2) es una funcion real diferenciable verificando 9,,0,,0(x1,z2) = 612 # 0.
Denotamos por M = ¥ x R"2 con la conexién trivial en R”~2; es por tanto una variedad
no llana de dimensiéon n con operadores de Jacobi nilpotentes, es decir, afin Osserman.
Puesto que el tensor de Ricci de M es antisimétrico, consideramos en T* M = T*(X xR"~2)
la extension de Riemann modificada dada por

g =gon =tldotld+gp .

Entonces el tensor curvatura R de g estd determinado por las siguientes expresiones sin
més que particularizar las expresiones dadas en el Lema 1.6:

1_ 1 2_1
Ri91" = —gqwywy — 012, Rigo® = xp@y — b1,

, 1 ) ; 1 .
Rin' = gop(w1 +2601), i > 1, Rape' = gao(wy — 202), i #2,

Rji’yi:%Ij/xﬁ/,j:’y>20,enotrocaso,j;éfy,yi>2oj>2o’y>2,

RigtV = zy (w1 4 201)012, Rige® = wor(wy — 209)012,
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2 _
Ri91% = x916112 — 2110122 + (2102 + 22/ (21 + 01))012,
1/
Rigo" = w1/60122 — x9/0112 — (w102 — 29/ (210 — 01))012,
Riin? = —xyaibia, i >2, Rop' = xoxpbia, i>2, Rip' =xpaubia, i>2
1317 = =T T012, 1 > 2, 2i2° = T TyV12, 1> 2, 1i2° = Ty Tyv12, 1> 2,
Ron? = —ayayya, i Rigt = 0 Riy? = 0
2i1° = —Twxybi2, i >2, Rigg™ = TyrTpbiz, k>2, Rig” = TyTpbiz, k> 2,
; _ k_ 1 1
Riyi' = =1, Ri” = —3, R = —3,
v 2 _ 3 2
Ryt =y (o +201), Run® = jrvry — b2, Raon® = xor(xer — 203),
v _3 v _3 2 _ 3
Rogro™ = Jxy@e + bh2, Rive = Jxyxy + 612, Reon™ = Jwywy — 012,
. ./
Rin® = Yoy (zy +261), i >1, Ropo® = tao(xo — 20), i #2,
;o2 U1 ,
Ryt = Ty > 2, R+ = 5361/(3?1/ + 201), i>1,
! !
Riin? = tuo(zo —205), i #2, Riy™ = a3, k> 2,
! !
Rli/il = i.%‘l/(xl/ + 291), 1> 1, Rgi/iz = %1’2/ (.%‘2/ - 202), 1 # 2,
!
Rﬁi’its = %xfg/l’(;/, i#B=0>2o0,enotrocaso, B#5#i# B, yi>2008>200d > 2,

’

-/
Rii/ih = %xi/xh/, i>26h>2, Rjn' = %CUi’-Tk’a 1>206k>2,

/ ’

_1 i1
Ry = sxpew, Rj' = szexy,

Rﬁizvi/:%xglx,yl,i;ﬁﬁ:’y>20,enotrocaso,ﬁ#v;ﬁi;ﬁﬁ,yﬁ;ﬁQov;ﬁQ,

/ / /

RigyV = Jxyay + 612, Rioy? = joo(wy — 262), Rigy? = —jzyay + b1,
/ /

Rliill = —lacy(:l:y + 291), P> 1, Rzii/Q = —%{Bg/(l‘gl — 292), > 2,
!

Rjii’ = —ixj/l‘(s/,j:5>2o,en0tr0caso,j;£5,yi>20j>206>2,

Rt =1 R =1 R.,. 7 =1

i’ — L wk! — 9> g’y — 9
afiadiendo las simetrias Rgpe? = —Rpac?, v donde 4, j, k, h son indices diferentes en

{1,...,n}.

Fijémonos que el Teorema 3.5 asegura que (T"M,g) es Osserman con autovalores
{0, 1, %, cen %} Ahora bien, para estudiar la forma canénica de Jordan de los operadores
de Jacobi en esta familia concreta de ejemplos, necesitamos mas informaciéon sobre la
estructura de los operadores de Jacobi. El analisis de las interacciones entre las componentes
del tensor curvatura anterior nos permite concluir que la informacién de los operadores de
Jacobi se encuentra codificada en el caso n = 5. Este es el hecho que mostraremos a
continuacion:
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Lema 3.17.

(i) Sea p € T* M. Existe una isometria © de T*M tal que

Op = (a1,a2,0,...,0,b1,b2,03,0,...,0).

(it) Normalizamos la eleccion de p como en (1). Sea § € T,T* M. Entonces existe una
isometria © de T* M tal que Op = p y tal que

@f = (61,62,03,64,0,. . .,0,d1,d2,d3,d4,d5,0, . ,0) .

(i1i) Sea (p,§&) normalizado como en (1) y (2), con & espacial. Sea J el operador de Jacobi
definido por (p,§). Existe una base {e1, ..., en, f1,..., fn} de T,T*M tal que sii > 6,
entonces Je; = iei yJfi= ifi.

Demostracion. Consideremos T*M = R™ x R™; si {ey,...,en, f1,..., fn} es la base cano-
nica para R?", entonces se puede expandir p € T*M de la forma p = z;e; + xy f; para
definir coordenadas canénicas (z,2') en R?" donde = = (21,...,2,) vy 2 = (1, ..., Tp).

Sea Z € GI(R™) una transformacion lineal. Expresamos = = Z;;. Sea Z = Z;; la transfor-
macién lineal inversa. Por tanto Ei]éki = ;). Definimos la transformacién lineal inducida
O de R" x R™ por:

@*l‘i = Eijxj y @*SL‘Z‘/ = ékiﬂfk/ .

Se obtiene:
@*(dl'l o dl’ll) = EijEkidl'j o dl’k/ = jkdl‘j o d$k/,
@*(a:i/xj/dxi o dxj) = EikEngmEiju/my/dxk o da,’g
= 5ku5gvxu/myldxk 9] dxg = xk/xg/da?k e} d:[g.

Embebemos GI(R"~2) ¢ GI(R") sin més que considerar la aplicacion

= < Idy 0 )
Zn—2 0 En_2 .

Es entonces inmediato que =,,_s define una isometria © de la métrica go,.
Como (1) no tiene sentido para n < 3, suponemos n > 3 en la prueba de (1). Expan-
dimos p = (a1, a2, ...,an,b1,b2,...,by,). La transformacion afin

O(x,2") = (21, 02,03 — a3, ..., Ty — A, T17y -+, Tyt

claramente es una isometria de la métrica g y por tanto podemos suponer sin pérdida de
generalidad que a3 = --- = a, = 0. Elegimos un vector no nulo f € 0 ® R"2 tal que
(x3r,...,2y) = cf. Elegimos Z de modo que éf = f3. La aplicacién resultante © tiene las
propiedades requeridas en (1).
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Supongamos que n > 5 en la prueba de (2). Expandimos & = (¢1,...,¢n,d1, ..., dy).
Elegimos un vector no nulo e € R"~3 tal que (0,0,0, ¢4, ..., c,) = c-e para alguna constante
¢ (pudiendo ser nula). Eligiendo = € GI(R"~%) tal que Ze = e4 obtenemos una isometria
que tiene a p por punto fijo y asegurando que

§= (C1>62ac3764707'"707d1>"'7dn)'

Una eleccion similar para G1(R"~5) asegura que ¢ tiene la forma requerida en (2).
Supongamos n > 6 en la prueba de (3). Supongamos que i > 6. Expandimos

Tei = Titern+Tiife v Th= I8 e+ T2 b

Definimos = € GI(R"~°) tal que

— e; if j#£i,
5(63'):{ A

—e; if j=i.

Entonces 2 = =. Puesto que © es una isometria fijando el punto p y &, conmuta con J.
Se sigue entonces que J%” = 0 para k # i. Esto muestra la existencia de los bloques 2 x 2
requeridos donde los coeficientes pueden depender del indice i. Sin embargo, eligiendo =
para que permute los indices 71 y i2 se comprueba que los bloques son independientes de i y

j. Finalmente, como la variedad es Osserman con autovalores {0, 1, %, ceey i}, estos bloques
2 x 2 deben tener autovalores constantes {i, i}, y por tanto la base puede ser elegida de
forma que se cumpla la Condicion (3). O

El Lema 3.17 muestra que la parte no trivial de la forma canénica de Jordan de los
operadores de Jacobi de (T*M, g) esta codificada en el caso n = 5. Mas concretamente,
sea (p,&) normalizado como en (1) y (2) del Lema 3.17, con ¢ unitario y espacial, y sea
Jon €l operador de Jacobi definido por (p, §); entonces, suponiendo n > 6, existe una base

tal que
Jo | 0
an = 1 .
0 ‘ 7 Id2n—10

Por tanto, el anélisis de la forma canonica de Jordan del operador de Jacobi para (T*M, g)
coincide con el analisis en el caso n = 5. Esto nos lleva al siguiente resultado

Teorema 3.18. (T*M, g) es una métrica de Osserman de signatura (n,n) con autovalores
{0,1, %, ceey %}, la cual no es nunca espacial ni temporal Jordan-Osserman en ningin punto.

Demostracion. Como mencionamos anteriormente, es suficiente analizar el caso n = 5.
Fijémonos ademés que es suficiente probar el resultado para puntos p normalizados como
en (1) del Lema 3.17. Sea J10(§) el operador de Jacobi definido por (p,§) y sea

A() = F10(&) - (T10(€) = 910(6, ) 14) - (o (€) — 2208 1d ).
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Para la elecciéon particular de vectores unitarios
g — (07 07 O) £, 07 07 07 07 %7 O)’ 5 = (1) 07 07 1; Oa %(6 - b% - 2()191(@1, CEQ)), 07 07 07 0)7

tenemos gig ({N , §~) = g10(£,€) = &, y un calculo muy largo pero directo usando las expresio-

nes para el tensor curvatura R dadas anteriormente nos permite calcular J10(§) y J10(§) y
comprobar que A(£) = 0, mientras que (A(£))a2 = —5612(a1, az) # 0. Por tanto, en cada

punto J10(§) diagonaliza mientras que J10(§) no es diagonalizable, y asf la métrica no es
nunca espacial ni temporal Jordan-Osserman en ningtin punto. O

Observacion 3.19. Mostraremos informacién adicional sobre la forma canénica de Jordan
de los operadores de Jacobi de la variedad (T*M, g). Omitiremos los detalles de la prueba
de los resultados mostrados en esta observacién pues son consecuencia de largos calculos
asistidos por ordenador.

En la demostracion del Teorema anterior mostramos que, en cada punto, los operadores
de Jacobi pueden diagonalizar o no. Investigaremos mas detalladamente la forma canénica
de Jordan de los operadores de Jacobi para las direcciones en que no diagonalizan. Para
este proposito, consideraremos otra vez el caso n = 5. Sean (p, &) normalizados como en
(1) y (2) del Lema 3.17 y sea

A7 (€) = T10(&)  (T10(€) — g10(¢, ) 10) - (Fuo(€) — 228 1a), > 1.

Analizamos a continuacion A"(§), r = 1,2,3. De aqui en adelante supondremos que
las derivadas parciales de 6 se evaltian en (a1, a2). Ademas, sea ¢ = g10(&,&). En primer

lugar, tenemos
S0
A = fseetnr ()

o1 = bibgcicg + babgcacs + b%cg + 2c3dsg + 2¢c4dy — Eg,

donde, denotando por

o9 = bibgcy + babsco + bgc;z, + ds,
0 = 012(3b102 + 3b26;1 + 46012) — 3b10122 + 3b26112,

las matrices 5 x 5 .S y T vienen dadas por

—6102(0'1 —|—E§) c%(al +E§) 000
—c3(o1+¢e¢) cica(or+e) 0 0 0

S = —C2C301 C1C301 0 0 0 s
—CoC40q 10401 0 0 0
0 00

0 0
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y
—cat11 t12 2 —
3echio 3echia CQ(d301 + (5303 + d3 02)65) 02d401 02d501
t —cit 2
36526112 365161222 —Cl(d30'1 -+ (6383 + dg — 0'2)65) —c1dqo1  —c1dson
T Co0109 —C10109 0 0 0
62d40'1 —Cld401 0 0 0
02d50'1 —01d501 0 0 0
con

t11 = c20 + 4cof?,{1 + 302 + 255(17%0% — 2¢4dy + 201 — 2c302) }
— 3012{b1(bic1 + baca + 2bscs) + e¢o1(bi(bicy + baca + bges) + 2dy)
+2dy + 2bici (1 + egor)b1},

tas = c10 + 4c1602,{1 + 30% + 26§(b§c§ — 2¢4dy + 201 — 2c302) }
+ 3012{b2(b1c1 + baca + 2b3c3) + eco1(ba(bicr + baca + bzcz) + 2da)
+ 2dy — 2baca(1 + €¢01)b2},
tie = c1c90 + dereal?o {1 + 307 + 285(()%0% — 2¢4dy + 201 — 2c302) }
+ 3012{b1bacica + e¢or(bibacica + crdy + c2(b3ca + babscs + 3da) + o1)
+ c1dy + ea(b3cg + 2babscs + 3da) + o1 — 2bac3(1 + ge01)b2},

to1 = t120 + 3912{1)%0% — 2(61d1 + codo + ca4dy + 630'2)
— 65(0‘1(201611 + 2¢codsy + 0'1) — 1)}

Ahora,
0 0
cg —cico 0 0 O
2
200\ _ 3 p2 —C1C2 c] 0 00
ANE) = §ee b v 0 o 0000l
0 0 0 0 O
0 0 0 00
donde
1/) = b%cg{cldl + 02d2 — ngg — C4d4 + blc%el — 620592}
— (2¢3d3 + 2c4dy — ¢ ){bsca(bicy + baca) + (c3ds + cads)}
y por tanto

A%(€) = 0.

Por lo tanto, vemos que A3(¢) = 0, Rango(A(£)?) < 1, y Rango(A(£)) < 2. Entonces,
el operador de Jacobi asociado a un vector unitario es o bien diagonalizable, o bien tiene
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un so6lo bloque de Jordan 2 x 2, o bien tiene un bloque de Jordan 3 x 3, o bien tiene dos
bloques de Jordan 2 x 2 dependiendo del punto y del vector considerados. Ademés, todas
las posibilidades pueden darse; de hecho, todas las posibilidades excepto el caso de un
tnico bloque de Jordan 2 x 2 puede darse en cada punto. En particular, suponiendo que
los puntos y los vectores considerados estan normalizados como en (1) y (2) del Lema 3.17,
suponiendo que las derivadas parciales de 6 se evaltian en (a1, a2), y denotando por

P = bgcg{cldl + cody — c3dy — cqdy + blc%l — bgcgeg}
— (2c3d3 + 2c4dy — e¢){bsca(bicy + baco) + (cadz + cadys) }
tenemos:

(i) Sip # 0y ¢ = ca = 0 no se cumple, entonces el operador de Jacobi asociado
tiene un bloque de Jordan 3 x 3. Este es, por ejemplo, el caso para el vector unitario
€=(1,0,0,1,0, 3(c — b} — 2b16; — 2),0,0,1,0), g10(¢, &) = &, en cualquier punto.

(ii) Siec; = g =0, entonces el operador de Jacobi asociado es diagonalizable. Este es el
caso para £ = (0,0,0,¢,0,0,0,0, %, 0), g10(§, &) = ¢, en cualquier punto.

(iii) Si¢ =0y, ademés, c; = co = 0 no se verifica, entonces para los vectores unitarios de
la forma & = (c1,¢2,0,0,0,dy, d2, —b3(bic1+baca),0,0) el operador de Jacobi asociado
es diagonalizable o tiene un tinico bloque de Jordan 2 x 2, dependiendo de que

0 = 012(3b102 + 3bo01 + 4012) — 3b160122 + 3b26112

se anule o no, respectivamente. El operador de Jacobi asociado a cualquier otro
vector unitario tiene siempre dos bloques de Jordan 2 x 2; este es el caso para el
vector unitario £ = (1,0,0, 1,0, %(5 — b2 —2b161),0,0,0,0), g10(&,€) = &, en cualquier
punto. Finalmente, en cualquier punto con ¢ = 0 el operador de Jacobi no tiene
nunca un anico bloque de Jordan 2 x 2.



Capitulo 4

El operador de curvatura
antisimétrico: variedades
Ivanov-Petrova

Recordamos que una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice espacial (respecti-
vamente, temporal o mixta) Ivanov-Petrova (IP) en un punto p € M [112, 113] si los
autovalores del operador de curvatura antisimétrico son constantes en la Grassmaniana de
2-planos orientados, no degenerados, espaciales Gr§++)(T »M) (respectivamente, tempora-

les Gr(ff)(T »M) o mixtos GT§+7)(T »M)). Teniendo en cuenta que las tres condiciones
anteriores son equivalentes [93|, simplemente nos referiremos a ellas diciendo que la varie-
dad (M, g) es IP en el punto p € M. (M, g) se dice que es IP si verifica tal condicion en
cada punto, pudiendo los autovalores de los operadores de curvatura antisimétricos variar
con el punto.

Toda variedad Riemanniana IP es localmente conformemente llana, por lo que una
primera cuestiéon natural a abordar es si un resultado anélogo sigue siendo cierto en otras
signaturas. La existencia de tensores curvatura algebraicos IP no localmente conforme-
mente llanos es conocida [93], pero la realizacion geométrica de los mismos es una cuestion
abierta. En la primera parte de este capitulo mostraremos la existencia de variedades IP que
no son localmente conformemente llanas en dimensiéon cuatro. De hecho existen ejemplos
que no son autoduales ni antiautoduales como veremos en la Seccion 4.1.

Motivados por estos ejemplos analizaremos las variedades IP autoduales en signatura
(2,2), al menos en dos situaciones particulares: cuando la métrica sea Einstein y cuando
la estructura subyacente sea la de una variedad de Walker. El primero de estos casos sera
el objetivo de la segunda parte de este capitulo, donde realizamos un estudio sistematico
de las variedades que verifican simultaneamente las condiciones IP y puntual Osserman en
signatura (2,2) en la Seccion 4.2.

67
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4.1. Nuevos ejemplos de variedades IP en dimensién cuatro

El objetivo de esta secciéon es poner de manifiesto la existencia de variedades IP en
signatura (2,2) cuyos operadores de curvatura antisimétricos son nilpotentes. Ademas, los
ejemplos construidos mostrarén la existencia de variedades IP que no son autoduales ni
antiautoduales. Dichos ejemplos tendran como estructura subyacente la de una variedad
de Walker, por lo que haremos uso de la expresion local dada en el Teorema 1.3.

4.1.1. Caracterizacion algebraica

El siguiente resultado proporciona un criterio sencillo para determinar cuando un tensor
curvatura algebraico es IP en dimensién cuatro.

Lema 4.1. [39] Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension cuatro con un producto
interior de signatura (2,2) y sea A un tensor curvatura algebraico en V. Entonces, A es
IP si y sdlo si det A(m) y traza(A(m)?) no dependen del 2-plano orientado no degenerado
espacial (respectivamente mixto o temporal) 7.

Demostracion. Tomando un 2-plano orientado no degenerado 7 se puede ver facilmente
que el operador de curvatura antisimétrico A(m), cuando se expresa con respecto a una
base ortonormal, toma la forma

0 aa(m)  aiz(m)  awa(m)
. —a12(7r) 0 a23(7r) a,24(7r)
Alm) = ayz(m)  ags(m) 0 asq(m) |’
a14(7r) a24(7r) —a34(7r) 0

y por tanto mediante un calculo simple se obtiene que

det A(7) = (a12(m)asa(m) + ar3(m)ag(m) — ara(m)ags(r))?,
traza(A(m)?) = 2 (—a12(m)? + a13(m)? + a1a(m)* + ags(m)? + aga(m)? — asa(m)?)

por lo que el polinomio caracteristico py(A(w)) de A(w) esta dado por
1
(4.1) pa(A(m)) = M — B traza(A(m)%) A? + det A(),

de donde se sigue el resultado. O

4.1.2. Meétricas de Walker IP en dimension cuatro

Sea (M, g) una variedad de Walker de dimension cuatro y donde la dimension de la
distribucién ® es méxima, en este caso dos. De acuerdo con la Observacion 1.4, la matriz
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de la métrica viene dada por

(4.2) 9=

O = 0o 2
_— o o0
o O O
S O = O

donde a, b y ¢ son funciones de las coordenadas (zy, 9,1/, x2). Consideramos el caso
particular en el que ¢ = 0 y por tanto la métrica toma la forma

(4.3) g =adxi odxi + bdxs o dxo + 2dxy o dryr + 2dxs 0 dxyr.

la cual nos proporcionaré los ejemplos deseados (mas informacion sobre la geometria de
este tipo de métricas puede verse en [46]).

Lema 4.2. Si una métrica de Walker de signatura (2,2) del tipo dado en la Ecuacion (4.3)
es IP entonces es nilpotente IP y las funciones a, b vienen dadas por

a(ml,xg,mlf,xgx) = x1/5($1,gj2) + A(mlax%;@,)?
b($1,$2,$1/,$2/) = .'L'Q/V(xl, ZEQ) + B(l‘l,l’Q, xl/)v
donde A2/2/ (xl, x27$2/)B1/1/(£B17$2’ :L‘l/) =0.

Demostracion. Denotemos con h; la derivada parcial %, i € {1,2,1,2'}, de una fun-
cion h(xy,xe,x1/, o). El tensor curvatura de la métrica dada por la Ecuacion (4.3) esté
determinado del siguiente modo sin méas que particularizar lo visto en el Lema 1.6:

Ry = 5a11/0y,

Rive = a0y,

R11/2 = i{2a1/2 — aQ/by}al/,

Ry = gaayy 0y + j{agby — 2ays + 2bayy 0y — Sai1/01 — Sayy s,
Royryr = b0y,

Royrar = Sbyio 0y,

Rovn = 2{2b11 — ay/by }o,

Rova = ${2aby1s — 2by11 + arrby }Ov + Sbb1ro Oy — 110y — Lbirods,
Riyyr = $ay» 0y,

Ry = 5a20y,

Riyo = 1{2a23 — agyby }0y,

Riyn = $aara 0y + Haoby — 2ays + 2bagyy 0y — 2a1201 — Say0s,
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Royr1r = 5bira Oy,
Rogrgr = 5byr Oy,
Roy1 = 1{2by1 — axby }0o,
Roys = 1{2abyy — 2by1 + axby }Or + Sbbary Oy — by Oy — Sbyo s,
Ro11r = 3{agby — 2a15}0y + 1{2b11 — ayby }dy,
Ro1y = ${agby — 2a32}01 + 1{2by11 — agby}0y,
Ro11 = jaf{ayby — 2a12}0y + 1{asby + 2a22 + 2b11 — baay — 2bag;
+ biay — arby — aayby }Oy + %{Qam — ay by }oOh
+ 1{2a25 — ay by }0s,
Ro1o = i{Qablq + a1by — 2a99 — 2b11 + boag — agby + bagbeyr — byays }oy
+ 20{2by1 — axby }0y + F{arby — 2b11}01 + H{axby — 2by; }o,
donde Rjji, = R(0;,05)0k, 1,7,k € {1,2,1',2'}, con {01, 02,01/, 0o} campos coordenados.
A partir de las expresiones anteriores obtenemos que el operador de curvatura anti-

simétrico R(m) asociado a un 2-plano orientado no degenerado 7, cuando se expresa con
respecto a la base de campos coordenados, tiene la forma

para ciertas matrices cuadradas de orden 2, F'(7) y G(m). Entonces, para usar el Lema 4.1,
notese que det R(m) = (det F(m))?, mientras que traza(R(w)?) = 2 traza(F(m)?), con lo que
una métrica del tipo dado por la Ecuacién (4.3) es IP si y solo si det F(7) y traza(F(m)?)
no dependen del 2-plano orientado no degenerado espacial (respectivamente, temporal o
mixto) 7. De aqui en adelante, sea

Fm) = ( fus(m)  fra(m) )
Jar(m)  faa(m)

Para imponer la condiciéon IP analizaremos algunos casos particulares de 2-planos no
degenerados mixtos. Empezando con 71 = ({01 + Adyr, 01 }), tenemos que

fui(m) = $(Aave + arr), far(m) = 3(Aave + ara), fiz(m) = fa(m) =0,

con lo que,
det F(ﬂ'l) = 0, traza(F(m)2) = %(}\al/Q/ =+ a1/1/)2,
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de donde obtenemos que ay/9r = 0 y esto se traduce en que
a(l'l, xr2,x1/, LUQI) - A(:I}h o, .’I]l/) + A(l'l, x2, IEQ/).

Por tanto, traza(F(m)?) = i[l%l,, lo que implica que A1/ ha de ser constante, digamos
R1, ¥

(4.4) a(v1, 72, 21/, T9) = T35 + 21/ (21, 22) + A(21, 72, T9).
Usando el mismo argumento con mg = ({Adys + 0o, 02}) tenemos que
(4.5) b(x1,x, 1, 20r) = xg/% + 2oV (x1,22) + B(x1, 22, 717),
con traza(F(mp)?) = 1k3.
Tomando ahora el plano w3 = ({91 — O, 0y — 01 + 2 }) obtenemos

fui(ms) = —k1, far(ms) = jAza, fia(ms) = 1By, faa(ms) = — ko,
con lo que det F'(73) = %(m Ko — Ago By1r). Como det F'(73) tiene que ser nulo obtenemos

(4-6) Agrgr (55173327332')31'1/(961, 2, »’61') = K1K2.

Demostraremos a continuacion que k1k2 = 0. Para ello utilizaremos un argumento de
reduccion al absurdo, suponiendo que k1k2 # 0. Si k1k2 # 0, entonces la Ecuacion (4.6)
implica que Agorr = By = 0 y por tanto
) A(xy, w2, x9) = 3, P(21,22) + 22T (1, 22) + E(21, 72),

B(z1, 29, 21) = 22,Q(z1, x2) + 21U (21, 32) + n(21, 72),

con PQ # 0. Teniendo en cuenta la informacion obtenida en las Ecuaciones (4.4), (4.5) y
(4.7), un calculo largo pero directo muestra que para 74 = ({15291 + o1, —17“’82/ + O0a})
se tiene

fi1(ma) = {22y P+ T)(221:Q + U) — 252},
fra(ma) = —H{U (2161 + S) — 2(221/Q1 + Uh)
+ Q(322 k1 + 222/ (T + 22 P) + 421/ S + 2 — 2)},
for(ma) = H{T(wyka + V) — 2222 Py + T»)
+ P(323, k2 + 221/ (U + 21Q) + 4wV + 21 + 2)},
foa(ma) = = {22 P + T)(221Q + U) — 21},

(4.8)

de donde se sigue que 9y/010y:0y (traza(F (m4)%)) = —18PQ%ky; asi, PQk1 = 0, lo cual es
una contradiccién puesto que PQ # 0.
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El anterior argumento muestra que si la métrica dada por la Ecuacion (4.3) es IP,
entonces tiene que ser nilpotente IP y, ademas,

a(x1,x2, 1, v2) = xpS(21, 22) + A(21, 22, T2 ),

(4.9)

b(.’L’l, x2, X1/, .’1,'2/) = xQIV(xla 1’2) + B(l’l, x2, xl/)v
con
(4.10) Ao (21, 22, 290 ) Br1r (21, 22, 21/) = 0.

O

Observacion 4.3. Con la intencion de conseguir los ejemplos buscados, consideraremos
soluciones particulares de las Ecuaciones (4.9) y (4.10). Sean

(411) a(z1, w2, 21/, Ty) = 13, P(21,2) + 21/ (21, 22) + 22T (21, 22) + £(T1, T2),
b(x1, 2,1/, x2) = 23,Q(21, 22) + 21U (21, 22) + 22V (31, 22) + n(21, 22),

con P# 0y @ =0 (un estudio similar se puede realizar suponiendo P =0y @ # 0).

En primer lugar, notese que estas métricas no son nunca autoduales (comparando la
Ecuacion (4.11) con las expresiones dadas en la Ecuacion (1.11)).

Por otro lado, para cualquier 2-plano m = ({u,v}), con

{u = u101 + w202 + u301 + gD, v = V101 + V202 + V301 + V40 }
una base ortonormal, se puede calcular
fui(m) = —i(uwl —uv2){ 2z P + T)U — 255},
fra(m) = —i(uzvl —u1v2)(2U; — SU),
(4.12) for(m) = =3{(u2v1 — w1v2) (22 PV — 2229 Py + Tb) + TV)
+ 4P (u1vg — ugv1)},
faa(m) = $(ugv1 — wv2){(222 P + T)U — 2V3 },

obteniéndose que Oy (traza(F(m)?)) = (ugvq — uive)?P2U?. Asi U = 0, y bajo esta
dltima condicién se comprueba que

det F(m) = —i(uzvl — u102)252V1, traza(F(?T)Q) = %(uzm — u102)2(53 + V12),

con lo que la condicién de ser IP es equivalente a Sy = V; = 0.
Con lo cual, asumiendo ) = 0, hemos probado que la métrica determinada por la
Ecuacion (4.11) es IP si y sélo si

(1.13) a(z1,z2, 21/, vy) = 22, P(21,22) + 1S (1) + 20T (21, 22) + £(771, 22),
. b(w1, 2,71/, v2) = 220V (22) + N(21, 22),
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donde P # 0 es una funcién diferenciable y S, T', V', £ y n son funciones diferenciables
arbitrarias.

Un célculo directo muestra que la métrica determinada por la Ecuacion (4.13) es Eins-
tein si y solo si n(x1,x2) = % y P, = PV.

Las métricas determinadas por la Ecuacion (4.13) proporcionan una familia de métricas
IP 4-dimensionales que no son nunca localmente conformemente llanas en contraposiciéon
con lo que ocurre en el caso Riemanniano; ademas de no ser en general Einstein y nunca

autoduales.

Observacion 4.4. El analisis de la condicion antiautodual es mucho méas complicado (ver
[74]). Atin asi, es posible obtener casos particulares de las métricas dadas por las Ecuaciones
(4.9) y (4.10) que sean IP pero nunca Einstein, ni autoduales ni antiautoduales.

Un célculo directo, usando la caracterizacion de métricas de Walker autoduales en [74],
muestra que tomando

(4 14) a(:zl, T9, X1/, 1:2/) = xg/P(xl) + $1/S(x1) + $2/T(331,$2) + 5(1‘1, 1‘2),
b(x1,x2, X1, Tor) = Tork + (X1, 2),

donde P # 0 es una funcién diferenciable, x # 0 es un nimero real y S, T, £ y 1 son
funciones arbitrarias diferenciables, obtenemos métricas 4-dimensionales IP que no son
nunca Finstein ni autoduales y, ademds, no son antiautoduales.

4.2. Variedades Osserman-IP en signatura (2,2)

Es evidente que todo espacio de curvatura seccional constante es Osserman-IP. Se
conoce la existencia de métricas IP que son Osserman con operadores de Jacobi nilpotentes
en dos pasos (ver por ejemplo [99]), y ademés se conocen variedades 4-dimensionales de
Osserman que no son IP [74, 75].

En primer lugar abordaremos el problema a nivel algebraico, dando una descripcién
completa de todos los tensores curvatura algebraicos que verifican las condiciones de ser
IP, Einstein y autoduales. Posteriormente, la segunda identidad de Bianchi nos permitira
dar una descripcién de tales variedades, como se recoge en el Teorema 4.12.

4.2.1. Tensores curvatura algebraicos Osserman-IP en signatura (2,2)

En lo que sigue aplicaremos reiteradamente el Lema 4.1 a los distintos tensores cur-
vatura algebraicos correspondientes a las formas de Jordan de los operadores de Jacobi
descritos en la Ecuacion (2.1), obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 4.5. Sea (V, (, )) un espacio vectorial de dimension cuatro dotado de un producto
interior (, ) de signatura (2,2), y sea A un tensor curvatura algebraico en V. Entonces, A
es Osserman-IP si y sélo se cumple una de las siguientes condiciones:
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(1) Los operadores de Jacobi son diagonalizables y
(1.i)) A = kA para cualquier constante k, es decir, la curvatura seccional de A es
constante.

(1.7i) Existe una estructura compleja ortogonal J en (V,{(,)) que permite expresar
A= k(A°— A7), siendo k # 0 constante.
(1.ii1) Existe una estructura adaptada paracompleja J en (V,(,)) de tal forma que

A = k(A% + AY), siendo K # 0 constante.

(2) Los operadores de Jacobi son nilpotentes en dos pasos. En tal caso existe una estruc-
tura nula N antisimétrica (i.e., N* =0 y g(Nz,y) +g(x, Ny) = 0) de tal forma que
A = kAN siendo k # 0 constante.

Operadores de Jacobi diagonalizables: Tipo Ia

Comenzaremos el estudio de los tensores curvatura algebraicos con el caso en el que
el operador de Jacobi es de Tipo Ia. En este apartado tomaremos x un vector unitario
temporal, con operador de Jacobi asociado

Ja(z) =

O O R
o O
=2 O O

~—

y supondremos que el autoespacio ker(J4(z) — a1d
remos el siguiente resultado.

es temporal. En lo que sigue proba-

Teorema 4.6. Sea (V, (, )) un espacio vectorial de dimension cuatro dotado de un producto
interior (, ) de signatura (2,2), y sea A un tensor curvatura algebraico en V. Entonces, A
es Osserman-IP con operadores de Jacobi diagonalizables si y sélo si se cumple una de las
siguientes condiciones:

(i) A= kA siendo k constante, es decir, la curvatura seccional de A es constante.

(ii) Eriste una estructura compleja ortogonal J en (V,(, )) de modo que A = k(A°—1 A7),
siendo k # 0 constante.

. . . ~ 1
(iii) Ewiste una estructura paracompleja adaptada J en (V. (, ) tal que A = k(A° + 3 AY),
siendo k # 0 constante.

Demostracion. Para probar este resultado, distinguiremos varios casos dependiendo del
numero de diferentes autovalores de los operadores de Jacobi diagonalizables.

Todos los autovalores son iguales. Si los tres autovalores son iguales (o« = 3 = ), entonces
A = kAP para alguna constante x. Ademas, para cualquier 2-plano orientado no degenerado
temporal 7, A(7) tiene autovalores constantes {0,0,+x ¢}, lo que demuestra que A es IP,
probando el caso (7).
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Dos autovalores distintos. En este caso existen dos posibilidades dependiendo de la causali-
dad del autoespacio ker(J4(z)—aId). Empezamos con el caso 3 = 7. Como el autoespacio
ker(J4(xz) —ald) tiene la misma causalidad que x podemos definir una estructura compleja
J que nos lleva a expresar el tensor curvatura algebraico A como

(4.15) A= IilAO + HQAJ, ) 75 0.

Destacar que para definir la estructura compleja J, es suficiente fijar {z, 4,23, Z3} una
base ortonormal del espacio vectorial V', donde z,,z, € ker(Ja(z) —vId), v = o, 3, y
considerar la estructura compleja definida por Jx = x4, Jxg = Tg.

Analizaremos ahora las condiciones para que el tensor curvatura algebraico, A, definido
por la Ecuacion (4.15) sea IP. Para ello, consideramos un 2-plano orientado no degenerado
y mixto 7 y tomamos una base ortonormal {x,y} para este plano. En lo que sigue fijamos
la base ortonormal {e; = z,e2 = Jx,e3,e4 = Jeg} para el espacio V de tal forma que
y = (sinh o) Jz + (cosh ¢g)es para alguna constante ¢g. Tomando la familia de 2-planos
no degenerados, orientados y mixtos m, = ({z, (sinh ¢)Jz+ (cosh p)es}), un calculo directo
usando la Ecuacion (4.15) muestra que A(m,), cuando se expresa con respecto a la base
ortonormal fijada, toma la forma

0 (k1 + 3k2)sinhy —kjcoshp 0
(4.16) —(Kk1 + 3k2) sinh ¢ 0 0 —kKg cosh ¢
—k1cosh 0 0 2Kg sinh ¢
0 —Kg cosh —2ko sinh ¢ 0
Por tanto se sigue que 0, (traza(A(my)?)) = —12k2(k1 + 2k2) sinh(2y), y como se debe
anular y ko # 0, concluimos que k1 = —2ks. Finalmente, bajo esta condicién, podemos

calcular los autovalores de A(7), obteniendo {+rq, 2K }. Puesto que el plano 7 fue elegido
arbitrariamente, hemos demostrado que el tensor curvatura algebraico A es IP cuando tiene
la forma A = —2ko(A° — L A7).

Una situacion diferente ocurre cuando o = [ (equivalentemente, & = <) pues en
este caso el autoespacio distinguido ker(J74(x) — v1d) tiene causalidad opuesta a la de x.
Entonces, existe una estructura paracompleja adaptada J que permite expresar el tensor
curvatura algebraico como

(4.17) A=k A"+ Ko AY, Ky #0.

Para definir J fijamos {x, zq,Ta, %y} una base ortonormal del espacio vectorial V', donde
Ty, Ty € ker(Ja(z)—v1d), v = a,~, y consideramos la estructura paracompleja definida por
Jx =z, JTo = To. A continuacion analizaremos la condicion de ser IP para los tensores
curvatura algebraicos A de la forma dada en la Ecuaciéon (4.17). Para ello tomaremos un
2-plano orientado, no degenerado y temporal 7 y una base ortonormal {z,y} para dicho
plano. Fijamos una base ortonormal {e; = x, 3, e3 = Jea, e4 = Jz} para el espacio vectorial
V' de modo que y = (cosh pp)es + (sinh pg)Jz, para alguna constante g, y procedemos
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como en el caso anterior. Un calculo directo desde la Ecuacion (4.17) nos lleva a la siguiente
expresion para A(m,), donde 7, es el 2-plano temporal ({z, (cosh ¢)es + (sinh p)Jz}),

0 K1 cosh ¢ 0 —(k1 — 3Kg)sinh ¢
(4.18) —k1 cosh 0 2kg sinh ¢ 0
0 2K9 sinh ¢ 0 Ko cosh
—(k1 — 3Kg)sinh ¢ 0 —kg cosh 0

Ahora, se sigue que 9,, (traza(A(my)?)) = —12ka(k1 — 2k2) sinh(2¢) y por tanto K1 = 2k,.
Ademas, bajo esta condicion A(m) tiene autovalores {+roi, £2k94} y, puesto que 7 era
arbitrario, esto demuestra que A es IP cuando A = 2k9(A% + %A3).

Tres autovalores distintos. Para este caso, fijamos {x, 4, g, 2} una base ortonormal de
V, donde z, € ker(Ja(x) —vId), v = «, 3,7, y definimos una estructura hiperparacom-
pleja adaptada {J,J1,J2} fijando Jx = 4, J12 = 28, Jo2o = x, y usando las relaciones
paracuaternionicas J? = —Id, 3% = Id, 3% =1Idy JJ1 = —J1J = J2. Entonces el tensor
curvatura algebraico A verifica

(4.19) A= /ilAJ — /1214? — /igAg, K1 75 K2 75 K3 75 K1.

En lo que sigue demostraremos que A no puede ser IP. Para esto, fijamos una base or-
tonormal {e; = z,ea = Jz,e3 = Jiz,e4 = Jox} y consideramos la familia de 2-planos
orientados, no degenerados y mixtos de la forma 7 = ({z, \iJz 4+ XaJi1x + AszJ2x}), con
—A24+22+)2 = 1. Un célculo largo pero directo desde la Ecuacion (4.19) muestra que A(7),

cuando se expresa con respecto a la base ortonormal fijada anteriormente {eq, ..., e4}, toma
la forma
0 3/@1/\1 —3/%2)\2 —3&3)\3
—3K1 M 0 (Hl + Ko — 2&3))\3 *(Iil — 2Kk9 + Kg))\g
—3Ka\g (F\Zl + Ko — 2/13)/\3 0 (2/431 — K9 — /ig)/\l ’
—3K3A3 —(Iil — 2K9 + I€3)>\2 —(2%1 — Ko — I€3)>\1 0

de donde, usando que \? = \3 + )\g — 1, se obtiene tras un calculo sencillo que
Ony Oy Oy O, (det A(T)) = 216(k1 — K2)?(2k1 + 2k2 — K3)2,
OxgOr5 003024 (det A(m)) = 216(/11 — I€3)2(2/€1 — Ko + 2%3)2.

Ahora bien, estas expresiones no se anulan a un mismo tiempo nunca puesto que, por
hipotesis, k1 # kg # K3 # K1, v por lo tanto A no es IP. O

Observacioén 4.7. Un calculo directo muestra que para los tres casos obtenidos previa-
mente la forma canoénica de Jordan del operador de curvatura antisimétrico asociado a
cualquier 2-plano no degenerado, orientado espacial (respectivamente temporal o mixto)
es también constante y por lo tanto son Jordan-IP. Entonces los tensores curvatura al-
gebraicos obtenidos en el Teorema 4.6 son Jordan-Osserman-IP. Ademés, para un tensor
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curvatura algebraico con curvatura seccional constante no nula el operador de curvatura
antisimétrico asociado tienen rango dos, mientras que en los otros dos casos el operador de
curvatura antisimétrico tiene rango maximo, es decir, cuatro.

Operadores de Jacobi no diagonalizables: Tipo Ib

Lema 4.8. Ningin tensor curvatura algebraico de Osserman Tipo Ib puede ser IP.

Demostracion. Usando las componentes de un tensor curvatura algebraico dadas en el
Lema 2.3, para un 2-plano no degenerado, orientado y mixto m = ({e1, A\1e2 + Aaes + Azeq })
con —\? + )\% + )\g = 1, se tiene que A(7) se expresa con respecto a la base ortonormal
fijada como

0 VAL — BA2 —BA1 — YA —aA3
—YA1 + BAg 0 M)\g -0\ + %)\2
—Bh - Ay 0 OZUN + By

—al3 —BA + %/\2 —%)\1 — B 0

Asi, usando que A = 1+ A} — A%, obtenemos que 9y, dy, (traza(A(m)?)) = —38(a — 47);
esto nos lleva a que a = 4+, puesto que  # 0. Finalmente, bajo tal condicién, se obtiene
que Oy, 0y, (traza(A(m)?)) = 8(8% 4+ 99%) # 0, lo cual implica que A no puede ser IP. [

Operadores de Jacobi no diagonalizables: Tipo 11

Teorema 4.9. Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension cuatro con un producto
interior de signatura neutra y A un tensor curvatura algebraico de Osserman Tipo Il en
V. Entonces A es IP si y sélo si los operadores de Jacobi son nilpotentes en dos pasos.

Demostracion. Usando las componentes del tensor curvatura algebraico dadas en el Lema
2.4, para los 2-planos no degenerados, orientados y mixtos m = ({e1, A1ea + Aaes + Azeq}),
con —A? + A3 + 2% = 1, se tiene que A(7) se expresa, con respecto a la base ortonormal
fijada, tal como sigue:

1+268)A1—A -\ —20) A
0 (1+ 5)2 1—A2 1+(12 B) A2 —as
7(1+2,6;)\1+)\2 0 2(&;5) )\3 *3)\1+(3J%2a72ﬂ))\2
M M}G 0 (—3+2a—26)>\1 +3X2
—()[)\3 —3>\1+(3-22a—26))\2 (3—20(-}—25))\1—3)\2 0

Utilizando esta expresion, un calculo directo teniendo en cuenta que )\§ =1+ X — )3
muestra que 9y, dy, (traza(A(m)?)) = —%(a —40) y por tanto a = 4. Bajo tal condicién
obtenemos que 9y, 0y, (traza(A(r)?)) = 7242, concluyendo asi que A debe ser Osserman
nilpotente, es decir, « = 8 = 0. Finalmente, en el caso Osserman nilpotente, dado cualquier
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2-plano orientado no degenerado m, si {u,v} denota una base arbitraria para el 2-plano 7
conu =y ,uje y v =y vje; se tiene que

(4.20) A(r) =

donde ¢(m) = & ((u1 + ug)(v2 — v3) — (ug — ug)(v1 + v4)). Como una consecuencia directa

se obtiene que A(7) tiene siempre el cero como su tnico autovalor. O

Observacion 4.10. Fijémonos que para un tensor curvatura algebraico con operadores de
Jacobi nilpotentes en dos pasos, las condiciones de ser espacial, temporal o mixto Jordan-IP
estan determinadas por la Ecuacion (4.20). A continuaciéon analizamos detalladamente la
anulacion de la expresion ((7) en la Ecuacion (4.20). Para ello, dado un 2-plano orientado
no degenerado m = ({u,v}), donde {u,v} denota una base para 7 con u = ) ue; y
v = ), vje;, claramente ((m) se anula si y s6lo si una de las siguientes condiciones se
verifica:

B U2 =V3 Yy VU1 = —V4.
" Uy =03, V1 £ —Us Y Uz = U3.

_ —ug(v2—v3)+(u2—usz)(vi+vg
" U2 7& V3 'y ur = ( )UQ(,Ug X )~

Ahora, es sencillo comprobar que en todos los casos anteriores (u, u) (v, v) — (u,v)? < 0, lo
cual implica que {(7) nunca se anula para 2-planos orientados no degenerados espaciales
o temporales. Sin embargo, para 2-planos orientados no degenerados y mixtos, tomando
m = ({er,e3}) y m = ({e2,e3}) tenemos que ((m) = —3 # 0, mientras {(m2) = 0. Por
tanto, el rango del operador de curvatura antisimétrico asociado a 2-planos orientados,
no degenerados mixtos cambia de 0 a 2. Como consecuencia, concluimos que un tensor
curvatura algebraico con operadores de Jacobi nilpotentes en dos pasos es Jordan-Osserman
y espacial y temporal Jordan-IP pero nunca mixto Jordan-IP (ver también |99, Teorema

1.3 (1))).
Operadores de Jacobi no diagonalizables: Tipo III

Lema 4.11. Ningin tensor curvatura algebraico de Osserman Tipo Il puede ser IP.

Demostracion. (V,(, ), A) es Osserman de Tipo III si y so6lo si existe una base ortonormal
{e1,e2,e3,e4} para V tal que las componentes no nulas del tensor curvatura algebraico A
son las dadas en el Lema 2.5. De esas componentes, y tomando 2-planos orientados, no
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degenerados y mixtos m; = ({e1,e3}) and m = ({e1,e4}), obtenemos que

-1 1 -1
0 0 - 0 = 0 0 =
A= _, o ? o | A= 4 0 0 a
) V2 V2 L V2
de donde se obtiene que det.A(m) = 1, mientras que det A(m) = 0. Por tanto, A no es
IP. O

4.2.2. Contexto diferenciable

En esta seccion veremos cuales de los tensores curvatura algebraicos Osserman-IP ob-
tenidos en el Teorema 4.5 se corresponden con el tensor curvatura de una variedad pseudo-
Riemanniana.

Teorema 4.12. Una variedad pseudo-Riemanniana de dimension cuatro (M,g) es pun-
tualmente Osserman-IP si y sdlo si es un espacio de curvatura seccional constante o, en
otro caso, en cada punto de la variedad los operadores de Jacobi se anulan o son nilpotentes
en dos pasos. Ademds, (M, g) es Jordan-Osserman-IP solo en el primero de los casos.

Demostracion. Para comenzar fijémonos que, por los Lemas 4.8 y 4.11, los tensores cur-
vatura algebraicos de Osserman correspondientes a los Tipos Ib y III no son nunca IP.
Ademas los tensores curvatura algebraicos que son Osserman Tipo II y que son a su vez
IP se corresponden con aquellos en los que los operadores de Jacobi son nilpotentes en
dos pasos. Por otro lado, las métricas puntualmente Osserman con operadores de Jacobi
diagonalizables deben corresponderse con los casos (i)—(iii) en el Teorema 4.6. Veremos que
los casos (ii)—(iii), donde el tensor curvatura verifica R = x(R° ¥ 3 R¥) para alguna funcién
real k, no se pueden dar.

A continuacién consideraremos el caso en que el tensor curvatura viene dado por la
expresion R = r(R?— 3 R”) para alguna funcion real , donde (g, J) es una estructura casi
Hermitica sobre M. El caso R = x(R" 4+ 3 RY) para alguna funcion real , donde (g, J) es
una estructura casi paraHermitica sobre M, es completamente anélogo. Notese en primer
lugar que el tensor curvatura RY es paralelo, mientras que

(VaR”)(B,C)D = g¢(B,JD)(VaJ)C + g(B,(VaJ)D)JC
_9(07 JD)(VAJ)B - 9(07 (VAJ)D)JB
+29(B, JC)(VAJ)D 4 29(B, (V4J)C)JD.

Por tanto, la segunda identidad de Bianchi (teniendo en cuenta que  ha de ser constante
por ser la variedad Einstein) resulta

0 = g(Vy )X, X)g(Y,Y) —g(Y,(VxJJ)X)g(Y,Y) —29(Y,Y)g((VxJ)X,Y)
=39V, Y)g((VxJ)X,Y).
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Por tanto la variedad ha de ser Nearly Kéhler, y dado que toda variedad Nearly Kéhler
de dimensioén cuatro es Kahler, (M, g, J) es una variedad Kéhler. Ahora se sigue de forma
inmediata que para cada campo de vectores no nulo X, R(X,JX)X ~ JX, por lo que
la curvatura seccional holomorfa ha de ser constante, lo que es una contradiccién con la
expresion del tensor curvatura (véase la Seccion 1.4). En consecuencia, el tensor curvatura
algebraico R = k(R" — %RJ ) no es geométricamente realizable.

Finalmente recordamos que los tensores curvatura algebraicos de Osserman en signatura
Lorentziana se corresponden con espacios de curvatura seccional constante [86] y por tanto
las variedades de Lorentz puntualmente Osserman-IP son localmente espacios de curvatura
seccional constante. En signatura Riemanniana, una descripciéon completa de los tensores
curvatura algebraicos 4-dimensionales, Osserman-IP es la dada por (i)—(ii) en Teorema 4.6,
y asi el resultado se obtiene como consecuencia de lo anterior. O

Observacion 4.13. En vista del Teorema 4.12 se sigue que los operadores de curvatura
antisimétricos de rango cuatro dados por (ii)—(iii) en Teorema 4.6 no se pueden realizar
geométricamente y por tanto solo son realizables a nivel algebraico. Los operadores de cur-
vatura antisimétricos correspondientes al Teorema 4.6-(ii) fueron estudiados previamente
en [113] en signatura Riemanniana y en [162| para signatura (2,2) (ver también [93]).

Observacion 4.14. Fijémonos que en el caso particular de que (M, g) sea una variedad
de Walker 4-dimensional autodual la tinica posibilidad de que sea Osserman-IP es que se
corresponda con la extension de Riemann de una superficie llana. Esto se debe a que en
tal caso la variedad es una extensiéon de Riemann de una superficie con tensor de Ricci
simétrico y degenerado por ser IP (ver Teorema 5.4) y por ser Osserman dicha extension
de Riemann se corresponde con la extensiéon de Riemann de una superficie afin con tensor
de Ricci antisimétrico [85]. Por tanto la superficie ha de ser llana.



Capitulo 5

Variedades Ivanov-Petrova y
geometria afin

El primer objetivo de este capitulo es abordar el estudio de las métricas de Walker en
signatura (2, 2) autoduales y que verifican la condicion IP. Tras probar que tales métricas
han de ser extensiones de Riemann (Teorema 5.1), se plantea de forma natural el estudio
de la relacion existente entre las condiciones IP pseudo-Riemanniana y afin. Sea (M, D)
una variedad afin donde D es una conexion libre de torsion en TM. Sea R(w) = R(X,Y)
el operador de curvatura antisimétrico asociado a la conexiéon D y donde 7 = ({X,Y'}).
Fijémonos que en una variedad afin, si reescalamos la base del plano 7 obtenemos que
R(cX,cY) = 2R(X,Y). Teniendo esto en cuenta, diremos que (M, D) es afin Ivanov-
Petrova (afin IP) si R(7) es nilpotente para todo 2-plano [41]. Asi, se mostrara que las
variedades IP autoduales de Walker son localmente extensiones de Riemann de conexiones
afines cuyo tensor de Ricci es simétrico de rango uno (Teorema 5.4).

El segundo objetivo se centra en el estudio de superficies afines localmente simétricas
y localmente homogéneas con tensor de Ricci simétrico y degenerado mostrando la estre-
cha relaciéon que mantienen con las variedades IP. Las superficies localmente homogéneas
fueron descritas por Opozda [144| (ver también [121, 122]). Se muestra en [144] que tales
conexiones se corresponden con la conexion de Levi-Civita de una superficie de curvatura
seccional constante o bien se corresponden con una de las dos familias A y B donde todos
los simbolos de Christoffel vienen dados explicitamente por las Ecuaciones (5.11) y (5.12),
respectivamente. La posible interseccion entre las dos clases de conexiones afines dadas por
las Ecuaciones (5.11) y (5.12) es un problema abierto en [144], al que finalmente damos
respuesta como aplicacién del estudio realizado de las conexiones afines IP en la Seccion
5.3.

81
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5.1. Meétricas de Walker IP autoduales

Teorema 5.1. [41] Una variedad de Walker de dimension cuatro y signatura (2,2) autodual
e IP es necesariamente una extension de Riemann deformada.

Demostracion. Para una variedad 4-dimensional pseudo-Riemanniana (M, g) con tensor
métrico de signatura (2, 2) se tiene por el Lema 4.1 que el polinomio caracteristico py(R (7))
de R(7) viene dado por

(5.1) pA(R(m)) = M — %traza(R(w)Q) A2 £ det(R(r)),

y por tanto como una consecuencia directa se observa que la variedad es IP si y s6lo si
det(R(r)) y traza(R(m)?) no dependen del 2-plano orientado no degenerado espacial (res-
pectivamente mixto o temporal) elegido.

Si consideramos el caso particular de una métrica de Walker donde la dimensiéon de la
distribucion paralela y degenerada es méxima, en este caso dos, dada por la Ecuacion (4.2),
un céalculo directo nos muestra que el operador de curvatura antisimétrico R(7) asociado
a un 2-plano no degenerado m, cuando es expresado con respecto a la base de campos
coordenados {0;,0;}, i = 1,2, tiene esta forma matricial particular:

(5.2) R()—(F(ﬂ " )
' \Gr) —F@) )’

donde F(m) y G(m) son ciertas matrices cuadradas de orden dos. Se sigue que el determi-
nante del operador de curvatura antisimétrico R(n) y la traza de su cuadrado R(7)? estén
completamente determinados por los de F(7) y F(7)?, respectivamente. Ademas se tiene
que

det(R(m)) = (det(F(m))* vy traza(R(m)?) = 2traza(F(m)?).

Por ello, teniendo en cuenta lo anterior, una variedad de Walker de dimensién cuatro
y signatura (2,2) de la forma dada por la Ecuacion (4.2) es IP si y solo si det(F(m)) y
traza(F(7)?) no dependen de la eleccién del 2-plano orientado y no degenerado espacial
(respectivamente temporal o mixto) 7 elegido. Usaremos esta caracterizacion repetidamen-
te a lo largo de la demostracion. Para fijar la notacién consideremos

| fulm) fia(w)
Py = () fem) ).

Una vez hecha esta observacién técnica, supongamos que la métrica g esta dada por las
Ecuaciones (1.10) y (1.11), y a mayores supongamos que es I[P. Empezamos nuestro anélisis
considerando el 2-plano no degenerado m; dado por m = ({01,901 + AJ»}). Entonces un



5.1 Meétricas de Walker IP autoduales 83

célculo largo pero totalmente directo nos permite obtener que

fi1(m) = —21/(AC + 3A) — 29C — S(AD + 2B),
fro(m) = —2p A — 2 (AC + A) — T(A(B+ ) + 2F),
f21(7T1) = —x1C — %Da

faa(m) = —21(A\C + A) — 20C — (20D + B + €).

Como consecuencia se sigue que 9191/ (det(F(m1)) = 2A2C% + 6AAC + 6.42, y por lo tanto
A = C = 0. Teniendo esto en cuenta se tiene que

det(F(m)) = imz + %/\BD + %(32 + BE — DF),

de donde D = 0. Una vez hecha esta primera aproximacién obtenemos que la métrica dada
por la Ecuacion (1.11) queda reducida a

a= x%,B 4+ a1 P+ x0Q + &,
(5.3) b= x%,é’ + xy 2o F + 210 S + 20T + 1,
c= %CL‘%,]‘—+ %:Cllxy(b’ + 5) 4+ 21U 4+ 29V + 7.

Consideremos ahora el 2-plano 7o dado por me = ({01 + Ad2,01/}). En este caso y, de
nuevo haciendo un calculo tedioso pero directo, obtenemos que la matriz F(m2) tiene las
siguientes componentes

fii(me) = —3(AF +2B), fia(m) = —L1F,
far(ma) = —3AB+E),  for(ma) = —1AF + B+ ),

y por tanto su determinante verifica det(F(ma)) = IN2F2 + IABF + 1B(B+&). A la
vista de esto se sigue que F = 0 y por tanto la métrica dada por la Ecuacion (5.3) queda
reducida a

a= m%,B 4+ 21 P+ x9Q + &,
(5.4) b=12E+apS + T+,
Cc = %a:lxxg/(B + 8) + .CUllU + l’QlV +
de tal modo que
(5.5) det(F(m)) = 1B(B+E),  traza(F(m)?) = B+ L (B + &)

Para continuar, elegimos el plano 73 dado por w3 = ({01 — Oy, 9oy — 01 + D2 }), para el cual
se obtiene

fin(ms) = =3B +E), fia(ms) = far(mz) = §(B+E), faz(ms) = —g(B+5E)
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y por tanto
(5.6) det(F(m3)) = 1—16(82 +E2 4+ 6BE), traza(F(m3)?) = 1—16(7[)’2 + 7E% 4 6BE).

Si comparamos lo obtenido en las Ecuaciones (5.5) y (5.6), se concluye la igualdad & = B.
Por lo tanto, det(F(m3)) = 282% lo cual implica la constancia de B = k y por tanto la
métrica dada por la Ecuacion (5.4) se expresa como

a= :L‘%,Ii + 21 P+ 290Q + &,
(5.7) b=a3k+x1S+ x0T 41,
c=zxpryk+ 21U+ 290V + 7.

Para obtener el resultado necesitamos que la constante x se anule. Eso es lo que probamos
en el Gltimo paso de la demostraciéon. Para ello consideremos el 2-plano no degenerado
74 dado por my = ({Jy — cOp — 1+b32, o + = “5%01}). Un largo célculo, pero de nuevo
totalmente directo, nos permite ver que las componentes de la matriz F'(7) vienen dadas
por

fi11(my) = % ($1/$2/3I€ + (2 U + 29 V)3k+ QS — UV + 4Ky — 2Py + 2U1) ,
fio(mg) = =% (k+ w0+ S(V = P) —=TU + U? + 25 — 2Us),

for(ma) = =1 (k =€+ Q(T —U) + PV — V2 = 2Q2 + 2V1) ,

faz(ma) = =3 (2129367 + (20U + 22 V)3k — QS + UV + 257y + 2T1 — 2V3)

expresiones que permiten comprobar que 01010 Oy (det(F(74))) = %Ii4, de donde se sigue
que necesariamente £ = 0. Esto reduce la métrica dada por la Ecuacion (5.7) a

(5.8) a=xyP+x9Q+E& b=xySH+azaT+n c=xpU+x9V +7,

y por lo tanto la métrica se corresponde con una extensién de Riemann deformada como
queriamos demostrar. O

Observacion 5.2. El estudio de las variedades de Osserman presenta un cierto analogo al
Teorema 5.1, dado que toda variedad de Walker autodual Ricci llana es una extension de
Riemann. Sin embargo, el estudio de las superficies afines subyacentes presentaré notables
diferencias, como se veré a lo largo de este capitulo.

5.2. Variedades afines IP y extensiones de Riemann

En lo que sigue, usaremos la deformaciéon de las extensiones de Riemann usuales da-
da por gp 4 (véase la Seccién 1.8.3). Esta métrica nos permitird construir ejemplos de
variedades IP en una variedad pseudo-Riemanniana M de signatura (n,n) con n > 2.
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Teorema 5.3. [41] Sea (T*M,gp¢) el fibrado cotangente de una variedad afin (M, D)
equipada con la extension de Riemann deformada. Entonces (I*M, gp,4) es una variedad
pseudo-Riemanniana IP si y sdlo si (M, D) es afin IP, para cualquier tensor simétrico ¢
de tipo (0,2).

Demostracion. Sea g = gp e la extension de Riemann deformada en 7"M. Un calculo
largo pero directo muestra que los simbolos de Christoffel no nulos sz de la conexién de
Levi-Civita vienen dados por

Bk _ 1k [k ' [k A

Ll =T Ly =Tk I = =Tk

I = Z Ty <akr;?j — Oy, — ;T +2 ZF&FZ)
r=1 =1

1 n
+3 (0s0jk + 0jdir, — Opij) — Z ¢le§]’7
=1

donde Ffj son los simbolos de Christoffel de D y ¢;; denotan las componentes locales de
¢. Usando las expresiones anteriores obtenemos que las componentes no nulas del ten-
sor curvatura de (T*M, gp 4) estan determinadas (salvo las simetrias propias del tensor
curvatura) por

ph  _ ph ph' ph! i ph!  _ pk
(5.9) Ry = Rijis Ry, Ry ir = —Rpjns Ry i = Riyijo
siendo RZji las componentes del tensor curvatura de (M, D). Omitimos aqui la expresion

de Rz;l, puesto que no es necesaria para nuestros propositos (ver la Ecuacion (5.10)).

Sea 7 = ({X , ?}) un 2-plano orientado y no degenerado en T* M, con X = ;8; + vy Oy
e Y = 3;0; + By 0y una base ortonormal de 7. Se sigue de la Ecuaciéon (5.9) que la matriz
del operador de curvatura antisimétrico R(7) con respecto a la base {d;, 9} es de la forma

(5.10) R(7) = ( Re(m) _tg(ﬂ) ) :

donde R(7) es la matriz del operador de curvatura antisimétrico asociado a la conexion D
y correspondiente al plano 7 = ({X,Y}), con X = «;0; e Y = 3;0; en M, con respecto
a la base {9;}. Fijémonos ahora que los polinomios caracteristicos py(R(7)) de R(%) y
pa(R(m)) de R(x) estan relacionados por py(R(7)) = pa(R(7)) - pA(=R(7)).
Supongamos que (1M, gp 4) es IP. Si m es un 2-plano en M, podemos considerar
un 2-plano orientado y no degenerado 7 en T*M, de una signatura prefijada, tal que
la Ecuacion (5.10) se mantiene para una base ortonormal adecuada. Puesto que py(R(7))
tiene que ser constante para todos los planos 7 de la signatura prefijada, la Ecuacion (5.10)
implica que px(R (7)) es independiente del 2-plano 7 elegido. Entonces, si m = ({X,Y}) y
PA(R(T)) = A" + ap 1 A" 4 -+ + ag, para Ty = ({aX,aY}), a # 0, se tiene que

PA(R(Ta)) = N 4+ &an 1 N1 + -+ + a®ay.
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Entonces, puesto que px(R(my)) = pa(R(w)), se sigue que ap,—1 = -+ = ap = 0 y por
tanto el operador de curvatura antisimétrico asociado a la conexién D es necesariamente
nilpotente y por lo tanto (M, D) es afin IP.

Reciprocamente, si la variedad afin (M, D) se supone afin IP, entonces R(w) tiene al
cero como unico autovalor para cada m en M. Por lo tanto, se sigue de la Ecuacion (5.10)
que los autovalores de 7@(7?) se anulan para todo 2-plano orientado y no degenerado 7 en
T*M. Concluimos entonces que (T*M, gp 4) es IP. O

5.3. Superficies afines IP

La curvatura de una superficie afin estd completamente determinada por su tensor de
Ricci. Es por ello natural estudiar superficies afines cuyo tensor de Ricci comparte alguna
caracteristica pseudo-Riemanniana, es decir, es simétrico. En tal caso (lo que se conoce
como geometria equiafin) el tensor de Ricci define una métrica pseudo-Riemanniana cuan-
do no es degenerado, y por lo tanto el caso de conexiones afines cuyo tensor de Ricci es
simétrico y degenerado constituye una situacién de interés especial y serd motivo de un
estudio mas detallado a continuacién.

Recordemos aqui que una variedad afin (M, D) es afin IP si el operador de curvatura
antisimétrico asociado, R(7), es nilpotente con independencia del 2-plano 7 elegido o,
equivalentemente, el inico autovalor del operador de curvatura antisimétrico R(m) es el 0.
El siguiente teorema pone de manifiesto el reflejo que provoca la condiciéon de ser afin IP
en el tensor de Ricci de una superficie afin (X, D).

Teorema 5.4. [41]| Sea (X, D) una superficie afin. Entonces (X, D) es afin IP si y solo si
su tensor de Ricci es simétrico y degenerado.

Demostracion. Comenzaremos fijando coordenadas (x1,x2) y consideramos un 2-plano 7
dado por m = ({X,Y}) en 3, con X = a101 + a202 e Y = b101 + ba02. Un sencillo calculo
nos muestra que el operador de curvatura antisimétrico asociado a la conexion D, R(r),
se expresa con respecto a la base {01,92} como

—p21 —pP22
R(ﬂ') = (albg — CLle) ( ) y
P11 P12

donde p;; = p(0;,0;) son las componentes del tensor de Ricci. Se sigue entonces que el
polinomio caracteristico de R(w) esta dado por

p)\(R(TF)) = )\2 =+ )\(ale — agbl)(pgl — plg) + (a1b2 — a2b1)2 det p-

En vista de esta expresion se obtiene que el operador de curvatura antisimétrico R(m) es
nilpotente si y sélo si p12 = p21 v det p = 0, lo que concluye la demostracion. O
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Observacion 5.5. Este resultado deja claramente a la vista las propiedades, practica-
mente opuestas, que tienen el operador de Jacobi y el operador de curvatura antisimétrico.
Siguiendo [85], diremos que una variedad afin (M, D) es afin Osserman si y solo si el ope-
rador de Jacobi es nilpotente para toda direccion. Ademas se prueba también en [85] que
para el caso particular de superficies afines (X, D) esta condicion es equivalente a que el
tensor de Ricci sea antisimétrico.

A continuacion estudiaremos la propiedad de ser afin IP sobre superficies afines (X, D)
con ciertas propiedades sobre su curvatura. Empezaremos por aquellas superficies con
curvatura recurrente. Recordemos que un tensor K es recurrente si existe una 1-forma o
de modo que Dx K = o(X)K para cada campo de vectores X . Puesto que la curvatura de
una superficie afin (X, D) esta completamente determinada por su tensor de Ricci, diremos
que (X, D) es recurrente si su tensor de Ricci es recurrente. Las conexiones libres de torsion
con curvatura recurrente estan completamente determinadas [159] (ver también [67] para
el caso de las conexiones libres de torsion con tensor de Ricci antisimétrico).

Teorema 5.6. [41] Sea (X, D) una superficie afin IP. Entonces (¥, D) es recurrente si y
sdlo si en un entorno de cada punto existe un sistema de coordenadas (x1,x2) en el cual
la tinica componente no nula de la conexion D estd dada por

Dy, 01 = a(x1,2)02,

para alguna funcion diferenciable a(xq,x2). Ademds, (X, D) es localmente simétrica si y
solo si a(xy,x2) = axe +&(x1), donde a € R y & es una funcion diferenciable que depende
unicamente de la coordenada x1, y (X, D) es llana si y sdlo si O2a(xy,x2) = 0.

Demostracion. Descompongamos el tensor de Ricci en su parte simétrica y antisimétrica
p = p*™ + p@ Por el Teorema 5.4 se sigue que (X, D) es afin IP si y solo si p® = 0
y det p*™ = 0. Ahora, usando la clasificacién de las conexiones simétricas con curvatura
recurrente hecha por Wong [159], vemos que la tnica posibilidad para una superficie afin
no llana y con curvatura recurrente es aquella en la que en un entorno de cada punto existe
un sistema de coordenadas (x1,x2) donde la tinica componente no nula de la conexion D
viene dada por

Dy, 01 = a(x1,2)02,

con Oga(x1,xe) # 0. Ahora es facil comprobar que la tnica componente no nula del tensor
de Ricci es p11 = 02a(x1, x2) y por tanto se sigue que (3, D) es localmente simétrica si y
solo si a(z1,x2) = axe + &(x1). O

Observacion 5.7. Es interesante destacar que todas las conexiones localmente simétricas
en el Teorema 5.6 son proyectivamente llanas. Fsta observaciéon sera ttil més adelante en
este capitulo.
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5.3.1. Conexiones afines localmente homogéneas

Como ya se menciond anteriormente la condicién de ser afin IP supone importantes
restricciones en la geometria de una superficie afin. En lo que sigue estudiaremos esta
condicién sobre conexiones homogéneas libres de torsion en superficies afines.

En [122, 144] se demuestra que si una superficie afin (3, D) es localmente homogénea
entonces o bien D es la conexiéon de Levi-Civita de una superficie con curvatura seccional
constante o, en un entorno de cada punto, existen coordenadas (z1,z2) y constantes a, b,
¢, d e, f de modo que D se expresa de una de las siguientes maneras:

(5.11) Dy, 01 = a01 + b2, Dy, 02 = cO1 + dd2, Dg,0o =e01 + fO2, 06
(5.12) Dy, 0y = 201+L02, Dy 0y = L01+20y, Dy,dr =201 +L0n.

Seguiremos la terminologia usada en [122, 144], y de aqui en adelante nos referiremos a
los casos anteriores como conexiones afines localmente homogéneas Tipo Ay Tipo B. Es
interesante recordar que una superficie afin (3, D) se dice equiafin si en un entorno de cada
punto existe una 2-forma de volumen paralela. En lo que sigue estudiaremos propiedades
de estas dos familias con el objetivo tultimo de poder establecer cual es su interseccion.

Conexiones afines localmente homogéneas de Tipo A

Comenzamos determinando el tensor de Ricci de una superficie afin localmente homo-
génea de Tipo A. Este viene dado por

P11 = —d? + ad + (f — )b,
(5.13) p12 = p21 = cd — eb,
pa2 = —c* + fe+ (a — d)e,

lo cual muestra que es simétrico. Como una consecuencia inmediata de la Ecuacion (5.13)
se sigue el siguiente resultado

Teorema 5.8. [41] Sea (3, D) una superficie afin localmente homogénea de Tipo A. En-
tonces o bien el tensor de Ricci define una métrica llana en 3, o bien (X, D) es afin IP.

Un célculo directo a partir de la Ecuaciéon (5.13) muestra que las componentes de la
derivada covariante del tensor de Ricci estan dadas por

111 = —da® + (d*> — bf + cb)a + (be — cd)b,
(5 14) %,011;2 = %plg;l = —acd + (62 — fC + de)b,
%plg;z = %pgg;l = bce — (ae + Cf - de)d,

%p22;2 = fC2 - (de + f2)C - (af — be — df)ev
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con piji = (Doy,p)(0i, 05).

Una primera propiedad interesante de las conexiones afines localmente homogéneas del
Tipo A es la siguiente:

Teorema 5.9. Toda superficie afin localmente homogénea de Tipo A es proyectivamente
llana.

Demostracion. Es obvio que toda superficie afin localmente homogénea de Tipo A (X, D)
es equiafin y en un entorno de cada punto existe un sistema de coordenadas (x7,x2) tal
que

p221 = p12;2 = 2(bce — (ae + cf — de)d),

pii2 = pi21 = 2(—acd 4 (¢ — fe+ de)b).

Se sigue entonces que (X, D) es proyectivamente llana. O

El siguiente resultado proporciona una caracterizacién geométrica de las superficies
afines que son localmente homogéneas de Tipo A y que son afines IP.

Teorema 5.10. Sea (X, D) una superficie afin localmente homogénea de Tipo A. Entonces
(X, D) es afin IP si y sélo si es recurrente.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que una superficie afin localmente homogénea
de Tipo A (X, D) es afin IP, es decir, el operador de Ricci es simétrico y degenerado (ver el
Teorema 5.4). Fijémonos que la Ecuacion (5.13) implica que el tensor de Ricci p es siempre

simétrico y es ademéas degenerado si y soélo si
(5.15) v?e? — {d® — 2ad* + (a® + 3bc — bf)d + (f — c)ab} e
5.15
+{fd*+alc— f)d—b(c— f)*}c=0.

Analizaremos las soluciones de la anterior ecuacién y, combinandolas con las compo-
nentes de la derivada covariante del tensor de Ricci, dadas en la Ecuacion (5.14), veremos
que en todos los casos la conexién obtenida es recurrente.

Supongamos en primer lugar que b = 0; en este caso la Ecuacion (5.15) se reduce a
(5.16) d-{ac®* — (a—d)fc— (a—d)’e} =0,
y por tanto se obtienen las tres siguientes soluciones:

(A.1): d=0y, en este caso, Dp = w ® p, con w = (—2f)dxs.

(A.2):d# 0y a=0.Eneste caso, e = d 'cf y Dp = 0, con lo cual se obtiene una solucién
localmente simétrica.
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(A.3): d # 0 # a. Por tanto, la Ecuacion (5.16) se reduce a
2 2, _
ac® —(a—d)fc—(a—d)*e=0

y por tanto ¢ = (2a) " (a—d)(f+e(f? +4ae)%), donde € € {—1,1} (siendo ¢ una constante
real).

Entonces, si d = a, se obtiene que Dp = 0 y por tanto es localmente simétrical, mientras
que para d # a se sigue que Dp = w ® p, con w = (—2a)dx1 — (f + e(f? + 4ae)2)dzs.
Ahora, para b # 0, viendo la Ecuacién (5.15) como una ecuacion cuadratica en e tenemos
este dltimo ultimo caso:

(A.4): Se tiene

1

€T o2

{d3 — 2ad? + (a® + 3bc — bf)d + (f — c)ab + e(d® — ad + (c — f)b)g“%} ,

con ( = (a —d)? +4bcy e € {—1,1} (siendo e siempre una constante real). Entonces un
calculo largo pero directo nos muestra que si ¢ = b=!(—d? + ad + bf), entonces Dp =0y
por lo tanto es localmente simétrica. En otro caso, Dp = w ® p, con

w=(—a—d—eC2)dry + b (—d® + ad — 2bc — ed(? )dzs.

Asi, en todo caso, cualquier superficie afin localmente homogénea de Tipo A es recurrente.

Reciprocamente, cualquier superficie afin localmente homogénea Tipo A con curvatura
recurrente tiene operador curvatura antisimétrico nilpotente con independencia del plano
elegido, puesto que

detp = —ie(piig —wipi1)
+3(c = pr21 — wipr2)
+3d(paz;1 — wip22),

donde Dp = w ® p, con w = widr) + wadxs. O

Observacion 5.11. No toda conexiéon afin localmente homogénea de Tipo A es necesa-
riamente recurrente. Si suponemos b = ¢ = 0 en la Ecuaciéon (5.11), tenemos en este caso
que p12 = 0 p12.2 = 2de(d — a), lo que muestra que estas conexiones no son recurrentes en
general.

Conexiones afines localmente homogéneas de Tipo B

En esta parte haremos un estudio para las conexiones afines localmente homogéneas de
Tipo B analogo al hecho para las de Tipo A. En primer lugar, el tensor de Ricci de una
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superficie afin localmente homogénea de Tipo B estéd dado por

pin = z{la—d+1)d+(f - )b},
prs = fed —be + f),
P21 = gc—l%{cd —be — ¢},
pr = &{(a—d— e+ (f - cJe).

(5.17)

A la vista de las expresiones de las componentes del tensor de Ricci se observa que no
es necesariamente equiafin. De hecho la condicién de ser equiafin es equivalente a que
las constantes ¢ y f satisfagan f = —c. El siguiente resultado muestra consecuencias
interesantes en este ultimo caso.

Teorema 5.12. [41] Sea (X, D) una superficie afin localmente homogénea de Tipo B equia-
fin. Entonces el tensor de Ricci define una métrica de curvatura seccional constante, o
(X, D) es afin IP.

Demostracion. Un célculo directo muestra que si el tensor de Ricci define una métrica en
3], entonces su curvatura de Gauss verifica que

K = =1 _p2a  __ 202+e(d7a+1)
T zPdet(p) T 4bc34(d2—2ad—1)c2+2(2d—a)becte(((a—d)?—1)d—b2e)’

de donde se sigue el resultado. O

A continuacién analizamos las superficies afines localmente homogéneas de Tipo B
que son proyectivamente llanas. Este resultado pone de manifiesto el hecho de que estas

conexiones no son en general proyectivamente llanas, al contrario de lo que ocurria en el
Tipo A.

Teorema 5.13. [41] Sea (X, D) una superficie afin localmente homogénea de Tipo B. Si
(X, D) es proyectivamente llana, entonces en un entorno de cada punto existe un sistema
de coordenadas (x1,x2) de modo que D se expresa de una de las siguientes maneras:

(i) e=f=c=0,0

(ZZ) e # 07 f =—c,a= 302+gd€+8; b _ _532—66.

e

Demostracion. De las expresiones de las componentes del tensor de Ricci en la Ecuaciéon
(5.17) obtenemos que las componentes de la derivada covariante del tensor de Ricci de una
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superficie equiafin localmente homogénea de Tipo B verifican

3

Spin = (a+1)(d—a—1)d+ (2a — d+ 3)bc + b,
%?011;2 = 2bc? — adc + bde,

23p12.1 = (a + 4be — 2(a + 1)d + 2)c + (2d + 3)be,
(5.18) \
S pi2 = Ad + bec + (d — a)de,
3
Spazn = (d+1)(d—a+1)e+ (d+3)c® + bee,

3

%ng;g = —2¢% + be? + (a — 2d)ce,

con pijik = (Do,p)(0;, ;).

Recordemos que (3, D) es proyectivamente llana si y solo si (T*X, gp) es localmente
conformemente llana, lo cual es equivalente a que su tensor de Weyl, W, sea idénticamente
nulo. Se sigue que si una superficie afin localmente homogénea de Tipo B es proyectivamente

llana, necesariamente su tensor de Ricci p es simétrico, puesto que W (91, 92,01, 01/) = %,
lo que muestra que f = —c¢, que es exactamente la condicién necesaria y suficiente para
que el tensor de Ricci p sea simétrico. Suponiendo entonces esta condicion f = —c¢, y

teniendo en cuenta las expresiones dadas en la Ecuacion (5.18), se tiene que (X, D) es
proyectivamente llana si y soélo si

c(a—2d+2)+3be

P21l — P2 =T g = 0,
(519) 2(302—ae+2de+e)
p22,1 — p122 = ———3—— = 0.

Ty

Finalmente, las condiciones (i) y (i¢) se obtienen como las soluciones de la Ecuacion (5.19).
Ul

En la dltima parte de esta seccién clasificaremos las superficies afines localmente ho-
mogéneas de Tipo B cuyo operador de curvatura antisimétrico es nilpotente. El siguiente
resultado nos muestra que dichas conexiones no son recurrentes en general, al contrario de
lo que pasa con las conexiones localmente homogéneas de Tipo A.

Teorema 5.14. [41] Sea (X, D) una superficie afin localmente homogénea de Tipo B.
Entonces (X, D) es una superficie afin IP si y sdlo si (X, D) es recurrente, o bien en un
entorno de cada punto existe un sistema de coordenadas (x1,x2) en el cual la conexion D
se expresa como

(5.20) Dy, 0y = L01+20s, Dy Oy = L0140y, Dp,0s = £01 — L0,

para ciertas constantes reales a, b, ¢, d y e verificando una de las siguientes condiciones:
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(i) b=0y

(i.1) d#0,e=0,c¢#0,a=L1 g
(i.2) d-e#0,c=0,a=d+1, 6

1
(i.3) d~e7é0,c#0,e7é—%,a:d(62+j#, con ¢ = d(c?d + e)(c® + de) > 0,

0

(it) b#0 y
1
—aoc 202 G/2 C— 2
(ii.1) d=0, ¢ #0, e = —2eEEEHBD)? - 4 dbe—120, 6
(ii.2) d#0, a# +(d—1), ¢ = L= o — (azdtVd=1)d - 5

1
(ii.3) d £ 0, ¢ ¢ {0, %17 (af;l;rl)dh o — ((dfa)2+4bc2fb£)df2abcig‘2, con

C=((d—a+1)d+2bc)((d—a—1)d+ 2bc)((d —a)? +4bc—1) >0, ¢
(ii4) d#0,c=0, a#d—1, ¢ = L2 DA d?21] 4

(i.5) d#0, c= % a#1—d, e= TH2C(C DA d|(rd21] , _a’d

Demostracion. Primeramente, usando la Ecuacion (5.17) vemos que p es simétrico si y s6lo
si

(5.21) f=—c
lo cual asumimos en el resto de la demostracién, y por tanto p es degenerado si y sélo si

b2e? — {d® — 2ad? + (a2 + 4be — 1)d — 2abe} e

(5.22)
—{d* = 2ad 4+ 4bc — 1} * = 0.

Analizamos a continuacion las soluciones de esta ecuacion procediendo de forma analoga
a lo hecho en el Teorema 5.10 y usando la Ecuacion (5.18). En primer lugar, si b = 0, la
Ecuacion (5.22) queda reducida a

(5.23) dea? — 2d(c* 4 de)a + (d* — 1)(c* 4 de) = 0,

y por lo tanto tenemos alguno de los siguientes casos:

(B.1): d = 0. En este caso, ¢ = 0 y se tiene que Dp = w ® p, con w = —=dx;.

x1

(B.2): d #0,e =0, c=0. En este caso, Dp =w ® p, con w = —%dml.
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(B.3): d # 0, e = 0, ¢ # 0. Para este caso, necesariamente a = (2d)~!(d?> — 1) y se sigue
que la conexion afin obtenida no es nunca recurrente (caso (i.1)). De hecho, si Dp = w® p,
donde w = widzr1 + wodxs, se tiene que
2¢% (21w — 2¢)
P22;2 —W2P22 = ——3
1
__ 2c. . C e, _ 22 ..
y por lo tanto wy = £2; pero, bajo esta condicion, pi2;2 —wapi2 = T3, expresion que nunca
1

se anula.

(B.4): d # 0 # e. Fijémonos que, para d # 0 # e, la Ecuacion (5.23) puede ser vista como
una ecuacion cuadratica en a; por lo tanto, a = (de) =1 (d(c? + de) + EC%), cone € {—1,1}
y ¢ = d(c*d + €)(c® + de) > 0. Ahora, un calculo directo nos muestra que tal conexiéon no
es nunca recurrente y por lo tanto se obtienen los casos (i.2) o (¢.3). De hecho, escribamos
Dp =w® p, con w = widx; + wadrs. Para ¢ = 0, vemos que ¢ = d?e? > 0, mientras que
a=d=x1,y calculando pi2.2 —wopi2 = %‘?He‘, vemos que siempre es no nulo (caso (7.2)).

Ahora, para ¢ # 0, tenemos

B3d(1-2d)—cde(2d2+d—2)—ec(2d—1)(

3

T 1 —w = —c(d — 1)zw,

(5.24) 1 (p12:1 1P12) de ( 1w
1
:L':f (plg;g — WQplz) = —2e(2? — C(d — 1)1‘1&)2.
2

Para d = 1 la segunda expresion queda reducida a pi2.0 — wapi2 = %; por tanto, si
e # —c? la conexién afin no es recurrente (caso (4.3) con d = 1), mientras que si e = —c?

se obtiene que la conexion es localmente simétrica, Dp = 0. Ahora para d # 1, w1 y wo
quedan totalmente determinados por la Ecuacion (5.24) y obtenemos

da? (pany — wipe) = A + de — (2,
Le(d —1)ea? (pria — wapi1) = (2 + de)(d(c? + €) +£C2),
Le(d —1)d a8 (paza — wapaa) = (2 + de)(d(c + €) — eC3).

Fijémonos que las tres expresiones anteriores no se anulan nunca simultaneamente para

2 ., ” .
e # —< y por tanto, en tal caso, la conexion afin obtenida no es nunca recurrente (caso

(2.3) con d # 1); para e = —% tenemos que w = —J%dxl y un célculo directo nos muestra

1
que Dp =w ® p.
Finalmente, para b # 0, tenemos los siguientes casos:

(B.5): Viendo la Ecuacion (5.22) como una ecuacion cuadratica en e podemos despejarla.
Mas concretamente,

1

¢= o

{((d — a)? + dbe — 1)d — 2abe + EQ%} ,
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con ¢ = ((d—a+1)d+2bc)((d — a —1)d + 2bc)((d — a)? +4bc —1) >0y e € {—1,1}. Sea
Dp=w® p, con w = widr; + wadroe. En primer lugar, para d = 0, tenemos

1
wal (p11:2 — wap11) = ¢(2¢ + z1w2).

. . 2 . < ey o 92e2
Entonces, si ¢ # 0, se sigue que wy = -5 Y bajo tal condicion, p12,0 — wap12 = —3> que
es no nulo (caso (i7.1)); si ¢ = 0, la conexioén es localmente simétrica (Dp = 0).
Finalmente, estudiaremos el caso d # 0. En este caso calculamos

23 (pr1g —wipn1) = (a+d+3)((d — a — 1)d + 2be) + (3
+ ((d —a—1)d + 2bc)zywi,

23 (p112 — wapt1) = b~! {((d —a—1)d+ 2be)((d — a + 1)d + 2be) + dsg%}
+ ((d —a —1)d + 2bc)zwo.

Ahora bien, si (d —a — 1)d + 2bc = 0, es decir, ¢ = W, las expresiones anteriores
(a?—(d=1)*)d
2bz3
conexion afin nunca es recurrente (caso (4i.2)), mientras que para a = +(d — 1) la conexién
(a— d+1)d

se anulan y, ademas, pi2.1 — wip12 = . Se sigue que para a # £(d — 1) la

es localmente simétrica (Dp = 0). Por otro lado, si ¢ #
determinadas por las expresiones anteriores y se prueba que

2¢(be — ad)
brd

entonces wi y wg estan

26~ d(p12.1 — wip12) — (p12:2 — wap12) =

Entonces, si ¢(bc—ad) # 0 la conexion afin no es recurrente (caso (i:.3)). Si ¢ = 0, entonces
c# M lo que significa que a #d —1y Dp =w ® p siy solo si e =0 (caso (ii.4)).

Slbc—ad—O entoncesc;éw&gmﬁcaquea#l—d y Dp =w® psiy solo si

e= —“b—gd (caso (ii.5)). O

Observacion 5.15. Las conexiones afines localmente homogéneas proyectivamente llanas
de Tipo B estan totalmente determinadas por el Teorema 5.13 de la siguiente forma:

(i) e=f=¢c=0,0

3

(Z’L) e 75 O, f =—¢,a= 3c2+2de+e b _ =Pce

e e2

Es interesante destacar que, en el caso (i), el tensor de Ricci es siempre degenerado y las
conexiones son recurrentes (ver Teorema 5.14). En el caso (i7) con ¢ = 0, el tensor de Ricci
es degenerado para los casos en que d = 0 6 d = —2; d = 0 implica automaticamente que
la conexion es llana, mientras que para d = —2 la conexién no es recurrente (ver Teorema
5.14-(i.2)). A continuacion analizamos el caso (i7) con ¢ # 0. En este caso, el tensor de

. . . L . 2, 2 2 .
Ricci es degenerado si y solo sid = —- 6 d = —%- — 2. Para d = —< se obtiene de nuevo
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que la conexién es llana. Si d = —% — 2y b =0 tenemos las condiciones a = —4, b = 0,
c#0,d=—-1ye=—c*# 0, con lo cual estamos en el caso (i.3) del Teorema 5.14 y
la conexién no es recurrente. Finalmente, si d = —% — 2y b # 0, un célculo largo pero
directo nos muestra que, para d = 0, estamos en el caso (ii.1) del Teorema 5.14, mientras
que para d # 0, estamos en el caso (i1.5) 6 (i2.3) del Teorema 5.14, dependiendo de si ¢ es

igual a “—b‘i 0 no; en cualquier caso se obtiene que de nuevo la conexién no es recurrente.

Relacion entre los Tipos A y B de conexiones afines localmente homogéneas

Como aplicacion de los resultados vistos hasta el momento, daremos respuesta a un
problema planteado por O. Kowalski sobre cuédndo o no los Tipos A y B son afinmente
equivalentes, viendo que el dnico caso afinmente equivalente, no llano, entre los Tipos A y
B viene dado por

1 1
(5.25) Dp, 01 = (a81 + bag), Dy, 02 = ;dag, Dy, 02 = 0.
1

I

Primeramente, recordemos que cualquier conexién afin localmente homogénea de Tipo
A es proyectivamente llana (ver Teorema 5.9). Ademaés el tensor de Ricci es siempre simé-
trico y define una métrica llana o, en otro caso es degenerado (ver Teorema 5.8). Debemos
destacar que en este tltimo caso el tensor de Ricci es siempre recurrente como ya vimos
en el Teorema 5.10.

En lo que sigue usaremos las propiedades anteriores para analizar y diferenciar, cuando
sea posible, los Tipos A y B. Fijémonos que las conexiones afines localmente homogé-
neas de Tipo B que son proyectivamente llanas han sido clasificadas en el Teorema 5.13
correspondiéndose con los casos:

(i)e=f=¢c=0,06

3

(i1) e 40, f=—c,a= 302+gde+e’ b= =Cree.

En el caso (i), si el tensor de Ricci es no degenerado entonces define una métrica de
curvatura seccional no nula. Ademés, si el tensor de Ricci es degenerado y, suponiendo
que la conexién es no llana, la Observaciéon 5.15 muestra que tal conexién no puede ser
proyectivamente llana y recurrente a un mismo tiempo y por tanto no puede ser afinmente
equivalente, en ningun caso, a una conexién localmente homogénea de Tipo A.

Ahora veremos que la conexion (i) anterior es afinmente equivalente a una conexion
afin localmente homogénea de Tipo A. Para ello usaremos un razonamiento similar al visto
en |5, 122]. Cualquier conexion afin localmente homogénea de Tipo A admite un par de
campos de vectores afines Killing linealmente independientes de modo que [X,Y] = 0
(simplemente tomando X = 0y, Y = 0s2). Reciprocamente, si existen dos campos afines
Killing linealmente independientes y que conmuten X, Y, entonces existe un sistema de
coordenadas locales (z1,z2) tal que X = 01, Y = 02 y tal que todos los simbolos de
Christoffel de la conexién son constantes (i.e., de Tipo A).
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Un campo de vectores X = A(z1,22)01 + B(x1,22)02 en un entorno coordenado
U(x1,22) de la conexion (i) es afin Killing (es decir, [X, Dy Z] — Dy[X, Z] — Dixy)Z =0
para cualesquiera campos de vectores Y, Z) si y solo si (ver ecuacion (6) en [122])

b —d
A1+ gAl — — Ay — %A =0, Aqg + ¢ Ay = 0, Aoy = 0,
X T acl I
2b 2d — b b
(5.26) B+ —A1 + aBl — —By — 7214 =0,
I I T ﬂ?l

d b d 2d
Bio+ —A; + —Ay — 7214 =0, Boy+ —A3=0.
T T Ty T

Ahora un célculo directo nos muestra que

X = l’lag, Y =x101 + (1'1 + 1'2)32, a—2d=0,

X = 0o, Y =210, +

-2
a— 2d.%'1(92, a d 7& 0,

son un par de campos de vectores afin Killing linealmente independientes y que conmutan y
por lo tanto la conexion es de Tipo A independientemente de los valores de las constantes.

Conexiones afines localmente homogéneas recurrentes y proyectivamente llanas
con tensor de Ricci degenerado

Fijémonos que como consecuencia de los Teoremas 5.13 y 5.14 las conexiones afines
localmente homogéneas dadas por la Ecuacion (5.25) son proyectivamente llanas y recu-
rrentes con tensor de Ricci simétrico y degenerado. Sin embargo, no toda conexiéon afin
localmente homogénea, proyectivamente llana y recurrente con tensor de Ricci simétrico
y degenerado es necesariamente de Tipo B. En lo que sigue completaremos el analisis
comenzado anteriormente dando una completa descripciéon de todas las conexiones afines
localmente homogéneas proyectivamente llanas, recurrentes con tensor de Ricci simétrico
degenerado. El siguiente resultado da algo de luz en este sentido.

Teorema 5.16. [41] Sea (X, D) una superficie afin con tensor de Ricci simétrico y dege-
nerado, recurrente y proyectivamente llana. Entonces (X, D) es localmente homogénea si y
sélo si en un entorno de cada punto existe un sistema de coordenadas (x1,x2) en el cual
la 1inica componente no nula de la conexion D viene dada por

M
2 D =r9——
(5 7) 3181 1:2( Hxl)QaQ,

para algunas constantes i, o y k. Ademds, tal conexion es localmente homogénea de Tipo
A, y es ademds de Tipo B si y solo si se verifica la desigualdad k* — 4y > 0.
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Demostracion. Se sigue del Teorema 5.6 que una conexién afin con curvatura recurrente
y con tensor de Ricci simétrico y degenerado se expresa, en un sistema de coordenadas
apropiado (z1,z2), como

(5.28) Dp, 01 = a(x1,22)0,

para alguna funcion a(zy, z2). Ahora, un célculo directo nos muestra que la conexion dada
por la Ecuacion (5.28) es proyectivamente llana si y solo si a(z1,22) = x20(x1) + (1),
para ciertas funciones 6 y . Fijémonos que, sin pérdida alguna de generalidad, podemos
suponer que y(z1) = 0, usando el teorema de equivalencia en [117, Teorema 7.2| puesto
que el tensor de Ricci y sus derivadas covariantes son independientes de .

Un campo de vectores X como X = A(z1,x2)01 + B(x1,22)02 es afin Killing si y s6lo
si

A2 =0, Agp =0, Bay =0,
(529) A11 — CL’QG(CL’l)AQ = O, B12 + -TQQ(IL‘l)AQ = 0,
By + 21’29(1’1)141 — $29($1)B2 + .Z'Q@l(xl)A + e(l'l)B =0.

Veremos ahora que la conexion debe ser de la forma dada en la Ecuacion (5.27). Si inte-
gramos la anterior ecuacion obtenemos que tal campo de vectores afin Killing debe ser de
la forma

(5.30) X(z1,22) = (x16 + )01 + (228 + b(x1))02
para constantes K, o, § y una funciéon b(x1) la cual es solucion de
(5.31) b’ (x1) + b(21)0(21) + 22260(x1) + 22( + 21K)0 (1) = 0.

Ahora derivando la Ecuacion (5.31) con respecto a xg, obtenemos

(5.32) (r16 + )0 (z1) + 2K6(z1) = 0,
lo que muestra que
_ H
O(z1) = (z1K + a)?

para ciertas constantes p, k y «, donde K y a no son nunca simultaneamente cero, demos-
trando la Ecuacion (5.27). Fijémonos que para k = o = 0 cualquier campo de vectores afin
Killing debe ser de la forma X (z1, z2) = (x28+b(x1))02, y por tanto no existen dos campos
de vectores afin Killing linealmente independientes, en contradiccién con la homogeneidad
local.

En lo que sigue, tomamos la conexion dada por la Ecuacion (5.27). Fijémonos que tal
conexioén es de Tipo A, puesto que un calculo directo nos muestra que

X(x1,22) = (z1k + )01, Y(21,22) = 2202
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son dos campos de vectores afin Killing linealmente independientes que conmutan entre si.

Finalmente, veremos que tal conexion dada por la Ecuacion (5.27) es de Tipo B si y
s6lo si k2 —4p > 0. De la Ecuacién (5.29), y procediendo como anteriormente, se sigue que
un campo afin Killing debe tener la forma

(5.33) X(ml, 372) = (.%'1/\ + V)al + (.%'Qﬂ + b(m‘l))ag,
para ciertas constantes A, v y (3, y una funcion b(z1), tal que
(5.34) Ao — vk =0, pb(z1) + (215 + )?b"(21) = 0.

Como consecuencia, suponiendo x # 0 en la Ecuacion (5.27), si dos campos de vectores
afines Killing X, Y verifican [X,Y] = X, entonces

X(x1,22) = Cx15+ a)%(%,
Y(z1,22) = Mz + %)81 + (228 + b(x1)) 02,
para ciertas constantes C', A, § y alguna funciéon b(z) tales que

(5.36) (86— 1)&2(ﬂ -A-1)+ Nu=o0, wub(z1) + (16 + a)Qb"(xl) =0.

(5.35)

Ademés, la primera expresion en la Ecuacion (5.36) tiene soluciones reales si y so6lo si
k% — 4 > 0. En este caso eligiendo X e Y como

r—V/K2—
X(z1,22) = (11K + ) 2» 4”82,

K— K27
Y(z1,22) = (216 + )01 + z2(1 + @)327

se sigue que la conexion afin D es localmente homogénea de Tipo B.
Ahora, pongamos £ = 0 en la Ecuacion (5.27). Si dos campos de vectores afin Killing
X, Y verifican [X,Y] = X, entonces

z1(B-1)
X($1,CL'2)=C€ v 82,

Y(x1,22) = vo + (228 + b(21))02,
para ciertas constantes C, v, 3 y alguna funcion b(x1) tal que

(5.38) 2(B—1)2+12u=0, pb(z1) + o2 (x1) = 0.

(5.37)

Entonces, la primera expresion en la Ecuacion (5.38) tiene soluciones reales si y so6lo si
7
1 < 0. Ademés, en este caso,

e
X(z1,29) =€ g 0s,

Y(l‘l,l'z) =l + .%2(1 — \/ju)82,

son campos de vectores afin Killing verificando [X,Y] = X, lo que demuestra el resultado.
O
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Observacion 5.17. Una conexiéon dada por la Ecuacion (5.27) es llana si y solo si g = 0,
y localmente simétrica si y sélo si k = 0. Por tanto, una conexién afin localmente simétrica
y proyectivamente llana con tensor de Ricci simétrico y degenerado es de Tipo B si y sélo
si el tnico simbolo de Christoffel no nulo es F%l = Kxz9 con K <0.
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Capitulo 6
¢ y ‘B espacios

Los espacios localmente simétricos Riemannianos estan caracterizados por el hecho de
que para cada geodésica vy el operador de Jacobi correspondiente, J(7), tiene autovalo-
res constantes y autoespacios paralelos a lo largo de « [9]. Esta caracterizacion se puede
extender al caso Lorentziano para geodésicas temporales como consecuencia del trabajo
de [90] y, por tanto, una variedad Lorentziana es localmente simétrica si y sélo si para
cada geodésica temporal 7 el correspondiente operador de Jacobi J () tiene autovalores
constantes y autoespacios paralelos a lo largo de . Sin embargo, es importante sefialar que
dicha caracterizaciéon no es valida cuando se consideran variedades pseudo-Riemannianas
de otras signaturas [19].

Motivados por las consideraciones anteriores, en [9] se inici6 un estudio de dichas con-
diciones de forma separada, como generalizaciones de los espacios simétricos. El objetivo
de este capitulo es contribuir al estudio de los espacios Lorentzianos € y J:

(¢) Una variedad de Lorentz (M, g) se dice que es un €-espacio si los autovalores de los
operadores de Jacobi son constantes a lo largo de geodésicas temporales.

(B) Una variedad de Lorentz (M, g) se dice que es un ‘B-espacio si los autoespacios de
los operadores de Jacobi son paralelos a lo largo de geodésicas temporales.

Estudiaremos estas dos clases de espacios en el contexto de los espacios Lorentzianos
homogéneos y curvatura homogéneos de dimension tres. Como consecuencia de nuestro
estudio se pondran de manifiesto algunas diferencias esenciales entre las situaciones Rie-

manniana y Lorentziana:

» Fristencia de C-espacios Lorentzianos no naturalmente reductivos, incluso no local-
mente homogéneos.

s Fxistencia de P-espacios Lorentzianos homogéneos.

103
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P-espacios

En geometria Lorentziana, el operador de Jacobi a lo largo de geodésicas temporales ~y
es diagonalizable (puesto que la métrica inducida 4+ es definida positiva). Este hecho, que
no es cierto para métricas pseudo-Riemannianas de signatura arbitraria, tiene implicaciones
importantes. En primer lugar, obsérvese que la condicién de ser un PB-espacio es equivalente
a la existencia de una base de autovectores del operador de Jacobi J(7) paralela a lo largo
de v y por lo tanto una variedad de Lorentz es un §B-espacio si y so6lo si el operador de
Jacobi y el operador de Szab6 conmutan para cualquier geodésica temporal, es decir

J(¥)eS(y)=8() o T ().

Un célculo directo nos muestra que esta condiciéon de conmutatividad es cierta para geo-
désicas temporales si y sélo si es cierta para cualquier geodésica, y por tanto una variedad
Lorentziana (M, g) es un B-espacio si y sélo si para cada geodésica los operadores de Jacobi
y Szabd asociados conmutan.

Una consecuencia inmediata de este hecho es que toda variedad de Lorentz con curva-
tura recurrente (i.e., VR = w ® R para alguna 1-forma w) es un P-espacio. Centrandonos
en las variedades homogéneas, en este capitulo obtendremos la siguiente caracterizacion de
los PB-espacios:

Teorema 6.1. Sea (M,g) una variedad de Lorentz de dimension tres homogénea y no
simétrica. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (M, g) es un B-espacio.
(i) (M,g) es Ricci recurrente.
(i1i) (M, g) es curvatura recurrente.
(iv) El operador de Ricci de (M, g) es nilpotente en dos pasos.

Es de destacar que el anterior resultado sigue siendo cierto si reemplazamos la hipotesis
de homogeneidad por la mas débil de que la variedad (M, g) sea 1-curvatura homogénea
(véase Teorema 6.10).

¢-espacios

Puesto que los autovalores de los operadores de Jacobi estan completamente determi-
nados por sus correspondientes funciones simétricas elementales, una variedad de Lorentz
es un €-espacio si y s6lo si para cada geodésica -, estas funciones son constantes a lo largo
de ~, esto es

Vo, trazaj(k)(’y) =0, paratodok=1,...,dimM — 1.

Estas condiciones son conocidas en la literatura como las condiciones de Ledger impares.
La primera de tales condiciones (V. traza J () = 0) implica que el tensor de Ricci es ciclico
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paralelo, y por lo tanto las variedades de Riemann de dimension tres que son €-espacios
son localmente isométricas a espacios homogéneos naturalmente reductivos (ver [9, 148]).

Procediendo como en [9], una variedad de Lorentz (M,g) es un €-espacio si y solo
st para cada geodésica vy existe un endomorfismo T, tal que los operadores de Jacobi y
Szabd asociados wverifican S(y) = J(y) o Ty — T, o J (). Por tanto, toda variedad de
Lorentz homogénea y naturalmente reductiva es un €-espacio. La situaciéon Lorentziana es
maés rica que la Riemanniana puesto que existen ejemplos de €-espacios los cuales no son
naturalmente reductivos ni localmente homogéneos.

Teorema 6.2. Sea (M,g) una variedad de Lorentz 3-dimensional homogénea. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (M,g) es un C-espacio.
(i1) El tensor de Ricci de (M, g) es ciclico paralelo.

El anterior resultado sigue siendo véalido si rebajamos la condicién de homogeneidad
por la més débil de que la variedad (M, g) sea curvatura homogénea (Teorema 6.11). Como
una consecuencia existen €-espacios Lorentzianos de dimensién tres que no son localmente
homogéneos.

Estructura del capitulo

Este capitulo se estructura de la siguiente manera. En la Seccién 6.1 recordaremos
algunos conceptos previos sobre grupos de Lie de dimension tres que seran de utilidad
posteriormente. Las Secciones 6.2 y 6.3 estdn dedicadas a la demostracion de los Teoremas
6.1y 6.2, respectivamente. Estos resultados se pueden generalizar al contexto de variedades
que son curvatura homogénea como se mostrard en la Seccién 6.4, donde se dard una
respuesta completa para variedades de Lorentz de dimensién tres 1-curvatura homogéneas
(ver Teoremas 6.10 y 6.11). Finalmente, en la Seccion 6.5 se estudiaran ciertas clases
de espacios que se definen de modo analogo a las clases de PB-espacios y €-espacios en
el contexto del operador de curvatura antisimétrico a lo largo de circulos. Los resultados
principales seran expuestos en los Teoremas 6.13 y 6.14, omitiendo las demostraciones pues
esencialmente se obtienen de modo analogo a las expuestas en los casos de los €-espacios
y P-espacios. En lugar de ello, destacaremos algunas diferencias importantes entre las
distintas clases de espacios Lorentzianos considerados.

6.1. Variedades de Lorentz homogéneas de dimensién tres

Es un hecho bien conocido que cualquier variedad homogénea de Lorentz de dimensién
tres completa y simplemente conexa es un grupo de Lie [31]. De nuevo con el objetivo de
que esta memoria sea lo mas autocontenida posible incluimos una breve descripciéon de
todos los grupos de Lie en dimensiéon tres unimodulares y no unimodulares.
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Grupos de Lie unimodulares

Denotamos por x el producto vectorial Lorentziano en R$ inducido por el producto de
los paracuaternios (es decir, e; X ea = —e3, €3 X €3 = €1, €3 X ] = ea, donde {ey, ea, €3} es
una base ortonormal de signatura (++ —)). Entonces [Z,Y] = L(Z x Y') define un algebra
de Lie, el cual es unimodular si y sélo si L es un endomorfismo autoadjunto de g [150].
Considerando las diferentes formas de Jordan de L, tenemos las cuatro clases siguientes de
algebras de Lie unimodulares de dimension tres (en este capitulo seguiremos la notacion
establecida en [83]):

Tipo Ia. Si L es diagonalizable con autovalores {«, 3,7} con respecto a una base ortonormal
{e1,e2,e3} de signatura (+ + —), entonces la correspondiente algebra de Lie viene dada
por

(91a) le1,e2] = —ve3, ler,e3] = —Pea, [e2,e3] = aey.

En este caso el tensor curvatura viene dado (salvo las Zg-simetrias usuales) por
1 (2 + 3% = 3v% — 208 + 2av + 2037),

Rizis = 1 (0% = 36° +9° + 208 — 2ay + 207) ,
1 (3a% = B2 — 4% — 208 — 2ay + 2037),

y el operador de Ricci es diagonalizable con autovalores

Ri991 =

Ro339 =

1

M= (B =), ha=glla—)? =8, = (a8 )

Tipo Ib. Supongamos ahora que L tiene un autovalor complejo. Entonces, con respecto a
una base ortonormal {ej, ez, e3} de signatura (+ + —), se expresa de la forma

a 0 0
L= 0 Y _ﬂ ’ ﬂ#oa
0 8 v

y la correspondiente algebra de Lie se expresa con respecto a esta base como

(El]b) : [61, 62] = Bey — yes, [61, 63] = —vyez — [es, [62, 63] = aej.

Las componentes no nulas del tensor curvatura (salvo las Zg-simetrias usuales) vienen
dadas por

Rigo1 = Rizis = (0?2 +46%), Rassa =302+ 2 —ay, Rz = Bla—29),

y el operador de Ricci, cuando se expresa con respecto a dicha base ortonormal {e1, es, e3},
Se expresa como

—L(a® +4p%) 0 0

Ric = 0 ta(a—2y) —Bla—-2v) |, B8 #0.
0 (a=27)  zo(a—29)
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Entonces, para a # 27 el operador de Ricci tiene autovalores complejos, mientras que para
el caso a = 2 el operador de Ricci es diagonalizable con autovalores A\ = —2(3% ++2) y
Ay = A3 =0.

Tipo II. Supongamos ahora que L tiene una raiz doble de su polinomio minimo. Entonces,
con respecto a una base ortonormal {eq, e2, e3} de signatura (4+ + —), se expresa como

y la correspondiente algebra de Lie se expresa como

(g11) 0 ler,ea] = 3ea — (B— %)es, ler,es] = —(B+ 5)ea — Ses,  [ea,e3] = ey

De nuevo las componentes no nulas del tensor curvatura, salvo las Zo-simetrias, vienen
dadas como

R1221 = % (a2 —2a+ 45) 5 R1313 = % a2 + 2 — 4ﬂ) s
Rossy = 1a(3a — 403), Rigs1 = 5a — f3,

y por tanto el operador de Ricci, cuando se expresa con respecto a la base ortonormal
{e1,e2,e3}, se expresa como

_%Oé? 0 0
Ric=| 0 $a+1)(@=28)  —}a+8 ,
0 sla=26)  g(a—1)(a—20)

con autovalores f%oﬁ y %a(a — 203), el dltimo de multiplicidad dos.

Tipo III. Supongamos finalmente que L tiene una raiz triple de su polinomio minimo.
Entonces, con respecto a una base ortonormal {ej, e2, e3} de signatura (4 + —), se expresa
como

© BV
L= 751 a 0
- 0 «
v la correspondiente algebra de Lie estd dada por
T { le1,e2] = —%61 1— aes, 1 [61,63]:—%61 — aeo,
[e2,e3] = aer + 52— 50

Por tanto las componentes no nulas del tensor curvatura vienen dadas por

1 (.2 12 12
Rigg1 = 7 (0*4+4),  Rizzi =1— 307, Rases = 07,

Ri231 =1, Ri293 = Ri323 = —=q,

N
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y el operador de Ricci, expresado en esta base ortonormal {ej, eq, e3}, esta dado por

1.2 1 1
Ric=| —Ja —3(*+2) -1 ,
1 1.2

con un dnico autovalor —%oﬂ, el cual es una raiz triple de su polinomio minimo en el caso
en el que a # 0, mientras que el operador de Ricci es nilpotente en dos pasos en el caso
a=20

Grupos de Lie no unimodulares

Consideraremos ahora el caso no unimodular. Se sigue del trabajo de Cordero y Parker
[54] que un algebra de Lie Lorentziana no unimodular de curvatura seccional no constante
viene dada, con respecto a una base adecuada {e1, e, es}, por

(grv) : le1,e2] =0, [e1,es] = aer + Pea, ez, e3] = yer + ez,
donde a + § # 0 y una de las siguientes condiciones se verifica:

IV.1 {e1,ea,e3} es ortonormal con (e1,e1) = —(eg,ea) = —(e3,e3) = —1 y las constantes
de estructura verifican ay — 36 = 0.

IV.2 {e1,ea,e3} es ortonormal con (e1,e1) = (e2,ea) = —(es,e3) = 1 y las constantes de
estructura verifican ay + 36 = 0.

IV.3 {e1,ea,e3} es pseudo-ortonormal con

y las constantes de estructura verifican ay = 0.

Ahora, consideramos gy como en IV.1. Entonces las componentes no nulas del tensor
curvatura vienen dadas por

Rioiz = 1 (B> + 7%+ 4ad — 2837,
Riziz = § (40® =337 + 42 +2839)
Rassa = § (8% — 372+ 46% + 287),

y el operador de Ricci es diagonalizable con autovalores A\; = %(62 — % = 2a(a + 9)),
Ao = —%(52 — 724+ 26(a+0)) y A3 = %((ﬂ — )% —2(a? + 62)).
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Si suponemos ahora que gry es de la forma [V.2, entonces un célculo directo nos muestra
que las componentes no nulas del tensor curvatura vienen dadas por

Ri212 = ad — %(5 +7)2,
Rizgi = 1 (402 +38% — 42 +287) ,
Rosoz = § (8% — 392 — 462 — 237,

y el operador de Ricci es diagonalizable con autovalores A\; = %(62 — 2 4 2a(a + 9)),
Ao =—3(B% =42 =20(a+6)) y A3 = 2((B+7)% +2(a? + 62)).

Finalmente, sea gy como IV.3. En este caso las componentes no nulas del tensor
curvatura vienen dadas con respecto a la base {e1, ez, e3} por

Rioi = 37% Rizz = o® — ad + fy, Raszp = 397,

y el operador de Ricci se expresa como

-3 0 0
Ric = 0 %72 a? —ad + By
0 0 22
con autovalores \j = =Xy = —A3 = —%72.

Grupos de Lie localmente simétricos

Los grupos de Lie de dimension tres Lorentzianos localmente simétricos han sido estu-
diados por Calvaruso en [32]. A continuacién expresaremos esta clasificacion adaptada a
nuestro contexto para mantener la notaciéon usada hasta este momento.

Teorema 6.3. Una variedad de Lorentz (M, g) de dimension tres homogénea es localmente
simétrica st y solo si se cumple uno de los siguientes casos:

(a) M es de Tipo la con o = 3 = =, o cualquier permutacion ciclica de o = 3, v = 0.
En cualquiera de estos casos la varitedad es de curvatura seccional constante.

(b) M es de Tipo II con o = 3 =0, y por tanto llana.

c es de Tipo 1V.1 con curvatura seccional constante o, en otro caso, se tiene que
M es de Tipo IV.1 t jonal tant t ti
a=0=7=0yd#0,08=7y=56=0ya#0.

es de Tipo IV.2 con curvatura seccional constante o, en otro caso, se tiene que
d) M es de Tipo IV.2 t jonal tant t ti
a=0=7=0yd#0,08=7y=56=0ya#0.

(e) M es de Tipo IV.3 cony =06 =0y a#0, o es llana.
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Observacion 6.4. En vista del anterior resultado, los espacios localmente simétricos de
Lorentz de dimension tres se corresponden con una de las siguientes subclases: (1) espa-
cios de curvatura seccional constante, (2) productos de un intervalo real y una superficie
de curvatura de Gauss constante, y (3) variedades de Walker localmente simétricas con
operador de Ricci nilpotente en dos pasos. Esta tltima clase (Tipo IV.3 con v = § = 0
y a # 0) se puede describir localmente en coordenadas de Walker (t,z,y) por la métrica
g=2dtody+edxodr+ rkx?dyody, donde e2 = 1, k # 0 [21]. Por tanto, los grupos de
Lie del Teorema 6.3—(e) son variedades de Walker.

6.2. ‘P-espacios homogéneos

Al contrario de lo que ocurre en el caso Riemanniano, mostraremos que existen ejemplos
de variedades de Lorentz 3-dimensionales homogéneas que son P-espacios (es decir, los
autoespacios de los operadores de Jacobi son paralelos a lo largo de geodésicas temporales).
El siguiente lema (el cual se prueba con un razonamiento analogo al utilizado en [9, 90]),
nos proporciona una caracterizacion algebraica de los JB-espacios.

Lema 6.5. Para una variedad de Lorentz (M, g) las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(i) (M,g) es u P-espacio.

(ii) Para cada punto p € M y para cada vector temporal u € T,M, el operador de Jacobi
y el operador de Szabé conmutan, es decir, S(u) o J(u) — J(u) o S(u) = 0.

(111) Para cada punto p € M y para cada vector w € T,M, el operador de Jacobi y el
operador de Szabd conmutan, es decir, S(u) o J(u) — J(u) o S(u) = 0.

Teorema 6.6. Sea (M,g) una variedad de Lorentz de dimension tres homogénea y no
simétrica. M es un PB-espacio si y solo si el operador de Ricci es nilpotente en dos pasos.
Ademds cualquier P-espacio de ese tipo es localmente isométrico a uno de los siguientes
grupos de Lie:

(a) Un grupo de Lie unimodular de Tipo II con =0y S #0, o
(b) un grupo de Lie unimodular de Tipo III con o =0, o
(¢) un grupo de Lie no unimodular de Tipo IV.3 con v =0 y ad(a —J) # 0.

Demostracion. Para la demostracion de este teorema usaremos la caracterizacion vista en
el Lema 6.5—(7i7). Para medir la falta de conmutatividad entre el operador de Jacobi y el
operador de Szab6 procedemos de la siguiente manera. Sea u = Y, u;e; un vector arbitrario
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(donde {e;} es la base correspondiente vista en la Seccion 6.1). Entonces, un calculo directo
nos muestra que para los grupos de Lie correspondientes a los Tipos Ia—IV.2, se tiene que

0 —Uus u2
(6.1) S(u) o J(u) — J(u) o S(u) = 39p(u) | euz 0 —eup |, g2 =1,
u9 —U1 0

donde la funcion ¥ (u) es distinta para cada uno de los diferentes tipos de grupos de Lie
considerados. Estudiaremos todas las posibilidades de forma separada.

Tipo Ia. En este caso e = 1 y la funcion ¢ de la Ecuacion (6.1) esta dada por

Y(u)=—(a=F =" B =7 ul +(a=B+7)° (@ =7)uj
+la+ 8= (a= 8w —2v(a =) (B =) (@B —?)
—28(a=B)(B-7) ((a =2 -5) uud
+2a (o= B) (a =) ((8-7) ~ a2) udud.

Como consecuencia, un grupo de Lie Tipo Ia es un P-espacio si y solo si la funciéon ¢ dada
anteriormente se anula idénticamente. Fijémonos que ¢(e1) = —(a — 3 —v)3(8 — )% y

Ples) = (a — B+ 7)3(a — )2, de donde se tiene que alguna de las siguientes condiciones
necesarias debe de ser satisfecha:

a=03,~v=0, B=v a=0, a=rv, =0, a=fB="r.

Ahora usando el Teorema 6.3 obtenemos que no existe ningin JB-espacio no localmente
simétrico de Tipo Ia.

Tipo Ib. En este caso € = 1 y la funcion v en la Ecuacion (6.1) tiene la siguiente expresion

P(u) = 462 (a — 29)° uf + (0 +26% — a) (0 — a?y + 46%) (ub + ul)
— 462 (a — 27) (a? 4 28% — 2+?) (uiud — uiud)
+2 <8ﬁ4 (o — 37) + 282 (202 — 1lay + 1042) — a3 (a — 7)2> wdn
+48 (48" + 52 (502 — day — 49?%) + o® (2a — 37) (o — 7)) (udus — ugu3)
+ 88 (o — 29) (@7 + 46%y — a (B +4?)) wdusus.

Por tanto 1(e1) = 43%(a—27)3 y ¥(e2) = (a2 +23% — ory) (a3 —a?y + 4ﬁ2fy), obteniendo
asi que o = v = 0. Entonces la funcién ¢ se reduce a ¥ (u) = 163%uqus (u% — u%), la cual
no se puede anular idénticamente puesto que 8 # 0. Esto nos muestra que ningin grupo
de Lie de Tipo Ib puede ser un P-espacio.
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Tipo II. La funcién ¢ en la Ecuaciéon (6.1) tiene la siguiente forma para este caso, donde
e=1,
P(u) = La (3a — 46) (o — 28) (u2 — uz)*
— {2(a—2ﬂ)ﬁu%—a(a2+3ﬁ—a(2+ﬁ))u%
—a(a(24+a) = (3+a)B)uj — 202 (a — B) ugus } a (o — B) (ug —us)?.

Por tanto ¥(e1 +e3) —(e2) = 4a(a— 3)3, mientras que ¥(ex —e3) = 4a(3a—46)(a—203).
Esto nos muestra que la condicién necesaria y suficiente para que un grupo de Lie de este
tipo sea un JB-espacio es a = 0. Ahora, si 3 = 0, el grupo de Lie es llano como se muestra

en el Teorema 6.3. Esto prueba el Teorema 6.6—(a). Ademas, fijémonos que cualquier grupo
de Lie de Tipo IT con a = 0 y 8 # 0 tiene operador de Ricci nilpotente en dos pasos.

Tipo III. En este caso la funcion ¢ en la Ecuacion (6.1) se expresa de la forma

Y(u) = a2(uQ + U3)3 (3xf2u1 + 2a(ug — ug)) ,

con € = 1, lo cual muestra que es un P-espacio no localmente simétrico si y sélo si a = 0,
probando asi el Teorema 6.6-(b). Ademas, observemos que como se mostro en la Seccion
6.1, el operador de Ricci es nilpotente en dos pasos.

Tipo IV.1. La funcién ¢ en la Ecuacion (6.1) es méas complicada en este caso (donde
e = —1), pero si consideramos u = e] + e3 y v = €] — ey se tiene que

Pu)=(a—B+7—0)*a+B+7+8){(B+7)5+ (B-7)%+a(B+v+40)},
Pw)=(a+B-7=86* a=B—7+0){(B+7)0— (8- +a(B+~v—46)}.

Como consecuencia una de las siguientes condiciones tiene que verificarse:

(i) a=6 B=2, 6#0,
(”) a:_ﬁ7 ’7:_57 67&57 (“’Z) Oé:ﬂ, 7:57 67&_ﬁ7
(iv) a=pB=v=0, §#0, (v) B=~v=d=0, a#0.

Las condiciones (i)—(i4i) muestran que todas las curvaturas principales de Ricci coinciden
entre si, y por tanto como el operador de Ricci es diagonalizable (ver la Seccion 6.1) la
variedad es de curvatura seccional constante. Los restantes casos (iv)—(v) se verifican si y
so6lo si la variedad es localmente simétrica como se mostro6 en el Teorema 6.3. Por tanto no
existe ningin B-espacio no localmente simétrico de Tipo IV.1.

Tipo IV.2. Procederemos como en los casos previos tomando € = 1 y calculando

Yler) = — (> —ad + B(B+7)) {(B—7)?+B(B+7)*—ad(38+7)},
¥(ea) (62 —ad+~7(B+7) {(v = B)8* +~1(B+7)* —ad(B+37)},
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de donde se obtienen los dos grupos siguientes de condiciones necesarias:

(i) B=v=0, a+d§#0, (i) B=—y#0, a=0#0.

En el caso (i7) se obtiene que la variedad tiene curvatura seccional constante. En el caso
(i), calculamos ¥(e; + e2) = —4ad(a — §)3. Ahora, para o = § la curvatura seccional
de la variedad vuelve a ser constante; por otro lado, para a = 0 0o § = 0, la variedad es
localmente simétrica por lo visto en el Teorema 6.3. Esto nos lleva a concluir que un grupo
de Lie de Tipo IV.2 es un PB-espacio si y solo es localmente simétrico.

Tipo IV.3. Un céalculo directo nos muestra que

0 —u3 u2
S(u)o J(u) = J(u)oS(u) =¢(u) | ug  —uw 0 |,
—u3z 0 U1

donde
P(u) = %'y (o — a?6% 4 33%4% — 2a870) uj + 20273uiu3 + 27 udu3
+ 29 (@ + a?§ — ad® — afy + 76) uyu
+ 273 (a2 + 20 — Qﬂy) ugu3 + day ujugul.

Ahora, si la funcion ¢ (que depende de las variables (u1,u2,u3)) se anula idénticamente,
entonces Oy, Oy, Oyy Ouz b = 875 debe ser cero. Por tanto v = 0 es una condiciéon necesaria
y suficiente para que los grupos de Lie de Tipo IV.3 sean un JB-espacio, el cual no es
localmente simétrico para ad(a — §) # 0, lo que prueba el Teorema 6.6-(c). Ademas
fijémonos que el operador de Ricci de un grupo de Lie de Tipo IV.3 con v = 0 es nilpotente
en dos pasos y no nulo cuando a(a — §) # 0. Esto termina la demostracion. [l

Recordamos aqui que una variedad pseudo-Riemanniana se dice que es curvatura (res-
pectivamente, Ricci) recurrente si la derivada covariante del tensor curvatura (respectiva-
mente, del tensor de Ricci) verifica que VR = w ® R (respectivamente, Vp = w ® p) para
alguna 1-forma w.

Teorema 6.7. Una variedad de dimension tres Lorentziana y homogénea es un P-espacio
sty solo si su tensor de Ricci es recurrente.

Demostracion. En primer lugar, se obtiene del Lema 6.5—(iii) que cualquier variedad de
Lorentz con curvatura recurrente es necesariamente un J-espacio. (Ademéas cualquier va-
riedad pseudo-Riemanniana con tensor de Weyl idénticamente nulo es curvatura recurrente
si y so6lo si es Ricci recurrente).

Reciprocamente, se tiene que una variedad de Lorentz de dimensién tres homogénea
que es un P-espacio es Ricci recurrente. De hecho, un calculo directo nos muestra que para
los diferentes casos en el Teorema 6.6 se tiene que Vp = w ® p, donde:
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(1) w

—2fdey, si (M, g) es un grupo de Lie de Tipo IT con a =0y 3 # 0.

(2) w= —+/2(dey + de3), si (M, g) es un grupo de Lie de Tipo III con o = 0.

(3) w= —2ddes, si (M, g) es de Tipo IV.3 con v =0y ad(a — ) # 0.

O

En vista de todo lo anterior la demostracion del Teorema 6.1 se sigue inmediatamente
de los Teoremas 6.6 y 6.7.

6.3. C-espacios homogéneos

En contraste con el caso Riemanniano, veremos que existen ejemplos de variedades
de Lorentz homogéneas de dimension tres que son €-espacios (es decir, los autovalores
de los operadores de Jacobi son constantes a lo largo de geodésicas temporales) pero no
naturalmente reductivos. El siguiente lema (el cual se sigue inmediatamente de [9, 90]) sera
de gran utilidad para nuestro proposito.

Lema 6.8. Para una variedad de Lorentz (M, g) las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(i) (M,g) es un C-espacio.

(it) Para cada punto p € M y cada vector temporal uw € T,M, existe un endomorfismo
Ty de T,M de modo que S(u) = J(u) o T, — Ty, 0 I (u).

(111) Para cada punto p € M y cada vector uw € T,M , eziste un endomorfismo T, de T,M
tal que S(u) = J(u) o Ty, — Ty 0 T (u).

Puesto que cualquier €-espacio tiene tensor de Ricci ciclico paralelo, recordaremos aqui
la clasificacion de las variedades de Lorentz homogéneas tipo Einstein dada por Calvaruso
[32], la cual en la notaciéon de la Secciéon 6.1 se expresa como sigue:

Teorema 6.9. Sea (M, g) una variedad de Lorentz de dimension tres homogénea con tensor
de Ricci ciclico paralelo. Entonces M es localmente isométrica a una de las siguientes
posibilidades:

(a) Un grupo de Lie localmente simétrico.

(b) Un grupo de Lie de Tipo la cona =y (B—7)y#0, oa=~vy(B—7)B#0, o
B=7y(a—7)a#0.

(¢) Un grupo de Lie de Tipo II con o = 3 # 0.

(d) Un grupo de Lie de Tipo IV.1 cona=3=0#35 yy(y* =02 #0, oy=6=0#a
y B(6* —a?) #0.
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(e) Un grupo de Lie de Tipo IV.2 cona==0y~v#0, 0y=0=0y af #0.
(f) Un grupo de Lie de Tipo IV.3 con o= =0 y v # 0.

A continuacion veremos que en todos los casos (b)—(f) anteriormente descritos la varie-
dad es de hecho un €-espacio, obteniendo asf el Teorema 6.2. Obviamente cualquier espacio
localmente simétrico es un €-espacio, asi que omitiremos el Caso (a) de la Proposiciéon an-
terior. En todos los casos aplicaremos el Lema 6.8 para mostrar que, con respecto a las
correspondientes bases de la Secciéon 6.1, el endomorfismo

0 U3  —Uo
(6.2) Tuw)=3ip| —eus 0 ew
—uy  UuUp 0

verifica S(u) = J(u) o Ty, — T, o J(u) para cualquier vector u = Y u;e;, donde p € Ry
g2 =1.

Caso (b). Consideraremos primero el grupo de Lie de Tipo Ia con aw = 3 (donde la condiciéon
(6 —7)y # 0 en el Teorema 6.9—(b) asegura que el correspondiente grupo de Lie no es
simétrico). Para cualquier vector u = > u;e;, los operadores de Jacobi y de Szabo vienen
dados por

(3vy — 4ﬁ)'yu§ + 72u§ (408 — 3v)yuius —y2uqus
J(u) =1 (48 = 3y)yuruy (37 —4B)yuf ++%u3  —y ugus :
Yuius Y ugus —~? (u% + u%)

—2uiuous Uus (u% — u%) U2 (u% + u%)

S(u) = %(ﬁ — )2 us3 (u% — u%) 2u1 U3 —uy (u% + u%)
—uy (v +ud) wi (uf +uj) 0
Ahora, el endomorfismo 7' dado por la Ecuacion (6.2) con =y y € = 1 verifica el Lema
6.8—(iil) y por tanto cualquier grupo de Lie de esta forma es un €-espacio. Procediendo del
mismo modo, se construye el correspondiente endomorfismo 71" poniendo =« y ¢ =1 si

B=~(u=Lye=1sia=r)demostrando asi que cualquier grupo de Lie en el Caso (b)
es un C-espacio.

Caso (c). Sea M un grupo de Lie de Tipo IT con o = 3. El operador de Jacobi y el operador
de Szab6 asociados a cualquier vector u verifican

3 duguz — (B + 2)u + (8 — 2)ud as1 —aszy
J(u) = 1 as1 Bui — (B +2)u? —asa
asi as2 (2 — B)u? — Bu3

donde ag; = uy ((6 + 2)ug — 2us), az1 = uy (2ug + (8 — 2)ug), asy = Pugus — 2u%, y
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32 2uy (ug — ug) 2 ba1 —b31
S(u) = Z b21 2U1 (U% + (Ug — U3) U3) —532 s
b31 b32 2uy (ug (uz — ug) — uf)

donde se tiene by; = (ug — us9) (2u% + (ug — u3) U3), b31 = (u3 — u2) (ZU% + (u2 — us) UQ)
Y bsa = u1 (2uf + u3 — u3). Ahora la Ecuacion (6.2) con = o y € = 1 nos muestra que
cualquier grupo de Lie dado en el Caso (¢) es un €-espacio.

Caso (d). Consideramos ahora un grupo de Lie de Tipo IV.1 con @ = = 0. Entonces
para cada vector u los operadores de Jacobi y de Szab6 asociados tienen la forma

—? (u3 + u3) Y uiuy Y uyug
Faw =3 Puwe P (3+33) —4%3 (123w |,
—v2uqug (462 — 3v%) ugus v* (uf + 3u3) — 46%u}
0 —uz (u3 +u3) g (u3 + uj)
S(u) = 37(v* — 6?) ug (u3 + uj) —2uiuguz  uy (ud — uj)
—U2 (u% + u%) U1 (u% — ug) 2ujususg
Por tanto el endomorfismo 7' dado por la Ecuacion (6.2) con p = vy e = —1 verifica
el Lema 6.8—(iii). En el otro subcaso, correspondiente con v = § = 0, el endomorfismo T'
se obtiene sin més que considerar p =y € = —1 en la Ecuacion (6.2).

Caso (e). Sea M un grupo de Lie de Tipo IV.2 con a = § = 0. Entonces para cualquier
vector u,

72 (U§ - U%) ’YQU1U2 —72U1U3
J(u) =1 Y2uiug =2 (uf + 3u3) — 46%u3 (372 + 40%) ugus ,
Yuqius — (3’y2 + 452) UgU3 V2 (3ud — u?) + 45°%u3
0 —uz(uy —u3)  uz(uj — uj)
S(u)=37(V +0%) | —us(ud —u3)  2uiuguz  —us (uf + uj)
—u2(u§ — u%) Uy (u% + ug) —2uqUugus
Por tanto la Ecuacion (6.2) se verifica con = vy e = 1 mostrando que M es un €-espacio.
(El otro subcaso cuando 7 = § = 0 se obtiene de un modo analogo tomando u = —f3 y
e=1).

Caso (f). Finalmente, para un grupo de Lie de Tipo IV.3 con aw = 8 = 0, se tiene que los
operadores de Jacobi y de Szab6 vienen dados por

2uous —ujusg —U1U2
_ 1.2 2 2
J(u) = 37 uiuy  —uj — 3ugug 3us ,
ULU3 3u3 —u?} — 3ugus
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0 u2u§ fu%u;),
2 2
S(u) =~3 usu3 0 —wus |,
—u2u§ ulug 0

y por tanto el grupo de Lie dado de esta forma es un €-espacio considerando el endomor-
fismo

1 0 us —u2
T(u) = Y| v wm 0
us 0 —Uul

Lo anterior demuestra que cualquier variedad de Lorentz de dimensién tres homogénea
con tensor de Ricci ciclico paralelo es un €-espacio, lo cual finaliza la demostracién del
Teorema 6.2.

6.4. Variedades de Lorentz curvatura homogéneas

Recordemos que una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) se dice que es k-curvatura
homogénea si dados dos puntos p, ¢ € M existe una isometria lineal ¢ : T,M — T, M tal
que ¢*V'R, = V'R, para todo 1 < i < k. Obviamente, una variedad pseudo-Riemanniana
localmente homogénea es k-curvatura homogénea para todo k pero el reciproco es cierto
si y sOlo si el grado de homogeneidad en la curvatura es suficientemente grande. Las va-
riedades de Riemann de dimensién tres que son l-curvatura homogéneas son localmente
homogéneas, pero esto no es cierto en el caso de signatura Lorentziana, donde se necesita
homogeneidad de grado dos en la curvatura para garantizar homogeneidad local (ver por
ejemplo [95] para mas informacion y referencias sobre homogeneidad en la curvatura).

La clasificacion completa de variedades de Lorentz de dimensioén tres que son curvatura
homogéneas hasta orden 1 ha sido obtenida por Bueken y Djori¢ en [30]. Probaron que
existen exactamente dos clases de variedades 3-dimensionales de Lorentz 1-curvatura ho-
mogéneas que no son homogéneas cuyo operador de Ricci tiene forma canénica de Jordan
de Tipo Ia (el operador de Ricci diagonaliza) y de Tipo II (el operador de Ricci tiene una
raiz doble de su polinomio minimo).

Las métricas de Lorentz no homogéneas y 1-curvatura homogéneas de dimension tres
con operador de Ricci diagonalizable corresponden (al menos localmente) a la siguiente
construccion [30] (ver también [34]). Sea {e1, €2, e3}, con e3 temporal, una base ortonormal
local, G una constante real y ¢ una funciéon arbitraria tales que

le1, e2] = —e2 — (G + 2)es,
(6.3) [e1,e3] = —Gea + e3,
2(G + 1)er — gex — ges,

ez, €3]

(6.4) e1(¢) = (G +1)¢.
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La variedad de Lorentz Mj, descrita por las Ecuaciones (6.3) y (6.4) es localmente
homogénea si y solo si ¢ es constante. Ademés, el operador de Ricci correspondiente es
diagonalizable con autovalores A\ = —2(G + 1)2, Ay = A\3 = —(ea + €3)(¢), y My, nunca
es localmente simétrica (a no ser que A\; = Ay = A3).

Una variedad de Lorentz no homogénea y 1-curvatura homogénea de dimensiéon tres
cuyo operador de Ricci es de Tipo II estd dada como sigue [30] (ver también [34]). Sea
{e1, e2,e3} una base ortonormal local, con e3 temporal, sea 6 una funcion y sean C'y D
dos constantes tales que

[e1,e2] = —(0 + D)ea + £(C — 0)es,
(6.5) [e1,e3] = e(C + 0)ea + (0 — D)es,
[e2, €3] = 0,
y
(6.6) e1(0) =e—2(C+ D)6, (e2 +€e3)(0) =0,
con €2 = 1. La variedad de Lorentz Mj; descrita por las Ecuaciones (6.5) y (6.6) es

localmente homogénea si y sélo si o bien @ es constante, o C' = D = 0 y por tanto 8 verifica
e1(0) = e, (e2 +¢ce3)(8) = 0.

Ademas, el operador de Ricci tiene un tinico autovalor —2D?, el cual es una raiz doble de
su polinomio minimo. Ademés, M es localmente simétrica si y s6lo si C = D = 0.

Teorema 6.10. Sea (M, g) una variedad de Lorentz 1-curvatura homogénea no homogénea
de dimension tres. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (M, g) es un B-espacio.

(i1) (M, g) es Ricci recurrente.
(iii) El operador de Ricci de (M, g) es nilpotente en dos pasos.
(iv) (M,g) es localmente isométrica al espacio Myy con D = 0.

Demostracion. En primer lugar sea (M, g) el espacio My, dado por las Ecuaciones (6.3) y
(6.4). Para cualquier vector u = Y u;e;, se tiene que

0 us —ug
(6.7) S(u)oJ(u) =T (u)oS(u) =¢(u) | —uz 0w
—Uu2 Ul 0

donde ¥(u) = —(A2 — A1)?(ug — u3z)?(uz + u3)((2 + G)uz + Gus). Esto muestra que M,
es un P-espacio si y s6lo si Ay = A2, lo cual es una contradiccion. Ademés, fijémonos
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que (Ve,p)(e1,e2) = A1 — A2 y puesto que p(ej,ez) = 0, la variedad My, nunca es Ricci
recurrente a no ser que A1 = A, lo cual implica curvatura seccional constante.

Ahora, para el espacio M; dado por las Ecuaciones (6.5) y (6.6), un célculo directo
nos muestra que la Ecuacion (6.7), con 9 (u) = D{e(uj + 6udu3 + ui) — dugug(u3 + u2)},
se cumple para cualquier vector u = Y wu;e;. Por tanto My; es un JB-espacio si y solo si
D = 0. En este caso, el espacio Mj; es Ricci recurrente con Vp = 2Cde; ® p. Ademas,
fijémonos que una variedad de Lorentz 1-curvatura homogénea no homogénea de dimensién
tres es Ricci recurrente si y sélo si es localmente el espacio M7y con D = 0 puesto que

(ve2p)(61762) = D<€ y p(€1,62) = 0 .

Teorema 6.11. Sea (M, g) una variedad de Lorentz de dimension tres curvatura homogé-
nea. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (M,g) es un €-espacio.
(ii) El tensor de Ricci (M,g) es ciclico paralelo.

(iii) (M, g) es 1-curvatura homogénea y por tanto es localmente isométrica a un espacio
homogéneo de los obtenidos en el Teorema 6.9 o a un espacio My con C = D.

Demostracion. En primer lugar, se obtiene de [34, 33] que una variedad de Lorentz curva-
tura homogénea de dimensién tres con tensor de Ricci ciclico paralelo es necesariamente
1-curvatura homogénea y por tanto localmente isométrica a un espacio homogéneo de los
obtenidos en el Teorema 6.9 o a un espacio M;; con C' = D. Ahora, para un espacio My
con C' = D, los operadores de Jacobi y de Szabé asociados a un vector v = )  u;e; vienen
dados por

ail U1 ((02 + 6) Ug — U3) —Uu1 (UQ + (02 — E) ’LL3)
Jw)=1 w ((6’2 + s) Uy — Ug) C? % - (02 + 5) u% —C?ugus + u%
uy (ug + (C* =€) ug) C%ugug — u? euf — C? (uf + u3)

donde a1 = (02 — 5) u% — (02 + 5) u% + 2usug, y

b1 bo1 —bsy
S =C| b —2ui (upuz+¢(uf—ud))  w(uf+ui-ui) |,
b31 —u1 (2u% +u3 — u%) 2uy (5 (u% + u%) — UZUg)

donde se tiene by; = 2uy (Qqu, —€ (u% + ug)), bo1 = 2euy (u% — u2) —ug (2u% — u% — u%)
y b31 = 2 (ug — eus) u% + uo (u% — 2euous3 + u%) Ahora por el Lema 6.8 se tiene que My
con C' = D es un €-espacio, simplemente considerando el endomorfismo 71" dado por

0 —us u9
(6.8) T(u)=Ce | ug 0 —u
U —Up 0

con respecto a la base ortonormal correspondiente. O
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Observacion 6.12. Las métricas de Walker juegan un papel destacado en el estudio de las
variedades de Lorentz curvatura homogéneas. De hecho, la existencia de campos paralelos
para esta clase de variedades fue investigado en [34| mostrando lo siguiente:

(i) Una variedad M, descrita por las Ecuaciones (6.3) y (6.4) admite una distribucion
1-dimensional paralela y degenerada siy sélo si G = —1.

(ii) La variedad Mj; descrita por las Ecuaciones (6.5) y (6.6) admite una distribucion
1-dimensional paralela y degenerada si y sélo si D = 0.

6.5. Geometria del operador de curvatura antisimétrico

Los circulos unitarios (es decir, curvas c(t) de velocidad unitaria verificando la condi-
cion VoV +¢ = 0) juegan un papel muy importante en geometria pseudo-Riemanniana.
El operador de curvatura antisimétrico Ry esta definido por la restriccion del tensor cur-
vatura a circulos unitarios Ry (X) = R(d, Vo) X. Los espacios localmente simétricos
Riemannianos estan caracterizados en términos de las propiedades de los operadores de
curvatura antisimétricos teniendo autovalores constantes () y bases de Jordan paralelas
(%) a lo largo de circulos unitarios [111, 112], lo que llevé a Ivanov y Petrova a investigar
variedades de Riemann verificando alguna de esas propiedades:

() Una variedad de Riemann (M, g) se dice D-espacio si los autovalores de los operadores
de curvatura antisimétricos son constantes a lo largo de circulos unitarios.

() Una variedad de Riemann (M, g) se dice un T-espacio si existe una base de Jordan
paralela del operador de curvatura antisimétrico a lo largo de circulos unitarios.

Los 9-espacios estan caracterizados por las condiciones algebraicas V. traza Rg,) =0
para todo k. Generalizando esta condicién al caso de signatura Lorentziana, se dice que

una variedad de Lorentz (M, g) es un O-espacio si y solo si Vo traza R((f) = 0 para todo
k=2,..., dimM. Claramente cualquier variedad de Lorentz IP es un O-espacio [83]. El
reciproco es cierto en el caso de variedades de dimensién tres homogéneas:

Teorema 6.13. Sea (M, g) una variedad de Lorentz no simétrica y homogénea de dimen-
sion tres. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (M,g) es un O-espacio.
(i1) (M,g) es una variedad IP.
(i1i) El operador de Ricci de (M, g) es de rango uno o bien nilpotente en dos pasos.

Los %-espacios Riemannianos estan caracterizados por la conmutatividad del operador
de curvatura antisimétrico y su derivada covariante, es decir,

(6.9) R(d,Vud)o (VuR)(,Vud)=(VaR)(,Vud)o R(,Vud).
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Generalizando esta condicion algebraica a signatura Lorentziana, se dice que una variedad
de Lorentz (M, g) es un T-espacio si y sdlo si la Ecuacion (6.9) se verifica. Obviamente
cualquier variedad de Lorentz curvatura recurrente es un €-espacio. El reciproco es cierto
en el caso de que la variedad sea homogénea de dimension tres.

Teorema 6.14. Sea (M,g) una variedad de Lorentz de dimension tres homogénea no
simétrica. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (M,g) es un T-espacio.
(i1) (M,g) es curvatura recurrente.
(111) (M,g) es Ricci recurrente.
(iv) El operador de Ricci de (M, g) es nilpotente en dos pasos.

Observacioén 6.15. Los Teoremas 6.13 y 6.14 se extienden de modo natural al contexto
en el que la variedad sea 1-curvatura homogénea como sigue:

(i) Una variedad Lorentziana de dimension tres no homogénea 1-curvatura homogénea
es un -espacio si y solo si es una variedad IP (es decir, localmente un espacio M,
con A2 = A3z = 0; o localmente un espacio My; con D = 0).

(ii) Una variedad Lorentziana de dimension tres no homogénea 1-curvatura homogénea
es un T-espacio si y solo si el tensor de Ricci es recurrente (es decir, localmente un
espacio My con D = 0).

Observaciéon 6.16. Las clases de P-espacios y F-espacios coinciden en el contexto de
variedades 1-curvatura homogéneas de dimensién tres.

Observacién 6.17. En el caso Riemanniano, una variedad es localmente simétrica si y
solo si es simultaneamente un O-espacio y un T-espacio. Esto no es cierto en el caso de
signatura Lorentziana donde las variedades de dimensién tres 1-curvatura homogéneas con
operador de Ricci nilpotente en dos pasos son a la vez -espacios y ¥-espacios, pero no
son necesariamente localmente simétricas (incluso no son localmente homogéneas).
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Capitulo 7

Espacios simétricos generalizados

Los espacios simétricos fueron caracterizados geométricamente por Cartan por el hecho
de que sus simetrias geodésicas son isometrias. Este resultado motivo el estudio de diversas
condiciones sobre las simetrias geodésicas y otros tipos de transformaciones locales en un
intento de generalizar los espacios simétricos. Asi, D’Atri y Nickerson [61] iniciaron el
estudio de las variedades cuyas simetrias geodésicas preservan el volumen. En [60] se planted
la investigacion de una clase mas amplia de transformaciones locales, las transformaciones
geodésicas, que posteriormente fueron estudiadas en relacion a los espacios armonicos [88].
Distintas propiedades de las reflexiones geodésicas con respecto a puntos y subvariedades
fueron consideradas en [47, 48, 156].

Centrandonos en las transformaciones locales alrededor de un punto fijo, el estudio se
ha basado en el analisis de aplicaciones locales no necesariamente involutivas (512J = 1d),
’; = Id para
algin natural k. El estudio de los llamados espacios simétricos generalizados surge en este
contexto. Dos ejemplos ilustrativos de estas transformaciones se construyen de la siguiente
forma: sea (M, g,J) una variedad casi Hermitica y p € M. La transformacion local

sino en la existencia e influencia geométrica de isometrias s, para las que s

Spp: expp(ru) — expp(rJu)

verifica s? , = Id (véase [137] para més informacion). Mds interesante para nuestro propo-
2.
sito es la siguiente familia. Asociada a una estructura casi Hermitica (g, J), consideramos

una raiz de orden tres de la unidad S = %Id +§J y las transformaciones
ss,p 1 €xp,(rTu) = exp,(rSu)

verifican sgp = Id, siendo el germen de la teoria de espacios 3-simétricos (véase [106] para
mas informacion).

Generalizando las construcciones anteriores, una s-estructura en una variedad pseudo-
Riemanniana (M, g) es una familia {s,,p € M} de isometrias de la variedad de modo que p
es un punto fijo aislado, las cuales se llaman simetrias en p. (M, g) es un espacio simétrico
si para cada punto p € M admite una simetria s, la cual es una reflexion geodésica en p (es
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decir, 312) = Idj; para todo p € M). Una s-estructura se dice que es regular si la aplicacion
(p,q) € M x M — sp(q) es diferenciable y ademaés, para cada par de puntos p,q € M se
tiene

SpoSqg=sposy, donde D=sp(q).

Una s-estructura {s,} se dice que es de orden k (k > 2) si para todo p € M, s’; =1Idy, y
k es el minimo de todos los naturales que verifican dicha propiedad. Ademas se dice que
una s-estructura es de orden infinito si no existe ningtn natural k£ para el que sl; = Idyy.

Un espacio simétrico generalizado es una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) con al
menos una s—estructura regular. Kowalski ha probado que los espacios simétricos genera-
lizados son necesariamente homogéneos y en [120] dio una clasificacién de los mismos en
dimensiones bajas.

Nuestro objetivo en este capitulo es mostrar la existencia de ciertas estructuras adicio-
nales asociadas a la curvatura de los espacios simétricos generalizados y caracterizar estos
espacios por la existencia de dichas estructuras. Para ello, nos centraremos en los casos de
dimensién tres y cuatro, mostrando en primer lugar una descripciéon de los mismos y las
estructuras subyacentes a su curvatura.

7.1. Estructuras subyacentes a los espacios simétricos gene-
ralizados

Es bien conocido que todo espacio 3-simétrico posee una estructura casi Hermitica
subyacente inducida por la s-estructura. Nuestro acercamiento se basaré en el estudio de la
curvatura y la posibilidad de construir ciertas estructuras asociadas a la misma inspirados,
de alguna manera, por el Teorema de Goldberg-Sachs.

7.1.1. Espacios simétricos generalizados en dimensiéon tres

En dimensién tres existe un tinico espacio simétrico generalizado que es de orden k = 4
y puede presentar signatura tanto Riemanniana como Lorentziana [45]. (M, g) es el espacio
R3 con coordenadas (z,y,t) y métrica

(7.1) g = =£(e*drodx+ e *dyody)+ A\dtodt,
donde A # 0 es una constante real cuyo signo determina la signatura.

Un calculo directo muestra que el operador de Ricci del espacio simétrico generalizado
dado por la Ecuacion (7.1) se expresa, independientemente de la signatura considerada,
como

0
Ric = 0

o o O
o O O

_2
Py
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Teniendo en cuenta [83, 113], todo espacio simétrico generalizado de dimension tres,
independientemente de su signatura, es una variedad IP. Ademés, el operador de Ricci
define una estructura casi producto P, i.e., P> =Id y g(PX, PY) = g(X,Y), sin més que
considerar P = 0}, Ric ~ % (ker Ric)L> esta estructura es integrable pues tanto la distribucion

ker Ric como (ker Ric)* son integrables, ya que ker Ric = ({0, 0, }) v (ker Ric)* = ({0;}).

A continuacién estudiaremos la posibilidad de caracterizar los espacios simétricos ge-
neralizados 3-dimensionales entre los espacios homogéneos a partir de esas dos propie-
dades. Recordemos primero un resultado clésico de clasificacion de las algebras de Lie
3-dimensionales Riemannianas.

Teorema 7.1. [135] Sea G un espacio homogéneo Riemanniano de dimension tres y cur-
vatura seccional no constante. Entonces G viene dado por una de las siguientes dlgebras de

Lie:
1) Si g es unimodular existe una base ortonormal {e1, ea,e3} de modo que los corchetes
se expresan como

[61762] = (x ez, [61763] = _5627 [62763] =7e1.

2) Si g es no unimodular existe una base ortonormal {e1,e2,es} de modo que los cor-
chetes se expresan como

le1,e2] = aes + [es, le1,e3] = vex + des, lea, e3] = 0,
donde o + 6 = 2.

Para el caso Riemanniano obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 7.2. Sea (M, g) un espacio homogéneo Riemanniano no simétrico de dimension
tres. Entonces, (M, g) es localmente isométrico al unico espacio simétrico generalizado de
dimension tres si y solo si (M, g) es IP y el operador de Ricci define una estructura casi
producto P integrable.

Demostracion. Ivanov y Petrova demostraron que toda variedad de dimensiéon tres IP
Riemanniana tiene dos curvaturas principales de Ricci cero y una no nula [113]. Milnor
prob6 que todo grupo de Lie de dimensién tres no unimodular verifica que al menos dos
de las curvaturas principales de Ricci son negativas [135], y por lo tanto nunca son IP.
Analizando la condicién de ser IP para los grupos de Lie unimodulares dados en el Teorema
7.1, teniendo en cuenta que

3(7* = (a = B)?) 0 0
Ric = 0 s+ 8=y (—a+8+7) 0 :
0 0 3(@® = (6-7)%)
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se tienen las tres posibilidades siguientes:

Caso 1: Las constantes de estructura verifican o = 4+, 8y # 0. En este caso, el operador
de Ricci se expresa como

00 0
Ric=[00 0o |,
0 0 28y

y la estructura casi producto inducida por el operador de Ricci, P = oy i — T (ker Ric)L>
estd dada por

10 0
P=| 01 0 ,
0 0 —1
y un célculo directo muestra que es integrable si y sélo si o = 0, es decir, v = —(.

Caso 2: Las constantes de estructura verifican o = 3 — =, (6 — )y # 0. El operador de
Ricci y la estructura casi producto asociada estan dadas por

0 0 0 1 0 0
Ric=1 0 2B—7v)7y 0 |, P=|10 -1 0 |,
0 0 0 0 0 1
y se sigue que P es integrable si y sélo si § = 0, es decir, a = —.

Caso 3: Las constantes de estructura en este tltimo caso verifican a = v— 3, 5(y— ) # 0.
En este caso, el operador de Ricci y la estructura casi producto asociada se expresan como

28(y—=p) 0 0 -1 0 0
Ric = 0 0 0 |, P= 0o 10 |,
0 0 0 0 01
y por lo tanto la estructura casi producto es integrable si y s6lo si v = 0, es decir, 8 = —a.

Es inmediato comprobar que los casos obtenidos son isomorfos, lo que concluye la
demostracion. O

En lo que sigue veremos que un resultado analogo al anterior no es posible en signatura
Lorentziana. Para ello usaremos el siguiente resultado (véase también la Seccion 6.1).

Teorema 7.3. [83] Un espacio homogéneo Lorentziano de dimension tres no simétrico,
conezo, completo y simplemente conexo es IP si y sdlo si es un grupo de Lie G dado por
una de las siguientes dlgebras de Lie:

1. Si g es unimodular entonces existe una base ortonormal {e1, e2,e3} de g de signatura
(+ + —) tal que se corresponde con una de las siguientes dlgebras de Lie:
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le1, ea] = —es, le1, e3] = —PBea, e2, €3] = aey,
(914): § donde a=v-B#0, 3#0, o a=F-7#0,v#0,
o a=pfB+v, By#0.

( ) [617 62] = /862 —es, [617 63] = —"e2 — 6637 [627 63] = 27617
91p):
! donde (3 # 0.
(11) [e1, €2] = Sea — (B — 3)es, e1,e3] = —(B+ 1)ez — 3es,
grr):
[e2, e3] = aeq, donde a=0#p8, o a=28+#0.
(111): [e1, 2] = —Jsen, leres] = —Jse1, ez e8] = pea — ses.

2. Si g es no unimodular, entonces

2.a Eziste una base ortonormal {e1,e2,e3} de signatura (—+ +) tal que

[e1, €2] =0, le1, e3] = £5Be1 + Beo, [e2,e3] =0,
(81v.a):

donde [ #0.
2.b Existe una base ortonormal {e1, es,es} de signatura (— + +) tal que

e1,e2] =0, [e1,e3] =0, le2, e3] = yer £ J5yes,
(8rve):

donde v # 0.

2.¢ Eziste una base pseudo-ortonormal (los productos no nulos estin dados por
(e1,e1) =1 y (e2,e3) = —1) tal que

le1,ea] =0, le1, e3] = aer + Beg, [e2, e3] = dea,
(grve):
donde a(a—0)#0, a+dJ#0.

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado para los espacios simétricos genera-
lizados de dimensién tres Lorentzianos.

Teorema 7.4. Sea (M, g) un espacio homogéneo Lorentziano no simétrico de dimension
tres. Entonces, (M, qg) es IP con operador de Ricci diagonalizable y el operador de Ricci

define una estructura casi producto P integrable si y sélo si es un grupo de Lie G dado por
una de las siqguientes dlgebras de Lie:

(612) le1, 2] = —es, le1, e3] = —Bea, le2, e3] = ey,
9Ia):
donde a=—-0#0, y=0, o a=—-—y#0, =0,

(g ) { [61762] = /8627 [81’63] = _6637 [62763] = 07
" s#o,
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donde {e1,e2,e3} es una base ortonormal de signatura (+ + —).
Demostracion. Analizaremos por separado los diferentes casos dados por el Teorema 7.3.

Tipo g1. Consideremos en primer lugar el caso o« = v — (3 # 0, B # 0. El operador de
Ricci esta dado por

0 0 0
Ric = 0 0 0
0 0 28(8-17)
En este caso la estructura casi producto se expresa como
1 0 O
P = 01 0 ,
0 0 -1

y es integrable si y s6lo si v = 0.
Ahora, en el caso en que o = 3 — v # 0, v # 0, se tiene que el operador de Ricci y la
estructura casi producto que define se expresan como

0 0 0 1 0 0
Ric=1 0 2v(yv—p) 0 |, P=10 -1 0],
0 0 0 0 0 1

siendo P integrable si y s6lo si 8 = 0.
Por 1ltimo, consideremos el caso o = 3+, 57 # 0. En este caso, el operador de Ricci
y la estructura casi producto P que define estan dados por

—28y 0 0 -1 0 0
Ric = o oo0]|, P=|o0 10
0 00 0 0 1

La estructura P es integrable si y sélo si @ = 0. Es inmediato comprobar que esta familia
es isomorfa a la dada por a = —y # 0, 8 = 0.

Tipo grp. En este caso el operador de Ricci y la estructura casi producto P asociada se
expresan como
—2(82++%) 0 0
Ric = 0 0 0 |, pP=
0 00

y asi P es integrable si y solo si v = 0.

Tipo grr. En este caso, si a = 0 # 3 el operador de Ricci es nilpotente en dos pasos. En
otro caso, si & = 203 # 0 se tiene que el operador de Ricci y la estructura casi producto
que define estan dados por

—26%2 0 0
Ric = 0o 00 |, P=
0 0 0
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y se comprueba que en este caso P no es integrable.

Tipo grrr- Un calculo directo muestra que en este caso el operador de Ricci es nilpotente
en dos pasos.

Tipo grv.e. Un calculo directo muestra que el operador de Ricci y su estructura casi pro-
ducto asociada se escriben como

0 0 0 1 0 0
Ric={0 -2 o), P={0-10],
0 0 0 0 0 1

y se comprueba facilmente que P no es integrable, pues 3 # 0.

Tipo grvp. En este caso tenemos que el operador de Ricci y la estructura casi producto
asociada se expresan como

72

T2
Ric = 0
0

oo o
oo o
e
Il

y se sigue que P no es integrable por ser v # 0.

Tipo grv... En este caso se comprueba facilmente que el operador de Ricci es nilpotente en
dos pasos, lo que concluye la demostracion. O

Una estructura casi contacto en una variedad M de dimensién 2n + 1 es un triple
(p,€&,m) formado por un campo de tensores de tipo (1,1), ¢, una 1-forma, 1, y un campo
de vectores, &, verificando

¢(§) =0, noe =0, Rango(p)=2n.

Una métrica pseudo-Riemanniana g se dird adaptada si

9(pX, Y ) =g(X,Y) —en(X)n(Y) v  g9(X,§) =en(X),

donde € € {—1,+1}. En tal caso se dird que (M, p,&,n,g) es una variedad casi contacto
meétrica.

Denotando con x el producto vectorial en R? inducido por los cuaternios, para cada
vector unitario £ existe una estructura casi contacto asociada dada por

p(X)=Ex X, n(X)=g(§X).
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Una estructura casi paracontacto en una variedad M de dimensién 2n + 1 es un triple
(p,&,m) formado por un campo de tensores de tipo (1,1), ¢, una 1-forma, n, y un campo
de vectores, £, verificando

p(§) =0, noe =0, Rango(p)= 2n.

Una métrica g se dird adaptada si

9P X, 0Y) = —g(X,Y) +en(X)nY) v  9(X,§) = en(X),

donde € € {—1, +1}. En tal caso se dira que (M, ¢, £, 7, g) es una variedad casi paracontacto
métrica.

Denotando con x el producto vectorial en L? inducido por los paracuaternios, para
cada vector unitario £ la estructura dada por

p(X)=Ex X, n(X)=eg(§,X),

es casi contacto si £ es temporal y casi paracontacto si £ es espacial.

Como consecuencia de lo anterior y del Teorema 7.4 se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 7.5. Sea (M, g) un espacio homogéneo Lorentziano no simétrico de dimension
tres. Entonces, (M,g) es localmente isométrico al unico espacio simétrico generalizado
Lorentziano de dimension tres si y sdlo si (M, g) es IP y es operador de Ricci define una
estructura casi producto P integrable inducida por una estructura casi contacto métrica.

7.1.2. Espacios simétricos generalizados en dimensién cuatro

La clasificacion de los espacios simétricos generalizados en dimensioén cuatro presenta
una mayor riqueza. Es importante senalar que en el caso Riemanniano existe una tdnica
posibilidad no simétrica dada por un espacio 3-simétrico. Sin embargo, cuando la signatura
es neutra se pueden presentar tanto espacios de orden tres como de orden infinito. Ademés,
como veremos, no existe ningin espacio simétrico generalizado no trivial en signatura
Lorentziana.

La clasificacion de los espacios simétricos generalizados en dimensién cuatro fue dada
por Cerny y Kowalski en [45] (véase también [118, 119, 132]). Tales espacios se presentan
en cuatro familias como sigue.

Espacios simétricos generalizados de Tipo A

Esta clase comprende dos familias donde la métrica o es definida o de signatura neutra.
(M, g) es el espacio R* con coordenadas (z,y,u,v) y métrica

(7.2) g = x[(—z++1+22+y?)duodu+ (x++/1+ 2%+ y?)dvodv — 2ydu o dv]
- +A[(1 4+ yH)dz o dx + (1 + 22)dy o dy — 2xydx o dy] /(1 + 2% + 32),
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donde A es un namero real no nulo. Las signaturas posibles para este espacio son (4,0),
(0,4) vy (2,2). Los espacios simétricos generalizados de Tipo A son de orden 3.

Veremos que en cualquier caso la variedad estd equipada de forma natural con un
par simpléctico (y por tanto foliada por superficies minimales complementarias), de modo
que una de las estructuras simplécticas es paralela. Los siguientes resultados resumen lo
obtenido en esta seccion.

Teorema 7.6. Un espacio simétrico generalizado de Tipo A estd equipado de forma natural
con un par simpléctico (Qy,Q_) tal que (M,qg,Q4,Q_) es una variedad casi Kdihler y
opuesta Kdhler con tensor de Ricci Jy-invariante, tanto en el caso definido como en el de
stgnatura neutra.

Teorema 7.7. Un espacio simétrico generalizado de Tipo A es una variedad casi Kihler
y opuesta Kdhler foliada por superficies minimales complementarias.

En lo que sigue distinguiremos el caso definido positivo del caso de signatura neutra.

El caso definido positivo.

Supongamos que la signatura es Riemanniana (4 +++). Entonces la métrica esta dada
por la Ecuacién (7.2):

g = (—z+v1+22+y?)duodu+ (x4 /1+ 22+ y?)dv o dv — 2ydu o dv
HA[(1 + y?)dz o dz + (1 + 22)dy o dy — 2zydx o dy] /(1 + z? + y?).

Consideramos la siguiente base local ortonormal (asumiendo A > 0):

1 R Vi
= \/W( 10y +m8y), €2 = \/)\(T_Hﬂ)(max +yay)7

03 = TV 5 L1 5 ey = TN L 1 g
3 Vayp_r % V2pq Y Voypr % V2 Y

donde p(z,y) = \/ e (x_ Ty ﬁg?er x2+y2) . Puesto que la variedad es homogénea,

trabajaremos en un entorno de un punto donde la construccién anterior esté bien definida
y usaremos las isometrias locales para extender los objetos a toda la variedad.

Consideramos la orientacion en M la dada por la base {e1, ..., e4}. Entonces un calculo
largo pero directo muestra que los operadores de Weyl autodual y antiautodual se expresan
con respecto a la base {E} dada por la Ecuacion (1.4) como

1 1
. 5 0 0 . 35 0 0
wE= o oo ). we=o g0
0 0 -4 0 0 &
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1

Observemos que ambos operadores tienen un autovalor distinguido, +55,

asociado esti generado por Efr y B, respectivamente.

Puesto que los espacios simétricos generalizados son homogéneos y asumimos simple-
mente conexos (en otro caso trabajarfamos sobre el recubrimiento universal) se tiene que
ker(W* ¥ 55 Id AZ ) define 2-formas Q4 = v2E globalmente en M. Ademas se tiene que

Q+/\Q,:0, Q+/\Q+:—Qf/\97,

y por tanto (Q4,Q_) definen un par simpléctico cuando Q4+ son cerradas. Estudiaremos
sus propiedades de forma separada.

Empezamos con la 2-forma autodual Q; = e! A e? + €3 A e*. La 2-forma € induce
una estructura casi Hermitica en la variedad M cuya estructura casi compleja J (defini-
da por la ecuacion g(J+X,Y) = Q(X,Y)) se expresa con respecto a la base ortonormal
{e1,e2,€e3,€4} como

cuyo autoespacio

0 -1 0 0
1 0 0 0
=10 0 0o -1
0 0 1 0

Entonces (g, J4) es una estructura casi Hermitica en M, donde una descripcion de la
estructura casi compleja en coordenadas es como sigue

_ Ty z2+1 0 0
Vai4y2 41 /a4y +1

—y?—1 Ty 0 0
Jy = \/12+y2+1 \/:1:2+y2+1

0 0 Yy —r— 2?2 +y2+1
0 0 Vai+yP+1l—x —y

Analogamente {24 se expresa en coordenadas locales como

Q= édy/\da:—i—du/\dv.
Vrz+y2+1
Un calculo directo muestra que 2+ es una forma simpléctica. Fijémonos que la cons-
truccion anterior se apoya Unicamente en propiedades de la curvatura (y por tanto es
invariante por isometrias locales). Puesto que M es homogénea se tiene que un espacio
simétrico generalizado de Tipo A Riemanniano estd equipado de forma natural con una
estructura casi Kahler.

Procedemos de modo anélogo con la 2-forma antiautodual Q_ = el A e? — e3 A e?.
La 2-forma €2_ induce una estructura casi Hermitica en la variedad M cuya estructura
casi compleja J_ (definida por g(J_X,Y) = Q(X,Y)) se expresa con respecto a la base
ortonormal {ej, s, e3,e4} como

J_ =

o O = O
o= OO
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Entonces (g, J_-) es una estructura casi Hermitica en M, donde una descripcion de la
estructura casi compleja en coordenadas es como sigue

- il 0 0
Va2 4y? 4+l a2y 41
—y° -1 2y 0 0
J_ = \/:1:2+y2+1 \/x2+y2+1
0 0 —y r+y22+y?+1

0 0 r— /2 +y+1 y

Analogamente 2_ se expresa en coordenadas locales como

Q_ = édy/\dx—i—dv/\du.
Vi +y?2+1

Un céalculo directo muestra que {)_ es una forma simpléctica. Ademas, la 2-forma €_ es
paralela y por tanto (g, J—) es una estructura Kéhler. De nuevo toda esta construccion se
apoya Unicamente en propiedades de la curvatura (y por tanto es invariante por isometrias
locales). Puesto que M es homogénea se tiene que un espacio simétrico generalizado de
Tipo A Riemanniano estd equipado de forma natural con una estructura casi Kéhler y
opuesta Kahler.

Por dltimo, el tensor de Ricci esta dado por

—y? -1 Ty 0 0
_ 3 Ty —22—-1 0 0
P2+ 2+ 1) 0 o 0o |
0 0 0 0
y por lo tanto es Ji-invariante.
El caso de signatura neutra.
Sea (M, g) la variedad pseudo-Riemanniana de signatura neutra (— —++) con métrica

dada por la Ecuacion (7.2) en la forma

g = (x—+1+22+y?)duodu— (x ++/1+ 22+ y?)dvodv+ 2yduodv
HA[(1 + y?)dz o dx + (1 + 22)dy o dy — 2xydx o dy] /(1 + z% + y?).

Como los calculos son analogos al caso anterior, omitiremos los detalles. Senialar que, al
contrario de lo que ocurria en el caso definido positivo, la forma de Kahler y la estructura
compleja inducen orientaciones opuestas en el caso de signatura (2,2). Por ello considera-
mos la siguiente base ortonormal (asumimos A > 0):

o = TVIH g L 1
Voypr % V2

1
11?2 2 2
es = (5 ) @0e +y0y). s = s (—y0, + D)),

TV +y? 1
0 eg == 0 0
vV 2 \/iyﬂfl h + \/5“71 vy
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ey2+<m—«/:p2+y2+1) <xe+ 22492
mientras que e3 y e4 son vectores espaciales.
Los operadores de curvatura de Weyl autodual y antiautodual se escriben del siguiente
modo

/2 2
donde pe(z,y) = \/ e ) . Aqui e1 y eg son vectores temporales

1 1
X —x 0 0 ) x 00
0 0 Ix 0 0 —4x

De nuevo se obtiene que los autoespacios distinguidos de los operadores de Weyl W+
definen globalmente 2-formas simplécticas QO+ = el Ne?2 T e Aet en M; en coordenadas
locales estan dadas por

_ A
Q- = r_i_yzﬂaly Adx + dv A du,
_ A

de forma que (2_,Q4) es un par simpléctico. Ahora, las estructuras J_ y J; asociadas se
expresan, con respecto a la base ortonormal, como

0O 1 0 O 0O 1 0 O
-1 0 0 O -1 0 0 O
=1 0 0 0 1| Te=1 0 00 -1 |
0O 0 -1 0 0O 01 O
y en coordenadas locales estan dadas por
_ Ty 142 0 0
Va2 y? 1 a2y
—y° - 2y 0 0
Ji g \/ac2+y2+1 \/£E2+y2+1 s
0 0 y —r—r2+y?+1
0 0 —z+ a2 +y?+1 —y
Ty —x2-1 0 0
\/a:2+y2+1 \/m2+y2+1
y3+1 _ Ty 0 0
JJr g \/$2+y2+1 \/12+y2+1

0 0 y —x— /22 +y2+1
0 0 Vi +y?+1—x —y
Ademés Q) es paralela, por lo que la estructura casi compleja asociada Jy es integrable y

por tanto (M, g, J+) es una estructura indefinida Kéhler.
Por dltimo, el tensor de Ricci esta dado por

—y? -1 Ty 0 0

_ 3 Ty —22—-1 0 0
P o+ 2+ 1) 0 o 0o |

0 0 00
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y por lo tanto es J_-invariante.

Espacios simétricos generalizados de Tipo B

Este espacio se corresponde con R* con coordenadas (z,y,u,v) y métrica
(7.3) g=Adxodx+dyody+dxody)+e Y(2dx + dy) o dv+ e *(dx + 2dy) o du,

donde A € R. En este caso la tnica posibilidad para la signatura de la métrica es (2, 2).
Los espacios simétricos generalizados de Tipo B son de orden 3.

En el estudio de la geometria de los espacios simétricos generalizados de Tipo B la
constante A\ juega un papel fundamental. De hecho, un calculo directo muestra que todo
espacio simétrico generalizado de Tipo B tiene tensor de Weyl paralelo (esto es, es confor-
memente simétrico) y es localmente conformemente llano (i.e., W = 0) si y sélo si A = 0.
Asi pues, distinguiremos dos casos en funcion del parametro .

Caso X # 0.

Como se mostro en [70], el operador de Ricci de toda variedad estrictamente conforme-
mente simétrica (i.e., VW = 0 pero W # 0y VR # 0) verifica Rango(Ric) < 2. Ademas el
tensor de Weyl se obtiene a partir del tensor de Ricci como producto de Kulkarni-Nomizu,
—2FW = p® p, para alguna funciéon F' que se anula en los puntos donde Rango(Ric) < 1.
Si M es homogénea, entonces F' debe de ser constante, y o bien F' = (, en cuyo caso se dira
que M es parabolica, o bien F' # 0 (equivalentemente Rango(Ric) = 2); en este altimo
caso, M se dira eliptica o hiperbélica dependiendo de si p es semidefinido o no.

Ahora bien, se sigue de la Ecuacion (7.3) que el operador de Ricci, Ric, y el tensor de
Ricci, p, correspondiente a una métrica de Tipo B verifican

0 0 00 —%—%00
Ric — 0 0 00 p=| 3 3 00

0 -2 00 [’ 0 0 00|

—%ev 0 0 0 0 0 00

y por lo tanto Ric es nilpotente en dos pasos y p es semidefinido negativo. Ademés, se
sigue de la Ecuacion (7.3) que el tensor de Ricci de todo espacio simétrico generalizado de
Tipo B con A\ # 0 verifica —2FW = p ® p, donde F = —3%. Derdzinski probo en [63] la
existencia de un tinico espacio homogéneo eliptico conformemente simétrico no trivial cuyo
operador de Ricci es de rango dos y con tensor de Ricci semidefinido negativo. Tal espacio
en dimension cuatro, M% 5, viene dado en coordenadas (z,y, u,v) por la métrica (para

E,2,—353
_ 8
F=-3)

1 4 1 1
2?]6_510g4 + 21F€§ log 4 _2ue—€log4 0 eElOg4
1 1 4 1
. —=log4 o —=log4 1 Zlog4 = log4
o 2ue” 6 2ve” s ! + 5pes es 0
0 eslosd 0 0

et log4 0 0 0
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Teorema 7.8. Sea (M, g) un espacio simétrico generalizado de Tipo B con X\ # 0. Entonces

(M, g) es localmente isométrico al espacio Mé o 8-
1< 3A

Demostracion. El espacio simétrico generalizado de Tipo B con A # 0 es eliptico (el tensor

de Ricci es semidefinido) y F = —3%. Por tanto, de acuerdo con [63, Teorema 1, Corolario

1], (M, g) es localmente isométrico a Mé _ s, obteniéndose asi el resultado. O
1< 3A

Caso A = 0.

Fijémonos que un espacio simétrico generalizado de Tipo B es estrictamente conforme-
mente simétrico si y sélo si A # 0, y conformemente llano para el caso A = 0. Ademas un
espacio simétrico generalizado de Tipo B es semisimétrico si y sélo si es conformemente
llano, es decir, A = 0; por ello el tratamiento de este caso es completamente distinto al
visto anteriormente. El resultado que obtenemos es el siguiente:

Teorema 7.9. Todo espacio simétrico generalizado de Tipo B conformemente llano se
corresponde con la extension de Riemann (T*X, gp) de una superficie afin (X, D), donde D
es una conexion afin proyectivamente llana con tensor de Ricci simétrico y no degenerado.

Demostracion. Un célculo directo muestra que la distribucion © = ({9, 9, }) en el espacio
simétrico generalizado Tipo B conformemente llano es nula y paralela, por lo que este
espacio se corresponde con una variedad de Walker. Ademés, el Teorema, 1.8 y los resultados
obtenidos en [1| muestran que dicho espacio simétrico generalizado se corresponde con
la extension de Riemann de una superficie 3 dotada con una conexién proyectivamente
llana D. Un calculo largo pero directo muestra que R(a,b)R(c,d) = R(c,d)R(a,b) para
cualesquiera vectores a, b, ¢, d, y por lo tanto el tensor de Ricci de la superficie X es
simétrico [22]. Por altimo, se comprueba facilmente que (T*%, gp) no es IP y por lo tanto
el tensor de Ricci de la superficie (3, D) es no degenerado [41]. O

Espacios simétricos generalizados de Tipo C

Este espacio se corresponde con R* con coordenadas (z,y,2,t) y métrica
(7.4) g==%('dvodr +e *dyody+dzodt),

siendo de signatura Lorentziana (1,3) 6 (3, 1). Las métricas dadas por la Ecuacion (7.4) son
métricas de un producto warped doble N x f, R X ¢, R con base llana N = (R?(z, ), dz odt)
y funciones de deformacion f1(z,t) = €', fo(z,t) = e~. Los espacios warped miltiples que
son localmente conformemente llanos han sido estudiados en [25] donde se muestra que un
producto warped doble IV x ¢, R X, R como el anterior es localmente conformemente llano
si y soélo si las siguientes condiciones se verifican:

(i) La métrica conforme g; = fi_de o dt es de curvatura constante, ¢ = 1, 2.
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(ii) Las funciones de deformacion verifican la condicion de compatibilidad

Afi Af2:2<vflavf2>
bil f2 hHf:

La condicion (i) es inmediata. Por otra parte, para una funcion arbitraria f(z,t) en N se

tiene que Af = 45;5; yVf= 2%{62 + 2%@, de donde se sigue (ii), por lo que se concluye
que las métricas dadas por la Ecuacion (7.4) son localmente conformemente llanas. Ademaés,
se demostro en [35] que el tensor de Ricci de un espacio de Tipo C es paralelo, y por tanto
las métricas Lorentzianas de Tipo C son localmente simétricas.

Espacios simétricos generalizados de Tipo D
(M, g) es el espacio R* con coordenadas (z,y, u,v) y métrica
g = (senh(2u) — cosh(2u)sen(2v))dz o dx
(7.5) +(senh(2u) + cosh(2u) sen(2v))dy o dy
—2 cosh(2u) cos(2v)dx o dy + A(du o du — cosh?(2u)dv o dv),

donde A es una constante real no nula. La signatura es siempre (2,2) y los espacios simé-
tricos generalizados de Tipo D son siempre de orden infinito.
Consideremos la base local ortonormal dada por (asumimos A > 0):

e] = m@v, ey = ﬁ ((sec(2v) + tan(2v))90y + 9y) ,
e3 = %(‘)u, eq4 = # ((tan(2v) — sec(2v))0,) + 0y) ,
Ve

donde ey, es son vectores temporales mientras que es y eq son vectores espaciales. Con
respecto a la base inducida dada por la Ecuacion (1.4) los operadores de Weyl autodual y
antiautodual se expresan como sigue

-3 0 0 $ 0 0
wr=| 0o 2 0 |, W =[0-%0
0 0 —3 0 0 1

Ambos operadores tienen un autovalor distinguido, :I:%, cuyos autoespacio asociado es
unidimensional. Sean QL = \EE2i las 2-formas definidas globalmente como secciones de
ker (WE¥21d Az)- Puesto que la métrica dada en la Ecuacion (7.5) es de signatura neutra,
las métricas inducidas en A% tiene signatura Lorentziana y se obtiene que ||Q4| = —2.
Por tanto, 21 son las formas de Kéhler de dos estructuras casi paraHermiticas (es decir,
I =1dy g(J+X,Y) + g(X,3+Y) = 0) definidas por g(J+X,Y) = Q+(X,Y), induciendo
asi orientaciones opuestas en M [114].
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Comenzamos con el analisis de la 2-forma Q; = e' A e? + e A e*. Un calculo directo
muestra que la representacion matricial de la estructura J4 con respecto a la base orto-
normal {ej,eq, e3,e4} €s

()

+

Il
o= oo
—_ o oo

oS o o
o O = O

Entonces la estructura paracompleja J se expresa en la base de campos coordenados como

— cos(2v) cosh(2u) cosh(2u) sen(2v) + senh(2u) 0 0

cosh(2u) sen(2v) — senh(2u) cos(2v) cosh(2u) 0 0
0 0 0 cosh(2u) |’

0 0 sech(2u) 0

y la correspondiente 2-forma de Kéahler
Q4 = dx Ady + Acosh(2u)dv A du.

Ahora, un calculo directo nos muestra que € es cerrada y por tanto todo espacio simétrico
generalizado de Tipo D esté naturalmente equipado con una estructura casi paraKéhler.

De forma analoga la 2-forma antiautodual Q_ = e! Ae® —e? Ae? define una estructura
casi paraHermitica (g,J_) cuya estructura casi paracompleja J_ se expresa en la base
ortonormal {ej, eq, e3,e4} como

0 0 1 0
|0 0o 0o -1
Tl 0 0 0 |
0 -1 0 O
y en coordenadas como
cos(2v) cosh(2u) — cosh(2u) sen(2v) — senh(2u) 0 0
senh(2u) — cosh(2u) sen(2v) — cos(2v) cosh(2u) 0 0
0 0 0 cosh(2u)
0 0 sech(2u) 0

Ahora la 2-forma de Kéhler 2_ se expresa en coordenadas como
Q_ =dy A dx + Xcosh(2u)dv A du,

por lo que un calculo directo muestra que 2_ es una estructura simpléctica. Ademas se
prueba que V€1_ = 0 y por tanto todo espacio simétrico generalizado de Tipo D esta
dotado de forma natural con una estructura casi paraKéahler y opuesta paraKéhler.
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Por dltimo, el tensor de Ricci esta dado por

00 0 0

oo o 0

P=1 00 -6 0 :
0 0 0 6cosh?(2u)

y por lo tanto es Ji-invariante.

Resumiendo todo lo anterior, tenemos los siguientes resultados:

Teorema 7.10. Un espacio simétrico generalizado de Tipo D estd equipado de forma natu-
ral con un par simpléctico (Q4,Q_) tal que (M, g,Q1,Q_) es una variedad casi paraKdhler
y opuesta paraKdhler con tensor de Ricci J+-invariante.

Teorema 7.11. Cualquier espacio simétrico generalizado de Tipo D es una variedad es-
trictamente casi paraKdhler foliada por superficies minimales complementarias.

Observacion 7.12. Los espacios simétricos generalizados de Tipo D tienen una estructura
opuesta paraKahler y por tanto son métricas de Walker [21].

7.2. Caracterizacion de los espacios simétricos generalizados
de Tipo A

Todo espacio homogéneo en dimensién cuatro es simétrico o un grupo de Lie. En lo
que sigue estudiaremos la posibilidad de caracterizar los espacios simétricos generalizados
de Tipo A de signatura neutra en términos de las estructuras subyacentes a los mismos
construidas en la seccién anterior. Para conseguir este objetivo sera de utilidad el siguiente
resultado (que caracteriza el espacio simétrico generalizado de Tipo A Riemanniano):

Teorema 7.13. 81| Sea G un grupo de Lie real conezxo de dimension cuatro dotado de una
estructura estrictamente casi Kdhler (g, J,Q), de modo que g es una métrica de Riemann
y tal que su tensor de Ricci es J-invariante. Entonces G es isométrico al unico espacio
3-simétrico Riemanniano de dimension cuatro.

Un resultado clave para obtener la caracterizacion de los espacios simétricos generali-
zados de Tipo A de signatura neutra es el siguiente, que nos permitiré pasar del problema
pseudo-Riemanniano al Riemanniano.

Lema 7.14. Sea M wuna wvariedad de dimension cuatro dotada de un par simpléctico
(Q_,Q4). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Existe una métrica pseudo-Riemanniana de signatura neutra g de modo que las es-
tructuras J— y J4 asociadas a (Q—,Q4) son estructuras estrictamente casi Kahler y
opuesta Kdihler, respectivamente.



140 7 Espacios simétricos generalizados

(11) Existe una métrica Riemanniana h de modo que las estructuras Jy y J_ asociadas
a (Q4,9Q_) son estructuras estrictamente casi Kihler y opuesta Kdhler, respectiva-
mente.

Demostracion. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana de signatura (2, 2) dotada de
una estructura estrictamente casi Kéhler J_ y una estructura opuesta Kéhler J, . Asociada
a las estructuras J_ y J4 consideramos la estructura P = J_ J,. Por ser un par simpléctico,
tenemos asegurada la conmutacion de las estructuras casi complejas, J_J; = JyJ_, y por
lo tanto se tiene que (g, P) es una estructura casi producto métrica, i.e., P? = Id y ademas
g(PX,PY)=g(X,Y).

Teniendo en cuenta que g es una métrica de signatura (2,2) y que las distribuciones
® 4 asociadas a P son Ji-invariantes, se tiene que la métrica hp definida como

hP(va) = g(Pva)

es una métrica Riemanniana sobre M. Ademés, la métrica hp sigue siendo Hermitica para
las dos estructuras J_ y J, ya que

hp(J_X,J_Y) = g(PJ_X,J_Y)=g(J_JiJ X, ] Y)
= g(J+J—X7 Y) = g(J—J+X7 Y) = g(PX7 Y)
— hp(X,Y),

hp(J+X,J.Y) = g(PJ: X, J.Y)=g(J_JpJ X, JLY)
= g(J-J4X,Y) =g(PX,Y)
= hp(X,Y),
por lo que (hp, Jy, J_) es una estructura casi Hermitica y opuesta casi Hermitica definida

positiva. Ahora, las 2-formas de Kéhler resultan

QP(X,Y)=hp(J_X,Y)=g(PJ_X,Y) = —g(J,X,Y) = —-Q (X,Y)

OP(X,Y) = hp(J4 X, Y) = g(PJLX,Y) = —g(J_X,Y) = —=Q_(X,Y).

Entonces, teniendo en cuenta que el caracter cerrado de las 2-formas de Kéahler 24+ no
depende de la métrica, que el caracter integrable de la estructura J; es también indepen-
diente de la métrica considerada, y que al pasar de signatura neutra a definida positiva se
intercambian los papeles de las estructuras J_ y J4, concluimos que (hp,J;,J_) es una
estructura estrictamente casi Kéhler y opuesta Kahler. El reciproco se obtiene de forma
totalmente anéloga. O

El problema planteado en esta seccién se resuelve ahora en el siguiente resultado.
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Teorema 7.15. Sea G un grupo de Lie de dimensidn cuatro con una métrica invariante
a la izquierda de signatura neutra. Sea (Q—,J_) una estructura invariante estrictamente
casi Kahler y sea (Qy, Jy) una estructura invariante opuesta Kdihler, de tal forma que el
tensor de Ricci sea J_-invariante. Entonces, el grupo de Lie G es isométrico al espacio
pseudo-Riemanniano 3-simétrico dado en la Ecuacion (7.2).

Demostracion. El hecho de que el grupo de Lie esté dotado de un par simpléctico garantiza
la existencia de dos foliaciones minimales complementarias, 7 y G, dadas por 2-formas wr
y wg, y caracterizadas por Q+ = F(wr £ wg); ademds una de ellas es integrable. Todo
ello permite construir una base ortonormal {ej,es,e3,e4} del algebra de Lie g de modo
que e1 y ez son vectores temporales, e3 y e4 son vectores espaciales, con respecto a la cual
Oy =el Ne? £e? Ae?, 0 equivalentemente las estructuras J_ y J4 se pueden expresar con
respecto a esa base como

01 0 0
-1 0 0 0
=10 0 0o 1|
0 0 -1 0
0 10 0
10 0 0
J+_000—1’
0 01 0
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Dichos corchetes definen un algebra de Lie si y s6lo si se verifican las siguientes condiciones:

(a1bs — as(br + c2) + azeq — asda + azdy =0,
agby — aiby — bycy + bacy — bsda + b3dy = 0,
a1co + bicy + csdo — c3dy = 0,
ardy — cadp + bidy + cody — dszdy + dads = 0,
aibs — asces + azes — as(by + d3) + azds = 0,
azby — a1bg — bycg + bacs — bsdsg + byds = 0,
aics + cs(by — o +ds) + c3(ca — ds) =0,
ayds + czdy + bids — csda = 0,

(7.6) agbs — asbs + ascg + asdg = 0,

azby — azbz + b3by — bobs + bace + b3dg = 0,

azcz — azcy — bscy + bacs + ceds — c3dg = 0,

aads — azda — ceda — b3dy + bads + cadg = 0,

asas — aszaq — asby + asbs + asce + asdg = 0,

asby — asbz + byce + bsds = 0,

asc3 — asca — bseq + bacs + cods — csdg = 0,

aqds — asdo — bsdy — cgdy + byds + cadg = 0.

Como ambas estructuras son casi Kéhler entonces ©1 = ({e1,e2}) v D2 = ({es,e4})
definen foliaciones transversales minimales y por lo tanto se tiene que Ve, e1 + Ve,e2 € 91
y Veses + Ve,eq € Do [16]. Se sigue entonces que

& bi= a5 bs=—as, dy=—cs ds=—ci

Ademés, como Jy define una estructura opuesta Kahler, el caracter integrable es equiva-
lente a

(7.8) bo =2a3 — a4, b3 = —2a0—as, do=—c3+2c4, dg=—2co— c5,

y como J_ es una estructura estrictamente casi Kéahler se tiene que las constantes as, as, co
y ¢4 no se pueden anular simultaneamente. Asumiendo, sin pérdida de generalidad, que al
menos una de estas cuatro constantes es igual a 1, las posibles algebras de Lie que verifican
las Ecuaciones (7.6), (7.7) y (7.8) son las siguientes (¢ = 1 en todos los casos):
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1) Para ag y a4 verificando que 2azaq — aﬁ +1>0,

a
—
Q)
W
Il
IS
w
®
—
+
0
—
|
[}
[\
S
w
IS
=
|
S)
o~
_l_
—_
S~—
D
[\

=(—1+4e€ 2a3a4 — ai + 1)61 — asea,
—2(as — aq)es + (2ey/2azaq — af + 1)ey.
2

2) Para as y a4 tales que a5 — ai + 2a4 > 0,

/

e2,e4] = (—az + e\/a3 — aj + 2a4)eq — ez,
L [es,eq] = 2(aq — 1)es + (2e\/a3 — af + 2a4)eq.

3) Para aj y by tales que a3 +b? — 4 > 0,

le1, e2] = arer + breg,

[e1,e3] = es + %(al + em)&;,
[e1,ea] = 3(—a1 + ey/a + b7 — 4)e3 — ey,

le2, €3] = (e31/a? + b2 — 4)es + 3(b1 — 2)eu,
[e2,e4] = %(—bl —2)es — (e%\/a% + b — 4)ey,
[es, eq] = 0.

([e1,e2] = arer + brea,
le1,e3] = (e% a% + b% —4)es + 22‘” e,
[e1, ea] = 25t es — (e5\/af + b7 — 4)e,
[e2, €3] = €3 + 3(b1 — ey/af + 1T — 4)es,
[e2, €] = 5(—b1 — €/af + b7 —4)e3 — ey,
[es, eq] = 0.
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Un célculo largo pero directo muestra que en todos los casos el operador de Ricci
diagonaliza y que el tensor de Ricci es J_-invariante. Por tultimo, para la métrica Rie-
manniana asociada dada por el Lema 7.14 se comprueba de modo analogo que el tensor de
Ricci es Ji-invariante, y por lo tanto el Teorema 7.13 asegura que G se corresponde con
el espacio 3-simétrico pseudo-Riemanniano dado por la Ecuacion (7.2). O

7.3. Pares simplécticos casi paraKahler

En esta seccién mostraremos que no existe una caracterizaciéon de los espacios simétricos
generalizados de Tipo D similar a la obtenida para los de Tipo A en el Teorema 7.15.

Consideremos un grupo de Lie G de dimensién cuatro con una métrica invariante a la
izquierda de signatura neutra. Sea (24, J+) una estructura invariante estrictamente casi
paraKéhler y sea (2_,J_) una estructura invariante opuesta paraKéhler, de tal forma que
el tensor de Ricci sea Jy-invariante. El hecho de tener un par simpléctico garantiza la
existencia de dos foliaciones minimales complementarias, F y G, dadas por 2-formas wsr
y wg, vy caracterizadas por Q1 = %(W}‘ + wg); ademas una de ellas es integrable. Todo
ello permite construir una base ortonormal {ej, ez, e3,e4} del algebra de Lie g de modo
que e1 y ez son vectores temporales, e3 y e4 son vectores espaciales, con respecto a la cual
Oy =el Ned £e? Ae?, o equivalentemente las estructuras J_ y J4 se pueden expresar con
respecto a esa base como

00 1 0 0010
o lo o 0 -1 . o001
=11 0 0 0 | =l 1000]

0 -1 0 0 0100

y de forma que con respecto a dicha base los corchetes se pueden escribir como

e1,e3] = agel + caes,
e1,e4] = azer + bzea + cze3 + dzeq,
€9, e3] = ageq + bges + caes3 + dyey,

A continuaciéon mostraremos tres ejemplos de algebras de Lie del tipo descrito. El
primero de ellos es compatible con las propiedades geométricas obtenidas en la Seccién
7.1.2 para los espacios simétricos generalizados de Tipo D. Esto no sucede en los otros dos
ejemplos, pues en ambos el operador de Weyl autodual no diagonaliza.
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Ejemplo 7.16. Consideremos el algebra de Lie dada por los corchetes

_ 72
e1,e] = are1 + (—az — \/a3 — af)es,
e1,e3] =0,
€1,€4] = G3€1 — a1€3,

[e1, e2]
[e1, €3]
[e1, €4
[, €3] = (—a3 + /a3 — a?)er + aes,
[e2, e4]
[e3, €4]

_ 2 2
€2, e4] = —24/a3 — aj ez,
\ [€3,€4] = G1€1 — G3€3,

donde a1 #0y a% —a? > 0. El operador de Ricci se expresa como

0 0 0 0
.10 6(a%—a§) 0 0
Rie=1 0 0 0 ’
0 0 0 6(af —a3)

y los operadores de Weyl autodual y antiautodual estan dados por
a? — a3 0 0 a3 —a? 0
Wt = 0 2(a3—a}) O , W = 0  2(af—a3)
0 0 a? — a3 0 0

Por lo tanto, ambos operadores diagonalizan.

Ejemplo 7.17. Consideremos el algebra de Lie dada por los corchetes

le1, e2] = are1 + azes,

[61, 63] =0,

le1, eq] = —arer + (ag — 2a1)es,
[e2, €3] = are1 + azes,

[e2, e4] = —2(ay — ag)ea,

[e3, e4] = ager + ares,

0 0 0 0
. 0 —4(@1 - (16)2 0 0
Rie= | 0 0 0 ’
0 0 0 —4(ay — ag)?
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y el operador W7 esta dado por

—% (5a% —4agaq — a%) 0 4aq(a1 — ag)
Wt = 0 —2(a1 — ag)? 0 :
4ai(ag — ay) 0 2 (7a? — 8agay + ad)

por lo que no es diagonalizable pues a; # 0 y a1 # ag. El operador W~ esta dado por
%(al - a6)2 0 0
W— = 0 —%(al — a6)2 0
0 0 %(al — a6)2
Ejemplo 7.18. Consideremos el algebra de Lie dada por los corchetes

1e1 + (—2a; — aq)es,

[e1, e2]
[e1, e5]
le1, e4] = arer + (—2a1 — aq)es,
[e2, €3]
[e2, e4]
[e3, e4]

€2, €3] = a4e1 + aies,
e2,e4) = 0,
€3,€e4] = —a4€] — a1€3,

donde aj(a; + aq) # 0. Un calculo directo muestra que el algebra de Lie es Ricci llana y
los operadores de Weyl autodual y antiautodual estan dados por

—4aq (a1 + (14) 0 —4daq (a1 + a4) 0 0 0
Wt = 0 0 0 , W-=[000
4a1(a1 + CL4) 0 4a1(a1 + CL4) 0 0 0

Por lo tanto, la variedad es autodual y el operador W™ es nilpotente en dos pasos, por lo
que es Osserman.

Observacion 7.19. Los ejemplos anteriores muestran que la existencia de pares simpléc-
ticos donde una de las dos formas simplécticas es paralela es mucho menos rigida en el
ambito casi paraHermitico con respecto a la situacion casi Hermitica [44].
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