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Introducion

As ecuacions diferenciais representan un dos mais fortes elementos de conexién entre a
matematica e a vida real. O emprego desta ferramenta matematica & hora de modelar multiples
procesos da medicina, enxenerfa, fisica ou bioloxia é un feito clasico e cada vez méis estendido
nas ultimas décadas. Por este motivo, parece mais que xustificado que os mateméticos adiquen
esforzos ao estudo das ecuacions diferenciais, tanto desde o punto de vista cualitativo (dinami-
ca), como estratexias de resolucion, asi como resultados méais abstractos referentes 4 existencia e
localizacion de solucions. E neste tltimo punto onde engarza a memoria que presentamos a con-
tinuacion. Mais concretamente, o noso obxectivo principal neste traballo serd presentar novos
resultados de existencia e localizacién de soluciéns para certos tipos de ecuacions diferenciais
funcionais con argumentos desviados.

Unha ecuacidn diferencial con argumento desviado é aquela na que a derivada da solucién
depende non s6 do estado presente da funcion incédgnita, senén tamén de estados pasados ou
futuros. O exemplo méis conecido deste tipo de dependencias é o das ecuacidns con atraso, da
forma

2'(t) = f(t,z(t),x(t — 7)), t € I = [to,to + L], (1)

onde 7 > 0 é un valor fixado. Obsérvese que para ter un problema ben plantexado debemos
engadir & ecuacion (1) non s6 unha condicién inicial puntual, sen6n que debemos indicar cal é o
valor da solucion en todo o intervalo [ty — T,tg]. Isto é o que se denomina funcidn de arranque.
Permitir este tipo de dependencias é de gran utilidade 4 hora de mellorar modelos matemaéticos
da vida real, tal e como nos leva demostrado a experiencia practica. Se por exemplo consideramos
un modelo de crecemento poboacional e substituimos a condicién clasica “a taxa de crecemento
depende do nimero de individuos no instante actual” por “a taxa de crecemento depende do
nimero de individuos en idade de procrear, isto €, dos nados hai 7 unidades de tempo” estamos
incluindo unha condicién de atraso que, de feito, é moito mais fidedigna co comportamento real.

Ao igual que falamos de dependencia da solucion dos valores pasados, podemos falar tamén
de dependencia dos valores futuros, isto é, considerar ecuaciéons da forma

2 (t) = f(t,z(t),z(t + 7)), t € [to,to + L], (2)

con 7 > 0 fixado. Ecuacions do tipo (2) reciben o nome de ecuacidns con adianto e, malia

2

que a sua aplicabilidade non é tan clara coma no caso das ecuacidéns con atraso, é certo que
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as ecuacions con adianto tefien utilidade préctica. Por poner algun exemplo, en [16] os autores
estudan unha ecuaciéon que modela a conducién de impulsos nerviosos entre neuronas e que
combina adiantos e atrasos; en problemas de control 6ptimo con atraso, a ecuaciéon de Euler
que determina a solucién Optima involucra a mitdo sistemas de ecuacions con adianto [71];
tamén, en certos problemas de estatistica aparecen ecuacions con adianto e con atraso [59]. De
xeito andlogo ao que ocorria no caso anterior, para ter un problema ben plantexado debemos
proporcionar como dato o comportamento da soluciéon no intervalo [tg + L, to + L + 7.

Ecuacidéns mais xerais que as anteriores son aquelas que inclien desvios que, no canto de
ser constantes, son funciéons dependentes do tempo 7(t) ou, incluso, dependentes da incognita
7(t,x), o cal se conece como desvios dependentes do estado.

As ecuacions diferenciais con argumentos desviados estdn sendo intensamente estudadas
actualmente, e podemos citar artigos moi recentes como |24, 33, 55, 59, 75|. Neste traballo
darémoslle atencién especial & situacion xeral na cal os desvios dependen da incognita, o cal é
interesante desde o punto de vista da teoria e das aplicacions. Este tipo de problemas tamén
leva recibido moita atenciéon nos altimos anos, e podemos citar artigos como |22, 43, 79, 80, 85].
Tamén suxerimos o survey de Hartung et al. [39] e as referencias que ali se citan para aqueles
lectores interesados en modelos matemaéaticos que usan desvios dependentes da incognita, asi
como para o estudo da teorfa cualitativa basica deste tipo de problemas. Un exemplo de modelo
que se describe ali é o seguinte.

Exemplo. Consideremos un mobil que se despraza sobre unha lifia horizontal na cal hat un
obstdculo. O mdbil requla a sia posicion respecto do obstdaculo emitindo un sinal que serd re-
flectido por este iltimo. Denotamos por z(t) a posicion do mdbil no instante t (t € R), —w < 0
€ a posicion na que se localiza o obstdaculo e 0 considérase a posicion limite que pode acadar
o mabil (isto €, permanecer a unha distancia maior que w do obstdculo). A dificultade para o
control radica en que o sinal toma un determinado tempo en regresar do obstdculo, e durante
este tempo o mdobil permanece en movemento. Co fin de modelar este feito, consideramos que o
sinal se despraza a unha velocidade ¢ > 0 e que pasan s(t) unidades de tempo entre que o mdbil
emite o sinal no instante t e recibe o seu reflexo:

es(t) = |x(t — s(t)) + w| + |z(t) + wl.
Deste zeito obtense a distancia do mdbil ao obzecto como

d= —s.

c
2
Agora, en funcion da distancia computada d — w, o mobil azusta a sia velocidade en mddulo
e sentido, cun tempo de reaccion r > 0 que asumimos constante. Este mecanismo describese
enton mediante a ecuacion diferencial
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onde v : R — R representa o feedback negativo con respecto d posicion ideal 0, no sentido de
que a desigualdade dv(0) < 0 cimprese para todo 6 # 0. Obtemos deste zeito unha ecuacion da
forma

2(t)=wv (%s(t —r)— w) ,
es(t) = |z(t — s(t)) + w| + |z(t) + wl,

onde c,w,r > 0 e v satisface a condicion de feedback negativo mencionada anteriormente.

A presente memoria estd organizada do seguinte xeito: no primeiro capitulo incluimos di-
versas ferramentas e técnicas matematicas previas que precisaremos para o desenvolvemento
do noso traballo orixinal. No segundo capitulo proporciénase un novo resultado de existencia
de soluciéns extremais entre sub e sobresoluciéns para problemas de valor inicial de primeira
orde, e faise unha estension deste resultado a diversos problemas funcionais. O terceiro e cuarto
capitulos constitiien a parte mais importante desta memoria, na que se estudan en profundi-
dade diversos problemas diferenciais con argumentos desviados: no capitulo 3 traballarase con
problemas de primeira orde e no capitulo 4, problemas de segunda orde.
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Capitulo 1

Preliminares

Comezamos a nosa memoria, tal e como adiantabamos na sta introducién, incluindo al-
gunhas ferramentas matematicas que precisaremos no desenvolvemento dos capitulos seguintes.
Estes preliminares inclien nocions basicas sobre analise de funciéns reais (propiedades das
funcions absolutamente continuas e medibilidade superposicional), resultados de punto fixo e
algunhas nociéns sobre andalise multivaluada, inclusiéns diferenciais e teoria da viabilidade.

1.1. Analise de funciéns reais de variable real

1.1.1. Variacién limitada e continuidade absoluta

Nesta epigrafe faremos unha recompilaciéon breve de resultados béasicos relativos a funciéns
de variacion limitada e funciéns absolutamente continuas, cuxas probas poden atoparse en [45] e
[62]. A motivacion principal para incluir estes resultados nesta memoria esta en que as solucions
dos problemas diferenciais que nos plantexaremos seran, en esencia, funciéns absolutamente con-
tinuas para problemas de primeira orde e funciéns con derivada absolutamente continua para
problemas de segunda orde.

Comezamos introducindo a definicion estendida de derivada, debida a Dini.

Definicion 1.1.1. Sezan f : Dom(f) C R — R e tg € Dom(f). Definense as derivadas de
Dini de f en ty do segquinte zeito (e en canto os limites correspondentes tenan sentido):

1. Derivada inferior pola dereita de f en tgy:

flto+h) — f(to).
Y ;

D f(to) = liminf
+f(to) = lim in

2. Derivada superior pola dereita de f en ty:
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DY f(tg) = limsup flto+h) — f(tO);
h—0+ h

3. Derivada inferior pola esquerda de f en ty:

D f(ty) = 1§Lm_>(i)13f f(to + h}z - f(to);

4. Derivada superior pola esquerda de f en ty:

D~ f(to) = lim sup f(to+h) — flto)

h—0— h

E claro a partir da definicién anterior que as derivadas de Dini de f en t( existen sempre se,
por exemplo, ty é un punto interior ao dominio de f, podendo ser os seus valores = co. Ademais,
ctumprense as desigualdades

Dy f(to) < DT f(to) e D—f(to) <D~ f(to).

Se
D, f(to) = D" f(to) € R,

enton este valor comun é a derivada lateral dereita de f no punto tp, que se denota por f/ (o)
e coincide coa definicion usual. Analogamente, se

D_f(to) = D™ f(to) € R,

enton este valor comun é a derivada lateral esquerda de f no punto tg, denotada por f’ (¢g). Se
as duas derivadas laterais existen e o seu valor coincide entén dicimos que f € derivable en tg e

escribimos f'(tg) = fL(to) = fi(to)-

Presentamos a continuacién algunhas nocidéns relativas a funciéns de variaciéon limitada e
funciéns absolutamente continuas.

Definicion 1.1.2. Sezan a,b € R, a < b, f : [ = [a,b] — R e P = {tg, t1,..., tn} unha
particion do intervalo I. Definimos a variacion de f relativa a P como

V(P,f) =) |f(tr) = f(te-1)| € [0, +00),
k=1
e a variacion total de f en I como
V2(f) = sup{V (P, f) : P particion de I} € [0, +0c0].

Se VO(f) < oo dise que f ¢ unha funcion de variacion limitada en I, e dendtase f € BV (I).
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Por exemplo, toda funcién monoétona é de variacion limitada, pois se tomamos unha particion
arbitraria P = {tg, t1,..., tp} de I e f ¢ monotona en I, enton

V(P, f) = méx{f(b) — f(a), f(a) = f(b)} < oo.

Sexa I = [a,b] un intervalo compacto. As propiedades méis salientables das funciéns de
variacion limitada son as seguintes:

Proposicion 1.1.3. Se f € BV(I), entén f é derivable en case todo punto (c.t.p.) de I e
ademais f' € L'(I).

Proposicion 1.1.4. Se f € derivable en I e [’ estd limitada, entén f € BV(I).

Proposicion 1.1.5. Se f € L'(I) entén a funcion

tEIb—>/tf(s)ds (1.1)

¢ de variacion limitada en I e, en consecuencia, € derivable en case todo punto.

Definicion 1.1.6. Unha funcion f : I = [a,b] — R dise que € absolutamente continua en I
se para cada € > 0 existe § > 0 de tal zeito que se {(ag,br)}r—, € unha familia de subintervalos
de I que son diszuntos dous a dous e tal que

n

Z(bk — ak) < (5,

k=1

enton

D 1F (k) = flar)| <e.
k=1

Denotaremos por AC(I) o conzunto de funcions absolutamente continuas en I.

As propiedades maéis salientables das funcions absolutamente continuas en I = [a,b] son as
seguintes.

Proposicion 1.1.7. Se f € AC(I) enton f é uniformemente continua en I.

Proposicion 1.1.8. Se f € AC(I) enton f € BV (I). En consecuencia, existe f' en c.t.p. de I
e ademais f' € L'(I).

Sen embargo, a importancia das funciéns absolutamente continuas no estudo das ecuaciéns
diferenciais radica en que satisfacen a seguinte caracterizacion.

Teorema 1.1.9. (Teorema fundamental do calculo) Unha funcion f : I = [a,b] — R
¢ absolutamente continua en I se e s6 se ewiste f'(t) en case todo punto t € I, f' € L'(I) e
ademais

ft) = f(a) +/ f'(s)ds para todo t € I. (1.2)
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A igualdade (1.2) pode non ser certa ainda que f € BV(I) N C(I). Un contraexemplo
interesante é o seguinte: no intervalo I = [0, 1] definimos a funcién

o0

max{0,t, — 1}

r =y 2O =l e o), ) -,
n=1

onde t = 0,t1 tg ... t, ... € a representacion en base 3 de t, isto é, t,, € {0,1,2} para todo n € N,

sen que exista ningin N € N de tal xeito que t, = 2 para n > N. Esta funcién é de variacion

limitada e continua en I e satisface que f’(t) = 0 en case todo punto de I, polo que

1
F() =14 £(0) + /0 £(t)dt.

Observacion 1.1.10. O Teorema 1.1.9 permitenos debilitar a nocion de solucion dunha ecuacion
diferencial e dd pé d aparicion dos métodos variacionais. Asi por exemplo, dado o problema de
valor inicial

() = f(t,z(t), te I=[0,1], =(0) =z, (1.3)
no canto de buscar unha funcion v € CY(I) que cumpla (1.3) podemos buscar unha funcion
x € AC(I) que satisfaga a ecuacion integral equivalente

2 (t) = zo —i—/o f(s,z(s))ds, (1.4)

e a formulacion (1.4) é mdis débil que (1.3).

Os conceptos vistos anteriormente esténdense sen dificultade a funciéns vectoriais, do xeito
que amosamos a continuacion.

Definicion 1.1.11. Diremos que unha funcion f : I = [a,b] — R™ € integrable en I, e
escribiremos f € LY(I,R"™), se cada unha das funcions comporientes f;, i = 1,...,n, € integrable
en I. Ademais, definimos

/abf(t)dt = (/abﬁ(t)dt,... ,/abfn(t) dt) ‘

Definicion 1.1.12. Diremos que f : I = [a,b] — R™ ¢é de variacion limitada en I, e de-
notaremos f € BV (I,R"), se cada funcion componiente é de variacion limitada en I, isto €,
fi€ BV(I) parai=1,...,n.

Definicion 1.1.13. Diremos que f : I = [a,b] — R"™ ¢é absolutamente continua en I, e

escribiremos f € AC(I,R™), se cada funcién comporiente € absolutamente continua en I, isto
é, fi€ AC(I) parai=1,...,n.

Teorema 1.1.14. (Teorema fundamental do calculo) Unha funcion f: I = [a,b] — R™ é
absolutamente continua en I se e sé se existe f'(t) = (f1(t),..., fl(t)) en case todo puntot € I,
f' € LY(I,R") e ademais se satisface a igualdade

ft) = f(a) +/ f'(s)ds para todo t € I = [a,b].
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1.1.2. Medibilidade superposicional

Unha das técnicas que mais usaremos ao longo desta memoria consistird en reformular
problemas diferenciais en termos de operadores integrais, na lifia de como se explicaba na
Observacion 1.1.10. Ao realizar este proceso serd necesario facer certas comprobacions técnicas
co fin de garantir que esta nova formulacion tefia sentido. A este respecto, posiblemente o paso
mais sutil sexa comprobar que o integrando é unha funcién medible. Co fin de que nos sirva
de apoio neste punto, incluimos nesta seccion algunhas disquisiciéns relativas a medibilidade
superposicional, isto é, dados un intervalo compacto I C R e duaas funciéns f: I xR — R
e v : I — R que sexan medibles, obter condicions suficientes sobre f que garantan que a
composicion t € I —— Fv(t) = f(t,y(t)) € R tamén é medible. Esta condiciéon non é en
absoluto superflua, pois nin sequera se pode garantir cando f é unha funcién simple e ~ é unha
funcion continua. O que segue ¢ unha adaptacion dun exemplo dado en [5].

Exemplo 1.1.15. Seza S C [0,1] un conzunto non medible.
Consideramos a funcion f : (t,x) € [0,1] x R — R definida por

2 set>zxout=x€s,
fltz) =

0, set<zout=x¢§5.

1
Obsérvese agora que para y(t) =t, t € [0,1], temos f(t,7(t)) = 3 s¢ teSef(t,y(t) =0 se
t &S, polo que f(-,~(-)) non é medible.
Ainda que todos os resultados desta seccién estdn enunciados para o caso unidimensional,

estes seguen sendo validos en calquera dimensién finita. Para un estudo mais profundo do ope-
rador de superposicién F' recomendamos a monografia [2].

No que segue, I serd un intervalo compacto de R.

Definicion 1.1.16. Unha funcion f: I x R — R dise que € superposicionalmente medible se
a composicion
telr— f(t,’}/(t))

¢ medible para toda funcion medible v : I — R.

Definicién 1.1.17. Unha funcion f: I x R — R dise que € unha funcion de Carathéodory se
f(-,x) € medible para todo x € R e f(t,-) é continua para case todo t € I.

Lema 1.1.18. (Teorema de composiciéon medible [12]) Se f: I xR — R € unha funcion
de Carathéodory entdn f é superposicionalmente medible.

A vista do resultado anterior, o lector poderia preguntarse se as funciéons de Carathéodory
responden totalmente & cuestion da composicion medible. E doado ver que a resposta, desafor-
tunadamente, ¢ negativa. En efecto, se {f,}72; : I x R — R ¢é unha sucesion de funcions
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superposicionalmente medibles que converxe a f para case todo ¢ € I e todo = € R, entéon
[2, Lema 1.4] f é superposicionalmente medible; sen embargo, o limite puntual de funciéns de
Carathéodory pode non ser unha funcién de Carathéodory, xa que, en xeral, o limite puntual
de funciéns continuas non é continuo.

Outra clase importante de funciéns que satisfacen a propiedade de medibilidade superposi-
cional son as funcions estandar ou, tamén, de Shragin.

Definicion 1.1.19. Unha funcion f: I xR — R dise que € unha funcion de Shragin se existe
un subconzunto Dy C I de medida nula e de tal zeito que para todo boreliano B o conzunto
FHB)\(DoxR) ¢ (LR B)—medible, onde L ¢ a o—dlzebra de Lebesque en I e B é a o—dlzebra
de Borel en R.

Unha propiedade interesante é que o limite puntual de funciéns de Shragin pertence a esta
mesma clase, o cal implica que non toda Shragin é Carathéodory, ainda que o contido reciproco
si que é certo [2, Teorema 1.1.1|. A dificultade de traballar coas funcions de Shragin radica en
que a sta definicién non é moi manexable na practica, polo que compre dispor de criterios de
medibilidade superposicional alternativos. Por este motivo, finalizamos esta seccion presentando
alguns resultados que poden ser de utilidade & hora de aplicar os resultados desta memoria, e
que non precisan que a funcién sexa Carathéodory.

Proposicion 1.1.20. [20, Proposicion 3.2] Seza f: I x R — R unha funcion que satisface
as sequintes condicions:

(1) f(-,q) € medible para todo q € Q;

(2) Ou ben para case todo t € I e todo x € R tense

y—x y—at

min {h’m sup f(t,y),limsup f(t,y)} < f(t,z),

ou ben para case todo t € I e todo x € R tense

y—x—

ft,x) < méx {liminff(t,y),limil}rff(t,y)} ;
y—z

3) Existen aplicacions j, : I, C I — R, n € N, de tal zeito que para case todot € I o
P J , , que p
conzunto de puntos de discontinuidade de f(t,-) € exactamente

Ademais, as aplicacions j, e f(-,jn(:)) son medibles para todo n € N,
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Enton a funcion t € I — f(t,x(t)) € medible para toda x € C(I).

O resultado anterior s6 garante a medibilidade de composiciéns con funciéns continuas, polo
que non é propiamente un resultado de composiciéon medible. Se queremos probar un resultado
de medibilidade de composiciéns con funciéns medibles debemos reforzar as condicidéns sobre
continuidade lateral.

Proposicion 1.1.21. Sezan f: I xR — R ey : I — R funcidns tales que
(1) v é medible e para cada q € Q a aplicacion t € I — f(t,q) € medible;
(2) O conzunto {t € I : f(t,-) é continua pola esquerda en y(t)} é medible;
(3) Para case todo t € I a funcion f(t,-) € lateralmente continua en (t).

En tal caso, a composicion t € I — f(t,~(t)) € medible.

Proba. Para cadan € Ne cada k € {0,1,2,...,2" 4+ 1} construimos os seguintes subconxuntos
medibles de I:

Eno=7""((—00,—n)),

n n
En,k = 7_1 ([—’I’L—{— (k - 1)F,—n+kﬁ)) , k= 1,2,..,2™,

En,2"+1 = ’7_1([71, +OO))
Definimos unha sucesion de funciéns simples medibles {5,,}5° ;, con

27L+1
Sn = § O‘ZXE'an
k=0

onde af = —n e af = —n+ 27" p(k — 1) para k = 1,2,...,2" + 1. Obsérvese que S,(t) € Q
para todo t € I e todo n € N.

Para cada t € I existe ny € N tal que —n < (t) < n para todo n € N, n > ny; asi pois,
para cada n € N, n > ny, existe k € {1,2,...,2"} tal que t € E, j e, polo tanto,

0 < A(t) — Su(t) < 27",

En consecuencia, {S,}72; converxe puntualmente a v en I pola esquerda. De xeito analogo
construimos outra sucesion {R,}>°; de funciéons simples medibles e con valores racionais que
converxe a v en I pola dereita.

Definimos agora os conxuntos

A={tel: f(t,-) écontinua pola esquerda en y(t)}, B =1I\A,



Preliminares

e construimos a sucesion {7,,}5° |, onde para cadan € N é T,, = S,xa + RoxB-

Posto que T,, é simple, medible e toma soamente valores racionais, a hipotese (1) garante
que a composicion ¢t € I — f(t,T,(t)) é medible para todo n € N. Agora, se t € A entén tense
que

f(t,(#) = Um f(t,5,(t) = Um f(t,Tn(t)),
n—oo n—oo

e para case todo t € B tense
f(t:9(1) = lm f(t, Bn(t)) = lm f(2,T,(t))-

En consecuencia, en case todo punto ¢t € I a aplicacion ¢t € I — f(t,7(t)) é limite de funcions
medibles e, polo tanto, medible. ]

Observacion 1.1.22. O resultado anterior € vilido tamén para funcions medibles vy : I — R,
con R = [—o0,+00], que sexan finitas en case todo punto.

1.2. Teoria de puntos fixos

A teoria de puntos fixos xoga un papel moi importante no estudo das ecuacions diferenciais
ordinarias. Un dos métodos mais empregados & hora de probar resultados de existencia e/ou
unicidade de solucién para problemas con ecuaciéns diferenciais consiste en transformar o prob-
lema orixinal nun problema de punto fixo, isto é, atopar nun determinado espazo funcional un
elemento x satifacendo x = Tz para un operador axeitado T'. Asi por exemplo, a busqueda de
solucion para o problema de valor inicial

‘/El(t) = f(t,l‘(t)), tel= [t07t0 + L]’ ‘/E(tO) = X0,

pode transformarse na busqueda dun punto fixo para o operador T : C(I) — C(I) que leva
cada funcién continua z na funcién Tz definida como

t
Tx(t)=x0+ [ f(s,x(s))ds para todo t € I.
to

Posto que os resultados de existencia e unicidade de solucién que se presentan neste traballo
estdn baseados en teoremas de punto fixo, cémpre recompilar algunha informacién conecida so-
bre este tema, tanto por completitude do traballo como por convenciencias técnicas posteriores.
Tamén se inclde algunha contribucién orixinal, como é o Teorema 1.2.23 de existencia de puntos
fixos acoplados extremais para operadores multivaluados.

1.2.1. Resultados de puntos fixos para operadores continuos

Comezaremos esta seccién incluindo dous resultados fundamentais de existencia e unicidade
de puntos fixos para operadores definidos en espazos de Banach. O primeiro deles é o conecido
Teorema de Schauder, que é moi utilizado & hora de demostrar resultados de existencia para
ecuacions diferenciais continuas.
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Definicién 1.2.1. Sezan X un espazo de Banach e M un subconzunto non baleiro de X.
Un operador T : M — X dise que € completamente continuo se satisface as seguintes dias
condicions:

(i) T é continuo.
(1i) Se D C M ¢ limitado enton T(D) é relativamente compacto en X.

Teorema 1.2.2. [84, Teorema 2.A]| (Teorema de Schauder) Seza M un subconzunto
pechado, limitado, convezo e non baleiro dun espazo de Banach. SeT : M — M ¢é un operador
completamente continuo entén o conzunto de puntos fixos de T é compacto e non baleiro.

Un enunciado equivalente para este resultado é o seguinte.

Teorema 1.2.3. Sexa M un subconzunto compacto, convero e non baleiro dun espazo de Ba-
nach. Se T : M — M € un operador continuo entén o conzunto de puntos fizos de T €
compacto e non baleiro.

Unha contribucién interesante que permite deducir a existencia de puntos fixos extremais
para operadores nas condicions do Teorema 1.2.2 foi feita por Cid en [17], e serd tamén util
para nos nesta memoria. Estd baseada na idea dos conzuntos dirizidos.

Definicion 1.2.4. Un subconzunto Y dun conzunto parcialmente ordenado X dise que € dirizido
superiormente se para cada par de elementos y1,y2 € Y existe ys € Y de tal zeito que y1 < ys3
e y2 < y3. Do mesmo zeito, dise que Y € dirizido inferiormente se para cada par yi,y2 € Y
existe y3 € Y de tal que y3 < y1 e y3 < ya.

Teorema 1.2.5. |17, Teorema 2.1| Sezan M un subconzunto limitado, pechado, convezo e
non baleiro dun espazo normado ordenado X e T : M — M wun operador completamente
continuo. Enton o conzunto de puntos fixos de T,

P={zeM:Tr=uzx},
é compacto e non baleiro. Ademais, T' ten un punto fizo mdzimo (respectivamente, minimo) en
M se e s6 se P € dirizido superiormente (respectivamente, inferiormente).

Outro resultado clasico que incluimos nesta epigrafe é o Teorema da Aplicacion Contractiva
de Banach, que garante a existencia e unicidade de puntos fixos para un operador contractivo.
Este resultado é amplamente utilizado na literatura & hora de probar resultados de unicidade
de solucién para ecuaciéns diferenciais ordinarias baixo hipoteses de tipo lipschitziano.

Definicion 1.2.6. Sexa X un espazo de Banach e M C X un subconzunto pechado. Un operador
T : M — X dise contractivo se existe A € [0,1) de tal zeito que

[Tz =Tyl < Az —y||
para todo x,y € M.

Teorema 1.2.7. (Teorema do punto fixo de Banach) Sezxan X un espazo de Banach e
M C X un subconzunto pechado. Se T': M — M € un operador contractivo enton T ten un
inico punto fixo en M.
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1.2.2. Resultados de puntos fixos para operadores monétonos
Nesta epigrafe recollemos algtuns resultados de punto fixo para operadores definidos en es-

pazos parcialmente ordenados. A meirande parte deles estan extraidos da monografia [42].

Dados un conxunto parcialmente ordenado X e dous elementos a,b € X, definense os
intervalos
[a) ={zx e X : a <z},

(a] ={x € X : z <a},
[a,b] ={r e X : a <z <b}.

Definicion 1.2.8. Dados un conzunto parcialmente ordenado X e un subconzunto ¥ C X,
definimos o supremo de 'Y en X como

supY = min{z € X : >y para todo y € Y},

sempre que o minimo anterior exista. De zeito andlogo, definese o infimo de Y como
mfY =méx{z € X : z <y para todo y € Y},

sempre que o mdrimo anterior ezista.

Definicion 1.2.9. Un conzunto parcialmente ordenado X dise que é un reticulo se para cada
dous elementos x1,x9 € X existen sup{x1,xo} e inf{x1,29} en X. Un reticulo X dise completo
se cada subconzunto non baleiro de X posie supremo e infimo.

Definicion 1.2.10. Seza X un conzunto parcialmente ordenado. Dise que G : X — X ¢é un
operador crecente se x,y € X, x <y, implica Gx < Gy. Pola contra, G dise decrecente se a
relacion x <y implica Gx > Gy.

O resultado maéis conecido de puntos fixos para operadores monotonos é o Teorema de Tarski,
que recollemos a continuacion.

Teorema 1.2.11. [78, Teorema 1] Seza G : X — X un operador crecente nun reticulo
completo X . Enton G ten un punto fixo minimo, x., e outro mdzimo, =¥, que ademais satisfacen

ze=min{z € X : Gz <z}, z"=méx{zrecX :z <Gz}

Os puntos fixos méximo e minimo que proporciona o teorema anterior reciben o nome xenéri-
co de puntos fixos extremais de G.

Ao longo desta memoria traballaremos case que sempre sobre espazos de funcions dotados
dunha certa métrica. Se definimos unha relaciéon de orde parcial nestes espazos convén pedir
algunha compatibilidade entre esta relacion e a métrica. Con este fin introducimos a seguinte
definicién.
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Definicién 1.2.12. Un espazo métrico X dise que € un espazo métrico ordenado se posie unha
relacion de orde parcial < de tal zeito que para todo a € X os conzuntos [a) e (a] son pechados.

Os seguintes resultados xogan un papel esencial & hora de probar a existencia de soluciéns
extremais para ecuacions diferenciais ordinarias.

Lema 1.2.13. [42, Proposicion 1.2.2] Seza P = [a,b] un intervalo nun espazo topoldzico
ordenado X. Unha aplicacion G : P — P ten puntos fizos extremais en P se G é crecente e
se satisface algunha das seguintes hipdteses:

a) G(P) € relativamente compacto en P.

b) {Gx,}52, converze en P para toda sucesion crecente {xn}o>, C P, onde G(P) € metri-
zable ou as siuas cadeas son separables.

Lema 1.2.14. [42, Teorema 1.2.2] Seza Y un subconzunto dun espazo métrico ordenado X,
[a,b] un intervalo non baleiro en' Y e G : [a,b] — [a,b] un operador crecente. Se {Gxp}o2
converze en'Y sempre que {xn}02, € unha sucesion mondtona en [a,b], entén o operador G ten
un punto fivo mdzimo, ¥, e outro minimo, x., que ademais satisfacen as caracterizacions

zy =min{zr : G <z}, 2" =mix{zr : z < Gz}. (1.5)

Se no lema anterior o espazo Y é o espazo das funciéns absolutamente continuas entén
podemos enunciar un resultado maéis especifico para este caso particular.

Lema 1.2.15. [42, Teorema 1.4.7] Sezan I C R un intervalo pechado non baleiro e [, 3] un
intervalo funcional non baleiro en AC(I). Suporiamos que G : [a, 5] — [o, 5] € un operador
crecente e que existe v € AC(I) de tal zeito que

|Gz (s) — Gz(t)| < |v(s) —v(t)| para x € [, (], s,t € I.

En tal caso, o operador G ten puntos fizos mdzimo, x*, e minimo, x., que ademais satisfacen

(1.5).
Unha consecuencia inmediata do lema anterior é o seguinte.

Lema 1.2.16. [42, Proposicion 1.4.4] Sezan I C R un intervalo pechado non baleiro e (o, (]
un intervalo funcional non baleiro en AC(I). Suponamos que G : [, ] — [a, B] € un operador
crecente e que existe v € LY(I,[0,4+00)) de tal zeito que

|(Gz) (t)] < y(t) para todo z € [o, (] e case todo t € I.

En tal caso, G ten puntos fizos mdzimo, x*, e minimo, x., que ademais satisfacen (1.5).
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1.2.3. Resultados de puntos fixos acoplados

A continuacién incluimos algins conceptos e resultados referentes a puntos fixos acoplados
para operadores definidos nun espazo produto. Polo que nés sabemos, a nocién de puntos fixos
acoplados retrocede ata Jane Moore [63] e o estado actual da teoria de puntos fixos acopla-
dos para operadores mondtonos mixtos débelle moitos resultados a Guo e Laksmikantham,
comezando por [36] e [37]. A hora de traballar con ecuaciéns diferenciais, estes conceptos es-
tardn intimamente relacionados coas cuasisoluciéns acopladas.

No que segue, P serd sempre un subconxunto dun espazo métrico ordenado.

Definicion 1.2.17. Dado un operador A : P x P — P, dise que v,w € P son puntos fizos
acoplados de A se
v=A(v,w) e w=A(w,v).

Dous puntos fizos acoplados v, w* € P dise que son 0s extremais se v, < v e w < w* para todo
par de puntos fizos acoplados v,w € P.

Definicién 1.2.18. Un operador A : P x P — P dise limitado se existen v, W € P tales que
v < A(v,w) < W para todo (v,w) € P x P.

Definicion 1.2.19. Un operador A : P x P — P dise mondtono mizto se para cada x € P o
operador A(-,x) € crecente e o operador A(z,-) é decrecente.

Definicién 1.2.20. Diremos que A : P x P — P satisface a propiedade de converzencia
5 ) . L) Loo . 100 .10 Yol

mondtona mizta se {A(vj, w;)}72, converze cando {v;}32, e {w;}32, son sucesidns en P, unha

crecente e a outra decrecente.

Proposicion 1.2.21. [42, Teorema 1.2.4] Seza A : P x P — P un operador limitado e
mondtono mizto que satisface a propiedade de converzencia mondtona mizta. En tal caso, o
operador A ten puntos fizos acoplados extremais.

Presentamos a continuacién unha contribucién orixinal & teoria de puntos fixos acoplados
para operadores multivaluados que, como veremos no Capitulo 3, ten aplicaciéns interesantes
no ambito das ecuaciéns diferenciais.

O que segue esta publicado en [30].

Definicién 1.2.22. Seza A : P x P — 2P\0 un operador multivaluado. Diremos que v,w € P
son puntos fixos acoplados de A se

veAlv,w) e we A(w,v). (1.6)

Diremos que v,,w* € P son puntos fizos acoplados extremais de A se vy, w* satisfacen (1.6) e
ademais
[v,w € P satisfacen (1.6)] = [v. <v ew < w"]. (1.7)



1.2 Teoria de puntos fixos 13

Obsérvese que se v,, w* € P son puntos fixos acoplados extremais de A, entén a condicion
(1.7) implica en particular que v, < w*.

Teorema 1.2.23. [30, Teorema 2.1] Sezan X un espazo métrico ordenado, Y un subcon-
zunto non baleiro de X, [a, 5] un intervalo pechado non dezenerado de 'Y e consideremos unha
aplicacion multivaluada A : o, 8] X [, 8] — 21%PN\D. Suporiamos que para cada v,w € [a, §]
estdn ben definidos os operadores univaluados

A_(v,w) = min A(v,w) e Ay(v,w) = mix A(v, w) (1.8)

e que estes operadores A+ son mondtonos miztos e satisfacen a propiedade de converzencia
mondtona micta. En tal caso, o operador multivaluado A ten puntos fizos acoplados extremais

en [, B].

Proba. No espazo métrico produto X x X consideramos a relacién de orde
seguinte xeito: dados dous pares (v,w), (0,w) € X x X, escribiremos (v, w) < (7,
w > W.

definida do

=
w)sev<Te

Sexan a = («, 3), b = (8, «) e consideremos o intervalo
[a,b] = {(v,w) €Y XY : a = (v,w) <X b}.
Contruimos o operador G : [a,b] — [a, b] que asocia cada par (v,w) con
G(v,w) = (A-(v,w), Ay (w,v)),
e veremos que asi definido o operador G satisface as condiciéns do Lema 1.2.14.

En efecto, sexan (v1,72), (71,72) € [a,b] con (71,72) < (71,7,). En virtude da monotonia
mixta dos operadores univaluados AL tense que

A—(’Yla 72) < A—(Wa %)

A+(727/71) > A+(%7 W)v

polo que G(7v1,72) = G(71,72) e, en consecuencia, o operador GG é crecente en [a, b].

Por outra banda, sexa {(v;,w;)}32; unha sucesi6n monétona en [a,b], o cal significa que
ou ben v; < vj41 e w; > wjyr para cada j € N, ou ben v; > vj41 e w; < wjyq para
cada j € N. Polo tanto, en virtude da monotonia mixta dos operadores AL, obtemos que

. L \1oo L \1oo ) . )
as sucesions {A_(vj, w;)}52; e {A4+(w;,v5)}532; son mondtonas e, ademais, unha delas ¢ cre-
cente e a outra decrecente. Polo tanto, {G(v;, w;)}52; ¢ unha sucesién mondtona en [a,b].
Por ultimo, a propiedade de converxencia monétona mixta garante que ambalas dias suce-
sions {A_ (v, w;)}52, e {A4(wj,v;)}52, tefien limite en [a, (] e, en consecuencia, tamén o ten
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{G(vj,w;) 152, en [a,b].

Polo tanto, G satisface as condiciéns do Lema 1.2.14, polo que podemos concluir que este
operador ten un menor punto fixo (v, w*) en [a,b], que ademais satistace

(v, w™) = mjl’n{(v,w) s G(uv,w) < (v,w)}. (1.9)

Agora, pola definicion de G e por ser (v., w*) punto fixo deste operador temos que
(U*7 w*) = (A— (U*v w*)7 A+(w*7 U*))7

e, en particular, v, € A(vy,w*) e w* € A(w*,v,), polo que v, e w* son puntos fixos acoplados

de A en [a, f].

Sexan agora v, w € [« (3] tales que v, w son puntos fixos acoplados de A. En particular tense
que A_(v,w) < v e Ap(w,v) > w, polo que G(v,w) = (v,w) e en virtude de (1.9) obtense
que (v, w*) = (v,w), isto &, v, < v e w > w*, polo que vy, w* son os puntos fixos acoplados
extremais de A en [a, 3]. O

1.3. Inclusiéons diferenciais e teoria da viabilidade

Nesta seccion recollemos algunhas nociéns acerca de andlise multivaluada e inclusiéns di-
ferenciais que seran empregadas na Secciéon 2.1 para probar novos resultados de existencia de
solucions extremais para problemas de valor inicial de primeira orde.

Unha inclusion diferencial de primeira orde é un problema da forma
2'(t) € F(t,z(t)), t € I = [to,to + L], (1.10)

onde F : I x R® — 28"\() ¢ unha aplicacion multivaluada. Diremos que z € AC(I,R") é unha
solucion da inclusion (1.10) se = satisface (1.10), onde a condicion sobre a derivada enténdese
en case todo punto, e AC(I,R™) é o conxunto das funciéns absolutamente continuas de I en
R™,

Obsérvese que unha ecuacion diferencial do tipo

2'(t) = f(t,z(t), tel, (1.11)

pode ser considerado como un caso particular de (1.10), onde para cada t € I tomamos
F(t,z(t)) = {f(t,z(t))}. Por outra banda, se {f(t,z(t))} C F(t,z(t)), enton unha soluciéon
de (1.11) é tamén unha solucion de (1.10).

Estas consideraciéns suxiren un proceso de ‘ir da ecuacién & inclusion e regresar’, de xeito
que busquemos condiciéns que garantan que unha soluciéon da inclusion diferencial (1.10) é
tamén unha solucion da ecuacion diferencial (1.11). Para conseguir este propoésito precisaremos
unhas pequenas nocioéns de teoria da viabilidade.
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1.3.1. Caso autdénomo

Ainda que o noso principal interés estd no estudo de problemas con dependencia espacial
e temporal, comezaremos considerando o problema auténomo, co fin de explicar paso a paso
cOmo se obtenen os resultados para os casos mais xerais.

Definicion 1.3.1. Seza K un subconzunto pechado non baleiro de R™. Diremos que unha tra-
zectoria (asociada a algin problema diferencial) t € [to,to + L) — x(t) € R™ € viable para K
se x(t) € K para todo t € 1.

Observacion 1.3.2. Se K ¢é como na definicion previa e un certo problema diferencial estd
definido sobre K, entdn fdlase simplemente de trazectorias viables, sobreentendendo que son
viables para K.

Definicién 1.3.3. Seza K un subconzunto pechado de R™. Definimos unha semidistancia dg
en R™ por medio da férmula

dic(2) = inf{d(z,y) : y € K},
onde d ¢ a distancia euclidiana usual.

O seguinte resultado, debido a Nagumo, supuxo un dos grandes alicerces sobre os cales se
asenta toda a teoria da viabilidade.

Teorema 1.3.4. (Nagumo, 1942) Sexan K wun subconzunto pechado non baleiro de R™ e
f+ K — R" unha funcion continua e limitada. Condicidn necesaria e suficiente para que
o problema de wvalor inicial '(t) = f(x(t)), x(0) = xo, tena unha solucion viable para toda
condicion inicial xg € K € que

ltm inf Y@ T ()

m in W = 0 para todo z € K. (1.12)

A vista do resultado precedente, parece natural definir o seguinte obxecto.

Definicion 1.3.5. Sexa K un subconzunto pechado non baleiro de R™. Para cada © € K, o
conzunto e o)
T+ hv
Tx(z) = v €R" : liminf =~~~/ =
K( ) { h—0t h }
recibe o nome de cono continzente de Bouligand de K no punto x.
Observacion 1.3.6. A vista da definicion anterior é claro que para calquera subconzunto pecha-

do K de R™ ¢ calquera x € K resulta T (x) # 0, pois 0 e Tk (x). Ademais, tamén é claro que
se v € Tk(x) enton \v € Tk (x) para calqguera A\ > 0, de ai 0 nome de cono.
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A definicién do cono continxente de Bouligand é certamente dificil de manexar. Por tal mo-
tivo, imos deternos un pouco en intentar comprender en qué consiste exactamente este obxecto
e obtelo nalgin caso particular. Se observamos a Definicion 1.3.5, o que se define como cono
continxente de Bouligand é un conxunto de direccidns nas cales existe, en certo sentido, unha
derivada direccional, pois substituimos a distancia euclidiana pola correspondente dg. En certo
modo, o cono de Bouligand xeneraliza o concepto de espazo tanxente, pois se K é unha varie-
dade mergullada en R"™, enton Tx(x) é o espazo tanxente a K en x. Neste caso, a condicion
(1.12) dinos que f debe ser un campo de vectores (tanxentes) sobre K.

Proposicion 1.3.7. [4, Proposicion 4.1.2] Sezan K un subconzunto non baleiro de R™ e
x € R". Enton v € Tk (x) se e so se existen dias sucesions, {hy}3>; C R e {ugp}p2, C R", de
tal xeito que

i) lim ug =v, ) lim hy =0, e i)z + hguy € K para todo k € N.
k—oo k—oo

Obsérvese que se z € K ¢ un punto illado, enton Tk (z) = {6}}

Na seguinte proposiciéon dase unha condicién necesaria e suficiente para que un determinado
conxunto de direcciéns pertenza ao cono continxente de Bouligand. Nela concrétase a relacion
intuitiva que dabamos antes entre cono continxente e “espazo tanxente”.

Proposicion 1.3.8. Sezxan K un subconzunto pechado de R™, x € K e v € R™. As sequintes
condicions son equivalentes:

(1) v e Tk(x).
(i1) Ezisten J C [0,1), con 0 € JN.J', e unha curva v : J — R™ diferenciable en 0 de tal
zeito que y(J) C K, v(0) = 2 ¢ 7/(0) = v.

Proba.
(1) = (i)

Sexan {h}72, e {ui}72, as sucesiéns que proporciona a Proposicion 1.3.7. Sen perda de
xeneralidade podemos suponer que hy, # hq se p # q. Tomamos J = {1/h; : k € N} U{0} e
construimos v : J — R"™ de tal xeito que v(0) =z e y(1/hg) = = + hpuy para k = 1,2, .... Asi
construida, 7 satisface (i7), pois

1
v I —7(0) 1
"0) = lim —=4 — = lim —h = .
7(0) k1—>nolo 1/hy k1—>nc}o h Rtk =Y
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(ii) = (i)

Por ser 0 un punto de acumulacion de J existe unha sucesion {h;}72; C J\{0} que converxe
a 0. Agora, para k = 1,2, ... definimos uy = hlzl(’y(hk) — z). Obsérvese que con estas eleccions
tense que x + hrug € K para todo k € N, lim,_. o hp =0 e

hi) —~(0
Jim o = Jim T = 0=
En virtude da Proposicion 1.3.7, v € Tk (z). O

Vexamos agora un exemplo de obtencién do cono continxente de Bouligand.

Exemplo 1.3.9. Consideremos en R? o grafo da funcion valor absoluto, isto ¢,
K = {(z,|z|) : z € R}.
Vexamos que o cono continzente de Bouligand de K no punto x = (0,0) é
Tk (0,0) = K.

En primeiro lugar, a Proposicion 1.3.8 permitenos garantir que os vectores da forma (—\, \),
A>0, e (u,p), w>0, pertencen ao cono buscado, pois todos eles son vectores tanzentes de
curvas contidas en K con orize en (0,0). Por outra banda, esta mesma proposicion garante que
estes vectores son os Uinicos que poden pertencer ao cono contizente, pois se vy € unha curva que
satisface a condicion (ii) entdn necesariamente o vector v'(0) debe ser da forma (—Mg, i) ou
(uk, k) para non negativos Mg, . En consecuencia, T (0,0) = K.

0,5

Figura 1.1: Cono continxente de Bouligand de K no punto (0,0).
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Imos agora ver como se estende o Teorema 1.3.4 a inclusiéns diferenciais, isto é, cando F' é
unha aplicaciéon multivaluada. Antes de poder facer isto precisamos unha definiciéon previa.

Definiciéon 1.3.10. Unha aplicacion multivaluada F : K C R"® — 28"\() ¢ semicontinua
superiormente (u.s.c.) en xy € K se para cada aberto N que contena a F(x¢) existe unha
vecinanza M de zo tal que F(M) C N. Diremos que F € u.s.c. en K se F € u.s.c. en cada
punto zg € K.

O seguinte resultado é esencial e combina a condicién de semicontinuidade superior co
Teorema de Nagumo. E unha adaptacion da Proposicion 4.2.1 e o Teorema 4.2.1 de [4].

n
Teorema 1.3.11. Sezan K un subconzunto localmente compacto de R™ ¢ F : K — 2R"\()
unha funcion u.s.c. con imazes compactas e converas. As sequintes condicidns son equivalentes:

1. Para cada condicion inicial xg € K existe L > 0 de tal zeito que a inclusion diferencial
' € F(z), z(ty) = zo, ten unha trazectoria viable definida en [tg,to + L);

2. A condicion tanzencial
F(x) ﬂ Tr(z) # 0

satisfacese para todo x € K.

1.3.2. Caso non auténomo

Nesta seccién mostraremos como estender os resultados previos a inclusions diferenciais non
autonomas, da forma 2’ € F(t,x). Neste caso, parece natural buscar traxectorias viables non
autonomas, isto é, condicions da forma x(t) € K(t) para todo t € [tg,to + L). Para conseguir
este obxectivo debemos comezar adaptando a idea intuitiva da derivada dunha funcién ao caso
multivaluado.

Definicién 1.3.12. O grafo dunha funcién multivaluada K : Q C R® — 2R"\() definese como
o conzunto graf(K)={(t,x) € A xR" : x € K(t)}.

Definicion 1.3.13. Nas condicions da Definicion 1.5.12, denotamos por DK (tg,xo) a apli-
cacion multivaluada que ten por grafo o cono continzente ao grafo de K no punto (to,xo), isto

67
O DK(to,xo)(u) - (u,v) S Tgraf(K) (to,xo).

Diremos que DK (tg,x0) € a derivada continzente de K en ty € Q e xg € K(tg). No caso no
que K sexa univaluada escribiremos simplemente DK (tg).

O seguinte resultado mostra que a Definicion 1.3.13 estende a nocion clésica de aplicaciéon
diferencial.
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Proposicion 1.3.14. [4, Proposicion 4.3.1] Nos termos da Definicion 1.3.13, se K € unha
funcion univaluada e continuamente diferenciable nun aberto ) de R™, entdn

{JK(ty) -u}, sewu € Ta(ty),
DK|Q(t0)(u) =
0, se u ¢ Ta(to),

onde JK (to) - u denota a matriz zacobiana de K aplicada sobre o vector u.

Tal e como fixemos antes co cono continxente de Bouligand, tamén é posible definir a

derivada continxente en termos de funciéns distancia. A seguinte caracterizaciéon é a Proposicién
4.4.2 en [4].

Proposicion 1.3.15. Nos termos da Definicion 1.3.13, tense que v € DK (tg,xo)(u) se e s se

K(to +hﬂ) — x0>
A = 0.

Iiminf d (v,
h—0t, T—u

Exemplo 1.3.16. Consideremos a aplicacion K : t € [0,+00) —— [0,t] € 2% ¢ calculemos o
valor de DK (t,z)(u) para calquera (t,x) € graf(K) e u € R.

En primeiro lugar, observamos que graf(K) é o tridngulo
graf(K) ={(t,z) : z <t} C R?,
e podemos achar o seu cono de Bouligand en calquera punto (t,z) € graf(K):

1) Se (t,x) € un punto interior ao tridngulo entdén € claro que o cono de Bouligand do grafo
nese punto ¢ todo R?.

2) Se consideramos un punto do eizo de abscisas que non sexa a orize de coordenadas, enton
en virtude das Proposicions 1.3.7 e 1.3.8 obtemos que o cono de Bouligand neste caso estd
constituido por todos os vectores con sequnda componente non negativa, pois Son as Unicas posi-
bles direccions de arranque para unha curva contida no tridngulo e orize no eizo. Razoamentos
stmilares permitennos obter o cono continxente nos restantes casos, resultando

R?, se 0<t<ux,

{(u,v) € R? : v >0}, se 0=ux<t,
Tg?‘af(K)(ta‘T) =

{(u,v) €ER? : v <u}, se 0<z=t,

L {(u,v) €eR? : 0<v<u}, se t=x=0.
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graf(K)

(0,0) t

Figura 1.2: Representacion do cono continxente de Boulingand nalgtns puntos de graf(K).

Agora, tendo en conta a relacion
vE DK(t,a:)(u) And (u,v) € Tgraf(K)(t’m)a
basta realizar as correspondentes prozeccions para obter que

( R, se 0<t<u,

[0,400), se 0=z <t,
DE(t,2)(u) =
(—o0,ul, se 0<xz=t,

L [0,u], se t=xz=0.

Coa axuda desta nova ferramenta, o Teorema 1.3.11 pode ser agora estendido ao caso non
autonomo.

Teorema 1.3.17. [4, Teorema 4.4.1] Seza K : [0, +00) — 28"\() unha aplicacion multiva-
luada con grafo pechado e F unha funcion limitada e superiormente semicontinua de graf(K)
en R™ con imazes compactas e convexas. As sequintes condicions son equivalentes:

1. Para todo to > 0 e xg € K(to) existe L > 0 e unha trazectoria viable en [to,to + L) para
a inclusion diferencial 2’ € F(t,x), x(to) = xo.

2. Para todo tg > 0 e todo x € K(t) tense

F(t,x)( | DE(t,z)(1) # 0.
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Con este resultado xa temos toda a bagaxe previa necesaria relativa a teoria da viabilidade;
no seguinte capitulo veremos como poden ser aplicados estes conceptos 4 teoria das ecuaciéns
e sistemas diferenciais ordinarios de primeira orde.
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Capitulo 2

Problemas de primeira orde sen
argumentos desviados

Antes de afrontar a parte principal desta memoria, a que esta adicada &s ecuacions diferen-
ciais con argumentos desviados, imos estudar neste capitulo algunhas condiciéns de existencia
de solucions extremais para problemas de valor inicial. Estes resultados tenen moito interés
matematico en si mesmos, pero ademais seran utiles para nés no desenvolvemento da Seccién
3.3 como ferramenta para o tratamento de certos problemas auxiliares que ali se plantexaran.
Este estudo dos problemas de valor inicial completarase despois proporcionando novos resulta-
dos para diversos problemas funcionais e para sistemas.

Os resultados orixinais incluidos neste capitulo estan publicados en [27] e [28].

2.1. Problemas de valor inicial

2.1.1. Introduciéon

Desde que no século XIX se publicou o conecido resultado de Peano [68] que garantia a
existencia de solucién para problemas de valor incial da forma

x/(t) = f(tvx(t))v x(to) = X0, (2.1)

sempre que o segundo membro da ecuacién fose continuo, numerosos autores publicaron novos
resultados de existencia de solucién para este problema e para outros mais complexos. O obxec-
tivo comin de todos eles era debilitar as condiciéns de Peano co fin de mellorar moitos modelos
mateméticos nos cales intervinan problemas deste tipo. Por exemplo, é cofiecido desde hai tem-
po tamén que se f é unha funcion de Carathéodory que ademais ten unha estimacién uniforme
en L'(I) entén tamén podemos garantir que (2.1) ten solucién. Sen embargo, a condicion de
Carathéodory segue sendo demasiado forte para moitas clases de problemas.
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Nos resultados obtidos nos tltimos anos para (2.1) intervenen condiciéns como cuasimono-
tonia 6] ou subfuncidns e sobrefuncions [34], [74]. No presente capitulo estudaremos cémo os
conceptos vistos anteriormente acerca das inclusions diferenciais e a teoria da viabilidade nos
permitiran visualizar o problema (2.1) desde un punto de vista novedoso e & stia vez permitir a
existencia de conxuntos de discontinuidade realmente complicados.

2.1.2. Resultados conecidos que empregan teoria da viabilidade

Consideremos un problema de valor inicial da forma

2'(t) = f(t,z(t)) en c.t.p. t € I = [to,to + L], z(ty) = zo, (2.2)

onde a funcion f : I x R" — R"™ pode ser discontinua en calquera dos seus argumentos.
Asociado ao problema (2.2) definimos a inclusion diferencial 2/(t) € F(t, z), con

F:(t,z) €I xR" — F(t,z) := [ | @f(t,x +eB), (2.3)
e>0

onde B representa a bola unidade centrada na orixe e co denota a envoltura convexa pechada.
Non é dificil comprobar que F(t,z) coincide exactamente co conxunto {f(¢t,z)} se f(¢,-) é
continua en x. No caso escalar (n = 1) temos que

F(t,x) = [min {f(t,a:),h’minff(t,y)} , MAax {f(t,x),h’msup f(t,y)H .
Yy—x Yy—
Definiciéon 2.1.1. Dicimos que x € AC(I,R™) € unha solucion de Krasovskij de (2.2) se x
satisface
2'(t) € F(t,z(t)) en ctp. tel, z(ty) = xo, (2.4)

onde F € a funcion multivaluada definida en (2.3).

Se C denota o conxunto de todas as solucions de Carathéodory de (2.2) e K denota o con-
xunto das stas solucions de Krasovskij, resulta claro que C C K por ser {f(t,z)} € F(t,z).
Agora buscaremos condicions suficientes que garantan que K C C e asi o noso traballo de ‘ir
da ecuaciéon & inclusion e voltar’ estard rematado. Polo que nés sabemos, o primeiro autor que
empregou este método no caso autéonomo foi S. Hu en [47|. Este labor foi continuado despois
no caso non auténomo por Cid e Pouso en [19], e os seus resultados baséanse na idea de pedir
aos conxuntos de discontinuidade de f que sexan, ou ben inviables, ou ben resolventes para
a ecuacion, nun sentido que especificaremos mais adiante. O resultado principal deste tltimo
artigo, que nos servird a nés como punto de partida, é o que segue.

Teorema 2.1.2. [19, Lema 2.3] Suporiamos que a funcion f : I x R" — R" satisface as
sequintes hipdteses:

(i) Para todo x € R™ a aplicacion f(-,z) é medible.
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(ii) Ewziste ¢ € L*(I) tal que para case todo t € I e todo x € R™ tense que

£ ()] < @)1+ [[]]),
onde || - || € unha norma en R™.

(tit) Para case todo t € I, f é continua en R™ excepto, quizais, nun conzunto K(t) que pode
ser escrito na forma K(t) = J,>_; K (t), con

(o (t,z +eB) (| DEm(t,z)(1) C {f(t,x)} (2.5)

e>0
para todo m € N e todo x € K, (t).
Nestas condicions, K C C.

Imos deternos un pouco a analizar as hipoteses do Teorema 2.1.2. Notese que se f é unha
funcion de Carathéodory, entén a hipotese (i) é redundante e a hipotese (ii) é suficiente para
garantir a existencia de solucion. Polo tanto, a hipotese (iii) xoga un papel esencial no caso de
que f sexa discontinua na variable espacial. Discutamos brevemente sobre ela:

Recordemos os conceptos do capitulo anterior e consideremos o conxunto de discontinuidades
K como unha unién de grafos de aplicacions multivaluadas K,,(t), m = 1,2,... Enton, a condi-
cion (2.5) s6 permite duas posibilidades:

1. A interseccion en (2.5) € o conxunto {f(¢,x)}. Enton, en particular, estamos nas hipoteses
do Teorema 1.3.17, polo que o conxunto de discontinuidade K,, é agora viable para a
inclusion diferencial. Ademais, o feito de que esa interseccion sexa exactamente o conxunto
{f(t,x)} obriga & traxectoria x(-) a ser tamén unha soluciéon do problema ordinario. Neste
caso dicimos que o conxunto de discontinuidade K, é resolvente para a ecuacion.

2. A interseccion en (2.5) é o conxunto baleiro. En tal caso, estamos pedindo que o conxunto
de discontinuidade K, sexa inviable para a inclusion diferencial 2/(t) € F(t,z), polo que
as soluciéns evitaran as discontinuidades, ben porque as cruzardn, ben porque a propia
discontinuidade repelera & solucién.

Exemplo 2.1.3. Sexa f: I x R — R a funcidn definida por

1, se z <0,

f(t,.%’) =

-1, se z>0.

O problema 2'(t) = f(t,z(t)) cunha condicion inicial da forma (to,0) non ten solucién para
t >ty (vézase por exemplo [5] ou [40]). Obsérvese que neste caso seria

()eof(t,0+eB) = [~1,1]
e>0
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K(t) = {(t,0) : t e I},

con
DK(t,0)(1) = {0} para todot € I,

polo que a condicion (iii) do Teorema 2.1.2 fallaria.

x 0,54

-0,5

Figura 2.1: Non existe solucién do problema coa condicion inicial (0,0).

Redefinamos agora a funcion f sobre o conzunto S = {(t,z) : x > 0} e vezamos qué ocorre:

1 .
1. Suporiamos que f toma o wvalor = en S. E claro que agora calquera problema de wvalor

inicial con condicion sobre o eixo de abscisas ten unha solucion de Carathéodory. Notese
que agora tense que

(o (t,0+eB) = [1, 1} ,
e>0 2

e a interseccion (2.5) é o conzunto baleiro, polo que a recta de discontinuidade € inviable
para a inclusion (2.83) e se satisfacen as hipdteses do Teorema 2.1.2.
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x 0,549

-0,5

Figura 2.2: A discontinuidade é inviable para a inclusién.

2. Suponiamos agora que f toma o valor 0 en S. Novamente, o problema (2.2) ten unha
solucion de Cathéodory para calquera condicion inicial sobre o eiro, ainda que neste caso
a solucion soldpase coa recta de discontinuidade. Obsérvese que agora temos

(@ (t,0+eB) = 0,1],

e>0

polo que a interseccion en (2.5) é exzactamente o conzunto {f(t,0)}, e estamos no caso en

que o conzunto de discontinutdade € resolvente.

1A

x 0,549

-0,5

- )
0,5 1

Figura 2.3: A discontinuidade é resolvente para a ecuacion.
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No caso escalar pode darse mais informacién sobre as solucions do problema (2.2). O seguinte
resultado refirese & existencia de solucions extremais.

Teorema 2.1.4. [19, Teorema 2.4] Nas condicions do Teorema 2.1.2, C é un subconzunto
non baleiro, compacto e conexo de C(I,R™). Ademais, no caso escalar (n=1) C ten mdzximo, x*,
e minimo, T., que se corresponden coas solucions extremais de (2.2). Para cada t € I, estas
solucions extremats poden escribirse como

2*(t) = max{v(t) : v e AC(I), V'(s) < f(s,v(s)) c.p.d., v(ty) < o},
2.(t) = min{v(t) : v e AC(I), V'(s) > f(s,v(s)) c.p.d., v(ty) > z0}.
Agora 0 noso proposito mais inmediato serd dar un novo resultado para o problema (2.2)
no caso escalar, combinando os Teoremas 2.1.2 e 2.1.4 coa existencia de sub e sobresoluciéns.

2.1.3. Novo resultado de existencia de soluciéons extremais

A utilizacién de sub e sobresoluciéns para probar a existencia de solucién para o problema
(2.2) retrotraese ata Peano. De feito, en [68] a proba do seu resultado de existencia para a
ecuacion con segundo membro continuo baséase en substituir a igualdade a'(t) = f (¢, z(t)) pola
desigualdade z’(t) < f(t,z(t)) e demostrar a continuacién que a funcion

z* =sup{z € C*(I) : 2/(t) < f(t,x(t)) en I, x(to) = x0}
¢ unha solucién do problema. Os elementos do conxunto anterior foron denominados subfuncions.

Goodman |34] estendeu o concepto de subfuncions aos elementos do conxunto
fo € AC(I) : @'(t) < F(t.a(t)) en I, w(to) = 20}

(obsérvense as diferenzas co conxunto empregado por Peano), e estendeu o resultado orixinal
a funcidns satisfacendo a condicién de Carathéodory, probando ademais que o supremo do
conxunto anterior define a soluciéon méxima do problema en I. O seu mesmo argumento serve
para construir a soluciéon minima do problema como infimo do conxunto de superfuncidns

{r € AC(I) : 2'(t) > f(t,z(t)) en I, x(ty) = 2o}

Posteriormente, numerosos autores estudaron ata onde se podian debilitar as condicions de
Goodman, véxase por exemplo [40] ou [74]. Coémpre advertir que a denominacion de subfun-
cions e sobrefuncions non é estandar e moitas veces trocase pola de subsoluciéns e sobresolucions,
que serd a que nods empregaremos ao longo desta memoria.

Os resultados de Peano e Goodman precisan implicitamente que o conxunto de sub e so-
bresoluciéns do problema sexa non baleiro nas condiciéns plantexadas, como asi proban nos
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seus respectivos traballos. O mesmo ocorre co Teorema 2.1.4 da seccién anterior. Cabe pregun-
tarse agora se esixir a priori que tales funcions existan pode permitirnos debilitar algunhas das
condiciéns destes resultados. A resposta é afirmativa, tal e como mostraremos no seu momento.

No que segue traballaremos en dimensiéon n = 1.

Definicion 2.1.5. Dicimos que unha funcion o € AC(I) é unha subsolucion do problema (2.2)
se a composicion t € I — f(t,a(t)) € medible e se satisfacen as desigualdades sequintes:

d(t) < f(t,a(t)) para ctp. tel, alty) < .

Analogamente, dicimos que 3 € AC(I) é unha sobresolucion de (2.2) se a composicion
telv+—— f(t,B(t)) € medible e se satisfacen as desigualdades:

B'(t) > f(t,6() para ct.p.t €I, B(to) > zo.

O noso novo resultado relativo a problemas de valor inicial en presenza de sub e sobresolu-
ciéns é o seguinte.

Teorema 2.1.6. [27, Teorema 3.1]| Suporiamos que para f : I x R — R se satisfacen as
sequintes condicions:

(Hy) Ezisten o, B € AC(I) que son, respectivamente, subsolucion e sobresolucion de (2.2), con
a<fenl;

(Hs) Emiste v € LY(I) tal que para c.t.p. t € I e para todo x € [a(t), B(t)] tense |f(t,x)] < ¥(t);
(Hs) Para todo x € [minger a(t), maxeer B(t)], a aplicacion f(-,z) é medible;

(Hy) Para case todo t € I, a funcion f(t,-) é continua en [a(t), B(t)|\K(t), onde
K(t) = U Kn(t)7
n=1

e para cada n € N e cada x € K,,(t) temos

(@f(t,x +eB) (| DEn(t, x)(1) C {f(t,2)}.

e>0

Nestas condicidns, o conzunto de solucions de Carathéodory entre o e 3 en I do problema (2.2)

¢ un subconzunto non baleiro, compacto e conezo de C(I). Ademais, este conzunto ten mdzimo,

x*, e minimo, x., que son as solucions extremais entre a e 3 de (2.2), e satisfacen

2 =mix{v € AC(I) : v'(s) < f(s,v(s)) c.p.d., v(tg) < xp, a <v <[ en I}, (2.6)

z, =min{v € AC(I) : V'(s) > f(s,v(s)) c.p.d., v(to) > 2o, a <v < B en I} (2.7)
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Proba. Consideremos o problema auxiliar

2'(t) = f(t,z(t)) enct.p. tel, xz(ty) = zo, (2.8)

onde
flt,a(t), se x < at),

f(t,l‘) = f(t,l‘), se a(t) <z < ﬁ(t),
f(£,8(t), se x> pB(t).

Probemos que fsatisface as condicions do Teorema 2.1.2.

As condicions (i) e (i7) dese teorema camprense en virtude das hipoteses (Hy), (Hs) e (H3).

Vexamos agora que a condicion (i7i) do Teorema 2.1.2 se satisface cando f é substituida por f.
Sexa t € I fixo e consideremos estes tres casos:

(a) Se = > B(t) enton f satisface trivialmente (i3) no Teorema 2.1.2, pois

(@ /(t,x+eB) = {f(t, (1))} = {f(t,2)}.

e>0

De xeito similar ocorre se x < a(t).

(b) Se = = B(t) > «(t), temos

m @ f(t,x +eB) = [min {f(t, ), liminf f(t,y),im ilif f(t, y)} ,
e>0

Yy—x Yy—x

y—x y—at

max {f(t, x),lim sup f(t, y),lim sup f(t, Y) }]

C ﬂ co f(t,x +eB),
e>0
polo que para cada n € N temos

(\@f(t.z +eB) (| DEn(t,2)(1) C (| @f(t,x +eB) (| DEn(t,z)(1)

e>0 e>0
- {f(t7x)} = {f(tw%')}

O resultado andlogo é valido cando = = a(t) < ((t).
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(c) Se z = a(t) = B(t), temos

(@ f(t.x +eB) = {f(t.2)} C [ @ f(t,z +=B).

e>0 e>0

Agora (a), (b), (c), e a hipotese (H4) implican que a condicion (iii) do Teorema 2.1.2 se satisface
cando f é substituida por f, e en consecuencia o Igencionado teorema garante que o conxunto

de solucions de Carathéodory do problema (2.8), C, é un subconxunto non baleiro, compacto e
conexo de C(I,R).

Sexa agora C o conxunto de solucions de (2.2) que pertencen ao intervalo funcional
[, B] = {y € AC(I) : a(t) < ~(t) < B(t) para todo t € I},

isto &,

C={rela,f]: ()= f(t,x(t)) en c.t.p. de I, z(to) = xo},
e vexamos que C = C. En realidade, seria suficiente probar que toda soluciéon de (2.8) pertence
a [a, (], pero por un interés técnico posterior, probaremos a seguinte afirmacion maéis xeral:

Afirmacion: Toda subsolucion de (2.8) € menor que ou igual a B en I, e toda sobresolucion de
(2.8) € maior que ou igual a o en I.— Para probar isto, tomemos v € AC(I) de tal xeito que
v'(t) < f(t,0(t)) para case todo t € I e v(ty) < o, e vexamos que v < 3 en I. Supofiamos
o contrario, isto é, que existe t € I tal que v(t) > [((t); posto que v e [ son continuas e
v(ty) < xo < B(to), existen ¢ € I e € > 0 de tal xeito que v(t) = B(t) e v(t) > [(t) para

t € (t,t +¢) C I. Polo tanto,

V() < f(t,v(t) = f(t,8(t) <B(t) enct.p. te(tT+e),

e, posto que v(t) = B(t), temos v(t) < B(t) en (t,t + €), o cal é unha contradicion.

De xeito similar se probaria un resultado andlogo para sobresolucions. Obviamente, esta
afirmacion implica que C = C.

Por outra banda, o Teorema 2.1.4 garante que C (= C) ten maximo, z*, e minimo, x,, que
son, respectivamente, a maior e menor solucion de (2.8), e que satisfacen

" = méx{v € AC(I) : V/(s) < f(s,v(s)) c.p.d., v(tg) < mo},

z, = min{v € AC(I) : V'(s) > f(s,v(s)) c.p.d., v(tg) > xo}.

A afirmacién previa proporciona

" =méx{v € AC(I) : V/(s) < f(s,v(s)) c.p.d.,v(ty) < g, v <3 en [}
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Ademais, o/(s) < f(s,a(s)) c.p.d. en I, a(ty) < zge a < S en I, polo que z* > aen I e, en
consecuencia,

2 =max{v € AC(I) : v'(s) < f(s,v(s)) c.p.d., v(tg) <z, @ <v < B}
Analogamente podese probar que
r, = min{v € AC(I) : V/(s) > f(s,v(s)) c.p.d., v(tg) > 29, a <v < 3}
O

Observacion 2.1.7. As hipdteses (Hz), (H3) e (Hs) empréganse para garantir que a funcion
f satisfaga as hipdteses do Teorema 2.1.2. Por este motivo, estas tres hipdteses poden ser subs-
tituidas por

(H3)" A funcion f(t,x) satisface as hipéteses do Teorema 2.1.2.

Deste zeito obteriamos un resultado mdis zeral, ainda que con hipdteses menos claras.

Notese que, tal e como adiantabamos na introducién desta seccién, conecer a priori a exis-
tencia dunha subsolucién e unha sobresolucién do problema dénos certas vantaxes: por unha
parte, condiciéns que eran moi esixentes e involucraban o comportamento global da funcion
poden ser reducidas ao comportamento nun intervalo compacto, o cal € moito mais feble; por
outra banda, obtemos unha localizacién de certas soluciéns do problema.

Finalizaremos esta seccién mostrando un exemplo de aplicacién do Teorema 2.1.6.

Exemplo 2.1.8. Para cadan € Z, n # 0, definimos K(t) = U,z (0} Kn(t), con

Kp(t) = {2% <t - |:L—|> } teo,1],

e, para (t,z) € [0,1] x R, definimos

Atx)? cos(tz), sex ¢ K(t),
g(t,z) =
1, noutro caso,

con 0 < A <1.
Vezamos que o problema de valor inicial '(t) = g(t,z(t)), x(0) = 0, estd nas hipdteses do
Teorema 2.1.6.

En primeiro lugar, € doado comprobar que as funcions

alt)=—tep(t)=t, te€l0,1],
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son, respectivamente, unha subsolucion e unha sobresolucion do noso problema. Por unha parte,
para 0 <t <1 ex ¢ K(t) temos

At(—t))? cos(t(—t)) > 0> —1 = o/ (1),

M2 cos(t?) < A< 1=g(t),

mentres que para x € K(t) éa/(t) < g(t,a(t)) =1 = F'(t). Ademais, cumprese (0) = 3(0) = 0,
polo que, en efecto, o e B son unha subsolucion e unha sobresolucidn do problema.

Por outra banda, o conzunto de discontinuidades da funcion g estd constituido por unha
union numerable de rectas de pendente £2 que acumulan en dias rectas limite. Sen embargo,
pese d complexidade deste conzunto, a Proposicion 1.8.14 dinos que se (t,x) € K,(t) para algin
n, enton

DKn(tv $)(1) = {_27 2}7

polo que se |g| < 2, a hipétese (Hy) do Teorema (2.1.6) satisficese (a discontinuidade seria
neste caso inviable para a ecuacion). Pero isto é certo, pois para t € [0,1] e x € [a(t), B(t)] €

lg(t,z)| = Mtz)?|cos(tz)| <A< 1seaxd K(t) e |g(t,x)| =1 sex € K(t),

e, en consecuencia, cumprese (Hy).

Finalmente, as hipéteses (Hy) e (Hs) cumprense trivialmente: no primeiro caso, basta
tomar por exemplo ¥(t) = t, t € [0,1], e no seqgundo caso basta ter en conta que fizado
z € [mingep ) a(t), maxc1) B(t)] a funcion g(-,x) € continua salvo nun conzunto de medi-
da nula.

En consecuencia, o problema de valor inicial 2'(t) = g(t,z(t)), z(0) = 0, ten solucions
extremais en [a, B]. Notese tamén que a funcion g non satisface a condicion (ii) do Teorema
2.1.2.

\

/
)

4%%

06 0.8 1

Figura 2.4: Conxunto de discontinuidades e g(t,—1) (en vermello), con A\ = 0.4.
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2.2. Problemas con condiciéns funcionais

2.2.1. Introduciéon

No problema estudado na seccién anterior, a taxa de cambio da funcién solucién en cada
instante dependia unicamente do valor da propia solucién nese mesmo intre. Isto é, falando
grosamente, o que se quere dicir a través da expresion

2/ (t) = f(t,z(t)). (2.9)

Ao longo das dltimas décadas, moitos autores estudaron outro tipo de ecuacions, mais xerais,
nas cales se permitia que a taxa de cambio da solucién dependera dos valores que esta tomaba
noutros instantes, tanto pasados (ecuacions con atraso), como futuros (ecuaciéns con adianto)
ou, incluso, que dependera do comportamento global da solucion en todo o intervalo. A este
ultimo respecto, cabe citar a autores como Lakshmikantham [58], Nieto e Rodriguez—Lopez [66]
ou Cabada e Heikkild [10]. Por outra parte, outros autores estudaron tamén problemas con
ecuacions do tipo (2.9) pero con condicions iniciais que dependian do comportamento global da
solucion. Asi por exemplo, Heikkila estuda en [41] un problema con condicion inicial da forma

L(x(0),z) = 0,

onde L:R xC(I) — R.

Ademais do seu interés intrinsecamente matemético, as ecuacions diferenciais con depen-
dencia funcional (tanto na propia ecuacién como nas condicions iniciais ou de contorno) son de
grande utilidade & hora de modelar procesos da vida real. Por exemplo, podemos estudar o cre-
cemento dunha poboacién prefixando o valor medio de individuos que debe haber no intervalo
temporal de estudo, mediante a condicién

to+L
/ z(s)ds = K,
t

0

con K > 0 fixo. Este é un exemplo de dependencia funcional nas condiciéns iniciais. Un exemplo
de dependencia funcional na ecuacién poderia darnolo a modelizaciéon dunha substancia radioac-
tiva que en cada instante se desintegra ou se crea en funcién do valor medio da concentraciéon
existente ata ese momento:

1 t
kyx(t), se ;/ z(s)ds < K,
0

2'(t) =
1 t
—kox(t), se Z/ x(s)ds > K,
0

con condicion inicial z(0) = zg e k1, ko, K > 0 fixos.
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Nesta seccion estudaremos brevemente a existencia de solucidns extremais para algins pro-
blemas con condiciéns funcionais, con resultados que estan baseados no obtido anteriormente
para o problema de valor inicial (2.2). Concretamente, estudiaremos un problema con argu-
mento funcional crecente, un problema con impulsos en instantes prefixados e remataremos cun
problema multidimensional.

2.2.2. Problema con dependencia funcional crecente

O método iterativo mondtono, coniecido tamén como método das aproximacions sucesivas,
aparece por primeira vez nun articulo de Picard |70] do ano 1893 no cal o autor busca soluciéns
para o problema de segunda orde

u’(t) + f(t,u(t)) =0, t €[a,b], wula)=u(d)=0

baixo duas hipoteses: que u = 0 é solucion e que a funcion f(t,-) é crecente. Con estas condi-
cions, Picard proba a existencia dunha primeira aprorimacion, o que hoxe en dia chamamos
subsolucién, isto é, unha funcién ag tal que

ag(t) + f(t,a(t)) > 0en (a,b), afa)=a(b)=0.

A partir desta primeira aproximacion «g o autor constrie unha sucesion monodtona crecente de
funcions (sucesion de aprorimacions sucesivas)

ag<ap <ag < -

que converxeran a unha solucién do problema orixinal. En 1915 Perron [69] aplicou algunhas das
ideas de Picard ao problema de Cauchy de primeira orde e desenvolveu un interesante método
para atopar solucidons maximas e minimas entre sub e sobresoluciéns.

Nesta epigrafe usaremos técnicas iterativas xeneralizadas para obter un novo resultado de
existencia de soluciéns extremais para o problema funcional seguinte:

2(t) = f(t,z(t),z) en c.t.p. t € I = [to,to + L],
(2.10)
B(z(ty),z) =0,

onde tg € R, L > 0 e f e B poden ser discontinuas en calquera dos seus argumentos. Obsérvese
que a xeneralidade coa que esté plantexado (2.10) permite considerar dunha soa vez problemas
de variada indole, como poden ser problemas con atraso, problemas con maximos, etc. Por ex-
emplo, un caso particular interesante de (2.10) son os problemas integro-diferenciais periodicos
da forma

2(t) = f (t,:z:(t), /t R S)x(s)d.S) enc.tp. tel,

0

x(to) = x(to + L).
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De xeito anélogo, a formulacion que se fai en (2.10) da condicion inicial permitenos estudar
dun xeito unificado as condiciéns mais usuais, como condicioéns iniciais ou peridédicas, asi como
condiciéns mais sofisticadas, como por exemplo condicions iniciais—integrais do tipo

to+L
z(0) = / c(s)z(s)ds, con ¢ >0 en case todo punto,
to

ou condiciéns multipunto, da forma
[e.e]
z(0) = ch x(t,), onde ¢, >0et, € [ty,to+ L] para todo n € N,
n=1

Por outra parte, permitir a existencia de discontinuidades vai ocasionar que o método de
iteracions sucesivas, tal e como o describimos maéis arriba, falle nun momento crucial: para
garantir que a sucesiéon de iterantes converxe a unha soluciéon do problema precisamos a con-
tinuidade da funciéon f nas variables espaciais, pois en caso contrario o limite pode non ser
solucion. Por este motivo, teremos que usar unha modificacién do método, e usaremos o que
se conece como método mondtono xeneralizado, no cal se substitiie a sucesion de iterantes por
cadeas de iterantes dun operador mondtono axeitado.

Antes de presentar o noso novo resultado para o problema (2.10) precisamos un lema que é
unha xeneralizacion do Teorema de Bolzano e cuxa proba pode verse en |32].

Lema 2.2.1. [32, Lema 2.3] Sezan a,b € R, a < b, ¢ h : R — R unha funcion de tal zeito
que h(a) <0< h(b) e

liminf h(z) > h(z) > limsup h(z) para todo x € [a,b]. (2.11)

Z—=T z—xt

FEzisten entdn c1,ca € [a,b] de tal zeito que h(cy) = 0 = h(ca) e se h(c) = 0 para algin ¢ € [a,b]
enton ¢ < ¢ < cg, isto €, ¢1 e co son, respectivamente, o menor e o maior dos ceros de h en

[a, b].

Obsérvese que a condicion (2.11) camprese no caso particular no que h pode ser expresada
como a suma dunha funcién continua e unha funcién monoétona decrecente, como a que se ilustra
na Figura 2.5.
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Figura 2.5: Lema 2.2.1: xeneralizacién do Teorema de Bolzano.

Como tltimo paso previo antes de presentar o resultado principal deste capitulo introducire-
mos os conceptos de sub e sobresolucion do problema (2.10).

Definicion 2.2.2. Diremos que o« € AC(I) é unha subsolucion do problema (2.10) se a com-
posiciont € I — f(t,a(t), ) € unha funcion medible e se satisfacen as sequintes desigualdades:

o)< ft,a(t),a) enctp.tcl, Blalty),a)<O0.

A siia vez, diremos que 3 € AC(I) é unha sobresolucion do problema (2.10) se a composicion
telvw—— f(t,B(t),B) é unha funcion medible e se satisfacen as desigualdades:

B(t) > f(t,B(t),8) enctp tel, B(B(t),3) >0.

Estamos xa en condiciéns de enunciar e probar o noso novo resultado para o problema
funcional.

Teorema 2.2.3. [27, Teorema 4.2] Suporiamos que existen o, 3 € AC(I) que son, respec-
tivamente, subsolucion e sobresolucion do problema (2.10) e asumamos que se satisfacen as
sequintes condicions:

(Hy) (Medibilidade e conzuntos de discontinuidade) As composicions f(-,a(-),7y) e f(-,8(-),7)
son medibles para cada vy € [o, f] :={§ € AC(I) : a« <& < [ en I}, e a aplicacion

(t.a) € T xR fy(t,2) = f(t2,7)
satisface as hipdteses (Hs) e (Hy) do Teorema 2.1.6;

(Hs) (Estimacion en L') Ewiste ¢ € LY(I) tal que para case todo t € I, todo x € [a(t), B(t)] e
toda v € [a, 5] tense | f(t,z,7)| < (b);
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(Hs) (Dependencia funcional) Para case todot € I e todo x € R a aplicacion f(t,z,-) € crecente

en [a, B];
(Hy) (Condicidns de fronteira) Para cada v € [a, (] e todo x € R tense que

lim inf B(y,v) > B(x,v) > limsup B(y,7),

y—z y—at
e B(x,-) € decrecente en [a, (3].
Enton o problema (2.10) ten solucions extremais entre o e [3.

Proba. Fixemos 7 € [«, ] e definamos Gy como a maior soluciéon entre « e # do problema de
valor inicial
2 (t) = f(t,x(t),y) enct.p. tel, z(ty) =z, (2.12)

onde z ¢ a maior solucion da ecuacion alxebraica B(x,7) = 0 no intervalo [a(ty), B(to)].

(i) A hipotese (Hy), relativa as condicions de fronteira, garante, via aplicacion do Lema
2.2.1, que para cada v € [a, 3] o numero z, estd ben definido en [a(ty), B(tp)]. Basta ter en
conta que por definicién de sub e sobresolucion é

B(a(tO)aa) <0< B(ﬂ(tO)aﬂ)v
e polo decrecemento na segunda variable da funcion B tense
B(a(tO)/.}/) < B(a(t0)7 Oé) <0< B(a(t0)7 5) < B(a(t0)7’7)

(ii) As hipoteses (Hp) e (Hz) garanten, via aplicacion do Teorema 2.1.6, que para cada
v € |a, B] existen solucions extremais do problema (2.12) nese intervalo funcional. En particu-
lar, existe unha solucion maxima e, en consecuencia, o operador G esta ben definido e aplica o
intervalo [a, 3] en si mesmo.

(iii) O operador G é crecente. En efecto, sexan v1,72 € [o, 3], con 71 < 79. Por definiciéon é
(G71)'(t) = fr, (t,G1i(t)) cp.d.en,

Gmi(to) = 24,

O Teorema 2.1.6 dinos que
Ga(t) = méx{v(t) : v e AC(I),v'(s) < fru(s,0(s)) c.t.p. ,v(tg) < Trp, 0 < v < S}

Polo tanto, se probamos que f,, < f,, e que z,, < x,, obteremos que Gy; < Gs.
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O feito de que f,, < f,, é consecuencia inmediata do caracter crecente da aplicacion f(t,z, )
en [«, f]. Por outra banda, o cardcter decrecente da funcion B(z,-) en [a, (], xunto co feito de
ser  unha sobresolucion de (2.10) proporcionan

0= B(‘/E“/l’/yl) = B(x’71772) €
B(B(t0),v2) = B(B(to), 8) > 0,

polo que aplicando novamente o Lema 2.2.1 obtense que B(-,y2) ten polo menos un cero en
[%+,, 3], de onde x,, < x,,. En consecuencia, G é un operador crecente.

(iv) O operador G ten puntos fixos extremais. En efecto, o razoamento anterior, xunto
coa hipotese (Hj), garanten que a aplicacion G satisface as hipoteses do Lema 1.2.14 e, en
consecuencia, ten puntos fixos extremais x, e £*, que ademais satisfacen

zy =min{z : Gz <z}, ¥ =mix{zr : z < Gz}.

(v) O punto fixo z* correspondese coa maior das soluciéns do problema (2.10) en [«, §]. En
efecto, por ser punto fixo de G, x* é trivialmente unha solucion de (2.10). Sexa agora T outra
solucion de (2.10) en [a, (], € dicir, T € [a, 3] satisface

B(#(to),T) = 0.

Por outra banda GT é, por definicion, a maior solucion en [a, §] do problema
x/(t) = f(ux(t)vf)a

z(to) = zz,

onde zz ¢ a maior solucion da ecuacion B(z,T) = 0.
En consecuencia, T < GT e, polo tanto, T < x* por ser * = max{z : © < Gzx}.

(vi) A proba de que o problema (2.10) ten unha solucién minima en [a, 8] fariase de xeito
analogo, redefinindo o operador G convenientemente. U
Amosaremos agora un exemplo de aplicacion do Teorema, 2.2.3.
Exemplo 2.2.4. Sexan K e g coma no Exemplo 2.1.8 e consideremos un operador
h:10,1] x AC(]0,1]) = R

tal que h(-,7) é medible para toda v € AC([0,1]), h(t,-) € crecente para case todo t € [0,1] e
existen c1, c2, ¢ € (0,400) tales que para case todo t € [0,1] e todo v € AC([0,1]) temos

C2
h(t < A t .
el <a (s b)) +e
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1
(Un caso particular e moi interesante é h(t,vy) = / k(t,s)y(s)ds, onde k é continuo e non
0

negativo en [0,1] x [0,1].)
Por dltimo, sexa ¢ : R — R crecente, continua e tal que ¢(0) =0, e consideremos o sequinte
problema funcional discontinuo ([-] denota parte enteira):

2'(t) = f(t,z(t),z) = g(t,z(t)) + h(t,x) en c.t.p. te€[0,1],

1 (2.13)
B(z(0),z) = ¢ <3x(0) — 2/0 x(s) ds> + p(x(0) — [z(0)]) =0, peR.

Mostraremos que o Teorema 2.2.8 pode ser aplicado a este problema cando as constantes A
(A € a constante que aparece na definicion de g no Exemplo 2.1.8), c¢1 e c3 son suficientemente
pequenas, o cal implicard a existencia de solucions extremais entre sub e sobresolucions dadas.
E moi salientable que este resultado non depende nin da eleccion de ¢ nin dos valores de co > 0
e p € R. Obsérvese tamén que as partes non lineares do problema non estan limitadas, cambian
de signo e (dependendo de h) poden ser discontinuas en calquera dos seus argumentos.

Definamos a(t) = —1 —t = —((t) para t € [0,1]. Ndtese que

1 1
/ a(s)ds = —-3/2 = —/ B(s)ds,
0 0
polo que B(a(0),a) = B(B3(0),5) = 0.
Para cada 7y € [a, 5] e para case todo t € [0,1], temos
—12% —cg < h(t, @) < h(t,y) < h(t, ) < 12 + cs,

polo que cdlculos sinxzelos proporcionan que « e 3 son, respectivamente, sub e sobresolucion de
(2.13) para valores de X\, c¢1 e cs suficientemente pequenos (mdis concretamente, a estimacion
AN+ 12 + ¢35 < 1 € suficiente).

Por outra banda, para todo (t,z) € [0,1] x [—2,2] temos |g(t,z)| < méax{4\, 1}, polo que
para case todo t € [0,1], toda v € o, 8], € para x € K,(t), n € Z, n # 0, temos

(@f(t,x+eB,7y) C [~ (max{4), 1} + ¢12 + ¢3), max {4, 1} + 12 + c3],
e>0
e DK, (t,z)(1) = {2n/|n|}, isto é,
(st +eB,y)[ | DEn(t,z)(1) =0
e>0

se A, c1 e cg son suficientemente pequenos.
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Obsérvese que as discontinuidades respecto de x(t) poden ocorrer tamén sobre os grafos de
Kioo(t) = {£2t}, t € [0,1], e un argumento similar mostra que para case todo t € [0,1] e todo
x € Kio(t) temos

ﬂ cof(t,z +eB,7) ﬂDKioo(t,a;)(l) =0

e>0

se A, c1 e cg son suficientemente pequenos.

Posto que o resto de condicions do Teorema 2.2.4 se cumplen trivialmente, podemos concluir
que o problema (2.2.4) ten solucidns extremais no intervalo funcional |cv, (3].

2.2.3. Problemas con impulsos

Nesta seccién faremos unha breve incursién no que se conece como ecuacions diferenciais
con impulsos. Como o seu nome indica, e falando grosamente, este tipo de condiciéns introduce
“pulos” na ecuacién, provocando cambios abruptos no comportamento da soluciéon. Estes cam-
bios poden producirse en instantes fixos ou variables, o cal dard lugar tamén a diferentes tipos
de plantexamentos matemaéticos. Quizais un dos modelos da vida real mais representativo deste
tipo de problemas é o comportamento da concentraciéon en sangue dun certo medicamento que
se vai administrando (ou inxectando) en intervalos regulares de tempo ata que os valores da
droga se estabilizan entre un méximo e un minimo desexado. Este ¢ un exemplo de modelo con
impulsos en instantes prefixados; véxase a Figura 2.6.

. \\\

1 2 3 4
t

wnd

Figura 2.6: Exemplo de modelo con impulsos: evoluciéon da concentracion en sangue dun medica-
mento que se administra a intervalos regulares de tempo.

O noso obxectivo serd tomar como base o resultado obtido na seccién anterior, engadir unha
cantidade finita de impulsos en instantes prefixados e obter condiciéns de existencia de soluciéns
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extremais para este novo problema.
Consideremos, pois, o problema
2(t) = f(t,z(t),z) en c.t.p. t € J = [to, to + L],
I(z(t)),z) =0, k=1,2,....p, (2.14)

B(z(to), x) = 0,

onde tg < t1 < - < t, < tpp1 = to+ L é unha particion fixa de J (O feito de cambiar a notacion
do intervalo I por J obedece simplemente a unha cuestion de evitar confusion coas funcidns
impulsivas ).

Obsérvese que todos os elementos en (2.14) dependen funcionalmente da incognita. Ademais,
facendo Iy = B podemos reescribir o problema (2.14) na forma

2(t) = f(t,z(t),z) en c.t.p. t € J = [to, to + L],
(2.15)
Ik(x(t,j),x) =0, k=0,1,...,p,

isto é, consideramos as condiciéns impulsivas e as de fronteira do mesmo xeito.

O procedemento estandar para estudar este tipo de problemas consiste en “trocear” o inter-
valo polos puntos de impulso e resolver en cada subintervalo obtido un problema do tipo (2.10).
Por este motivo precisamos considerar o espazo

PC(J)={xz:J — R : z & continua en J\{t1,...,t,}, continua pola esquerda en

{t1,....tp} e para todo k os limites z(t;) existen},

que é un espazo de Banach se o dotamos da norma usual do supremo

||z|| = sup [(?)].
teJ

Poniamos Jy = [t, t1] e para cada k = 1, ..., p sexa J o intervalo (¢, tx+1]. Definimos o seguinte
subespazo de PC(J):

Q={r e PC(J) : x);, € AC(Jy), k=0,1,...,p}.

A continuacién redefiniremos convenientemente os conceptos de sub e sobresolucion de xeito
que nos permitan obter un resultado para o problema (2.15) na lina do obtido para o problema
(2.10).
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Definicion 2.2.5. Diremos que o € Q € unha subsolucion de (2.15) se a composicion
teJ— f(t,a(t),a) é medible e se satisfacen as desigualdades

o (t) < f(t,a(t),a) para case todo t € J,
Ik(a(t:),a) <0, k=0,1,...,p.

De zeito andlogo, diremos que 3 € § € unha sobresolucion do problema (2.15) se a composicion
teJr— f(t,B(t),B) € medible e se satisfacen as desigualdades

B'(t) > f(t,B(t),8) para case todo t € J,

Como é habitual, na proba do noso novo resultado precisaremos un resultado de punto fixo.
Neste caso empregaremos unha modificacion do Lema 1.2.15 adaptada ao espazo €2 e cuxa proba
pode atoparse en |32].

Lema 2.2.6. [32, Lema 2.5] Sezan o, € Q tales que o < e G : [, f] — [ov, 3] unha
aplicacion crecente. Suporiamos ademais que existe v € Q de tal zeito que para todo x € |o, (]

se ten
’G.’L’(S) - Gx(t)’ < ‘U(S) - 'U(t)’, s,t€Jg, k=0,1,...,p.

En tal caso, G ten un menor punto fizo en [« Ty, € un maior, r*. Estes puntos fizos satisfacen
7 b J J 7
ademais as sequintes caracterizacions:

zy =min{z € [o, 0] : Gz <z}, 2" =max{z € [o,[] : Gz > z}.
O noso novo resultado para o problema con impulsos (2.15) é o seguinte.

Teorema 2.2.7. Suporiamos que existen o, 3 € AC(I) subsolucion e sobresolucion de (2.15)
con a < 3 en I e asumamos que se satisfacen as sequintes condicions:

(H1) (Medibilidade e discontinuidades) Para cada v € [o, 5] = {{ € Q : a < & < B} as
composicions f(-,a(),v) e f(-,8(-),y) son medibles e a funcion

(t,l‘) €JxXR— f“{(tv$) = f(t,l‘,’}/)
satisface as condicions (H3z) e (Hy) do Teorema 2.1.6.

(Hs) (Estimacion en L') Existe o € L'(J) de tal zeito que que para case todo t € J, todo
z € [a(t), B(t)] e toda vy € [a, 8] tense | f(t,z,7)| < ¥(2).

(Hs) (Dependencia funcional mondtona) Para case todo t € J e todo x € [a(t), B(t)], a funcidn
f(t,xz,-) é mondtona crecente en [«, [3].
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(Hy) (Condicion sobre os impulsos) Para cada k € {0, ... ,p} e toda v € [, 3] tense

lm inf I, (y, ) > Ix(x,7v) > Hmsup Ix(y,7) para todo x € [a(t]), B(t)],

y—a~ y—azt
e para cada © € [a(t]), B(t])], a funcion Ii(z,-) € decrecente en |, ).
Nestas condicidns, o problema (2.15) ten solucidns extremais en [a, [3].

Proba. Definimos un operador G : [«, 5] — |[«, 5] como segue: para cada v € [a, (], Gy é a
menor soluciéon entre « e 3 do problema

z'(t) = fy(t,x(t)) en ctp. t € J

()
x(t:) =Tyk k=0,2,...,p,

onde para cada k = 0,1,...,p, 7,4 é a menor solucion en [a(t]), 8(¢])] da ecuacion alxebraica
implicita
Iy(7,v) =0.

Usando novamente a version do Teorema de Bolzano que nos proporciona o Lema 2.2.1 pode-
mos concluir que o nimero 7, ; existe. Agora, posto que en cada subintervalo Ji, k = 0,1, ..., p,
temos un problema de valor inicial que satisface as condiciéons do Teorema 2.1.6, podemos aplicar
este resultado para concluir que G é un operador ben definido.

Por outra banda, usando un argumento similar ao empregado na proba do Teorema 2.2.3 e
a hipotese (H3) obtemos que G ¢ un operador crecente que leva o intervalo funcional [a, (] en
si mesmo. Por tltimo, en virtude da hipotese (Ha) sabemos que existe 1 € L'(.J) de tal xeito
que
(GY)' ()] = | f(t,Gy(t),7)] < (t) para case todo t € J e todo v € [a, 3]
t
En consecuencia, aplicando o Lema 2.2.6 tomando v(t) = / Y(s)ds, t € J, podemos concluir
0

que G ten un menor punto fixo x, € [a, B8] que ademais satisface
r. = min{z € [, f], : Gz < z}.

Seguindo razoamentos analogos aos realizados na proba do Teorema 2.2.3 obtemos que z, cor-
respondese coa menor solucion en [a, 5] do problema (2.15).

Para deducir a existencia dunha maior solucion para o problema (2.15) en [«, 3] basta con
redefinir o operador G do xeito conveniente. O

Amosaremos agora un resultado de aplicacién do resultado precedente.
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Exemplo 2.2.8. Sexan K, f e B coma no Exemplo 2.2.4 e engadamos o impulso

1+ !
x<§ >:1// x(s)ds, con0<v <1
0

Deste zeito o noso problema convértese en

2 (t) = f(t,z(t),x) en c.tp.tel0,1],

I (x <%+) a;) —0, (2.16)

0= B(z(0), ),
onde
1t 1t !
Izl ),z)=2a= —V/ x(s)ds.
2 2 o
E rutinario comprobar que as funcions a(t) = —1 —t = —f(t), que eran sub e sobresolucion

do problema sen impulsos, sequen sendo sub e sobresolucion deste novo problema. En efecto, no
que se refire ds condicions de impulso tense para cada t € [0,1] que

I<a<%+>,a>:—g+gl/§0
1+ 3 3
(o3 )0) -5z

Por outra banda, as condicions (Hz),(Hs) e (Hy) do Teorema 2.2.7 satisfacense, pois son
as mesmas que para o problema funcional. En consecuencia, resta comprobar se se satisface
a hipdtese (Hs), o cal resulta obvio en virtude da continuidade da funcion I(-,7y) para toda
v € [a, B] e do cardcter decrecente de I(x,-) para todo x € R.

En consecuencia, o problema (2.16) ten solucions extremais no intervalo funcional (o, (3].

2.2.4. Estension ao caso multidimensional

Remataremos esta epigrafe dedicada a problemas funcionais mostrando cémo se pode es-
tender o Teorema 2.2.3 ao caso multidimensional.

Sexa, pois, M un conxunto de indices con maéis dun elemento e consideremos un intervalo
compacto I = [tg,to + L] C R e daas funcions

f: (fl/)VEM : IXRXC(I,RM) —>RM

B=(B,)yen : Rx C(I,RM) — RM,
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Buscaremos condicions suficientes sobre f e B que garantan a existencia de soluciéns extremais
para o problema de contorno multidimensional

z,(t) = fu(t,zy(t),x) cp.d. en I,
(2.17)
B, (z,(tg),x) = 0 para todo v € M.

Coma, sempre, necesitamos adaptar os conceptos de sub e sobresolucién ao problema que
estamos considerando.

Definicion 2.2.9. Dicimos que o = (o )penr € AC(I,RM) ¢ unha subsolucion de (2.17)
se para cada v € M a composicion t € I —— f,(t,a,(t),) é medible e se satisfacen as
destgualdades
al,(t) < fult,au(t), ) para case todo t € 1,
(2.18)
B, (ay(to), ) < 0.

Analogamente, diremos que = (B, )venm € AC(I,RM) ¢ unha sobresolucion de (2.17) se para
cada v € M a composicion t € I — f,(t,5,(t),3) é medible e se satisfacen as desigualdades

B,(t) > fu(t, By(t), B) para case todo t € I,
(2.19)

B, (By(to), 8) = 0.
O noso novo resultado para o caso multidimensional é o que segue.

Teorema 2.2.10. Suporiamos que existen o, 3 € AC(I,RM), con o, < B, en I para todo v,
que son, respectivamente, subsolucion e sobresolucion para o problema (2.17) e asumamos que
se satisfacen as sequintes condicions:

(Hy) Para cada € € [o, 0] = {€ = (&) € AC(I,LRM) : o, <&, < B, en I para todov € M}
e todo v € M as composicions f,(-,a,(+),&) e fu(-,8,(:),&) son medibles e a aplicacion
(t,z) € I xR — f,(t,x,&) satisface as condicions (Hs) e (Hy) do Teorema 2.1.6;

(H3) Para cada v € M e cada § € [, ] existe unha funcion integrable v, de tal zeito que
|fo(t,&(1), §)] < thu(t) para case todo t € I;

(H3) Para cada v € M, case todo t € I e todo x € RM a aplicacion f,(t,z,,-) é mondtona
crecente en [a, 3], isto €, se y,y € [a, B] son tales que y,(t) < 7,(t) para todo v € M e
todo t € I, enton f,(t,z,,y) < fu(t,z,,7).

(Hy) Para cada v € M a aplicacion B, satisface a hipdtese (Hy) do Teorema 2.2.5.

En tal caso, o problema (2.17) ten solucions extremais no intervalo |o, (3].
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Proba. Para este caso empregaremos como resultado de punto fixo o Lema 1.2.13. Definimos,
pois, o operador G : [, ] — C(I,RM) tal que para cada & € [, 8], GE, é a maior solucion
entre «,, e 3, do problema de valor inicial unidimensional

A(t) = fit, 2(t) = fu(t, 2(t),€), t€ T,
(2.20)
z(tg) = zg,

onde 25 & a maior solucion en [ay, (t), By (to)] da ecuacion alxebraica B, (z,¢) = 0.

De xeito analogo a como se fixo na proba do Teorema 2.2.3 probase que o operador G esta
ben definido, é crecente e leva o intervalo [«, 5] en si mesmo. Logo, G satisface a primeira
hipotese do Lema 1.2.13, onde neste caso X é o espazo topoloxico C(I,RM) dotado da orde
parcial

<y x,(t) <y,(t) para todo t € I e todo v € M,

e P é o intervalo [a, (].

Por ultimo, para aplicar o Lema 1.2.13 resta ver que G([«, ]) € un subconxunto compacto
de [a, B]. En efecto, posto que os espazos C(I,RM) e C(I)™ son isomorfos, basta ver, en virtude
do Teorema de Tychonov, que para cada v € M o subconxunto G, ([a, §]) € relativamente com-
pacto en C(I). Pero isto é consecuencia directa da hipotese (Hs), por aplicacién do Teorema de
Ascoli-Arzela.

Logo, G ten un punto fixo maximo z* en [«, 3]. A comprobacion de que z* é a maior solucion
de (2.17) é a mesma que a feita na proba do Teorema 2.2.3.

A existencia dunha solucion minima do problema (2.17) en [a, 5] probase de xeito analogo,
redefinindo o operador G axeitadamente. O

Exemplo 2.2.11. Unha aplicacion teorica interesante do resultado anterior é a reducion de
orde dun sistema de ecuacions sen necesidade de aumentar a dimension do problema. E ben
conecido que unha ecuacion diferencial ordinaria de orde n pode transformarse mediante cam-
bios de variable nun sistema de n ecuacions diferenciais de primeira orde e, dun zeito mdis zeral,
un sistema de m ecuacions diferenciais de ordes ny, ..., ny, respectivamente pode ser transfor-
mado nun sistema de mY ;" n; ecuacions de orde 1.

No que segque preténdese amosar como o feito de admitir dependencias funcionais nos vai
permitir reducir o orde das ecuacions que conforman un sistema sen ter que auwmentar a sia

dimension.

Consideremos por exemplo un sistema de sequnda orde da forma
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u(t) = f1(t,ur(t), ua(t),w)(t),us(t)), t € I =10, L],
u1(0) = ¢1(uy, up),

(2.21)
uh(t) = fat,uq(t), ua(t), u)(t),ub(t)), t€l,

u2(0) = ¢a(uf,uy),

BQ(Ué(O),Ué) =0,

\

onde ¢; : C(I)> — R ¢ crecente en dmbalas dias variables e B; satisface a condicién (Hy) do
Teorema 2.2.8 (i = 1,2).

Sequindo a técnica usual, facemos un cambio de variable x; = ul, i = 1,2. Agora, tendo en
conta que para © = 1,2 se ten

u; (t) = u;(0) —i—/o ui(s) ds = ¢i(x1,12) +/0 z;(s) ds,

obtemos que (x1,xz2) € solucion do sistema funcional de primeira orde

t t
ri(t) = f1 <t7¢1($1,$2)+/0 xl(S)d8,¢2($1,$2)+/0 $2(5)d5,$1,$2>, tel,

B1(21(0),71) = 0;
(2.22)

t ¢
zh(t) = fo <t, ¢1(x1,x2) +/0 x1(8) ds, pa(x1, 22) —i—/o xa(s) ds,xl,m2> ,tel,

\ Bg(l‘Q(O),l‘Q) = 0.

En consecuencia, consequimos un movo sistema de orde 1 sen necesidade de aumentar a
dimension do problema orizinal. Por outra banda, o problema (2.22) pode ser estudado co Teo-
rema 2.2.10 sempre que atopemos unha sub e unha sobresolucion do problema ben ordenadas e
as funcions f1 e fo satisfagan as seguintes condicions:

(Fy) Para case todo t € I a funcion fi € crecente respecto das 2,3 e 5 variables;

(Fy) Para case todo t € I a funcion fo € crecente respecto das 2,3 e 4 variables.
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Obsérvese que a monotonia esizida ds funcidns f;, i = 1,2, permitenos considerar todas as
dependencias funcionais como unha soa, € dicir, podemos escribir o problema (2.22) na forma

Zh(t) = filt,zi(t),x), t € I; Bi(z:(0),2;) =0, i=12, (2.23)
~ t t
onde fi(t,z;(t),x) = fi <t, o1(z1, x2) +/ z1(s)ds, pa(x1,22) +/ xa(s) ds,xl,x2>.
0 0
Deste zeito, se para cada t = 1,2 a funcion ﬁ satisface as condiciéns (Hy) e (Hy) do Teo-
rema 2.2.10 enton temos garantida a existencia de solucions extremais no intervalo [a, 5] do
problema (2.22) (e, polo tanto, tamén do problema (2.17)).

Obsérvese que en particular as funcions f1 e fo poden non ser continuas en ningunha das
stias variables.
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Capitulo 3

Problemas de primeira orde con
argumentos desviados

Comezamos agora o noso estudo das ecuacions diferenciais con argumentos desviados, estu-
do que como se indicou na introducién estara dividido en dous capitulos. Nesta primeira parte
traballaremos con diversos problemas xerais de primeira orde; mais concretamente, considera-
remos ecuacions diferenciais con argumentos desviados dependentes do estado, estudando por
separado o caso no que a funcién que define a ecuacién é Carathéodory do caso no que non o é.

Ainda que a conexion méis forte entre os problemas diferenciais e a modelaxe de procesos
da vida real radique quizais en ecuaciéons de segunda orde, a utilidade das ecuaciéns de primeira
orde para este fin tamén é amplamente aceptada, e abarca temas tan variados como modelos
de desintegracion radioactiva, leis de enfriamento, sistemas de control (como o exemplo que
se presentaba na introducion desta memoria), ou modelos de crecemento poboacional. A este
altimo grupo pertence a ecuacion que describiremos a continuaciéon, e que nos permitira amosar
a conveniencia da introducién de argumentos desviados para obter modelos maéis fidedignos
co comportamento real. As disquisiciéns que seguen foron extraidas na stia meirande parte do
artigo divulgativo de Liz [60].

E ben cofiecida a ecuacion loxistica introducida por Verhulst en 1886,

p'(t) = rp(t) (1 - Z%) , p>0, (3.1)

que modela o comportamento dunha poboacién cuxa taxa de natalidade depende linealmente
do seu tamano e que inclde, ademais, un valor de saturacién K, de xeito que a poboaciéon non
pode crecer mais ala desa constante. O cambio de variable x = p/K transforma a ecuacion (3.1)
en

() =rz(t)(1 —x(t)), x> 0. (3.2)

As soluciéns de (3.2) son todas monodtonas e converxen asintoticamente ao equilibrio x = 1
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ou a x = 0, dependendo das condiciéns iniciais e de se » > 0 ou r < 0, tal e como se pode ver
na Figura 3.1.

0.5+

Figura 3.1: Representacion dalgunhas solucions da ecuacion loxistica, para r = —1 (en vermello)
er=0,5 (en azul).

Sen embargo, existen exemplos reais nos que non se observa este comportamento mondtono,
senén que se dan outro tipo de fenémenos, como que a poboacién creza en certos momentos por
enriba do valor K para despois volver baixar, ou incluso que evolucione periédicamente. Co fin
de explicar matematicamente estes fenémenos, Hutchinson [48| propuxo en 1948 a introducion
dun atraso na ecuacién loxistica:

p =) (1- 227, 33)

onde 7 > 0 representa a idade de maior capacidade reproductiva da especie. Asi, por exemplo,
o entomologo A. J. Nicholson publicou un estudo [64] da evolucion da mosca Lucilia cuprina
na que se comprobaba que o crecemento desta poboacion seguia o modelo (3.3), e mais concre-
tamente, con r7 &~ 2,1, segundo amosou May en [61]. Deste libro de May esté extraida a Figura
3.2, na que se observa o comportamento das solucions da ecuacion (3.3) para diversos valores
de r7.

Ta

Figura 3.2: Solucions de (3.3) para 7 = 1,6; 70 = 1,75; 73 = 2 e 74 = 2,5, onde cada 7; representa
un valor de r7. A lifla horizontal € o equilibrio x = 1.
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A organizacion deste capitulo vén determinada principalmente polo tipo de condicions que
se estudan en cada unha das sitas partes, e cada un destes casos requerird, como é obvio, de
técnicas e hipoteses particulares. Como diciamos anteriormente, comezaremos estudando o caso
Carathéodory, caso para o cal probaremos a existencia de soluciéns maximais e minimais en
presenza de sub e sobresoluciéns empregando, entre outras ferramentas, o Teorema 1.2.2. A
continuacion veremos que se o desvio non depende do estado e engadimos certas condiciéns
de monotonia, entén poderemos garantir a existencia de soluciéns extremais entre a sub e a
sobresolucion. Finalmente, estudaremos o caso xeral non necesariamente continuo, empregando
agora un método monoédtono xeneralizado, e en particular, o Teorema 1.2.23, para garantir baixo
hipoteses de monotonia a existencia de cuasisolucions extremais (solucions tnicas posterior-
mente, baixo condiciéns mais fortes) entre sub e sobresolucions.

3.1. Problema xeral con condiciéns Carathéodory

3.1.1. Introduciéon

Comezaremos este capitulo dedicado a problemas de primeira orde con argumentos desviados
estudando unha ecuacion diferencial con parte non lineal nas condiciéns de Carathéodory. Mais
concretamente, estudaremos a existencia de soluciéns para o problema

' (t) = f(t,z(t),x(7(t,x))) en case todo punto t € Iy = [tg, to + L],
(3.4)
x(t) = A(z) + k(t) para todo t € I_ = [tg — ,to],

onde r > 0 e as funciéns que intervefien no plantexamento anterior satisfacen, grosso modo, o
seguinte: (denotamos I = I_ U Ij)

(i) f:IxR?—Rer:IyxC(I) — I son funciéns de Carathéodory;
(i7) A:C(I) — R & un operador;
(#i7) k:I- — R é unha funcion de arranque continua.

O noso resultado principal nesta secciéon proporcionard condicions suficientes para garantir
a existencia de solucions minimais e maximais para o problema (3.4) entre sub e sobresolucions.
Veremos ademais que, con algunha hipoétese adicional, poderemos garantir tamén a existencia
de soluciéns extremais. Como principais novidades con respecto a traballos xa existentes na
literatura e que estudan problemas deste tipo podemos destacar o seguinte:

(1) O argumento desviante 7 depende en cada instante ¢ do comportamento global da solucion,
e non s6 dos valores que esta toma no instante t.

(2) Os problemas con atraso clésicos, constituidos por unha ecuacion da forma

x/(t) = f(t7x(t)7x(t - T))
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xunto cunha funcién de arranque, estan incluidas dentro do plantexamento xeral do pro-
blema (3.4). Isto non se permitia, por exemplo, en [24], [25], [51] ou [52].

(3) Non se esixira ningunha condicion de monotonia sobre as funcions f e 7. Ademais, tam-
pouco se lles esixird continuidade na primeira variable.

Os resultados desta seccién estan enviados para publicacién, atopandose actualmente en
proceso de revision [31].

3.1.2. Existencia de soluciéons minimais e maximais

Comezaremos introducindo a definicion de solucion para o problema (3.4) e o que entendemos
por soluciéns maximais e minimais nun determinado subconxunto.

Definicion 3.1.1. Diremos que x € C(I) € unha solucion do problema (3.4) se x|, € AC(Ip)
e x satisface (3.4). Dado un subconzunto Y C C(I), diremos que x é unha solucion mazimal
(respectivamente, minimal) de (3.4) en Y se para calquera solucion & € Y a relacion © < &
implica x = & (respectivamente, a relacion x > & implica x = I ).

O noso método para probar a existencia de soluciéns para o problema (3.4) baséase na
existencia de subsolucions e sobresoluciéns. Cémpre sinalar que a definicién “usual” non funciona
ben neste caso, tal e como concretaremos mais adiante, polo que debemos empregar unha
construcién un pouco mais sutil, que é a que introduciremos a continuacién. Nela emprégase
implicitamente o feito de que, por ser limitado o percorrido da funcion 7(t, -), estan ben definidas
as funcions

t e I «(t) = Inf 7(¢,
0 Tx(t) *yéICI(I)T( )

tely— 7°(t) = sup 7(t,7).
vec(I)
Definicion 3.1.2. Diremos que o, € C(I), con o« < (3 en I, son, respectivamente, unha
subsolucion e unha sobresolucion do problema (3.4) se oy, By, € AC(Iy) e se satisfacen as
sequintes desigualdades:

o(t) < min f(t,a(t),€) enctp. tely, a< inf A(y)+kenl_, (3.5)
£eE() v€[a.f]
B'(t) > méx f(t,B(t),€) enct.p.t€ly, B> sup A(y)+kenl_, (3.6)
EEE(T) v€E[a, ]
onde
E(t) = min a(s), max s)|, te€ly, 3.7
( ) SE[T«(t),7*(1)] ( ) se[n(t),ﬂ-*(tﬂﬂ( ) 0 ( )

ela,f]={yeC) : a<y<[Fenl}.
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Obsérvese que a Definicion 3.1.2 require implicitamente que o operador A estea limitado en
[a, B]. Por outra banda, os valores

min f(t,a(t),€) e max f(t B6(t),€),

¢eB(t) §EE(t)

alcanzanse realmente para case todo t € Iy fixado, en virtude da continuidade das funciéns
ft,a(t), ) e f(t,5(t),) no subconxunto compacto E(t). Compre sinalar tamén que a subsolu-
ciéon e a sobresoluciéon aparecen acopladas na Definiciéon 3.1.2.

Podemos presentar xa o noso resultado principal para o problema (3.4).

Teorema 3.1.3. Suporiamos que existen o, 3 € C(I) que son, respectivamente, unha subsolucion
e unha sobresolucion do problema (3.4), e asumamos as sequintes condicions:

(Hy) (Condicions de Carathéodory)

(Hy) — (a) Para todo z,y € [minges a(t), maxees B(t)] a funcion f(-,z,y) é medible, e
para case todo t € Iy, todo x € [a(t), B(t)] e todo y € E(t) (sendo E(t) como en (3.7)) as
funcions f(t,-,y) e f(t,z,-) son continuas.

(Hy1) — (b) Para toda v € [, 5] a funcion 7(-,7) € medible, e para case todo t € Iy
o operador T(t,-) € continuo en C(I) (equipado coa topoloxia usual da converzencia uni-
forme).

(Hy) — (¢) O operador A : C(I) — R ¢é continuo.

(Hs) (Estimacions en L) Eziste v € L'(Iy) de tal zeito que para case todo t € Iy, todo
x € |a(t), B(t)] e todo y € E(t) tense

[f (2, y)| < 9(t).

En tal caso, o problema (3.4) ten solucions maximais e minimais en [o, (3].

Proba. Para demostrar o enunciado anterior usaremos unha técnica bastante estandar (véxase
[21]), que consiste en substituir o problema orixinal por outro auxiliar no cal a parte non linear
estea limitada. Para este fin, introducimos a funcién de truncamento

at), sex < aft),
p(t,x) = T, se at) <z < B(t),

B(t), sex>p(1),
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e consideramos o problema auxiliar

2'(t) = f(t,p(t,z(t)),p(r(t, ), z(7(t,x)))) en c.t.p. t € Iy, .
3.8
z(t) = A(p(-,z(+))) + k(t) para todo t € I_.

Afirmacion 1: O problema (3.8) posie cando menos unha solucion.— Consideremos o opera-
dor
T:C(I)—C()

que asocia cada v € C(I) coa funciéon continua 7y definida para cada t € I_ como

Ty(t) = Ap(-, () + k(t),

e para cada t € Iy como

T’Y(t) = A(p('7 7())) + k(tO) + f(S,p(S,’y(S)),p(T(S, 7)77(7—(87 7))))(18

to

E unha comprobacién estandar que, en virtude das hipoteses (Hy) e (Hs), T define un
operador completamente continuo. En consecuencia, o Teorema 1.2.2 garante que I’ poste un
conxunto compacto non baleiro de puntos fixos, que se corresponden trivialmente coas soluciéns

do problema (3.8).

Afirmacion 2: Toda solucion x de (3.8) satisface o < x < 3 en I e, en consecuencia, € unha
solucion do problema (3.4) en |, 5].— En primeiro lugar, obsérvese que se x é unha solucion de
(3.8) enton p(-,z(+)) € [a, B]. Polo tanto, a definicion de subsolucion do problema (3.4) implica
que para cada t € I_ se ten

a(t) < Ap(,2(-))) + k(t) = x(t).

Vexamos agora que «(t) < xz(t) para todo t € Iy. Para iso, supofiamos, razoando por reducion
ao absurdo, que z 7 « en Ij. En tal caso, podemos atopar to € [to,to + L] e € > 0 de tal xeito

que a(ty) = z(tg) e
a(t) > x(t) para todo t € (fo,to + €. (3.9)

Asi, para todo t € [tg, o + €] tense que p(t, z(t)) = a(t) e
p(7(t z), x(7(t,2))) € [al7(t, @), B(7(t, x))] C E(?),
sendo E(t) o conxunto definido en (3.7). Polo tanto, para case todo s € [fo, o + €] temos
o/(s) < f(s,p(s,2(8)), p(7(s,2), 2(7(s, 2))))-

En consecuencia, para t € [to,fo + €] tense

a(t) —x(t) =/£ o (s)ds — | f(s,p(s,2(s)),p(7(s,2),2(7(s,2)))) ds <0,

to
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o cal contradi (3.9).
Un argumento similar permite probar que = < S en [.

Afirmacion 3: O conzunto de solucions do problema (3.4) en [o, 3] posiie elementos mazimais
e minimais.— Consideremos o conxunto

S={z e€C(I) : z & unha solucion de (34) , z € [«, 8]},

que é un subconxunto compacto e non baleiro de C(I) por corresponderse co conxunto de puntos
fixos do operador T'. Enton, a funciéon real continua

to+L
xGSHI(a:):/ x(s)ds

to

alcanza o seu maximo e o seu minimo, isto é, existen z*, z, € S de tal xeito que
I(z*) =max{Z(z) : x € S}, Z(z.) =min{Z(x) : z € S}. (3.10)

Agora, se x € S é tal que x > z* en I, enton tense que Z(x) > Z(z*) e, en virtude de
(3.10), Z(z) < Z(z*). Polo tanto, podemos concluir que Z(z) = Z(z*) o cal, xunto co feito de
que x > z*, implica que z = x* en I. En consecuencia, z* é un elemento maximal de S.

De xeito analogo probariamos que x, é un elemento minimal. O

Ao comezo desta epigrafe insinuabamos o feito de que a definicion “usual” de sub e sobre-
solucién non funcionaba ben para o problema (3.4), e serd isto o que tentaremos concretar a
continuacion. En efecto, a definicién natural que a un se lle ocorreria empregar nun primeiro
momento esixirfa as desigualdades

o (t) < f(t,a(t),a(r(t,a))) en ct.p. t € Iy, aft) < Ala) + k(t) en I_ (3.11)

B'(t) = f(t,8(t),8(7(t,8))) en c.tp. t € Iy, B(t) = A(B) +k(t) en I, (3.12)

no canto de (3.5)-(3.6). Sen embargo, amosaremos no seguinte exemplo que estas definicions
non serian axeitadas para asegurar a existencia de solucions para o problema (3.4).

Exemplo 3.1.4. Consideremos o sequinte problema con atraso
P'(t) = -zt —1) enctp te[0,1], =z(t)=k(t)=—t paratec[-1,0]. (3.13)

En primeiro lugar, as funciéns a(t) = 0 e f(t) = 1, t € [—1,1], son, respectivamente,
subsolucion e sobresolucion do problema (3.13) no sentido (3.11)-(3.12). En efecto, para cada
t € [—1,0] tense 0 = a(t) < —t < B(t) =1, e para t € [0, 1] tense

dt)=0=—a(t—-1), F{t)=0>-p@t—-1)=-1.
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Sen embargo, se x é unha solucion de (3.13) entén para case todo t € [0, 1] tense
P(t)=—at—-1)=—-k(t-1)=t—1,

polo que para t € [0,1] podemos integrar directamente para obter

2

:E(t):$(0)+/0(s—1)ds:%—t,

de onde se deduce que x(t) < a(t) para todo t € [0,1]. En consecuencia, o problema (3.13) non
ten ningunha solucion entre o e 3.

Obsérvese que as desigualdades (3.5)—(3.6) implican (3.11)-(3.12), polo que sub e sobreso-
luciéns no sentido da Definiciéon 3.1.2 son tamén sub e sobresoluciéns non sentido usual; sen
embargo, a implicacién reciproca é falsa en xeral. A Definicién 3.1.2 é probablemente a me-
llor posible para o problema (3.4), pois redicese a algunhas definicions habituais que un pode
atopar na literatura en conexion con casos particulares de (3.4). Mais ainda, cando a funcion
7 non depende da segunda variable enton para t € Iy tense que E(t) = [a(7(t)), B(7(t))] na
Definicion 3.1.2, polo que se f é monodtona crecente con respecto & terceira variable entén a
Definicion 3.1.2 e a definicion usual coinciden sobre o intervalo Iy (feito que seré posteriormente
empregado na proba do Teorema 3.1.6). Se, pola contra, a funcién f é monoétona decrecente
respecto da terceira variable, entén sobre o intervalo Iy a Definiciéon 3.1.2 correspdéndese coa
definicion usual de subsolucion e sobresolucion acopladas (véxase por exemplo [51]).

Outra reflexién interesante é que, en xeral, nas condiciéns do Teorema 3.1.3 non podemos
agardar que o problema (3.4) tefia solucion extremais en [«, /3], no sentido de que atopemos unha
solucidon maior que todas as demais ou outra menor. Amosamos este feito con outro exemplo.

Exemplo 3.1.5. Consideremos o problema

2 (1) = f(t,2(t), z(7(1))) en c.tp. t € Iy = [—g,w} - (—g) =0, (3.14)
onde
1, sey < —1,
f(t7$)y): Y, se _1§y§17
-1, sey>1,
eT(t) =5 —t.
En primeiro lugar comprobaremos que as funcions a(t) = —t — 5 = —f3(t), t € Iy, son,

respectivamente, subsolucion e sobresolucion do problema (3.14). En efecto, a definicion de f
implica que para todo (t,z,y) € Iy x R? é |f(t,z,y)| < 1, polo que para todo t € Iy tense

slellglé)f(t,a(t)vg) >—-1= a/(t) € glggé)f(t7ﬂ(t)7€) <1l= B/(t),
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onde, de acordo con (3.7),

E(t) = {a(%—t),ﬂ(%—tﬂ — - —1].

Ademais, a(=%5) = B(=%5) = 0, polo que a e B son, respectivamente, unha subsolucion e
unha sobresolucion de (3.14).

As condicions (Hy) e (H2) do Teorema 3.1.3 cimprense trivialmente (basta tomar por exem-
plo ¢ =1 para (H3)), polo que o problema (3.14) ten solucions mazimais e minimais en [, [3].
Sen embargo, amosaremos agora que este problema non ten solucidns extremais entre o e 3.

A familia xx(t) = Acost, t € Iy, con X € [—1,1], define un conzunto de solucidns do proble-
ma (8.14) tales que o < x) < 8 para cada X € [—1,1]. Obsérvese que a solucion idénticamente
cero pertence d familia anterior e non é nin mdzima nin minima en [a, ().

Seza agora T € [o, B8] unha solucion arbitraria do problema (3.14) e vexamos que T non
pode ser tampouco unha solucion mdzima nin unha solucion minima de (3.14) en (o, 3]. En
primeiro lugar, se & cambia signo en Iy entdn & non pode ser unha solucion extremal de (3.14),
pois non poderia ser comparada coa solucion x = 0. Se, por outra banda, fose T > 0 en Iy,
entdn a ecuacion diferencial proporciona que &' < 0 c.p.d. en Iy, o cal implica, tendo en conta
a condicion inicial £(=5) = 0, que Z(t) = 0 para todo t € Iy. Razoando do mesmo zeito
probariamos que T < 0 en Iy tamén implicaria & = 0. En consecuencia, o problema (3.14) non

pode ter solucidns extremais en [o, (3].

Figura 3.3: Familia de solucions {z)} entre o e 3.

O noso proximo obxectivo serd probar que, a pesar do exposto anteriormente, en certas
condiciéns particulares si que é posible garantir a existencia de solucidéns extremais para o
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problema (3.4) entre a e 5. Estas condicions particulares reducense, grosso modo, a eliminar a
dependencia do estado no argumento desviante 7 e a esixir certas monotonias as funciéns f e
A. Concretamolo no seguinte resultado.

Teorema 3.1.6. Consideremos o problema

2'(t) = f(t,z(t), z(7(t))) en c.t.p. t € Iy,
(3.15)
x(t) = A(z) + k(t) para todo t € I_.

Asumamos que para (3.15) se satisfacen as condicions do Teorema 3.1.3 e suporiamos a maiores
que se cumpren as sequintes hipdteses de monotonia:

(My) Para case todo t € Iy e todo x € [a(t), B(t)] a funcion f(t,z,-) é mondtona crecente no
intervalo [o(7(t)), B(7(t))];

(M) O operador A é mondtono crecente en |« 3].
En tal caso, o problema (3.15) ten solucions extremais entre v e 3.

Proba. En primeiro lugar, o Teorema 3.1.3 garantenos que o problema (3.15) postie un conxunto
non baleiro de soluciéns entre o e 5. Deduciremos a existencia de elementos extremais a partir
de probar que este conxunto é dirixido e aplicar o Teorema 1.2.5. Con este fin, xogara agora
un papel relevante o feito de que grazas as condiciéons de monotonia e a que 7 non depende da
incognita a definicién de subsolucién e sobresolucién que estamos manexando, isto é, segundo
as desigualdades (3.5)-(3.6), é equivalente & definicion usual, isto é, segundo as desigualdades
(3.11)-(3.12).

Sexan, pois, z1,z2 € [o, 3] daas solucions do problema (3.15) e vexamos que existe outra
solucion z3 € [a, (] de tal xeito que x1 < x3 e x5 < x3, 0 que nos amosara que o conxunto de
solucions entre « e 3 é dirixido superiormente. Para iso, consideremos a funcién

Z(t) = méx{z1(t), x2(t)}, t € I,

cuxa restricion 27, ¢ absolutamente continua en Iy. Asi definida, para case todo t € Iy tense,
ou ben

&'(t) = f(t,&(t), 21(7(t))),
ou ben

'(t) = f(t,2(t), 22(7 (1)),

e posto que f é crecente na sua terceira variable obtense, en calquera caso, que

#(t) < f(£,2(), 2(7(2)))-

Por outra banda, da monotonfa do operador A dedtcese que #(t) < A(2)+k(t), polo que & é
unha subsoluciéon do problema (3.15). En consecuencia, podemos aplicar novamente o Teorema
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3.1.3 para asegurar que existe cando menos unha solucion de (3.15) x3 € [, 3], solucion que,
de xeito obvio, satisface 1 < x3 e xo < x3. Queda probado entén que o conxunto de soluciéns
de (3.15) é dirixido superiormente, polo que en virtude do Teorema 1.2.5 poste un elemento
maximo.

De xeito analogo probariamos que este conxunto é dirixido inferiormente e, polo tanto, poste
un elemento minimo. O

Amosaremos cun exemplo a aplicabilidade do resultado anterior.

Exemplo 3.1.7. Fizemos L > 0 e consideremos a sequinte ecuacion diferencial con argumento
de reflexion e singularidade en x = 0:

(1) = ﬁ_tt) te(0,L], a(t) = k(t) = teost —3t, t € [—L,0]. (3.16)

Neste caso a ecuacion vén definida pola funcion f(t,y) =t/y.

En primeiro lugar, as funcidons

—2t, set <0,
1
—§t, se0<t< L,

—4t, set <0,

0, se0<t< L,

definen, respectivamente, unha subsolucion e unha sobresolucion do problema (3.16). En efecto,
para t € [—L,0] tense
a(t) = =2t < k(t) < —4t = B(¢),

e para case todo t € Iy cumprese
flta(~) = —5 =a'(t),  F(B(-1) =~ < 7).

Por outra banda, para case todo t € Iy e todo y € [a(—t), B(—t)] = [2t, 4t] tense
t 11
t = — € |-, =
)l = [4,2],

polo que o problema (3.16) posie solucions extremais entre o e (3. Obsérvese que para todo
t € (0,L] a funcion f(t,-) é mondtona crecente no intervalo [o(—t), 5(—t)], polo que pode ser
aplicado o Teorema 3.1.6.
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De feito, podemos resolver explicitamente o problema (3.16), pois a ecuacion diferencial
zunto coa funcion de arranque conducen ao problema de valor inicial

1
! - - —
2'(t) = o7 3 Para todo t € [0,L], «(0) =0,

que ten unha solucion tinica dada pola expresion

a;(t):/o eI

cosr — 3

30

x 20

Figura 3.4: Solucion do problema (3.16), flanqueada pola sub e a sobresolucion.

3.1.3. Construcion de sub e sobresolucidons

Como norma xeral, cando se d& un resultado na lina dos Teoremas 3.1.3 ou 3.1.6, a existencia
dunha subsolucién e unha sobresolucién acostuma ser a hipétese mais dificil de comprobar na
préactica. Por este motivo, incluimos nesta epigrafe algins resultados que proporcionan condi-
cions suficientes para garantir a existencia de subsoluciéns e sobresoluciéns lineares para o
problema (3.4) en casos particulares.

Comezamos considerando un problema da forma

2 (t) = f(z(7(t,x))) en c.t.p. t € Iy = [to, to + L],
(3.17)
x(t) = k(t) para todo t € I_ = [tg — r, to],

con f € C(R) e k€ C(I-). Por abreviar, denotamos

* = { 5 t = A . 1
po =mink(t), ¢ =mixk(t) (3.18)
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Proposicion 3.1.8. Suporiamos que f € unha funcidn continua que ademais satisface as sequintes
condicions:

Am f(y) = +oo; (3.19)

Jm f(y) = —oo; (3.20)
1

ygglw% <7 (3.21)

P set < tp,
at) = (3.22)
m(to —t) + ¢s, set > to,
e
", se t < ty,
B(t) = (3.23)

m(t —to) + ¢*, set>tg,

definen, respectivamente, unha subsolucion e unha sobresolucion do problema (3.17).

En particular, o problema (3.17) posie solucions mazimais e minimais entre o e [3, e isto
non depende da eleccion de T.

Proba. As condiciéns (3.20) e (3.21) implican que

lim > L,
y——o0 f(y)
polo que existe y; < min{0, p,} de tal xeito que
0> f(y) > Y —ch* sey < yi. (3.24)

Por outra banda, a condicion (3.19) implica que existe yo > 0 tal que

fy)>0sey >y, (3.25)

Sexa A = min{f(y) : y1 <y < y2}. En virtude de (3.20) e da continuidade da funciéon f,
existe y3 < y1 de tal xeito que

f(ys) =Xe f(y) > A para todo y € [ys,y1], (3.26)

e esta eleccion de y3 tamén proporciona que

f(y3) < f(y) para todo y > ys3, (3.27)
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e, en virtude da desigualdade (3.24),

Y3 — Px
Flys) > = (3.28)
Agora, definamos a como en (3.22), con m = £ Asi definida, tense que a(t) < k(t)
para todo t € I_, o/(t) = 2572 para todo t € Iy e

1?1}1 a(t) =a(to+ L) = —mL + ¢, = ys,
€

polo que deducimos das desigualdades (3.27) e (3.28) que para todo t € I camprese
Qt) = —m < flys) = _min _f(y). (3.20)

y>ming a(t)

Do mesmo xeito, podemos atopar 73 > max{0,¢*} de tal xeito que a funcién ( definida en
(3.23), con m = L Ly3 satisface 3(t) > k(t) para todo t € I_ e
m >

B(t) = méxﬁ( )f(y) para todo t € Ij. (3.30)

X7 B(t
En consecuencia, o e (8 definen, respectivamente, unha subsolucién e unha sobresoluciéon
para o problema (3.17). O

Exemplo 3.1.9. A funcion

sgn(y) loglyl, sey € (—oo,—1)U(1,00),
fly) =
sen(7y), sey € [—1,1],

satisface todas as condicions da Proposicion 3.1.8. En consecuencia, o problema (3.17) asociado
d funcion f ten cando menos unha solucion para calquera eleccion de k € C(I-) e 7 € C(I,1)
(e dos intervalos I_ e I).

Figura 3.5: Grafo da funcion f no intervalo [—10, 10].
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Agora usaremos as ideas da Proposicion 3.1.8 para construir sub e sobresolucions para o
problema xeral (3.4).

Proposicion 3.1.10. Sexa k € C(Iy) e sexa f : Iy x R?> — R unha funcién de Carathéodory.
Suporiamos que existen F,,Fg € C(R) de tal zeito que para case todo t € Iy e todo y € R
cumprese

ft,z,y) > Fu(y) para todo x < @, (3.31)

f(t,xz,y) < Fg(y) para todo x > ¢, (3.32)

con @y e @* como en (3.18).
Ademais, asumamos que se satisface o sequinte grupo de condicions relativas a F, e Fg:

Fy estd limitada superiormente en (—o0,0],
F 1
lim 6—(y <

Yy——+00 Y

~—

lim F,(y) = —oo, (3.33)
y——00
F,, estd limitada inferiormente en [0, +00), (3.34)
Faly) _ 1

It iy 3.35
y—1>I—noo Y L ( )

lim F, = .
A F(y) = +oo, (3.36)
(3.37)
(3.38)

il

Enton existen m,m > 0 de tal zeito que « e B construidas como en (3.22)-(3.23) definen,
respectivamente, unha subsolucion e unha sobresolucion para o problema (3.4), e isto non de-
pende da eleccion de T.

Proba. Razoando do mesmo xeito que como se fixo na proba da Proposicién 3.1.8 obtemos que
existe m > 0 de tal xeito que a(t) < @, para todot € I_ e

d(t)=-m< min F,(y) para case todo t € I.

y>ming o
Posto que a(t) < ¢, para todo t € I, obtemos a partir da desigualdade (3.31) que

o(t) < min  f(t,alt),y) enct.p. t € Ip.

y>ming o
De xeito andlogo, existe Tm > 0 tal que (t) > ¢* para todot € I_ e

B(t)y=m> mix f(t6(t),y) enct.p.te I.
y<méxy

En consecuencia, a e (8 son, respectivamente, unha subsolucién e unha sobresolucién do
problema (3.4). O
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Exemplo 3.1.11. Seza f a funcidn definida no Exemplo 3.1.9 e consideremos o problema

' (t) = —(z+7)|z+n|Vg(t,x) + f(7(t,z)) en c.t.p. t € [0, L],

(3.39)
x(t) = —tcost para todo t € [—m,0],
onde v >0, L >0 eg é unha funcion de Carathéodory non negativa.
E doado comprobar que neste caso tense g, = —m e ©* ~ 0,5611, e que a funcion F(t,z,y)

que define a ecuacion diferencial en (3.39) satisface
F(t,ﬂj‘,y)Zf(y) sex < — eF(t,:n,y)ﬁf(y) se T > —,
polo que en particular cimprense as condicions (3.31) e (3.32).

Por outra banda, as condicions (3.33)-(3.38) ciumprense en virtude das comprobacidns feitas
no Exemplo 3.1.9, polo que existen m,m > 0 de tal zeito que v e B construidas como en (3.22)-
(8.23) definen unha subsolucion e unha sobresolucion do problema (3.39) para calquera eleccion
de 7. En particular, se existe 0 € L'(Iy) tal que para case todo t € Iy e todo = € [a(t), B(t)]
tense g(t,z) < 1(t), enton o problema (3.39) posie solucions mazimais e minimais entre o e
B, por aplicacion do Teorema 3.1.3.

Observacion 3.1.12. A subsolucion e a sobresolucion obtidas tanto na Proposicion 3.1.8 como
na Proposicion 3.1.10 satisfacen unha condicion lizeiramente mdis forte que a que se require na
Definicion 3.1.2.

3.2. Problemas con adianto ou con atraso

3.2.1. Introducién

Nesta seccion estudaremos un problema que pode ser visto como un caso particular de (3.15),
problema para o cal o Teorema 3.1.6 nos garantia a existencia de soluciéns extremais suponen-
do, entre outras hipoteses, que a funcion f era Carathéodory e monétona crecente respecto da
terceira variable. O que faremos nesta seccién serd ver que nun caso particular, pero intere-
sante, podemos prescindir da continuidade e debilitar a hipotese de monotonia. Concretamente,
estudaremos o problema

2(t) = f(t,z(t),z(7(t))) en c.t.p. t € I = [to,to + L],
(3.40)
B(x(c),z) = 0,

onde ¢ € {to,tp + L} e o argumento desviante 7 é unha funcién medible tal que 7(I) C I e
satisface unha das duas condicions seguintes: ou ben 7(t) < t en c.t.p. t € I, isto é, 7 é un
argumento de atraso, ou ben ¢ < 7(t) en c.t.p. t € I, en cuxo caso 7 seria un argumento de
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adianto. Ademais, as funciéns f : I x R? — R e B : R x C(I) — R poden ser discontinuas en
calquera dos seus argumentos. No que se refire & condiciéon de contorno, tomaremos ¢ = tg no
caso de ecuacions con atraso e ¢ =ty + L para ecuacions con adianto.

O problema (3.40) foi estudado por Jankowski en [49] e [50], e neses artigos proporciénanse
resultados de existencia de solucions extremais para o problema anterior (en [49| para ecuacions
con adianto e en [50] para ecuacions con atraso) con f e 7 funcions de Carathéodory e condicions
de contorno da forma B(z(ty),z(to+ L)) = 0, con B unha funcién continua nas daas variables.
Polo tanto, os nosos resultados xeneralizan os que se obtefien nos citados traballos.

3.2.2. Existencia de solucién tnica

Na proba do noso resultado principal de existencia de soluciéns para o problema (3.40)
precisaremos poder garantir que certos problemas auxiliares tefian solucién tnica. A este fin
presentamos un resultado para o problema

2'(t) = g(t,z(t),z(r(t))) enct.p. t € I, x(ty) = zo. (3.41)

Teorema 3.2.1. Sexa 7 : I — I unha funcion medible tal que 7(t) < t en c.t.p. t € I e
suponamos que se satisface o sequinte grupo de condicions:

(Hy) (Medibilidade) Para todo x,y € R a funcién g(-,x,y) é medible;

(Hs) (Estimacion en L') Para cada subconzunto compacto R C R?, existe yp € L'(I) de tal
zeito que para case todo t € I e todo (z,y) € R tense |g(t,z,y)| < Yr(t).

(H3) (Condicion de Lipschitz forte) Existen funcions L1, Lo € L'(I,]0,+00)) de tal zeito que
para case todo t € I temos que

l9(t, 2z, y) — g(t,Z,9)| < L1(t)|z — 2| + La2(t) |y — ¥
para todos z,y, %,y € R.
En tal caso, o problema (3.41) ten unha tnica solucion en AC(I).

Proba. As solucions do problema (3.41) correspéndense cos puntos fixos do operador
A:C(I)—cC(I)

definido mediante a expresion

t

Azx(t) = xg +/ g(s,z(s),xz(r(s)))ds, t € I, x € C(I).

to

Obsérvese que a condicion (Hg) implica en particular que a funcién g é continua nas va-
riables espaciais, polo que g é unha funcién de Carathédory. Por outra parte, para calquera
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x € C(I) a composicion x o 7 é medible e, polo tanto, g(-,z(-),z(7(-))) é tamén medible. Por
outra banda, a condicion (Hs) garante que para cada x € C(I) a integral anterior existe e, en
consecuencia, o operador A estd ben definido.

O que faremos a continuacion serd probar que A ten un tnico punto fixo, como aplicacion
do Teorema 1.2.7 (Teorema do punto fixo de Banach).

No espazo C(I) consideramos a norma de tipo Bielecki

t
lall. = mixeOfa(1), onde A(t) = / (L1(s) + La(s)) ds.
S

to

Equipado con esta norma, C(I) ten estrutura de espazo métrico completo.

Sexan agora u,v € C(I). En virtude da condicion de Lipschitz (H3) obtemos a seguinte
cadea de desigualdades:

ol < i {0 [l u(s)utr(61) - ol (50 ds
< i {0 [ (L)~ v16)] + L@ lutr(s) — ol ()] s
< ||u—v||*n231x{e—*<t> /t:e)‘(s)(Ll(s)—i—Lg(s))ds}
< ol i {70 (0 1)

= = ollomix (1- ) = gllu = ]|,
onde g =1— e MLl o q,

En consecuencia, o operador A satisface as condicions do Teorema 1.2.7 e, polo tanto, posie
un tnico punto fixo que se corresponde coa tnica solucién do problema (3.41). ]

Observacion 3.2.2. O resultado anterior seque sendo vdlido se substituimos o argumento de
atraso por un argumento de adianto e consideramos o problema final no canto do problema de
valor inicial. En efecto, sexa 7 : I — I de tal zeito que 7(t) >t en c.t.p. t € I e consideremos
o problema

2'(t) = g(t,z(t),z(r(t)) en ct.p. t €I, x(to+L)=uxyp. (3.42)

Enton x € AC(I) é unha solucién do problema (3.42) se e sd se a funcion y(t) = x(—t) é unha
solucion do problema

y'(t) = h(t,y(t),y(7(t))) en c.t.p. t € [~to— L,—to], y(—to— L) =z,
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onde h(t,y,z) = —g(t,y,z) e 7(t) = —7(—t), que € un problema da forma (3.41).

3.2.3. Existencia de solucions extremais

A hora de aplicar un método mon6tono para garantir a existencia de solucions extremais para
o problema (3.40) precisaremos facer uso dun determinado principio de comparacion, técnica
que por outra banda ¢é habitual neste tipo de resultados. Méis concretamente, precisaremos dous
lemas que estén incluidos en [49] e [50] e que estan referidos, respectivamente, ao problema con
atraso e ao problema con adianto.

Lema 3.2.3. [50, Lema 2.2]| (Principio de comparacioén para o problema con atraso)
Sexa 7 : I — I unha funcion medible e tal que 7(t) < t c.p.d. en I. Seza p € AC(I) e
suponamos que existen funcions integrables K e L, con L > 0 c.p.d. en I, de tal zeito que se
satisfacen as sequintes desigualdades:

p'(t) < —K()p(t) — L(t)p(7(t)) en c.t.p. t €I,
(3.43)
p(to) § 0.

Se ademais se cumpre que
to+L ¢
/ L(t)elro K& dsg < 1 (3.44)
to
enton p <0 en 1.

Lema 3.2.4. [49, Lema 2.1] (Principio de comparacion para o problema con adianto)
Seza T : I — I unha funcién medible e tal que 7(t) > t c.p.d. en I. Sexza p € AC(I) e
suponamos que existen funcions integrables K e L, con L > 0 c.p.d. en I, de tal zeito que se
satisfacen as sequintes desigualdades:

p(t) > K()p(t) + L(t)p(7(t)) en c.t.p. t € 1,
(3.45)
p(to+ L) <O0.

Se ademais se cumpre que
to+L .

/ Lt)yelT " K@ dsgy < 1 (3.46)
t

0
enton p <0 en I.

Nos artigos orixinais, os lemas anteriores estin enunciados coa hipotese de que as funciéns
7 e K son continuas; sen embargo, a mesma proba que ali se fai segue sendo véalida pedindo
unicamente a medibilidade de 7 e o caricter integrable de K, tal e como establecimos nos nosos
enunciados.

Antes de presentar os resultados principais desta seccién introduciremos a definiciéon de
subsolucion e sobresolucién para o problema (3.40) que, como era de esperar, ¢ a translacion
natural da definicién que se emprega no Teorema 3.1.6.
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Definicion 3.2.5. Diremos que o, 3 € AC(I) son, respectivamente, unha subsolucion e unha
sobresolucion do problema (3.40) se as composicions f(-,a(:),a(7(-))) e f(-,8(:),B(7(:))) son
medibles e se satisfacen as sequintes desigualdades:

o (t) < f(t,alt),a(r(t)) enctp. t €I, Blalc),a) <0; (3.47)

B'(t) = f(t,B(t), B(7()) en c.tp. t €1, B(B(c),B) > 0. (3.48)
Os nosos resultados de existencia de solucion para o problema (3.40) son os que seguen.

Teorema 3.2.6. Poriamos ¢ = tg. Sexa 7 : I — I unha funcidn medible e tal que 7(t) < t c.p.d.
en I. Suponiamos que existen o, 3 € AC(I) que son, respectivamente, subsolucion e sobresolucion
do problema (3.40), con a < 3 en I, e denotemos

[, 8] = {§ € AC(I) : a(t) < &(t) < B(t) en I}
Asumamos ademais que se satisface o sequinte grupo de condicidns:
(H1) (Medibilidade) Para toda & € [o, 3], é medible a composicion

telr— f(t,£(1),&((1)));

(Hs) (Estimacion en L') Ewiste ¢ € LY(I) tal que para case todo t € I, todo x € [a(t),B(t)] e
todo y € [a(7(t)), B(7(t))] tense

[f (2, y)| < 9(t);

(Hs) (Condicion de Lipschitz lateral) Ezisten funcidns integrables K, L, con L >0 c.p.d. en I,
que satisfacen a desigualdade (3.44) e de tal zeito que

F(ta,y) - [(LET) < KOF - 2) + LG - )
sealt) <x <T<B(t) ealr(t) <y <7< A1)

(Hy) (Condicidns de contorno)
(Hy) — (a) (Discontinuidades admisibles) Para todo & € [, 3] e todo x € R tense que

liminf B(y, ) > B(x,€) > limsup B(y, €);

y—a~ y—at

(Hy) — (b) (Monotonia) Para todo x € R a funcion B(x,-) é mondtona decrecente en

[, 8.

En tal caso, o problema (3.40) ten solucions extremais no intervalo funcional [, ().
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Proba. Consideremos o operador G : [, f] — AC(I) definido do seguinte xeito: para cada
¢ € [a, f], GE é a unica solucion do problema de valor inicial

a'(t) = f(t.£(),&(7(1)) — K(t)[x(t) — £(B)] — L®)[x(7(t) — &(T(1))],
(3.49)
x(tg) = e,

sendo x¢ a maior soluciéon no intervalo [miner ot), maxyer 5(t)] da ecuacion B(z,&) = 0.

Afirmacion 1: O operador G estd ben definido.— En primeiro lugar, para cada £ € [, 5] o
nimero x¢ esta ben definido en virtude da hipotese (Hy)— (a) e en aplicacién do Lema 2.2.1. Por
outra banda, as hipoteses (H1), (Hz) e (Hs) garanten que o problema (3.49) esta nas hipoteses
do Teorema 3.2.1 e, en consecuencia, poste unha tnica solucion en AC(I).

Afirmacion 2: G € un operador crecente que leva o intervalo [a, B] en si mesmo.— Sexan
&1,&2 € [a, f] tales que & < €. En primeiro lugar, (Hy) implica que G&(tg) < G&(tp). En
efecto, por definicion tense que G&;(to) = x¢, e G&2(to) = x¢,, € a monotonia da funcién B na
sta segunda variable implica que

0= B(xﬁlvé‘l) > B(x517€2) e
B(B(a),&2) > B(B(a), 8) = 0,

polo que por aplicacion do Lema 2.2.1 obtense que a funcion B(-,&2) ten cando menos un cero
no intervalo [z¢,, B], polo que x¢, < wg,.

Por outra banda, a hipotese (Hs) implica que para case todo ¢ € I se satisface a desigualdade

(G&1 — G&)' (t) < —K(1)[G&1(t) — G&a(t)] — L()[GE1(7(t) — G (7(1))].

En consecuencia, podemos aplicar o Lema 3.2.3 para garantir que G&; < G&3 e, polo tanto, o
operador GG é crecente.

Un argumento analogo amosa que Ga > a e GB < (8 por seren « e 3, respectivamente, sub
e sobresolucion do problema (3.40). En consecuencia G([a, f]) C [a, 5].

Afirmacion 8: O operador G posie puntos fixos extremais, que se corresponden coas solucions
extremais do problema (3.40) en [, §].— Xa vimos no apartado anterior que G é crecente.
Ademais, para £ € [«, (] tense que

GE O] < () + (K@) + L{1) (mdx (1) — mina(t)),

tel

onde a funcién que aparece no lado dereito da desigualdade anterior é integrable en I. Polo tanto,
por aplicacion do Lema 1.2.16, podemos garantir que G ten puntos fixos extremais maximo, x*,
e minimo, x,, caracterizados mediante as expresiéns

¥ =max{zr € [a, (] : * < Gz}, =z, =min{x € |a, ] : Gx < z}. (3.50)
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Por unha parte, é claro en virtude da definicion de G que todo punto fixo de G se correspon-
de cunha solucién do problema (3.40). Reciprocamente, se ¢ € [a, 3] é unha soluciéon de (3.40)
enton ¢ < G( e, en virtude de (3.50), tense que ¢ < z*. En consecuencia, x* é a maior solucién
de (3.40) en [«, 3].

A proba de que (3.40) ten unha menor solucion en [«, 5] fariase de xeito similar, redefinindo
o operador G convenientemente. O

Observacion 3.2.7. A condicién (Hs) do Teorema 3.2.6 cimprese, en particular, se a funcion
f € monotona crecente nas variables espaciais, xa que entén abonda tomar K = L = 0.

O seguinte resultado é a version andloga ao Teorema 3.2.6 para o caso de problemas con
adianto.

Teorema 3.2.8. Ponamos ¢ = tg + L. Sexa 7 : I — I unha funcion medible e tal que
7(t) >t c.p.d. en I. Suporiamos que existen o, 3 € AC(I) que son, respectivamente, subsolucion
e sobresolucion do problema (3.40), con o < (3 en I. Asumamos ademais que se satisface o
sequinte grupo de condicions:

(H1) (Medibilidade) Para toda § € [, 8], € medible a composicion
tel— f(t,£@1),&(r(1))):

(Hs) (Estimacion en L') Ewiste ¢ € LY(I) tal que para case todo t € I, todo x € [a(t),B(t)] e
todo y € [a(7(t)), B(7(t))] tense

[f (2, y)| < 9(t);

(Hs) (Condicion de Lipschitz lateral) Existen funcidns integrables K, L, con L >0 c.p.d. en I,
que satisfacen a desigualdade (3.46) e de tal zeito que

f(tvxvy) - f(trfvy) > _K(t)(f - ‘T) - L(t)(y - y)
sealt) o <7< B ealr(t) <y <7< BEM);

(Hy) (Condicidns de contorno)
(Hy) — (a) (Discontinuidades admisibles) Para todo & € [, (] e todo x € R tense que

liminf B(y, &) > B(x,€) > limsup B(y, €);

y—x~ y—at

(Hy) — (b) (Monotonia) Para todo x € R a funcion B(x,-) é mondtona decrecente en

[, .
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En tal caso, o problema (3.40) ten solucidons extremais no intervalo funcional [, [3].

Proba. E anéloga & feita para o Teorema 3.2.6, considerando agora o problema auxiliar
a'(t) = f(t, (), (7 (1)) + K(t)[x(t) — £(t)] + L(t) [z(7(¢)) — £(7(2))],

:L‘(to + L) = Tg,

e aplicando o Lema 3.2.4 no canto do Lema 3.2.3. ]

Observacion 3.2.9. A condicion (Hs) do Teorema 3.2.8 cimprese no caso particular no que
a funcion f sexa decrecente respecto das variables espaciais.

Vexamos a continuacién un exemplo de aplicacion dos resultados anteriores.

Exemplo 3.2.10. Consideremos o sequinte problema de contorno con adianto:

7' (t) = p(x(t)) + (V1) sent = f(t,z(t),z(\/1) en c.t.p. t € I =10,1],

(3.51)
(1) — z(0) = A,
con0<A<1le
L 1 1 e |l 1 1 1 =1,2
10x — > sex = p—— , n=12 ..
p(x) =
1, noutro caso .

Obsérvese que a condicion de contorno pode reescribirse na forma
B(z(1),z) = z(1) —z(0) — A = 0.

As funcions o(t) = 0, B(t) = t,t € I, definen, respectivamente, unha subsolucién e unha
sobresolucion do problema (3.51). En efecto, cimprese que

f(t,alt),a(Vt) =0=d/(t) c.p.d. en I; Bla(l),a) ==X <0

f(t, B(t), B(V1T) < % +sen(1) <1=g'(t) c.p.d. en I; B(B(1),8) =1-X>0,

polo que a e 3 son sub e sobresolucion para o problema (3.51), con o < 3 en I.

Por outra banda, a condicion (Hsz) do Teorema 3.2.8 cimprese con v =1 e a hipdtese (Hs)

satisfacese con K = — e L(t) = sent. Obsérvese que neste caso tense

10

1 NG
/ L(t)elt K@) dsqt ~ 0,466 < 1.
0
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Por dltimo, a funcion B que define as condicions de contorno € continua respecto da vari-
able real e decrecente respecto da variable funcional, polo que a condicion (Hy) do Teorema 3.2.8
tamén se satisface.

En consecuencia, o problema (3.51) ten solucidns extremais entre o e 3.

3.2.4. Construcion de sub e sobresolucidons

O noso propésito nesta seccién serd proporcionar un método para a obtencion explicita de
sub e sobresolucions para (3.40) baixo certas hipoteses sobre as funciéons que definen o problema.

Proposicion 3.2.11. No plantezamento do problema (3.40) suporiamos que:
(C1) T € un argumento de atraso, isto €, T7(t) <t para c.t.p. t € I;

(C9) Para case todo t € I e todo x € R a funcion f(t,z,-) é mondtona crecente;
(C3) Existe un funcional linear crecente ¢ : C(I) — R de tal zeito que

B(xz(tg),x) = z(to) — ¢(x) para toda x € C(I);

(Cy) Para case todo t € I e todos z,y € R tense

|f(tz,y)] < p(t)h(|x], [y]),

onde p € L'(I,[0,+00)), h:[0,00) x [0,00) — [0,00) € unha funcion crecente nas dias

variables e
/°° du ~
0 h(u7 u)

Unha condicion suficiente para garantir a ezistencia de subsolucions e sobresolucions para
o problema (3.40) € que existan constantes non negativas m,nq,ng, con n; < m, i = «a, 3, de
tal zeito que

m— 6(w) = ni(1 - 6(1)), i =, 4, (3.52)
onde w € a unica solucion do problema de valor inicial
w'(t) = p(t)h(w(t), w(t)), t € I, w(ty) =m. (3.53)
En tal caso, as funcions
a(t) = —w(t) + na,
p(t) = w(t) —ng

definen, respectivamente, unha subsolucion e unha sobresolucion para o problema (3.40), que
ademais satisfacen o < 3 en 1.
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Proba. Amosaremos que « é unha subsolucion para (3.40).

Para case todo t € I tense

o (t) = —w'(t) = —p(t)h(w(t), w(t)) < —pH)h(w(t) — ne, w(t) = na)
= —p(H)h(=a(t), —a(t)) < f(t,at), a(t)) < ft,alt), a(r(?))). (3.54)

Obsérvese que a tltima desigualdade é certa por ser a decrecente e t > 7(t) para case todo t € I.

Por outra banda, por ser ¢ linear temos que

B(a(ty),a) = —w(ty) + ng + ¢p(w — ny) = —w(ty) + ne + d(w) — nad(1),

polo que a condicion B(a(tg), ) < 0 equivale a (3.52) con i = a.
En consecuencia, « é unha subsolucion do problema (3.40).

De xeito anédlogo probariase que [ é unha sobresolucion. O feito de que n; < m, i = o, 3,
garantiza que a < B en [I. O

Observacion 3.2.12. A Proposicion 3.2.11 € vdlida para problemas con adianto, substituindo
a condicion inicial en (3.53) pola condicion final w(ty + L) = m e a condicion (Cs) por

(C3)" Para case todo t € I e todo x € R a funcion f(t,x,-) é mondtona decrecente.

Exemplo 3.2.13. Consideremos un problema con atraso da forma

2(t) = () + tanh[z(t)] + 1

//k:ts s)dsdt,

onde 0 < 7(t) <t para case todo t € I, k é un nicleo integral non negativo tal que

1 1 1
/ / k(t,s)dsdt =K = =
o Jo 8

e, como € habitual, [] denota a funcién parte enteira.

en c.t.p. t €I =10,1],
(3.55)

Neste caso, a funcion que define a ecuacion diferencial satisface as desigualdades
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polo que a condicion (Cy) na Proposicion 3.2.11 cimprese con p=1 e h(z,y) =y + 1. Agora,
se resolvemos o problema de valor inicial (3.58) obtemos w(t) = (m + 1)e! — 1, e a condicion
(8.52) dinos que precisamos tres constantes m,n;, i = «, 3, de tal xeito que m > n; e

m— /1 /1 k(t, $)[(m + e — 1] dsdt > ny(1 — K. (3.56)
0 0

Posto que

/1 /1 k(t, $)[(m + D — 1] < [(m + 1)e — 1]K
0 0

1
e K = 3 ¢ desigualdade (3.56) cimprese se

le—1 7
m_ At De—1_ (T
8 8
En particular, podemos tomar m =3 en; =1, i = a, 3, polo que

at) =2—4e' ep(t) =4e' -2, te I,

definen, respectivamente, unha subsolucion e unha sobresolucion do problema (3.55).

Finalmente, as hipdteses (Hs) e (H3) do Teorema 3.2.6 cimprense con () = 4e' — 1 e
L =0 e para comprobar (Hy) basta ver que a condicion de contorno ten a forma

1,1
B(z(0),z) = x(0) — / / k(t,s)x(s)dsdt,
0 JO
que € unha funcion continua na variable real e mondtona decrecente na variable funcional.

En consecuencia, o problema (3.55) posie solucions extremais entre o e [3, independente-
mente de T.

3.3. Problema xeral con argumentos discontinuos

3.3.1. Introducién

Nesta epigrafe estudaremos unha ecuacion diferencial cun plantexamento moi xeral e non
necesariamente continua, na cal se esixiran, entre outras hipoteses, certas condiciéons de mono-
tonfa para poder garantir a existencia de soluci6ns.

En concreto, estudaremos o problema

' (t) = f(t,z(t),z(7(t,z(t),x)),x) en ct.p.t e Iy = [tg, to+ L],
(3.57)
x(t) = A(z) + k(t) para todo t € I = [ty — r,to],
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onde tgo € R, L > 0, r > 0 e k é unha funcién de arranque continua (ou unha constante se
r = 0). Denotaremos I = I_ U Iy. No plantexamento deste problema, ademais do arranque k,
intervenen tres funcions:

f:Dom(f) C Iy x R*x C(I) — R,
T:Dom(f) CIp xR xC(I) — I,
A :Dom(A) Cc C(I) — R,

e ningunha delas precisara ser, en principio, continua con respecto a ningin dos seus argumen-
tos. Como contrapartida serd preciso esixir certas condiciéns de monotonia e, como veremos
mais adiante, nalgin resultado de unicidade de solucién esixiranse condicidons fortes que, en
particular, implicaran a continuidade nalgunha das variables espaciais. Obsérvese que a funcion
desvio 7 pode asumir en calquera instante valores pasados ou futuros.

O noso punto de partida para o estudo do problema (3.57) é o traballo de Jankowski [51],
onde se estuda un problema da forma

2'(t) = f(t,z(r(t,z(t)))) en c.t.p. t € Iy, xz(tg) = Ax(to+ L) +k (A k eR), (3.58)

onde as funciéon f e 7 son continuas nas duas variables e monétonas nas variables espaciais. Nese
artigo, o autor emprega un método mondtono en presenza de sub e sobresoluciéns acopladas co
fin de obter a existencia de cuasisolucions extremais para o problema (3.58). A continuacion,
Gsase un principio do maximo para garantir que, baixo certas hipoteses de tipo lipschitziano,
as duaas cuasisoluciéns extremais son a mesma funcién, definindo deste xeito unha solucién do
problema.

O noso obxectivo nesta epigrafe serd estender os resultados de Jankowski ao problema maéis
xeral (3.57). As principais novedades do noso traballo con respecto a [51] son as seguintes:

1. En |51] engadese a condicion f > 0 entre a sub e a sobresolucion. Mostraremos que para o
problema (3.58) esta condiciéon pode omitirse, asi como a monotonia da funcion f respecto
de z(7);

2. As ecuacions diferenciais con atraso estan incluidas no marco do problema (3.57). En [51]
estes problemas non se consideran, pois non se permite que a funciéon 7 tome valores féra
do intervalo Ip;

3. Nin a funcién f nin 7 precisan de ser continuas en ningin dos seus argumentos para
garantir a existencia de cuasisolucions. Ademais, estas funciéons poden ser discontinuas
respecto das variables ¢ e x(t) e garantirse a existencia de solucions;

4. Para garantir a existencia de solucion para o problema completo (3.57) pediremos que a
funcién f sexa decrecente na terceira variable. A parte non lineal da ecuacién diferencial
en (3.57) inclue unha dependencia funcional crecente na cuarta variable, o cal fara que
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a condicién de monotonia citada anteriormente non sexa tan esixente, tal e como se
mostrard. Ademais, isto permitenos ter un marco unificado para o estudo de moitos outros
tipos de ecuacions diferencias funcionais (ecuacions integro-diferenciais, ecuacions con
maximo, etc.);

5. A funcion de desvio 7 depende en cada momento ¢ do comportamento global da solu-
cién, e non s6 dos valores que esta solucién toma no instante ¢. Ademais, 7 non serd
necesariamente monotona respecto de x(t);

6. Permitese que as condiciéns de arranque sexan non lineais, e ademais involucran o com-
portamento global da solucién, e non s6 os valores que esta toma nos puntos tg e tg + L.

Os nosos resultados para o problema (3.57) fan uso do teorema de existencia de puntos fixos
acoplados extremais, Teorema 1.2.23, asi como do resultado de existencia de soluciéns extremais
para o problema de valor inicial, Teorema 2.1.6. Por razéns técnicas, estudaremos o problema
completo (3.57) distinguindo dous casos: en primeiro lugar, o caso no cal a funcién 7 é decre-
cente na terceira variable e a continuacién o caso no que esta funcion é crecente. No que segue,
e co fin de abreviar a escritura, usaremos moitas veces a notacion 7, ;) , no canto de 7(t, z(t), r).

Os resultados desta seccion atopanse publicados en [30].

3.3.2. Funcién desvio decrecente respecto da incégnita

Nesta epigrafe estudaremos o problema (3.57) para o caso no cal a funcién desvio 7 é de-
crecente respecto da variable funcional.

En primeiro lugar introducimos a definicion de cuasisoluciéns e sub e sobresoluciéns acopladas.

Definicion 3.3.1. Diremos que v,w € C(I) son cuasisolucions (acopladas) de (3.57) se as
restricions v|g,, w|;, son absolutamente continuas en Iy e se satisfacen as igualdades

V() = f(t,v(t), w(Tepe)0),v) c.p.d. en ly, v(t)=A(v)+k(t) en I,

w'(t) = f(t,w(t), v(Teuwe),w)w) c.p.d. en I, wt) = AMw) +k(t) en I_.

Diremos que dias funcions ve,w* € Y C C(I) son cuasisolucions extremais de (3.57) no sub-
conzunto Y se son cuasisolucions e se satisface que v, < v e w < w* para calquera par de
cuasisolucions v,w € Y.

Definicion 3.3.2. Diremos que o, 3 € C(I) son sub e sobresolucion (acopladas) do problema
(8.57) se as restricions Q|15 B1, s0m absolutamente continuas en Iy e se satisfacen as desigual-
dades

o (t) < f(t,alt), B(Traw,a), @) cp.d. en Iy, a(t) < Ala) +k(t) en I,

B(t) = f(t,B(t), aTip),5): B) c-p.d. en lo, B(t) > A(B) + k(t) en I_.
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A continuacién enunciamos e probamos o noso resultado principal sobre existencia de cua-
sisolucions extremais para o problema (3.57) no caso no que 7 é decrecente na terceira variable.

Teorema 3.3.3. Suponamos que, ou ben r = 0 e k € un nudmero real fizado, ou ben r > 0 e

k:I1_- — R é continua en I_ e crecente en [ty — 7, to] para algin 7 € [0,7].

Asumamos:

(Hyp) (Sub e sobresolucions) Existen o, € C(I) sub e sobresolucion do problema (3.57) tales
que o« < B en I e a, 3 son crecentes en [tg — 7,tg + L|;

(Hs) (Estimacion en L') Eristen ¢, n € L'(Iy) de tal zeito que para case todo t € Iy, todo
x € [a(t), B(t)] e todas v; € [a, B], i = 1,2, tense que

0 < Um(t) < f(t2,72(7(t2,7)), 1) < Yum(t).
Consideremos o conzunto
[, 8] = {v € o, 6] NI € AC(Iy), Ym <+ <tu cp.d. en Iy
ey € crecente en [to — 7, to + L]},
e suponamos que se satisfacen:

(Hs) (Dependencias non mondtonas respecto de t e x(t))

(a) (Medibilidade respecto de t) Para todo x € [a(ty),S(to + L)] e todas v; € [o, )T,
i =1,2, son medibles as composicions

te{sely: a(s) <z <p(s)}— f(t,z,y2(T(t,z,7)),7),
te IO — f(t7a(t)a72(T(t7a(t)771))7'71); €

le IO — f(t7 ﬁ(t)v 72(T(t7 ﬁ(t)v 71))7 71);

(b) (Discontinuidades admisibles respecto de x(t)) Para case todo t € Iy e todas
vi € la, BT, 1= 1,2, a funcion f(t,-,v2(7(t,",71)),71) € continua en [a(t), B(t)|\K (t),
onde K (t) = s> Ky (t) pode depender da eleccion de v;, i = 1,2, e para cadan € N
e cada x € K, (t) tense

ﬂ @f(t,l‘—l—%:B,’)/2(7'(25,1134-63,71)),’71) ﬂ DKn(tv$)(1) - {f(t’x”72(7—(t’x”71))”71)}'
e>0

(Hy) (Dependencias funcionais mondtonas)

(a) Para case todo t € Iy, todo x € [a(t),B(t)] e toda v € [o, B]T a funcion f(t,x,-,7)
é decrecente en [a(ty — 7), B(to + L)]; e para case todo t € Iy, todo x € [a(t), B(t)]
e todo y € [a(ty — 7), B(to + L)] o operador f(t,z,y,-) é crecente en |a, B]T, isto €,
para v1,72 € o, B]T a relacion 1 < vo en I implica f(t,x,y,v1) < f(t,2,9,72);
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(b) A funcion T(t,x,-) : [, B]T — [to — 7,to + L] € decrecente para case todo t € I e
todo x € [a(t), B(t)], isto €, para v1,72 € [, B]T a relacion 1 < 2 en I implica

to — 7 < T(t7$)/72) < T(tw)/}/l) <top+ L7

(c) A € crecente en [a, B]T.
En tal caso, o problema (3.57) ten cuasisolucions extremais vy, w* € [a, 8], que ademais
satisfacen

(vg,w") = mjn{(v,w) : w,v son, respectivamente, sub e sobresolucion en |a, 3] para (3.57)},

(3.59)
onde = € a orde parcial definida na proba do Teorema 1.2.23, con X = C(I).

Proba. A idea da proba consiste en reducir o noso problema & obtencién de puntos fixos acopla-
dos extremais para un operador multivaluado axeitado. Asi, e coa idea de aplicar posteriormente
o Teorema 1.2.23, consideramos o espazo X = C(I) equipado coa sia metrica e ordenamento
habituais. No subconxunto

Y ={yeX vy, € AC(), Ym <" < ¢ c.p.d. en Iy,
e v é crecente [tg — 7, to + L]}

consideramos o intervalo ordenado [, 3]T introducido no enunciado.

Definimos o operador multivaluado A : [, BT x [o, B]T — 20A"\0 do seguinte xeito:
para cada par (y1,72) € [a, B]T % [, B]T definimos A(71,72) como o conxunto de soluciéns en
[, B]" do problema de valor inicial

2'(t) = f(t,2(t),v2(Te,2(0) )» 71) c.p.d. en I,

Py (3.60)

2)
Z(t) = A(y1) + k(t) en I_.

As hipoteses (Hy), (Hs) e (Hs) garanten, por aplicacion do Teorema 2.1.6, que o problema
Py, ) ten solucions extremais en [a, BT, o cal en particular implica que A(y1,7v2) # () para
cada (v1,72) € [, B]T x [, B]" e que estan ben definidos os operadores A (-,-) = max.A(, )
e A =minA(,-).

Afirmacion 1: Os operadores AL son mondtonos miztos.— Sexan v1,%;,72 € [, B]T de tal
xeito que y; < 7, e poiamos & = AL (71,72), € = A4 (F1,72). A condiciéon (Hy) — (c) asegura
que §(t) < A(Fyyg,) + k(t) para todo t € I_. Por outra banda, as condiciéns (Hy) — (a) e
(H4) — (b) xunto coa monotonia de 2 no intervalo [tg — 7ty + L] implican que

5,(t) = f(taf(t)772(7't7§(t)m)a71) < f(tag(t)772(7—t,§(t)771)771) c.p.d. en Ip. (3-61)

~— —
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En consecuencia, £ ¢ unha subsolucion en [a, ] para o problema P, .,). Posto que e
a maior soluciéon deste problema en [a, 5]T obtemos en virtude da caracterizacion (2.6) que
€ < € en I. Deste xeito obtemos que o operador A (-,2) é crecente. Con argumentos similares
probase que A_(+,72) é crecente e que Ay (71, ) son decrecentes. En consecuencia, os operadores
A4 son mondtonos mixtos.

Afirmacion 2: Os operadores A+ satisfacen a propiedade de converzencia mondtona mixta.—
o0 o0 Tz _l’_ . L,
Sexan {v;}32; e {w;}52; sucesions en [a, G]T, de xeito que unha delas ¢ crecente e a outra,
¢ . o0 J— . . [e.9] A
decrecente. A monotonia mixta dos operadores Ay garante que {z;}72; = {AL(vj,w;)}32; ¢
unha sucesién monoétona. Posto que {z;} esta limitada (superiormente por f e inferiormente
por «), existe o limite puntual, z.

Debemos probar agora que z € [a, 8]T (para o cal basta ver que z € Y por ser [a, 3]
pechado de Y) e que {2;}32; converxe uniformemente en I: para s,t € Ip, s <tej € Na
condicion (Hz) proporciona

/Q/Jm d’r’<ZJ()—Z] /f’rzj w](Trz](r)v] y Uj dr</¢M

e tomando limites cando j tende a infinito obtemos

/¢m Ydr < z(t) — 2( /1/)M

o cal implica que 2|7, € AC(Ip) e 1y, < 2/(t) < by para case todo t € Ip.

Por outra banda, para todo t € I_ tense
z(t) = lim z;(t) = lim A(v;) + k(t),
J—00 J—00

polo que z|;_ & continua en I_ e crecente en [to — 7, ?9]. En consecuencia, z € Y. Finalmente, a
converxencia monoétona da sucesion {z]} 2, 4 funcién continua z implica que esta converxencia
¢é uniforme en Y, por aplicacién do Teorema de Dini.

Afirmacion 3: O problema (3.57) ten cuasisolucions extremais en [, 3]T.— O Teorema 1.2.23
garante agora que o operador multivaluado A ten puntos fixos acoplados extremais, v, w*. Pola
construcion de A é claro que vy, w* son tamén cuasisolucions do problema (3.57) no intervalo
[, B]F. Por outra banda, se v,w € [a, 3] son cuasisolucions de (3.57) entén v, w son puntos
fixos acoplados de A e, en consecuencia, v, < v e w < w*. Polo tanto, v, w* son cuasisolucions
extremais de (3.57) en [, 8]T.

Afirmacion 4: As cuasisolucions extremais vy, w* satisfacen a caracterizacion (3.59).—
caracterizacion (1.9) que proporciona o Teorema 1.2.23 dinos que

(v, w™) = mjl’n{(v,w) € [a, B]" x [, B]T :+ A_(v,w) < v, w< Ay (w,v)}, (3.62)
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polo que o noso ultimo propoésito serd comprobar que as expresions (3.59) e (3.62) son equiva-
lentes.

Ponamos

S = {(v,w) : w,v son, respectivamente sub e sobresolucion en [a, 8]t do problema (3.57)},

S ={(v,w) € [a, BT x [, B]T : A_(v,w) < v, w< AL (w,v)}.
Sexa (v,w) € S e denotemos x = A_(v,w), que é a menor soluciéon en [a, 3]" do problema
2'(t) = f(t,x(t), w(Tepww),v) cpd enly, x(t)=Aw)+k(E) enl_, (3.63)

polo que (2.7) implica que = < v por ser v unha sobresolucion de (3.63). De xeito anélogo,
w < Ay (w,v) e, polo tanto, S C S. En consecuencia, min< .S < min< S.

Por outra banda, dado (7,@) € S, as funcions v = A_(7,w) e w = A, (W, ) satisfacen
que (v,w) = (T,w), e pola condicién (Hy) son, respectivamente, sobresolucion e subsolucion en
[a, 3] do problema (3.57). En consecuencia, dado un elemento (7,@) € S, existe (v, w) € S de
tal xeito que (v, w) =< (T,W) e, en consecuencia, min< S < min< S, O

Agora que temos condicions suficientes para garantir a existencia de cuasisolucions extremais
para o problema (3.57), o noso seguinte obxectivo sera mostrar que, baixo certas hipoteses adi-
cionais, estas cuasisolucions definen a mesma funcién, que serd polo tanto unha solucién de
(3.57) tnica no intervalo [a, 3].

Para levar isto a cabo comezaremos probando un principio do maximo, que é unha xenera-
lizacion de [51, Lema 1].

Lema 3.3.4. Sexan p € C(I), ¢ € L'(Iy,[0,00)) e A € [0,1). Suporiamos que P, € AC(Io) e
que se satisfacen as desigualdades

P () < (t) meeilxp(s) c.p.d. en Ip; (3.64)
p(t) < A méjxp(s) para todo t € I_; (3.65)
se
to+L
A +/ P(s)ds < 1. (3.66)
to

En tal caso, p(t) <0 para todo t € 1.

Proba. Sexa t; € I de tal xeito que

t) = mé
p(t1) nggfp(S),
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e asumamos, razoando por reducion ao absurdo, que p(t1) > 0.

Por unha parte, se t; < ¢y enton a condicion (3.65) proporciona

p(t1) < Ap(t1) < p(t1),

unha contradicion.

Por outra banda, se t; > ty entén integrando a expresion (3.64) entre ¢ e t; e usando (3.65)
para t =ty obtemos

to+L to+L
pler) < plto) +p(t) [ W(s)ds < plt) (2+ i ¥(s)ds).

to to

o cal é outra contradicion como consecuencia de (3.66). O

Axudéndonos do resultado que acabamos de probar, podemos agora dar condici6éns sufi-
cientes para garantir a existencia de soluciéon para o problema (3.57).

Teorema 3.3.5. Suporiamos que se satisfacen as hipoteses (H1) — (Hy) do Teorema 3.3.3 e que

eziste 1 € L (tg — 7,to) de tal zeito que para s,t € [tg — 7, to], s < t, temos

k(1) — k(s) < / O(r)dr. (3.67)

Ademais, asumamos que se satiface o sequinte grupo de condicions:

(Hs) (Condicion de Lipschitz lateral na variable funcional)

(a) Ezisten Ly, Ly € L(Iy,[0,00)) de tal zeito que para case todo t € Iy, todo
x € [a(t), B(t)], e todas v; € [, B]T, i = 1,2, as relacions

a(Tt,mﬁ) Su<wv< 5(Tt,x,a) e 71 <
implican

f(t7x7u772) - f(tvxvvafyl) < Ll(t)(v - u) + LQ(t) nsleélx('}?(s) - 71(5)); (368)

(b) Eziste Ly € L*(Iy,[0,00)) de tal zeito que L1Ls € L'(Iy,[0,00)) e para case todo
t € Iy, todo = € [a(t), B(t)] e todas ; € [a, BT, i = 1,2, tales que y1 < 72, temos

[ s < Lot mixtaats) - m () (3.69)

t,2,72

onde ¥ = v c.p.d. en [to — F,to] (¥ como en (8.67)) e ¥ = Yy c.p.d. en Iy (Y
como en (Hs));
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(¢) Eziste X € [0,1) tal que para v; € [, B]F, i = 1,2, con y1 < 72, temos
A(y2) = Am) < Ansléf(%(s) —71(8))-

(Hg) (Condicion de Lipschitz lateral con respecto a x(t))
Egziste Ly € L*(Iy, [0,00)) tal que para case todo t € Iy e toda v; € [, B]T con v; = ¢; +k
en I_ para algunhas constantes ¢; € R, i = 1,2, a relacion a(t) <z <y < B(t) implica

fty, 2 (@t y,m))sm) — f 2,27 2,7)), 1) < La(t)(y — 2). (3.70)

Nestas condicions, o problema (3.57) ten unha tnica solucion no intervalo [o, B]T sempre que

to+L to+L to+L to+L
A +/ Li(s)ds +/ Lo(s)ds +/ Li(s)L3(s)ds +/ Ly(s)ds < 1. (3.71)
¢

0 to to to

Proba. Por aplicacion do Teorema 3.3.3 sabemos que o problema (3.57) ten cuasisolucions
extremais vy, w* en [a, 8], con v, < w* en Iy. Probaremos agora que coas condiciéns adicionais
(Hs) e (Hg) temos que w* < v, en Iy. Para facelo, definimos p = w* — v, e usamos as nosas
hipoteses sobre f e 7 para establecer as seguintes desigualdades para case todo t € Ij:

P'(t) = [t w (£), v (Tea (1) ) W) = F (04 (8), Vi (T o (1) ) 07)
+ [ ve(t), 04 (T, ()0 ) W) — F (& 06 () W (Th, (1) 0 )5 Vi)
< Ly()(w*(t) — va () + L) (W (Tr 0, (1),00) — V(T (8),0)) + L2(t) Igefi;(p(s)
< (La(t) + La(t)) méx p(s) + La(8)p(Ti,0. (1),0.)
A+ L1 () (Vs (T 0, (0),02) = V5 (T (1) 0% )
< (La(0) + La(t) + La(0)) méx p(s) + L (1 / O ) ds

Tt v (8),w*

< (La(t) + La(t) + L1 (t)Ls(t) + La(t)) Hslefi;ip(s)-
Por outra parte, para todo t € I_ tense

p(t) = Alw?) — Alvy) < A mixp(s),

polo que o Lema 3.3.4 e a condicion (3.71) implican que p < 0 en . En consecuencia, v, = w*
en I e polo tanto v, ¢ unha solucion de (3.57) en [a, 3]T.

Finalmente, supofiamos que y € [a, 8]T ¢ outra solucién de (3.57). En tal caso, y, y son cua-
sisoluciéns do problema, e por ser v,, w* cuasisoluciéns extremais temos que v, <y < w* = vy,
polo que y = v,. O

Vexamos agora un exemplo de aplicaciéon dos resultados anteriores.
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Un exemplo de aplicacién

En primeiro lugar, sexa {¢m}°_; unha enumeraciéon dos nimeros racionais no intervalo
[0,00), tomada de tal xeito que ¢; = 6, e consideremos a funcion

z €[0,+00) — ¢1(x) =1— Z 27,

{m:gm<z}

que é decrecente, continua exactamente no conxunto dos nimeros irracionais en [0, 00), e satiface
0 < ¢1 <1enl0,00). Notese que a eleccion ¢; = 6 implica que ¢1(5) > 1/2, feito que usaremos
mais adiante na nosa argumentacion.

Agora, tomemos o intervalo Iy = [0, 1] e fixemos p € (0,1). Para cada m € N e n € Z\{0}
definimos os conxuntos

1
Kpn(t) = {3£t + pm — —} , tely,
i |

e para cada (t,z) € Iy x [0,400) sexa

L, se 2 € K(t) = Umen Unezjoy Emn(t),

Pa(t, ) = <1

n
gtaz> cosx, sex ¢ K(t),

onde p é unha constante positiva. Obsérvese que para cada t € Iy a funcion ¢o(t,-) é continua
en [0,+00) \ K(t), pero non é nin monoédtona nin limitada en [0, 00) se t > 0. Notese tamén que
cada punto da forma z = £3t + pm, m € N, é un punto de acumulacion de K ().

Consideramos o problema,

(1) = o1(t)d1(a(t) + oa(t) dat, (1)) — e(t) x (RO p e,
(3.72)

xz(t) = /Iw(s)x(s) ds +cost, t € I_ =[-1,0].

O problema (3.72) transférmase nun caso particular de (3.57) tomando

1-— t
Tty = 7(0)2’ sen z| para todo (t,z,7v) € Iy x R x C(I),

ft,z,y) = o1(t) ¢1(x) + 0a(t) p2(t,x) —e(t)y para todo (¢,z,y) € In x R2

A(y) = /w(s)y(s) ds para todo v € C(I), e k(t) = cost para t € I_.
I

Asumamos que:
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(1) g, 0; € LOO([(), [O, —I-OO)), 1=1,2,
(2) w é unha funcién integrable e c.p.d. non negativa,

(3) existen 91 > 0 e 93 € (0,3) tales que |01 + 02||cc < 3 — J2, e ademais para case todo t € I
tense:

oy (t) > (2 42 _252> e(t), (3.73)

o1(t) > 2 (51 +oa(t) (5 _552>“ + ()5 — 52)> , (3.74)

wlli < (5 — d2)7 L. (3.75)
Consideremos agora duas funciéons «, 3 : I — R definidas como
a(t) =0 e B(t) =2+ xp,1t)(3 —d2)t, t €,

e vexamos que baixo certas hipoteses, « e (3 son, respectivamente, subsoluciéon e sobresolucion
para o problema (3.72). En efecto, para t € Iy temos

000, Blrsaa)) = or(0) - e(0) (24 252 )

polo que por (3.73) obtemos que o' (t) < f(t, a(t), B(Ty,a(),a)) Para t € Iy. Ademais, para t € I
temos 0 = «a(t) < cost.

Por outra banda, para case todo ¢t € Iy tense ¢1(6(t)) <1 e ¢a(t, 3(t)) <1, e entén
F(t,B(t), 7 p),5)) < 01(t) + 0a(t) <3 =02 = B(1).

Finalmente, para t € I_, e en virtude de (3.75), temos

/w(s)ﬁ(s) ds + cost < (5— 6)lw| + cost < 2 = A(L).
I

Veremos agora que este problema ten cuasisolucions extremais entre o e 3.

Notese que para case todo t € I e todo z < 3(t) temos < 5, polo que ¢1(x) > ¢1(5) > 1/2,

@@w)Z—(5‘®>5

5

de onde para case todo t € Iy e x,y tales que 0 < x < ((t) e 0 < y < 5—4, temos f(t,x,y) > 01
en virtude de (3.74). En consecuencia, a condicion (Hsz) do Teorema 3.3.3 cumprese (tomese
por exemplo ¥, = 01 e ¥ = 01 + 02). As condiciéns de monotonia (Hy) cimprense tamén,
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polo que s6 precisamos comprobar as hipoteses (Hz) — (a) e (Hs) — (b).

Para comprobar as condiciéns de medibilidade faremos uso, entre outras propiedades, da
Proposicion 1.1.20. A este fin, tomemos &;, i = 1,2, 3, funcidéns absolutamente continuas en Iy,
con & > 0. A aplicacion

te {S €l : a(s) < 51(8) < B(S)} — f(tvgl(t)a52(T(t7€1(t)7€3)))

pode ser escrita como

FEG0),e0(&().6) = 01()o1() + 02()o2() — =()o5(),
onde 01,03 e € son medibles por hipotese e:
1. ;ﬁ; = ¢1 0 &1 é monotona, e polo tanto medible;
2. ¢9 satisface as condicions da Proposicion 1.1.20, polo que a;() = ¢2(+,&1(+)) € medible;
3. ;53:() =& (7(+,&1(+),&3)) € continua, polo tanto medible.

En consecuencia, camprense as condicions de medibilidade requeridas en (H3z) — (a).

En altimo lugar, estudemos as condiciéns de continuidade: as discontinuidades respecto de
x(t) son debidas as funcions ¢1 e ¢o. No primeiro caso, o conxunto de discontiuidade pode ser
escrito como unién numerable de linas horizontais, e no segundo caso este conxunto pode ser
escrito como union numerable de rectas de pendente £3. En consecuencia, a condicion (Hs)— (b)
no Teorema 3.3.3 satisfacese, xa que entre o e J cimprese que 0 < 61 < f <3 —dy < 3.

En conclusion, por aplicacion do Teorema 3.3.3, obtemos que o problema (3.72) ten cua-
sisoluciéns extremais entre a e 3.

Desafortunadamente, asi plantexado non podemos aplicar o Teorema 3.3.5 para garantir a
existencia dunha solucién do problema (3.72) entre o e  porque a funciéon ¢9 non satisface as
condicions de Lipschitz que require a hipotese (Hg). Sen embargo, imos mostrar que se elimi-
namos este termo, isto é, se facemos o9 = 0, entén podemos aplicar o Teorema 3.3.5.

En primeiro lugar, para case todo t € I e todo = € [a(t), 3(t)] temos

flt,zu) — f(t,x,v) =e(t)(v —u)

sempre que (75 3) < u < v < B(Teg.q), polo que a condicion (Hs) — (a) camprese con Ly = €
€ L2 =0.
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En segundo lugar, para case todo t € Iy, todo z € [a(t), B(t)], e todas v1,72 € [a, B]T con

71 < 72 temos
Tt,w,y1 o~ 3
/ 1 3(s)ds < t max{12,||0'1||oo}

(72(0) = 71(0)),

t,:v,'yg
onde 9(t) = —sent, t € I_, e 1p = o1 en Iy. Polo tanto, a condicion (Hs) — (b) cimprese con

t méx{1, [|o1|[oc }
5 )
En terceiro lugar, para v1,72 € [a, 8]7 con v1 < 72 temos

A(y2) = A1) < lwll Hslé;((’Yz(S) —7(5)),

Ls(t) =

polo que a condicion (Hs) — (¢) satisfacese con A = ||w]|;.

Finalmente, para case todo t € I, todas v; € [o, B]T,i=1,2, e z,y con a(t) < z <y < [(¢)
tense que

f(ty,m (Tt,yﬁfz)) - ft,z,m (Tt,mﬁ/z)) e(t) (7 (m, w,'yz) 24! (Tt,y,'yz))

IN

IA

(t)
e(t)lo1llo ’Yz( )t||sen | — | seny||
6(75)||01||oot( —z),
polo que a condicion (Hg) satifacese con Ly(t) = e(t)||o1||ec t, t € Ip.

En consecuencia, o problema (3.72) con oo = 0 ten unha tnica solucién en [a, 3]T sempre
que as funcions L;, i = 1,2,3,4, e X satisfagan a condicion (3.71), o cal é certo, en particular,

Se 3 3 1
mis(t o))

oll + el 1+ 22242

3.3.3. Funcién desvio crecente respecto da incégnita

Nesta secciéon buscaremos resultados de existencia de cuasisoluciéns e soluciéns para o pro-
blema (3.57) no caso no que a funcioén 7 é crecente na terceira variable. Este cambio obliganos
a facer pequenas modificaciéns nas definicions de cuasisolucions e sub e sobresoluciéns.

Definicion 3.3.6. Diremos que v,w € C(I) son cuasisolucions (acopladas) de (3.57) se as
restricions v|g,, w|;, son absolutamente continuas en Iy e se satisfacen as igualdades

V() = f(tv(t), w(Tww),w) v) cp.-d. en Iy, v(t) = A(v)+k(t) en I_,

w'(t) = f(t,w(t), v(Tewe),0),w) c.p.d. en Iy, w(t) = A(w) +k(t) en I_.

Diremos que dias funcions ve,w* € Y C C(I) son cuasisolucions extremais de (3.57) no sub-
conzunto Y se son cuasisolucions e se satisface que v, < v e w < w* para calquera par de
cuasisolucions v,w € Y.
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Definicion 3.3.7. Diremos que o, 3 € C(I) son sub e sobresolucion (acopladas) do problema

(8.57) se as restricions Q|15 B1, s0m absolutamente continuas en Iy e se satisfacen as desigual-
dades

o/ (t) < f(t,alt), B(Tpaw,p)s ) c.p.d. en Iy, ot) < A(a) +k(t) en I,

B(t) = f(t,8(), a(Tip),a), B) cp-d. en lo, B(t) = A(B) + k(t) en I_.

O seguinte resultado é o andlogo do Teorema 3.3.3 para o caso no que T € crecente na terceira
variable.

Teorema 3.3.8. Suponamos que, ou ben r = 0 e k € un numero real fizado, ou ben r > 0 e
k:I_ — R é continua en I_ e crecente en [to — 7, to] para algin 7 € [0,7].

Asumamos:

(Hy) (Sub e sobresolucions) Existen «, 3 € C(I) sub e sobresolucion do problema (3.57) (sequndo
a Definicion 3.5.7) tales que a« < 3 en I e «, 3 son crecentes en [to — 7,tg + L];

(Hs) (Estimacion en L') Eristen ¢, € L'(Iy) de tal zeito que para case todo t € Iy, todo
x € [a(t), B(t)] e todas v; € [a, B], i = 1,2, tense que

0< wm(t) < f(t7x772(7(t7x772))771) < T/JM(t)
Consideremos o conzunto [o, 3] definido como no Teorema 3.3.3 e suporiamos que se satisfacen:

(Hs) (Dependencias non mondtonas respecto de t e x(t))

(a) (Medibilidade respecto de t) Para todo x € [a(toy),S(to + L)] e todas v; € [o, ()T,
i =1,2, son medibles as composicions

te{sely: a(s) <z <p(s)}— f(t,z,y2(T(t,z,72)), 1),
te IO — f(t,()é(t),’72(7'(15,0((25),’72)),’71), €

telp— f(t7 ﬁ(t)v 72(T(t7 ﬁ(t)v 72))7 71);

(b) (Discontinuidades admisibles respecto de z(t)) Para case todo t € Iy e todas
vi € la, BT, i = 1,2, a funcion f(t,-,v2(7(t,-,72)),71) € continua en [a(t), B(t)|\K (t),
onde K (t) = U, Kn(t) pode depender da eleccion de v;, i = 1,2, e para cadan € N
e cada x € K, (t) tense

() ©f(t, x+eB, va(r(t, z+eB,72)), 1) [ | DEnlt, 2)(1) C {f(t,2,72(7(t, 2,72)), 1) }-
e>0
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(Hy) (Dependencias funcionais mondtonas)

(a) Para case todo t € Iy, todo x € [a(t),B(t)] e toda v € [o, B]T a funcion f(t,x,-,7)
¢ decrecente en [ty — 7), B(to + L)]; e para case todo t € Iy, todo x € [a(t), 5(t)] e
todo y € [a(ty — 7), B(to + L)] o operador f(t,z,y,-) é crecente en [a, B]T;

(b) Para case todo t € Iy e todo x € [a(t), B(t)], a funcion

T(taxa ) : [Oé,ﬂ]+ - [to - fvtO + L]
¢ crecente, isto ¢, para v; € [, B]7, i = 1,2, a relacion v, < vo implica
to—7 < T(L‘,l‘,’}/l) < T(t,xﬁz) <to+ L.

(c) A ¢ crecente en [a, 8]T.

En tal caso, o problema (3.57) ten cuasisolucidns extremais vy, w* € [o, B]1 (sequndo a
Definicion 3.3.6), que ademais satisfacen a caracterizacion (3.59).

Proba. Basta repetir paso por paso a proba do Teorema 3.3.3, substituindo o operador multi-
valuado A que ali se empregaba por

A [, 57 x [, B — 2177\,
onde para cada (v1,72) € [o, 8] x o, B]F, A(71,72) € o conxunto de solucions en [a, 8] do

problema de valor inicial

_ 2'(t) = f(t,2(t), v2(Te.2(8)42), 1) c-p-d. en I,
Pl ) (3.76)
2(t) = A(y1) + k(t) en I_.
]

Como consecuencia do Teorema 3.3.8 e do Lema 3.3.4 obtemos o seguinte resultado de
unicidade de solucion en [a, 8]7.

Teorema 3.3.9. Suporiamos que se satisfacen as hipdteses (Hy) — (Hy) do Teorema 3.3.8 e que
existe 1) € L' (tg — 7,to) de tal weito que para s,t € [tg — 7,tg], s < t, temos (3.67). Ademais,
asumamos que se satiface o sequinte grupo de condicions:

(Hs) (Condicion de Lipschitz lateral na variable funcional)

(a) Ezisten Ly, Ly € L'(Iy,[0,00)) de tal zeito que para case todo t € Iy, todo
x € [a(t), B(t)], e todas v; € [, B]T, i = 1,2, as relacions

A(Trza) SU<V<B(Tizp) € 11 <72

implican

f(tv$aua72) - f(t’x’va71) < Ll(t)(v - u) + L2(t) I?él}((’VQ(S) - 71(5)); (377)
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(b) Eziste Ly € L*(Iy,[0,00)) de tal zeito que L1Ls € L'(Ip,[0,0)) e para case todo
t € Iy, todo z € [a(t), B(t)] e todas ; € [, BT, i = 1,2, tales que y1 < 72, temos

[ ) < Loty mxn(s) ~ ) .19

t,2,71

onde ¥ = v c.p.d. en [to — 7, to] (T/A) como en (3.67)) e ) = Py c.p.d. en Iy (Yur
como en (Hy));

(¢) Eziste A € [0,1) tal que para v; € [, B]F, i = 1,2, con y1 < 72, temos

A(y2) —A(n) <A nsleéf(w(S) —71(8)).

(Hg) (Condicion de Lipschitz lateral con respecto a x(t))

Egziste Ly € L*(Iy,[0,00)) tal que para case todo t € Iy e toda v; € [, B]F con v; = c; +k
en I_ para algunhas constantes ¢; € R, i = 1,2, a relacion a(t) < z < y < [(t) implica

fty, v (Tt y,72)), ) — f(t, 2, %(7(t, 2,%2)),71) < La(t)(y — x). (3.79)

Nestas condicions, o problema (3.57) ten unha tinica solucién no intervalo [a, BT sempre que

to+L to+L to+L to+L

A +/ Li(s)ds +/ Lo(s)ds +/ Li(s)L3(s)ds +/ Ly(s)ds <1.  (3.80)
to to to to

Proba. Basta repetir paso por paso a proba do Teorema 3.3.5, sendo agora v,, w* as cuasisolu-

cibns extremais que nos proporciona o Teorema 3.3.8. ]

3.3.4. Reflexion sobre as hipo6teses

O noso obxectivo nesta epigrafe serd facer uns breves comentarios acerca de cada unha das
hipéteses que interverien nos resultados principais das secciéns anteriores, co fin de clarificar o
seu significado e analizar como poden ser comprobadas cada unha delas na practica.

Hipdtese (H1) — A existencia de sub e sobresolucions é probablemente a hipotese mais dificil
de comprobar na practica. Por este motivo incluimos na Seccién 3.3.5 algtuns resultados sobre
construciéon de sub e sobresoluciéns en casos particulares.

Hipétese (Ha) — Pedir este tipo de estimacions integrables é unha condicion habitual neste
tipo de resultados de existencia de solucion, e retrotraese ata o propio Carathéodory [12]. Ob-
sérvese que (Hjy) camprese trivialmente se a parte non lineal é continua e non negativa, en
virtude da limitacién en subconxuntos compactos.

Por outra banda, se se toman as funcioéns v, e ¥, suficientemente proéximas entén o conxun-
to o, B]* € mais pequeno, o cal pode ser de axuda & hora de comprobar as restantes hipoteses.
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Este é o tnico motivo polo que introducimos a funcién 1, no enunciado da hipotese (Ha),
pois para garantir a existencia de solucién dos problemas auxiliares (3.60) e (3.76) bastaria con
pedir, respectivamente,

0< f(t7x772(T(t7x771))771) < wM(t)

0< f(tvxvf)/?(T(t?x?V?))?’Yl) < wM(t)

E ainda un problema aberto para nos estudar se os resultados previos permancecen vélidos
substituindo a estimacioén global en L' por estimacioéns localmente integrables, tal e como se
fai en [7], asi como estudar o caso no que a parte non lineal ten signo non constante. Este
altimo problema resélvese parcialmente na Seccién 3.3.6, onde se da un resultado de existencia
de solucion no caso no que a funcion 7 s6 depende de (¢,x(t)) e que permite que a funcion f
cambie signo.

Hipotese (Hs) — (a) — A medibilidade das composicions é unha hipotese moi feble; sen em-
bargo non sempre é doada de comprobar, e remitimos ao lector 4 Secciéon 1.1.2 para un estudo
maéis profundo deste problema. De todos xeitos, construir exemplos de funciéns f e 7 que non
satisfagan (Hs) — (a) precisa necesariamente facer uso do axioma de eleccion, e semella, polo
tanto, quedar fora do eido das aplicaciéns.

Hipétese (Hs) — (b) — Esta condiciéon permite moitos tipos de discontinuidades respecto
de z(t), polo menos en subconxuntos do plano (t,z) con comportamento suficientemente bo.
Unha consecuencia interesante da hipotese (Hs) — (b) é que permite discontinuidades de salto
“cara abaixo” con respecto de x(t), feito que era explicitamente evitado ata hai poucos anos
na literatura referente a existencia de soluciéons de Carathéodory para ecuacions diferenciais
discontinuas de primeira orde, véxase [6, 8, 40, 42|. E interesante salientar tamén que (Hz) — (b)
non implica continuidade respecto de z(t) cando se combina coa hipotese (Hg), polo que tanto
f como 7 poden ser discontinuas respecto de t e x(t) nos Teoremas 3.3.5 e 3.3.9, de existencia
de solucién tnica en [a, 8]7.

As condicions (H3) empréganse unicamente para garantir que os problemas auxiliares (3.60)
e (3.76) caen dentro das hipoteses do Teorema 2.1.6, garantindo asi a existencia de solucions
extremais para estes problemas, e que ademais satisfacen as caracterizacions (2.6) e (2.7). Por
este motivo, as nosas argumentacions seguirian sendo vélidas se suprimimos (Hs) e asumimos
directamente que os problemas auxiliares (2.6) e (2.7) tefien solucions extremais que satisfacen
(2.6) e (2.7), na lina do que se fai en [17]. Noutros termos, os nosos resultados seguen sendo
validos se no canto do Teorema 2.1.6 empregamos outro resultado de existencia para problemas
de valor inicial e modificamos (H3) do xeito conveniente. Alguns exemplos doutros resultados de
existencia de soluciéon para problemas de valor incial que tamén permiten discontinuidades de
salto “cara abaixo” son |7, Teorema 3.1|, |13, Teorema 2.1.4|, |19, Teorema 3.1| ou |20, Teorema
3.6].
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Hipdtese (Hy) — As condicions de monotonia xogan un papel esencial nas nosas argu-
mentacions, toda vez que estas baséanse en resultados abstractos para operadores monétonos.
Este, dalgin xeito, é o prezo que pagamos por eliminar a continuidade da listaxe de hipoteses.
Sen embargo, o feito de considerar un termo funcional crecente na cuarta variable en (3.57) vai
permitir que os nosos resultados non estean tan limitados pola monotonia como poderia parecer
nun primeiro momento. En efecto, consideremos unha ecuacién do tipo

2’ (t) = g(t, x(t), 2(7 () para case todo t € I, (3.81)

onde a funcién ¢ : Ipx R? — R & tal que para case todo ¢t € Iy e todo = € R a aplicacion g(t, z, -)
ten variacion limitada en subconxuntos compactos (por exemplo, se g(t,x,-) é localmente lips-
chitziana). Entén existen duas funcions gi,g2 : Ip x R? — R de tal xeito que gy (¢, z,-) é
crecente, ga(t, x,-) & decrecente e g(t,z,-) = gi1(t,z,-) + g2(t, z,-). Deste xeito, a ecuacion (3.81)
pode ser reescrita como

2’ (t) = f(t,x(t), 2(74()), ) para case todo t € Io, (3.82)

onde f(t,z,y,7) = g1(t,,¥(Te,2)) + 92(t, x,y) satistace as condiciéns de monotonia requeridas
en (Hy) — (a). Deste xeito, a ecuacion (3.81) entra no marco dos nosos resultados, alomenos no
que &s condicidns de monotonia se refire. Obsérvese tamén que as nocioéns de sub e sobresoluciéns
dependen da descomposicién g = g1 + go; mais concretamente, « e G seran sub e sobresolucions
sempre que para case todo t € Iy se tena

o (t) < gi(t, alt), Ty o)) + g2(t, alt), B(Teaw )

ﬂ,(t) 2 g1 (tu /B(t)7 5(Tt,ﬁ(t) )) + 92(t7 5(t)7 a(Tt7ﬁ(t) ))
Reformulaciéns como a que acabamos de realizar son tamén utiles con outros propoésitos.

Agora amosaremos como se pode evitar comprobar a condicion (Hs) — (b) para algtns tipos de
discontinuidades, nominalmente, para aquelas debidas a termos crecentes.

Consideremos novamente a ecuacion (3.81) e suponamos que para case todo t € Iy e to-
do y € R a aplicacion g¢(t,-,y) é de variacion limitada en subconxuntos compactos. Enton,
g(t,-y) = g1(t,,y) + g2(t,-,y), onde g1(¢,-,y) & crecente e ga(t,-,y) é decrecente. Deste xeito,
a ecuacion (3.81) pode ser reescrita como (3.82), con f(t,z,y,7) = g1(t,v(t),y) + g2(t, x,y),
e agora as discontinuidades debidas a g;(¢,-,y) poden ocorrer en subconxuntos arbitrarios, no
sentido de que non é preciso comprobar (Hs) — (b) nesas discontinuidades & hora de aplicar os
Teoremas 3.3.3 ou 3.3.8.

Obsérvese tamén que f é decrecente con respecto a z, incluso cando g non o &, o cal, en certo
sentido, poderia simplificar a obtenciéon de sub e sobresoluciéns tendo en conta os resultados
que se amosaran na Seccion 3.3.5, asi como facer méis simple de comprobar a condicion (Hg),
tal e como amosaremos no correspondente paragrafo.

Condicion (3.67) — O Lema 4.2 en [73] garante que a condicion (3.67) é equivalente a suponer:
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1. a funcion k é de variacion limitada en [tg — 7, o],

2. k=kq+ ks, con k, é absolutamente continua en [ty — 7, tg], ks & decrecente en [tg — 7, to]
e k. = 0 en case todo punto,

3. k! (t) < ¥(t) para case todo t € [ty — 7, to).

Obviamente, se k é absolutamente continua en [to — 7, to] enton a condicion (3.67) ctunprese
con “<” substituido por “=" e v substituido por k.

Hipotese (Hs) — A condicion de Lipschitz lateral que se require en (Hj) convértese en
condicion de Lipschitz usual cando se combina con (Hy). En consecuencia, e falando grosso
modo, nas condicions dos Teorema 3.3.5, A é unha contracciéon e para case todo t € I, todo
z € [a(t), B(t)] e toda v € [o, B]F as funcions

(TS [a(Tt,gc,ﬁ)7 5(Tt,x,a)] — f(t7 z, y7'7)7

v € [a, BT — f(t,z,y,7),

T(t,x,y)

v € o, BT — t b (s)ds

son lipschitzianas. O mesmo ocorre nas condiciéns do Teorema 3.3.9, substituindo a primeira
das funciéns anteriores por

(TS [a(Tt,Z‘,O!)7 ﬂ(Tt,:B,,B)] — f(tv z, y/Y)'

Obsérvese tameén que as condicions (3.69)—(3.78) camprense se 1 é esencialmente limitada
e 7(t,z,-) é lipschitziana en [a, 3]T.

Hipotese (Hg) — A condicion (Hg) no Teorema 3.3.5 camprese, en particular, se a aplicacion

€ [a(t), B(t)] — [tz 72(7 (8 2,m)),m)

é decrecente. Pola stua parte, isto ctunprese se (e s6 se se eliminamos a dependencia en z(t)
na funcion f) f(t,z(t),y,7y) é decrecente en y (o cal xa é requerido en (Hy) — (a)) e en x(t) e
7(t,z(t),x) é crecente en xz(t). Deste xeito, a condicion (Hg) pode cumprirse ainda que f ou 7
sexan discontinuas respecto de x(t). O mesmo ocorre no caso do Teorema 3.3.9, considerando a
aplicacion

S [a(t)v 5(t)] — f(tv Z, VQ(T(t7 Z, ’)/2))7 ’Yl)'

Por outra banda, a condicion (Hg) do Teorema 3.3.5 vén implicada pola correspondente
(Hs) — (a) se engadimos estas duas condicions:
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(1) para case todo t € Iy e toda v; € [a, 3|7 que satisfaga 1, <" < 9 en case todo punto
de Iy (¢, € ¥as son as funcions que proporciona (Hs)) e v; = ¢; + k en I_ para algunhas
constantes ¢; € R, i = 1,2, a composicion

z € [a(t), Bt)] — 2(7(t, 2, 71)) (3.83)

é lipschitziana. Isto ocorre, en particular, se i,; é constante, k é lipschitziana en I_ e
7(t,-,v2) € lipschitziana en [a(t), B(t)];

(2) existe L € L*(Ip) tal que para todo u € [minger, a(t), méxier, B(t)], case todo t € Iy, e
toda v € [, B]1 tense

fQwu,y) = f(ty,u,7) < L(E)(y — x)  sempre que at) <z <y < B(1).
O mesmo ocorre coa hipotese (Hg) do Teorema 3.3.9, substituindo a composicion (3.83) por

z € [a(t), B)] —— 7a(7(t; 2, 72))- (3.84)

Isto mostra que nin f nin 7 teflen que ser monoétonas respecto de z(t) para que se cumpra
(He).-

3.3.5. Construcion de sub e sobresolucidons

Tal e como sinalabamos na seccién anterior, probar a existencia de sub e sobresoluciéns
para o problema (3.57) e, méis ainda, obter a sta expresion explicita, é probablemente a parte
mais complexa & hora de aplicar os teoremas de existencia probados nas Secciéns 3.3.2 e 3.3.3.
Por este motivo, incluimos a continuacién unha serie de resultados que proporcionan condiciéns
suficientes sobre as funciéons dato para garantir a existencia de sub e sobresoluciéns, asi como as
stas expresions explicitas. Consideraremos separadamente dous casos: o primeiro deles, o caso
no que a parte non lineal estd limitada; a continuacién, o caso no que permitimos segundos
membros non limitados.

Sub e sobresoluciéns para problemas limitados

Comezaremos con un resultado de construciéon de sub e sobresoluciéns para o caso no que a
parte non lineal estd limitada en subconxuntos axeitados.

Proposicion 3.3.10. Supoiiamos que f : Io x R?2 x C(I) — R € decrecente na terceira variable
e crecente na cuarta. Suponamos ademais que

(1) existen A1, A2 € R de tal zeito que \y < A(y) < A2 para toda v € C(I), e poriamos

=\ n k
€1 = A1 + min k(s),

¢y = Ao + méax k(s),
sel_
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(2) emiste 1 € L*(Iy) tal que para case todo t € Iy, todo © > ¢y e toda v € C(I) con v > ¢z en
I se ten

f(tv x, 617/7) < ¢(t)7 (385)

e para case todo t € 14 temos

0 < f(t,er 2 + 191, 1) (3.86)

Enton as funcions
alt)=c, tel,

ca, tel_,

ﬁ(t) = t
co+ | Ww(s)ds, te Iy,
to

son, respectivamente, subsolucion e sobresolucion para o problema (3.57) sequndo as dias defini-
cions 8.3.2 ¢ 3.3.7, e ademais o < 3 en 1.

Proba. Por unha parte, para t € I_ temos que

Ala) + k() > A\ + min k(s) = ¢ = a(t)

sel_
e
AB) + E(t) < Xo + Héz}x k(s) = co = B(t).
Por outra banda, para case todo t € Iy e w € {«a, 3} tense que
f(tyclyﬁ(Tt,a(t),w)7cl) > f(tv C1,C2 + ||¢||17 Cl) > 0= O/(t)7 en virtude de (385)7
¢
f <t,02 + [ ¥(s) ds,cl,ﬁ> <(t) = 3 (t), en virtude de (3.86).
to
En consecuencia, o e 3 son sub e sobresolucion para o problema (3.57), independientemente
da eleccion da funciéon 7. Ademais, o < G en 1. O

Sub e sobresolucidéns lineares para o caso non limitado

Nesta epigrafe pretendemos salientar os seguintes feitos:

1. Ainda que atopar sub e sobresoluciéns acopladas non é, en xeral, unha tarefa facil e
moitas veces precisa de gran cantidade de experiencia matematica, tamén é certo, como
amosaremos, que unha gran cantidade de problemas interesantes poden ser estudados
simplemente con sub e sobresolucions lineares.
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2. Os resultados das Secciéns 3.3.2 e 3.3.3 son validos para problemas con singularidades,
isto é, ecuacions nas que o segundo membro en (3.57) pode explotar para certos valores de
x. Esta é unha consecuencia interesante de que as nosas hipdteses s6 tenen que satisfacerse
nos intervalos determinados polas sub e sobresolucioéns.

Asi pois, consideremos o problema (3.57) e supofiamos que se satisface o seguinte conxunto
de hipoteses:

(A1) 0<r<Lek:I_— Récontinua e crecente.

(A2) Para a funcion 7 : Iy x [k(ty),00) x C(I) — I existe 7 € (0,7] de tal xeito que para todo
x € [k(to),00), toda v € C(I), e case todo t € Iy temos

6(t) = min{to — 7, t — 7} < Tyay <to+ L. (3.87)

(A3) Sexa Q={ye€C() : 7> k(tg—r) en I}, e supofiamos que
f : Dom(f) C Iy % [k(tO)voo) X (k(to - T)7OO) X — [0,00)

é decrecente respecto da segunda e a terceira variables e crecente respecto da cuarta.
Ademais, suponamos que, ou ben

Dom(f) = Iy x [k(tg),o0) x (k(tg —1),00) X Q

ou

Dom(f) = Ip x (k(to),00) x (k(to — 1), 00) x €2.
(A4) O operador A : C(I) — [0,00) & crecente.

A primeira desigualdade en (3.87) evita que o argumento desviado 73, tome o valor tg —r
se t # tg, permitindo asi que a solucién tome valores singulares en tg — r. Isto quedard mais
claro nun exemplo posterior.

Pola conveniencia do lector, resaltamos que a funcion § definida en (3.87) pode ser descrita

a cachos como
t—r, parat€ [tg,to+r— 7],

o(t) =
to— 7, parat€ [to+r—7T,to+ L],

e 6(t) € I_ para todo t € Ij.
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A continuacién presentaremos o resultado principal desta epigrafe, no cal se establecen
condicions suficientes para que o seguinte par de funcidéns sexan, respectivamente, subsolucion
e sobresolucion do problema (3.57):

k(t), parat e I_,
alt) = (3.88)
ma(t —to) + k(tg), parat € Io;
k(t) + ng, parat e I_,
Bt) = (3.89)

mg(t —to) + k(to) + ng, parat € Io.

Proposicion 3.3.11. Suponiamos que se satisfacen as condicions (A1) — (Ay), e asumamos que
existen mq, mg,ng € [0,00) de tal zeito que mq < mg e se cumplen as sequintes condicions:

A(mgL + k(to) +ng) < ng; (3.90)
f(t, k(to) +ng, k(0(t)), mgL + k(to) +ng) < mg para c.t.p. t € Iy ; (3.91)
ma < f(t,maL + k(to), mgL + k(to) + ng, k(to —r)) para c.t.p. t € Iy. (3.92)

En tal caso as funcions « e 3 definidas en (3.88) e (3.89) son, respectivamente, subsolucion
e sobresolucion do problema (3.57), sequndo as dias definicions 3.8.2 e 3.5.7.

En particular, se se cumpren as condicions (Hz), (Hs), e (Hy) no Teorema 3.3.3 enton (3.57)
ten cuasisolucions extremais en (o, 3], e se se cumpren as restantes condiciéns no Teorema
3.3.5, enton (3.57) ten unha dnica solucion en [o, B]1 (e o mesmo € certo se se satisfacen as
condicions dos teorema 3.3.8 € 3.3.9).

Proba. Consideraremos s6 a Definicién de sub e sobresolucién 3.3.2, pois a proba é analoga

para a Definicion 3.3.7. Mostraremos que [ é unha sobresolucion (cando se acopla con «).

En primeiro lugar, para todo ¢t € Iy temos
a(7 5(t),8) = a(d(t)) = k(5(t)),
polo que para case todo t € Iy tense que
f(t7ﬂ(t)7 a(Tt,ﬁ(t),6)7ﬂ) < f(t7 k(to) +ng, k(é(t))7mﬁL + k(to) + 77,5) < mg = 5/(t)7
en virtude de (3.91).

En segundo lugar, a desigualdade (3.90) garante para todo s € I_ que
A(B) + k(s) < A(mgL + k(to) +ng) + k(s) < ng + k(s) = B(s).
Argumentos similares empregando (3.92) mostran que a é unha subsolucion (acoplada con

B). O

As seguintes proposiciéns proporciénannos un xeito sinxelo de comprobar que existen sub e
sobresolucions lineares. A stia proba é sinxela, e polo tanto omitimola.
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Proposicion 3.3.12. (Sobresolucions) Suporiamos que se cumplen (A1) — (A4). Se

I f(t, k(to) + 2,k(6(t)), 2 L + k(to) + 2)

z—+00 z

<1 case uniformemente ent € I (3.93)

lm A(zL + k(to) + 2)

z—-+00 z

<1, (3.94)
enton (3.90) e (3.91) cimprense para algin mg > 0 e ng = mg.

Proposicion 3.3.13. (Subsolucidns) Suponamos que se cumplen (A1) — (Ayq) e que (3.90) e
(3.91) se satisfacen para algin mg >0 e ng > 0.

Enton (3.92) cumprese con mq, = 0 se Dom(f) = Iy X [k(tg),00) x (k(tg) — r,00), ou con
algin mq € (0,mg) se

o 7L+ k(to). msL + k(to) + g, k(to 1))

z—07t z

> 1 case uniformemente en Iy. (3.95)

Un exemplo

Sexa {¢n }nen unha enumeracion dos nimeros racionais en [0, 00) e consideremos a funcion

o(z) =1- Z 27", x€0,00),

{n€N: ¢, <z}

que, como ocorrfa coa funcién ¢; do exemplo da Seccion 3.3.2, é decrecente, continua exacta-
mente en cada numero irracional do intervalo [0, 00), e satisface que 0 < ¢ < 1 en [0, +00).

Consideramos o seguinte problema xeral con argumentos desviados dependentes funcional-
mente da incognita, singularidades posibles en z = 0 e z = 1/2, e discontinuidades respecto de
todos os seus argumentos (os corchetes [-] significan parte enteira):

YO = A+ RO 0) + 50| ]
fa(t)

T @) + 02 (2(0) - 2(0) + 2(1) (3.96)
+/5(t)g (x (t + o1 (2(t) + 02 (2(0) + 2(t) + x(1)))) , t € lo = [0,1],
1
z(t) = ¢ (/ w(s)x(s)ds) +t+1/2 paratodote I_=[-1/20]. (3.97)
~1/2

Mostramos na seguinte proposicién algunhas condiciéns que implican a existencia de sub e
sobresolucions lineares para o problema (3.96)(3.97).

Proposicion 3.3.14. O problema (3.96)-(3.97) ten sub e sobresolucions acopladas dadas polas
expresions (3.88) e (3.89) con mg = ng se se cumplen as sequintes condicions:
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(B1) & p,v € (0,00);

(B2) fi€ L>*(Ip,[0,00)), i=1,...,5;
(B3) 04 :]0,00) — [-1/4,0], i = 1,2;
(B4) ¢:[0,00) — [0,00) € decrecente;
(Bs) w € non negativa e integrable en I;
(Bs) ¢ : R —[0,00) é crecente e

1
ou ben w =0 c.p.d. en I ou ben lim #(2) < .
z—tco 2 3f1w

(3.98)

Proba. O problema (3.96)-(3.97) é un caso particular de (3.57). Para ver isto, consideramos
r=1/2 e k(t) = t + 1/2 para todo t € I_, e definimos 7, f e A como segue: para todo
(t,x,7) € Ip x [0,00) x C(I) pohemos

7(t,2,7) =t +o1(zx) + o2 (7(0) +(t) +~(1)), (3.99)

para (t,z,y) € Iy x (1/2,00) x (0,00) definimos

f(twy) ==+ fi(t) + fo(8)o(t +2) + fo(1 [ L ] | fa)

(z —1/2)r

e, finalmente, A(y) = ¢ (/w(s)’y(s)ds) para todo vy € C(I).
I
Obsérvese que 7(t,x,v) € [t — 1/2,t] para todo (¢t,z,7) € Iy x [0,00) x C(I), f(t,z,y) > ¢
para todo (t,x,y) € Ip x (1/2,00) x (0,00), € A(y) > 0 para todo v € C(I).

As condicions sobre o; (i = 1,2) garanten que (3.87) satisfacese, por exemplo, para 7 = 1/4, e
enton k(5(t)) = min{t, 1/4} parat € Iy. As restantes condicions en (A;)—(A4) son consecuencias
inmediatas das hipoteses (B1) — (Bg).

Agora mostraremos que as condiciéns da Proposicion 3.3.12 se cumplen. Primeiro, notese
que existe ¢ > 0 tal que para case todo t € Iy e todo z > 0 tense que

Mt V2RO ¢ A1), e coli)
- 2k zk(6()) z ’

z z z

polo que existe d > 0 tal que para case todo t € Iy e todo z > 0 tense que

[tz +1/2,k60) _d 1 [1 }

0< < - |—
z z z | zH
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o cal implica (3.93). A sta vez, se z > 1/2 e w > 0 nun conxunto de medida positiva de I temos

A2z +1/2) _ A(B2)  ¢(3z [{w)
0= z = z 3z [;w 3/1“}’

polo que (3.94) séguese de (3.98). En consecuencia, a Proposicion 3.3.12 garante que existe
mg > 0 tal que (3.90) e (3.91) ctmplense con ng = mg. Agora é suficiente con fixar m, € (0,¢)
para que (3.92) se satisfaga, e enton podemos aplicar a Proposicion 4.26. (Obsérvese que ainda
non se fixo ningunha suposicion sobre a continuidade ou a monotonia das funciéns o;.) O

Agora imos aplicar o Teorema 3.3.3 para probar a existencia de cuasisoluciéns extremais
para o noso problema, cuasisolucions que estaran localizadas entre a sub e a sobresolucion cuxa
existencia acabamos de probar. Para facelo, escollemos # = 1/2 para definir [, )1 e impofiemos
as seguintes hipoteses adicionais:

Proposicion 3.3.15. Asumamos (B1) — (Bg) e

(B7) A funcion
t € Iop— (mat) " f3(t) + max{t™, 2"} fu(t)
€ integrable en Iy, o1 € crecente e o9 € decrecente.

Enton o problema (3.96)-(3.97) ten cuasisolucions extremais en [a, 3] .

Proba. Afirmacién 1- Cumprese (Hs). Para t € (0,1] e x > «a(t) = mat + 1/2, temos

< mHtH, 3.100
o

) <
(—=1/2)0] = (@—1/2)» —
e para todas y; € [, 8]7, i = 1,2, temos

(7t 2, 72)) =1t —1/2) = ot — 1/2) > min{t, 1/2},

polo que
(n(7(t,z,72))) ™" < méx{t™,2"}. (3.101)

Deducimos de (3.100), (3.101), e das propiedades das funciéons ¢ e g, que para case todo
t € Iy, todo x € [a(t), B(t)], e todas v; € [o, B]F, i = 1,2, temos

0<e< f(tyz,n(7(t,x,7)) < ¥(t),

onde para case todo t € Iy
U(t) = e+ fi(t) + fo(t) + maHt7H f3(t) + max{t™", 2"} f4(t) + g(0) f5(¢). (3.102)

Resumindo, a condicion (Hs) camprese como consecuencia de (Bz).
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Afirmacion 2 — Cimprese (Hs) — (a). Temos que probar que para todo = € [«(0), 5(1)] e todas
vi € la, B]T, 1 =1,2, a composicién

tef{tely: alt) <z <pB(t)}— flt,z,n1(7(t,z,72))),

¢ medible. E trivial para z = «(0) ou z = £(1), xa que os correspondentes dominios son
conxuntos de medida nula, polo que nos ocuparemos do caso = € (a(0), 3(1)). Lembramos que
as funciéns monotonas son Borel-medibles, e que a suma ou composiciéon de funcidéns Borel—
medibles ¢ Borel-medible. Para ¢ € (0, 1] temos

71(7(t7x772)) > 71(t - 1/2) > 07
e en consecuencia as aplicacions

1
1Y (t + o1(z) + 02 (72(0) +72(t) +72(1)))

t—

t—g(n @+oi(z) + 02 (12(0) +72(t) +12(1))))
son Borel-medibles, o cal garante que
ftz,(Trenn) = e+ filt) + fat)o(t +2) + f3(t) [m]
fa(?)

o ey W9 01 (eaa))

¢ medible no dominio {t € Iy : a(t) <z < 5(t)}.

Afirmacion 3 — Ciumprese (Hz) — (b). Para case todo t € Iy e todas v; € [o,3]T, 1 = 1,2, a
aplicaciéon
S [O‘(t)vﬁ(t)] — f(t,l‘,’}/l(T(t,iL‘,’}/g))),

é continua en [a(t), B(t)] excepto, ao sumo, en
1. x =g, —t para algin n € N;
2. x =n~Y" 4 1/2 para algin n € N; ou

3. & = vy, para algin n € N, onde {v,, }nen € a sucesion de todos os puntos de discontinuidade
de o1; ou

4. x = wy, para algan n € N, onde {w, }nen € a sucesion de todos os puntos de discontinuidade
da funcién decrecente

z € [0,00) = g(m(t + o1(x) + 02(72(0) +72(t) + 12(1))))-
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En consecuencia, todos os posibles puntos de discontinuidade de f(¢,-,y1(7(¢,,72))) caen sobre
unha unién numerable de rectas do plano (t,z) con pendente non positiva. Por outra banda
sabemos que f > & > 0 no seu dominio, e polo tanto a condicion (Hs) — (b) satisfacese.
Obsérvese que (Hy4) tamén se cumpre en virtude de (By), (Bg) e (By), polo que podemos
aplicar o Teorema 3.3.3 para asegurar que o noso problema ten cuasisolucidéns extremais en
e, BT O

Finalmente, imos dar condiciéns adicionais para que o noso problema cumpla as hipéteses
do Teorema 3.3.8, asegurando asi a existencia dunha solucion tnica no intervalo [a, §]7.
Proposicion 3.3.16. Asumimos (B1) — (B7) e

(Bg) A funcion
t€Ig—s t771f4(1)

€ integrable en Iy;

(By) Euwiste Ly >0 tal que para 0 < u < v temos
9(u) — g(v) < Lg(v — u);
(B1o) A funcion ¢ dada en (3.102) é esencialmente acotada;
(B11) Eziste Ly, > 0 tal que para 0 < z <y temos
02(x) = 02(y) < Loy (y — 2);

(B12) Ewiste Ly, > 0 tal que para 0 < x <y temos
p(y) — () < Lyp(y — ).

Enton o problema (3.96)-(3.97) ten unha solucion unica en [a, 5] sempre que

1 1
Lg,/ w(s)ds + (1 + 3”1;\\00%)/ (vméx{s™' 72"} fi(s) + Ly fs(s)) ds < 1, (3.103)
—1/2 0

onde ) =1enI_ e =1 en Iy, con ¢ dada en (3.102).

Proba. Afirmacion 1 — Cimprese (Hs) — (a). Obsérvese que para todo ¢ € (0,1] e todo
x € [a(t), B(t)] temos 0 < a(t —1/2) < a(7(t,x,)) , asi que aplicando o Teorema do Valor
Medio para u,v tales que a(7(t,z,5)) < u <wv < B(7(t,z,a)) temos que existe z € [u,v] de tal
xeito que

-V

w v =vz (v —u) <va V(- 1/2).

Ademais, para todo ¢ € (0,1/2] temos a(t —1/2) =t, e para todo t € [1/2,1] temos

a(t —1/2) = ma(t —1/2) +1/2 > 1/2,
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polo que se t € (0,1] enton
o (- 1/2) < max{t~17V, 2t
En consecuencia, para todo t € (0,1], todo = € [«(t), B(t)] e
a(r(t,z,P)) <u<v < B(r(t,z,q)),

temos

ft,z,u) — f(t,z,v) < (vmax{t 172V (1) + Ly fs(t))(v —u),

e polo tanto (Hs) — (a) camprese como consecuencia de (Bg) — (By2) e escollendo
Li(t) = vmax{t "2} f4(t) + Ly f5(t) para case todo ¢ € Iy.

Afirmacion 2 — Ciumprese (Hs) — (b). Seguindo o enunciado do Teorema 3.3.8 podemos definir
Yp=1enl_,et =1 en Iy, onde ¢ & a dada en (3.102). As condicions (Bg) — (Bjo) garanten
que ¢ € L®(I). Agora, para case todo t € Iy, todo z € [a(t), 5(t)] e todas v; € [a, B]T, i = 1,2,
con y; < 79 en I temos

[ s < Wlle(2(n 0) +71(0) + 71(1) = 02(20) + 2(0) + (1)

Tt,x,v2

< 3|[¥]|oo Lo méx(y2(s) = 71(5)),

polo que (Hs) — (b) camprese con Lz(t) = 3|[¢||so Lo, en Io.
(Hs) — (c) satisfacese con A substituido por L, [ ;w, € as propiedades de monotonfa das
funcions que intervenen implican que (Hg) camprese con Ly = 0.

O Teorema 3.3.8 asegura agora que o problema (3.96)-(3.97) ten unha tnica solucién en
[, B]T sempre que se satisfaga (3.103). O

Remarcamos o feito de que 0y, 2 = 1,2, poden ser discontinuas en subconxuntos densos de
[0,00), e que a forma especifica das dependencias funcionais no noso problema, isto &,

1

z(0) +x(t) +z(1) e /_1/2 w(s)z(s)ds,

non é esencial, pois a unica caracteristica importante é o feito de que sexan crecentes con
respecto de z(-).

Os resultados desta seccion son moi xerais, polo que imos rematar mostrando un exemplo
de caso particular do problema (3.96)—(3.97) que satisface as condicions da Proposicion 3.3.16.

Exemplo 3.3.17. Para i =1,...,5 sexan C; C [0,1] conzuntos de tipo Cantor con medidas de
Lebesgue M; > 0, e denotemos por x; as respectivas funcidns caracteristicas destes conzuntos.
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Por simplicidade de cdlculo, supotiemos que Cy C [0,1/2].

-1
Se 0 :[0,00) — [7,0} € crecente e My + Ms < 1, enton o sequinte problema con dis-

continuidades, singularidades e argumentos desviados dependentes da incognita ten unha inica
solucion entre certas sub e sobresolucions lineares:

SO = L) +xa®olt+a0) + ) | ot
t5x4(t) X5(1) _
Tt o@®) | ritoway s (el =0A (3104
xz(t) = t+1/2 paratodot e I_ =[-1/2,0]. (3.105)

Obsérvese que a ecuacion diferencial € singular en x = 1/2 (debido ao cuarto termo no
seqgundo membro de (3.104)), e tamén ¢é singular en x = 0 sempre que o(1/2) = —1/2 (debido
ao quinto termo). A condicion inicial (3.105) forza d solucion inica a tomar o valor singular
x(0) = 1/2. Tamén pode ser x(t+ o(x(t))) = 0 para t = 0 se o é constantemente igual a —1/2,
o0 que fai que a solucion acade o valor singular debido ao quinto sumando en (3.104).

3.3.6. Nonlinearidades con signo non constante

O obxectivo desta seccion serd mostrar que eliminando a dependencia funcional da funcién
desviante 7 podemos considerar ecuaciéns diferenciais con parte non linear de signo non cons-
tante e condiciéns iniciais e sub e sobresolucidéns non necesariamente mondétonas.

Asi pois, consideremos o problema

o' (t) = f(t,x(t), x(T (), x) enct.p.t € Iy= [to,to + L],
(3.106)
x(t) = A(z) + k(t) paratodo t € I_ = [ty —r,to].

E importante sinalar que as definiciéns previas de cuasisoluciéons dadas en 3.3.1 e 3.3.6 coin-
ciden cando se adaptan ao caso particular do problema (3.106), e 0 mesmo ocorre coas duas
nociéons de sub e sobresoluciéns introducidas nas definiciéns 3.3.2 e 3.3.7.

En primeiro lugar mostraremos o noso novo resultado de existencia de cuasisoluciéns ex-
tremais para o problema (3.106).

Teorema 3.3.18. Suporiamos que, ou ben v = 0 e k € un nidmero real fixo, ou ben r > 0 e
k:I_— R € continua en I_.
Asumimos as sequintes hipdteses:
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(ﬁl) (Sub e sobresolucions) Existen « e 3 que son, respectivamente, subsolucion e sobresolucion
do problema (3.106), con o < (3 en I.

(Hy) (Estimacion en L') Existe ) € L'(Io) de tal zeito que para case todo t € Iy, todo
x € la(t),B(t)], etoday: 1T — R cona<~vy <[ enl, tense

[f (&, (7 (t, 2), 7| < (),
e ponamos
[, B] ={yeC(I): a<y<Benl, vy € AC(), e |Y| < cp.d. en I}

(Hs) (Dependencias respecto de t e x(t))

(a) (Medibilidade respecto de t) Para todo x € [mingeg, a(t), maxier, B(t)] e todas
vi € [, B], i = 1,2, son medibles as composicions

te{selo: als) <z <B(s)}— f(t,z,n(r(t 2)),72)

t e Io [ f(ta'72(75)771(7(t772(t)))’/72);

(b) (Discontinuidades admisibles respecto de x(t)) Para case todo punto t € Iy e todas
Vi € [a)ﬁ]v 1= 1727 a funczo’n f(t7'772(7—(t7 ))7/71) € continua en [Oé(t),ﬁ(t)]\K(t),
onde K(t) = ;2 Kn(t) e pode depender da eleccion de ~y;, e para cada n € N e
cada = € K, (t) tense

(0t z + B, 2 (trasen), ) [ | DEn(t, 2)(1) C {f(t,2,72(Tea), 1)},
e>0

onde B e To son como en (2.3).

(H,) (Dependencias funcionais mondétonas)

(a) Para case todo t € Iy, todo = € [a(t), 5(t)] e toda v € [a, 5] a funcion f(t,x,-, ) é
decrecente en [minger ot), méxeer B(t)]; e para case todo t € Iy, todo x € [a(t), B(t)]
e todo y € [minger a(t), maxses B(t)] 0 operador f(t,x,y,-) € crecente en [a, (], isto €,
para 7y; € [a, 5], i = 1,2, a relacion v1 < yo en I implica f(t,x,y,m) < f(t,x,y,72);

(b) A € crecente en [a, (3].

Enton o problema (3.106) ten cuasisolucions extremais vy, w* € [a, (], que ademais satis-
facen

(v, w™) = mjn{(v,w) : (w,v) son sub e sobresolucions en [a, 3] para (3.106)}.
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Proba. Basta con repetir paso por paso a proba do Teorema 3.3.3, considerando o espazo
X = C(I) equipado coa sua orde parcial usual, o subconxunto

Y={yeX : vy, € AC(I}), || < ¢ c.pd},

e o intervalo [«, ] introducido no enunciado. Agora, consideramos o operador multivaluado
A [a, 8] x [, ] — 2081\ ) definido do seguinte xeito: para cada par (y1,72) € [a, 8] X [a, 8],
A(v1,72) serd o conxunto de solucions en [« 3] do problema de valor inicial

2(t) = ft,2(t),v2(Te20)),7) c.pd. en In,  2(t) = A(y1) +k(t) en I_. (3.107)

A diferenza mais salientable con respecto & proba do Teorema 3.3.3 é que agora para probar
a monotonia mixta dos operadores Ay non precisamos da monotonia das funciéons de [a, (]
En efecto, se v1,7%;,72 € [o,0]T son de tal xeito que 3 < 7, ponemos & = Ay(y1,72),
&= A, (5,,72) e reescribimos agora (3.61), obtemos

§'(t) = fF(t,6(),v2(Tey), 1) < F(t, (1), 72(Teewy,72) cp.d. en I (3.108)
E dicir, obtemos a misma conclusién que en (3.61), coa salvedade de que agora s6 empregamos
a monotonia da funcién f e non precisamos ningunha monotonia na funciéon ~s. ]

A continuacién daremos un resultado de unicidade de solucién en [«, 5] para o problema
(3.106).

Teorema 3.3.19. Asumamos que se cumplen as hipdteses do Teorema 3.3.18, e suponiamos que
se satisface o sequinte grupo de condicidns:

(ﬁ5) (Condicidns de Lipschitz laterais para as dependencias funcionais)

(a) Ewisten Ly, Ly € L'(Iy,[0,00)) tales que para case todo t € Iy, todo = € [a(t), 5(t)]
e todas v; € (o, ], i = 1,2, as relacions a(1ry) < u < v < B(1g) ey1 <2 en I
implican

Ft @ u,72) = fE 2,0,m) < La(8)(v = w) + Lo(t) mix(yz(s) — 71(s));  (3.109)
(b) Eziste A € [0,1) tal que para 7; € [o, 5], 1 = 1,2, con y1 < 5 en I, tense

A(y2) = Aln) <A nsleéf(w(S) —71(8)).

(Hg) (Condicion de Lipschitz lateral con respecto de (t))
Eziste Ly € L'(Iy,[0,00)) tal que para case todo t € Iy e todas ; € [, 3], i = 1,2, con
vi = ¢ +k en I_ para algunhas constantes ¢; € R, a relacion a(t) < xz <y < ((t) implica
que

fty,v2 (7t ), m) — f(E2,7%(7(t 2),71) < La(t)(y — o). (3.110)
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En tal caso, o problema (3.106) ten unha tinica solucion en [a, 5] sempre que
to+L to+L to+L
A +/ Li(s)ds +/ Lo(s)ds +/ Ls(s)ds < 1. (3.111)
t

0 to to

Proba. Basta con repetir paso por paso a proba do Teorema 3.3.5 e observar que os calculos
feitos ali resultan mais sinxelos neste caso e non dependen da monotonia de v, ou w*. En efecto,
para case todo t € Iy temos

p/(t) = f(t7 w* (t)v Ux (Tt,w*(t))7 w*) - f(tv Ux (t)7 Us (Tt,v* (t))7 w*)
+ f(t’ Vs (t)’ Vs (Tt,v* (t))v w*) - f(t’ Vs (t)’ w” (Tt,v* (t))’ U*)
< L(8) 0" (1) — vu(0)) + La () () — () + La(t) mixp(s)
< (L1(t) + Lao(t) + Ls(t)) Hslefi;ip(s)'

O

Observacion 3.3.20. Os Teoremas 3.3.18 e 3.3.19 melloran os resultados dados en [51], incluso
para o caso continuo, porque, a diferencia do que ocorre no artigo citado, os nosos resultados
permiten que f cambie de signo e que T(t,-) non sexa mondtona.

Remataremos esta secciéon cun exemplo que, ata o que nés sabemos, non estd cuberto por
ningan resultado da literatura.

Exemplo 3.3.21. Consideremos o problema
2/ (t) = —fr(t)z" (sen(t~! + fo(t)x)) para c.t.p. t € Iy = [0,1],

(3.112)
x(t) = k(t) para t € I_ = [-1,0],

onden € N, f1 € unha funcion integrable e non negativa con || f1|l1 < 1, f2 e fifa son integrables

e
1
t2sen<z>, se —1<t<0,
k(t) =

0, set=0.

Finalmente, asumimos que a aplicacion

€10,1] — </Otf1(s)ds>n

Obsérvese que neste exemplo tanto a funcion de arranque como a funcidn que define a
ecuacion cambian signo.

¢ lipschitziana.

Caso 1-n impar. E sinzelo comprobar que as condicions (Hy) — (Hg) cumprense con
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1. at) = —/Ot fi(s)ds = —=p(t), para t € [0,1], e a = =k en [-1,0];

2. ¢:f17-
8. Li=nfi, Ly=0, Ly =|(6")[locfi|fo] e X=0.

Asi, o Teorema 3.3.19 garante que o problema (3.112) ten unha tinica solucidn no intervalo
[a, B] sempre que

|l fillt + 1108™) ool ffally < 1.

Por conveniencia do lector comprobaremos a hipdtese (I—:fﬁ): para case todo t € Iy, toda
vEla,B] cony=kenI_, exy tales que a(t) <z <y < [(t) temos

sen(t~1+fa(t)T)
FON" (sen(t™ + fo(t)z)) — 7" (sen(t™" + fa(t)y))] = f1(t)/ (7")'(s) ds,
sen(t=14 fa(t)y)
onde (") = (k") = (") c.p.d. en [-1,0] e para case todo s € [0,1] temos
(") (s) = n(y" 1) (s)7'(s) < (B")'(s)-

En consecuencia, para case todo t € I, toda v € [a, ] con v = k en I_, e x,y tales que
a(t) <x <y < B(t) temos

FON sen(t™ + fo(t)r)) — 7" (sent™ + f2(0)y))] < [1(8") lloc 1) f2()](y — ),
probando asi que (Hg) cimprese con Lz = ||(8™) ||sof1]f2]-

Caso 2 —n par. Neste caso a ecuacion diferencial non € mondtona con respecto ao argumento
funcional, polo que temos que reescribila dun zeito conveniente para poder aplicar 0s nosos
resultados. Para 1so sequimos algunhas das ideas descritas na Seccion 3.3.4 e escribimos

z € R+— 2" = g1(2) + g2(2),
onde g1(2) = 2" X(—0,0)(2) € decrecente e ga(z) = 2" X[0,00)(2) € crecente.
Agora para (t,z,y,7) € (0,1] x R? x C[-1,1] definimos

7(t,z) = sen(t™! + fo(t)x),

ftzy,7) =—f1) (01 (vV(72) + 92(v)),

polo que a ecuacion diferencial de (3.112) convértese en

Z'(t) = f(t,z(t),x(7z),x) para c.t.p. t € Iy.
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t
Probemos agora que as funcions a(t) = —/ fi(s)ds = =p(t), parat € [0,1], ea ==k
0

en [—1,0], definen, respectivamente, unha subsolucion e unha sobresolucién para o problema
sempre que ||fi|l1 < 27", En efecto, para case todo t € [0,1] tal que Tea(t) > 0 tense

g1(a(Teaw)) + 92(B(Traw)) = & (Traw) + 8" (Traw) < 201AI1T <1,

e se Ty o) < 0 enton g1(a(Tya@))) +92(B(Traw)) = K" (Traw)) < 1. Asi, para case todo t € [0, 1]
temos

O/(t) = _fl(t) S f(t7a(t)7ﬁ(7_t,a(t))7a)'
Dun zeito andlogo pddese probar que ('(t) > f(t,B(t), a(r pw)),B8) en c.t.p. t € [0,1]. Polo
tanto, cumprense as hipéteses (Hy) — (Hg) do Teorema 3.3.19, con

1. ¢:f17-
2. L1 = Ly =nf1, L3 =2[(8")locfilfo] e A=0.

En consecuencia, o problema (3.112) ten unha inica solucion en [, 3] sempre que

nlfill + 18 ool fr falh < ;



Capitulo 4

Problemas de segunda orde con
argumentos desviados

O obxectivo do presente capitulo serd estudar a existencia e localizacién de soluciéns para
problemas diferenciais de segunda orde con argumentos desviados. E un feito ben coiiecido que
os problemas de segunda orde son probablemente os que maéis tefien sido estudados na litera-
tura matematica relativa a ecuacions diferenciais, e isto é debido principalmente & idoneidade
das ecuacions de orde dias para a modelaxe de procesos da vida real. Un exemplo disto pode
ser o seguinte, no que amosamos tamén a conveniencia de introducir argumentos desviados na
formulacién inicial.

Lembremos que unha modelaxe sinxela da distribucién estacionaria de temperaturas sobre
un aramio rectilineo de lonxitude L > 0 vén dado pola ecuacién diferencial ordinaria de segunda

orde
u"(x) = f(x,u(z)), = € (0,L), (4.1)

xunto con condiciéns de contorno axeitadas. Agora imaxinemos que retorcemos o aramio de
xeito que en certos puntos se produzan solapamentos. Parece razoable entén suponer que nos
puntos de solapamento as temperaturas respectivas inflian entre si. Isto suxirenos unha revisién
da ecuacion (4.1) da forma

u'(2) = f(@,u(x)) + o - &(z)] g(€(2), u(é())), = € (0,L), (4.2)

onde &(x) representa o punto que solapa ao punto x, no caso de que un tal solapamento exista,
ou &(x) = x en caso contrario.
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x 7 &(x)

Obsérvese que & non é, de xeito xeral, unha funciéon continua (o cal implica que o segundo
membro en (4.2) non ten porqué ser continuo respecto da variable independente x) e que tere-
mos &(x) < x nalguns puntos e £(x) > x noutros, polo que o argumento desviante non é, en
xeral, nin un atraso nin un adianto, senén que terd unha forma mais xeral.

Este capitulo estd dividido en duas seccions ben diferenciadas. Na primeira delas estudiase
unha ecuacion diferencial que vén definida por unha funciéon de Carathéodory e que inclae argu-
mentos desviantes tanto no estado como na derivada; o resultado principal para este problema
proporcionard a existencia de soluciéns maximais e minimais en presencia de sub e sobreso-
luciéns, usando para este fin técnicas habituais que inclden a reformulacién do problema en
termos dun operador completamente continuo e a aplicaciéon posterior do Teorema 1.2.2. Na
segunda parte do capitulo permitirase que a funcién que define a ecuaciéon non sexa continua
con respecto aos argumentos nos cales intervenien os desvios, imponendo como compensaciéon
diversas condiciéns de monotonfa. Os resultados principais para este problema proporcionaran
a existencia de cuasisolucions e soluciéns extremais en presencia de sub e sobresoluciéns, em-
pregando como técnica a aplicacién dun método mondtono xeneralizado.

Os resultados orixinais da seccion 4.1 estan publicados en [29], e os da seccion 4.2, en [26].

4.1. Caso Carathéodory

4.1.1. Introducién
Sexan a,b,r_,r; € R con a <b, = > 0 e consideremos os intervalos
I_=la—r_,a], Iy=]la,b], I=[bb+r4],
el =1_UIyUI,. Nesta seccion consideraremos a existencia de soluciéns para o problema

u’(t) = ft,u(t), o (), w(r(t,u(t),u (1)), (o(t,u(t),u'(t)))) en c.t.p.t € I, W
3
u(t) = ¢_(t) paratodote I_, wu(t)= ¢4+(t) paratodote I,

onde f: I xR* — Re 7,0 : [y x R? — I son funciéns Carathédodory e ¢_ e ¢ son funciéns
que representan, respectivamente, o estado inicial e o estado final do sistema. Obsérvese que se
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r+ =0, entén ¢+ son constantes e as condicions de contorno do problema (4.3) convértense en
condicions Dirichlet usuais, do tipo u(a) = A, u(b) = B.

Co fin de simplificar a notacién, ao longo desta seccién empregaremos moitas veces as no-
tacions Ty 4 € Oy DO canto de 7(t,u(t), v/ (t)) e o(t,u(t), v’ (t)), respectivamente.

O plantexamento do problema (4.3) é bastante xeral, o que nos permitira tratar de forma
conxunta diversos problemas que tenen sido estudados de xeito separado na literatura e que
venien recibindo gran atencién nos dltimos anos. Algins destes son os seguintes:

(1) As ecuacions con atraso (isto é, da forma 7.,/ =t — r para algin r > 0) son probable-
mente o exemplo mais paradigmatico dos problemas que poden ser expresados dentro da
formulacion (4.3). A sta xeneralizacién a ecuaciéns con atraso dependente do estado (da
forma 7 4, =t — r(u)) estd sendo amplamente estudada nos ultimos anos, e podemos
citar artigos como [14, 22, 35, 43, 44], asi como o xa citado survey [39].

(2) As ecuacions con adianto (da forma 7y, = t 4 7 ou, mais xeral, 7, = t + r(u))
tamén se inclten dentro de (4.3). Algtans artigos recentes nos que se estudan este tipo de
problemas son [53, 56, 83|.

(3) O feito de incluir no noso plantexamento unha funcion de arranque, ¢_, e outra final, ¢,
permitenos considerar conxuntamente o caso de ecuaciéns con atraso e con adianto. Este
tipo de formulacions pode atoparse en |33] ou |54].

(4) As ecuacions con reflexion, isto é, aquelas nas que Iy é un intervalo centrado na orixe e

7(t) = —t, foron consideradas recentemente en [67] e tamén poden ser estudadas dentro
do marco do problema (4.3). Outras referencias mais antigas que tratan esta cuestion son
[1] e [38].

O noso resultado principal para o problema (4.3) sera un teorema de existencia de soluciéns
maximais e minimais en presenza de sub e sobresoluciéns, imponendo adicionalmente unha
condiciéon de Nagumo que regulard o crecemento da parte non lineal da ecuacién con respecto
da derivada da solucién. Este método é ben conecido e bastante estandar para este tipo de
problemas, pode atoparse por exemplo nos surveys [9], [21]; sen embargo, no noso caso particular
aparecen certas dificultades técnicas que iremos resolvendo ao longo desta secciéon, asi como
algunhas diferencias tedricas con respecto a problemas sen argumentos desviados. Entre as
principais novidades que presenta o noso resultado con respecto a anteriores podemos salientar
as seguintes:

(1) Polo que no6s sabemos, este ¢ o primeiro resultado que considera argumentos desviados
dependentes da derivada da solucién ou partes non lineares dependentes da derivada
evaluada en argumentos desviados.
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(2) A xeneralizacion obvia da definicién de subsolucion como unha funcion « que satisface a
desigualdade
O//(t) > f(tv Oé(t), O/(t)y a(Tt,a,a’)a a/(at,a,a’))a
non ¢ valida, como ocorria para o problema (3.57), para garantir a a existencia de solucion
entre sub e sobresoluciéns, tal e como amosaremos mediante un exemplo. Como consecuen-

cia, introduciremos novas definiciéns de sub e sobresoluciéns, que necesariamente deberan
ser mais esixentes.

(3) Se eliminamos os argumentos desviantes en (4.3) obtemos un problema Dirichlet ordinario,
que posie soluciéns extremais entre sub e sobresoluciéns dadas sempre que asumamos
unha condiciéon de Nagumo (véxase por exemplo [11, 15, 21]). Amosaremos que esta con-
clusion non é certa en xeral cando consideramos o problema (4.3) na sta versién completa.

(4) Probaremos, sen embargo, que o problema (4.3) ten soluciéns maximais e minimais con
respecto & relaciéon de orde parcial “punto a punto”, e farémolo sen empregar o Lema de
Zorn.

(5) Os resultados que obteremos a continuacion permanecen validos se introducimos en (4.3)
mais argumentos desviados, ou se substituimos u”(t) por outro operador, por exemplo un
p—Laplaciano. Restrinxiremos a nosa atencion a (4.3) por simplicidade e para salientar
as nosas principais contribuciéns e as diferenzas con respecto ao caso non desviado.

4.1.2. Existencia de soluciéns minimais e maximais

Definicion 4.1.1. Diremos que u € C(I) € unha solucién do problema (4.3) se vz, € W2(Iy)
e u satisface (4.3).

Definicion 4.1.2. Dado un subconzunto Y C C(I), diremos que unha solucion u, €Y de (4.3)
¢ minimal en'Y se a relacion u < u, implica u = u, para toda solucion u € Y de (4.3). Diremos
que unha solucion v* €'Y de (4.3) € mazimal en 'Y se a relacion u* < w implica u = u* para
toda solucion u €'Y de (4.3).

Antes de presentar os nosos novos resultados para (4.3), introduciremos a definiciéon de sub
e sobresolucién para este problema, definicién que como adiantabamos na introducién require
ser méis esixente que a habitual.

Definicion 4.1.3. Diremos que o, 3 € C(I), a < 8 en I, son, respectivamente, unha subsolucion
e unha sobresolucion do problema (4.3) se

(0% S ¢2F S 5 en I:F7
e a (respectivamente, (3) é tal que para cada ty € (a,b) se satisface unha das sequintes condicions:

(a) D_a(ty) < Dra(ty) (respectivamente, D~ 3(tg) > DyfB(ty)), onde D_afty) representa
a deriwada inferior de Dini pola esquerda de o en tg e DV a(ty) representa a derivada
supertor pola dereita.
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(b) Emiste un intervalo aberto Jy C (a,b) de tal zeito que to € Jo, « € WHL(Jy) (respectiva-
mente, 3 € W21(Jy)) e para case todo t € Jy tense

&"(t) > sup f(t,alt),o(t),€,v) (4.4)
(¢v)eEE
<respectivamente, B'(t) < inf f(t,ﬁ(t),ﬁ'(t),{,@) , (4.5)
(& v)EE
onde
E = [rtnel}l a(t),rilea'lxﬁ(t)] x R. (4.6)

O noso novo resultado de existencia de soluciéon para o problema (4.3) é o que segue. Na
stia, proba seguimos as ideas e notacions de |21].

Teorema 4.1.4. Suporiamos que existen o, 3 € C(I) que son, respectivamente, subsolucion e
sobresolucion do problema (4.3). Definamos A C Iy (respectivamente, B C Iy) como o conzunto
dos puntos nos cales o (respectivamente, (3) é derivable, ponamos E como en (4.6) e asumamos
que se satisfacen as seguintes condicions:

(Hy) (Condicions de Carathéodory)

(Hy) — (a) para todo z,y € R e (§,v) € E as aplicacions t € Iy — f(t,x,y,&, v),
tely— 7(t,z,y) et € Ip— o(t,z,y) son medibles;

(Hy)—(b) para case todo t € Iy as aplicacions f(t,-,-,-,-), T(t,-,-) eo(t,-, ) son continuas
nos seus respectivos dominios.

(Hy) Emiste N € L'(Iy, (0,+00)) de tal zeito que para case todo t € A (respectivamente, para
case todo t € B) e todo (§,v) € E tense

ft,at),d/(t),&,v) = =N(t) (respectivamente, f(t,5(t), 3 (t),§,v) < N(t)).
(H3) (Condicion de Nagumo) Ewisten ¢ € L'(Iy,[0,+00)) e ¢ € C([0,+00), (0, +00)) de tal

zeito que

(Hs) — (a) para case todo t € Iy, todo = € [a(t), ()], todo y € R e todo (§,v) € E
satisfacese a desigualdade

[f (2,6 v)] < p(@)e(lyl);
(Hs) — (b) .
/7« 2(5) > 1Yl (ro)» (4.7)

onde

PR EOES GIECEFCIS
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(Hy) (Restricion sobre o conzunto o~1({a,b})) Para cada u € C*(Iy) o conzunto
{tely: ot,u(t),u(t)) € {a,b}}
ten medida de Lebesgue cero.

En tal caso, o problema (4.3) ten cando menos unha solucion u satisfacendo o < u < 3 en
I. Ademais, existe R > 0 de tal zeito que toda solucion de (4.3) entre a e B satisface |u'(t)] < R
para todo t € [a,b].

Proba. Etapa 1: O problema modificado. En virtude da condicion (Hs) — (b), podemos escoller
R > 0 suficientemente grande, de xeito que

B ds
/r 20) > ([l L (1)

Do mesmo xeito, a continuidade de f nas stas variables espaciais permitenos asumir que a
funcion N que proporciona a hipotese (Hs) é suficientemente grande, de xeito que

para case todo t € Iy, todo x € [a(t), 5(t)], todo (§,v) € E e |y| < R.
Como ¢é habitual neste tipo de probas, consideramos o truncamento
a(t), se z < a(t),
p(t,x) = T, se at) <z < B(t),

Bt),  sef(t) <=z,

e definimos as funciéns auxiliares

f(t,z,y, & v) = max{min{ f(t, p(t, z), y, p(Tt. .4, £), V), N(t)}, =N (t)},

wl(t757€7 V) = XA(t) <méxf(t,a(t), a/(t) + U7§7 V) - f(tv a(t)7a/(t)7§7 V)) )

[v]<é
w2(t7 6757”) = XB(t) <f(t75(t)7ﬂl(t)7€71/) - mi%f(tvﬂ(t)vﬂl(t) + U?& V)) )
wl(t7a(t) - 33,5, V)7 se x < Oé(t),
W(t,ZE,E,I/): 0, se Oé(t) §l‘§ﬁ(t),

wa(t,x — B(t),&,v), se A(t) < x.
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Obsérvese que as funcions w; son Carathéodory, pois o é a funcién f e os conxuntos A e B son
Lebesgue medibles. Para probar esta ultima afirmaciéon basta ter en conta que as derivadas de
Dini dunha funcién continua son funciéns Lebesgue medibles [46, Teorema 401] e que se pode
expresar o conxunto complementario de A (respectivamente, de B) como

I\A = (D_a—D"a) ! (—o0,0)
(respectivamente, Ip\B = (D~ — D+ ()~1(0,+c0)) .

Finalmente, consideramos o problema modificado

u”(t) = f(t,u(t), u/(t), U(Tt,wu’)v u/(at,wu’)) — w(t, u(t), U(Tt,u,w)a u/(Ut,u,U’))
c.p.d. en Iy, (4.8)

Etapa 2: O problema modificado ten cando menos unha solucion. Consideremos o conxunto
X ={ueC() : uy, €C(If), uy, €C'(lo)},
que é un espazo de Banach cando se equipa coa norma
lull = llwr_lleray + o ller ) + lwr e

Obsérvese que os elementos de X son funciéns continuas en a e b, pero non necesariamente
diferenciables neses puntos.

Construimos agora un operador 7' : X — X do seguinte xeito: para u € X, Tu é a funcién
definida por
d_(1), setel_,

b
Tu(t) = /G(t,s)Fu(s)der)\(t), setel,

D (1), set el
onde para case todo t € Iy denotamos
Fu(t) = f(tut), (1), w(Tuw) 0 (0ruw)) — @t ut), ulreuw), v (0uw),  (4.9)
o nucleo integral G(t, s) é a funcién de Green asociada ao problema de Dirichlet
v =0 cpd. enly wula)=ub) =0,

bo_(a) —agy(b)

—a b—a

para todo t € Ij.



118 Problemas de segunda orde con argumentos desviados

E doado comprobar que as soluciéons do problema modificado (4.8) correspéndense cos pun-
tos fixos do operador T', polo que probaremos que 7' ten cando menos un punto fixo. Para
isto faremos uso do Teorema 1.2.2, asi que debemos ver que 1T é un operador completamente
continuo de X en si mesmo.

A comprobacion de que o operador 1" é completamente continuo é un proceso bastante es-
tandar, polo que aqui omitiremos algins pasos, centrandonos unicamente, por conveniencia do
lector, nas partes que son mais novedosas no problema que nos ocupa, isto é, aquelas nas que
os argumentos desviados xogan un papel especial.

Sexa, pois, {un}22; unha sucesién en X que converxe a u en X. Comezamos coa seguinte
afirmacion.

Afirmacion: A sucesion {F,,, }°° tende a F,, c.p.d. en Ij.
Sexa ', 0 subconxunto daqueles t € I tales que
Otuw = o(t,u(t),u (t)) € {a,b},
e sexa [, o subconxunto daqueles ¢t € Iy tales que
Tt iunul, € {a,b}.

O conxunto I' = T'o, U (U2 4T",,) ten medida de Lebesgue cero, como consecuencia de (Hy).
Agora, para case todo t € (a,b)\I" tense

’u;’L(Ut,un,U/In) - u/(Ut,u,U’)’ §|u;z(at,un,ug) - u/(Ut,un,U’n)’ + ‘u/(at,umug) - u/(at,mu’)’

lun = ull + [ (01, 0,) = v (T10,00)],

polo que {u;,(0¢u, u. ) nen tende a u'(oy ) para case todo t € Io.

Argumentos similares, pero mais simples, proban que {u,(7;u, u, )}nen tende a u(Ty )
para case todo t € I, polo que a continuidade de f e w nas variables espaciais garantiza que a
afirmacion é certa.

Agora, o Teorema de Converxencia Dominada permitenos probar que {T'u, }5° ; converxe a
Tu en X. Finalmente, para todo u € X tense que |(T'u)”| < 3N(t) para case todo t € Iy, o que
nos permite probar que T X é relativamente compacto e, en consecuencia, T' é completamente
continuo. O Teorema 1.2.2 garante entén que o conxunto de puntos fixos de T' e, polo tanto, o
conxunto de soluciéons de (4.8), é compacto e non baleiro.

Etapa 3: Se u € unha solucion de (4.8), enton a < u < 8 en I. Nos subintervalos I+ non
hai nada que probar en virtude de ser « e 3 sub e sobresolucion de (4.3). Razoemos, pois, por
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reducion ao absurdo: supofiamos que « £ u en Iy e fixemos

to = sup {t s u(t) — a(t) = min(u(s) — a(s))} .
s€lp
(o]
Esta eleccion de to implica que tg € Iy, u(ty) — a(ty) < 0 e D_a(ty) > DT a(ty), polo que existe
[}
un intervalo aberto Jy C Iy que contén a tg e de tal xeito que a € W2’1(J0) e para case todo

teJyé
a”(t) > sup f(t, a(t), o (t), &, v).
E

A condicion (Hs) proporciona, para case todo t € Jy, que
a'(t) = Sup ft,at), o (t),& v),
e polo tanto tense, para case todo t € Jy, que

u'(t) —a(t) < f(tva(t)au/(t)ap(Tt,u,uHU(Tt,wu’))au/(at,u,w))
— wy(t, out) — w(t), p(Te s W(Te ) U (Ot )
— [t alt), o (8), P W(Ttuw))s U (Ot )
= f(t, o), (), p(Teuw» W(Tuw ) W (Tr )
- \u\gg%g}—(u(t) Ftat), o (t) + v, p(Te s (Tt ), W (Oruw)-
Posto que u/(tg) — &' (to) = 0 e a(ty) — u(tp) > 0, deducimos pola continuidade de v’ — o’ e
a —u en tg que para todo s € Jy suficientemente proximo a tg tense que

[u'(s) — o/ (s)] < afs) — u(s). (4.10)

A definicion de ty asegura que podemos atopar t; > to de tal xeito que u'(t1) — o/(t1) > 0,
con t; tan préoximo a ty como queiramos. Fixemos agora un deses t; € Jy tales que para todo
s € [to, t1] se satisface (4.10). Agora, para todo s € [to,t1] tense u'(s) = o/(s) & vs para algtn
vs € [0, (s) — u(s)], e entén obtemos a contradicion

t1
0<d(t1) —d(t) = / (u"(s) — a"(s))ds < 0.

to

De xeito similar probariamos que u < 3 en Ij.

Etapa J: se u é unha solucion de (4.8) enton |u'(t)| < R para todo t € Iy. A proba é estandar,
e segue o razoamento que se fai en [21, Proposicion I-4.7]. En primeiro lugar, debemos ter en
conta que para case todo ¢ € Iy, todo x € [a(t), 5(t)], todo y € R e todo (§,v) € E tense que

|f(t7 ':L" y’ g’ U) _w(t7 x’ g? V)| = |f(t7 ':L" y’ g’ U)| S f(t7 x’ y’ g? V) é ’l/)(t)(io(|y|)7
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é dicir, a parte non linear da ecuacion diferencial do problema modificado (4.8) tamén satisface
a condicion de Nagumo. Agora, razoemos por reducién ao absurdo e suponamos que u é unha
solucion de (4.8) e t € Iy ¢ tal que |u/(f)] > R. En virtude do Teorema do Valor Medio do
célculo diferencial, existe tog € Iy tal que u/(tg) = r; e por continuidade de v’ podemos escoller
t1 € Iy de tal xeito que v/(t1) = Rer < /(t) < R para todo t € [tg,t1]. Integrando entre r e
R e facendo un cambio de variable obtemos

o cal contradi a hipotese (Hs) — (b).

! P(s)ds

to

< ||l 1 (10)

En consecuencia, a informacién obtida nas etapas anteriores proporciona que toda solucién
u do problema modificado (4.8) é unha solucién do problema orixinal (4.3) que ademais satisface
a<u<fe || < R. Posto que o conxunto de solucions de (4.8) é non baleiro, queda probado
o teorema. ]

Observacion 4.1.5. Obsérvese que se ap,, B, € WH(Iy) enton a condicion (Hs) — (a)
implica (Hy).

Nas condicions do Teorema 4.1.4 non podemos agardar que o problema (4.3) tena solu-
cions extremais, isto €, unha meirande e unha maéis pequena, entre « e (. Para xustificar esta
afirmacién presentamos o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1.6. Consideremos o problema con reflexion

u'(t) = f(u(—t)) enctp te[-mn|, ul—7)=u(r)=0, (4.11)
onde
-1, se u < —1,
flu) = u, se —1<u<l,
1, se 1 <u.

Todas as condicions do Teorema 4.1.4 se cumpren con sub e sobresolucions dadas por
Oé(t) = t2 - 7T2 = _ﬁ(t)v te [—71',71'],

polo que o problema (4.11) ten cando menos unha solucion entre o e 3. Obsérvese que as fun-
cions u(t) = £ sent son dias desas solucions.

Agora amosaremos que (4.11) non ten solucions extremais entre o e 3. En primeiro lugar,
obsérvese que se w € unha solucion de (4.11) entén w non pode ser positiva en (—m,m), pois
nese caso teriase w"(t) = f(w(=t)) > 0 en (—m,7) e w(—7) = w(mw) = 0, polo que w < 0 en
[—7, 7], unha contradicion. En conclusion, dedicese que toda solucion € menor que v ou menor
que —v nalgins puntos e, en consecuencia, non existe unha solucion meirande entre o e 3. De
zeito similar probariamos que non existe unha solucion mdis pequena.



4.1 Caso Carathéodory 121

Malia o dito nas disquisiciéns anteriores, as condiciéns do Teorema 4.1.4 permitennos garan-
tir a existencia de elementos maximais e minimais no conxunto de soluciéns do problema (4.3)
que estan entre o e 5. E 0 que probamos no seguinte resultado.

Teorema 4.1.7. Suponamos que se satisfacen todas as hipsteses do Teorema 4.1.4, e denotemos
por S o conzunto de solucions de (4.3) entre a e 3. Enton o conzunto S ten elementos mazimais
e minimais, isto €, existe cando menos unha solucion u* € S de tal zeito que para toda solucion
v € S a relacion u* < v en I implica u* = v, e existe cando menos outra solucion u, € S de tal
zeito que para toda solucion v € S a relacion u, > v en I implica u, = v.

Proba. Tal e como deducimos na proba do Teorema 4.1.4, o conxunto S é compacto en C(I).
Posto que a aplicacion

u€eS—I(u) = /bu(t)dt
a
é continua, existen entén u*, u, € S de tal xeito que
IT(u*) =max{Z(u) : ue S} e Z(uy) =min{Z(u) : ue S}.
Agora, se v € S ¢ tal que u* < v en I entén tense que Z(u*) < Z(v) < Z(u*), polo que
u* =wv en I e, en consecuencia, u* é un elemento maximal en S.

De xeito similar probariamos que u, € un elemento minimal en S. ]

Observacion 4.1.8. Obsérvese que nas condicions do Teorema 4.1.7 pode ocorrer que u* = u,
o cal ademais non implica que u* = u, sexa a unica solucidn do problema entre o e 3. De feito
hai problemas que tenen infinitas solucions, todas elas maximais e minimais ao tempo, como
por exemplo o problema de Dirichlet

que ten por solucidns exactamente as funcions u(t) = Asent, A € R.

4.1.3. Comentarios sobre sub e sobresoluciéns

Nesta epigrafe faremos algiins comentarios interesantes referentes aos conceptos de sub e
sobresolucions introducidos na Definicion 4.1.3.

(I) Os resultados obtidos na epigrafe 4.2.2 non son certos se substituimos as desigualdades
(4.4)-(4.5) por

o(t) > f(t, a(t), (1), (Tt,0,00)s O/(Ut,onoc))a (4.12)
BU(t) < f(t,8(), B'(1), B(1,p,60), 8 (01,6,5))- (4.13)
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En efecto, «(t)

—1 = —f(t), t € [-m, 7], son sub e sobresolucions no sentido (4.12)-
(4.13) para o problema de Dirichlet

u//(t)

u(—t) +sent, t € [-m, 7|, u(—m)=0=u(n). (4.14)
Sen embargo, o problema (4.14) non ten ningunha solucién. En efecto, suponamos que

u = u(t) é unha solucion de (4.14) e multipliquemos a ecuacion por sen t. Integrando daas
veces por partes no primeiro membro obteriamos

/ u”(t)sent dt = —/

u(t) sent dt,

—T

e facendo o cambio de variable s = —t no segundo membro obteriamos

/ u(—t)sentdt+/ senztdt:—/

u(s)sensds+/ sen? t dt,

—T

—T

de onde

T
:/ sen’(t) dt,

-

unha contradicion.

As desigualdades esixidas na Definicion 4.1.3 poden ser simplificadas nalguns casos im-
portantes.

(i) Se f(t,x,y,&,v) = g(t,x,y,§) enton (4.4)—(4.5) reducense a

o’(t) > mx ﬁg(t,a(t),a’(t),é), (4.15)
B(t) < iy R ﬁg(t, B(t), 8 (t),€). (4.16)

Se ademais g(t, z,y, ) € monotona no intervalo [miny o, méxy (] enton (4.15)—(4.16)
simplificanse ainda méis, e resultan:

o(1) 2 g(t.alt). o/ (), mix B(0), B'(0) < o(t,80), 8 (). mina(t),  (417)
no caso de que g(t, a(t), ' (t),-) e g(t, 5(¢t), 3 (t),-) sexan crecentes;
a(t) = g(t, a(t), o/ (1), mina(t),  #"(t) < g(¢, B(1), 5'(¢), méx B(1)),

(4.18)
no caso de que g(t, a(t), ' (t),-) e g(t, 5(t), 3 (t), ) sexan decrecentes.

Obsérvese que neste ultimo caso no que g(t,x,y,-) é decrecente a subsolucion e a
sobresolucion aparecen desacopladas.
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(i7) Se f(t,z,y,&,v) = g(t,x,y,§) e 7(t,x,y) = 7(t), enton na Etapa 3 da proba do
Teorema 4.1.4 podemos substituir (4.4) por

o’ () > max tat), o (t),6), 10
(t) = a(?(t))éfﬁﬁ(%(t))g( (), a'(1),€) ( )

e analogamente para 3. En particular, se g(t, a(t),a/(t),-) é decrecente no intervalo
[a(7(t)), B(7(t))] enton (4.19) convértese en

a(t) = g(t, a(t), o' (1), (7(1))), (4.20)

e as definicions de sub e sobresolucién aparecen asi desacopladas e coinciden coas
definicions habituais (compérese co Exemplo 4.1.6, onde estas definiciéns non serven
debido a que a correspondente funcion é crecente respecto de u(7(t))).

4.1.4. Construciéon de sub e sobresoluciéns: exemplos

Nesta seccidon daremos algins resultados que proporcionan condiciéns suficientes de existen-
cia de sub e sobresolucions para o problema (4.3), asi como exemplos da stia construcion e de
aplicacion dos Teoremas 4.1.4 e 4.1.7.

Proposicién 4.1.9. Sezan ®4 € C(I1) e F € C(R) e supoiiamos que

ghm F(§) = +o0, (4.21)
lim F(§) =— 4.22
Jm F(§) = —o0, (4.22)
. F(©) 8
5£$ooT >~ T3 onde L=b—a+ry +r_. (4.23)

Enton para cada A < min{min; ®_,min;, ®,} e cada B > max{mix; ®_,mixs, O}
existen A > 0 e p < 0 de tal zeito que as funcions

a(t):A+g(t—a+r_)(t—a~l—r_—L), tel, (4.24)
ﬁ(t):B+g(t—a+r_)(t—a+r__1;), tel, (4.25)

son sub e sobresolucion para o problema

u"(t) = F(u(teuw)) en ctp.t e Iy, (4.26)
ur, =P en Iy, (4.27)

independientemente da funcion de Carathéodory 7 : Iy x R? — 1T,

En particular, o problema (4.26)—(4.27) ten solucidons minimais e mazimais entre o e [3, e
1sto non depende da eleccion de T.
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Proba. Obsérvese que (4.23) implica que

T 2
lim —= > —,
t¢——o00 F (&) 8

e enton deducimos de (4.21) que para cada A < min{min; ®_,min;, ®,} tense

A— L2
lim _f >

¢ F(§) ~ 87
Agora, (4.22) asegura que podemos atopar & > 0 tal que
F(¢) <0 para todo & > &,

e (4.21) e (4.28) garanten que podemos atopar {2 < min{0, A} de tal xeito que

F(€) < —(A—€) para todo £ < &.

(4.28)

(4.29)

Poniamos C' = max{F(§) : & < & < & }. En virtude da condicion (4.21) e da continuidade

de F, existe £3 < &5 tal que
F(&)=C e F(§) < C para todo € € [£3,&2].
Esta eleccion de & garante que
F(&3) = F(§) para todo § > &,
e, por (4.29),
F(€s) < 73(A—&s).

8(A —&3)

Sexa agora « definida como en (4.24) para \ = 72

ITeala—r_)=A=ab+ry), polo que a < A en I. En particular, « < ¢4 en ;.

Ademais, tense que

b+ry+a—r_ L
< 2 >_A_)‘§_£37

o
mina(t) = a

e deducimos enton de (4.31) e (4.30) que para todo ¢ € Iy temos

") =A>F(&) = méx F(§).

£>ming

(4.30)

(4.31)

. Obsérvese que o/'(t) = X > 0 en

(4.32)

Argumentos similares proban que para cada B > max{mdx; ®_,mdx; P} existe u <0

de tal xeito que (4.25) define unha funcién tal que § > &4 en I e

BI(t)=p < (Juin F(E).

(4.33)
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En particular, deducimos de (4.32) e (4.33) que para todo t € Ij tense

o’ (t) > max F(¢),

miny a<é<maxy 3

e
"(t { F
ORI WA O
polo que « e (3 son sub e sobresolucion para o problema (4.26)—(4.27). O
Exemplo 4.1.10. A funcion F(§) = —</Ecos(1/€) para &€ # 0, e F(0) = 0, satisface as

condicions da Proposicion 4.1.9. En consecuencia, o problema correspondente (4.26)—(4.27) ten
cando menos unha solucion para calquera eleccion de ®4 e 7.

A continuacion empregaremos as ideas da Proposiciéon 4.1.9 para construir exemplos mais
xerais.

Proposicion 4.1.11. Consideremos funciéns &4+ € C'(I1) e sexa f : Iy x R® — R unha
funcion de Carathéodory.
Suporiamos que existen ¢ > 0 e F,, Fz € C(R) de tal zeito que para case todo t € Iy e todos
&, v eR tense
ft,x, &, v) < Fy(&) para todo x < —c, (4.34)

F3(&) < f(t,z,&,v) para todo x > c. (4.35)

Ademais, suponamos que se satisfacen as sequintes condicions:

flim Fy (&) = 400, (4.36)
F,, estd limitada superiormente en [0, +00), (4.37)
. Fa(€
£11)13100 £( ) >~ onde L=b—a+ry+r_, (4.38)
Fy estd limitada inferiormente en (—o0,0], (4.39)
lim Fy(€) = —oo, 4.40
(Jm Fs(§) = —oo (4.40)
F5(6) 8
lim —* > ——. 4.41
T T IR (441)
En tal caso o problema
u"(t) = ft,u(t), u(Teuw ), v (Oruw)) en c.tp. t € Iy, (4.42)
U,|Ii = (I>:|: en _[j:, (4.43)

ten solucions minimais e mazximais entre certas sub e sobresolucions, e este resultado non de-
pende da eleccion das funcions de Carathéodory T, o : Iy x R?2 — I, sempre que o satisfaga a
condicion (Hy) do Teorema 4.1.4.
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Proba. Un argumento similar ao empregado na proba da Proposicion 4.1.9 amosa que (4.36),
(4.37), e (4.38) garanten que para cada A < —ctal que A < min{min; ®_,min;, &} podemos
atopar A > 0 de tal xeito que a funcion definida en (4.24) satisface

d'(t)=A> mix F,(§) paratodot e I.

E>ming
Ademais tamén se ten que «a(t) < —c para todo t € I, polo que deducimos de (4.34) que

o’ (t) > sup ft,a(t),&v) enct.p.te .
VER,E>ming

De xeito anélogo, para B > c tal que B > max{méax;_ ®_,méax;, ®,} existe 4 < 0 de tal
xeito que a funcion definida en (4.25) satisface

CHORSEN fof G SEB®.6v) enctp tel,

e, en consecuencia, a e 3 son sub e sobresolucions para o problema (4.42)-(4.43). O

Exemplo 4.1.12. Seza F' a funcion do Ezemplo 4.1.10. Sexan a € L*(ly), a1, az,y > 0, e
g : R — R unha funcion continua e limitada.

A aplicacion f(t,z,&,v) = a(t)+ a1 z|x|" +a2F(§)+g(v) satisface as condicions da Proposi-
cion 4.1.11 para c = 0.

4.2. Caso monotono

4.2.1. Introducion

Despois de estudar o caso Carathéodory na secciéon anterior, o noso obxectivo agora serd
substituir a continuidade nas variables nas que intervifian os argumentos desviados por diversas
condiciéns de monotonia, na lina do que se facia na Seccién 3.3 cos problemas de primeira orde.

Asi pois, sexan I, Iy e I os intervalos considerados na seccion anterior e construamos o

espazo
X={y:I—R:yyy€C), v, limitada}.

Obsérvese que X = C(Iy) cando r— =r; = 0.

estudaremos a existencia de cuasisoluciéns e soluciéns para o problema funcional

u(t) = f(t,u(t), v (t),ur,u,u) en ct.p. t € I,
B_(t,u(t), u|z,,u,u) = 0 para todo t € I, (4.44)

B (t,u(t), u|zy, u,u) = 0 para todo t € I,
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onde f : Inp x R? x C(Iy) x X2 — R seré, grosso modo, unha funcién de Carathéodory
con respecto das variables reais e mondtona con respecto das variables funcionais, e By :
Io xR xC(Iy) x X2 — R cumpriran certas condiciéns de monotonia respecto das stias variables
funcionais.

A formulacion (4.44) é bastante xeral, polo que dentro do seu marco poden ser considerados
problemas de moi diversos tipos. Algins deles son os seguintes:

(1) Problemas con argumentos desviados da forma 7 : Iy — Iy, incluindo atrasos (7(t) < t),
adiantos (7(t) > t) ou unha combinacion de ambolos dous casos; problemas todos eles
que foron moi estudados na literatura. Artigos recentes como [53, 54, 56, 57] son un bo
exemplo.

(2) Cando 72 4+ r% > 0 a solucién ten un dominio de definicion mais grande que aquel
no que estd definida a ecuaciéon diferencial. Ademais, duas das dependencias funcionais
en (4.44) consideran o comportamento da solucion neste intervalo ampliado. A aplicacion
mais natural deste tipo de problemas son as ecuaciéns con atraso e con adiantos no sentido
clasico, que tamén estaban incluidas no marco do problema (4.3) da secciéon anterior. Neste
caso, como é habitual, debemos proporcionar informacién adicional sobre os estados inicial
e final da solucién. Este tipo de problemas foron estudados, por exemplo, en [81] ou [82].

(3) Problemas con dependencias funcionais mais xerais, do tipo

u’(t) = f(t,u(t), ' (t), plul(t)), (4.45)
onde p é unha aplicacién entre certos espazos funcionais, poden ser estudados cos nosos
resultados para o problema (4.44) cando f é unha funcién de variacion limitada na sua

cuarta variable. A ecuacion (4.45) foi previamente estudada por Nieto e Rodriguez Lopez
en [66].

O resultado principal desta secciéon proporciona condicidons suficientes para a garantir a
existencia de cuasisolucions extremais para o problema (4.44), nun sentido que definiremos
méis adiante, e que como tamén veremos seran soluciéns extremais se eliminamos unha das
variables da ecuacion. Para probar este resultado usaremos o Teorema 1.2.23, na lina de como
se fixo nas Seccions 3.3.2 e 3.3.3 para ecuaciéns de primeira orde.

4.2.2. Existencia de cuasisolucions e solucions tnicas

Antes de establecer os nosos resultados principais para o problema (4.44) precisamos intro-
ducir as definicidéns de cuasisoluciéns e sub e sobresolucions para este problema.

Definicion 4.2.1. Diremos que v,w € X son cuasisolucions (acopladas) do problema (4.44) se
V105 W1, € W (Io) e

V" (t) = f(t,v(t),v'(t),v)1y,v,w) c.p.d. en I,

B(t,v(t), v)py, v, w) = 0 en Ig;
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w’(t) = f(t,w(t),w’(t),wuo,w,v) c.p.d. en Iy,

Bx(t,w(t), wpy, w,v) =0 en It

Diremos que dias cuasisolucions v, e w* son extremais nun subconzunto Y C X se v, < v e
w < w* para todo par v,w de cuasisolucions en Y .

Definicion 4.2.2. Diremos que o, 3 € X son, respectivamente, unha subsolucion e unha so-
bresolucion (que estardn, ademais, acopladas entre si) do problema (4.44) se para todo t € I+
tense

sz(t,a(t),auo,a,ﬁ) <0, B$(t7ﬁ(t)vﬁ\lgvﬁa Oé) >0,

e para cada tg € (a,b) cimprese unha das sequintes condicions:
(a) D_a(ty) < DTaf(ty)  (respectivamente, D™ [3(to) > D4 B(to))-

(b) Ewmiste un intervalo aberto Jo C (a,b) de tal zeito que to € Jo, oy, € W(Jo) (respecti-
vamente, (5, € W(Jy)) e para case todo t € Jy tense

O/l(t) = f(tv a(t)7 O/(t)7 A|1y5 &, 5)

(respectivamente,

BI(E) < f(t,B8(1), 5 (1), Biro» Br ).
O noso resultado de existencia para o problema (4.44) é o que segue.

Teorema 4.2.3. Suporiamos que existen o, € X subsolucidn e sobresolucidn do problema
(4.44) con o < 3 en I, ponamos

[a, ] ={£ € X = a(t) < (1) < B(t) para todo t € I},
sexa J = [mingeg, a(t), méxier, 5(t)], e asumamos que se cumpren as sequintes condicions:

(Hy) (Condiciéns de Carathéodory)

(H1) — (a) (Medibilidade) Para todo u € J, todo v € R e todas ; € [a, (], i =1,2, a
funcion f(-;u,v, 715, 71,72) € medible.

(H1) — (b) (Continuidade) Para case todo t € Iy, todo u € [a(t),5(t)], todo v € R

e todas Y € [aaﬂL i =1,2, as fUHCiéns f(t7’7v771\107’yl772) € f(tauaHle\IOy’Yla’YQ) S0n
continuas.

(Hs) (Estimacion en L' e condicion de Nagumo) Ezisten dias funcions, 1 : Iy — [0, +00) e
¢ : [0,400) — (0,+00), con ¥ € LY(Iy) e ¢ continua, de tal zeito que para case todo
t € Iy, todo u € [a(t), 5(t)], todo v € R e todas ~; € [o, 3], i = 1,2, tense que

|f(t7u7U771|107/71772)| < ¢(t)(,0(|’[)|),
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con
" > ||l para algin R > r
kil ) ,
, plo) T NI PR
e — mie [ 3@ = a(t) 5(0) —afa)
b—a b—a

(Hs) (Monotonia) Para case todo t € Iy, todo u € [a(t), 5(t)], todo v € R e todas ~; € [o, (],
i = 1,2, as funcions f(t,u,v,-,v1,72) e J(tu, 0,711y, 72) son decrecentes e a funcidon
fu, 0,711,715 7) € crecente.

(Hy) (Condicions de contorno)

(Hy) — (a) (Medibilidade respecto da variable independente) Para todo uw € J e todas
vi € la, B, i = 1,2, as funcions Bz (-, u, 71|15, 71,72) son medibles.

(Hy)— (b) (Discontinuidades admisibles respecto de u(t)) Para case todo t € I+ e todas
vi € [a, 8], i = 1,2, tense

liminfB:F(t7w7’Yl|Io7’Y1772) Z B:F(t7u7fyl‘f()7’}/1772)

w—u—

\%

> lim su+p B(t, w,’Y1\10=’Yl7’Y2)-

w—Uu

(Hs4) — (¢) (Monotonia) Para case todo t € Ix, todo uw € J e todas v; € [o,f],
i = 1,2, as funcions Bx(t,u,-,71,72) e Bx(t,u,71|1,,",72) son decrecentes e as funcions
B=(t,u, V1|15, 715 *) s0m crecentes.

En tales condicidns, o problema (4.44) ten cuasisolucions extremais en [a, (].

Proba. Co fin de poder aplicar o Teorema 1.2.23, pohamos X = Y = X e consideremos o
operador multivaluado
Ao, 8] % [, f] €Y x Y — 208N\

que fai corresponder cada par (1,72) co conxunto de soluciéons do problema de Dirichlet
u”(t) = f(t7u(t)vu/(t)7/71\10771772) en c.t.p. t € Io,
(Pyye) g u(t) = ¢_(t) para todo t € I_, (4.46)

u(t) = ¢4 (t) para todo t € I,

onde para cada t € Iy, o namero ¢+(t) definese como a menor solucion = € [a(t), 5(t)] da
ecuacion alxebraica

B=(t, 2,115, 71,72) = 0.
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Afirmacion 1: O operador A estd ben definido e existen A_ e AL, na notacién do Teorema
1.2.28.— En primeiro lugar, a condicién (Hy) — (b), proporciona, por aplicacion do Lema 2.2.1,
que para cada t € I+ o numero ¢+(t) esta ben definido. Agora, as condicions (H;) e (Ha)
garanten que o problema auxiliar (P, ,,) ten solucions extremais en [o, §]. Este é un resultado
ben conecido, e pode atoparse por exemplo en [21, Teorema I1.2.6]. Estas soluciéns extremais
correspondense con A_(y1,72) € A+ (71,72). Ademais, o resultado citado garante que toda solu-
cion u de (Py, 4,) entre o e [ satisface ||u'||c < R, feito que serd usado posteriormente nas
nosas argumentacions.

Afirmacion 2: Os operadores A_ e Ay son mondtonos miztos.— Tomemos 1,7, 72 € [a, f]
con 1 <7y, e ponamos u = A_(y1,72) e u = A_(7;,72). As condiciéns de monotonia (Hs) e
(Hy) — (c) proporcionan, respectivamente,

U”(t) = f(tﬂ(t)vﬂ,(t)’TlHo’ﬁv 72) < f(tvﬂ(t)7ﬂl(t)v71|on/717/72) c.p.d. en Io, (447)

0= B;(t,ﬂ(t),iluo,ﬁ, v2) < B;(t,ﬂ(t),’yluo,'yl,’yg) para todo t € I. (4.48)
Por outra banda, posto que
0 > Bx(t,a(t), ajgy, a, B) = Bx(t, a(t), y1)1, 71,72) para todo t € I, (4.49)

podemos empregar o Lema 2.2.1 xunto con (4.48) e (4.49) para garantir que a ecuacion alxebraica

B¥(t7 33,71\10,717 72) =0

ten unha solucién no intervalo [a(t), w(t)], de onde se deduce que u(t) < w(t) en I+. Isto, xunto
coa desigualdade (4.47), proporciona que @ é unha sobresolucion para o problema (P, ,,), cuxa
menor solucion en [a, 3] é u. En consecuencia, u < W, pois en caso contrario existiria outra
solucion do problema (Py, 5,) en [a,u]. Queda asi probado que o operador A_(-,72) é crecente.

De xeito analogo probariamos que para cada v € [a, 3] o operador A, (+,7) é crecente e que
A_(v,) e Ay (v,-) son decrecentes. Polo tanto, os operadores A_ e A4 son monotonos mixtos.

Afirmacion 3: Os operadores A_ e Ay satisfacen a propiedade de converzencia mondtona
mizta.— Sexan {v,}>2; e {w,} 2, duaas sucesiéns en [o, 3], unha delas crecente e a outra
decrecente. En virtude da monotonia mixta de A_ e A4 tense que

{zantne1 = {A=(vn, wn) Iny

* | 00 _ [e’e]
{Zn}nzl - {A+ (UN7 wn)}nzl
son sucesions mono6tonas en [« 3] e que, polo tanto, tefien cadanseu limite puntual, poniamos
Z. e 2*, respectivamente.
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Por unha parte, posto que z. e 2* estdn entre a e 3 obtemos trivialmente que 2, Iy € z|*1

iF
estan limitadas. Por outra banda, dados s,t € Iy, s < t, tense que

t t
25(t) — Zi(s)] < / 1, Z5(r), 25 (1), 100 Vo w) | dr < K / S(rydr,  (450)

sendo K = méx{p(v) : 0 < v < R}. Asi, tomando limite cando n — oo obtemos que
z* € AC(Iy) e, en particular, z* € Y. Do mesmo xeito, z, € Y. Obsérvese que o feito de
conecer unha estimaciéon a prior: sobre a derivada das soluciéns dos problemas auxiliares xoga
un papel esencial na segunda desigualdade en (4.50).

Afirmacion 4: O operador A ten puntos fizos acoplados extremais, que se corresponden coas
cuasisolucions extremais do problema (4.44) en [a, §].— As afirmacions probadas anteriormente
permitennos aplicar o Teorema 1.2.23 para garantir que .A poste puntos fixos acoplados ex-
tremais vy, w*. En virtude da construcion do operador A, é claro que v, w* son cuasisolucions
do problema (4.44). Para comprobar que estas cuasisolucions son extremais en [, (], tomemos
outro par de cuasisolucions v,w € [a, §]. Enton, pola definicion de A, tense que v € A(v, w)
e w € A(w,v), polo que v e w satisfacen (1.6). Posto que v, e w* satisfacen (1.7) deducimos
que v, < v e w < w*, de onde se obtén que v, e w* son cuasisolucions extremais de (4.44) en

o, B]. ]

E importante sinalar que as condiciéns do Teorema 4.2.3 permiten que as cuasisolucions
do problema (4.44) sexan discontinuas nos intervalos I+. Se queremos garantir que estas cua-
sisoluciéns sexan continuas en todo o intervalo I, debemos imponer hipoéteses méis esixentes
nas condiciéns de contorno. Isto é o que se concreta no seguinte resultado.

Teorema 4.2.4. Nas condicidns do Teorema 4.2.3, substituamos (Hy) — (a) e (Hy) — (b) por

(H4) — (a)' Para case todo t € Iy, todo u € [aft), B(t)] e todas ; € [, 0], i = 1,2, as
funcions Bx(t, -, V11, 71,72) € Bx(,u, 71110, 71,72) s0n continuas.

Asumamos ademais que se satisface

(Hy) — (d) Para todo t € Iz e todas v; € [a, 8], i = 1,2, as funcidns B=(t, -, 7115571, 72)
son estrictamente mondtonas (crecentes ou decrecentes).

En tal caso, o problema (4.44) ten cuasisolucions extremais en [o, 5] N C(I).

Proba. Posto que se satisfacen as hipdteses do Teorema 4.2.3, s6 temos que probar que as
cuasisolucions extremais que proporciona ese resultado son continuas en I+. Polo tanto, fixemos
vi € o, 8], i = 1,2, e consideremos a aplicacion

t € Iy — ¢x(t) € [a(t), B()],
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onde para cada t € I, ¢+(t) é a menor solucion en [a(t), 5(t)] da ecuacion alxebraica

B=(t, 2,115,715 72) = 0.

Obsérvese que, en virtude da condicion (Hy) — (d) esta solucion menor é, de feito, a tnica
solucion.

Para estudar a continuidade das funcions ¢+, tomemos unha sucesion {t,}72; en I+ que
converxe a un elemento ¢ € I+-. Supofiamos en primeiro lugar que existe o limite lim,, .o ¢=(ty).
En tal caso, a condicion (Hy) — (a)’ proporciona

B$(tn7 ¢$(tn)v ’71|107717/72) B B$(t7 nlggo ¢$(tn)7/71\107717 72)7

e posto que todos os elementos desta sucesiéon son 0, 0 mesmo ocorre co seu limite. Polo tanto,
obtivemos que se a sucesion {¢+(t,)}52, converxe enton

ltm G (t) = b (¢).

n—oo

Finalmente, para comprobar que tn) o2, realmente converxe, observemos que esta
) FA'n)In=1 )
sucesion estad limitada, polo que postie cando menos unha subsucesion converxente, ponamos
{¢=(tn,)} Razoando como fixemos antes obtemos que

Jm o= (tn,) = ¢x(1)-

En consecuencia, todas as subsucesions converxentes de {¢(t,)}72; tefien o mesmo limite, e
polo tanto concluimos que esta sucesiéon converxe. ]

4.2.3. Existencia de solucidéns extremais

Unha consecuencia directa importante dos resultados obtidos anteriormente é que se elimi-
namos no plantexamento do problema (4.44) as dependencias respecto da variable funcional
crecente, entén os Teoremas 4.2.3 e 4.2.4 proporcionan a existencia de soluciéns extremais para
0 problema

u(t) = f(t,u(t), v (t),ur,u) enct.p. te I,
(4.51)
B(t, u(t), v, u) =0 para todo t € I5.

Nesta epigrafe concretaremos esta idea en dous resultados cuxas probas, por seren conse-
cuencia directa dos Teoremas 4.2.3 e 4.2.4, xa non incluimos.

Definicion 4.2.5. Diremos que o, 3 € X son, respectivamente, unha subsolucion e unha so-
bresolucion do problema (4.51) se para todo t € I+ tense

Bq:(tua(t)7a‘loua) S 07 B:F(twg(t)75|107ﬂ) Z 07

e para cada to € (a,b) cimprese unha das sequintes condicions:
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(a) D_a(ty) < DTaf(ty)  (respectivamente, D~ [3(to) > D4 B(to))-

b) Eziste un intervalo aberto Jy C (a,b) de tal zeito que to € Jy, oy, € W2L(Jy) (respecti-
[Jo
vamente, (35, € W(Jy)) e para case todo t € Jy tense

O/l(t) > f(tv a(t)7 O/(t)7 A Iys a)

(respectivamente,

B”(t) < f(taﬂ(t)vﬂl(t)vﬂﬂwﬂ))‘

Observacion 4.2.6. Obsérvese que a subsolucion e a sobresolucion xza non aparecen acopladas
na Definicion 4.2.5.

Teorema 4.2.7. Suponiamos que existen o, 3 € X que son, respectivamente, unha subsolucidn e
unha sobresolucion do problema (4.51) con oo < B en I, poriamos J = [minge, o(t), méxeer, 5(t)]
e asumamos que se satisfacen as sequintes hipdteses:

(Hy) (Condiciéns de Carathéodory)

(H1) — (a) (Medibilidade) Para todo w € J, todo v € R e toda v € [a, 5], a funcidn
FCou,v,910,7) € medible.

(Hy) — (b) (Continuidade) Para case todo t € Iy, todo u € [a(t), B(t)], todo v € R e
toda v € [, B], as funcions f(t,-,v,%1,,7) € f(t, 4, V1y,7) son continuas.

(Hs) (Estimacion en L' e condicion de Nagumo) Ezisten dias funcions, 1 : Iy — [0, +00) e
¢ : [0,400) — (0,+00), con ¥ € LY(Iy) e ¢ continua, de tal zeito que para case todo
t € Iy, todo u € [a(t), B(t)], todo v € R e toda v € [, 8], tense que

|f(t7u7U77\1077)| < ¢(t)(,0(|’[)|),

con

R > || ara algin R > r
1 )
. o(v) L (To) PATE &
e » — i [ F@) =) 50 —ala) |
b—a b—a

(Hs) (Monotonia) Para case todo t € Iy, todo u € [a(t), B(t)], todo v € R e toda v € [, 5], as
funcions f(t,u,v,-,7) e f(t,u,v,91,,") son decrecentes.
(Hy) (Condicions de contorno)

(Hy) — (a) (Medibilidade respecto da variable independente) Para todo u € J e toda
v € la, B, as funcions Bx(-,u,v1,,7) son medibles.
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(H4) — (b) (Discontinuidades admisibles respecto de u(t)) Para case todo t € It e toda
v € |a, f], tense

h,mlnf B:F(t,’w,’yuo,’}’) Z B:F(t7u7fy|lo77)

w—u—

V

> h’mSIiszF(t’wmuom)-

w—Uu

+

En tal caso, o problema (4.51) ten solucions extremais no intervalo funcional [, ().

Teorema 4.2.8. Nas condicions do Teorema 4.2.7, substituamos (Hy) — (a) e (Hy) — (b) por

(H4) — (a) Para case todo t € Iy, todo u € [a(t), B(t)] e toda v € [a, 5], as funcions
B (t, s 1,07) € Bx(+,,u,%1,,7) son continuas.

Asumamos ademais que se satisface

(Hy) — (d) Para todo t € Ix e toda v € [, B], as funcidns Bx(t,-,71,,7) son estricta-
mente mondtonas (crecentes ou decrecentes).

En tal caso, o problema (4.51) ten solucidons extremais en o, f] NC(I).

4.2.4. Exemplos de aplicacién

Remataremos esta seccion incluindo algtns exemplos particulares de aplicacion dos resulta-
dos anteriores.

Consideremos un problema da forma
u’(t) = flu(r(t),u(t —r_),u(t+ry)) enct.p.t € ly=1[0,1],
u(t) =®_(t) + A_(u) paratodote I =[—r_,0], (4.52)

u(t) = ®4(t) + Ay (u) paratodot € Iy =[1,1+r4],

onde r+ > 0, 7 : Iy — Iy € unha funcion medible, ®+ : I+ — R son funciéns continuas e
A+ : C(I) — R son funcionais lineares monétonos.

Obsérvese que o problema (4.52) incliie un argumento de atraso, un argumento de adianto
e informacion sobre os estados pasados e futuros da solucion. Considérase o intervalo [0,1] so
por simplicidade nos calculos, pero pode ser substituido por un intervalo [a, b] arbitrario.
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Proposiciéon 4.2.9. Supoiiamos que f : R3 — R € unha funcién decrecente respecto da
primeira e sequnda variables e crecente respecto da terceira. Ademais, suponamos que se satis-
facen as seguintes condicions:

(i) Para todo z € R,

(13) Para todo z € R,

(t4i) Os funcionais Ax son mondtonos e satisfacen que 0 < A(1) < 1.

Enton existen A\, \,c,¢ > 0 de tal zeito que

—c, set e Iy,

alt) = (4.53)
A
Et(t—l)—c, se t € Iy,
c, set e Iy,

B(t) = _ (4.54)
_ A
c— —t(t—1), setely,

2

son, respectivamente, unha subsolucion e unha sobresolucion do problema (4.52). En consecuen-
cia, este problema ten cuasisolucions extremais no intervalo funcional [ov, B[ C(I).

Proba. Tomemos )
—minger. ¢ (t)
- 1—A(1) ’

c (4.55)

onde A(1) = min{A_(1),A+(1)}.

8
En virtude da condicion (i) podemos escoller p > 0 suficientemente grande, p > ?c, de

xeito que se cumpra a desigualdade

f(=py —p, —c) < p. (4.56)
Tomando agora A = 8(u — ¢) resulta
- - A
A S 4
f<8 65 6 c>_8+c, (4.57)
e ademais \
2he<a (4.58)
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8
por ser y > ?c.

Amosaremos agora que a funcion « definida en (4.53) é unha subsoluciéon para o problema
(4.52).

En primeiro lugar, para t € I+ tense que

(1) + Ax(a) 2 min (1) — cA(1), (4.59)

polo que a condiciéon (4.55) implica a(t) < ¢+(t) + Ax(«) en Ix. Por outra banda, a monotonia
de f e as desigualdades (4.57)-(4.58) implican que

Fllr()alt —r_),alt +74)) < f <%A R _c> e

para case todo t € I, polo que queda probado que « € unha subsolucién para o problema (4.52).

A construciéon dunha sobresolucién [ faise de xeito similar, tomando

e> mftff—%:ﬁ(ﬂ (4.60)

onde A(1) = max{A_(1),A, (1)}, e

- A A —_ 8
>—fle+Z,e+ 2. > e .
A > f<c+8,c+8,c>, A 7c (4.61)

Obsérvese que o nimero A satisfacendo (4.61) pode ser escollido en virtude da condicién (i7) e
da monotonia de f respecto das stas primeira e segunda variables.

En consecuencia, por aplicacion do Teorema 4.2.4, podemos concluir que o problema (4.52)
ten cuasisolucions extremais continuas entre o e 3. O

Observacion 4.2.10. No problema (4.52) pode ser permutado o papel das variables sequnda
e terceira na funcion f, isto €, a parte non lineal poderia ser crecente respecto da variable con
atraso e crecente respecto da variable con adianto. Os razoamentos feitos sequirian sendo vdlidos
mutatis mutandis.

Exemplo 4.2.11. Seza {g,}°°; unha enumeracion dos nimeros racionais do intervalo (—oo, 0]
e definamos a funcion
plx)=1-— Z 2™

T>qn

que € decrecente e discontinua en cada nimero racional de (—o0,0].
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O problema con atraso

W) = f <u (t _ %1> en c.tp. t€0,1], |
u(t) = sen(4rt) + /_ | Hous)ds par 1 [—5,0} , (4.62)
u(l) = 7.

con
o(y), sey<0,

_\/§7 sey > 07

e k € integrable e non negativa, satisface as condicions da Proposicion 4.2.9 sempre que se

cumpra o desigualdade
Hk”Ll(—%,l) <L

En consecuencia, o problema (4.62) ten cuasisolucions extremais en [, 5](C(I), onde o e 3
poden construirse sequndo se fai na proba da Proposicion 4.2.9. Ast, basta tomar

( -1
T , set e [—1/2,0],
1 —/ k(s)ds
~1/2
a(t) =
1
—tt—1)— T , setel0,1],
1 —/ k(s)ds
\ -1/2
e ) )
set e [—1/2,0],

1

<1§t(t1)>1/1  seten1).

k(s)ds
~1/2

(Para obter os valores de \ e X satisfacendo (4.57) e (4.61) tivose en conta, respectivamente,
que f(y) <1 para todoy € R e —f(y) <y paray >1.)

Ademais, posto que a variable crecente non aparece no plantezamento do problema (4.62),
as cuasisolucions extremais son, de feito, solucions extremais.
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