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Resumen

El principal problema asociado a las extensiones de grupos es clasificar, dados dos gru-
pos, todas sus extensiones posibles salvo equivalencia. Este es un problema dificil pero, bajo
ciertas condiciones para los grupos que determinan la extension, se vuelve mas manejable,
y su resoluciéon se alcanza mediante la cohomologia de grupos.

En este trabajo se estudiara dicho problema. Primero, se dardn nociones béasicas de
sucesiones exactas, Q-mddulos y productos semidirectos, asi como propiedades de los mis-
mos. Después, se estudiaran las extensiones generales y su tipo més simple, las extensiones
escindidas, y su relacién con el producto semidirecto.

Posteriormente, bajo las hipotesis de que la extension tenga nicleo abeliano, se presen-
tard una construccion general de grupos de cohomologia y la teoria clasica de extensiones
para dimension baja, con la que Schreier dio soluciéon al problema. Finalmente, se pro-
bara el Teorema de Schur-Zassenhaus utilizando los resultados anteriores y se dara una

construccién de los grupos de cohomologia mas eficiente usando resoluciones libres.

Abstract

Given two groups, the main problem that arises when studying group extensions is
classifying every possible extension of these groups up to equivalence. This is a complicated
problem; however, it becomes easier to handle when certain conditions related to the groups
defining the extension are satisfied, and its solution can be found using group cohomology.

We will study this problem in this paper. First, we shall present basic notions of exact
sequences, (-modules and semidirect products, and some of their properties. After that,
we will study general group extensions, focusing next on the simplest of extensions, the
ones that split, and their relation to the semidirect product.

Next, we will suppose the extension’s kernel is abelian and present a general construc-
tion of cohomology groups and the classic group extension theory in low dimension, which
leads to Schreier’s solution. Lastly, we will prove the Schur-Zassenhaus theorem using these

results and give a more efficient construction for cohomology groups using free resolutions.
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Introduccion

Sean K y @Q dos grupos. Una extension de K por () es una sucesién exacta corta
1 - K — G — @ — 1 (aunque algunos matematicos llaman a esto una extension de
@ por K). El principal problema en el estudio de las extensiones de grupos es clasificar
las extensiones de K por @, salvo equivalencia. A grandes rasgos, se trata de construir
de todas las formas posibles un grupo G con K como subgrupo normal y ) como grupo
cociente. Este problema implica a los funtores de cohomologia H'(Q, —) para i = 1,2, 3.

La teoria clésica de las extensiones de grupos fue desarrollada por O. Hélder (1893), O.
Schreier (1926) y R. Baer (1934), mientras que las implicaciones homologicas de la teoria
fueron expuestas por S. Eilenberg y S. MacLane (1947).

Hoélder y Schreier dieron una respuesta al problema de la extension, pero tiene algunos
inconvenientes considerables. Dados K y ), puede haber muchas soluciones G que satisfa-
gan K < Gy Q= G/K, y la teoria de Holder-Schreier proporciona una caracterizacion de
todas las posibles soluciones G. Pero en general no es posible determinar si estos grupos
de soluciéon G son isomorfos entre si o no.

La idea de “factor sets” aparecié por primera vez en el trabajo de Hdlder, y poste-
riormente Schreier hizo el primer tratamiento sistemético de los “factor sets”. En 1934,
R. Baer dio el primer tratamiento invariante de las extensiones (es decir sin utilizar “factor
sets”). Observo que cuando K era abeliano, los “factor sets” de Schreier podian anadirse
por términos, de modo que las extensiones formaban un grupo abeliano (véase [9]).

Cuando el grupo K es abeliano, el problema de la extensiones de grupo es més tratable.
Eilenberg y MacLane (1947) mostraron que el segundo grupo de cohomologia, H?(Q, K),
del grupo @ con coeficientes en el Q-modulo K, se puede utilizar para formalizar la teoria
de extension de grupos debida a Schreier y Baer.

Mas detalladamente, H2(Q, K) es isomorfo al grupo de “factor sets” médulo los “prin-
cipal factor sets”. Los nombres “factor sets” y “principal factor sets” son terminologia anti-
gua. Hoy en dia, los “factor sets” se llaman 2-cociclos y los “principal factor sets” se llaman
2-cofronteras. También estd en biyeccién con el conjunto de las clases de equivalencia de

extensiones de K por @ en las que la acciéon conjugada de ) sobre K es la dada a priori.
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X INTRODUCCION

El conjunto de las clases de equivalencia de extensiones es un grupo abeliano con la suma
de Baer, y por lo tanto, la biyeccién es un isomorfismo.

También dieron una interpretacion de H3(Q, K) en términos de extensiones de grupo
con nucleo no abeliano, en el que K desempena el papel del centro del niicleo; en concreto,
en términos de obstrucciones de extensiones de un ntucleo no abeliano N por @, donde el
centro de N es K.

Ademés, H'(Q, K) esta en biyeccion con el conjunto de las clases de Q-conjugacion de
productos semidirectos de K por Q.

Uno de los resultados mas importantes en teoria de grupos finitos es el Teorema de
Schur-Zassenhaus, que se demostrd por primera vez en 1937, que establece que si K es un
subgrupo normal de un grupo finito G y (|K|,|G/K]|) = 1, entonces G es isomorfo a un
producto semidirecto de K por un grupo @ isomorfo a G/K; es decir, G puede ser tratado
como un tipo de extension particularmente simple, una extension “escindida”’, de K por Q).

A continuacién se procede a describir la estructura de este trabajo. Este consta de
cuatro capitulos, cuya estructura y contenidos se detalla a continuacion.

En el Capitulo[I]se proporciona el marco tedrico necesario para el desarrollo del trabajo
posterior. Concretamente, se estableceran conceptos como ()-moédulo y producto semidi-
recto, y resultados importantes para ellos, mostrando algunos ejemplos.

Después, en el Capitulo [2 se estudiaran las extensiones de grupos, presentandolas de
manera general en la Seccion [2.1]y estudiando el tipo mas simple de extensiones, las exten-
siones que escinden por la derecha, en la Seccion [2.2] relacionando estas con el producto
semidirecto de K por (). Ademés, en este capitulo se presenta el problema de la extension
y se establecen condiciones bajo las cuales su resolucion se facilita: K serd un @Q-modulo y
la extension determinaré la misma accién de () sobre K que su estructura de @Q-modulo.

El Capitulo [3] comienza introduciendo la nocién de grupos de cohomologia de @ con
coeficientes en un @Q-modulo K de cualquier dimension utilizando fuerza bruta en la Sec-
cion (3.1} Posteriormente, se trabaja con extensiones de () sobre K que definen la misma
accion que la original de ) sobre K para interpretar el significado de los grupos de coho-
mologia de dimensién baja. Concretamente, se presenta la solucion de Schreier al problema
de la extension por medio de H?(Q, K) en la Seccion mientras que en la Seccién y
la Seccidn [3.4] se interpretaran los grupos de dimensiones 1 y 0, respectivamente.

En el Capitulo [4] Secciéon se aplicaran los resultados obtenidos al estudiar los
grupos de cohomologia de dimensiones bajas para dar una prueba sencilla del Teorema
de Schur-Zassenhaus en el caso de que el subgrupo K sea abeliano, asi como estudiar los
complementos de K. Finalmente, en la Seccion [I.2] se introduce una forma de célculo de

los grupos de cohomologia mas eficiente por medio de la construccion de resoluciones libres.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo esta dedicado a presentar conceptos, resultados y ejemplos que se utili-
zaran a lo largo de este trabajo. Algunos de estos son importantes, pero se han incluido en
este capitulo porque su uso es constante durante el trabajo y porque no requieren nociones

previas de extensiones de grupos o de cohomologia para ser presentados.

Definicion 1.1. Una sucesién de grupos y homomorfismos de grupos
s G S G I Gy

se dice exacta si Im f,, 11 = ker f,, para todo n € Z.

Observacion 1.2. Que una sucesion sea exacta significa lo siguiente: por un lado, el conteni-
do Im f,4+1 C ker f, indica que f,o fn+1 = 0 para todo n € Z, es decir, es el homomorfismo
trivial. Pero la definicién es més fuerte, pues por otro, ker f,, C Im f,, 1 indica que sélo

elementos de la imagen de f, 11 van al elemento neutro por f,.

Definicion 1.3. Una sucesidon exacta corta es una sucesion exacta de la forma
1-K56% Q—1,

donde no es necesario nombrar a los homomorfismos 1 — K ni () — 1 porque son tnicos.

Proposicién 1.4. Sil —+ K 5 G LN Q — 1 es una sucesion exacta corta, entonces i es

myectivo y p es sobreyectivo.

Demostracion. Por exactitud de la sucesion, el resultado es inmediato: el homomorfismo
1 — K tiene imagen {1}, luego keri = {1} e i es inyectivo. Por otro lado, @ — 1 es el

homomorfismo trivial, luego Imp = Q y p es sobreyectivo. O
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Observacion 1.5. El Primer Teorema de Isomorfia da lugar a K = Imi y G/Imi = Q.
Esta es la razén de la notacién escogida para las sucesiones exactas cortas en este trabajo:
K = Imi = kerp recuerda a kernel, y el homomorfismo ¢ a una inclusién; @ recuerda a
cociente (ya que se tiene G/Imi = @), y la eleccion de p como homomorfismo sobreyectivo

resulta acertada, pues recuerda a la proyeccién cociente.

Definicién 1.6. Una sucesion exacta corta 1 — K - G 2 @ — 1 escinde por la
izquierda si existe un homomorfismo f : G — K tal que foi = 1g. Se dice que escinde

por la derecha si existe un homomorfismo j : () — G tal que po j = 1.

Definicion 1.7. Sea G un grupo y A un anillo conmutativo. Se define el anillo de grupo
AG 4, pag. 38| como el conjunto formado por todas las aplicaciones a : G — A tales que
a(g) = 0 Vg € G salvo un ntmero finito de g € G (si para o : G — A se define el soporte
de a como Suppa = {g € G | a(g) # 0}, AG es el conjunto las aplicaciones de G en A

con soporte finito) junto con las siguientes operaciones, que hacen de AG un anillo:

a+B:g—alg)+pB(g), aB:g— Z a(h)B(k).
e

Claramente, dado que v y 3 tienen soporte finito, a + 8 también. Por otro lado, af3
también tiene soporte finito pues si para un ndmero infinito de ¢ € G se tuviese que
af(g) # 0, entonces para cada uno de ellos existiria al menos un par (h,k) € G x G tal
que a(h) # 0 # B(k), luego habria un namero infinito de esos pares, lo cual es imposible
si a y B tienen soporte finito. Comprobar que es un anillo es facil, pues basta utilizar que
A es un anillo.

Por comodidad, para cada g € G, la aplicacion ¢, € AG, dada por

1 s g=h
0 si g#h

5g(h) =

se denotara por g. Ademas, si se considera la operacion externa que lleva (a,a) € A x AG
en acx € AG, de modo que aa : g € G +— aa(g) € A, es inmediato que cualquier o € AG
se expresa de forma tinica como }_ . a49, donde ag = a(g) y ag = 0 Vg € G excepto un
namero finito. Asi, AG es también un A-modulo libre (considerando la suma y la operacion
externa) con base G.

Usando esta tltima notacion, si consideramos de nuevo la estructura de anillo, la suma
se sigue inmediatamente de la expresion 4G U995 el producto de elementos de G (esto

es, de d4) es el mismo que en G, y el elemento neutro de G es también el neutro para el



producto en AG. El producto, llamado también convolucion, es la extension por linealidad

del producto en G:

Z agg Z bnh = Z agbpgh = Z(Z agbg—1,)7.
geG heG g,heG zeG geG

Finalmente, la operaciéon externa también se traduce a esta nueva notacién de forma in-

mediata.

Definicién 1.8 ([6]). Sean G (cuya operacion denotaremos por -) y K (con operacion
denotada por *) grupos. Una accion (por la izquierda) de G en K es una aplicacion
de G x K en K, que denotaremos por (g, k) — gk y que satisface 1k =k, (g - h)k = g(hk)
y, adicionalmente, g(a * b) = (ga) * (gb). Puede comprobarse facilmente que esto equivale
a dar un homomorfismo

¢ : G — Aut(K)

dado por g — ¢4, donde ¢4 (k) = gk, por lo que también se dice que G actiia sobre K por

automorfismos.

Ejemplo 1.9. La acciéon (por la izquierda) trivial se define mediante gk = k para todo

g € G, k € K. Esta se corresponde con el homomorfismo trivial: g — 1 para todo g € G.

Definiciéon 1.10. Sea G un grupo. Un G-mddulo por la izquierda M |2 pag. 186 es
un grupo abeliano M junto con un homomorfismo de grupos o : G — Aut(M). Es decir,
G acttia sobre M por automorfismos (o G acttia por la izquierda sobre M).

Diremos que M es un G-médulo trivial por la izquierda si la accién es trivial, esto es,

cada elemento de G actia como la identidad.

Observacion 1.11. Para un grupo G y un grupo abeliano M es especialmente interesante
considerar el anillo de grupo ZG, ya que considerar M como G-moédulo por la izquierda y
como ZG-moédulo por la izquierda es, esencialmente, lo mismo. Que M sea un ZG-modulo
por la izquierda equivale a la existencia de un homomorfismo de anillos ZG — End(M),
con End(M) el anillo de endomorfismos de M (véase [4, pag. 35, Exercises 1.13]). Por otra
parte, que sea G-modulo por la izquierda equivale a la existencia de un homomorfismo de
grupos G — Aut(M). Dado un G-moddulo por la izquierda M, si o es el homomorfismo
que lo define, como la operacion adicional en End(M) es la suma punto a punto de homo-
morfismos, el homomorfismo de grupos o se extiende por linealidad en un homomorfismo
de anillos 7 : ZG — End(M). Dicho de otra forma, la operacion externa se extiende por
linealidad de G x M a ZG x M debido a que M es abeliano. Reciprocamente, dado un ZG-

modulo por la izquierda M definido por un homomorfismo de anillos ¢, debe notarse que ¢
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lleva unidades en unidades. Como los elementos de GG en ZG son invertibles, también lo son
sus imégenes, por lo que estas son automorfismos. De esta manera, ¢| o G — Aut(M)
define un G-moédulo por la izquierda. De nuevo, esto equivale a restringir la operacién

externa del ZG-moédulo por la izquierda M a G x M.

Definicion 1.12. Sea GG un grupo actuando sobre otro grupo H por automorfismos, es de-
cir, un homomorfismo ¢ : G — Aut(H). El producto semidirecto de H y G, denotado

por H x GG, es el grupo sobre el conjunto H x G con la operacion definida por

(h1,91) - (h2, g2) := (h1p(g1)(h2),9192), hi, ha € H, g1, g2 € G.

Usualmente se denota la operacion por (hi,g1) - (he, g2) := (h1g1h2, g192), donde gihy =
©(g1)(h2). En ocasiones se denota el producto semidirecto mediante H x, G para indicar
cudl es la accion de G en H que lo define. Sélo lo indicaremos cuando pueda no estar claro.
Notese que en caso de que H sea abeliano adquiere una estructura de G-modulo por la

izquierda.

Ejemplo 1.13. En caso de que la accion sea trivial, esto es, el homomorfismo ¢ : G — Aut(H)

sea trivial (¢(g) = 1y para todo g € G), el producto semidirecto es el producto directo.

Proposicion 1.14. Si G es un grupo actuando sobre otro grupo H por automorfismos,

entonces el producto semidirecto de H y G, H x G, es un grupo con la operacion definida

en la Definicion [I.13

Demostracion. En primer lugar, se tiene asociatividad. Sean (hi1,91), (h2,g2), (hs,g3) €
HxK

[(h1,91) - (ha,92)] - (h3,g3) = (h1g1h2, g192) - (h3, g3)
= (h1g1h2(g192)h3, (9192)93),

(h1,91) - [(h2, 92) - (h3, 93)] = (h1, 91) - (hag2hs, g293)
= (h191(h2g2h3), 91(9293)),
pero la accién de G en H da lugar a que g1(hag2hs) = (91h2)(g1(g2h3)) = xh2(g192)hs,
luego la primera componente coincide; la segunda componente coincide por la asociatividad

de G.

Por otro lado, (1,1) es el elemento neutro, ya que para (h,g) € H x G tenemos

(hag) : (L 1) = (hglvgl) = (h7g)7
(171) ’ (hvg) = (1 1h, 19) = (h7g>'



Finalmente, veamos que el inverso de (h, g) es ((g~'h)~%,¢g1). En efecto,

(hyg)- (g7 ) 97" = (hg(g™'h) ™" gg7") = (h((gg™")R) ™1, 1) = (hh ™', 1) = (1,1),
(g7 ') g (hg) = (g7 'h) "9 th,g 7 g) = (1,1).

En consecuencia, H x G es un grupo. O

Ejemplo 1.15. Denotemos por C,, = Z/nZ el subgrupo ciclico de orden n. En primer
lugar, Aut(C,,) = U, donde U, es el grupo multiplicativo de las unidades de Z/nZ, cuyo
orden, ¢(n), estd determinado por la funcion de Euler. De esta manera, Aut(Cy) = {1}
y Aut(Cs) = Z/27Z. Definamos el producto semidirecto de C3 y Cy mediante el tnico
homomorfismo no trivial ¢ : Cy — Aut(C3) = Us = Z/27. Este es p(z modd 4) = (—1)*

mod 3. Entonces, el producto semidirecto Cs x Cy tiene la operacion
(a,b) - (¢,d) = (a+ (=1)"¢, b+ d).

Cambiamos ahora la notacion de los grupos utilizados para hablar de sucesiones exactas
cortas y mantener la notacion indicada en la Observacion[I.5] Por tanto, tomaremos grupos
K y Q, y siempre definiremos acciones de @) sobre K. Ademas, en lo que sigue, denotaremos

los elementos de K por a,b,... y los de Q por z,y,....

Proposicion 1.16. Sean K y Q grupos. Si K x @ es el producto semidirecto de K y @,
entonces existe una sucesion ezacta corta 1 — K -5 K % Q LN @ — 1 que escinde por la

derecha.

Demostracion. Definir una sucesion exacta corta es inmediato, y pasa por la definicion de
1y p. Dado que el conjunto subyacente de K x @) es K x @, definimos 7 : K — K %X @
por a — (a,1) yp: K XxQ — Q por (a,z) — x. i es un homomorfismo, ya que para
a, b€ K, i(ab) = (ab,1), y también i(a) -i(b) = (a,1) - (b,1) = (a1b,1) = (ab,1). Ademas,
es obviamente inyectivo por definicion. Por otro lado, p es también un homomorfismo,
ya que la operacion en K x @ funciona igual que en @) en la segunda coordenada, y p
se olvida de la primera. Dada su definicién, p es sobreyectivo. Finalmente, la sucesion es
exacta: kerp = {(a,z) € K x Q | p(a,z) = x =1} = {(a,1) | a € K}, pero es obvio que
Imi = {(a,1) | a € K}, luego Imi = ker p.

Para ver que escinde por la derecha, sea j : @ — K x @ dado por z — (1,z).
En primer lugar, p o j(z) = p(l,z) = z, luego po j = 1g. En segundo lugar, j es un
homomorfismo, pues dados z, y € Q, j(zy) = (1,zy) = (1,z) - (1,y) = j(x) - j(y). Asi, se

tiene el resultado. O
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Proposicion 1.17. Sean K y @Q grupos. St K x(Q es el producto directo de K y (), entonces
existe una sucesion exacta corta 1 — K - K x Q N @ — 1 que escinde por la derecha y

por la izquierda.

Demostracion. La existencia de la sucesién exacta corta y la escision por la derecha se
siguen del Ejemplo [I.13] y de la Proposicion [I.16] La escision por la izquierda se prueba
definiendo o : K x Q@ — K por (a,x) — a. Claramente, aoi(a) = a(a, 1) = a, por lo que
aoi = 1g. Por daltimo, dado que la operaciéon en K x () es la dada por la accién trivial,

es un homomorfismo: dados (a,x), (b,y) € K x @, a((a,z) - (b,y)) = a((ab,zy)) = ab =
a((a, ))a((b, y))- O

Se dira que las sucesiones exactas cortas construidas en las proposiciones anteriores son

las sucesiones exactas cortas usuales para el producto semidirecto y el producto directo.

Teorema 1.18 ([I]). Sea 1 — K 4 G 2 Q > 1 una sucesion exacta corta. Entonces,

equivalen:
(i) La sucesion escinde por la derecha.

(i1) Eziste una accion de @ sobre K, es decir, un homomorfismo ¢ : Q — Aut(K) y un

isomorfismo 0 : G — K x Q de forma que el siguiente diagrama conmuta

1 K . G 4 > Q > 1
].Kl l@ J’].Q
1 K y KX Q — Q —— 1,

donde la sucesion exacta inferior es la usual para productos semidirectos.
Demostracion. Primero, veamos (i) = (ii) : como la sucesion exacta superior escinde
por la derecha, tenemos que existe j : ¢ — G homomorfismo tal que poj = 1g. A
partir de j definiremos la accién de @) sobre K mediante conjugaciéon. Sean a € K, x € @),

tomamos:
j(x)i(a)j(a) ™ = j(x)i(a)j(z™),
ya que j es un homomorfismo. Primero, j(x)i(a)j(z~!) € kerp, pues p(j(z)i(a)j(z~1))
i(a)

para un tnico o’ € K (debido a la inyectividad de 7). Luego, a’ est4 determinado por x y

p(j(x))p(i(a))p(z~!) = z2~! = 1. Por exactitud, ker p = Im, luego j(x)i(a)j(z~!) =

a, y por tanto, definimos



Denotemos ¢(x) por ¢, y veamos que la aplicacion ¢, : K — K es tal que ¢, €
Aut(K) y que ¢ es un homomorfismo, obteniendo asi la accion de @ sobre K. Primero, es
claro que si # = 1 la identidad j(1)i(a)j(1)~! = i(a) = i(pz(a)) implica que ¢.(a) = a,
luego varphi; = 1x. Veamos ahora que ¢, es un homomorfismo para cada z € ). Dados
a, € K, p,(ab) satisface i(p,(ab)) = j(z)i(ab)j(z~1), pero

La inyectividad de i asegura que ¢z (a)p.(b) = ¢, (ab). Probemos ahora que ¢, 0 ¢y, = @uy,
ya que esto prueba que ¢ es un homomorfismo y que para z € Q, ¢z 0 @,-1 = p1 = 1,

entonces ¢, € Aut(K). Sean entonces x, y € @ y consideremos . Para a € K, debe

verificar j(zy)i(a)j((zy)) ™! = i(¢xy(a)). Dado que

J(zy)i(a)j((zy) ™" =

se tiene @z (a) = @z 0 py(a), luego Yy = @, o p,. En consecuencia, ¢ : Q — Aut(K)
determina una accién de @) sobre K, y entonces podemos definir K x4, ). Como no puede
haber confusién, lo denotaremos por K x Q).

Ahora, construyamos un isomorfismo entre K x Q) y G. Definimos v : K X Q — G por
(a,2) = y(a,z) = i(a)j(z).
~ es un homomorfismo, ya que dados (a,z), (b,y) € K x Q,

V((a,2) - (b;y)) = 7((apz(b), 2y))

Por otro lado, 7 es inyectiva: por ser un homomorfismo, basta comprobar que y(a,x) = 1

implica (a,z) = (1,1). Sise aplica pay(a,z) = i(a)j(x) = 1, obtenemos que p(i(a))p(j(z))
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lgo(z) =z =1 = p(1), luego « = 1. Entonces, i(a)j(1) = i(a) = 1, luego a = 1 por la
inyectividad de i. Veamos ahora que 7 es sobreyectiva. Sea g € G, buscamos i(a)j(z) = g
para cierto a € K, x € Q. Aplicando p de nuevo a esa igualdad, obtenemos x = p(g). Pero
plgip(9)™") = 997"
tal que i(a) = gj(p(g))~'. Entonces, i(a)j(z) = g y 7 es un isomorfismo y basta tomar
0=n~""

=1, luego gj(p(g))~" € kerp = Im3, luego existe un tnico a € K

Finalmente, la conmutatividad del diagrama del enunciado es equivalente a la conmu-

tatividad del diagrama

La conmutatividad del primer cuadrado se comprueba viendo que i o 1x(a) = i(a) € G por
la parte superior del mismo, y que la parte inferior da lugar a a — (a, 1) — i(a)j(1) = i(a),
ya que j(1) = 1. La conmutatividad del segundo cuadrado se tiene viendo que, por la parte
superior, para (a,z) € K x @, obtenemos p(y(a,z)) = p(i(a)j(z)) = =, mientras que por
la parte inferior se obtiene (a,x) — x — x.

Probemos ahora (i1) = (i) : Basta definir un homomorfismo j : @ — G que escinda
por la derecha la sucesion exacta 1 — K Ha @ — 1. Recordemos que la sucesion
exacta corta de la parte inferior del diagrama del enunciado escinde por la derecha por
la Proposicién y que el homomorfismo construido estd dado por x — (1,z) para
x € Q. Denotemos dicho homomorfismo por j. Dada la existencia del homomorfismo
0:G — K x @, construimos j = 67! 0 j, que es un homomorfismo por composiciéon de
homomorfismos. La conmutatividad del diagrama al invertir las flechas verticales da lugar

a la igualdad po j = 1q. O

Teorema 1.19 ([I]). Sea 1 — K % G 2 Q = 1 una sucesion ezacta corta. Entonces,

equivalen:
(i) La sucesion escinde por la izquierda.

(ii) Eziste un isomorfismo 0 : G — K X Q de forma que el siguiente diagrama conmuta

1 K : G u > Q > 1
1Kl l@ J}Q
1 K y K xQ — Q —— 1,

donde la sucesion exacta inferior es la usual para productos directos.



Demostracion. Puede encontrarse esta prueba, mas sencilla que la anterior, en [1J. O

Corolario 1.20. Sea 1 - K - G & Q — 1 una sucesion exacta corta. Si la sucesion

escinde por la izquierda, entonces escinde por la derecha.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del Teorema [I.18] el Teorema[I.19]y del hecho de
que un producto directo es un producto semidirecto (Ejemplo |1.13]). O

Observacion 1.21. FEl reciproco del Corolario [1.20] no es cierto. Como hemos visto en el
Ejemplo [T.15] existen productos semidirectos que no son productos directos, pues basta
que la accién no sea trivial para ello.

Se tendra el reciproco requiriendo hipotesis adicionales.

Corolario 1.22 ([1]). Sea 1 — K 4 G 2 Q = 1 una sucesion ezacta corta, donde G es

un grupo abeliano. Entonces, equivalen:
(i) La sucesion escinde por la izquierda.
(i) La sucesion escinde por la derecha.

(11i) Eziste un isomorfismo 0 : G — K x Q de forma que el siguiente diagrama conmuta

1 K : G P 5 Q > 1
1Kl l@ J/lQ
1 K y K xQ —— Q —— 1,

donde la sucesidn exacta inferior es la usual para productos directos.

Demostracion. La construcciéon de j vista en el Teorema parax € Qy a € K daba
lugar a j(x)i(a)j(x)~! = i(¢.(a)), pero, en este caso, la conmutatividad de G reduce dicha
expresion a i(a) = i(pz(a)), luego por la inyectividad de i, a = ¢z (a) para cualquier a € K,
x € @, por lo que la accion ¢ : Q — Aut(K) es trivial y K %, Q = K x @, luego todas

las condiciones son equivalentes. O

Definicion 1.23 (J5]). Si G es un grupoy K < G, C < G cumplen K NC = {1} y
G = KC, decimos que C es un complemento de K. Equivalentemente, se dice que K es

un complemento de C.
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Proposicion 1.24. Sea G un grupo y K un subgrupo. Equivalen:
(i) K tiene un complemento en G.

(ii) Eziste C < K tal que todo g € G tiene una expresion unica de la forma g = ke, con

ke K,ce(C.

Demostracion. (i) = (ii) : Sea C' un complemento de K. Dado g € G, por tenerse
G = KC, tenemos que g = kcpara k € K, ¢ € C. Comprobemos que la expresion es tinica.
Supongamos que g = k'c’, k' € K, ¢ € C. Entonces, kc = k'c/, luego (k')"'k = ¢! €
KnC={1}y,asi, k=Fk,c=".

(i) = (i) : Por tenerse que todo g € G tiene una expresion tnica de la forma g = kc,
ke K, ce C, tenemos G = KC. Ahora bien, supongamos que g € K N C. En ese caso,
k'1 = ke = 1¢ son expresiones para g. Por unicidad de la expresién, la primera igualdad
da lugar a k = k' y ¢ = 1. Por tanto, ahora tenemos k1 = 1¢, por lo que, por unicidad,
k=1yd=1Asi,g=1y KNnC ={1}. O

Definiciéon 1.25. Sea G un grupo no abeliano. G se dice hamiltoniano si todos sus

subgrupos son normales.

Ejemplo 1.26. El menor ejemplo de grupo hamiltoniano es el llamado grupo de los cuater-
nios, @g, de orden 8. Usualmente se escribe como el conjunto Qs = {1, 4, j, k, —1,—i,—j, —k, }
con la siguiente operacion:

lx=a2l=2, VzeQs
ij=k, jk=i, ki=j
(-Dzx=2z(-1)=—x, VYrecijk.
Ejemplo 1.27. El grupo diciclico Dic,,, también llamado grupo diédrico binario, de orden

4n, es el producto semidirecto Cs, X Cs. Ademas, Dic, es isomorfo a (Q4,, por lo que

Dicy = Qs, el grupo de los cuaternios. Por otra parte, Dicg = Cg x Co = Q12.

Ejemplo 1.28. El grupo diédrico D,, de las simetrias de un poligono regular de n lados,

de orden 2n, admite la siguiente presentacion: (a,b | a™, b%, bab~'a).

Ejemplo 1.29. El grupo de los cuaternios de orden 4n, denotado por Qu, (el caso n =
2, Qg, fue introducido en el Ejemplo , puede ser presentado de la siguiente forma:

(a,b|a™~2,a?" b~ taba).



Capitulo 2

Extensiones de grupos y productos

semidirectos

Dado un grupo G y un subgrupo normal K, sabemos que podemos “factorizar” dicho
grupo en K y G/K. Dicha factorizacion pasa por considerar una sucesion exacta corta, en
la que el homomorfismo inyectivo sea la inclusién, y el sobreyectivo, la proyeccién cociente.
En este capitulo comenzaremos a estudiar el problema inverso: dados dos grupos K y @,
si contamos con una estructura similar a la mencionada, esto es, K es (salvo isomorfismo)
subgrupo normal de cierto grupo G, y @ es (salvo isomorfismo) el cociente G/K, jes
posible conocer G u obtener informacién sobre é17 En el caso finito es conocido el uso del
Teorema de Lagrange para obtener |G|, pero el objetivo es estudiar si puede obtenerse otra
informacion.

Para ello, introduciremos la nocién de extensién de grupos, y daremos algunas propie-
dades interesantes cuando el grupo K es abeliano, asi como las extensiones que escinden
por la derecha y su relacién con el producto semidirecto, ya que estos seran conceptos clave
para intentar dar respuesta al problema en el capitulo siguiente.

Este capitulo se basa mayormente en [5, Section C-3.1] — aunque se ha adaptado
debido a los conceptos introducidos en el capitulo previo —, por lo que sblo se referenciaran

resultados y definiciones obtenidos de otras fuentes.

2.1. Extensiones generales

Definicion 2.1. Sean K y ) dos grupos. Se llama extensién de K por () a una sucesion

exacta corta

1 K502 01

11
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Alternativamente, se dice que el grupo G, en lugar de la sucesién exacta corta, es una
extension de K por @ si contiene un subgrupo normal H tal que H 2 Ky Q = G/H.
Para referirnos al grupo G dentro de una extension, diremos que es el grupo central de la

extension.

Observacion 2.2. Estéa claro que ambas definiciones son equivalentes. Por un lado, la exis-
tencia de la sucesion exacta corta implica que i(K) = kerp < Gy, por la sobreyectividad
de p, se tiene Q = G/i(K) (véase Observacion . Reciprocamente, basta considerar,
por un lado, la composiciéon del isomorfismo entre K y H con la inclusién del subgrupo
normal H en Gy, por otro, la proyeccién cociente, obteniendo asi la sucesion exacta corta
buscada. Notese entonces que, en adelante, en caso de estar usando la primera definicién de
extension, se cometera un abuso de notacion al identificar i(K) con K, denotando dichos
elementos como si el homomorfismo 4 fuese una inclusion; en el caso de usar la segun-
da definicién, se considerarda que K es el subgrupo normal de G en lugar de H, siendo 4

nuevamente una inclusion.

Atendiendo a la Definicion todo grupo es una extension de forma trivial: para un
grupo G, es obvio que G es una extension de G por {1}, y también lo es de {1} por G. Sin
embargo, estas extensiones no anaden ninguna informacién nueva y carecen de interés. Por
lo tanto, en adelante, cuando se diga que un grupo es una extension, se entendera que posee
un subgrupo normal propio no trivial del que es una extensiéon. Siguiendo esta convencién,
es inmediato ver que un grupo simple G no puede ser una extension (no trivial), ya que si
fuese una extension de K por @, entonces K = ker p <1 G (cometiendo el abuso de notacion

mencionado anteriormente), por lo que o bien K = G o bien K = {1}.
Ejemplo 2.3.

(i) Dados dos grupos K y @, el producto directo K X @ es una extension de K por @, pues
basta considerar i : K — K x @ dada por k— (k,1)yp: K xQ — Q, (k,q) — q.
Anélogamente, también es una extension de Q por K. Esto es, para cualesquiera dos

grupos K y @), siempre existe una extension de K por @) y viceversa.

(ii) Consideremos los grupos Zg y Zs. Zg es una extension de Zs por Zg y también de
Zs por Zs. Para la primera de ellas, tomamos los subgrupos (normales) 27 y 6Z de
Z vy, aplicando el Segundo Teorema de Isomorfia, obtenemos que

Ze .
272./67

Zs.

Asi, como |2Z/6Z| = 3, aplicando la segunda definicion, obtenemos el resultado
buscado, y de forma anéloga se obtiene la extension Zo por Zs. La obtencién de la

segunda extension es completamente analoga.
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(iii) En contraste, S5 es una extension de Zs por Zg, pero no es una extension de Zs
por Zz. Sea H = ((123)) = A3 < S3, ya que |H| =3 y por tanto (S3: H) = 2. De
esta manera, H = Zz y S3/H = Zs. Sin embargo, ninguno de los subgrupos de orden
2 de S3 es normal, ya que se trata de tres 2-subgrupos de Sylow distintos, luego no
puede tenerse la segunda extensiéon. Notese, ademas, que Zs y Zs son abelianos, y

mientras que Zg es abeliano, S3 no lo es.

(iv) En general, S,, es una extension de A,, por Zg, pues (S, : 4,,) = 2, luego S,,/A,, = Zs.

Los ejemplos anteriores ilustran el problema que resolveremos, aunque imponiendo
maéas condiciones, a partir de este punto. Esto es, dados dos grupos K y @, llamaremos el
problema de la extensioén a clasificar todas las posibles extensiones de K por (). Hemos
visto que siempre existe el producto directo, y también que existen extensiones con grupos
centrales no isomorfos de K por ), pues S3 Z Zg y ambas son extensiones de Zs por Zs.
Aunque pueda parecer que la forma de clasificar las extensiones sea mediante la existencia
de isomorfismos entre los grupos centrales de las mismas, esto no sera suficiente; existe
otra nocién de equivalencia méas fuerte y mas natural, que presentaremos en el capitulo
siguiente y que sera la usada para realizar esta clasificacion. Clasificar todas las extensiones
posibles de K por @ es un problema dificil, por lo que la mayor parte de los resultados
requieren condiciones adicionales sobre la extensién, como puede ser exigir que K sea

abeliano, hipétesis con la que contaremos en la mayor parte del trabajo.

Definicién 2.4. Sean G un grupo y H < GG. Una transversal por la izquierda de H
en (G es un subconjunto de G consistente en exactamente un elemento de cada clase por
la izquierda correspondiente a la relaciéon de equivalencia determinada por H. Esto es, esta
formado por exactamente un 7(gH) € gH, YgH € G/H. La definicion es analoga en el

caso de la transversal por la derecha.

Observacion 2.5. Como trabajamos con un subgrupo normal K, hablaremos en este caso
de una transversal de H en G, ya que las clases por la izquierda y derecha coinciden, y

usaremos las clases més convenientes en cada caso.

Definiciéon 2.6. Sea

1—>KL>G£>Q—>1

una extension. Un levantamiento o seccion es una aplicacion £ : Q — G (no necesa-

riamente un homomorfismo) tal que po £ = 1¢.
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Observacion 2.7. Una transversal de K en G determina un levantamiento, y viceversa.
Veamos, primero, que dada una transversal, podemos construir un levantamiento. Como p
es sobreyectivo por exactitud y, ademas, K = kerp <1 G (cometiendo el abuso de notacion
mencionado anteriormente), para cada x € @ existe g, € G tal que p(g,) = x, pero como
K =Xkerp, p(g:) = p(h) Yh € Kg,. En particular, si tomamos ¢(z) como el inico elemento
de la transversal en dicha clase de equivalencia, obtenemos que ¢ : Q — G, x — £(x) es
un levantamiento. Reciprocamente, si £ : ) — G es un levantamiento, veamos que Im £ es
una transversal. En efecto, por un lado, si K¢ es una clase de equivalencia, p(g) =z € Q' vy,
como pof(z) = x, obtenemos que p(gf(x)~!) = 1, por lo que Kg = K/(x), luego toda clase
de equivalencia tiene un representante en Im £. Ademas, este es inico, ya que si ,y € Q y
se tiene Kl(x) = K{(y), entonces p(£(z)(y)~!) =1y x =y, luego £(z) = £(y).

A partir de este momento nos centraremos en el caso de que el grupo K sea abeliano,
a pesar de que K es arbitrario en las extensiones que acabamos de definir. Por tanto, se
utilizara notacion aditiva para K y, como subgrupo de G (cometiendo el abuso de notacion
al identificar ¢(K) con K si fuese necesario), usaremos dicha notacion para G también,
teniendo en cuenta que G puede no ser abeliano, con el objetivo de no causar confusion

usando notacién multiplicativa con G y aditiva con su subgrupo K.

Proposicion 2.8. Seq

0-K5aQ—1
una extension de K por Q, con K abeliano, y sea £ : Q — G un levantamiento.
(i) Para cada x € Q, la conjugacion 0, : K — K dada por
Oy :a—L(x)+a—L(x)
es independiente de la eleccion del levantamiento {(z) de x.
(i) La aplicacion 0 : Q — Aut(K), dada por x +— 6, es un homomorfismo.
(iii) K es un ZQ-mddulo por la izquierda con producto por escalares definido por

xa =0y(a) = l(x) +a—l(x).

Demostracion. Antes de nada, notese que escribimos a en lugar de i(a) por lo visto en la
Observacion
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(i) Sea ¢/ : @ — G otro levantamiento. Entonces, po ¢'(x) = x Vo € Q y se tiene que
—l(x) + V(x) € kerp = K, luego '(x) = ¢(z) + b, b € K. Finalmente, como K es

abeliano,

O(x)+a—l(x)=Lx)+b+a—b—{(z)

(x) +a—(x).

14
14

(ii) En primer lugar, 6 esta bien definida por (i) y porque K < G, luego para k € K,

cada 0,(k) € K. Ademas, es claro que 0, € Aut(K) al ser una conjugacion.

Veamos ahora que es un homomorfismo. En efecto, dados z,y € Q y k € K arbitra-
rios,

0:(0y(a)) = 02(€(y) + a — L(y)) = £(z) + U(y) + a — L(y) — £(x).
Por otro lado,

Ozy(a) = L(zy) + a — L(zy).

Por ser p homomorfismo, p(¢(z) + £(y)) = xy = p(¢(zy)), por lo que ¢(x) + (y) y
{(zy) son levantamientos de zy y por (i), 0, 0 0y(a) = Oyy(a) y O0(zy) = 0(x)0(y).

(iii) Se obtiene directamente de (i), (i7), la Definicion y la Observacion [L.11]
O

El homomorfismo 0 : @ — Aut(K) de la Proposicion define una acciéon de
sobre K (Definicién [1.8)) y, por ser K abeliano, K obtiene una estructura de -modulo
por la izquierda. Esta estructura se extiende a una de Z@Q-mddulo por la izquierda al estar
el homomorfismo ZQ — End(K) completamente determinado por ¢ — Aut(K) por
ser Aut(K) el grupo de unidades de End(M). Si consideramos los elementos de ZQ), cuya
forma es erQ mex, my € Z ¥V € Q (véase Deﬁnicién, esté claro que conocer xa para
z € Q determina (3, .o myx)a mediante Y, o my(za). Es decir, se extiende la operacion
externa de QQ X K a ZQ x K.

Por esta razon, a partir de este momento, abreviaremos “Z@Q-médulo por la izquier-
da” mediante “@Q-modulo por la izquierda”, dada la correspondencia vista en la Observa-
cion [1.11] Pese a esta correspondencia, en ocasiones recalcaremos el uso de una de las dos
estructuras.

Estéa claro que si K es un (Q-mo6dulo por la izquierda con operaciéon xza para x € @,
a € K, esto equivale a la existencia de un homomorfismo 6 : Q — Aut(K) por definicion.
También puede verse directamente, ya que definiendo 0(z) = 6, : K — K, con ,(a) = za

para a € K, por las propiedades de @-médulo, x(a +b) = za+xby (rz~1)a = la = a, se
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tiene 0, € Aut(K); por (zy)a = x(ya), se tiene O(zy) = 6(x)ol(y) y € es un homomorfismo.
Sin embargo, esta no es mas que una de las formas en las que K puede ser un @-moédulo
por la izquierda. Es posible que la estructura de @-moédulo otorgada por una extension
mediante la conjugacion difiera de la estructura de ()-moédulo original de K. Por ello,

damos la siguiente definicién para cuando estas coinciden:

Definicion 2.9. Sea K un Q-modulo. Se dice que una extension de K por Q) realiza los

operadores si para cada z € Q y a € K se tiene que
za={(x)+a—{(x),

siendo ¢ : ) — G cualquier levantamiento. Esto es, la operaciéon que surge de la extension
de K por @ por ser K abeliano mediante la conjugacién y que dota a K de una estructura
de @Q-moédulo por la izquierda coincide con la operacion de la estructura original de Q-
modulo por la izquierda de K. En definitiva, el homomorfismo @ — Aut(K) que define
la estructura de @-moédulo de K coincide con el homomorfismo 6 de la Proposicion [2.8]
Por la Observacion esto equivale a que las estructuras de ZQ-moédulo por la izquierda

coincidan.

Ejemplo 2.10. El grupo de los cuaternios (Jg es una extension de Zo por Zo X Zo, ya
que podemos tomar K = (—1) 2 Zs y Q = Qs/K = {K,iK,jK,kK}, que es isomorfo a
Zo X 7o pues todo elemento no neutro tiene orden 2 y es abeliano. Esta extension realiza
los operadores: la tnica accion Zg X Zo — Aut(Zsz) = {1} es la accion trivial, por lo que

tanto la estructura de @-moédulo original y la determinada por la extension deben coincidir.

2.2. Extensiones que escinden y producto semidirecto

En esta seccion se trataran las extensiones que escinden, que estan relacionadas con
el producto semidirecto. Estas seran las extensiones mas simples que se pueden construir,

por lo que tendréan gran importancia en el desarrollo posterior.

Definicion 2.11. Una extensién de grupos
1- K565 Q-1

escinde por la derecha si la sucesion exacta corta escinde por la derecha. Es decir, una

extension escinde si y s6lo si existe un levanta