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RESUMEN

En este trabajo, enmarcado en el proyecto de investigacién “Problemdtica diddctica del estudio del
dlgebra en educacion secundaria™, presentamos un estudio sobre el significado de referencia y el
significado personal, atribuido al nimero dureo, ¢, respectivamente por un libro de texto de matema-
ticas de 1° de bachillerato y por estudiantes de secundaria y de la licenciatura de matematicas en la
Universidad de Santiago de Compostela (USC). El andlisis del contraste de ambos significados, se
realiza utilizando las herramientas tedricas del Enfoque Ontosemidtico de la cognicion e instruccién
matemadtica (EOS).

Palabras clave: Didictica de la Matematica, significado referencial y personal, estudio del algebra,
configuraciones epistémica y cognitiva.

ABSTRACT
In this paper, framed in the research project “Educational Problems of the study of algebra in
secondary education”, we present a study of the reference meaning and the personal meaning
attributed to the golden ratio, ¢, respectively by a textbook of secondary mathematics educa-
tion and high school students and undergraduate mathematics at the University of Santiago
de Compostela (USC). The analysis of the contrast of the two meanings, is performed using
the theoretical tools of onto-semiotic approach of mathematical cognition and instruction
(EOS).
Keywords: Mathematics Education, referential and personal meaning, study of algebra, epis-
temic and cognitive configurations.
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1. INTRODUCCION

Si el reconocimiento de ¢, como nimero, fue problemdtico para los grandes matematicos
griegos enfrentados al problema del cdlculo de la razén entre el lado y la diagonal del pentdgono
regular, por su cardcter irracional, resulta verosimil que también plantee dificultades de significado
para los estudiantes de ensefianza secundaria.

Es necesario, por tanto, el estudio de dicha problemética. Para ello debemos presentar algu-
nas nociones centrales para la didictica de la matematica, como son las de significado referencial y
personal de un objeto matemadtico, de las que s6lo haremos una breve referencia, dentro del marco
tedrico conocido como Enfoque Ontosemidtico de la cognicidn e instruccién matemadticas (EOS).

Posteriormente, tomando como referencia el libro de texto de Matematicas (Colera, Garcia,
Gaztelu y Oliveira, 2002) para el nivel de 1° curso de bachillerato, opcién de Ciencias Sociales, para
la comunidad auténoma de Galicia (en cuyos centros escolares dicho texto goza de amplia implan-
tacion) analizaremos el significado referencial del niimero dureo, que estos autores presentan dentro
de la unidad tematica “Numeros Reales”, y la problemadtica didactica que puede desencadenar dicho
significado de cara a la comprension, por parte de los estudiantes de este nivel (e incluso de nivel
universitario), que estudian este objeto matematico, a partir de la informacién que les ofrece dicho
texto. Mostramos los conflictos semidtico/cognitivos que se derivan de dicho estudio, a través de
la nocién de “dualidad expresion/contenido”, que considera las disparidades entre la expresion que
pone en juego un emisor (profesor, texto, etc.) y el contenido que interpreta el receptor (estudiante,
lector, etc.) que quiere decir el emisor.

2. NOCIONES TEORICAS
2.1. Algunos estudios sobre dificultades de aprendizaje de nociones algebraicas

Como se sefiala en el Disefio Curricular Base del Ministerio de Educacién y Ciencia espafiol
(1989) el aprendizaje del dlgebra resulta un escollo importante para un buen nimero de alumnos,
debido —entre otras cosas— al mayor grado de abstraccién que requiere la utilizacién de simbolos
—significantes—, a menudo sin significado inmediato. Las investigaciones sobre pensamiento alge-
braico se circunscriben a diferentes marcos tedricos entre los que destacamos:

a) El marco de la psicologia cognitiva, bajo el que se identifican los factores que influyen
sobre la ensefianza-aprendizaje del dlgebra, que ponen de manifiesto las consecuencias limitativas
de considerar el dlgebra como aritmética generalizada (Kieran y Filloy, 1989; Kieran, 1992), pres-
cindiendo de su potencial como modelo de organizacién de otras obras matemadticas (Bolea, Bosch
y Gascoén, 2001).

b) El enfoque lingiiistico, que considera al lenguaje algebraico como el lenguaje basico de las
matematicas, centrando el interés en el estudio de los sistemas de representacion semidticos (Kaput,
1987; Janvier, 1987; Duval, 1993) que constatan la necesidad de aceptar que la apropiacién de un
objeto matemdtico dificilmente se logra sin la adquisicién de diversas representaciones semioticas
del mismo.
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¢) El enfoque antropolégico y ontosemidtico (Chevallard, Bosch y Gascén, 1997; Bolea,
Bosch y Gascén, 2001; Godino y Batanero, 1994; Godino, 2002), que, adoptando un punto de vista
pragmatico, centran su atencion en el andlisis del significado de los objetos matemadticos tanto a
nivel personal como institucional, estudiando los fenémenos derivados de la transposicion diddcti-
ca escolar tratando de integrar los aspectos sintdcticos, semanticos, pragmaticos y socioculturales.
Como problemas especificos del proceso de ensefianza-aprendizaje del dlgebra se identifican:

* Dificultades asociadas a los procesos de evolucidn del pensamiento algebraico en los
estudiantes, que provocan que los conocimientos adquiridos, en una determinada etapa,
se conviertan en modelos implicitos inadecuados para la adquisicién de nuevos cono-
cimientos. Esto origina obstaculos epistemoldgicos y didacticos (Brousseau, 1983) que
constituyen una fuente de errores sistemadticos y persistentes que deben superarse para
lograr nuevos aprendizajes.

* Se identifican tres grupos de errores (Palarea y Socas, 1994): a) los que se originan por
la existencia de obsticulos cognitivos; b) los errores del dlgebra que se derivan de errores
procedentes del estudio de la aritmética y c) los debidos a las caracteristicas propias del
lenguaje algebraico. Socas (1997), identifica, asimismo, tres grupos de errores que tienen
su origen en: a) un obstdculo cognitivo; b) ausencia de sentido de los sistemas de repre-
sentacion; y c) actitudes afectivas y emocionales.

2.2. El Enfoque Ontosemiético de la cognicion e instruccién matematica (EOS)

El andlisis didactico de significados de nociones matematicas, constituye el niicleo del marco
tedrico conocido por Enfoque Ontosemidtico de la cognicién e instrucciéon matemadticas (EOS). Este
programa de investigacion viene siendo desarrollado por Godino y colaboradores, desde hace mds de
una década, (Godino y Batanero, 1994; Godino, 2002; Godino, Batanero y Roa, 2005; Font, 2005;
Godino, Batanero y Font, 2006, Godino y Font, 2004, 2007). Propone un anélisis de la nocién de
“significado” desde un punto de vista diddctico, dirigido, entre otras cosas, a apoyar los estudios so-
bre la evaluacion de los conocimientos matematicos. Para este analisis, el modelo tedrico desarrolla-
do se basa en los supuestos pragmadticos del significado de los objetos matematicos desde una triple
perspectiva: institucional, personal y temporal. Por significado de un objeto matematico (lenguaje,
problema, concepto, propiedad, procedimiento, argumento), entendemos, de acuerdo con Godino y
Batanero (1994, pag. 332), “‘el sistema de practicas operativas y discursivas que un sujeto (persona o
institucion) realizan para resolver campos de problemas de los cuales emerge dicho objeto matema-
tico, comunicar a otros la solucién, validarla y generalizarla a otros contextos y problemas”. Estos
sistemas de practicas constituyen el objeto basico para de analisis (Godino, 2002). En esa perspecti-
va, el EOS considera que, para la realizacién de cualquier practica matemadtica, es necesario activar
un conglomerado de objetos formado por algunos o todos los elementos citados. Este conglomerado
se denomina configuracion. Estas configuraciones pueden ser cognitivas (conglomerado de objetos
personales) o epistémicas (conglomerado de objetos institucionales) segtin se considere la prictica
desde la perspectiva personal o institucional (Godino, 2002, Godino y Font, 2007).

Godino y Font (2007, p. 2) distinguen entre diversos tipos de significado:
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* Tipos de significados institucionales:

— Referencial: sistema de pricticas que se usa como referencia para elaborar el signi-
ficado pretendido. En una institucién de ensefianza concreta este significado de re-
ferencia serd una parte del significado holistico (0 “sabio”) del objeto matematico.
La determinacion de dicho significado global requiere realizar un estudio histérico
— epistemoldgico sobre el origen y evolucion del objeto en cuestion, asi como tener en
cuenta la diversidad de contextos de uso donde se pone en juego dicho objeto.

— Pretendido: sistema de pricticas incluidas en la planificacién del proceso de estudio.

— Implementado: en un proceso de estudio especifico es el sistema de précticas efectiva-
mente implementadas por el docente.

— Evaluado: el subsistema de practicas que utiliza el docente para evaluar los aprendi-
zajes.

* Tipos de significados personales:

— Global: corresponde a la totalidad del sistema de practicas personales que es capaz de
manifestar potencialmente el sujeto relativas a un objeto matematico.

— Declarado: da cuenta de las practicas efectivamente expresadas a proposito de las
pruebas de evaluacion propuestas, incluyendo tanto las correctas como las incorrectas
desde el punto de vista institucional.

— Logrado: corresponde a las practicas manifestadas que son conformes con la pauta
institucional establecida. En el andlisis del cambio de los significados personales que
tiene lugar en un proceso de estudio interesard tener en cuenta los significados inicia-
les o previos de los estudiantes y los que finalmente alcancen”.

Por otra parte diremos que una persona “comprende” un determinado objeto matematico si
ha “captado su significado”, es decir, si es capaz de interpretar y/o realizar las précticas adecuadas
para resolver los problemas asociados a dicho objeto. La nocién de comprension es evolutiva en el
tiempo. En un momento dado una persona posee una comprensiéon mas o menos parcial de un de-
terminado objeto matematico, pero es muy dificil que no comprenda nada o lo comprenda todo en
relacién con dicho objeto. La institucion escolar tiene como uno de sus objetivos nucleares acercar,
paulatinamente, el significado que un determinado estudiante posee de un objeto matematico, al
significado que dicho objeto tiene para la “matematica sabia”, es decir, para la comunidad de los
matematicos. Para intentar lograr este objetivo, la institucién escolar (escuela infantil, primaria y se-
cundaria, universidad) pone en juego una serie de dispositivos que se concretan en lo que llamamos
proceso de instruccién. En este proceso entran en juego muchos elementos que interaccionan entre
si, configurando un ambiente de estudio socialmente compartido: curriculum, profesor(a), estudian-
tes, libros de texto, nuevas tecnologias, etc.

Los libros de texto constituyen un elemento importante en el proceso de estudio, pues pre-
sentan el significado referencial escolar de un conjunto de conocimientos, socialmente demandados
para la formacién de sus ciudadanos. La manera concreta de presentar los conocimientos a aprender,
su idoneidad cognitiva y didéctica, pueden favorecer o dificultar el aprendizaje de los estudiantes.
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3. SIGNIFICADO REFERENCIAL (ESCOLAR) DEL NUMERO AUREO

En este apartado vamos a analizar, a la luz del EOS, el significado referencial que sobre el
nimero dureo (objeto de nuestro interés) plasma el libro de texto de Matematicas I (Colera, Garcia,
Gaztelu y Oliveira, 2002), citado anteriormente. Tras una breve presentacion de la unidad “Numeros
reais’:

Figura 1

NUMEROS REAIS

s gregos pitagéricos (século v a.C.) erfan que

o o universo se rexfa polos nomeros natu-

rais e as stas relacions (fracciéns). Formaban

unha especie de secta mistico-matemdtica, que tifia

como simbolo a estrela de cinco puntas (pentdgono es-
trelado).

Pois ben, cando os pitagéricos descubriron que a relacién que existe
entre o lado do pentégono estrelado e o lado do correspondente pen-
tégono convexo non se pode expresar como cociente dos dous nime-
ros enfeiros, sufriron unha enorme conmocidn nas sias crenzas.

Tan coniraria a toda léxica lles pareceu a existencia dunha relacién
asi, que & nimero correspondente chamaronlle irracional (contrario &
razén).

Pasaron moitos séculos desde entén. Actualmente os irracionais son
ngmeros tan razoables que, xunfo cos racionais, forman o chamado
conxunto dos ngmeros reais.

plantean inmediatamente, al lector, la siguiente tarea, a resolver por los estudiantes:
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Figuras 2-3
PARA EMPEZAR, REFLEXIONA E RESOLVE

O pentagono estrelado O nimero dureo
Se nun pentigono regular, que ten por lados AB, Para establecer a relacion entre a diagonal ¢ o lado
BC, ¢, DE e EA, trazas todas as sias diagonais, do pentigono regular, dd os seguintes pasos:
biés 4, : .- g
obiés un pentigono estrelado a) Demostra que os tridngulos BED e BCF son se-

mellantes.

Para iso ¢ suficiente probar que tefien dous dngu-
Os seus lados son: AC, CE, EB, BD ¢ DA. los respectivamente iguais).

b)Chamando [ = BE = BD = EC e tomando como (o] recn’mgulo dureo
unidade o lado do pentigono, BC = BF = ED
= EF = 1, a partir da semellanza anterior tes que
chegar 4 seguinte ecuacitn:

1

O rectingulo adxunto ten a peculiaridade de que se
lle suprimimos un cadrado, o rectingulo que queda,
MBCN, é semellante & rectangulo inicial, ABCD.

—

-
|

—

A relacitn entre a diagonal do pentigono ¢ o seu la-
do designase pola letra grega @ (d:l = ﬂ) e
2 Comproba que, efectivamente, en tal caso o rectin-

chimase mimero dureo porque o5 Propios gregos gulo € dureo, ¢ dicir:

consideraron especialmente harmonioso o rectingulo
' que tifia os lados na relacion [: 1 (rectingulo du-
reo).

=@ (nimero de ouro)

S[E]

'

Dos pédginas mas adelante, el texto presenta una informacion sobre una propiedad geométrica
del ndimero dureo, cuya interpretaciéon considera “transparente” para dichos estudiantes:
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Figura 4 A continuacién vamos a realizar un anélisis de este texto,

siguiendo el modelo onto-semidtico de Godino (2002). En esta

< presentacion del significado referencial del nimero 4ureo, se enco-
miendan al estudiante cinco tareas:

a) Demostrar la semejanza de dos tridngulos, con la suge-
rencia de que “basta con probar que tienen dos dngulos respectivos
iguales”;

4 1 B b) Construir el modelo matemdtico de la relacién entre la
CONSTRUCCION DO NUMERO AUREO longitud de la diagonal del pentdgono y la longitud de su lado (to-
mada como unidad de longitud), utilizando la semejanza anterior,

c¢) Obtener el valor de / (a continuacién figura un texto que parece no enlazar con esta tarea.
De hecho se habla de una relacién que se simboliza por ¢ = %3 , que es el valor obtenido para

[, al resolver la tarea, es decir, se comete un abuso de lenguaje que identifica a [ con ¢ (cambio de
simbolo de representacion, que los autores consideran “transparente”)

=0

d) Demostrar que, en el rectdngulo dureo,
e) Probar que, en la construccién, BD = ¢

Vamos a evidenciar la complejidad epistemolégica y semidtica (onto-semidtica) de la pro-
puesta del libro de texto, para mostrar las hipotéticas dificultades de interpretacién del significado
referencial por parte de los estudiantes de este nivel educativo (conflictos derivados de la dualidad
“expresion/contenido’).

3.1. Resolucion de la tarea a) por un experto

La posicién de los tridngulos BDE y BCF “no es de Thales”. Si se acepta la sugerencia que
se da en el texto, existen varias formas de probar que ambos tridngulos tienen dos dngulos respecti-
vamente iguales. Consideraremos aqui dos modelos de prueba.

Prueba 1: Como AB es paralelo a EC, el dngulo B del tridngulo BDA es igual al 4ngulo F de
BCEF (alternos internos entre paralelas), pero el tridngulo BDA es 1gua1 al BDE, por construccién,
asf que el dngulo B anterior es igual al angulo E de BDE, por tanto E = F, a su vez, el dngulo C de
BCEF es el mismo dngulo de BCE. Como los tridngulos BCE y BDE son iguales, por construccion,
se deduce que C=D.

Prueba 2. En el interior del poligono estrellado se forma un pentagono regular, su angulo
central es 360/5 = 72°, El 4dngulo interior es su suplementario 180-72 =108°. Asi que (ver figura
siguiente) las diagonales trazadas en el pentdgono regular trisecan cada dngulo interior de dicho
pentdgono. Los dngulos de la figura E, D, F'y C, valen todos 72°. Por tanto hemos demostrado de
dos formas distintas que los tridngulos BDE'y BCF son semejantes por tener sus angulos respectivos
iguales.

Un resolutor experto, para resolver esta tarea, eligiendo por ejemplo la forma de prueba 2
—que consideramos mads potente, explicativamente— ha tenido que llevar a cabo las siguientes
acciones:
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Figura 5 a) Leer con detenimiento la informacidn textual y gréfica
que se le ofrece en el texto; b) disefiar una figura para establecer
relaciones entre dngulos; ¢) calcular el angulo interior del pen-
tdgono regular mediante la operacién 360/5 = 72° d) deducir
que el angulo interior (/) del pentdgono y su angulo central son
suplementarios puesto que 72 +I/2+1/2 = 180°% 72+I = 180°, y,
por tanto dicho angulo interior vale 180-72 = 108°; e) puesto
que los dngulos interior y exterior son suplementarios (por cons-
truccion), deducir que el angulo exterior vale 72°y, por tanto, el
angulo formado por dos diagonales del pentagono estrellado que
confluyen en un mismo vértice (p. e. en A) es de 36° f) deducir
que los otros dos dngulos que se forman en A, valen, cada uno,
36°, ya que en el tridngulo is6sceles AGB, el angulo G vale 108°
por ser opuesto por el vértice al dngulo interior del pentdgono regular; g) deducir, en consecuencia
que las diagonales del pentdgono estrellado que confluyen en un mismo vértice trisecan el angulo
interior del pentdgono regular; h) deducir que, debido a la propiedad anterior los dngulos E y D del
triangulo BDE y el C del tridngulo BCF valen 72°, y que el angulo F del tridngulo BCF también vale
72°, por ser suplementario del dngulo interior del pentagono regular; k) argumentar, finalmente, que
puesto que los tridngulos BDE y BCF tienen dos dngulos respectivos iguales, también tendrdn igual
el tercero y, por tanto, tienen todos los dngulos respectivos iguales, lo que demuestra la semejanza
de estos dos tridngulos.

La diversidad de técnicas que se manejan para realizar las acciones que se han descrito para
resolver la tarea, asi como su planificacion, secuenciacién y verificacién, ponen de manifiesto la
complejidad onto-semdntica de esta tarea. Postulamos que un estudiante medio de este nivel educa-
tivo tendrd serias dificultades para resolver esta tarea por si solo, sin mds ayudas que las facilitadas
en el texto.

3.1.1. Configuracion epistémica (ideal) de la tarea a)

En este apartado, y a titulo de ejemplo, vamos a realizar, el andlisis de los conocimientos
(tipos de objetos y relaciones entre los mismos) puestos en juego en la resolucién de una tarea por
un sujeto ideal (experto). En el marco del EOS esto equivale a elaborar la configuracion epistémica
asociada a la resolucién de dicha tarea.

La comparacién entre los significados atribuidos a los objetos matemadticos por determinadas
instituciones (escolares, sociales) o por una persona y un referente institucional (“matematica sa-
bia”) nos permite identificar conflictos semidticos entre dichos agentes. Dichos conflictos se refieren
a toda disparidad o desajuste entre los significados atribuidos a una misma expresién por dos sujetos
(personas o instituciones) en interaccién comunicativa y pueden explicar las dificultades y limitacio-
nes de los aprendizajes y las ensefianzas implementadas. La configuracién epistémica se usard como
referencia para estudiar las configuraciones cognitivas de los sujetos y formular hipétesis sobre
conflictos semi6ticos potenciales.

Se identifican los objetos y relaciones primarias (lenguajes, conceptos, proposiciones, proce-
dimientos y argumentos puestos en juego), lo que podemos describir como un andlisis semantico.
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TaBrLa 1

LENGUAJE:

Términos y expresiones:
relacion entre la diagonal y el
lado de un pentdgono regular,
demostrar que los tridngulos
BED y BCF son semejantes,
es suficiente con probar que
tienen dos dngulos respectivos
iguales.

Grdficos:
Dibujo de un pentdgono regular
y trazado de sus diagonales.

Notaciones:
ABCDE, para representar el
pentdgono regular de vértices:
AB,CD,E.

F para denotar un vértice que
permita identificar un tridngulo
determinado.

BCF y BDE, para identificar
dos tridgngulos objetivo de com-
paracion.

SITUACIONES/ PROBLEMAS:

Situacién inicial:

1. Para establecer la relacion entre la diagonal y el lado del pentagono regular, da los siguientes pasos:
a) Demuestra que los tridngulos BED y BCF son semejantes.

(para esto es suficiente probar que tienen do|

dngulos respectivamente iguales)
m
CONCEPTOS/ DEFINICIONES:
Conceptos previos:
Pentdgono regular, diagonal, lado, pentdgono estrellado, relacién, tridngulo, semejanza de tridngulos,
dngulos respectivos, igualdad de dngulos, dngulos opuestos por el vértice, dngulo central, dngulo interior y
dngulo exterior de un poligono regular, dngulos suplementarios.

Conceptos emergentes
Demostrar, probar, condicion suficiente.

PROPIEDADES/ PROPOSICIONES:

1. En un pentdgono regular, la amplitud del dngulo central de es de 72° (360/5). Su dngulo interior es
suplementario del central y mide, por tanto, 108°. La amplitud de su dngulo exterior es igual a la de su
dngulo central.

2. En un pentdgono regular, las diagonales que confluyen en un mismo vértice, trisecan el dngulo interior
del pentdgono.

3. Los dngulos opuestos por el vértice tienen igual amplitud.

PROCEDIMIENTOS:

1. Partiendo del gréfico de la situacién, construir otro gréfico para estudiar las medidas de los dngulos que se
forman en un pentdgono estrellado.

2. Calcular la medida del dngulo central de un pentdgono regular: (360/5)=72°

3. Calcular la medida del dngulo interior mediante la observacion de que: 72+/ = 180°, / = 108°.

4. Calcular la medida del dngulo exterior: 72°

5. Observar que, los tres dngulos que se forman en A son iguales y miden 36°

6. Determinar que, en consecuencia, los dngulos E, D, C y F, miden 72°y, por tanto, son iguales, lo que
prueba la semejanza de los tridngulos BDE y BCE.

ARGUMENTOS:

a) A partir del gréfico de la situacidn, se deduce que el dngulo central del pentdgono regular mide 360/5=72°,
ya que se forman 5 dngulos iguales cuya suma vale 360°.

b) el dngulo interior (/) del pentdgono y su dngulo central son suplementarios ya que72 +I/2+1/2 = 180°
72+ = 180.

¢) Los dngulos interior y exterior son, por construccidn, suplementarios. El dngulo exterior del pentigono
regular mide, entonces, 72°.

d) El éngulo que forman las diagonales que confluyen en un vértice del pentdgono regular, mide 36°, ya que
es el dngulo de un tridngulo isésceles cuyos otros dos dngulos iguales miden 72°. Asi que estas diagonales
trisecan el dngulo interior del pentagono.

f) Por la propiedad anterior, los dngulos E, D, C y F miden 72° y, por tanto, son iguales.

¢) Se demuestra asi que los tridgngulos BDE y BCF son semejantes, pues tienen dos dngulos respectivos
iguales.
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A continuacién mostramos cémo un sujeto ideal (experto) resolveria el resto de las tareas:

3.2. Resolucion de la tarea b)

La resolucidn de esta tarea se apoya en gran medida en la prueba anterior: si los tridngulos
BDE y BCF son semejantes, entonces sus lados respectivos son proporcionales. Si, como se propone
en el texto, elegimos como unidad de longitud la del lado del pentdgono regular, llamamos / a la
longitud del lado del pentdgono estrellado, y construimos la figura que sigue:

Figura 6

B

la igualdad entre las razones de los lados “largos” y “cortos” respectivamente de ambos tridngulos
nos lleva a la ecuacién —propuesta en el texto—

l 1

1 I-1

que seria el modelo matematico de la relacién entre el lado del pentdgono estrellado y el del pen-
tdgono regular generatriz. Un resolutor experto, para resolver esta tarea, tendria que realizar las
siguientes acciones: a) leer el enunciado de la misma; b) construir una figura (como la anterior, p.
e.) que permita identificar las longitudes de los lados a relacionar por semejanza de los tridngulos
BCF y BDE,; c) Establecer la proporcién entre los lados “largos” de ambos tridngulos (/: 1), y los
lados “cortos” (1 : I-1); d) determinar el modelo matematico mediante la igualdad de ambas razones,

basdndose en la semejanza de tridngulos, lo que prueba que dicho modelo es: Lo
1

I-1°
Las dificultades de esta tarea para los alumnos de este nivel educativo, pueden aparecer en las
acciones b) y ¢), debido a la necesidad de interpretar la semejanza de tridngulos como igualdad entre

las razones de los lados respectivos, algunas de cuyas longitudes hay que determinar previamente.

3.3. Resolucion de la tarea c)

1 £\5

a) Si despejamos /, obtenemos la ecuacion de 2° grado: I#—I -1=0, con soluciones: [ =




INNOVACION EDUCATIVA, n.° 20, 2010: pp. 15-35 25

b) Como / (cantidad de longitud) tiene que ser positiva, la tinica solucidn factible es

1++5
5

El llamar ¢ a este nimero, puede crear conflictos semi6ticos a los estudiantes, pues este valor
es el obtenido para /. Luego deben aceptar el cambio de notacién. También podria llevar a la con-
fusién de que, en un pentdgono estrellado cualquiera, la longitud de su lado es el niimero dureo, lo
que es falso si no se adopta el convenio de que la longitud del lado del pentdgono regular base es la
unidad. Quizés no hubiera estado de més que, en el texto, se generalizara la tarea a una cantidad de

longitud arbitraria ¢ para el lado del pentdgono, lo que llevaria a plantear la ecuacion: L. 7 ¢ i
C -

que conduciria a la ecuacién de 2° grado I’ —cl -¢?= 0, cuya tnica solucion factible, tomando ¢ como

. 1+
parametro, es [ = ¢ ( >

del pentdgono estrellado y la del lado del pentdgono regular generatriz es el niimero dureo.

> ), es decir: —é = ¢ . Es decir, la razon que hay entre la longitud del lado

3.4. Resolucion de la tarea d)

a) Se puede partir de las proporciones (por semejanza): AB _MN_ AD _AM+MB _

AD MB MB AD

%, de donde: AD? ~AD.MB — MB? = 0y, resolviendo en AD: AD = MB (! +2 V5 ) de dénde:

0= AD _ AB
MB AD ’
AB _AM + MB AD + MB MB AD
b) Pero podria partir, andlogamente, de: — = =1+ =1 +—=,
) Pero podria p & AD_AD AD AD = T AB

de donde AB? -AD.AB — AD? = 0, para llegar a la misma conclusion.
Si no se ha generalizado, en la tarea b), la relacion entre lado y diagonal del pentdgono re-
l
gular, a valores arbitrarios de la longitud del lado (? = ¢), es de esperar que los estudiantes de este

nivel tengan dificultades para resolver la tarea d) sin ayuda externa. P. e., en la ecuacién de segundo
grado AD?> ~AD.MB — MB’? = 0, hay que decidir cudl es la incégnita y cual el pardmetro’. Ademads,
hay que elegir adecuadamente los segmentos que deben ponerse en relacion. Esto nos lleva a pensar
que se trata de una tarea compleja para dichos estudiantes.

2 En Bolea, Bosch y Gascén (2001) se interpreta una incdgnita como “un valor desconocido que se manipula

como si fuese conocido” y pardmetro como “un valor conocido que se manipula como si fuese descono-
cido”.
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3.5. Resolucion de la tarea e)

TaBrLa 1T

Como tarea d) (ejercicio 3), se afirma BD = ¢, lo que supone
probar que si AB=AC =1, entonces BD = ¢. Para ello, el
estudiante, debe (usando el teorema de Pitdgoras) establecer
las relaciones:

DO =A0 y AO? +1= DO’ +1 = OB?

2

)

BD=DO+0B=DO+ ~ ]+ DO?

Si DO =Y, entonces:
Bo=Lo o125
2 4 2
De nuevo postulamos dificultades y conflictos en los estu-
diantes para resolver esta tarea.

4. EVIDENCIA DE CONFLICTOS SEMIOTICO-COGNITIVOS, A PARTIR DEL SIGNIFI-
CADO REFERENCIAL

Conscientes de los conflictos semidticos que podian generarse, a partir del enunciado decidi-
mos someterlo a la consideracién de una muestra de 19 estudiantes de 1° de Bachillerato de Ciencias
Sociales, (y aprovechar la disponibilidad de alumnos para pasarlo también en 4° de ESO (29 estu-
diantes), del IES “M.A. Gonzélez Estévez” de Carril-Pontevedra. Para ello se les entrega el enun-
ciado del problema, reproduciendo literalmente la propuesta del citado libro, proponiéndoles como
tarea principal la demostracién de la semejanza de tridngulos, y animandoles a que, a continuacion,
siguieran resolviendo las demads tareas propuestas, segtin sus posibilidades cognitivas y temporales.

De acuerdo con comentarios anteriores, habfamos postulado “a priori” que:

» Ladiversidad de técnicas que se manejan para realizar las acciones que se han descrito para
resolver la tarea a) asi como su planificacion, secuenciacién y verificacién, ponen de manifiesto su
complejidad ontosemidtica, postulando que un estudiante medio de estos niveles educativos podria
tener dificultades para resolver esta tarea por si solo, sin mads ayudas que las facilitadas en el texto.

* Las dificultades pueden aparecer en las tareas a) y b), debido a la necesidad de interpretar la
semejanza de tridngulos como igualdad entre las razones de los lados respectivos, algunas de cuyas
longitudes hay que determinar previamente.

2
diantes primero han de decidir que s6lo la solucién positiva es admisible, por tratarse de una medida
de longitud. Llamar ¢ a este niimero, puede crear conflictos semi6ticos a los estudiantes, pues este
valor es el obtenido para [, debiendo aceptar e interpretar el cambio de notacién. En caso contrario,
podria llevarlos al conflicto de que en un pentdgono estrellado cualquiera, la longitud de su lado es el
niimero dureo, lo que es falso si no se adopta el convenio de que la longitud del lado del pentdgono
es la unidad.

* Obtenida la solucién de la ecuacién: I2— [ — 1=0 cuyas soluciones son: [ = , los estu-
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* Se espera que, en 1° de Bachillerato (16-17 afios), al menos una parte representativa de los
estudiantes, puedan resolver con €éxito la tarea a), pero el cambio de notacion y la generalizacién que
se efectda a partir de b), puede ocasionar conflictos semidticos a estos alumnos.

La situacion, en relacién a la dindmica de clase, en la que se encontraban los dos cursos era
muy diferente:

En 4° se estaba estudiando trigonometria, en especial problemas de semejanza de tridn-
gulos similares al propuesto pero con un nivel de dificultad inferior. Los principales ar-
gumentos que se empleaban eran la igualdad de dngulos en base a las relaciones entre los
angulos que se forman cuando una recta corta a dos rectas paralelas y la posibilidad de
situar las figuras en posicién de Thales.

En 1° bachillerato se estaban tratando problemas de resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales empleando en método de Gauss, muy alejados del problema propuesto.

En todos los cursos se les recordé como puede calcularse la medida de los dngulos de un
poligono regular y, en 4° ESO, después de transcurrir la mitad del tiempo de la prueba, se
indicé que quizds fuese posible calcular la medida de todos los dngulos implicados.

En 1° de bachillerato fue necesario recordar los criterios de semejanza de tridngulos, en
particular la igualdad de 4dngulos.

En algunos casos, ante preguntas directas de alumnos, el profesor hizo algiin comentario
sobre la validez de las argumentaciones que proponian, en general del tipo “eso no pue-
des suponerlo”.

A todos los alumnos se les “informé” de que la prueba tenia relevancia para su califica-
cion, si bien los alumnos de bachillerato no llegaron a creérselo del todo.

4.1. Resultados
4.1.1. En 4°de ESO

Tasra III
Argumentos Frec. Comentarios
Respuesta correcta 1 Calcula todos los dngulos del pentdgono estrellado y deduce

la igualdad de los dos dngulos pedidos.

Supone recto el 4ngulo EBC y que se divide en 1 No llega a demostrar nada y se limita a dar una respuesta
dos iguales “matemadtica”.

Giran el tridngulo BFC sobre el tridngulo EBD y 6 Demostracion basada en “evidencia visual”.

supone que quedan en posicion de Thales

Intenta calcular la medida de los dngulos de un 1 Un estudiante afiade (sin demostrar) que los dngulos EBD
pentdgono sin conseguirlo y FBC son iguales

Razonamientos incorrectos sobre la igualdad de 6 En un caso intenta demostrar la igualdad de EBD e FBC
angulos

Asumen, sin demostrar, la igualdad de los 5 Un estudiante calcula la medida de los dngulos del

dngulos que comparten el vértice B. pentdgono, sin completar la tarea propuesta.
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TaBLA IIT (continuacién)

Argumentos Frec. Comentarios

Argumenta que, de no darse la semejanza, no 1
podria formarse una “estrella perfecta”

Razonamientos correctos sobre la igualdad de 1 Es una demostracion casi correcta de la semejanza, a falta
dngulos empleando la igualdad del tridngulo de la demostracion de ser isdsceles.

EBD con el BEC y asumiendo, sin demostracion,
que el tridngulo BFC es isésceles

Calculan la medida de los dngulos del pentdgono 2 La mayoria de los alumnos de 4° conocian la medida de ese
pero no establecen la semejanza. angulo

Parece calcular los dngulos pero no estd claro 1 De ser asi (los comentarios hechos al profesor ante la
si realmente prueba o supone la triseccién del observacion “no puedes asumir, de entrada, que el dngulo
angulo B B se divida en tres iguales” asi lo sugieren), la demostracion

seria correcta.

No dan ninguna respuesta 4

Total 29

Andlisis:

Manuel (un alumno con un gran tesén y que intenta por todos los medios llegar al final en
cada problema) fue el tinico alumno que formulé una respuesta correcta. Lo hace apoydndose en
célculos aritméticos de las medidas de los dngulos y no en razonamientos geométricos. Su éxito se

basa en que la figura central también es un pentdgono regular (algo que nadie mds utiliz6), lo que le
permite calcular la medida de los dngulos ADE y CED?:

También estd muy cerca de conseguirlo Javier (un alumno con muy buenas ideas pero califi-
caciones no muy brillantes), con una formulacién realmente original:

» Establece la igualdad entre los dngulos BCF y BED por ser iguales los tridngulos BDE y
BEC y tener en comun el dngulo C los tridngulos BCE y BCF.

* El d4ngulo BCF es igual al dangulo BFC y a los dngulos BED y BDE (sin argumentar para
el dngulo BFC).

* Intenta resolver la ecuacion.

Otro alumno que estuvo cerca de la respuesta correcta fue Damidn (un deportista entre los
mejores alumnos en matemdticas):

* Calcula correctamente la medida de los dngulos de un pentdgono regular (como otros 7).

* Establece la igualdad de los tridngulos BCE y EDB, pero no llega a establecer la igualdad
de los dngulos BFC y BED.

* Resuelve la ecuacidn y calcula el valor del nimero dureo (solo dos alumnos se enfrenta-
ron a la ecuacién y €l es el tnico que llega a resolverla).

3 Realmente no es necesario utilizar la regularidad del pentdgono central. Podemos calcular los dangulos CBD

y CDB en el tridngulo isésceles BCD pues sabemos que el dngulo BCD mide 108°.
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Marcos (el alumno con mejores calificaciones en Matemadticas) construye un complicado
razonamiento geométrico, sin llegar a un resultado correcto. En general, las respuestas son mucho
menos elaboradas, como las de Esperanza (una buena alumna):

Figura 7
“on semellontes por RCF & o mesmo Que BDLE
pere  en peguinite |)
2 porgue as dngoles =en {gool
y os lodos son o mEXT0 pere o dobre .

53,03 doms sen 180°

c

E: o

En otros casos, las respuestas son bastante confusas. José Luis (un alumno que este curso estd
realizando un gran esfuerzo en la materia): “porque si no son semejantes los triangulos, no puedes
llegar a formar una estrella perfecta como esa. O sea, que si el tridngulo BDE no puedes hacer la
estrella perfecta. Mi teoria es que si lo traslado tiene que ser semejante, o sea igual en proporcion
para formar la estrella perfecta. Los dngulos son iguales porque se puede formar la estrella per-
fecta”

4.1.2. En 1°de Bachillerato

Tasra IV
Argumentos Frec. Comentarios
Calculan correctamente los dngulos de los 6 Utilizan la técnica de calcular los dngulos centrales,
tridngulos y demuestran la semejanza interiores y exteriores de un pentdgono regular.
Suponen la triseccién del dngulo B 4 Calculan los dngulos del pentdgono y algin otro dngulo.

Ademds, alguno resuelve la ecuacién

Calcula la medida del dngulo de un pentdgono 1

Son semejantes por ser isdsceles y sumar 180° 1
(fue un argumento que aparece también en 4° a

. Posiblemente existiese un cierto “intercambio de
pesar de que en clase fuera desmentido)

informacién” entre los alumnos de este grupo que,

Los dngulos son iguales por sumar 180° 3 curiosamente, se dieron por satisfechos en cuanto fueron

N : N capaces de escribir algo “matemdtico” , suponiendo,
Los dngulos son iguales por sumar 180°y calcula 1 : ¢ -

; . ; ingenuamente, que asi queda justificada una respuesta
la medida del dngulo de un pentagono
correcta.

Los dngulos son iguales por sumar 180° y 2
resuelven la ecuacién
Pasa directamente a resolver la ecuacién sin 1 Este estudiante mostré una enorme frustracién cuando el
intentar demostrar la semejanza profesor indicé la necesidad de contestar siguiendo el orden

de las preguntas.

Total 19
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Andlisis:
Como era de esperar, en este curso los alumnos utilizan menos argumentaciones geométricas

pero todos los alumnos intentan alguna respuesta.

Marta (notable), respondi6 correctamente al apartado a), empleando un razonamiento aritmé-
tico, basado en el cdlculo de los d4ngulos central e interior de un pentdgono regular. Leticia (notable)
realiza un proceso similar a Marta y determina la respuesta al apartado a).

Aldo (sobresaliente) —y otros 3 alumnos— calcula la medida de los dngulos del pentdgono
y resuelve la ecuacidn para determinar el nimero dureo.

Aldo:
Figura 8

-3 -S: B fW,
/x-'3=%arfém@‘d‘7‘gy ﬁ £
Lo

Algunos alumnos se mostraron satisfechos con una respuesta claramente incompleta. Manuel
(sobresaliente): “FCB es igual a EBD porque ABC es simétrico. Entonces al dividir el dngulo A en
tres partes también es simétrico”.

En varios casos, la respuesta hace referencia a la “semejanza de tridngulos isésceles” Vanessa
(bien): “son semejantes porque los dos son tridngulos isosceles”.

En general, los alumnos de 1° de bachillerato dieron respuestas mas coherentes pero también
mads conservadoras, en muchos casos sin intentar responder, realmente, a las cuestiones formuladas.
Solo en seis casos (31,6%) se aprecia la aplicacién de conocimientos adecuados a la obtencién de
una respuesta.

5. CONFIGURACION COGNITIVA DE UN ESTUDIANTE DE LA LICENCIATURA DE
MATEMATICAS, RELACIONADAS CON LAS TAREAS A), B)Y C).

A la vista de los conflictos semidticos y cognitivos apreciados en estas dos muestras de es-
tudiantes, se decide proponer la misma tarea a 17 estudiantes de 2°, 3° y 4° cursos de la licenciatura
de matemadticas, que estudian la materia, de libre configuracién, Didé4ctica de la Matemdtica en
Secundaria en la USC. En general las respuestas de dichos estudiantes concuerdan bastante con la
respuesta de un resolutor experto, por lo que podemos concluir que, en general, el significado refe-
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rencial propuesto en el libro de texto analizado, forma parte de los conocimientos de estos estudian-
tes. Sin embargo, mostramos aqui, por resultarnos muy sorprendente, la respuesta de un estudiante
de 3° curso.

Figura 9

Sermelonies,

s dnsules *¢ i3

B ED e RCF  gon

wp ofl ONOS €

€,~r G)

gl rﬂ'e“ 0‘"‘ &

? on?| o
o= Seh
A o
c \}31‘
@-i ?‘a' o5 \(7



32 JOSE ANTONIO CAJARAVILLE PEGITO Y OTROS: Significado referencial y personal

Para una mayor claridad a la hora de realizar el anélisis ontosemidtico, elaboramos la confi-
guracion cognitiva de este estudiante. En el EOS, dicha configuracién, al compararla con la configu-
racion epistémica de referencia, nos permitird detectar coincidencias o discrepancias entre significa-
dos personales e institucionales, postulando sus posibles causas.

TaBLA V

SITUACIONES/ PROBLEMAS:

Situacion inicial:

1. Para establecer la relacién entre la diagonal y el lado del pentdgono regular, da los siguientes pasos:
a) Demuestra que los tridngulos BED y BCF son semejantes.

_ (para esto es suficiente probar que tienen dos dngulos
" respectivamente iguales)

LENGUAJE:

Términos y expresiones:

-“Los tridngulos BED y BCF .
son semejantes”, CONCEPTOS/ PEFINICIONES.
- “Supongamos que los Conceptos previos

tridngulo, semejanza de tridngulos, tridngulos “equivalentes”, igualdad de dngulos, seno y coseno de un

dngulos o y P son iguales” .
dngulo.

-“Tridngulos equivalentes

H,J”etc. Conceptos emergentes

formulacion de hipdtesis, probar,

PROPIEDADES/ PROPOSICIONES:

1.En cualquier tridngulo se cumplen las razones trigonométricas elementales (errénea)
2.0=Pf=seno=senp

3. En un pentdgono regular, las diagonales que confluyen en un mismo véttice, trisecan el dngulo interior
del pentdgono. (propiedad supuesta, pero no demostrada)

Notaciones: PROCEDIMIENTOS:
-AB C:D £, para represen}q el 1. Partiendo del grafico de la situacion, construir otro grafico para estudiar las medidas de los dngulos que
pentdgono regular de vertices se forman en un pentagono estrellado.
ABCDE. . 2. Suponiendo que o y 3 son iguales, interpretar (erréneamente) que BFC y BED son tridngulos
-F para denotar un vértice .

. rectdngulos
ql,l? permita identificar un 3. Suponer que sen o = 1/(-1) (error sorprendente ya que el dibujo que presenta el estudiante, muestra
tridngulo. o un tridngulo rectdngulo BCF, que no es el tridngulo del enunciado de la tarea.(isésceles no rectingulo) y,
-BCF y BDE, para 1‘dem1ﬁcar A aunque lo fuera, comete otro error grave con la nocién de seno de un dngulo.
dos tridngulos objetivo de 4. Suponer que sen P = I/1 (cuando no se aprecia que / y | sean “catetos” ni hipotenusa de BED, ya que

Grdficos:

Dibujo de un pentdgono
regular y trazado de sus
diagonales.

Dibujo de tridngulos

comparacion. y dicho tridngulo no es rectdngulo).
-1 y}l para representar la u 5. Como 0. = [} se deduce que sen 0. = sen
medida d? ladqs. 6. Obtiene finalmente que de la igualdad anterior deriva la ecuacién que se propone.
-H,J para identificar dos
tridngulos de apoyo semidtico. d .
Justifican
a

ARGUMENTOS:

a) Suposicion ingenua de que los tridgngulos BED y BCF son semejantes (dar por supuesto lo que hay que

probar)

b) Suposicion ingenua (sin probar ) de que o=
¢) Igualdad de dngulos significa igualdad de senos de estos dngulos
d) Suposicién ingenua (sin probar) que los tridngulos H y J son “equivalentes”.
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Andlisis semidtico-cognitivo de la solucion de este estudiante:

Si comparamos la configuracién epistémica con la configuracién cognitiva anterior, observa-
mos que este estudiante (en nivel universitario avanzado) tiene grandes lagunas de comprensién de
conocimientos matematicos, que se supone deben alcanzarse en los estudios de secundaria, asi como
otros que son nucleares en estudios de la licenciatura de matematicas. Los conflictos semidticos que
se observan son:

1°: Establecer como hipétesis de trabajo propiedades matemadticas que se pide (explicita o
implicitamente) que demuestre: “a) los tridngulos BED y BCF son semejantes”; “los tridngulos BED

99,

y BCF son semejantes por a)”’; “supongamos que los dngulos o y 3 son iguales”

2°. Suponer que las razones trigonométricas bésicas (seno-coseno), aplicables sélo a tridngu-
los rectangulos, pueden generalizarse a cualquier otro tipo de tridngulo.

3° “Adaptar” el enunciado del problema a sus posibilidades cognitivas, “convirtiendo” un
tridngulo isésceles no rectdngulo BCF, en un tridngulo rectdngulo, al que pueda aplicar sus conoci-
mientos de trigonometria. Este conflicto revela que este estudiante no es consciente de la importan-
cia de las condiciones que impone un determinado problema (dilema “expresién/contenido™), y a las
que debe sujetarse para intentar buscar una solucién al mismo. Por otra parte, resulta particularmente
sorprendente que, este estudiante, cometa un error tan espectacular como construir (ingenuamente)
un tridngulo rectangulo isdsceles, cuyo angulo recto (C) no estd formado por los dos catetos iguales
del mismo:

Figura 10

cateto contiguo
“cateto opuesto

Estos conflictos semidticos, pero también cognitivos, ponen de manifiesto las profundas ca-
rencias comprensivas de dicho estudiante, muy alejadas de los conocimientos que se le suponen,
dado el nivel educativo en que se encuentra.

u otro, no menos draméatico, como considerar que sena =
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5. REFLEXIONES FINALES

La principal y mds evidente es la distancia entre los planteamientos diddcticos de la pro-
puesta de los autores y las capacidades reales de interpretacién y accién del alumnado al
que supuestamente va dirigida. Este hecho es el origen de numerosos conflictos semidti-
co-cognitivos potenciales, que condicionan la posibilidad de alcanzar un “aprendizaje con
comprension”.

La gran dificultad de los estudiantes para realizar un razonamiento deductivo y su escasa
fluidez en la aplicacién de conocimientos previos que se les suponen, pero a los que,
como minimo, no han dotado de los suficientes “sentidos” (Font, 2005) para ser capaces
de aplicarlos a contextos concretos.

Da la impresién de que frente a un problema como el propuesto, la mayoria de los alum-
nos no intentan responder a las preguntas formuladas, limitdndose a dar una respuesta
que, ingenuamente, consideran “matemaética”. Esto pone de manifiesto la falta de com-
prension de una de las reglas nucleares de la matematica: la necesidad de sujecidn a las
condiciones del problema.

Para un estudiante medio, enfrentarse a un problema que dificilmente podra resolver, su-
pone un gran desgaste emocional sin recompensa alguna, un resultado nefasto, totalmente
contrario al supuestamente perseguido de “motivar” al alumno.

Por otra parte, se muestra la potencia de la técnica que nos ofrece el EOS, para realizar
un andlisis microscopico de los conocimientos y conflictos de un sujeto (ante una deter-
minada tarea matemdtica), frente al marco cognitivo segin el cual el conocimiento mate-
madtico se reduce basicamente a conceptos y procedimientos, entendidos como entidades
mentales. No se distingue el papel especifico de las proposiciones y argumentaciones Yy,
sobre todo, no se explicita el papel clave de las situaciones — problemas, como origen y
razon de ser de tales entidades, cuya construccion estd, ademds, mediada por los recursos
lingiifsticos y tecnolégicos disponibles. Todo ello pone de manifiesto que el “saber ma-
tematico” no puede ser considerado “transparente” en las investigaciones en didactica de
la matemadtica, como parece derivarse de las investigaciones en el marco cognitivo. Por el
contrario, dicho saber es la variable mds problematica de cualquier investigacion en esta
area del conocimiento.
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