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Resumen

El objetivo de este trabajo es introducir conceptos fundamentales de la teoria de categorias
como las categorias, los funtores y las transformaciones naturales, ilustrando estos conceptos con
numerosos ejemplos. Se estudian las construcciones universales, en particular, los productos y co-
productos, igualadores y coigualadores, nucleos y contcleos, cuadrados cartesianos y cuadrados
cocartesianos, asi como nociones mas abstractas, como los conceptos de limite y colimite, de los
cuales son ejemplo las construcciones universales anteriores. Se estudian los funtores adjuntos, que
aparecen con tanta frecuencia en Matemaéticas, dando distintas formas de determinar una adjun-
cion; se analizan sus propiedades més importantes y se estudia su relaciéon con las construcciones

universales.

Abstract

The goal of this project is to introduce fundamental concepts of category theory such as cate-
gories, functors and natural transformations. Some examples illustrate these concepts. We study
universal constructions, in particular products and coproducts, equalizers and coequalizers, kernels
and cokernels, pullbacks and pushouts, and some more general abstract notions such as limits and
colimits. We also study adjoint functors, which often appear in Mathematics, showing diferent ways
of determining an adjunction; their most important properties are analysed and their relationship

with universal properties is studied.
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Introduccion

El lenguaje categérico proporciona una economia de pensamiento y expresion que pone de
relieve las ideas basicas comunes subyacentes en diversas construcciones y teoremas aparentemente
no relacionados; este lenguaje aporta un nuevo contexto en el cual se pueden examinar los resultados

clasicos y determinar su alcance.

Por otra parte, la teoria de categorias permite, en ciertos caso, trasladar, mediante el lenguaje
de funtores, problemas dificiles en ciertas areas de las mateméticas a problemas més sencillos en
otras. De hecho, el desarrollo de diversas ideas categoricas debidas a la Topologfa y a la Geometria

ha contribuido a la resoluciéon de problemas topolégicos y geométricos.

Historicamente, la teoria de categorias tuvo sus origenes en un intento de precisar la nocién de
"naturalidad". Algunas aplicaciones que aparecen en las Matematicas, como el isomorfismo de un
espacio vectorial V' de dimension finita en su bidual \7, son "naturales". Esta nocién no estaba en
principio formalizada, aunque parecia claro lo que no era "natural"; por ejemplo, el isomorfismo
usual de un espacio vectorial de dimensiéon finita en su dual, V' =~ XA/, no es natural, puesto que
depende de la eleccién de una base. Para describir la naturalidad de este isomorfismo, Eilenbreg y
MacLane tuvieron que considerar simultaneamente los espacios vectoriales de dimension finita, las
aplicaciones lineales entre ellos, los biduales de los espacios y las aplicaciones lineales entre ellos.
Estas consideraciones les llevaron a los conceptos de categoria, funtor y transformacion natural,
conceptos que aparecieron por primera vez en 1945 [I] y que han proporcionado un marco adecuado

para su desarrollo posterior.

La memoria consta de tres capitulos bien diferenciados. En el primer capitulo se definen los
conceptos de categoria, funtor y transformacion natural y se da una gran variedad de ejemplos.
Se prueba el principio de dualidad, el cual se debe a MacLane, inspirado en la naturaleza dual de
los grupos abelianos libres y los divisibles, y que permite obtener, en algunos casos, a partir de un
resultado, su resultado dual. Se definen objetos y morfismos especiales en una categoria, como el
objeto cero, las secciones, las retracciones, los monomorfismos y los epimorfismos y se estudian en

diversas categorias, como las de conjuntos, espacios topoldgicos, grupos, médulos, etc.

En el segundo capitulo, antes de introducir los conceptos de limite y colimite, nociones muy
generales y de gran nivel de abstraccion, se estudian algunos casos particulares: productos y copro-
ductos, igualadores y coigualadores, nicleos y contcleos, cuadrados cartesianos y cocartesianos y
se analiza su existencia en diversas categorias, como las de conjuntos, espacios topologicos, grupos,

modulos, anillos, cuerpos, etc; La idea de introducir ntucleos, conticleos, productos, etc., en térmi-
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X INTRODUCCION

nos de propiedades universales se debe a MacLane [7], [8]. Finalmente, se introduce el concepto de
limite y su nocién dual de colimite de un diagrama en su forma més general, haciendo referencia
a las construcciones universales anteriores.

La nociéon de funtores adjuntos fué formulada por Kan [5] en 1958, inspirandose en el hecho
elemental de que el funtor Homg (M, —) puede ser descrito como el funtor adjunto a la derecha
del funtor M ® p —. Las adjunciones aparecen con tanta frecuencia y en areas tan diversas de las
matemaéaticas que se consideran como una de las nociones mas ttiles de la teorfa de categorias.
En este trabajo se introducen la unidad y la counidad de la adjuncién, dando distintas formas de
determinar la adjunciéon entre dos funtores; se prueba la unicidad del funtor adjunto salvo equiva-
lencias naturales, asi como el hecho general de que el funtor adjunto a la izquierda (resp. derecha)
conserva colimites (resp. limites). Se exponen ademas diversos ejemplos de funtores adjuntos.

Finalmente, se da la definicién de construccién universal correspondiente a un funtor F' como
un adjunto por la izquierda a F' junto con la counidad de la adjuncién, o como un adjunto a la
derecha a F' junto con la unidad de la adjuncién. Se prueba que los funtores limite y colimite
son adjuntos a la derecha y a la izquierda, respectivamente, del funtor diagonal, obteniendose asi
las construcciones universales expuestas en el capitulo anterior, como ejemplos de construccion

universal correspondiente un funtor limite o un funtor colimite.
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Capitulo 1

Categorias

1.1. Categorias

Definicién 1.1. Una categoria C es una clase, Obj(C'), cuyos elementos se llaman objetos, tal que
para cada par de objetos (X,Y) de C se tiene un conjunto C(X,Y’) cuyos elementos se llaman

morfismos de X a Y y para cada terna de objetos X, Y,y Z se tiene una ley de composicién
o:C(X,Y)xC(Y,Z2) — (C(X,2)
(f.9) — gof
verificando los siguientes axiomas:
(1) C(Xl,}/l) OC(X27Y2) = @7 si X1 7§ X2 (6] Y1 }é )/2
(2) Dados f € C(X,Y), g€ C(Y,Z)y h € C(Z,T), entonces
ho(gof)=(hog)ef.
(3) Para cada objeto X existe un morfismo 1x € C(X, X) tal que para cada f € C(X,Y) y cada
g € C(Y, X),
folx =/, lyog=gy.

El morfismo 1x se llama identidad y el axioma (2), asociaticidad de la composicion. Si
f € C(X,Y), escribiremos f: X — Y y diremos que f es una flecha de X a Y. El objeto
X se llama dominio de f y el objeto Y se llama codominio de f. La condicién go f = h se

puede indicar diciendo que el diagrama

x—71 .y

N

Z

es conmutativo. La condicion (3) se puede expresar por la conmutatividad del diagrama

1



CAPITULO 1. CATEGORIAS

X

f

X

1x
f

/|

i

Se dice que un morfismo f € C(X,Y") es un isomorfismo, si existe un morfismo g € C(Y, X), tal

que go f =1x y fog = ly; denotaremos con frecuencia g por f~!.

Definicién 1.2. Se dice que una categoria C es pequeria si la clase de objetos de C, Obj(C), es un

conjunto.

Ejemplos 1.3. (1) La categoria Set es la categoria cuyos objetos son los conjuntos, sus morfis-

mos son las aplicaciones entre conjuntos y la composiciéon es la composicion usual de aplica-

ciones.

La categoria de conjuntos punteados Set, es la categoria cuyos objetos son pares ordenados
(X, z), donde X es un conjunto y € X, Un morfismo de (X, z) a (Y,y) es una aplicacion

f:+ X =Y tal que f(x) =y. La composicion es la composicion usual de aplicaciones.

La categoria Grp es aquella cuyos objetos son los grupos, los morfismos son los homomor-

fismos de grupos y la composicion es la composicion de aplicaciones usual.

La categoria Ab es aquella cuyos objetos son los grupos abelianos, los morfismos son los

homomorfismos de grupos abelianos y la composicién es la composicion de aplicaciones usual.

La categoria Top es la que tiene como objetos los espacios topologicos, los morfismos son las

aplicaciones continuas y la composicion es la composicion de aplicaciones usual.

La categoria G es la categoria donde Obj(G) = {G}, siendo G un grupo y donde G(G,G) = G
y la composicion de morfismos es el producto de los elementos del grupo. En esta categoria

todos los morfismos son isomorfismos. La categoria G es pequena.

La categoria Ring es la categoria que tiene como objetos los anillos conmutativos y unitarios
y cuyos morfismos son los homomorfismos de anillos que llevan el elemento identidad, que se

denota por 1, al elemento identidad. La composicién es la composicion usual de aplicaciones.

La categoria Modg es la categoria que tiene como objetos los médulos sobre el anillo conmu-
tativo y unitario R y cuyos morfismos son los homomorfismos de R-mo6dulos. La composicion

es la composicién usual de aplicaciones.

La categoria Veck es la categoria que tiene como objetos los espacios vectoriales sobre K y

cuyos morfismos son las aplicaciones lineales.
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La categoria Vec% es la categoria que tiene como objetos los espacios vectoriales sobre K de
dimensién finita y cuyos morfismos son las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales de

dimension finita.

La categoria Field es la categoria que tiene como objetos los cuerpos y como morfismos los

homomorfismos de cuerpos.

La categoria Cg asociada a un conjunto ordenado (.5, <) es la categoria donde Obj(Cs) = S,
siendo S un conjunto parcialmente ordenado y donde Cg(z,y) estd formado por un solo

elemento, que denotaremos por ¥, si z < y e Cs(z,y) = @ si ¢ £ y, y composicion esta dada

z

por i,

0i¥ =1iZ. La categoria Cs es una categoria pequena.

La categoria Poset es la categoria cuyos objetos son conjuntos parcialmente ordenados y los

morfismos son las aplicaciones que preservan el orden.

Sean Cy,...,C, categorias. La categoria C; X ... x C, es la categoria cuyos objetos son n-plas
(X1,...,X,) donde X; € Obj(C;), parai = 1,...,n,y cuyos morfismos son n-plas (f1, ..., fn)
donde f; € C(X;,Y;), para i = 1,...,n. Si (f1,...,fn) ¥ (91,-..,9n) son morfismos en
Ci X ...xCp, i €C(X;,Y)), gi €C(Y;, Z;), parai = 1,...,n, su composicion es

(gla”'vgn)o(fla"'vfn):(glof17~~‘agnofn)~

Si C es una categoria, Mor(C) es la categoria cuyos objetos son morfismos f: X — Y. Si
f: X =>Yyf:X — Y sonobjetos de Mor(C), un morfismo de f a f’ es un par de
mofismos (g,¢'): f — f', donde g: X — X', ¢': Y — Y, tales que el cuadrado

X —Y

es conmutativo

Si C es una categoria, la categoria opuesta a C es una categoria que denotaremos por CP

cuyos objetos son los de C y los morfismos son
CP(X,Y)=C(Y,X).

siendo el morfismo f: X — Y de C°P igual al morfismo f: Y — X de C, y donde la
composiciéon
0P CP(X,Y)xC®(Y,Z) — CPX,2)
(f,9) — go” f,

esta dada por g o°? f = f o g. Se tiene que (C°P)° = C.
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(17) Sea ¥ una categoria pequeiia y C una categoria. Denotaremos por C* la categoria cuyos
objetos son los funtores ( véase la definicion [1.23)) de ¥ a C y donde C*(F,G) es el conjunto
de las transformaciones naturales de F' a G (véase la definicion [1.29). Obsérvese que la clase

C*(F,G) es un conjunto puesto que

C*(F,G) c [] c(FX,Gx).
Xex
La composiciéon de morfismos es la composicion de transformaciones naturales de la definicion
1L.o0l

1.2. Principio de dualidad

Sea P un concepto que tiene sentido en cualquier categoria C. Puesto que los objetos y morfismos
de C°P son los de C, tiene sentido aplicar los conceptos de C a C°P y luego interpretar el resultado
resultante en C. Este proceso lleva a un nuevo concepto P°P y si denotamos por P(C) el concepto

P en la categoria C, entonces se tiene
PoP(C) = PLCoP).

Teorema 1.4. (Principio de dualidad) Sea T un teorema que es cierto en cualquier categoria C
satisfaciendo unos axiomas adicionales Ay, As, . ... Si los axiomas Ay, Aa, ... se verifican en C°P,

entonces el teorema dual TP también se verifica en C.

Demostracion. Dado que los axiomas Aj, As, ... se verifican en C°P, entonces 7T es cierto en C°P.

Por tanto, 7°P es cierto en C = (C°P)°P. O

1.3. Objetos y morfismos especiales

Definicion 1.5. Se dice que un morfismo f: X — Y es una seccion si existe un morfismo g: ¥ — X

tal que go f = 1x. Se dice que f: X — Y es una retraccion si existe un morfismo g: ¥ — X tal

que fog=1y.

Ejemplos 1.6. (1) En las categorias donde los morfismos son aplicaciones entre conjuntos, por
ejemplo en Set, Top, Grp, Ab, Ring, Modg, etc, toda seccién es una aplicacion inyectiva

y toda retraccion es una aplicaciéon suprayectiva.

(2) Un morfismo en Set es una seccion si, y solo si, es inyectivo y no es la aplicacion vacia del
conjunto vacio en un conjunto no vacio. Un morfismo en Sets es una corretraccion si, y solo

si, es un morfismo supreyectivo.

(3) En la categoria Vec% de espacios vectoriales de dimension finita las secciones son las aplica-

ciones lineales inyectivas y las retracciones son las aplicaciones lineales suprayectivas.

Los conceptos de seccion y retraccion son conceptos duales.
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Definiciéon 1.7. Un morfismo f: X — Y se dice que es un monomorfismo si para todos los

morfismos g, h: Z — X tales que go f = h o f, se tiene que g = h.

Proposicion 1.8. Sea C una categoria. Si s: X — Y es una seccidn, entonces s es un monomor-

fismo.

Demostracion. Si s es una seccién, entonces existe un morfismo [: Y — X tal que [ os = 1x.
Asi, tenemos que si soh = so g, entonces [ o (soh) =10 (sog). Por asociatividad, tenemos que
(los)oh=(los)ogy como s es seccion, se sigue que 1x oh = 1x o g lo que implica que h =gy

por tanto s es un monomorfismo. O]

Ejemplos 1.9. (1) En las categorias donde los morfismos son aplicaciones entre conjuntos, por
ejemplo en Set, Top, Grp, Ab, Ring, Modg, etc, las aplicaciones inyectivas son claramente

monomorfismos.

(2) En Set (resp. Top) los monomorfismos son las aplicaciones inyectivas. En efecto, veamos que
si f es un monomorfismo, entonces f es una aplicaciéon inyectiva. Sean z,z’ € X tales que
f(z) = f(2'). Consideremos el conjunto (resp. subespacio con la topologfa inducida) Z = {x}
y las aplicaciones (aplicaciones continuas) g: Z — X, g(z) =z y h - Z = X, g(x) = 2’. Se

tiene que fog = foh y como f es un monomorfismo g = h, es decir z = z’.

(3) En la categoria Grp (resp. Ab, Modgr, Veck), los monomorfismos son las aplicaciones
inyectivas. Veamos que si f: X — Y es monomorfismo de grupos, sea h: Nuc(f) — X
la inclusion y g: Nuc(f) — X, g = 0. Entonces se tiene que fog = foh y por ser f
monomorfismo, g = h. Asi, Nuc(f) = 0. La demostracion en las categorias Ab, Modg y

Veck es similar.

(4) En la categoria Ring los monomorfismos son los homomorfismos de anillos inyectivos. Para
probar este resultado, veamos que si f: R — S no es una aplicacion inyectiva, entonces f
no es un monomorfismo. En efecto, si f no es inyectiva el conjunto K = {(r1,r2) € R X R |
f(r1) = f(r2)} es un subanillo de R X R y los homomorfismos de anillos g1, g2: K — R dados

por gi(r1,r2) = 11, g2(r1,72) = 72, Verifican que f o g; = f o g2, pero g1 # ga.
El concepto dual del concepto de monomorfismo es el de epimorfismo.

Definiciéon 1.10. Un morfismo f: X — Y se dice que es un epimorfismo si para todos los

morfismos g, h: Y — Z tales que go f = h o f, se tiene que g = h.

Proposicion 1.11. Sea C una categoria. Si r: X — Y es una retraccion, entonces r es un epi-

morfismo.

Demostracion. Sir es una retraccion, entonces existe un morfismo [: Y — X tal que rol = 1y.
Asi, tenemos que si hor = gor, entonces (hor)ol = (gor)ol. Por asociatividad, tenemos que
ho(roh)=go(rog)y como r es retraccion, se sigue que holy = golyx lo que implica que h = ¢

y por tanto r es un epimorfismo. O
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Ejemplos 1.12. (1) En las categorias donde los morfismos son aplicaciones entre conjuntos, por

(2)

ejemplo en Set, Top, Grp, Ab, Modg, etc, las aplicaciones suprayectivas son epimorfismos.

En Set los epimorfismos son las aplicaciones subrayectivas. Veamos que si f: X — Y es un
epimorfismo entonces f(X) = Y. Supongamos que f(X) # Y, entonces existe yg € Y tal
que y € f(X). Consideremos las aplicaciones 1y, h: Y — Y, donde h(y) =y siy € f(X) y
h(y) =yosiy € f(X). Dado que 1y o f = ho f, por ser f epimorfismo, h = 1y, lo cual es

una contradiccion.

En Top no todos los epimorfismos son aplicaciones suprayectivas. Por ejemplo, la inclusién
i: Q — R es un epimorfismo, puesto que si dos aplicaciones continuas g, h: R — X coinciden

en Q, entonces g = h.

En las categorias Ab, Modgr, Veck, los epimorfismos son las aplicaciones suprayectivas. Si
f: X — Y es un epimorfismo en alguna de estas categorias y g,h: Y — Y/f(X) son los
morfismos g = 0, h(y) =y + f(z), para todo y € Y, entonces ho f =00 f = 0. Por ser f un
epimorfismo, h = 0. Asi, y + f(X) = f(X), paratodoy € Y. Asi, f(X) =Y.

En Grp todo epimorfismo es un homomorfismo suprayectivo. La demostraciéon en Grp es
més complicada. Sea f: X — Y un epimorfismo de grupos y supongamos que f(X) # Y. Si
f(X) es un subgrupo normal de Y entonces se razona como en el caso de grupos abelianos.
Si f(X) no es un subgrupo normal de Y, veremos que existen homomorfismos de grupos
g,h:Y = Perm(Y), g # h, tales que go f = ho f.

Dado que f(X) no es un subgrupo normal de Y, entonces (Y : f(X)) > 2. Considere-

mos el conjunto cociente Y/ ~, que denotaremos por Y/f(X), donde y ~ g’ si, y solo si,

y 1y € f(X). Siyi,y2 € Y son tales que y1 f(X) # vof(X) # f(X) # y1 f(X), entonces
nf(X)Nyf(X)=a, ynf(X)Nf(X)=2 yyf(X)N f(X) = &. Sea Perm(Y") el conjunto

de permutaciones de Y y consideremos la permutacion
c:Y =Y
yif(z) = y2 f ()
y2f (@) = y1f(2)
y—y
para todo x € X y todoy € Y — (31 f(X) Uy2f(X)). Sea g: Y — Perm(Y) la aplicacion

dada por (g(y))(z) = zy y sea h: Y — Perm(Y) la aplicacion h(y) = o o g(y) o 0. Veamos

que g # h. Si g = h, entonces g(y) = h(y) para todo y € Y, luego (g(y))(1) = (h(y))(1), para
todoy €Y, es decir y = (0g(y)o)(1) = o(y). Entonces o = idy, lo cual es una contradiccion.

Las aplicaciones g y h son homomorfismos de grupos:
(gyN(z) =2(yy), (W) ogw)(z) =(zy)y, Vz €Y = glyy') = 9(y') o 9(y),

(h(y')oh(y)) =cog(y')ooooog(y)oo=0cog(y)og(y)oo=0cog(yy’)oo=h(yy).
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Veamos que go f = ho f. Se tiene

yif(2) = n f(@) f(x) = yr f(2'),

y1f (@) = (00 g(f(z)) o o) (y1f(2))

(f@))(y2f (@) = o(y2f (@) f(2)) = y1 [ (x2).
Anélogamente se prueba que ((g o f)(@))(y2f(2')) = y2f(2'z) = ((ho f)(@))(y2f (")), Si
yeY — (y1f(X)Uy2f(X)), entonces

((go f)@)(y) =(g(f(2))(y) = yf(x),
((ho () (y) =(h(f(x)(y) = (g0 g(f(x)) 0 0)(y) = o(f(x)y) = yf(x),

puesto que yf(x) € Y — (y1f(X) Uy2f(X)).

—~

I
Q
o
Q

(6) En la categoria Ring no todo epimorfismo es una aplicacion suprayectiva. Por ejemplo la

inclusion i: Z — @ es un epimorfismo de anillos pero no es una aplicacion suprayectiva.

Definicién 1.13. Un objeto X de C se dice que es inicial si para todo objeto Y de C, el conjunto

C(X,Y) tiene un tnico elemento.
Proposicion 1.14. Dos objetos iniciales en una categoria son isomorfos.

Demostracion. Sean X y X' objetos iniciales de la categoria C. Por ser X objeto inicial, C(X, X') =
{f} v C(X,X) = {1x}, y por ser X’ objeto inicial C(X',X) = {f'} y C(X",X’) = {1x/}. Por
tanto,

frof=1x, fof =1x.
Asi, f es un isomorfismo. O

Ejemplos 1.15. (1) Las categorias Set y Top tienen un tnico objeto inicial, el conjunto vacio.

(2) La categorfa Grp (resp. Ab, Modgr, Veck) tiene objetos iniciales los grupos (resp. los

anillos, los modulos y los espacios vectoriales) triviales.
(3) Z es un objeto inicial en Ring.
(4) La categoria Field no tiene objetos iniciales.

(5) La categoria Cg asociada a un conjunto ordenado (S, <) tiene elemento inicial si, y solo si,

S tiene minimo.
El concepto dual del concepto de objeto inicial es el de objeto final.

Definicién 1.16. Un objeto Y de C se dice que es final si para todo objeto X de C, el conjunto

C(X,Y) tiene un tnico elemento.
Proposicion 1.17. Dos objetos finales en una categoria son isomorfos.

Demostracion. Se sigue de la proposicién y del teorema de dualidad. O
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Ejemplos 1.18. (1) Las categorias Set y Top tienen como objetos finales los conjuntos forma-

dos por un tnico punto.

(2) La categoria Grp (resp. Ab, Modg, Veck) tiene objeto final los grupos (resp. los anillos,

los moédulos y los espacios vectoriales) triviales, es decir los formados por un tnico elemento.
(3) El anillo cero es un objeto final en Ring.
(4) La categoria Field no tiene objetos finales.

(5) La categoria Cs asociada a un conjunto ordenado (.5, <) tiene elemento final si, y solo si, S

tiene maximo.

Definicion 1.19. Se dice que un objeto en una categoria es un objeto cero si es objeto inicial y

objeto final. Denotaremos en general un objeto cero por 0.
Proposicion 1.20. Dos objetos cero en una categoria son isomorfos.
Demostracion. Se sigue de la proposicion O

Ejemplos 1.21. (1) Las categorias Grp (resp. Ab, Modg, Veck) tienen objeto cero, el sub-

grupo ( resp. submodulo, subespacio) trivial.
(2) Las categorias Sets, Top, Ring, Field no tienen objeto cero.

(3) La categoria de conjuntos punteados Set, tiene objetos cero, los conjuntos formados por un

unico elemento.

Definiciéon 1.22. Si la categoria C tiene objeto cero entonces en el conjunto C(X,Y) hay un
morfismo, llamado morfismo cero y que denotaremos por Oxy, o simplemente por 0, dado por la
composicion de dos morfismos

X —0—Y.

El morfismo cero 0 € C(X,Y) no depende del objeto cero considerado.

Sif: X—>Yyg:Y — Zson morfismos en C se tiene

Oyzof=0xz, golxy=0xz.

1.4. Funtores

Definicién 1.23. Sean C y D categorias. Un funtor covariante F' de C a D y se denota por
F:C — D es una correspondencia que asigna a cada objeto X en C un objeto FI(X) en D, que
denotaremos por FX, y a cada morfismo f € C(X,Y) un morfismo F(f) € D(FX,FY), que

denotaremos por F'f, y que verifica las siguientes condiciones:

(1) Paracada f € C(X,Y) y g € C(Y, Z) se tiene

F(gof)=FgoFf
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(2) Para cada objeto X in C, se tiene que F(lx) = lpx.

Definiciéon 1.24. Sean C y D categorias. Un funtor contravariante F' de C a D es un funtor
covariante F': C°? — D, es decir es una correspondencia que asocia a cada objeto X de C un
objeto FX en D y a cada morfismo f € C(X,Y) un morfismo Ff € D(FY, FX) y que verifica las

siguientes condiciones:

(1) Para cada f € C(X,Y) y g € C(Y, Z) se tiene
F(gof)=FfoFyg
(2) Para cada objeto X in C, se tiene que F(lx) = lpx.

Proposicion 1.25. Si C, D y £ son categorias y F: C — D, G: D — & son funtores entonces
se tiene un funtor GF: C — & , dado por (GF)(X) = G(F(X)), para todo objeto X de C y
(GF)(f) = G(F(f)), para todo morfismo f en C.

Demostracion. Tenemos que (G F)(go f) = G(F(go f)) = G(F(g9) o F(f)) = GF(g) o GF(f).
Por otro lado, se tiene que (G F)(1x) = G(F(1x)) = G(1rx) = lgrx. Por lo tanto G F es un
funtor. O

Ejemplos 1.26. (1) El funtor identidad 1¢: C — C, donde C es una categoria cualquiera, es el
funtor que asocia a cada objeto X de C el objeto 1¢(X) = X y a cada morfismo f: X — Y
el norfismo 1¢(f) = f.

(2) Si F1:C; = Dy y Fy: C3 — D5 son funtores, se tiene un funtor Fy x Fy: C; x C3 — Dy X Dy
dado por (Fi x Fy)(X1,X2) = (F1X1, F»X5), para cada objeto (X7,X2) de C; X Co y si
(f1, f2) € (C1 x C2)((X1, X2), (Y1,Y2)), entonces (I x F2)(f1, f2) = (F1f1, Faf2).

(3) Sea F: C — D un funtor. Se tiene un funtor F°P: C°? — D°P, F°P(X) = FX, para cada
objeto X de C y si f € C°P(X,Y), entonces FP(f) = Ff.

(4) Sea C una categoria y X un objeto de C. La correspondencia F': C — Sets que asigna a
cada objeto Y € C el conjunto F'Y = C(X,Y) y a cada morfismo f : X — Y la aplicacion
Ff:C(X,Y)— C(X,Y’) dada por Ff(g) = go f, es un funtor covariante. Denotaremos F

por C(X,—) y F(f) por C(X, f).
(5) Sea R un anillo conmutarivo y unitario. Se tiene el funtor
HomR(M, —): MOdR — 1\/[0(‘1117

dado por, Homg(M,—) = Modgr(M, —), donde para cada R-modulo N la estructura de
R-modulo de Homp (M, N) esta dada por:

(f +9)(m) =f(m) + g(m),
(r f)(m) =r f(m),

para cada f,g € Homr(M,N), m€ M y r € R.
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Sea C una categoria y Y un objeto de C. La correspondencia G: C — Sets que asigna a
cada objeto X € C el conjunto GX = C(X,Y) y a cada morfismo f: X — X’ la aplicacion
Gf:C(X')Y)— C(X,Y) dada por Gf(g) = go f, es un funtor contravariante. Denotaremos
G por C(—,Y) y Gf por C(f,Y).

El funtor de olvido U: Grp — Set esta dado por U(G) = G para todo grupo Gy U(f) = f
para todo homomorfismo de grupos f. De forma analoga, hay funtores de olvido de U: Ab —
Set, U: Ring — Set , U: Modgr — Set y U: Veck — Set.

El funtor grupo libre F': Set — Grp es el funtor que hace corresponder a cada conjunto S el
grupo libre F(S) sobre S. Si f: S — S’ es una aplicacion y i: S — F(S)yi': 8 — F(5’) son
las inclusiones canonicas, entonces Ff: F(S) — F(S’) es el tinico homomorfismo de grupos

que hace conmutativo el diagrama

S — B(S")

Analogamente, se tienen también los funtores grupo abeliano libre y mddulo libre que hacen
corresponder a cada conjunto S, el grupo abeliano libre sobre S y el moédulo libre sobre
S, respectivamente. El funtor anillo libre es el funtor F = Z[—]: Set — Ring, que hace

corresponder a cada conjunto S el anillo de polinomios sobre S con coeficientes en Z, Z[S].

Los funtores grupo libre (resp. grupo abeliano libre, médulo libre, anillo libre) verifican la
siguiente propiedad universal: Se tiene una aplicacion inyectiva candnica i: S — F'(S) donde
F(S) es el grupo libre sobre S (resp grupo abeliano libre sobre S, modulo libre sobre S, anillo
libre sobre S), y el par (F(S),i) verifica que dado un grupo (resp. grupo abeliano, médulo,
anillo) L y una aplicacion f: S — L, existe un unico homomorfismo de grupos ( resp. grupos
abelianos, modulos, anillos) h: F(S) — L que hace conmutativo el diagrama

%

S

F(S)
n
L

Esta propiedad determina F'(.S) salvo isomorfismos y a partir de ella se deduce la funtorialidad
del funtor libre F'.

El funtor [, |: Grp — Grp es el funtor que asocia a un grup G su subgrupo conmutador
[G,G] y a cada homomorfismo de grupos la aplicacion restriccion, fi . ., [G,G] — [G',G'].

El funtor abelianizacion Abel: Grp — Ab hace corresponder a un grupo G el grupo abeliano
G/|G,G]. Si f: G — G’ es un homomorfismo de grupos, f induce un homomorfismo de
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grupos f: G/[G,G] — G'/[G',G’]. El funtor Abel hace corresponder al homomorfismo f el

homomorfismo f.

Se tiene un funtor (/5): Veck — Veck que asigna a cada espacio vectorial V' su dual V=
Homg (V, K) y a cada homomorfismo de espacios vectoriales f: V — W el homomorfismo
f: W — 17, dado por f(g@) = o f, para ¢ € W,

Si M es un R-moédulos se tiene el funtor
M XRp —: MOdR — MOdR,

dado por (M @ —)(N) = M ®r N. El R-modulo M ®pr N es el cociente del R-moédulo libre

sobre el conjunto M x N, por el submoédulo H generado por los siguientes elementos:
(m+m',n) — (m,n) — (m',n), (m,n+n')—(m,n)—(m,n'),
(rm,n) —r(m,n), (m,rn)—r(m,n) m,m €M, n,n’ € N, r € R,
El elemento (m,n) + H se denota por m®n, y el conjunto {m®n | m € M, n € N} genera
M ®r N como R-mo6dulo. La aplicacion p: M x N — M ®gr N, dada por pu(m,n) = mQn,
es R-bilineal y el par (M ®pr N, ) verifica la siguiente propiedad universal: Si L es un R-

moédulo y a: M x N — L es una aplicaciéon R-bilineal, existe un tnico homomorfismo de

grupos R-moédulos f: M ®r N — L que hace conmutativo el diagrama:

MxN—" MorN

\/3

L

Si f: N — N’ es un homomorfismo de R-mo6dulos, se define (M ®p —)(f) =1® f, donde

1®f2M®RN—>M®RN/
men — me f(n)
parame M yn e N.

Si N es un R-modulo, el funtor — ® g N: Modr — Modg se define de forma anéloga.

Sea n € Ny R un anillo conmutativo y unitario. Sea M,,(R) el conjunto de matrices n x n
con coeficientes en R. Un homomorfismo de anillos f: R — S determina un homomorfis-
mo de anillos M, (f): M, (R) — M,(S), dado por M, (r;;) = (f(rs;)). Se tiene un funtor
M, (-): Ring — Ring.

Sean n y R como en el ejemplo anterior y sea GL,(R) el grupo de unidades de M, (R),
es decir, el de las matrices invertibles de M, (R). Denotemos por Ring* la categorfa cu-
yos objetos son los anillos unitarios y cuyos morfismos son los isomorfismos de anillos. Si
f: R — S es un isomomorfismo de anillos, entonces la aplicacion GL,(f): GL,(R) —
GL,(S), dada por (GL,(f))(r:;) = (f(rij)), es un homomorfismo de grupos. Se tiene un
funtor GL,(—): Ring" — Grp.
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(15) La correspondencia L: Modr — Poset que asocia a cada R-modulo M el conjunto de
submodulos L(M) de M ordenados por inclusion y a cada homomorfismo de R-mo6dulos
f+ M — N la aplicacion L(f): L(M) — L(N), dada por L(f)(M;) = f(M;), es un funtor.

Definicién 1.27. Sean C, D y £ categorias. Un bifuntor F': C x D — £ es un funtor covariante

de la categoria producto C x D a &.

Ejemplo 1.28. Sean C una categoria. Se tiene un bifuntor C(—, —): C°? x C — Set, dado por
C(—,—)(X,Y)=C(X,Y), para X e Y objetos de Cysi f: X' = X y g: Y — Y’ son morfismos
en C,
C(—,=)(f,9) =C(f,9): C(X,Y) — C(X",Y)
pr—gopof.
En efecto,

C(1X7 1Y) = 1C(X,Y)7 C(f © flvg/ © g) = C(f/mg/) © C(f) g)a

para todo f € C(X', X), f e C(X",X"), g CY, Yy ffeCY",Y").

1.5. Transformaciones naturales

Definicion 1.29. Sean F' y G funtores de C a D. Una transformacion natural t: F — G es una
coleccién de morfismos tx: FFX — GX, uno para cada objeto X in C, tal que para cada morfismo

f: X =Y enC, el diagrama
t
FX —— GX

FfJ JGf
ty

ry GY

es conmutativo. Sitx es un isomorfismo para cada X € C, entonces se dice que t es una equivalencia

natural y que los funtores F' y G son naturalmente equivalentes.

Definicion 1.30. Sean F, G y H funtores de C a D, t: F - G y u: G — H transformacio-
nes naturales. Se llama transformacion natural composicion de t y u a la transformacion natural

uot: FF— H, dada por (uot)x = ux otx, para todo objeto X de C.

Obsérvese que u ot es una transformacion natural de F' a H, puesto que para cada morfismo

f: X — Y en C, se tiene el diagrama conmutativo

t u
FX —— GX —— HX
Ff J J Gf J Ht
FYy 2 . qy - gy

Proposicion 1.31. Sean F,G: C — D funtores y t: F — G una transformacion natural.
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(1) Si H: D — & es un funtor. Se tiene la transformacion natural Ht: HF — HG dada por
(Ht)x = H(tx), para todo objeto X de C.

(2) Si H': &€ — C es un funtor. Se tiene la transformacion natural tH': FH' — GH' dada por
(tH')x =ty x, para todo objeto X de E.

Demostracion. Es inmediata. O

Ejemplos 1.32. (1) Sea F: C — D un funtor. La transformacion natural identidad de F,
lp: F — F esta dada por (1p)(X) = lpx: FX — FX, para cada objeto X en C. Si

f: X — Y es un morfismo en C se tiene el diagrama conmutativo

lrx
FX —FX

FfJ | JFf

FY —— FY

—
j—

(2) Consideremos los funtores lyecy, (—): Veck — Veck. Se tiene una transformacion natural

t: Ivecxk — (—)

VeV

donde ty: V — V es la aplicacién lineal dada por tv(v))(p) = pv),v € V, ¢ € V. En

particular, en la categoria de espacios vectoriales de dimension finita la transformacién natural

—
j—

t: 1Vecf( — (7)
es una equivalencia natural.
(3) Existe una transformacion natural entre los funtores [, |: Grp — Grpy lgrp: Grp — Grp,
t: [, ] = larp, siendo g : [G,G] — G la aplicacién inclusion. En efecto, si f: G — G’ es un

homomorfismo de grupos, se tiene el diagrama conmutativo

el

G, G G

fl[c;,c;/]J Jf

Lgr

¢ G —— ¢

(4) Sea X un conjuntoy X x (—): Set — Set y (—) x X: Set — Set los funtores
(X x (D) =X xY, ((0)x X)(¥) =Y x X
(X x (=N =0x. 1), () x X)) =(f1x), [ Y =Y,

donde (1x, f)(z,y) = (z, f(y)) v (f,1x)(y,2) = (f(y),x), para todo 2 € X ey € Y.
Las aplicaciones ty: X x Y — Y x X, ty(z,y) = (y,x), dan una equivalencia natural
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t: X x (=) = (=) x X. En efecto, t es una transformacion natural, puesto que si f: Y — Y’

es una aplicacion, se tiene el diagrama conmutativo

t
XxY ——YVxX

(qu ymm
t/
XxY — V' xX

y las aplicaciones ty son biyectivas, para todo conjunto Y.

(5) Consideremos el funtor &,(—): Modgr — Modgr, dado por ®&,(M)=M"ysi f: M - N

es un homomorfismo de R-mo6dulos
Sn(f)=f" M" — M"
(a1y...,an) — (f(a1),..., f(an)).
Se tiene una transformacion natural a”: Iyjedg — ®» dada por
oy M — M"
a—(a,...,a).

o™ es una transformacion natural ya que si f: M — N es un homomorfismo de R-mddulos

se tiene el diagrama conmutativo

o
MM )

fl lf(n)
o

Veremos mas ejemplos de transformaciones naturales en el capitulo 3, al estudiar la unidad y

la counidad de una adjuncién.



Capitulo 2

Construcciones Universales

No podemos precisar de momento el concepto de construccion universal. Para justificar este
concepto necesitaremos el lenguaje de funtores adjuntos. En esta seccion vamos estudiar algunos

ejemplos de construcciones universales.

2.1. Productos y coproductos

Definicion 2.1. Sea {X; };c; una familia de objetos de una categoria C. Un producto de los objetos
X, donde i € I, es un par (X, p;), donde X es un objeto de C y p;: X — X; es un morfismo para
cada i € I,y el par (X, p;) verifica la siguiente propiedad universal: Dado un objeto Y y morfismos
fi:Y = X;, i € I, existe un tnico morfismo f = {f;}: ¥ — X verificando p; o f = f;, para todo
i€l

P

N

X;

~

T

Los morfismos p;, i € I, se llaman proyecciones. No podemos afirmar que existe el producto
de una familia de objetos en una categoria C, pero podemos afirmar que si existe es tnico salvo

isomorfismos.

Teorema 2.2. Sean (X, p;),(X’,pl) productos de la familia {X;};cr. Existe un inico isomorfismo

h: X — X' tal que p} o h = p;, para cada i € I.

Demostracion. Por la propiedad universal de X existe un tnico morfismo g: X’ — X tal que
p; o g = pj;. De forma analoga existe un morfismo h: X — X’ tal que p} o h = p;, para todo i € I.
Asi,

piogoh=p;=p;olx, Viel

Por la propiedad universal de (X, p;), esto implica que go h = 1x. Analogamente hog =1x,. O

15
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Si (X,p;) es un producto y g: X’ — X es un isomorfismo, entonces (X', p; o g) es también

un producto. Denotaremos un producto de la familia {X;}icr por [[;c; Xi. Si I = {1,2,...,n}

escribiremos X = X7 x ... x X,,.

Proposicion 2.3. Si C es una categoria con productos y objeto cero, entonces las proyecciones

son retracciones; en particular las proyecciones son epimorfismos.

Demostracion. Sea {X;}icr una familia de objetos de C y sean f;: X; — X; los morfismos dados
por: f; = 0 parai # jy f; = lx,. Por la propiedada universal del producto [],;.; X, existe un

morfismo f: X; — []

icl
ser Xi tal que pj o f = 1x,. Luego, p; es una retraccion.

O
Proposicion 2.4. Sean {X;}icr y {X|}icr dos familias de objetos de C. Si los productos [[,.; X;

y [1,e;r Xi existen y si tenemos morfismos f;: X; — X| para todo i € I, entonces existe un inico
morfismo [[;c; fir [Lier Xi = [Lics Xi tal que p; o (I1;c; fi) = fi o pi, para todo i € I.
Demostracion. Consideremos los morfismos f; o p;: [[;c; Xi — Xj, i € I. Por la propiedad
ie1 Xi,p;), existe un tnico morfismo h: [[,c; Xs — [[,c; X|, tal que
p; o h = f; op;, para todo i € I. Denotaremos h por [[,.; fi. O

universal del producto (]

Definicién 2.5. Se dice que una categoria C tiene productos (resp. tiene productos finitos) si para
todo conjunto I (resp. conjunto finito I) existe el producto de cualquier familia de objetos indicada

por 1.

Sea I un conjunto. Consideremos I como una categoria cuyos objetos son los elementos de I y
cuyos tinicos morfismos son las identidades. Si C es una categoria y F': I — C es un objeto de C!
(véase ejemplos (17)), denotaremos por F; la imagen por F de i € I, es decir F(i) = F;, y si

t: ' — F’ es un morfismo en C! tenemos morfismos t;: F; — F! enC.

Proposiciéon 2.6. Si I es un conjunto y C tiene productos para todas las familias de objetos

indicadas por I, entonces se tiene un funtor

H: ¢l >,

iel
dado por [[,c;(F) = [Lic; Fi y sit: F = F' es una transformacion natural, [, (t) = [,c; ts,
con t;: F; — F!.

Demostracion. Es inmediata. O

Ejemplos 2.7. (1) En la categoria Set existen productos. Un producto de la familia de conjun-

tos { X }ier es el producto cartesiano de conjuntos [ [, ; X;. Las proyecciones p;: [[;o; Xi — X

son las aplicaciones dadas por p;((x;)ier) = ;.

El par ([[;c; Xi,pi) verifica la propiedad universal del producto. En efecto, si Y es un
conjunto y para cada I € [ se tiene una aplicacién f;: Y — X;, entonces la aplicacion
[:Y = [lc; Xi, dada por f(y) = (fi(y)), verifica que p; o f = f;, para todo i € I y ademas

f es la tnica aplicacion tal que p; o f = f;.
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2)

(6)

En la categoria Top existen productos. El producto de una familia de espacios topologicos

{X;}ier es el producto cartesiano de conjuntos [],.; X; con la topologia producto.

il
El par ([[;c; Xi,pi) verifica la propiedad universal del producto. En efecto, dadas aplicaciones
continuas f;: Y — X;, i € I, la aplicacion f: Y — [[Xi, f(y) = (fi(y))ier, es la unica
aplicacion tal que p; o f = f;, para todo ¢ € I. La aplicacion f es continua puesto que si U es
un abierto de [ X;, existen abiertos U;, # X;,,...,U;, # X;,, para algan n > 0, tales que
U = [l;c; Ui, siendo U; = X; para todo i € I — {iy,...,i,}. Entonces

) =y e Y | fy) ={wi(f@))ier | pi(f(y)) € Us,i € I}
= ﬁ(piof)_l(Ui)-

i=ip
es un abierto de Y.

En la categoria Gpr existen productos. Un producto de una familia de grupos {G,};cr es el

producto cartesiano de conjuntos [[,.; G, con las operaciones

el
(i) - (7)) = (2 - ).

Las proyecciones son los homomorfismos de grupos p;: [[,c; Gi = G, dados por p;((x;)) =
Zj-

(ILic; Gi, ps) verifica la propiedad universal del producto. En efecto, dados homomorfismos
de grupos f;: G' = Gy, la aplicacion f: G' — [[ Gy, f(z) = (fi(x))icr, es un homomorfismo

de grupos y es el anico homomorfismo de grupos tal que p; o f = f;, para todo i € I,

En la categoria Modg existen productos. Un producto de una familia de modulos {M;}icr

es el producto cartesiano de conjuntos [[,.; M;, con las operaciones

iel
(mi) + (m3) = (mi +m;), v (ms) = (rms)
Las proyecciones son los homomorfismos de modulos p;: [[;o; M; — M; dadas por p;((m;)) =

m,;. La propiedad universal del producto se prueba de forma similar a como se prob6 en gru-

pos.

En la categoria Ring existen productos. Un producto de una familia de anillos {R;};cs es el

producto cartesiano de conjuntos [],.; R; con las operaciones

icl
(ri) + (ri) = (ri+73), (ra) () = (ri 7).

Las proyecciones son los homomorfismos de anillos p;: [[;c; Ri — R; dados por p;((m;)) =

mj.

La categoria Field no tiene productos. Por ejemplo, no existe el cuerpo producto de dos

cuerpos de distinta caracteristica.

El concepto dual del concepto de producto es el concepto de coproducto.
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Definiciéon 2.8. Sea {X;}ic; una familia de objetos de una categoria C. Un coproducto de los
objetos X; es un par (X,¢;), donde X es un objeto en C y ¢;: X; — X es un morfismo para
cada i € I. El par (X, ¢;) verifica la siguiente propiedad universal: Dado un objeto ¥ y morfismos
fi: X; = Y, para cada i € I, existe un tnico morfismo f = (f;): X — Y verificando ¢; o f = f;,
para todo i € I.

qi

X, X

_
N

|

|

|

|

|
Y
es conmutativo.

Los morfismos ¢; se llaman inyecciones. No podemos afirmar que existe el coproducto de una
familia de objetos en una categoria C, pero podemos afirmar que si existe es tnico salvo isomorfis-

mos.

Teorema 2.9. Sean (X,q;) y (X',q;) coproductos de la familia {X;}icr. Existe un unico isomor-

fismo h: X — X' tal que ¢; o h = ¢, para cada i € I.
Demostracion. Se sigue del teorema 2.2 y del teorema de dualidad. O

Si (X, ¢;) es un coproducto y h: X — X’ es un isomorfismo, entonces (X', hog;) es también un
coproducto. Denotaremos un coproducto de la familia {X;}ier por @, ; X;. Si I = {1,2,...,n}

escribiremos X = X1 P ... P X,

icl

Proposicion 2.10. Sean {X;}icr v {X!}ier dos familias de objetos de C. Si los coproductos
D Xi;cr, D X, existen y tenemos morfismos fi: X; — X[ para todo i € I, entonces existe un
tnico morfismo @,c; fi: @icr Xi = PB,er X tal que (D fi;er) 04 = qio fi

Demostracion. Se sigue de la proposicion 2.4 y del teorema de dualidad. O

Definicién 2.11. Se dice que una categoria C tiene coproductos (resp. tiene coproductos finitos) si
para todo conjunto I (resp. conjunto finito I) existe el coproducto de cualquier familia de objetos

indicada por I.

Proposicion 2.12. Si I es un conjunto y C tiene coproductos para todas las familias de objetos

indicadas con I, entonces se tiene un funtor
@: ¢l >,
iel

dado por @, (F) = @,;c; Fi y sit: F — I’ es una transformacion natural, @, ;(t) = @, ti-

iel
Demostracion. Es inmediata. O

Proposicion 2.13. Si C es una categoria con coproductos y objeto cero, entonces las inyecciones

son secciones; en particular las inyecciones son monomorfismos.
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Demostracion. Se sigue de la proposicion 2.3y del teorema de dualidad. O

Ejemplos 2.14. (1) En la categorias Set existen coproductos. Un coproducto de una familia

de conjuntos {X;};cs es la union disjunta de los conjuntos X;, | |..; X;, con las aplicaciones

icl
inyeccion q;: X; — | |;c; Xi, qi(5) = 5.

En efecto, dadas aplicaciones f;: X; — Y, i € I, la aplicacion f: | |,c; X; — Y dada por
f(z;) = fi(x;), para todo i € I, es la tnica aplicacion que verifica que f o ¢; = f;, para todo

i€ 1.

En la categorias Top existen coproductos. Un coproducto de una familia de espacios topolo-

gicos {X;}icr es el conjunto uni6on disjunta | |, ; X; con la topologia suma y las aplicaciones

el
inyeccion ¢;: X; — | |;c; Xy, estan dadas por ¢;(z;) = ;.

Veamos que (| |;; Xi, ¢i) es un coproducto de los X;. Dadas aplicaciones continuas f;: X; — Y,
i € I, la aplicacion f: | |,c; X; = Y dada por f(z;) = fi(x;), para todo i € I, es continua:

Si V' es un abierto en Y, entonces
T NXs={re X, | flz:) eV}=f1(V).
es un abierto en X;, para todo i € I. Ademés, f o q; = f;, para todo i €

En la categoria Grp existen coproductos. Un objeto coproducto de la familia de grupos
{G;}ier es el producto libre ;1 G;, es decir el grupo cociente del grupo libre sobre el conjunto

union disjunta | |, ; Gy, F(|];c; Gi), por el subgrupo normal H generado por el conjunto
{mi(wi) pi(ah) pi(wag) ™ | @i, 2; € Giyi € I}

donde u;: G; — |—|ie ; Gi son las inyecciones en el conjunto | |,.; G;. Las inyecciones en el
producto libre x;c1G; = F(| ];¢;
donde p: F(||;c; Gi) — *ic1Gi es la proyeccion, p(x) = xH y v: | |;c; Xi = F(|U;c; Gi) es

la inclusion.

el
G;)/H son los homomorfismos ¢; = poto p;: G; = xc1Gi,

Veamos que el par (x;c1Gi, g;) es un coproducto de la familia {G; };c;. Dados homomorfismos
de grupos f;: G; — G, por la propiedad universal del coproducto en Set de los grupos G,
|l;c; G, existe un tnica aplicacion f: | |;.; Gi; — G tal que fou; = f;. Por la propiedad uni-
versal del grupo libre sobre el conjunto | |,c; Gi, F(||;c; Gi), existe un tinico homomorfismo

de gupos f": F(| J,c; Gi) = G tal que f’ or= f. Dado que
I (i) i) pa(aah) ™) = fiws) fiah) filwai)) ™t =0

se tiene que H C ker f’. Dado que f'(H) = 0, la aplicacion ]?’: F(lJ;e; Gi)/H — G, dada por
]?’(xH) = f'(z) es un homomomorfismo de grupos tal que flop = f'. Se tiene que f'oq; = fi,
para todo ¢ € I.

Obsérvese que si G es un grupo y S C G, el subgrupo normal generado por S es el menor

subgrupo normal de G que contiene a S.
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(4) En la categoria Modg existen coproductos. Un coproducto de la familia de modulos {M; },cr,
es el R-modulo ),

para un ndimero finito de elementos ¢ € I, con las operaciones

M;, cuyos elementos son familias (m;);cr, con m; € M; y m; # 0 solo

(mg)ier + (m)icr = (mi +m})icr, 7 (mg)ier = (rmg)icr, mi,m; € M;, r € R.

Para cada j € I, las aplicaciones inyeccion son los homomorfismos de R-moédulos g;: M; — @ M,

dados por g;(m;) = (m])ic1, con m; =0, para i # j y m}; = m;, para m; € M;.

Veamos que (P;c; Mi,q;) es un coproducto de los M;. En efecto, sean f;: M; — M, i € I,
homomorfismos de R-modulos. La aplicacion f: @@ M; — M, dada por f((m;)) = fi(m;)

es el tinico homomorfismo de R-moédulos tal que g; o f = f;, para todo i € I.

(5) La categoria Ring tiene coproductos. Sean {R;};c; un conjunto de anillos conmutativos y

unitarios, p;: R; — | |;c; Ri las aplicaciones inyeccion, Z[| |;,.; R;] el anillo de polinomios

iel
con coeficientes en Z sobre el conjunto | J,c; R v ¢: | J;c; Ri — Z[|];c; Ri] la aplicacion

inclusion. Un coproducto de los anillos R;, es el cociente del anillo Z|| |, ; R;], por el ideal a

iel
generado por el conjunto

{pi(r) + () — pa(ra +73), pa(re) pa(rg) — (i) | ro,7i € Riy i € I},

es decir @,;
p: Z[||;er Ri] = Z[|;c; Ri]/a es la proyeccion, p(z) = z + a.

R; = Z[| J;c; Ri]/a. Los homomorfismos inyeccién son ¢; = p o ¢ o y;, donde

Un coproducto de los anillos Ry S es también el producto tensorial R® .S donde la estructura

de anillo en R ®z S esta dada por:
res)(res)=rress.

y los homomorfismos inyeccion g1 : R — R®yz S estan dados por ¢1(r) = r®1y ¢2(s) = 1®s.
Veamos que la terna (R ®z S, q1,q2) es un coproducto de Ry S. En efecto, si f: R — Ly
g: S — L son homomorfismos de anillos, la aplicacion a: R x S — L, a(r,s) = f(r)g(s) es
Z-bilineal y por tanto induce un homomorfismo de grupos abelianos 8: R ®z S — L tal que

Bou=a,slendo u: RxS — R®z S, u(r,s) =r®s. Ademés, 8 es homomorfismo de anillos
yBoqu=f,Bog =g

(6) La categorfa Field no tiene coproductos. Por ejemplo, no existe el coproducto de dos cuerpos

de distinta caracteristica.

2.2. Igualadores y coigualadores

Definiciéon 2.15. Dados dos morfismos f,g: X — Y, se dice que un par (E,u), donde E es un
objetoen Cy u: F — X es un morfismo en C, es un igualador para f y g, si fou=gouy el par

(E,u) verifica la siguiente propiedad universal: Si v: Z — X es otro morfismo tal que fov =gow
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entonces existe un tnico morfismo h: Z — E tal que uo h = v.
E——
%

z

Se dice que E es un objeto igualador de fy g,

g
X .Y
f

Proposicion 2.16. Siu: E — X es un igualador para [ y g, entonces u es un monomorfismo. Si

(E',u) es otro igualador para f y g, entonces existe un isomorfismo h: E' — E tal que uoh = u'.

Demostracion. Sean hy, hs: E' — E tales que uwo hy = uo hy. Entonces tenemos que fo(uohy) =
(fou)ohy = (gou)ohy = go(uohy). Pero por la definicion de igualador, la factorizacion de
uo hy a través de E debe ser tnica, por tanto h; = hs, lo que implica que u es un monomorfismo.

Sea u': E' — X otro igualador para f y ¢g. Entonces, por la propiedad universal de (F,u),
existe un morfismo h: E' — F tal que uoh = v’ y por la propiedad universal de (E’, u’) existe un
morfismo h': E — E tal que v/ o h' = u. Asi, uohoh’ = u' oh’ = u. Al ser v un monomorfismo,

se sigue que h o h’ = 1. Analogamente, h' o h = 1%;. Por tanto h es un isomorfismo con inverso
B O

Definicion 2.17. Se dice que una categoria C tiene igualadores si existe un igualador para todo

par de morfismos en C con igual dominio y codominio.

Ejemplo 2.18. Las categorias Set, Top, Grp, Modgr, Ring y Field tienen igualadores. En la
categoria Set (resp. Top, Grp, Modg, Ring, Field) si f,g: X — Y son dos morfismos, un objeto
igualador de f y g es el siguiente subconjunto (resp. espacio topologico con la topologia inducida,

subgrupo, submodulo, subanillo, subcuerpo):

E={xzeX | f(z)=g(x)}

Sii: E — X es la inclusion, el par (E,%) es un igualador para f y g.

En efecto, si v: Z — X es una aplicacion (resp. aplicacion continua, homomorfismo de grupos,
homomorfismo de R-moédulos, homomorfismo de anillos, homomorfismo de cuerpos) tal que fov =
gow,es decir f(v(z)) = g(v(2)), para todo Z € Z, entonces v(z) € E. Sea h: Z — E, la aplicacion
dada por h(z) = v(z). En la categoria Top, la aplicacién h es continua. puesto que si U es un
abierto de X, entonces h=1(U N E) = v=}(U), es un abierto de Z. En la categoria de grupos (resp.
R-mo6dulos, anillos, cuerpos) h es un homomorfismo de grupos (resp. R-médulos, anillos, cuerpos).
Ademés, i o h = v. La unicidad del morfismo h que se factoriza por F se sigue de que ¢ es un

monomorfismo.

Definicién 2.19. Sea C una categoria con objeto cero y sea f: X — Y. Se dice que un par (K1),
i: K — X, es un nucleo para f si (K1) es un igualador para los morfismos f y 0, es decir foi =0

y el par (K,4) verifica la siguiente propiedad universal: Si v: Z — X es otro morfismo tal que
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f ov =0 entonces existe un anico morfismo h: Z — E tal que io h = v.

i f
K X Y

h v
0

VA

Si (K, 1) es un nucleo de f se suele denotar K por Nuc(f).

Ejemplo 2.20. En la categoria Grp (resp. Modg) si f: X — Y es un homomorfismo, un nticleo
de f es el par (Nuc(f),¢) donde Nuc(f) es el siguiente subgrupo (resp. R-submodulo):

Nuc(f) ={z e X | f(z) =1}
y donde 1 denota el elemento neutro de Y e ¢: Nuc(f) — X es la inclusion.
El concepto dual del concepto de igualador es el concepto de coigualador.

Definicién 2.21. Dados dos morfismos f,g: X — Y, un coigualador de f y g es un igualador de
f v g en la categorfa C°P, es decir, un par (C,c), donde C es un objeto en Cy ¢: Y — C es un
morfismo en C, es un coigualador para fy g, si co f = cog y el par (C,c) verifica la siguiente
propiedad universal: Si t: Y — Z es otro morfismo tal que t o f =t o g entonces existe un tnico

morfismo h: C — Z tal que hoc=1t.

X

L<

~
N-----Q
>

Se dice que C es un objeto coigualador de fy g,

Proposicion 2.22. Si (C,¢) es un coigualador para [ y g, entonces ¢ es un epimorfismo. Si (C', )

es otro coigualador para f y g entonces existe un isomorfismo h: C — C' tal que hoc = ¢'.
Demostracion. Se sigue de la proposicién y del principio de dualidad. O

Definicion 2.23. Se dice que una categoria C tiene coigualadores si existe un coigualador para

todo par de morfismos en C con igual dominio y codominio.

Ejemplos 2.24. (1) La categoria Set tiene coigualadores. Si f,g: X — Y son aplicaciones, un
coigualador de f y g es el par (Y/ ~g,p), donde ~g es la menor relacion de equivalencia que

contiene a la relaciéon R en Y, dada por
1 Rys < Jr € X, talque y1 = f(x), y2 = g(x),

yp: Y =Y/ ~g es la aplicacion proyeccion, p(y) = [y].



2.2. IGUALADORES Y COIGUALADORES 23

Obsérvese que dada una relaciéon R en un conjunto Y, la menor relacién de equivalencia que
contiene a R y que denotamos por ~g esta dada por: y ~r y paratodo y € Y y siy # v/,

entonces y ~p ¥’ si, y solo si, existen y1,...,y- €Y, cony; =y, ¥ =y y ademas,
yiRy2 o y2 Ryr,...,yr—1 Ryr 0 yr Ryr—1.

Veamos que, en nuestro caso, (Y/ ~g, p) es un coigualador de f y g. Dado que [f(x)] = [¢(z)],

pof =pog.Sit: Y — Z es otra aplicacion tal que to f = tog, podemos construir la aplicaciéon

Y
h: — — Z,
~R
[y] = t(y).
Se tiene que h es una aplicacion: Si y ~g ¥, entonces existen y1,...,y,, con y1 =y, yr =y
y ademés, y1 Ry2 o y2 Ry1, .., Yr—1 Ry, 0y Ry,_1. Por tanto existen z1,...,z,_1, tales

que y = f(xl)a Y2 = g($1) o0y = g(xl)a Y2 = f(xl)v ey Yr—1 = f(‘rTfl)7 y/ = g(l‘r,]_) O
Yr—1 = g(xr_1), ¥ = f(xr—1). Dado que to f =t o g, se tiene

t(y) = t(y2), t(y2) = t(ys), ..., h(yr—1) = t(y').

Asi, t(y) = t(y'). Ademas, h o p = t. La unicidad de h se sigue de que p es una aplicacion

suprayectiva.

La categoria Top tiene coigualadores. En la categoria Top, si f,g: X — Y son aplicaciones
continuas, un coigualador de f y g es el coigualador de f y g construido en Set, (Y/ ~g,p),

considerando en el conjunto Y/ ~g la topologia identificacion.

En efecto, sea t: Y — Z una aplicaciéon continua tal que t o f = ¢ o g. La aplicacion
h:Y/~gp— Z, hly] = t(y), verifica que hop = ¢ y es continua. En efecto, si U es un
abierto de Z, entonces h~1(U) es un abierto de Y/ ~, puesto que p~*(h=1(U)) = t~1(U).

La categoria Grp tiene coigualadores. En la categoria Grp, si f,g: X — Y son homomor-
fismos de grupos, un objeto coigualador de f y ¢ es el grupo cociente Y/H, donde H =
(f(x)"tg(z) | * € G) N es el subgrupo normal de Y generado por el conjunto {f(z) tg(z) |
x € G}. El par (Y/H,p), donde p: Y — Y/H es el homomorfismo proyeccion, es un coigua-
lador de (f, g).

En efecto, como p(f(z)) = f(x)H = g(z)H = (po g)(z), para todo z € X, se tiene que
pof =pog. Sit:Y — Z es un homomorfismo de grupos tal que to f = t o g, entonces
t(f(z)~tg(z)) = 1, para todo x € X, de donde se sigue que H C kert. Dado que t(H) = 1,
existe un homomorfismo de grupos h: Y/H — Z, tal que hop = t. La unicidad de h se sigue

de que p es suprayectivo.

La categoria Modg (resp. Ring) tiene coigualadores. Si f,g: X — Y son homomorfismos
de R-modulos (resp. anillos), un coigualador de f y g es el par (Y/S,p), donde Y/S es el
R-modulo (resp. anillo) cociente de Y por el submodulo (resp. ideal) S generado por el
subconjunto {f(z) —g(z) | © € X} y p: Y — Y/N es la proyeccion. Para probar este

resultado se razona como en la categoria Grp.
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(5) La categoria Field no tiene coigualadores. No existe el coigualador de ningtn par de homo-
morfismos distintos f,g: K — L. En efecto, si (C,c) es un coigualador de f y g, entonces
cof = cog y por ser ¢ una aplicacion inyectiva (los homomorfismo de cuerpos son aplicaciones

inyectivas), f = g.

Definicién 2.25. Sea C una categoria con objeto cero y sea f: X — Y. Se dice que un par (C, ¢),
c:'Y — C, es un coniicleo para f, si (C,c¢) es un coigualador para los morfismos f y 0, es decir si
co f=0ysi(C,c) verifica la siguiente propiedad universal: Si t: Y — Z es otro morfismo tal que

t o f = 0 entonces existe un inico morfismo h: C — Z tal que hoc=1t.

f c
X Y

Ne----Q
>

Si (C, ¢) es un contcleo de f se suele denotar C' por Conuc(f).

Ejemplos 2.26. (1) En la categorfa Grp si f: G — G’ es un homomorfismo de grupos un
contcleo de f es el par (Conuc(f),c) donde Conuc(f) = G'/(f(G))n, donde (f(G))n es el
subgrupo normal de Y generado por f(G) y ¢: G' — G'/{f(G))n es la proyeccion, es decir
c(y) =y (f(G))n-

(2) Enla categoria Modg si f: M — M’ es un morfismo un coniicleo de f es el par (Conuc(f), ¢),
donde Conuc(f) =M'/f(M)y c: M — M'/f(M) es la proyeccion, ¢(m’) = m' + f(M).

2.3. Cuadrados cartesianos y cuadrados cocartesianos

Definicién 2.27. Dados f1: A1 = X y fo: A2 — X morfismos en C. Un cuadrado cartesiano
para (f1, f2) es una terna (P, g1,¢2), donde P es un objeto de Cy g1: P — A1y go: P — Ay son
morfismos tales que g1 o f1 = g2 0 f2 y la terna (P, g1, g2) verifica la siguiente propiedad universal:
Para todo par de morfismos h1: Q — A1 y ha: Q — Ay con hy o fi = hy o fa, existe un tnico
morfismo h: Q — P tal que gy oh =hy y g2 o h = ho.

Proposicion 2.28. Si (P, g}, 95) es otro cuadrado cartesiano para (f1, f2), entonces existe un

isomorfismo h: P' — P tal que gy oh =g} y g2oh = gh.



2.3. CUADRADOS CARTESIANOS Y CUADRADOS COCARTESIANOS 25

Demostracion. Por la propiedad universal de (P, g1, g2), existe un Gnico morfismo h: P'— P tal
que gyoh =g} y gaoh = gb, y por la propiedad universal de (P’, ¢, g5), existe un tinico morfismo
h': P— P talque gjoh/ = g1y ghoh' = go. Se tiene que gjohoh’ = gjoh’ = g1 y gaohoh' = gs.
De la unicidad de las factorizaciones a través de P, se sigue que h o b’ = 1p. De forma analoga se

prueba que h' o h = 1p/. Asi, h es un isomorfismo. O

Proposicion 2.29. Sean f1: Ay = X y fo: As — X morfismos en C. Si (P, g1, g2) es un cuadrado

cartesiano para (f1, f2) y f1 es un monomorfismo, entonces ga es un monomorfismo.

Demostracion. Si «, : Q — P son morfismos tales que g2 o @ = g2 o 3, entonces f1 0 g1 o @ =
faogooa = faogaofB = frog108. Dado que f; es un monomorfismo, g; oaw = g1 o 5. Por la unicidad

de las factorizaciones a través de P, se tiene que o = 3. Por tanto, g es un monomorfismo. O

Definicién 2.30. Se dice que una categoria C tiene cuadrados cartesianos si existen cuadrados

cartesianos para todo par de morfismos en C con igual codominio.

Ejemplos 2.31. Las categorias Set, Top, Modg, Ring, Field tienen cuadrados cartesianos. En
la categoria Set (resp. Top, Modg, Ring, Field) un cuadrado cartesiano para los morfismos
fi: A4 = Xy fa: As — X esla terna (41 X x Ao, p1,p2), donde A7 X x As es el subconjunto (resp,
subespacio con la topologia inducida, subgrupo, submodulo, subanillo, subcuerpo) del producto

cartesiano A; x Ay dado por

A1 xx A2 = {(a1,a2) | fi(a1) = f2(az)}.

En efecto, si hy: Q — Ay y ha: Q — A son aplicaciones (resp. aplicaciones continuas, homomorfis-
mos de grupos, homomorfismos de modulos, homomorfismos de anillos, homomorfismos de cuerpos)
que verifican que hjo fi; = hoo fa, la aplicacion h: Q@ — Ay X x A3 dada por h(x) = (hy(x), ha(x)), es
la Gnica aplicacion (resp aplicacion continua, homomorfismo de grupos, homomorfismo de moédulos,

homomorfismo de anillos, homomorfismo de cuerpos) que verifica que g1 o h = hy y ga o h = ho.
El concepto dual del concepto de cuadrado cartesiano es el concepto de cuadrado cocartesiano.

Definicion 2.32. Dados f1: X — Ay y fo: X — Ay morfismos en C. Un cuadrado cocartesiano
para (f1, f2) es una terna (C, g1, g2), donde C es un objeto de Cy g1: A1 — C'y g2: Ay — C son
morfismos tales que g1 o f1 = g2 0 fo, que verifica la siguiente propiedad universal: Para todo par de
morfismos hi: Ay = Dy ho: A — D con hy o fi = hs o f5, existe un tnico morfismo h: C' — D
tal que hogy = hy1 y ho gy = hs.
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Proposicion 2.33. Si (C', g1, 95), es otro cuadrado cocartesiano para (f1, f2), entonces existe un

isomorfismo h: C — C’ tal que ho gy =g} y ho gy = gh.
Demostracion. Se sigue de la proposicion 2.28y del teorema de dualidad. O

Proposicion 2.34. Sean f1: X — Ay y for: X — A morfismos enC. Si (C, g1,g2) es un cuadrado

cocartesiano para (f1, f2) y f1 es un epimorfismo, entonces ga es un epimorfismo.
Demostracion. Se sigue de la proposicion y del teorema de dualidad. O]

Definicion 2.35. Se dice que una categoria C tiene cuadrados cocartesianos si existe un cuadrado

cocartesiano para todo par de morfismos en C con igual dominio.

Ejemplos 2.36. (1) Las categorias Set y Top tienen cuadrados cocartesianos. Dadas las apli-
caciones (resp. aplicaciones continuas) f1: X — Ay y fo: X — As, consideremos el conjun-
to cociente de la union disjunta A;| | Ao (resp. espacio topologico cociente del coproducto
Ai1| | Az en Top) por la relacion ~g, donde ~p es la menor relacion de equivalencia que

contiene a la relacion R dada por: si a; € Ay y as € Agy

a1 Ray <= Fr e X, fi(r)=ai, fo(r) = as.

Sean g¢;: A; — (A1|]A2)/ ~g, las aplicaciones (resp. aplicaciones continuas) dadas por
gi(a;) = la;], para i = 1,2, La terna ((A1|]A2)/~r,91,92) es un cuadrado cocartesiano
para f1y f.

Veamos que ((A1| | A2)/~r, g1, g2) verifica la propiedad universal del cuadrado cocartesiano
para (f1, fe). En efecto, se tiene que g1 o f1 = ga o fo. Ademaés, si hy: Ay — Dy hy: As — D
son aplicaciones (resp. aplicaciones continuas) tales que hjo f1 = hao fo, entonces la aplicacion
h: (A1||A2)/~r— D dada por

1(x), si x € Ay
(e = 1S

ha(x), si x € A,,
es la dnica aplicacion (resp. aplicacion continua) que verifica que ho gy = hy y ho go = ha.

(2) La categoria Grp tiene cuadrados cocartesianos. Sean f1: X — Ay y fo: X — A homomor-
fismos de grupos y sea A; xx As el producto libre amalgamado, es decir, el grupo cociente

del producto libre A; x Ay, por el subgrupo normal H generado por el subconjunto

{((q10 f1)(@) " (20 fo)(z) | € X}

donde q1: A1 — A1 x Ay y g2: Ay — Ay % Ay son los homomorfismos inyeccion.

La terna (A1 xx Asa, g1, g2), siendo g;: A; — A1xx As el homomorfismo dado por g;(a;) = a; H,

para i = 1,2, es un cuadrado cocartesiano para f1 y fo.

Veamos que (A1 xx As, g1, g2) es un cuadrado cocartesiano para (f1, f2): Dado que

(q1(f1(2)) " qa(fa(2)) € H,
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se tiene que (g1 o f1)(z) = ai(fi(x)H) = @(f2(x)H) = (g2 o f2)(z), para todo z € X,
equivalentemente, g10 f; = gso fo. Ademés, si hy: Ay — Dy hy: A3 — D son homomorfismos
tales que hy o f1 = hg o fa, por la propiedad universal del coproducto A; x Ay, existe un tnico
homomorfismo h: A; x Ay — D tal que hogq = h1 y hogo = hy. Se tiene que H C ker h. En
efecto,

har(f1(2) " g2 (fa(2))) = ha(fi ()~ ha(fa(z)) = 1.

Dado que que h(H) = {1}, existe un tnico homomorfismo de grupos h: Ay *x As — D tal
que h op = h. Se tiene

ﬁoglzﬁOpOilzhOilzhh hoggzﬁogﬁoz‘z:hoz’gzhg.

La unicidad de  se sigue de la unicidad de h y de que p es un epimorfismo.

La categoria Modg tiene cuadrados cocartesianos. Sean f1: X — A; y fo: X — As homo-

morfismos de R-moédulos y consideremos el modulo cociente (4; @ As)/N, donde

N =A{(fi(x), —f2(x)) | z € X}
La terna ((A; @ A2)/N, g1, g2), donde los homomorfismos g;: 4; — (A1 @ As)/N, i = 1,2,

estan dados por g1(a1) = (a1,0) + N y ga(a2) = (0,a2) + N, es un cuadrado cocartesiano
para f1y fa.
En efecto, dado que (fi(x), —f2(x)) € N, se tiene

g1(f1(z)) = (f1(),0) + N = (0, f2(z)) + N = g2(fa2(2)), = € X,

equivalentemente, gy o f1 = g2 0 fo. Sean hy: Ay — D y hy: As — D son homomorfismos de
R-modulos tales que hy o fi = hg o fo. La aplicacion h: A; @ As — D dada por h(aq,as) =
hi(a1) + ha(az) es un homomorfismo de R-modulos y h(N) = 0. En efecto,

h(fi(z), = f2(2)) = h1(f1(z)) — ha(f2(x)) =0,

luego existe un homomorfismo de R-médulos h: (A1 @ Az)/N — D tal que

~

h((al,az) + N) = hl(al) + hQ(ag).

Ademas, h es el tinico homomorfismo de R-médulos tal que ho g=hy ho go = ho.
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(4) La categoria Ring tiene cuadrados cocartesianos. Sean f1: X — Ay y fo: X — Az homomor-

fismos de anillos, la terna (4; ®x Az, g1, g2), donde 4; ® x A un anillo con la multiplicaciéon
(a1 ® az) (a] ® ay) = a1 @) ® az a3,

y donde los homomorfismos de anillos ¢;: A; = A1 ®x Az, i = 1,2, estan dados por g1(aq) =
a1 ® 1, ga(az) = 1 ® ag, es un cuadrado cocartesiano para fi y fo.

En efecto, se tiene que gy o f1 = go o fo. Si hy: Ay — D y hy: As — D son homomor-
fismos de anillos tales que hy o fi = ho o fy, la aplicacién h: Ay x Ay, — D dada por
h(a1,a2) = hi(a1) he(az), es X-bilineal y por tanto induce un homomorfismo de X-moédulos

~

h: Ay ®x As— D. Ademés, % un homomorfismo de anillos y se tiene que g o h = hyy
go 0 h= ha.

(5) La categoria Field no tiene cuadrados cocartesianos.

2.4. Limites y colimites

Definicién 2.37. Sea 7 una categoria pequena. Un diagrama D sobre 7 en una categoria C es un
funtor,
D:7T—Z¢C
La categoria de diagramas sobre Z en C es la categoria C* definida en ejemplos (17).

Definiciéon 2.38. Sea D un diagrama sobre Z en C. Una familia (f;: X — D;);cz de morfismos

de C se dice que es compatible para D si para cualquier morfismo a: i — j en Z el diagrama

es conmutativo.

Se dice que (X,l;), donde X es un objeto en Cy (I;: X — D;)icz, s una familia compatible
para D, es un limite para D verifica la siguiente propiedad universal: Para cualquier familia de
morfismos (f;: Y — D;);cz compatible para D, existe un tnico morfismo f: Y — X tal que

lio f = f;, para todo i € Z, es decir tal que el diagrama

I

D;

es conmutativo, para todo ¢ € Z.
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Proposicion 2.39. Si (X,1;) y (X', 1)) son limites para el diagrama D entonces existe un isomor-
fismo h: X' — X tal que l; o h =1, para todo i € . Si (X,1;) es un limite y h: X' — X es un

isomorfismo, entonces (X',1; o h) es un limite para D.

Demostracion. Por definicién de limite existen morfismos tnicos h: X — X'y k: X' — X tales

que para todo ¢ € I, I, o h =1; y l; o h = I. Consecuentemente, para todo i,
liokoh=1loh=1;=101x

y como (X,[;) es un limite para D, ko h = 1x. Anélogamente, h o k = 1x/; por tanto h es un

isomorfismo. ]

Notacion 2.40. Denotaremos un limite para un diagrama D sobre T por (lim;er D;,1;) o simple-

mente por lim;cr D;.
Proposicion 2.41. Si existe un limite para cualquier diagrama sobre T en C se tiene un funtor

lim(—): ¢* — ¢
i€z
D~ lim D;.
=
Demostracion. Sit: D — D' es un morfismo en CZ, la familia de morfismos {t; o l;: lim;e7r D; — D’}

es compatible para D’. Por la propiedad universal de (lim;ez D}, 1), existe un morfismo

h: lim D; — lim D),
i€l i€l
en C tal que I} o h = t; o l;. Denotaremos h por lim;c7 t;. Definimos

(D) = lim Dy, lim(t) = lim ;.
i€ i€ i€ i€z
lim;e7(—) es un funtor: Claramente, lim;cz(1p) = lim,e, 0 y sit: D — D" y t': D' — D" son

morfismos en CZ, se prueba facilmente que lim;cz(#' o t) = lim;ez ' o lim;ez t. O
El concepto dual de limite es el de colimite.

Definiciéon 2.42. Sea D un diagrama sobre Z en C. Una familia (f;: D; — Y);cz de morfismos

de C se dice que es cocompatible para D si para cualquier morfismo a: ¢ — j en Z el diagrama

es conmutativo.
Se dice que (X, k;), donde X es un objeto en C y (k;: D; — X);cz es una familia cocompatible

para D, es un colimite para D si verifica la siguiente propiedad universal: Para cualquier familia
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de morfismos (g;: D; — Y );ez cocompatible para D, existe un Gnico morfismo g: X — Y tal que

gok; = g;, para todo i € Z, es decir, tal que el diagrama

es conmutativo, para todo ¢ € 7.

Proposicion 2.43. Si (Y k;) y (Y’
isomorfismo h: Y — Y’ tal que hok; = k., para todo i € T.

ki) son colimites para el diagrama D entonces existe un

) Vg

Demostracion. Se sigue de la proposicion [2.39]y del teorema de dualidad. O

Notacion 2.44. Denotaremos un colimite para un diagrama D sobre T por (colim;erD;,1;) o

sitmplemente por colim;c;D;.
Proposicion 2.45. Si existe un colimite para cualquier diagrama sobre T en C se tiene un funtor

colim(—): ¢* — C

i€
D > colim D;.
i€
Demostracion. Se sigue de la proposicién y del teorema de dualidad. O

Ejemplos 2.46. (1) Si los morfismos de Z son las identidades, entonces un limite para un dia-

grama D sobre I en C es el par ([];.;D;,pi), donde los morfismos p;: [[,.zDs — Dj, son las

i€z
proyecciones del producto. El colimite de D sobre T es el par (3,7, ¢:), donde los morfismos

q;j: Dj — @;cr Di, son las inyecciones en el coproducto.

(2) El limite del diagrama D sobre Z en C, donde Obj(I) = {1,2}, Z(1,2) = {a,b}, D(a) = f y
D(b) = g, es un igualador de (f, g) y el colimite de D es un coigualador de (f, g).

g
Dy """ D
f

(3) El limite del diagrama D sobre Z en C donde Obj(I) = {1,2,3}, Z(1,3) = {a}, Z(2, 3) = {b},
D(a) = f1 y D(b) = fo, es el cuadrado cartesiano para (f1, f2).

Dy

fa

D1L’D3



2.4. LIMITES Y COLIMITES 31

(4)

El limite del diagrama D sobre Z, donde Obj(I) = {1,2,3}, Z(3,1) = {a}, Z(3,2) = {b},
D(a) = f1 vy D(b) = f2, es un cuadrado cocartesiano para (fi, f2).

f
Dy —=

Dy
f1

Dy

Definicion 2.47. Se dice que una categoria C es completa si existe un limite para cualquier

diagrama en C. Se dice que una categoria C es cocompleta si existe un colimite para cualquier

diagrama en C.

Ejemplos 2.48. (1) La categorias Set, Top, Grp, Modgr y Ring son categorias completas.

Si D, es un diagrama sobre Z en Set (resp. Top, Grp, Modgr y Ring) un limite para
(Z, D) esta dado por el subconjunto (resp. subespacio con la topologia inducida, subgrupo,

submodulo, subespacio, subanillo)

EIEII%DZ = {(@i)iez € gDi | Da(xi) = z;, Va:i— j}.
D; es la

junto con las aplicaciones p; o ¢: lim;ez D; — D;, donde ¢: lim;ez D; — HieI

inclusion.

; L Pi
llmiez Dl E— HiEI Dz E— Dl

Claramente, D(a) o p; ot = pjot. Si (Y, f;) es otra familia compatible para D, entonces la
aplicacion (resp. aplicacion continua, homomorfismo de grupos, homomorfismo de modulos,
homomorfismo de anillos) f: Y — lim;ez D;, f(y) = (fi(y))iez es la tnica aplicacion (resp.
aplicacion continua, homomorfismo de grupos, homomorfismo de médulos, homomorfismo de

anillos) que verifica que p; ovo f = f;, para todo i € Z.

Las categorias Set y Top son categorias cocompletas. Si D es un diagrama sobre Z en Set
(resp. Top), un colimite para D esta dado por el conjunto cociente (resp. espacio topologico

cociente con la topologia identificacion)

Uiz Di
colim D; = =L
€L ~R

donde | |;.; D; es el conjunto unién disjunta (resp. suma topologica) de la familia {D;}icz y

donde ~p es la menor relaciéon de equivalencia que contiene a la relacion R dada por

z; € D;, x; € Dj, x; Re; <= Ja:i— j, Da(x;) =z,
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junto con las aplicaciones p o g;: D; — colim;ez D;, siendo ¢;: D; — | |;c7 D; la aplicacion

inyeccion y p: | |;cz Ds — colim;ez D; la proyeccion.

4 P .
i — |ljcz Di —— colim;ezD;
aj

| <

Da
D.

<

(3) La categoria Grp es cocompleta. En la categoria Grp, un colimite para el diagrama D esta
dado por el grupo cociente (x;ezD;)/N, donde *;c7D; es el producto libre de la familia de

grupos {D;};cz y N es el subgrupo normal generado por el subconjunto
{gi(z:) ((gj o Da)(w;))™" | @i € Dy, 4,j €T, az i — j},

donde ¢;: D; — *;ezD; los homomorfismos inyecciéon en el producto libre, junto con los

homomorfismos p o ¢;: D; — (%jezD;)/N, siendo p: x;cz D; — (*iezD;)/N la proyeccion.

(4) La categoria Modg es cocompleta. Un colimite para el diagrama D esta dado por el modulo
cociente (P,;.7 D;)/N, donde P
es el submodulo de

sez Di es el coproducto de la familia moédulos {D;}ier y N

ser Di generado por el conjunto
{ql(xl) - (qJ ODa)(Ii) ‘ T € Di7 7’7.] GIa a:i _).]}a

junto con los homomorfismos p o ¢;: D; — (,.7 D:)/N, siendo los ¢;: D; — @, D; los

homomorfismos inyeccién en el coproducto y p: ;.7 Di = (@7 Di)/N la proyeccion.
Veamos que ((@,.7 Di)/N,p o g;) es un colimite para D. Sea {f;: Y — D;};cz una familia
cocompatible para D. El homomorfismo f: ;.7 Di — Y, dado por f((%i)) = >_,c7 fi(wi),
verifica que f o q; = f;, para todo i € I. Ademas f(N) = {0}, puesto que

fai(zi) = (g5 0 Da)(xi)) = fi(zi) — (f; o Da)(z;) = 0.
Luego, existe un tnico homomorfismo
f-(@D)/N =Y
=
tal que fp = f. Se tiene que J?es el Gnico homomorfismo que verifica que fo pogq; = fi, para
todoi € T.

(5) La categoria Ring es cocompleta. Un colimite para el diagrama D esta dado por el anillo
cociente (P, Di)/a, donde @, ., D; es el coproducto de la familia anillos {D;}icz y a es

el ideal de @, ; D; generado por el conjunto

iel
{qi(z;) — qj(Da(z;)) | i € Dy, 1,j €L, a:i— j},
junto con los homomorfismos p o ¢;: D; — (P, Di)/a, siendo los ¢;: Dy — @7 D; los

homomorfismos inyeccion en el coproducto y p: @,.7 Di — (@,c7 Di)/a la proyeccion.



Capitulo 3

Funtores adjuntos. Propiedades

universales

3.1. Funtores adjuntos

Definicién 3.1. Sean C y D categorias y F': C — Dy G: D — C funtores. Se dice que F' es

adjunto por la izquierda a G o que G es adjunto por la derecha a F, si existe una equivalencia

natural entre los funtores

n: D(F(=), =) — C(=,G(-)),
donde D(F(—),—),C(—,G(—)): C°? x D — Set estan dados por

D(F(=), =) =D(=, =) (F? x1p), C(=,G(=)) =C(=—) (e x G).

C x @y
F G nX,YT
D FX —2 .y

y para todo morfismo (f,g): (X,Y) — (X', Y’) en C°? x D se tiene un cuadrado conmutativo:

X,y

D(FX,Y) — 5 C(X,GY)
D(F(f),g){ [C(LG(Q))

Nx’.y’

D(FX'Y') — ¢(X',GY")

es decir, si p: FX - Y en D,
nxy(gowoF(f))=G(g)onx,y(p)o f,

33
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equivalentemente,
(nx'y)"HG(g) o ¥ o f) =g o (nx,y) ' (¥) o F(f), (3%)

para todo ¢ € C(X,GY).

Denotaremos esta adjuncion por n: F -4 G.

Definicion 3.2. Se llama unidad de la adjuncion n: F 4 G ala transformacion natural p: 1o — GF
dada por

px =nx,rx(1rx).

C x —" S FGx
F G nx,pr
1p(x)
D FX ———FX

Obsérvese que p es una transformacion natural, puesto que si f: X’ — X es un morfismo en C se

tiene el diagrama conmutativo

1254
X —— GFX'
X 2 L GFx

En efecto, por (%) se tiene
GFf (@] /I“/X :GFf o nX/,FX’(lFX’) = nX,FX(FfO 1FX’) = nX,FX(]-FX OFf)
=nx,rx(lpx) o f=px o f.

Definicion 3.3. Sellama counidad de la adjuncion 6: F 4 G ala transformacion natural 6: FG — 1p
dada por

Sy = av,y) ' (lay).

c Gy — L a(y)
F G nGY,YT
SOy
D FGY Y

La naturalidad de ¢ se sigue de la relacion (*).

En general, cuando esté claro que objetos X e Y se consideran, denotaremos nx,y por 7.

Proposicion 3.4. Consideremos la adjuncion n: F 4 G y sean u: l¢ - GF y §: FG — 1p la

unidad y la counidad de la adjuncion, respectivamente. Se tiene
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1) n(p) = Gpopux, para todo ¢: FX =Y.

(
(2) n7(y) = 8y o F, para todo ¢: X — GY .
(3) 6FoFu=1p, Gé o uG = 1¢.

(

4) Propiedad universal de la unidad de la adjuncion: Para cada objeto X en C y cada morfismo

g: X — GY existe un unico morfismo f: FX — Y tal que el tridngulo

es conmutativo, es decir Gf o ux = g.

(5) Propiedad universal de la counidad de la adjuncion: Para cada objeto Y en D y cada morfismo
g: FX =Y existe un unico morfismo f: X — GY tal que el tridngulo

5
FGY ——Y

es conmutativo, es decir o0y o F f = g.

Demostracion. (1) Por la naturalidad de 7, se tiene que n(go@o Ff) = Ggon(y) o f, para todo
feCX',X),geDY,Y)y o e D(FX,Y). Luego,

n(p) = Gpon(lrx) = Gpopx
(2) Por la relacion (xx), se tiene
(W) =07 (ley o) =0~ (lay) o Fyp = by o Fp

(3) Se tienen las transformaciones naturales Fu: F — FGF y 6F: FGF — F,y que (0F o
F/J,)X = 5FX o F/lX~ ASf7

1(0px o Fux) =n(0px) o px =1~ (lerx)) o px = px = n(lpx)
Por tanto, dpx o Fux = 1px. De forma analoga se prueba que Gd o uG = 1.
(4) Dado g: X — GY, se tiene n~1g: FX — Y. Asi, por (1)
G(n'g)opx ==n(n""9) = g.
Probemos ahora la unicidad. Sea f: FX — Y tal que Gf o ux = g. Por (1), se tiene
Gfopx =n(f)

Luego, n(f) = g y por tanto f =1""(g).
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(5) Se prueba de forma similar a (4)

Teorema 3.5. Sean F': C — D y G: D — C funtores, Son equivalentes:
(1) F es adjunto a la izquierda a G, n: F 4 G.

(2) Eziste una transformacion natural p: 1¢ — GF wverificando la siguiente propiedad universal:
Para cada objeto X en C y cada morfismo g: X — GY existe un unico morfismo f: FX —Y

tal que el tridngulo

X

GFX

I
I
g Gf:
|

GY

es conmutativo, es decir tal que Gf opux = g.

(3) Existe una transformacion natural 6: FG — 1p verificando la siguiente propiedad universal:
Para cada objeto Y en D y cada morfismo g: FX — 'Y existe un tinico morfismo f: X — GY

tal que el triangulo
Sy

FGY Y

Ff g

|

|

:

|
FX
es conmutativo, es decir tal que oy o F'f = g.

(4) Ewxisten transformaciones naturales p: 1l¢ — GF y §: FG — 1p tales que F o Fu=1p y
GoouG =1g.

Demostracion. (1) = (2) Se sigue de la proposicion (4).
(2) = (1) Consideremos la aplicacion:
nx.y: DFX,Y) — C(X,GY)
e Goopx

Por la propiedad universal de (2) tenemos que 7y y es biyectiva.
Probemos ahora la naturalidad de n: D(F(—),—) — C(—,G(—)):
Si(f,9): (X,Y)— (X',Y’) es un morfismo en C? x Dy ¢ € C(FX,Y):

n(gopoFf)=G(gopoFf)opux =GgoGpoGFfoux =GgoGpopuxof
=Ggon(p)o f.

(1) = (3) Se sigue de la proposicion (5).
(3) = (1) Se prueba de forma anéloga a (2) = (1).
(1) = (4) Se sigue de la proposicion (3).
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(4) = (1) Consideremos la aplicacion
nxy:DFX,Y) — C(X,GY)
o= Gpopux

Tenemos que 7 es natural puesto que si (f,g): (X,Y) — (X', Y’) es un morfismo en C? x D y
¢ € C(FX,Y):

n(gopoFf)=G(gopoFf)oux =GgoGpoGFfoux =GgoGpopuxof
=Ggon(p)o f.

Probemos ahora que 7y y es biyectiva. La aplicaciéon x y: C(X,GY) — D(FX,Y), dada por
Ex,y(Y) = dy o Fyp para ¢p: X — GY, es la inversa de nx y. En efecto,

Ex,y nx,y)(p) =6y o F(nx,y(p)) =0y o FGpo Fux = podrx o Fux =¢
De forma analoga se prueba que nxy {xy = le(x,av)- O

Obsérvese que en (2) y (4), 4 es la unidad de la adjuncion y que en (3) y (4), d es la counidad
de la adjuncién n: F 4 G.

Proposicion 3.6. Si F 4 G, entonces G°P H F°P,
Demostracion. Sea n: F - G. Se tiene la equivalencia natural

0: CP(GP (=), =) — D(=, FP(=)),
dada por 7xy () = n);}y(/l/)), para todo ¥ € C°P(G°PY, X).

Dov y P ey

G°P FeP NX,y T

Y

cop GY X

O

Proposicion 3.7. Si F 4 G, entonces G determina a F salvo una equivalencia natural y F

determina o G salvo una equivalencia natural.

Demostracion. Por la proposicion [3.6 es suficiente con probar la primera afirmacion. Supongamos
que n: F 4G yquen: F/ 4G. Sean u: 1¢ = GF, i/: 1¢ — GF’ las unidades de las correspon-
dientes adjunciones. Por las propiedades universales de p y p/, para cada objeto X de C existen

morfismos tx: FX — F'X y ty: F’X — FX tales que los siguientes diagramas

125'¢

X

GFX X GF'X

!
’
Hx | Gtx X Gt'y
!

GF'X GFX
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son conmutativos. Dado que
Gty otx)oux =Gty opy = px,  Gltxotx)oply = Glx opux = px

por la propiedad universal de p y 1/, se tiene que t’y otx = lpy y tx oty = 1px/. Asi, tx es un
isomorfismo, para todo objeto X de C. Veamos que si f: X — X’ es un morfismo en C se tiene el

cuadrado conmutativo

t
FX —— F'X

t

X/

FX — F'X’
En efecto, dado que

G(F'fotx)opux =GF'fouy
G(tX/ (e} Ff) o ,LLX :G(tx/) (e} ,UX/ o f = ,[LIX/ [¢] f = GF,f [¢] :ulX
por la propiedad universal de u, F' fotx = tx/oF f. Asi, t: F — F’ es una equivalencia natural. [J

Proposicion 3.8. Sean F: C - D, F': D —- &, G:D —C yG':E — D funtores. Si F 4G y
F' 4G adjuntos, entonces F'F 4 GG'.

Demostracion. Seann: F4Gyn': F' 4G

C X GG'Y
oo

D n"X,}ﬂ
e o

& F'FX Y

La aplicacion iy y: E(F'FX,Y) — C(X,GG'Y), dada por 0’y y = nx,G'v © px y €s biyectiva

%,y
nx,ary ©pxy: EF'FXY) : C(X,GG"Y)
Nx,c'y
D(FX,G'Y)
Se comprueba que " : E(F'F(-),—) — C(—, GG'(—)) es natural. O

Teorema 3.9. n: F 4 G, entonces G conserva limites y F' conserva colimites, es decir si D es un

diagrama sobre T en C y D’ es un diagrama sobre ' en D,

F(colim D;) = colim FD;, G(lim D;) =1im GD,,
i€Z i€z ieT! i€
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Demostracion. Por la proposicion [3.6] es suficiente probar que G conserva limites.

Sea D: Z — D un diagrama sobre Z y (I;: lim;e; D; — D;);ez, un limite para D. Vamos a
probar que (Gl;: G(lim;ez D;) = GD;);er es un limite para GD: Z — C. Por la funtorialidad de
G, la familia (Gl;: G(lim;ez D;) — GD;);ecz es compatible para GD. Sea (g;: Y — GD;);ez otra

familia compatible para GD,

GD;
Y GDa
GD;

La familia (n=%(g;): FY — D;);cr es compatible para D, puesto que si a: i — j es un morfismo

en 7 el diagrama

FY Da

es conmutativo:
nfl(gj) =0 (GDaog) = Daonfl(lgDi) o Fg; = Daodp, oFg;=Dao " (g:).

Por la propiedad universal del limite (lim;cz D;,(;), existe un tnico morfismo p: FY — lim;ez D;
tal que
liop=n""(g:), i€T,

l;
limjez D; —— D;

P
| 7~ (9:)
FY
y el morfismo 7(p): ¥ — G(lim;ez D;) verifica:

gi=nn""(9:) =n(liop) =G(liop)opy =Glion(p), icL.

Gl;

G(Hmiez Dl

n(p) |

GD;

|
Y
Veamos la unicidad. Si p’: Y — GX otro morfismo tal que Gl; o p’ = g;, para todo ¢ € Z, entonces

n Ng) =n""Gliop)=lion ' (1x)o Fp' =lijodx o Fp =lion ' (p), i€T.
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liop=n""(g:)=lion '(p), i€T,
y por la propiedad universal del limite (1fm;c7 D;,[;), se tiene que n=1(p’) = p. Luego, p’ = n(p).

De forma anéloga se prueba que F(colim;cr D;) = colim;ez FD;. O

Ejemplos 3.10. (1) El funtor grupo libre F': Set — Grp, (resp. el funtor R-modulo libre
F: Set — Modg, el funtor anillo libre Z[ |: Set — Ring) es adjunto por la izquierda
al funtor de olvido U: Grp — Set (resp. U: Modgr — Set, U: Ring — Set). La propiedad
universal de la unidad de la adjuncion es la propiedad universal del grupo (resp. R-modulo,

anillo) libre sobre un conjunto.

(2) El funtor Dis: Set — Top, que hace corresponder a cada conjunto S el espacio topologico
S con la topologia discreta es adjunto por la izquierda al funtor de olvido U: Top — Set. Si

S es un conjunto y X es un espacio topologico, la biyeccion
ns.x : Top(Dis(S), X) — Set(S, X),
esta dada por ng x (f) = f, para cada aplicacién continua f: Dis(S) — X.

(3) El funtor Ind: Set — Top, que hace corresponder a cada conjunto S el espacio topologico
S con la topologia indiscreta es adjunto por la derecha al funtor de olvido U: Top — Set.

Si S es un conjunto y X es un espacio topologico, la aplicaciéon biyectiva
ns.x: Set(U(X),S) — Top(X, Ind(S)),
esta dada por nx,s(f) = f, para cada aplicacion f: U(X) — S.

(4) El funtor (—) x Y': Set — Set es adjunto por la izquierda al funtor Set(Y, —). La aplicacion
biyectiva

nx,z: Set(X xY,S) — Set(X,Set(Y, 2)),
estéd dada por ((nx,z(f))(®))(y) = f(z,y), para cada z € X,y € Y.

(5) Sean C7 y Cg las categorias asociadas a los conjuntos ordenados (Z,<) y (R, <) (véase
ejemplos (12)). El funtor inclusiéon ¢: Cz — Cg es adjunto por la izquierda al funtor
parte entera E: Cr — Cy, siendo E(r) la parte entera de r € R. La aplicacion biyectiva

Mt Cr(n, 1) = Cz(n, E(r)),

E(r)

esta dada por n, (i) =in ', paran <r

(6) El funtor abelianizacion Abel: Grp — Ab es adjunto por la izquierda al funtor inclusion
t: Ab — Grp. La unidad de la adjuncion es el homomorfismo de grupos p: G — G/[G, G],
p(z) = z[G, G].
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(7) El funtor M ®p — es adjunto por la izquierda al funtor Hompg (M, —).
En efecto, se tiene una equivalencia natural
n: Homr(M ®g —,—) — Homp(—, Homp (M, —)),
dada por: Si N y H son R-mo6dulos, la aplicacion
nn,zr: Homp(M ®r N, H) — Homp(N,Hompg(M, H)),

(v, (f))(n))(m) = f(m ®n), para todo f € Hompr(M ®r N,H), m€ M y n € N, es un

isomorfismo de R-moédulos. Vamos a describir su inversa
()~ Hompg(N, Homp(M, H)) — Homg(M ®g N, H).

Dado g € Hompg(n,Hompg(M, H)) consideremos la aplicacion ¢': M x N — H, dada por
g (m,n) = (g(n))(m). La aplicacion ¢’ es R-bilineal, luego por la propiedad universal del pro-
ducto tensor induce un homomorfismo de R-modulos ¢”: M ®@r N — H, tal que g"”"(m @ n)=

g'(m,n). Se tiene que (nx,rr)~'(g) = ¢".

3.2. Funtores adjuntos y construcciones universales

La proposicion establece una relacién entre los funtores adjuntos y las construcciones uni-
versales. En esta seccién vamos a probar un resultado que nos permitira dar una definiciéon de
construccién universal.

Sea Z una categoria pequena y CZ la categoria de diagramas sobre Z, definida en m

Definicién 3.11. Se llama funtor diagonal o funtor constante A(—): C — CZ al funtor dado por

para cada objeto X en C,i € Zycadaa:i— j,ysi f: X =Y es un morfismo en C,

(A(f)i=f 1€l.

Teorema 3.12. El funtor lim;ez: CT — C es adjunto por la derecha al funtor diagonal y el funtor

colim;e7: CT — C es adjunto por la izquierda al funtor diagonal.

Demostracion. Veamos que el funtor lim;ez D;: C* — C es adjunto por la derecha al funtor

diagonal. Vamos a definir una transformaciéon natural
n: CI(A(_)7 _) — C(—, lim(_))7
i€
nx.p(p) ,
C X ——— limiez D;
A(=) | | limiez(—) UX,YT

ct A(X) D.
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Dado ¢: A(X) — D, tenemos que (¢: X — D;);cs es una familia compatible para D,

Por la propiedad universal de (lim;ecz D;,l;), existe un tinico morfismo ¢: X — lim;cz D; tal que

liv = ¢;, para todo i € Z,

, Ly
limjer Dy ——— D;

w] ®i

X

Definimos
Nx,D: D(A(X), D) — C(X, HEHIIDZ),

por nx,p(p) = 1. Vamos a describir su inversa
(nx,p) ™"+ C(X,lim D;) — D(A(X), D).

Dado ¢: X — lim;e7 D;, se tiene un familia compatible (¢ ol;: X — D;);ec1, equivalentemente, un
morfismo : A(X) — D en CZ, dado por ¢; = 1ol;, para cada i € Z. Se tiene que (nx.p) "L (¥) = ¢.
Se puede comprobar que 7 es una transformaciéon natural.

Si (lim;ez Dy, l;) es un limite para el diagrama D, la counidad de la adjuncion
¥ Allenzl(—)) — 1oz

esta dada por 6p: A(lim;ez D;) — D, (6p); = l;, para todo i € T.
Analogamente, se prueba que el funtor colim;c7: C* — C es adjunto por la izquierda al funtor

diagonal. O

Definicién 3.13. Se define una construccion universal correspondiente a un funtor F' como un
adjunto por la izquierda a F' junto con la counidad de la adjuncién, o como un adjunto a la derecha

a F' junto con la unidad de la adjuncién.

Observacion 3.14. El funtor lim;ez(—) es una construcciéon universal correspondiente al funtor
diagonal; en particular, si I es un conjunto (considerado como una categoria cuyos tinicos morfismos
son las identidades), el funtor [],.7(—): C* — C, es una construccion universal correspondiente al
funtor diagonal y las proyecciones del producto vienen dadas por la counidad de la adjuncién.
Analogamente, el funtor colim;ez: C* — C es una construccién universal correspondiente al

funtor diagonal; en particular, si T es un conjunto (considerado como una categoria cuyos tinicos
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morfismos son las identidades), el funtor P,.;: C! — C, es una construccién universal corres-
pondiente al funtor diagonal y las inyecciones del coproducto vienen dadas por la unidad de la
adjuncion.

Todas las construcciones universales del capitulo 2 se obtienen como construcciones universales

correspondientes al funtor diagonal A: C — C? para las correspondientes categorias Z de los

ejemplos
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