S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Grao

Variedades cosimplécticas:
aplicacions en Mecanica Analitica

Leonardo Cornes Miramontes

2020/2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Traballo Fin de Grao

Variedades cosimplécticas:
aplicacions en Mecanica Analitica

Leonardo Cornes Miramontes

Xullo 2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Traballo proposto

Area de Conecemento: Xeometria e Topoloxia

Titulo: Variedades cosimplécticas: aplicaciéons en Mecanica Analitica

Breve descricién do contido

Neste traballo, tratamos de levar a cabo unha breve descripcién dos
espazos vectoriais simplécticos e cosimplécticos para logo facer un
estudo das variedades simplécticas e cosimplécticas.

Moitas teorias en fisica moderna poden formularse usando as ferra-
mentas da Xeometria Diferencial. No eido xeométrico natural dos sis-
temas mecanicos hamiltonianos auténomos utilizase, comunmente, a
xeometria simpléctica para dar unha descripcién detallada dos mes-
mos, mentres que a contrapartida non auténoma pddese describir moi

ben usando xeometria cosimpléctica.
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Resumo
Os obxectivos principais deste traballo son:

= En primeiro lugar, describir as variedades cosimplécticas, facendo primeiro un pe-
queno estudo dos espacios vectoriais cosimpléticos. Para unha mellor comprensiéon
da xeometria cosimpléctica, faremos un repaso das variedades simplécticas. Os co-

rrespondentes teoremas de Darboux son esenciais no desenrolo deste traballo.

= En segundo lugar, desenvolvemos a formulacién xeomeétrica das ecuaciéns de Hamil-
ton para o caso non auténomo, establecendo que as soluciéns destas ecuaciéns son

as curvas integrais de certos campos de vectores nas variedades cosimplécticas.

Para unha mellor comprensién de dita formulacién presentamos un exemplo fisico,

da formulacién hamiltoniana.

Abstract

The main objectives of this work are:

= First, we describe the cosymplectic varieties, making first a small study of cosymplec-
tic vector spaces. For a better understanding of cosymplectic geometry, we review
the symplectic varieties. The corresponding Darboux theorems are essential in the

development of this work.

= Secondly, we develop the geometrical formulation of the Hamilton equations for the
no-autonomous case, establishing that the solutions of these equations are the integral

curves of certain vector fields in cosymplectic varieties.

For a better understanding of this formulation we present a physical example, of the

Hamiltonian formulation.

IX






Introducién

A Mecénica Analitica é o estudo da Mecanica Clasica (Newtoniana) no seu formalismo
matematico. Foi desenvolto durante os séculos XVIII e XIX por fisicos e matematicos como
Leonhard Paul Euler (1707-1783), Jean le Rond D’ Alembert (1717-1783), Joseph- Louis
Lagrange (1736-1813) e William Rowan Hamilton (1805-1865).

As ecuacions de Euler-Lagrange e as ecuacions de Hamilton, que son sistemas de ecua-

ciéns diferenciais ordinarias, xogan un papel elemental na Mecanica Clésica.

O proposito fundamental deste traballo é a descricion matemética das variedades co-
simplécticas, asi como a descripcién da formulacién hamiltoniana da Mecéanica para hamil-

tonianos non auténomos, utilizando ditas variedades.
O traballo dividese en cinco capitulos que agora describimos:

= Capitulo 1. Ecuaciéns de Hamilton.

Faise unha breve introduciéon a ditas ecuacions de Newton e de Hamilton no caso de
sistemas conservativos.

As referencias bibliograficas deste capitulo son [1, §].

= Capitulo 2. Espazos vectorais cosimplécticos.

Describimos os espazos vectoriais simplécticos e os espazos vectoriais cosimplécticos.
As bases candnicas destes espazos son fundamentais para os dous seguintes capitulos.

A referencia bibliografica deste capitulo é [11].

s Capitulo 3. Variedades simplécticas.

Neste capitulo, repasamos as variedades simplécticas e a formulacién xeométrica
hamiltoniana para hamiltonianos auténomos.

As referencias bibliograficas deste capitulo son [1, 7, 11].

XI
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INTRODUCION

= Capitulo 4. Variedades cosimplécticas.

Os contidos deste capitulo son o eixo fundamental deste traballo. Despois de dar as
definiciéns béasicas e propiedades destas variedades, entre elas o Teorema de Darboux
para variedades cosimplécticas, introducimos diversos campos de vectores, entre eles,
o campo de vectores de evoluciéon, que é fundamental no que segue.

As referencias bibliograficas deste capitulo son [1, 6, 7, 11].

Capitulo 5. Sistemas hamiltonianos en variedades cosimplécticas.

Neste capitulo, mostramos que as soluciéon das ecuaciéns de Hamilton, para hamil-
tonianos non auténomos, son curvas integrais do campo de vectores de evolucién
descrito no capitulo anterior. Finalizamos pofiendo un exemplo fisico dun hamilto-
niano non auténomo, observando que, a diferencia dos hamiltonianos auténomos, non
son cantidades conservadas.

As referencias bibliograficas deste capitulo son [1, 7, 11].



Capitulo 1

Ecuacions de Hamilton

Consideremos un sistema dinamico de N masas puntuais. Enténdese por masa puntual
un obxecto ideal de dimensién cero, descrito pola stia masa, que consideraremos constante,
e pola stia posicion no espazo R3.

Nun sistema de N masas puntuais, diremos que unha configuracion do sistema é
(zb, ..., 2Ny e R?Y,

onde (232 23~1 £3) € R? ¢ a posicién da masa puntual i-ésima, con i = 1, ..., N.
Chamaremos espazo de configuracion 6 conxunto de todas as posibles configuracions e
denotarémolo por M.

Exemplos

1. Consideremos unha masa puntual movéndose libremente no interior dunha esfera de

radio 1. O espazo de configuracion é
M= {(z}, 2% 2%) e R® /(212 + (22)? + (z*)2 <1}, S=M xR>.

2. Consideremos agora unha masa puntual unida por unha corda rixida, de lonxitude
unidade, & orixe de coordenadas. Neste caso o espazo de configuracion é M = S?, a

esfera en R3.

3. Se consideramos N masas puntuais movéndose libremente polo espazo con vector de

posicion x; = (372, 2371 23), 0 espazo de configuracion é
M = {(1}1, ...,acN) S R3N/xi ;é Zj, V1 7& ]}

Nétese que M & un aberto en RV e a condicién z; # x;, Vi # j é para evitar

colisiéns que nds non consideraremos.



2 CAPITULO 1. ECUACIONS DE HAMILTON

4. (Solido rixido) Neste caso, temos que N > 2 masas puntuais estan sometidas a

restriciéns fixas do tipo
|zs — x| = aij, i, =1,...,N,

¢ dicir, desprazanse como se estiveran acopladas, como un s6lido rixido. O espazo de

configuracion é
M = {(ml,...,xN) S RSN/ ||ZL'Z —l'j” = aij , ’i,j = 1,...,N}.

En xeral, o espazo de configuracién vai ser unha variedade diferenciable.

Nesta breve introducién imos suponer que non hai restriciéns no movemento, o que se
traduce en que o espazo de configuracion serd R3V, ou no seu defecto, un aberto M de
RI&N

1.1. Ecuaciéns de Newton
Consideremos N particulas movéndose en R? e denotemos o vector de masas por
(M1, ma, m3, ..., M3i—2, M3i—1, M3i, .- , MIN—2, MIN—1, M3N ),

onde msg;_o = mz;—1 = mg; = M; é a masa da particula i-ésima.

A Segunda Lei de Newton establece que o movemento dun sistema de particulas rixese

polo seguinte sistema de ecuaciéons diferenciais de segunda orde

- daxd d?x o
E <x](t)7dt‘t> :miW# Z7j:17"'73Na (1)
onde
Fi:S=MxR¥»N —R, i=1,..,3N,
sendo (F3;_9, F3,_1, F3;) a forza que actiia sobre a particula i-ésima, e (F1, ..., F3y) a forza

total do sistema.

Polo tanto, unha soluciéon de (1) sera unha curva

a: ICR — M
t — at) = (2(t), ..., 23N (1))

sobre o espazo de configuracion, que representa o movemento das N particulas.



1.2. FORMULACION HAMILTONIANA 3

De agora en diante centrarémonos s6 nos chamados sistemas conservativos, que son

aqueles nos que existe unha funcién potencial
V:M—R

tal que
ov

oxi

sendo 7 : M x R3N — M a proxeccién canénica, ¢ dicir, as forzas que acttian sobre cada

F,=-
particula son funciéns que s6 dependen das posiciéns e non das velocidades.

1.2. Formulacion hamiltoniana

Definicion 1.1.

Definese o espazo de fases ou espazo de momentos como
S* =M x (R*N)*,

onde (R3N)* ¢ 0 espazo dual de R3V,

As coordenadas dun punto (z,a) € S* = M x (R*)* onde a = a;dx’, son

(.’El, 7$3N7p17 7p3N)7

con p;(x, ) = ;.
Seguindo no caso dun sistema conservativo introducimos agora a funcién hamiltoniana,

que estéd definida no espazo de fases.

Definicion 1.2.

A seguinte aplicacién denominase hamiltoniano do sistema
H: S*=Mx R¥MN)* — R

1 p?
Qmi

(2%, p;) — + V(zh),

isto €, a enerxia total do sistema (enerxia cinética + enerxia potencial).

Definicién 1.3.
As denominadas ecuacions de Hamilton son o seguinte sistema de ecuacions diferen-

ciais de primeira orde

dx’ OH dp;|  OH
dt t_apioﬁ(t)’ e o C

Bt), (2)



4 CAPITULO 1. ECUACIONS DE HAMILTON

cuxa solucién é unha curva
B: ICR — M x (R3¥N)*
t o B = (2'(t), pi(t))
sobre o espazo de fases.

E facil ver que B(t) é curva integral do seguinte campo de vectores Xy sobre o espazo

de fases S*, dado por
OH 0 OH 0

Xp(@ip)= o = — =—=—.
# (@ pi) Op; Ox'  Ox' Op;

Vexamos agora que as ecuacions de Hamilton son equivalentes as de Euler-Lagrange.

Da ecuacion (2), deducimos que

dz|  OH _ D _ pi(B@) _ pi(t)

dt It 8pioﬁ(t)_ao () = m;  om;

d 0 0 @
Di _ H — v

2l T Tage B(t) 5t © a(t),

onde a(t) = (xi(t)).
Asi, de (3) obtemos
a2 ¢ m; dt s azi - N

é dicir, B(t) = (z°(t), pi(t)) é solucién das ecuaciéons de Hamilton se e s6 se a(t) = (z'(t))

é solucion das ecuacions de Newton, feito que recollemos no seguinte teorema.

Teorema 1.4.

Nun sistema conservativo, as ecuacions de Hamilton (2) son equivalentes ds ecuacions
de Newton (1).



Capitulo 2

Espazos vectoriais cosimplécticos

2.1. Aplicaciéns bilineais antisimétricas

Sexa V un espazo vectorial real e w : V x V — R unha aplicaciéon bilineal. Sexa
{e1,...,em} unha base de V e {e!,...,e™} a base (dual) de V*.

Se w(e;, ej) = w;j, podemos escribir
m
w = E wije' ® e,
t,j=1

onde ® representa o produto tensorial.

Definimos a aplicacién

bp: V. — V¥
v by(v) = dw = w(v,—),

onde i,w denota o produto interior, e asf
m
bu(ei) = E wjje’,
Jj=1

sendo (w;;) a matriz asociada a b,,.
Por outro lado, sabemos que o rango de b, é a dimension da stia imaxe, que 0 mesmo

tempo é o rango da stia matriz asociada, é dicir,
rango b, = dim Im b, = rango w,

€ Como

dimkerb,, + dim I'm b, = dimV = m,

5



6 CAPITULO 2. ESPAZOS VECTORIAIS COSIMPLECTICOS

temos que

rango w = m <= kerb,, = {0} <= b, é inxectiva.

Como estamos entre espazos da mesma dimension, tense que b, é un isomorfismo se e
s0 se o rango de w é maximo.

Agora ben,
rangow = m = dim V <= kerb, = {0} <= [b,(v) =0 = v =0]

— [w(v,w) =0, Vw € V = v =0] <= w é non dexenerada.
Polo tanto, introducimos o seguinte resultado.

Proposicion 2.1.
Son equivalentes:
i) w € de rango mdzimo.
i) by : V. — V* € un isomorfismo lineal.

i11) w é non dexenerada.

O seguinte resultado proporciona a forma estandar para as aplicacions bilineais e anti-

simétricas.

Teorema 2.2.

Sexa w unha aplicacion bilineal e antisimétrica en V. Enton existe unha base
B={ej...,en,u1,...,Up, f1,..., f} de V tal que:
w(es,ej) =0 =w(us,uj), Vi,je{l,..,n}
w(ej, u;) = 6;5 Vi,j €{1,...,n}
w(fi,v) =0, Vie{l,..,k} ,eVveV.

Observacion 2.3.

1. A base do Teorema 2.2 non é tinica. Tradicionalmente denominase base “canénica’.
0O I, O
2. Do Teorema 2.2 dedtucese que a matriz de w respeto dabase Bé | —1,, 0 0

0 0 O
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3. Na notacién matricial con respecto a tal base, tense:

w(v,v") o |, Y, eV,

Il

—~

(4
~—

L

3

ja)

)

onde I,, denota a matriz identidade.

Demostracion.

A demostracion é por inducion e é unha versiéon antisimétrica do proceso de ortogona-

lizacién de Gram-Schmidt.

Como consecuencia do teorema anterior dedicese o seguinte resultado.

Corolario 2.4.

Sexa V un espazo vectorial de dimension m e w unha forma bilineal antisimétrica e
non dexenerada (de rango mdzximo). Enton a dimension de V' é par, m = 2n, e eziste unha
base {e1, ..., en, U1, ..., un} de V tal que

n
w = E e Nut,
i=1

onde {€",u'} é a base dual, e a matriz asociada, denominada matriz estandar, é

0 I,
(wij) =
-1, O

Definicion 2.5.

Unha forma simpléctica nun espazo vectorial real V', de dimensiéon finita, é unha
forma bilineal w:V xV — R, antisimétrica e non dexenerada.

De maneira semellante, a aplicacion
bpo: V. — V*
v be(v) = w(v, —)

é un isomorfismo.
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Definicion 2.6.

Chamase espazo vectorial simpléctico a un espazo vectorial V provisto dunha forma
simpléctica w.

Do corolario anterior sabemos que todo espazo vectorial simpléctico é de dimensién

par.

Lema 2.7.
Sexa V' un espazo vectorial simpléctico e {e;,u;} unha base de V', como a descrita no

Corolario 2.4, tal que

n
w= Z et A s
=1
enton verificase
be(ei) = ut bo(u;) = —e'
(1)
b te) =~ byl (u) = ¢

2.2. Espazos vectoriais cosimplécticos

Dada calquera aplicacién lineal e non trivial 7n:V — R xunto con unha aplicacién

bilineal Q:V xV — R, definese unha aplicacién lineal
by V. — V¥
v b(mg)(’l}) = 1,2 + n(v)n,
de tal maneira que
b0 (0)](w) = Qv,w) +n(v)n(w), para todo v,w € V.
Definicién 2.8.

1. Un par (n,9Q) formado por unha aplicaciéon bilineal antisimétrica Q : V x V — R
e por unha aplicacién lineal e non trivial n : V. — R,  chamase par cosimpléctico

se a aplicacion b, o) é bixectiva, e polo tanto un isomorfismo.

2. Chamaselle espazo vectorial cosimpléctico a unha tripla (V,7n,Q) , onde V é un

espazo vectorial e (n,€) é unha estructura cosimpléctica sobre V.
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Proposicion 2.9.
Seza o espazo vectorial cosimpléctico (V,n,2), enton a  dim(V') = 2n+1 (é un nimero

impar).

Demostracion.

Polo Teorema 2.2 temos que a  dim(V') = 2n + k. Chegaréa con ver que k=1.

Sexa B = {e1, ..., €, U1, ..., Un, f1, ..., [} unha base de V como a do Teorema 2.2. Dado

que Q(f;,v) =0, para cada i = 1,..., k e para todo v € V| temos que

by (fi) = Qfi, =) + n(fi)n = n(fi)n. 2)

Sexa & := b(_le) (n) enton de (2) deducimos que
fi =" (fa)m) = n(f)p~" () = n(fi)€, (3)
para cada i = 1, ..., k, polo tanto a base B de antes queda:
B = {617 ooy Eny UL, -eny Up, 5} )

por suposto despois da normalizacién, se fose necesario.

|
A partires da proba da Proposicion 2.9 deducese o seguinte resultado.
Corolario 2.10.
Sexa o espazo vectorial cosimpléctico (V,n,Q)) entdn existe un vector & tal que
n(E) =1, i =9 -)=0. (4)

Chamaremos vector Reeb de (V,n,Q) o vector &.

Lema 2.11.
Sexa o espazo vectorial cosimpléctico (V,n,Q) e {e;,u;, £} unha base de V', entén veri-
ficase
bmay(ed) =’y buay(u) = =€, by a)€) =n. (5)
Demostracion.

Demostramos a primeira identidade, as outras fanse de maneira semellante.
Supotniamos que
b(mﬂ) (ez) = Aijei + Bijuj + Ch,
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enton
.0 (ei)l(er) = Aik,
por outra banda, pola definicién de b(n,g) temos,
b0 (€)l(er) = [ie, 2+ n(ei)nl(ex) = Qei, ex) = 0,

debido 6 Teorema 2.2, logo temos que

A =0.

Agora como
b(T]:Q) (67,) = Bijuj + C??,

deducimos que
() (€:)](ur) = Bik,

€ como

b, (€)](ur) = [ie, Q2 + n(ei)n)(ur) = Qei, ug) = dig,

temos que

Big = ik

Agora, de novo, como b, oy(e;) = u' + Cn, deducese que

b0y (e)](€) = u'(€) + Cn(€) = C,

e por outra banda

(.0 (€)](€) = [ie,; 2+ n(ei)n](§) = Qes, &) = 0,

polo tanto C = 0.

Observacion 2.12.

Sexa (V,n,Q) un espazo vectorial cosimpléctico de dimension 2n + 1, enton utlizando
a base B = {e1,...,en, UL, ..., Un, f1, ..., f}, como a da Proposicion 2.9, demostrase que
nAQ" #£0.



Capitulo 3

Variedades simplécticas

3.1. Definiciéns basicas e propiedades

Definiciéon 3.1.
Unha 2-forma w € A?M, pechada (dw = 0) e non dexenerada, denominase forma

simpléctica e 6 par (M,w) denominase variedade simpléctica.

O caracter non dexenerado significa que a aplicacion
wx) « TyMxT,M — R
(v, Wy) — w(z) (v, wy),

¢ non dexenerada en todo punto z € M.
Exemplos:

1. M = R?" a forma bilineal simpléctica canénica en R?" &

w R?" x R?" — R
(v1,v2), (w1, w3) — w((v1,v2), (W1, w2)) = v1 - wWg — Vg - W1.

Considerando coordenadas (z°,#%), a forma simpléctica canénica ven dada por
n
w = Z dzt A dit,
i=1

e a stia matriz con respecto a base canénica de R*" &
0o I,
w(eiv ej) - )
-1, O

sendo I,, a matriz identidade.

11
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2. M =T*Q coa forma simpléctica candnica en T*(Q).
Dada a variedade diferenciable T*Q, definese a 1-forma de Liouville 0 € AY(T*Q),
no punto ay € T, como
0(ag): To,(T"Q) — R

Xaq — 0 (aq) (Xaq) = Qq (ﬂ* (aq) (Xaq)) ’
onde Xy, € Ty, (T*Q) e mi(ag) : To, (T"Q) — T5Q & a diferencial da proxec-

cién 7 do fibrado cotanxente no punto a.

(1)

Se denotamos as coordenadas en T*Q por (¢°,p;), a expresion local de @ en coorde-

nadas canénicas é

0 = p;dz’. (2)

A partir da 1-forma de Liouville 8 definese a 2-forma simpléctica canonica
w = —df € A2(T*M), onde d denota o operador diferencial exterior, e cuxa expre-
sién local é

w = —df = dz' A dp;. (3)

Asi, w é unha 2-forma diferencial exacta, xa que w = d(—#), e polo tanto é pechada
(dw = d(—df) = 0).

3. M = S?. A forma simpléctica canoénica en S? definese como segue
. 2 2
wp : T,8°xT,S* — R
(up, vp) > wplup, vp) =< pyup X vp >,

onde u,, v, € T,S* = {p}~+.

De seguido, estableceremos un resultado que nos mostra que todas as variedades sim-

plécticas, da mesma dimensién, son semellantes.

Teorema 3.2. (Teorema de Darbouz, 1842-1917)
Sexa (M,w) unha variedade simpléctica, entdén para todo punto x € M existe unha
carta local

(Ux,goE (qiapi))y 1<i<n

centrada en x, é dicir, p(z) =0, tal que
w’U:qui/\dpi . (4)
i=1

As (q",pi) denominanse coordenadas candnicas.



3.2. CAMPOS DE VECTORES HAMILTONIANOS

Sempre hai vecinanzas coordenadas nas que as componentes de w son constantes.

A sta matriz, con respecto a base —, —, é
aq* 8pj

Consecuencias do teorema de Darboux
= A dimensiéon de M é par, dim M = 2n.
= M é orientable con forma de volume w” = wA . Aw # 0 posto que

W =dg' A ... Adg" Adpi A ... Adp,, # 0.

3.2. Campos de vectores hamiltonianos

Sexa (M,w) unha variedade simpléctica, enton a aplicacion

bw: X(M) — A'M
X — X)) =wlX,-)=ixw

é un isomorfismo de mdédulos, sendo

bu(X)](Y) =w(X,Y), paratodoY € X(M).

Denotaremos o isomorfismo inverso por
Bt AIM — X(M).

Definicion 3.3.

13

Se f : M — R é unha funcion diferenciable definida en M, chamase campo de

vectores Hamiltoniano correspondente a funcién f ¢ tnico campo de vectores

Xf S %(M),
que é solucién da ecuacién
bw(Xf):w(Xf7_):df7 (inw = df)7

ou ben

Xy =b5'(df) = tu(df).
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Se (q ’pl)lgign é un sistema de coordenadas canodnicas en M, da expresion local de (4)

e da definicion de (5) de Xy, dedtcese que a expresion local de Xy é

X s od ane )

ocalsaede w = dq' Adp;.

3.3. Sistemas hamiltonianos simplécticos

Definicion 3.4.
Cando a funciéon f é a funciéon Hamiltoniana H dun sistema mecanico, a tripla

(M,w, H) chamaselle sistema Hamiltoniano.
Da expresion local (6) dedtcese o seguinte resultado.

Teorema 3.5.
Sexa ¢ : R = M unha curva integral de Xpg dada localmente por
c(t) = (¢'(t), pi(t)), entdn c(t) ¢ solucion do sistema de ecuacions diferenciais ordinarias
dq’ _ OH dp;  OH

= oc = ———oc¢ 1<i1<n
dt op; ~ dt oq¢t - =

que son as ecuacions de Hamilton da Mecdnica Cldsica, cando H € a funcion ha-

maltoniana dun sistema dindmico.

Asi, a ecuacion

ixyw = dH,

podese interpretar como a versiéon xeométrica das ecuaciéons de Hamilton sobre unha va-

riedade simpléctica.

Proposicion 3.6. (Ley de conservaciéon da enerxia)
Se (M,w, H) é un sistema dindmico entén H é constante ¢ longo das curvas integrais
de Xy, € dicir, H é unha cantidade conservada ou constante de movemento ¢ longo das

trazectorias do sistema.

Demostracion.

Isto é consecuencia de que Xy (H) =0, pois de maneira inmediata temos que

XH(H) = dH(XH) = iXHw(XH) = w(XH,XH) =0.
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3.4. Transformaciéns simplécticas

Definicion 3.7.
Se (M7,w1) e (Ma,ws) son variedades simplécticas, un simplectomorfismo (ou trans-

formacion simpléctica) ¢ un difeomorfismo @ : (Mj,w;) — (M2, ws) que verifica
CI)*UJQ = W1.

A seguinte proposicion dinos que se ® é unha transformacion simpléctica e se a(t)
¢ solucion das ecuacions de Hamilton con hamiltoniano H, entén ®(«(t)) é solucion das

ecuacions de Hamilton con hamiltoniano H o ® .

Proposiciéon 3.8.

Se & : (My,w1) — (Ma,w2) € unha transformacion simpléctica entdén
"Xy = Xnoo,

para calquera H : My — R, é dicir, ®* Xy € X(My) é hamiltoniano con hamiltoniano
HO(D:M1—>M2—>R.

Demostracion.

Sexa @ : (Mj,w1) — (Ma,ws) unha transformacion simpléctica enton
D" Xy = Xpgoo.

Supofiamos que

ent6én probaremos que
10X W1 = 1X oW1 <= Du(P*X ) = bo(Xpon).
En verdade
1o+ X w1 = Gg= Xy Pwo = P (ix, wo) = P*(dH) = d(H o ®) = ix, ,wi -

Se «(t) é curva integral de Xy,
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entéon ®~!(a(t)) é curva integral de

"Xy = Xpop.

(@ Xm) (@7 H (1)) = (271)(2(27H (1)) Xar (R(27H (1))
= (27Y)(a(t)Xn(a(t))
= (27 )u(a(t)a(t)

= (@ loa),(t) <;t)t> .

Isto dinos que as transformaciéns simplécticas coinciden coas transformaciéons canénicas

da Mecénica, aquelas que deixan invariantes as ecuaciéns de Hamilton.

Sexa
@ (¢',pi) = (Q'(a,p), Pi(¢,p)),

unha transformacién simpléctica.
Sexa a(t) = (Q'(t), P;(t)) curva integral de Xy, entén é solucién de

aQ*  0H dp; 0H
= o« = — - O
dt opP;, dt Q"

«,

e por unha proposicion, ®~1(a(t)) = (¢*(t),pi(t)) & curva integral de X poq verificando

E_8Ho¢ @_ OH o

dt — Op; le-1(a@)’ dt ¢t lo-1(a(t)




Capitulo 4
Variedades cosimplécticas

Os contidos deste capitulo atopanse en [1, 2, 4, 6, 7, 11].

4.1. Definiciéns béasicas e propiedades

As variedades cosimplécticas foron introducidas por Libermann en [9, 10].

Definicion 4.1.
Unha estructura cosimpléctica nunha variedade M de dimensién impar 2n+ 1 é un par
(n,€Q) onde n é unha 1-forma pechada e 2 é unha 2-forma pechada tal que n A Q" é unha

forma de volume, é dicir, n A Q™ # 0.

Unha variedade cosimpléctica é unha variedade provista dunha estrutura cosimpléctica
(n, ).
Sexa M unha variedade e sexan 7 € A'(M) e Q € A%(M) pechadas. Consideremos a

aplicacion

b(mg): T™™ — T*M

Ve = () (V) =t QA+ (fu,m)n = vz, =) +0(02)1-
Vamos introducir a seguinte caracterizacién de variedades cosimplécticas e simplécticas.
Proposicion 4.2. [2]
n Se (M,n,Q) é cosimpléctica, entdn a aplicacion
byt X(M) — AY(M) 0
X = bpa)X) =ixQ+ (ixn)n = QX, —) + n(X)n,

€ un isomorfismo de mdodulos.

17
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» Seb(, ) € un isomorfismo de médulos, enton (M, n,Q) é unha variedade cosimplécti-
ca, e polo tanto M é de dimension impar, ou ben (M, Q) é unha variedade simpléctica,

en cuxo caso M é de dimension par.

Definicion 4.3.

O campo de vectores
-1
R = b(n,g) (n)

en M, denominase campo de vectores de Reeb da variedade cosimpléctica (M,n, ).
Dado que n A Q™ # 0 (M é orientable) tense que o campo de vectores de Reeb esta

caracterizado por

iR = Q(Rv _) =0, irn= U(R) =1, (2)

e polo tanto b, 0)(R) =7, véxase [3].

Observacion 4.4.

1. As variedades cosimplécticas pédense considerar como unha contrapartida en dimen-

si6én impar das variedades simplécticas.

2. As variedades cosimplécticas son orientables pois n A Q" #0 .

Exemplo 4.5.

O exemplo candnico de variedade cosimpléctica é o fibrado cotanzente extendido
(R x T*Q, dt, praw)

cont:RxT*Q — Reprg: RxT*Q — T*(Q as proxeccidéns canodnicas e w a forma
simpléctica canénica de T7Q).
En coordenadas (t,q’, p;) temos:

n
n=dt, Q=priw=> dq¢ Adp.
=1
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Exemplo 4.6.
Dada unha aplicacién H : R x T*@) — R, vamos a construir unha 2-forma,
Qp € A2(R x T*Q) tal que (dt,Qp) é unha estrutura cosimpléctica en R x T*Q.

Sexa 6 a 1-forma de Liouville en T*(Q e sexa
Oy = prsd — H dt.
De (2) temos que localmente
O = pidq' — Hdt = p;dq* — Hdt.
Definimos
Qp = —dOy,
polo tanto
Qp = —dfg = —d(pr30 — H dt) = pry(—df) — dH A dt = pr3(w) — dH A dt,

onde w ¢é a forma simpléctica canonica de T#Q), véxase [3]. A expresion local de Qg é

Qpn = dg' Adp; + dH A dt.

Agora ¢ evidente que dt e Qp son pechadas, asi que para probar que (dt, Q) é cosim-
pléctica temos que ver que dt A # 0, pero dt AQy = dt ANpryw e asi temos
que

dt N Q% = dt A praw™ £ 0,

dado que w"™ # 0.

Tamén hai un teorema de Darboux para variedades cosimplécticas.

Teorema 4.7. (Teorema cosimpléctico de Darboux)
Calquera variedade cosimpléctica (M, n, Q) de dimension 2n+1 admite para todo punto
x € M, unha carta local
Uz = (z,qi,pi)), 1<i<n

centrada en x, é dicir, p(x) =0, tal que

Q|U:qui/\dpi, n=dz, R:@' (3)
i=1

As coordenadas que nos proporciona o Teorema de Darboux denominanse coordena-

das candnicas.
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Corolario 4.8.

Seza b, q) 0 isomorfismo definido en (1). A expresion local de dita aplicacion é:

0 0 0
b(n,ﬂ)(afqi) = dpi, b(n,ﬂ)(a?i) =—dg',  dpa(g;) =dz (4)

Observacion 4.9.

Dada unha variedade cosimpléctica M, a aplicacién
b(r],ﬂ) c TM — T*M
ve = by (ve) = 0, Q) +n(ve)n(x),

é un difeomorfismo. Sexa w = —df a forma simpléctica canénica de T*M entén o
"pull-back"

wop = bz‘mmw

é unha forma simpléctica en T M.

4.2. Campos de vectores en variedades cosimplécticas

4.2.1. Campo de vectores gradiente
Por medio do isomorfismo
by X(M) — ANM)
X = bpaX) =ixQ+n(X)n,

podemos asociar a cada funcién f : M — R un campo de vectores grad f, chamado

gradiente de f que esta definido por

grad f = b 1o, (df).

é dicir,

b(n,Q) (grad f) = ig’/‘ade + Tl(gmd f)77 =df.

Expresion local de grad f

Suporiamos que a expresién local de grad f é:

.0 0 0
=A"— + B;— -,
grad f g + ap; +C 9,

enton, do Corolario anterior, a partires das identidades de (4), obtemos que
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of
gt

of . 0of
8pidpz—i—azdz.

D(n,2) (gradf) = df = dqt +

Por outra banda,

b(7779) (gradf) = Aldp; + By(—dq") + Cdz.

Agora, de (5) e (6) temos que,

, ~ of .. Of of
Aldp; + Bi(—dqi) + Cdz = 2L dqi + i+ 2z,
dp (—dq") + Cdz o dgq o dp 92 dz
logo chegamos a que:
. Of of of
Al = ~Bj =L ==,
op;’ oq ¢ 0z

co cal a expresion do campo grad f é

gf=0L 0 919  0f0
grac) = Op; 0¢  Oq' Op; 020z

4.2.2. Campo de vectores hamiltoniano

21

Podemos asociar a cada funcién f : M — R un campo de vectores Xy, chamado

campo de vectores hamiltoniano correspondente a f, como segue

Xy = bk, @ = R(Hn),

dado que
grad f =570 (df).
temos que
Xp = gl (df — RUIN) =gy (@) — byl (R(M)
= gradf—R(f)b; )0 = grad f =R(f) R,
é dicir,

Xy=gradf—R(f)R.
Asi de (3) e (7) deducimos que a expresion local de X5 é

C9f 9 of D
I~ opiogi — oq op;’
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4.2.3. Campo de vectores de evoluciéon
O campo de vectores

EfZR—i—Xf,

denominase campo de vectores de evolucion correspondente a f.
Das expresions locais (4) e (8) de R e Xy, respectivamente, dedticese que a expresion

do campo vectorial de evolucién é:

_ 9,000 050
- 9z Op;9q"  Oq Op;

s (9)

Observacion 4.10.
No caso da variedade cosimpléctica (R x T*Q, dt, Q) o seu campo de Reeb, Ry, ven

dado por
0 OH 0 0H 0

~ ot opog  o¢ opi’

que coincide co campo de vectores de evolucion Ep.

Ru

4.3. Automorfismos cosimplécticos

Definicion 4.11.
Se (Mi,m1,Q1) e (Ma,m2,Q2) son variedades cosimplécticas, unha transformacion

cosimpléctica ¢é un difeomorfismo ® : M7 — My que verifica que
(19*772 =M, CI)*QQ = Ql.

A seguinte proposicion dinos que se ® é unha transformacion cosimpléctica e se a(t)
é solucion das ecuacions de Hamilton con hamiltoniano H, entén ®(«(t)) é solucion das

ecuaciéns de Hamilton con hamiltoniano H o ® .

Proposicion 4.12.

Se @ : (My,n1,1) = (Ma,n2,Q9) € unha transformacion cosimpléctica enton

para calquera H : My — R, ¢é dicir, ®*Ex € X(M1) € campo de vectores de evolucion con
hamiltoniano H o ® : M7 — My — R.
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Neste caso verificase:
1. P*Ro = R1.

2. "Xy = Xgoop-

3. 8 = Enon.
Vexamolo.

Demostracion. Dada a seguinte funcion
o H
(Mi,m, ) — (Ma,n2,Q2) — R

e a aplicacién

|71 : %(Ml) — Al(Ml)
(I)*RQ — bl(q)*'Rg) = bl('Rl) —— (I)*RQ =R;.

1.
Sabemos que b1 (P*R2) = .

bl(‘I’*Rg) = i@*RQQl +m ((I)*Rg)nl = iq;*RQCI)*QQ + (I)*n2<(I)*R2)<I)*n2 =
= @*(ir, 22 + M2(R2)n2) = @*(02(R2)) = @2 = m1.

Logo, polo "pull-back"de b; temos que

PRy =R

2.
1(D* X ) = iarxu U + (R Xp)n1 = e x, P Qo + @1 (P* Xy ) P2 =
= 0" (ix, Q2 + m2(Xu)n2) = ©*(02(Xp)) = ©*(dH — Rao(H)n2) =
=d(®*H) — ®*(Ro(H))m = d(®*H) — R1(H o ®)m = d(H o @) — R1(H o )y =
by (Xon) = b1d(H o &) — Ry (H o D)y,

Resumindo, acabamos de probar que b1 (®*Xg) =b1(Xg o ) <= * Xy = Xpop.

3.
D1(P*Er) = i+, + M (P EH)M = iare, P Qo + P*1a(P*E ) P12 =
= O (ig, Qo +m2(Ex)ne) = *(b2(En)) = @*(dH —Ra(H)n2) = d(®*H) — @*(R2(H))m
=d(®*H)-R1(Ho®)n = d(Ho®)—R1(Ho®)n =b1(Xpoa) = b1d(Ho®)—Ri(Ho®)n;.

Enton  *Ex = Exos.
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Capitulo 5

Sistemas hamiltonianos en

variedades cosimplécticas

5.1. Aplicacidns fisicas

Sexa H : M — R o hamiltoniano dun sistema fisico que dependa do tempo. Denota-

mos con £ o campo de vectores de evolucién introducido no capitulo anterior e sexa

a: ICR — M
t o — at) = (¢'(et), pila(t), 2(a(t)) = (¢ (1), pi(t), (1) ,
unha curva integral de £g. Logo temos que
G(t) = Eu(alt)).
O vector tanxente a curva « é:

0
t Op;

dz

_dqi 0 L % 0
a(t) dt

T dt i g 10z

e tendo en conta a expresion local (9), o vector Eg(a(t)) ven dado por

dp;
a(t) T

alt)

a(t)’

OH 0 0H 0 d
Ela(t)) = - — - + — = a(t). 2
100) = G0 et 0t o~ 3¢ Ipy ey T 07 latn ~ 40 2)
Polo tanto de (1) e (2) deducimos que
oH|  dgi COH|  dp %‘ , -
opila@y — dt It’ ogt la@ry — dt It dtly

que son as ecuacions de Hamilton.

25
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Observacion 5.1.
A diferencia do caso auténomo, H(q',p;), véxase a Proposicion 3.6, no caso non auto-
nomo, H(z,q",p;), o hamiltoniano non é unha cantidade conservada.

Sexa,
a(t) [¢'(a(t), pi(a(t), 2(a(t)] = (¢ (1), pi(t), 2(1)) ,

unha curva integral de £y, entén

d(HOOé)‘ _ dH(qi(Oé(t)%pz’(Oé(t)),Z(Oé(t)))‘
dt t dt ¢
oy df| on| dp|  oH| & _od
O la) dt It~ Op;la@) dt It Oz la@ydtle 0z la@)

A ultima identidade é consecuencia de (3).

5.2. Exemplo: hamiltoniano dependente do tempo

(Resorte e parede mévil) Unha masa m estd unida a unha parede por un resorte
horizontal con constante de resorte k e lonxitude [y na posicién de relaxamento. A parede

estd colocada para moverse cara adiante e cara atras con posicion  Xparede = Asen(wt).

F=kx
F
e SRS L — ol

oy ¥
_."'Uf \/{

A posicion da masa con respecto a situacion da parede en ¢ = 0 ( que tomaremos
arbitrariamente como a nosa orixe) ¢ = lo+ g+ Xparede; Xa que a definicion de ¢ implica
que [lp+q ¢ aposicién con respecto a parede.

Asi a velocidade da masa é

G+ Xparede = 4 + Awcos(wt),
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polo que o lagrangiano é

1 1
L= -m(q+ Awcos(wt))? — §kq2.

2
O momento conxugado a q é
oL
= — =m(q+ Awcos(wt),
P= 5 (¢ (wt)
que pode ser invertido para dar
qg= L Awcos(wt).
m

Asi que 0 Hamiltoniano é

. 21 2 1
H=p¢g—L=p (% — chos(wt)) — (2]';71 — 2kq2> = 2]3—m — p(Awcos(wt)) + §kq2.

Asi este hamiltoniano ¢ un hamiltoniano dependente do tempo e pode considerarse como

a aplicaciéon
H: RxT"R — R

2
1
(t,q,p) +r— ;—m — p(Awcos(wt)) + iqu,
sendo as ecuaciéns de Hamilton
d OH
dit] = ﬁip = % — Awcos(wt),
dp OH
—-— = —— = —kq.
dt dq
Da expresiéon de H dedtcese que
dH o oz‘ _ E)iH 20,
dt It ot la(t)

como se comenta na Observacion 5.1.
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