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Resumen

En este trabajo, nos centraremos en diferentes resultados de punto fijo, en los cuales,
imponiendo ciertas condiciones sobre una aplicacién y su dominio de definicién, aseguramos
la existencia y unicidad de tal punto fijo. Dichos puntos fijos pueden ser niimeros reales,
vectores o incluso elementos de un espacio de Banach. Por lo tanto, se manejaran resultados
tanto en dimensioén finita como infinita. Se mostraran algunas aplicaciones de los resultados
mencionados a la existencia de solucion para ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo

orden.

Abstract

In this work, we will focus on several fixed point results, in which, imposing certain
conditions on the application and its domain of definition, we can ensure the existence
and uniqueness of such a fixed point. These fixed points can be real numbers, vectors or
even elements in a Banach space. Then, we will study results in both finite and infinite
dimension. We will show some applications of the results mentioned to the existence of

solution to second order ordinary differential equations.
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Introduccion

En los ultimos afios, numerosos matematicos se han preocupado de estudiar las pro-
piedades de las aplicaciones lineales de un espacio topolégico en si mismo, como es el caso
de autovalores, autovectores, subespacios invariantes o puntos fijos. En este trabajo, nos
centraremos en los puntos fijos. Un punto fijo de una aplicaciéon f de un espacio X en
si mismo es un elemento = € X tal que f(z) = z. Dicho punto fijo, dependiendo de las
caracteristicas del espacio base X, puede ser un punto, un vector de R™ o una funcién, este
iltimo caso es muy 1til para la prueba de existencia y unicidad de solucién para ecuaciones
diferenciales.

A lo largo del trabajo, nos centraremos en imponer ciertas condiciones sobre la apli-
cacion f, como, por ejemplo, la continuidad, contractividad o compacidad y también res-
tricciones sobre los espacios de definicién, como la compacidad, completitud, convexidad o
dimension, con la finalidad de probar la existencia y unicidad de puntos fijos.

En este trabajo, abarcaremos numerosos resultados introducidos por los matemaéticos
més conocidos del siglo XX, como es el caso de Stefan Banach, Julius Schauder, Luitzen
Brouwer o Mark Alexandrovich Krasnoselskii; todos ellos afectados directa o indirectamen-
te por la Primera y Segunda Guerra Mundial. Usaremos las referencias [5], [6], [7].

En primer lugar, hablaremos de uno de los matemaéticos més significativos en los teo-
remas de punto fijo, Luitzen Brouwer, nacido en 1881 en la ciudad de Overschie. Brouwer,
después de acabar la educacion secundaria, en 1897 ingreso en la Universidad de Amster-
dam, donde estudi6 Mateméticas durante siete anos. Los intereses de Brouwer eran muy
diversos, desde topologia, aplicaciones, logica o incluso la filosofia mistica. Después de rea-
lizar la tesis doctoral en 1907, Brouwer descubrié varios resultados muy valiosos; estudid
el quinto problema de Hilbert, basado en la teoria de grupos continuos, a partir del cual
descubrié uno de sus resultados més importantes, el Teorema de Punto Fijo de Brouwer,
a través del cual enunci6é otros como el Teorema de la Esfera Peluda. Brouwer también
estudi6 varias aplicaciones topologicas, asi como introdujo el grado, nocién que permitié la
clasificacién topologica de muchas variedades. En sus tltimos afios, Brouwer se centr6 en su

punto de vista intuicionista, intentando persuadir a los matematicos para que rechazaran
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X INTRODUCCION

la ley del tercio excluso, falleciendo en diciembre de 1966 en Blaricum.

Stefan Banach nacié el 30 de marzo de 1892 en Cracovia.
Después de realizar sus estudios de primaria y secundaria en
su ciudad natal, viajoé en 1910 a Leopolis para estudiar en la
Facultad de Ingenieria. Durante la Primera Guerra Mundial
trabajé en Cracovia como profesor. Posteriormente, empezd
a reunirse con otros mateméticos como Steinhaus, Mazur o
Schauder en el Café Escocés, lugar donde llevaban a cabo
reuniones para discutir problemas mateméaticos, muchos de

los cuales estan escritos en el llamado Cuaderno Escocés. Co-

mo anécdota podemos destacar que Banach se salvd de la

Segunda Guerra Mundial gracias a que trabaj6é como criador

Figura 1: Banach

de piojos con el bidlogo Weigl, que se dedicaba a estudiar la

enfermedad del tifus. Banach es considerado usualmente como el fundador del anélisis fun-
cional moderno y en sus obras podemos destacar el concepto conocido como espacio de
Banach y contribuciones fundamentales en la teoria de los espacios vectoriales topologicos
como el teorema de Hahn-Banach o el teorema de Banach-Steinhaus. Pero en este trabajo
nos centraremos en el llamado Teorema del Punto Fijo de Banach (también conocido como
teorema de la aplicacion contractiva) presentado en 1922, una de las herramientas méas im-
portantes para demostrar la existencia y unicidad de soluciones de numerosos problemas
matematicos.

Finalmente, otro de los participantes mas significativos del
Café Escocés es Juliusz Schauder, nacido en 1899 en Leo6polis.
Schauder, de familia judia, sufrié directamente las consecuen-
cias de la Segunda Guerra Mundial y sus publicaciones abar-
caron solo 10 afios, entre las que destacan la base de Schauder,
el principio de Leray-Schauder, método usado para probar la
existencia de soluciones para complicadas ecuaciones diferen-
ciales, o el Teorema de Punto fijo de Schauder para espacios

de Banach, introducido en 1930 después de que Brouwer pu-

blicara en 1911 su teorema de punto fijo para espacios de

dimensi6n finita. El teorema de punto fijo de Schauder es una

Figura 2: Schauder

gran herramienta para analizar ecuaciones diferenciales par-
ciales elipticas e hiperbélicas y, ademas de ser utilizado para
obtener resultados cualitativos, también se utiliza para resolver problemas numeéricos en

los ordenadores.



Capitulo 1

Aplicaciones contractivas y Teorema

del punto fijo de Banach

La mayoria de teoremas que aseguran la existencia y unicidad de soluciones para ecua-
ciones diferenciales sujetas a ciertas condiciones iniciales y de frontera pueden ser reducidos
a formulaciones de tipo punto fijo. Probaremos la existencia y unicidad de solucién para

una ecuacion diferencial sujeta a una condicién de contorno del estilo
d
@ = [(zy),
y(a) =b.

A continuacion presentaremos la nocion de aplicacion contractiva.

(1.1)

Definicién 1.1. Dada una aplicacion T' de un espacio métrico (M, d) en si mismo, se dice
que T es una aplicacion contractiva si existe un namero real k € [0, 1) tal que d(Tx, Ty) <

kd(z,y) para todo z,y € M.

Una forma de ver que una funcién real definida en un intervalo cerrado [a,b] de R
es contractiva, es comprobar que tiene la derivada acotada por un valor menor que 1
en todo punto del intervalo, es decir, toda funcion derivable f : [a,b] — R tal que
|f/(x)] < k <1 para todo z € [a, b] es contractiva con constante de contractividad k. Esto

es una consecuencia inmediata del teorema del valor medio. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.2. Consideramos la funcion f : [1,2] — R dada por f(z) = Va2 + 5. A simple

vista, no es sencillo comprobar que es contractiva por la definicién, en cambio, derivando

la funcioén, obtenemos que f/(z) = \/xgﬁ y se tiene que:

@) = | s | < | | < 5 <1
x)| = < < — .
Va2 +5 VaZ+5] V6
Asi, podemos asegurar que f es contractiva con constante de contractividad k = % = @.



2 CAPITULO 1. TEOREMA DEL PUNTO F1JO DE BANACH

Teorema 1.3 (Banach, 1922). Cualquier aplicacion contractiva de un espacio métrico
completo no vacio en si mismo posee un unico punto fijo en dicho espacio (véase en el libro

de Smart [§], p.2,3).

Demostracion. Supongamos una aplicacion T : (M,d) — (M,d) contractiva y (M, d)
espacio métrico completo.
Dado zg € M, tomamos z1 = T(x), xe = T(x1) = T?(x0), ..., xn = T™(x0).
Veamos que la sucesion (z,,)new dada por x; = T%(xq) es de Cauchy. En efecto, por ser T'
contractiva, se tiene que existe k € [0,1) tal que d(Tz,Ty) < kd(z,y) para todo x,y € M.
Por tanto, d(zp41,2n) = d(T(2,), T(2n_1)) < kd(2p, 2n_1) < k2d(Tp_1,Tn_2) < -+ <
kE™d(x1,x0).
Asi, dado m > n, tenemos que
AT, ) < ATy Tim—1) + d(Tm—1, Tm—2) + -+ + d(Tpy1, Tp)

S4B 4 L BN d (2, o) = S Kd(2, 20)

<R, Kld(z, m0) = £7d(21,20) — 0, n — 0.
Por tanto, (x,,)nen es una sucesion de Cauchy en (M, d). Como (M, d) es un espacio métrico
completo, existe z € M tal que lim, o x, = 2.

Veamos que z es el tnico punto fijo de T'. En efecto,
d(T(z),2z) < d(T(2),T(zpn)) +d(T(xy), 2) < kd(z,zp) + d(xps1,2) — 0,

de lo que se sigue que T'(z) = z.
Supongamos que existe w € M tal que T'(w) = w con w # z, por tanto, d(z,w) > 0. En
ese caso, d(z,w) = d(T(z),T(w)) < kd(z,w) < d(z,w), lo cual es una contradiccion, lo

que prueba la unicidad. O

Veamos que, en el Teorema del Punto Fijo de Banach, todas las hip6tesis son esenciales.

En efecto:
1. El Teorema del Punto Fijo de Banach no es cierto si M es vacio.

2. El Teorema del Punto Fijo de Banach no es cierto en general si la aplicacién no es
contractiva. Si consideramos la aplicacion f : R — R dada por f(z) = 14z, cumple
todas las propiedades del teorema menos la de contractividad y no tiene puntos fijos,
ya que la recta y = 1 + x es paralela a la recta y = x, por tanto, en general, nunca

se intersecaran.
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Figura 1.1: Representacion de la grafica y = z frente a y = x + 1.

. El Teorema del Punto Fijo de Banach no es cierto en general si 7" no es una aplicacién

de M en sf mismo. Considerando la aplicacién f : [3,1] — [%, 1] dada por f(z) = 2.
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Figura 1.2: Representacion de la grafica y = x frente a y = x/2.

. El Teorema del Punto Fijo de Banach no es cierto si el espacio métrico (X, d) no es
completo. Sea X = (0, 1] con la métrica d(z,y) = |z — y|, que es un espacio métrico
no completo ya que, por ejemplo, la sucesion (1/n),en es de Cauchy pero no converge

en X. Sea T : X — X dada por T'(xz) = 3, la cual es contractiva, ya que

r oy 1 1
d(Tz,Ty) = ‘5 ~ 5= 5’95 —y| = gd(%y)-
X

Sin embargo, T' no tiene puntos fijos en M, ya que T'(x) = x si y solo si § = =,
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por tanto, x = 0 seria el tnico candidato a punto fijo de T, el cual no pertenece a
X =(0,1].

Por otra parte, la contractividad no es necesaria para la existencia de punto fijo, pues
existen aplicaciones no contractivas con puntos fijos, como es el caso de f : [1/2,1] —
[1/2,1] dada por f(x) = x — sin(nwz). Es facil comprobar que z = 1 es el anico punto fijo

de la aplicacién, en cambio no es contractiva, ya que

1£(1/2) — f(1)] = |1/2 — sin(r/2) — 1 +sin(r)| = 3/2 > |1/2 — 1| = 1/2.

B y=x
] y=x-sin{pi"x)

05t A

Figura 1.3: Representacion de la grafica y = x frente a y = sin(7x).

Veamos que, bajo ciertas condiciones podemos asegurar la existencia y unicidad de

solucion para la ecuacion diferencial (|1.1]) utilizando la teoria de punto fijo.

Teorema 1.4 (Lipschitz, 1876). Sea una aplicacion f continua con valores en R y lo-
calmente Lipschitziana con respecto a la sequnda variable, es decir, existe una constante
k> 0 tal que |f(t,y) — f(t,2)| < k|y — 2| para cierto entorno Ny de (a,b) € R%. Entonces

la ecuacion diferencial con condicion de contorno

& = f(],‘,y)’
dx
{ y(a) =b. )

tiene solucion inica en algin entorno de a.(Ver Smart [{l], p.4,5)

Demostracion. Integrando entre a y t, podemos observar que el problema (|1.1]) es equiva-

lente a la ecuacion integral

y(t) =b+ /t flz,y(x))dx. (1.2)



Denotamos a M como el conjunto de las funciones continuas definidas en un compacto
A de R y consideramos la aplicacion T : M — M que, para caday € M y t € A, esta

definida mediante .
(Ty)(t) =b+ / fx,y(z))da.

Asi, la solucion de serd un punto fijo de la aplicacién T

Tomamos un entorno compacto Ni C Na de (a,b), entonces, por la continuidad de f y
la compacidad de Ny, f esta acotada en Ny, es decir, existe una constante L > 0 tal que
|f(z,y)| < L para todo par (z,y) € Nj.

Sea y una funcién cuyo grafo esta contenido en Vi, se tiene que:

(Ty)(t) — b = | [ f(z,y(x))de| < Lt —al.

Tomamos d € R suficientemente pequenio de modo que la funcién continua y esté bien
definida en el intervalo compacto Iy = [a —d,a+d], y(t) € [b— Ld,b+ Ld] y el rectangulo
R=[a—d,a+d] x[b— Ld,b+ Ld] esté contenido en el entorno Nj.

Consideramos ahora M como el conjunto de aplicaciones continuas cuyo grafo esta

contenido en R, en el que consideramos la métrica del supremo d(f,g) = sup|f(t) — g(t)|,
ely
el cual es completo. Veamos que la aplicaciéon T definida anteriormente es contractiva y

apliquemos el Teorema del Punto Fijo de Banach para asegurar la existencia y unicidad

de punto fijo. En efecto,

(Ty)(6) ~ (T2 = [ Flye)da — [} f, 2(2)d]

= [ (@, y(@) = fla, 2(2)) do|
< dﬁg}) |f(z,y(@)) = f(z, 2())]
< dk sup ly(x) — 2(z)].

Asi, como la desigualdad anterior se verifica para cada t, tenemos que

Ty —T=| = fg})l(Ty)(t) — (T2)(®)]

< dk sup [y(x) — 2(w)] = dklly — 2.
tel,

Por tanto, T" es una aplicacién contractiva si dK < 1, lo cual se puede conseguir siempre
tomando d suficientemente pequenio. Aplicando el Teorema del Punto Fijo de Banach,
podemos asegurar la existencia y unicidad del punto fijo para T, es decir, probamos la
existencia y unicidad de solucién para ecuaciones del tipo en cierto entorno de a.

O
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b+Ld

b-Ld

a-d a+d

Figura 1.4: Representacion de los entornos Ny, No v R.

A continuacién, daremos otra aplicacién del Teorema del Punto Fijo de Banach, muy

atil también en la resolucion de ecuaciones diferenciales.

Teorema 1.5 (Teorema de la Funcion implicita). Sea N un entorno de un punto (a,b) €

R2. Supongamos que f es una funcion continua de N en N verificando que:

1. %(m,y) existe en N y es continua en (a,b).

2. 9L(a,b) #0.
3. f(a,b) =0.

Entonces, existe una unica funcion yo definida en cierto entorno suficientemente pequeno

de a tal que f(x,yo(x)) =0 en dicho entorno (ver Smart [§)], p.5-7).

Demostracion. A partir de ahora, usaremos la notacion Dy = g—g(a, b). Denotaremos por
M un conjunto de funciones que a lo lago de la demostracién les impondremos condiciones
para poder probar la existencia e unicidad de punto fijo de la funcién T de M en M, que

para cada x, viene dada por
(T2) (@) = #(x) — L5022,

Esté claro que, si probamos que dicha funcién tiene un tnico punto fijo y, dicho punto
fijo sera la funcién que buscamos.
Consideramos el rectangulo R = [a — ¢,a + €| x [b—6,b+ ], donde € y ¢ son nameros

positivos suficientemente pequenos para los cuales



’L%(l}y) - 1‘ < % para (xvy) € Rv

Ahora, sea C' = C([a —€,a + €], R) y tomamos

M={yeC : yla)=b, |y—B| <},

donde, en este caso, § denota a la funciéon que vale b en todo punto. Claramente T" es una
aplicaciéon que lleva elementos de M en C.

Para (z,y) € R, tenemos que
2 (v- & f@w)| =1 - & &1yl <,
de lo que se sigue que, para y,z € M,
[Ty} (x) = [T2] (2)] < gly(z) — 2(z)], = € [a —e,a +¢].

Por tanto, || Ty — Tz|| < |ly — 2|, es decir, T es una aplicacién contractiva con constante
de contractividad k£ = 1/2.
Ademas, T aplica M en M ya que:

1Ty — 8| < |Ty—T8| +|IT8 - 8]
<ty -8l + T8 - 8|

<36+36=0.

Ademas, por ser M subespacio cerrado de un espacio completo, M es completo. Por
el Teorema del Punto Fijo de Banach, T tiene un tnico punto fijo, lo que es equivalente a
que existe una tnica funcion continua y definida en un entorno [a — €,a + €] de a tal que

f(z,y(x)) = 0, para todo z en dicho entorno. O]

Este teorema puede ser generalizado para el caso m-dimensional. Para ello previamente

debemos introducir el término de derivada de Fréchet:

Definiciéon 1.6. Sean X un espacio normado, U un abierto no vacio de X y F : U C
X — R una funciéon. Se dice que F' es diferenciable en ug € U en el sentido de Fréchet si

existe una aplicacion lineal y continua L : X — R tal que

lim F(uoth)—F(uo)—L(h) _ 0.

La aplicaciéon L se denomina diferencial en el sentido de Fréchet de F' en wyg.
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Sea f una aplicacion de B x C' en C, donde B y C son espacios de Banach, Dy es la
diferencial en el sentido de Fréchet de f en (a,b). Reemplazamos la segunda condiciéon en
el teorema por la existencia de (D f)*l, en particular, si f estd definida en R™ x R"
con valores en R", interpretaremos Dy como la matriz de dimension n x n de derivadas

parciales con respecto a las n variables de R™.



Capitulo 2

Teorema de Brouwer

En este capitulo introduciremos una propiedad de los espacios topologicos que usaremos
en lo que resta de trabajo, la propiedad del punto fijo. También probaremos que la bola

cerrada en R" tiene dicha propiedad.

Definicién 2.1. Un espacio topologico X se dice que posee la propiedad del punto fijo si

toda aplicacion continua de X en X tiene un punto fijo.
Teorema 2.2. La propiedad del punto fijo es una propiedad topoldgica.

Demostracion. Dados dos espacios topologicos X e Y homeomorfos, tenemos que probar
que si uno posee la propiedad del punto fijo el otro también. Supongamos que X tiene la
propiedad del punto fijo y veamos que Y también la posee. Sea una aplicacion f : Y — YV
continua, tenemos que ver que f posee al menos un punto fijo. Denotamos por h : X — Y

un homeomorfimo de X en Y. Consideramos la composicion
h f R=1
X—Y —>Y —X,

la cual es continua y lleva elementos de X en X, por tanto, como X tiene la propiedad del
punto fijo, tenemos que existe al menos un x € X tal que (h‘1 ofo h) (x) = x, de lo que
se sigue que, componiendo con h por la izquierda, (f o h) (z) = h(x), es decir, f(y) =y,
donde y = h(x). Asi un punto fijo de f serd y = h(x). O

Algunos ejemplos de espacios topologicos que poseen la propiedad del punto fijo son
el intervalo [0, 1] o el disco unidad cerrado en el plano. A simple vista, hay espacios para
los cuales no es sencillo probar que poseen la propiedad del punto fijo, para ello surgen los

llamados retractos.

Definiciéon 2.3. Dados dos espacios topologicos X e Y, se dice que X es un retracto de
Y si X C Y y existe una funcién continua r : Y — X tal que r(x) = z para todo = € X.

La aplicaciéon r se llama retracciéon o retracto.

9



10 CAPITULO 2. TEOREMA DE BROUWER

Teorema 2.4. Si Y tiene la propiedad del punto fijo y X es un retracto de Y, entonces

X tiene la propiedad del punto fijo (véase en Smart [{)], p.10).

Demostracion. Supongamos que Y tiene la propiedad del punto fijo y sear : ¥ — X
una retraccion, veamos que X posee la propiedad del punto fijo, es decir, que cualquier
aplicaciéon f: X — X continua posee al menos un punto fijo.

Consideramos la aplicacion g : Y — X, g = f or continua (por ser composicion de
continuas). Como X C Y y la continuidad no depende del rango, podemos tomar la funcion
g* 1Y — Y continua, la cual, por hipotesis, posee al menos un punto fijo, es decir existe
xo € Y tal que ¢g*(z¢) = x¢. Como xg € X C Y, entonces r(xy) = xg, de lo que se obtiene

que f(z0) = zo. O

Notacion 2.5. En lo que sigue, usaremos la notacion B™ y S™ para representar la bola
cerrada centrada en el origen de radio la unidad y de dimensién n y la esfera centrada en
el origen de radio la unidad y dimension n + 1 respectivamente, es decir, B” = {z € R" :
ol <1}y 8" ={z e R*! : [lz] = 1}.

Previamente de enunciar y demostrar el teorema de Brouwer, debemos introducir una

serie de resultados topolbgicos:

Definicién 2.6. Un espacio topologico X se dice contréactil a un punto zg € X si existe
una funcion continua f : X x [0,1] — X verificando que f(z,0) =z y f(z,1) = x¢ para

todo z € X. Tal funcién f es una homotopia entre X y xg.
Teorema 2.7. Paran > 0, S™ no es contrdctil.
Lema 2.8. Si Y es contrdctil, todo retracto de 'Y es contrdctil.

Demostracion. Sea Y un espacio topolodgico contractil y X un retracto de Y. Veamos que
X es contractil. Sea r : Y — X una retracciony f : Y x [0, 1] — Y una homotopia entre
Y e yo € Y. Considerando la composicion
Id
X %[0,y x 0,1 Ly 2 x,

tenemos una homotopia entre X y 7(yo). O

Teorema 2.9 (Brouwer, 1910). B" tiene la propiedad del punto fijo (véase en la monografia
de Smart [4], p.11).

Demostracion. Supongamos que existe una aplicacion T de B™ en B"™ sin puntos fijos
y llegaremos a una contradicciéon. Si dicha aplicaciéon existiese, podriamos construir un

retracto de B™ en S"~! como sigue: para cada x € B", consideramos la interseccion de la
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recta que une Tz y = con S™, dicha interseccién seran dos puntos, pero consideraremos el
punto de intersecciéon obtenido al prolongar el segmento que va desde T'x a x, y denotamos
dicho punto por 7(x). Asi, acabamos de construir un retracto r : B" — S"~! lo cual no
es posible pues B" es contractil y, asi, todo retracto de B" seria contractil, en particular

S"! 1o que es una contradicciéon, pues S*~! no es contractil. O

Figura 2.1: Demostraciéon Teorema de Brouwer.

2.1. Resultados equivalentes al Teorema de Brouwer

A continuacion, estudiaremos numerosos resultados que, aunque a simple vista pueden
parecer distintos al teorema de Brouwer, en realidad son equivalentes a él, dichos resltados
se ven reflejados en el libro de Istratescu [3], p.116-119. Antes de enunciar y demostrar la

siguiente equivalencia, introduciremos el Teorema de Stone-Weierstrass.

Teorema 2.10 (Stone-Weierstrass). Sea K un subconjunto compacto de un espacio to-
poldgico X. Dada f : K — X wuna funcion continua, entonces existe una sucesion de

funciones polindmicas (fy,) que converge uniformemente a f en K.

neN

Teorema 2.11. El teorema de Brouwer es equivalente a que no existe un retracto continuo
y diferenciable de B™ en S*1.

Demostracion. Supongamos que se verifica el teorema de Brouwer y que existe un retracto
r . B" — S"! continuo y diferenciable. Tomamos 71(z) = —r(x), 71 es una funcién

continua de B™ en B" que no tiene puntos fijos, lo que contradice el teorema de Brouwer.
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Supongamos ahora que no existe ningdn retracto continuo y diferenciable de B™ en
S"~1 y veamos que se verifica el teorema de Brouwer. Supongamos que no se verifica el
teorema de Brouwer, es decir, existe una funcién continua f de B™ en B" que no tiene
puntos fijos y consideramos la linea que une z y f(zx) intersecada con S*~!, lo que nos
da un punto que llamaremos g(x). La funcién xz +— g(x) esta bien definida y verifica que
g(z) = = para todo x € S™. Probaremos que g es continua y diferenciable, para ello, la
linea que une x y f(x) tiene la forma a(z)z + (1 — a(z)) f(z). Para probar la afirmacion

tenemos que ver que « es continua y diferenciable:

(a(@)r + (1 - a(2) f(z), a(z)z + (1 — a(z)) f(2))
= a(2)’||z]* + 2a(2)(1 — a(@))(z, f(2)) + (1 = a(2))* | f()|I* =

para todo x € S"~1. Por tanto a(z) es la solucién de una ecuaciéon cuyos coeficientes son
continuos y diferenciables, asi la soluciéon «(x) tiene la misma propiedad y es continua y
diferenciable. En consecuencia, el punto fijo de g existe.

Por la continuidad de f en el compacto B", el teorema de Stone-Weierstrass nos asegura
que podemos encontrar una sucesion (f)nen de funciones continuas y diferenciables que
convergen uniformemente a f. Tomamos ahora (z,)neny dada por (x,) = fun(zp—1). El
punto al que converge dicha sucesiéon sera un punto fijo de f. Contradicciéon con que no se

verifica el teorema de Brouwer. O

Otro teorema equivalente al Teorema de Brouwer es el enunciado por Henri Poincaré

en 1886, 24 anos antes que el propio Teorema de Brouwer.

Teorema 2.12 (H. Poincaré). Sea f : B" — B™ una aplicacion continua y supongamos
que para algin r > 0 y todo X > 0, f(u) + Au # 0 para todo u con ||u|| = r. Entonces

existe un punto ug, con ||lug|| < r, tal que f(ug) =0 .

A continuacion, enunciaremos otro teorema equivalente al teorema de Brouwer, el cual

es muy util en la teoria de ecuaciones diferenciales.

Teorema 2.13 (Teorema Poincaré-Miranda). Si denotamos por D" ={x = (x1,...,z,) €

R™ : a; < z; < b} y dada f; : D™ — R continua y verificando:

fi(xlw- Li—1,Q5y Tjg1yeeey T )

0,
filx1, oo @im1, b, Tig1, o, xn) <O

N\

9

para todo i = 1,...,n. Entonces existe un punto zo € D" tal que f;i(z9) = 0 para todo
1=1,2,....n
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Demostracion. Veamos que es equivalente al teorema de Brouwer, para ello, en primer
lugar, supongamos que se verifica el teorema de Brouwer y veamos que se cumple dicho
teorema. Por ser f; una funcién continua definida en un compacto, alcanza el maximo y el
minimo en dicho compacto. Denotemos por m; y M; el minimo y maximo de f; en D" y
sean (5; y (5;/ las distancias del conjunto de puntos de D™ tales que f;j(z) < 0y fi(z) >0
a los hiperplanos x; = a; y x; = b;, respectivamente. Sabemos que m; < 0y que M; > 0,

por tanto, podemos encontrar n nimeros ¢; tales que

—5;/’[71@',
5; /M.

0<eg

<
0<eg <

Definimos asi las funciones g;(x1, ..., ) x; + € fi(x1,...,xy), las cuales cumplen, si
f(z1,...;xy) =0, que
a; < x; < gi(x1, ., ) < by
Si fi(x1,...,xy) > 0, tenemos
a; < x; < gi(x1, .y xpn) < by — (5;/ + &, M; < b;.
En el caso de f;(x1,...,x,) < 0, se tiene

bi =z > gi(x1,...,xpn) = a; + 6; + €im; > a;.

Si tomamos G = (g1,...,9n), por el teorema de Brouwer sabemos que G admite un
punto fijo, es decir, existe z = (x1,...,z,) € D" tal que G(z) = x, en particular,
x; = x; + € fi(x), es decir, fi(x) =0.

Supongamos ahora que se verifica dicho teorema y veamos que se cumple el teorema

de Brouwer. Sea f; : D" — R continua y verificando:

fi(x1, o Tim1, @4, Tig1, ooy Tny)

0,
fi(fL‘l,...,l‘l’,l,bi,xprl,...,l‘n) 0

NN

9

Vi = 1,...,n. Entonces existe un punto zy € D" tal que fi(xg) = 0 Vi = 1,2,...,n.
Tomando ¢} (z) = fi(x) — z;, por hipotesis sabemos que existe zg € D™ tal que g;(zo) = 0,
por tanto, F' = (fi,..., fn) tiene la propiedad de punto fijo.

O

Otra forma equivalente de enunciar el teorema de Brouwer es la siguiente:

Teorema 2.14. Si C' es un subconjunto compacto y convexo de un espacio vectorial de
dimension finita y f : C — C' es una aplicacion continua, entonces f admite al menos un
punto fijo. En otras palabras, todo subconjunto compacto y convexo de un espacio vectorial

de dimension finita tiene la propiedad de punto fijo.
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La demostraciéon es inmediata, se sigue de que todo subconjunto compacto y convexo
de un espacio vectorial de dimensién finita es homeomorfo a la bola cerrada en dicha
dimension y, como la propiedad del punto fijo es una propiedad topologica, se obtiene el

resultado.

2.2. Aplicaciones del Teorema de Brouwer

El teorema de Brouwer tiene varias aplicaciones importantes en diferentes ambitos,
a continuacién estudiaremos uno de los més importantes. Este hace referencia al bien
conocido Teorema Fundamental del Algebra, que establece que todo polinomio de grado
n tiene exactamente n raices complejas. Veamos que una de sus demostraciones es una

consecuencia del Teorema de Brouwer:

Teorema 2.15 (Teorema Fundamental del Algebra). Sea p(z) = ag + ayz++a,2", un
polinomio con coeficientes complejos. Entonces existe zg € C tal que p(zg) = 0 (véase

Istratescu [3], p.141).

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a,, = 1, de no ser asi, bastaria
con dividir todos los coeficientes del polinomio entre a,.

0

Fijemos z = re?? con 0 < 6 < 27, y sea R = 2+ |ag|+- - -+ |an_1|. Definimos la funciéon

g : C — C dada por:

9(2) =

{ z—p(2)/ (Rei("_l)e), st |z] <1,
z—p(z)/ (Rz"71), si |z| > 1.

Es claro que g es una funciéon continua (por construccion).

Consideramos el conjunto A = {z € C : |z| < R} compacto y convexo en el plano
complejo. Veamos que es invariante por g. En efecto, dado z € A, distinguimos dos casos:

Si |z| < 1, entonces:

9(2)] = |2 = p(2) /R < 2] + [p(2)| /R
=lz|+|ag + a1z +- -+ apn_12"" 1+ 2"|/R
1+ (lao| + larz] + - + an—12" "1 + |z"])/R

<
<1+ (lagl +laa| -+ lan-1| + 1)/R<1+1=2< R,
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Si |z| > 1, tenemos que

9(2)] =z = p()/R" | = |2 — (a0 + a1z + -+ an_y 2"+ 27) /(Rem )|
= ‘Z —z/R—(ao+---+ an_lznfl)/(RZWl)}

<z —z/R|+ |(ao + - + an—12"71) /(R2"71)|

S (R—=1)+ (lao| + -+ +|ap-12""") / | Rz

< (R—1) + laol/|R" + |arz|/|Rz" " + -+ + Jan—12" 1| /| R2"71|
= (R —1) + |ao| /|Rz"~ 1!+Ia1\/!Rz” |4+ fan—1|/|R]

< (R —1) +laol/|R + |a1|/|R| + -+ + |an—1]/| R

= (R—1)+ (lao| + |a1] + -+ |ap—1])/R=R -1+ (R-2)/R< R.

Por tanto, A es invariante mediante g. Aplicando el Teorema de Brouwer a la aplicaciéon

gja :+ A — A, se deduce que existe zg € A tal que g‘A(zo) = 29, es decir, se satisface que
p(z0) =0. O






Capitulo 3
Teorema de Schauder

Después de que Brouwer probara su famoso teorema en 1912, numerosos matemaéticos
realizaron diversas pruebas sobre su teorema, obteniendo resultados sobre conjuntos més
generales, como es el caso de Birkhoff y Kellog, que demostraron que cualquier subconjunto
compacto y convexo de L%([0,1]) o C([0, 1], R") tiene la propiedad de punto fijo. En 1927 J.
Schauder extendié dicho teorema para espacios métricos lineales y tres anos después obtuvo
que todo subconjunto compacto y convexo de un espacio de Banach tiene la propiedad del
punto fijo. Antes de demostrar el teorema de Schauder, debemos enunciar y demostrar una

serie de resultados.

Lema 3.1. Sea U un espacio métrico. Supongamos que T es una aplicacion continua de
U o de un subconjunto cerrado de U en un subconjunto compacto de U y que, para cada
e > 0, existe un z(e) tal que d((Tx) (), z(c)) < €. Entonces T' posee al menos un punto
fijo (ver el libro de Smart []), p.2).

Demostracion. SeaT : M — L, donde M es un subconjunto cerrado y L un subconjunto
compacto de un espacio métrico U y supongamos que para cada € > 0, existe un x () tal que
d((Tz) (¢),z(e)) < e. Como (T'z) (¢) € L'y L es compacto, podemos asumir que existe una
sucesion (e, )nen que converge a cero tal que Tx(e,) — y € L. Como d ((Tx) (¢),z(e)) < &
para todo € > 0, se tiene que z(g,) — y y ,asi, y € M.

Por tanto, Ty esté bien definido y, por la continuidad de T, se tiene que

Ty=T ( lim a:(en)> = lim ((Tz)(en)) =y

n—oo n—oo

y, asi, y es un punto fijo de T O

Lema 3.2. Sea (Y,d) un espacio métrico compacto. Para cada € > 0 consideramos

P.: Y — Y wuna aplicacion continua verificando que d(P:(z),x) < &, Vx € Y. Si cada

17
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conjunto P.(Y'), para e > 0, tiene la propiedad de punto fijo, entonces Y tiene la propiedad
de punto fijo (ver Smart [{)], p.13).

Demostracion. Sea T : Y — Y una funcién continua y veamos que admite al menos
un punto fijo. P.(Y) tiene la propiedad de punto fijo, sea P.T : P.(Y) — P.(Y) una
aplicacion continua verificando que d(P:(z),x) < e, Vx € Y, asi existe z. € P-(Y) tal que
P.T(z;) = z.. Por tanto d(z., T (z:)) = d(P.T(z:),T(x¢)) < €, luego, por el Lema [3.1] se

tiene que x. es un punto fijo de Y. O
Veamos que podemos generalizar los resultados de dimension infinita al cubo de Hilbert:

Definicién 3.3. Definimos el cubo de Hilbert como el subconjunto Hg de ¢? formado por

las sucesiones a = (ay,az,...) € £2 tales que |a,| < 1/n, para todo n € N.

Nota 3.4. En el caso de 2 nos referimos a la norma de un elemento = = (21, z2,...) de £2
como [|z|| = (372 x2)1/2.

n=1*n

Teorema 3.5. Todo subconjunto compacto y convexo H de un espacio de Banach B es

homeomorfo a un subconjunto compacto y convexo del cubo de Hilbert Hy (Ver Smart []],
p.13).

Demostracion. Consideramos una sucesion (x,)neny en H y sea la sucesion de funciones
(fn)nen de B*(espacio dual de B) dada por fy,(xy,) = ||xx||/n, que cumplen que ||f,|| = 1/n.
La aplicacion F' : x € H — (fi(x), fa(x), ..., fu(x),...) € Hp es un homeomorfismo entre

H v Ho. En efecto, F' es un operador lineal y acotado y es biyectivo ya que, si z # y,

[fn(2) = fu()| Z |fa(@n)] = |fu(x) = fo(y) = fu(zn)| = [lonll/n = [z =y = all/n > 0,

para x, suficientemente cerca de z — y. Asi, F' es un homeomorfismo de H en F(H)
(subconjunto compacto y convexo de Hy, por la compacidad y convexidad de H y la
continuidad de F). O

Ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar un resultado sobre la propiedad del

punto fijo en un espacio de dimensién infinita.
Teorema 3.6. El cubo de Hilbert H tiene la propiedad del punto fijo (ver Smart [§], p.14).

Demostracion. Denotamos por Py, : & = (21,22, ...) € 2 — Py(x) = (21,2, ..., z,) € R™.

Asi, para cada a € Hy,

o0

. 1/2
HPn<a)—aH<<Z ) .

r=n+1



19

Para cada n € N, P,H( es un subconjunto compacto y convexo de R™. Por el Teorema de
Brouwer, P,H tiene la propiedad del punto fijo y, por el lema [3.2] tenemos que H tiene
la propiedad de punto fijo. O

Corolario 3.7. Todo subconjunto no vacio compacto y convero de Hy tiene la propiedad

del punto fijo.

Teorema 3.8 (Teorema de Schauder, 1930). Todo subconjunto no vacio compacto y con-

vezo de un espacio de Banach tiene la propiedad de punto fijo (ver Smart [4], p.15).

Demostracion. Sea X un espacio de Banach e Y un subconjunto de X. Por el Teorema
B8 Y es homeomorfo a un subconjunto compacto y convexo Z de Hy. Ahora bien, por el
corolario anterior, Z tiene la propiedad de punto fijo, la cual es una propiedad topologica,

por tanto Y tiene la propiedad de punto fijo. O

A continuacién veremos que la condicion de compacidad del Teorema de Schauder
no puede ser sustituida por cerrado y acotado. Probaremos que la bola unitaria (cerrada
y acotada, pero no compacta) en [?(Z) carece de la propiedad del punto fijo. Para ello,
consideremos el espacio de Hilbert [?(Z) con la base natural (y,)nen dada por
yn = (0,...,0,1,0,...) con el 1 en la posicién n. Para cada z € [?(Z) escribimos
r = (., 1,20,21,...) = Y, TpYn. Consideramos el operador shift hacia la derecha, T'
de 1?(Z) en [*(Z) dado por Tx = Y. x,yn+1. Antes de probar que la bola unitaria de
I12(Z) carece de la propiedad del punto fijo, probemos un lema que usaremos en dicha

demostracion.

Lema 3.9. En las condiciones anteriores, el vector x — Tx es un mailtiplo de yy solo si

x =0 (véase la monografia de Smart [§], p.16).

Demostracion. Escribimos ¢ — Tz = > (2n, — Tn—1)Yn = Yo, POr tanto, x,, = xo para todo
n>02x9g—x_1 =cy xy, =x_1 para todo n < 0. Para que dicha sucesién pertenezca a

12(Z) se debe cumplir que 29 = x_1 = 0. La otra implicacién es trivial. O

Teorema 3.10. La bola unidad en 1?(7Z) carece de la propiedad de punto fijo (ver Smart
HJ. p-16).

Demostracion. Denotamos por B la bola unidad en [?(Z) y definimos la aplicacion
S : 1>(Z) — I*(Z) dada por Sz = (1 — |[z]|)yo + Tz, donde T denota el shift hacia la
derecha introducido en el lema anterior.

S es continua (por definicion) y aplica B en B ya que, si z € B,

15z|l < (U= [lz[Dllyoll + [ Tz] = (1 = ll=[]) + [l = 1,
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por tanto, si x € B, St € B.

Veamos ahora que la aplicaciéon S no posee puntos fijos. Supongamos que existe xg €
12(Z) tal que Szg = wo, asi, zg = Sz = (1 — ||2o||)yo + Two, por tanto, xg — Tz =
(1 —||zo||)yo, lo cual no sucede si zp = 0 y tampoco si zg # 0 (por el lema anterior). Por

tanto, B no tiene la propiedad de punto fijo. O

Schauder probo otro resultado de punto fijo, en el que impone menos condiciones sobre
el conjunto de definicién pero a cambio tiene que imponer condiciones mas fuertes sobre

la aplicacién, tal y como se enuncia a continuacién.

Definicién 3.11. Dado un espacio topolégico X y un subespacio no vacio Y de X, una
aplicaciéon continua T : Y — Y se dice compacta si, para todo subconjunto acotado E de

Y, f(F) es compacto; en otras palabras, f(F) es relativamente compacto.

Nota 3.12. Si Y es un subconjunto compacto de X, toda funcién continua f : Y — X

es compacta. En efecto, si A es un subconjunto acotado de Y, f(A) es un subconjunto

compacto de f(Y) ya que f(A) es un cerrado contenido en un compacto f(Y).

Teorema 3.13 (Teorema de Schauder). Sea X un espacio de Banach y C' un subconjunto
no vacio de X cerrado y acotado. Toda aplicacion compacta f : C — C tiene la propiedad
de punto fijo (véase [§]).

Para demostrar dicho resultado introduciremos un lema que usaremos en su demostra-
cion.

Lema 3.14. Dados un subconjunto compacto K de un espacio normado X, ¢ > 0 y A
un subcongunto finito de K tal que K C |J{B(a,e) : a € A}. Definimos la aplicacion
¢a: K — X dada por

dA{ma(z)a : a € A}
= 3.1
A = @) T ac 4} (3.1)
para cada x € K, donde
0 si ||z —all > €,
ma(r) =
e—|lx—all sillz—all <e.

Entonces ¢4 es una funcion continua y ||¢a(z) — z|| < e, para todo x € K. (véase [§]).

Demostracion. Por definicion, mq(x) > 0 para cadaa € Ay Y {my(z) : a € A} > 0 para
todo z € K, entonces ¢4 esta bien definida sobre K. Ademés, ¢4 es continua, pues para
cadaa € A, mg : K — [0,¢] lo es. En efecto, sean €1 > 0, x; € B(a,e) y 2 € K \ B(a,¢)
tales que d(z1,z2) < §. Tomando 0 < § < €1, se tiene que

Ima(21) = ma(z2)| = [e = ||lz1 = all| < [[|lz2 — al| = [lz1 = all| < [loz —21]| <6 <er.
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Por otra parte,
dYd{my(z)(a —x) : a € A}
Y {ma(z) @ a € A}

pa(z) —x =
y, st mg(z) > 0, entonces

> Ama(z)|la —z|| : a € A}
S {ma(z) : a€ A} °

lpa(z) -zl <

Estamos en condiciones de demostrar la segunda forma del Teorema de Schauder.

Notacion 3.15. En la siguiente demostracion usaremos la siguiente notacion para referirnos

a la envoltura convexa de un conjunto A, co(A) =({C : A C C,C convexo}.

Demostracion Teorema[313 Definimos K = f(C). Por hipotesis, K C C. Por ser K
compacto, existen subconjuntos finitos 4,, de K tales que K C |J{B(a,1/n) : a € A,} y
sea ¢n, = @4, la aplicacion definida por en el Lema anterior. Entonces, por la definicién
de ¢, y la convexidad de C, se tiene que ¢,(K) C co(K) C C, entonces f, := ¢, 0 f aplica
C en si mismo. Ademas, por el Lema se tiene que

| fn(z) = f(@)]| < 1/n,

para todo x € F.

Denotamos por X, el espacio lineal generado por el conjunto finito A,, y definimos C,, =
C N X,. Entonces, X, es un espacio normado de dimensién finita, F,, es un subconjunto
convexo (por definicién) y compacto de X, ya que C), es cerrado en X,, y X, es un espacio
de Hausdorff. Ademés, f, : C,, — C), es continua por ser composicion de continuas, por
tanto, por el Teorema existe un elemento x,, € C, tal que f,(x,) = x,.

Dado que (f(2n)),cy €8 una sucesion contenida en el conjunto compacto K, existe
una subsucesion (f(:cnj))jeN y un punto xg € K tal que (f(:vn])) 2% zo9. Dado que

fn;(Tn;) = xp;, tenemos que

[[en, = ol | = [|fu; (2n,) = ol|
|

j —00 . . . .
Luego, (mn]) =%z y, dado que f es una aplicacién continua, se tiene que

I (x0) Zjlifg}o [ (#n;) = xo.
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3.1. Aplicaciones del Teorema de Schauder

El Teorema de Schauder tiene numerosas aplicaciones, como es el caso del Teorema de
Peano sobre la existencia de soluciones para el problema de Cauchy relativo a ecuaciones

diferenciales. Previamente enunciaremos un teorema.

Teorema 3.16 (Teorema Arzela-Ascoli). Sean X un espacio topoldgico compacto e Y un
espacio métrico completo. Un subconjunto H C C(X,Y) serd relativamente compacto si y

solamente si:
1. H es equicontinuo.

2. Para todo v € X, el conjunto Hy = {f(x) : f € H} es relativamente compacto en
Y.

Notese que, si Y = R, la condicion 2 es equivalente a pedir que para cada x € X, el

conjunto H, sea acotado.

Teorema 3.17 (Teorema de Peano). Sea D = {(x,y) € R? : |z — x0| < a,|y — vo| <
b}. Dada una funcion f : D — R continua y consideremos la ecuacion diferencial con
condicion inicial
{ X = flx,y)
y(xo0) = yo
Entonces existe una funcion y cumpliendo las condiciones indicadas anteriormente. (Ver
Istratescu [3], p.177,178)

Demostracion. Consideramos el espacio de Banach formado por todas las funciones conti-

nuas con valores reales definidas en el intervalo [z — h,z¢ + h], donde

hzml’n{ a4 , b },
1 (@)l + 170 f ()] +1

con la norma del supremo, que denotaremos por M.

La ecuacién diferencial del enunciado es equivalente a la ecuacién integral

y(z) = yo + /w f(s,y(s))ds.

La solucién de la ecuacion diferencial de partida serd un punto fijo del operador T
definido en M y con valores en M, dado por

S

Ty] () = wo + / £t y(8)dt,

z0

para cada s € [xg — h,x0 + h].
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Consideramos el subconjunto C' de M formado por las funciones y : [xg—h, zo+h] — R
tales que |y(s) — yo| < b, que es cerrado, acotado y convexo en M. Veamos que C es

invariante por el operador T'. En efecto, sea y € C, entonces

(71 =l =| [ statona] < | [istas] <o
Ademas, dados s, s’ € [xg — h, zg + h| tenemos:
[Ty] (s) = [Ty] ()| = / f(t,y(t))dt—/ fty@)dt] < 2[|fllls — s'|.

Por tanto, por el Teorema de Arzelad-Ascoli, T' es un operador compacto. Asi, por el
Teorema de punto fijo de Schauder, T'" admite un punto fijo que sera una solucién de la

ecuacion diferencial de partida.

O






Capitulo 4

Consecuencias del Teorema de
Schauder

Hasta ahora, hemos considerado aplicaciones que aplican un conjunto en si mismo.
Ocupémonos ahora de estudiar las aplicaciones que no preservan el conjunto de defini-
cién. Varios resultados de este tipo nos los proporcionan los teoremas de Krasnoselskii
(1953), Rothe (1937), Altman (1957) y Petryshyn (1967). Dichos teoremas se basan en
imponer condiciones sobre la imagen de puntos de la frontera de un conjunto y asi probar

la existencia de punto fijo de tal aplicacion.

Notacion 4.1. Dado un conjunto M denotaremos por Int(M) al interior de M y OM por
la frontera de M.

Veamos cuales son las condiciones impuestas y posteriormente probemos el Teorema
de Rothe. Sea f: B — X, donde X es un espacio de Banach real y B es la bola cerrada

de radio n y centro el origen:

1. Condiciones de tipo Krasnoselskii:

Para x € 9B, (f(z),r) <|z|?.

2. Condiciones de tipo Petryshyn:
Para x € 0B, [l — f(z)| = || f ().

3. Condiciones de tipo Rothe:
Para z € 0B, || f(z)|| < [|l=].-

4. Condiciones de tipo Altman:
Para x € 0B, ||z — f(2)* > ||/ (=)[I” — [|=]*.

25
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Probemos ahora el Teorema de Rothe, para lo cual, previamente enunciaremos dos

lemas:

Lema 4.2. Sea M la bola cerrada de radio n centrada en el origen en un espacio vectorial
normado X. El retracto de X a M wviene dado por la aplicacion v : X — M definida

mediante
st x € M,

rie) = { n’x, si x ¢ M. (4.1)

||

Se tiene que:
1. T es un retracto continuo.
2. Sir(z) € Int(M), entonces r(z) = x.
3. Six ¢ M, entonces r(x) € OM (ver Smart [§], p.26).

Lema 4.3. Sea M la bola cerrada de radio n centrada en el origen en un espacio vectorial
X y N, L dos subespacios de un espacio normado X. Dada T : M — N una aplicacion

compacta y v : N — L continua, entonces rol : M — L es compacta.

Teorema 4.4 (Rothe, 1937). Sea X wun espacio vectorial normado. Toda aplicacion T
continua y compacta de M en X tal que T(OM) C M tiene al menos un punto fijo (véase
Smart [{)], p.27).

Demostracion. Sea r la proyeccion radial del Lema [£.2] Entonces, por el Lema anterior,
r o1 es compacta y, por tanto, por el Teorema de Schauder, tiene al menos un punto fijo,

es decir, existe y € M tal que (r o T')y = y. Distinguimos dos casos:
» Siy € Int(M), por el apartado 2 del Lema se tiene que Ty = y.

» Siy € IM, por la definicion de T', Ty € M y, por la definicion de r, (roT)y = Ty.
Por tanto, y = (roT)y = Ty, es decir, y es un punto fijo de 7.

O

El teorema ademas puede ser enunciado de una forma mas general, como se recoge a

continuacioén.

Teorema 4.5. La conclusion del Teorema [{.4] es cierta para todo subconjunto cerrado y
convexo M de X.
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A continuacién, nos centraremos en una familia de aplicaciones {U; : t € [0,1]}
definidas en una regiéon M de un espacio vectorial normado X, las cuales no poseen puntos
fijos en la frontera de M. Asi, al variar t, los puntos fijos no pueden escapar de M a
través de su frontera. En los siguientes resultados, imponiendo ciertas condiciones sobre
las funciones de la familia {U; : t € [0, 1]}, se podra asegurar que U; posee un punto fijo.

A continuacion expondremos el concepto de pf-homotopia.

Definicién 4.6. Dadas Uy y U; dos aplicaciones de un conjunto N en un espacio vectorial
normado B, decimos que Uy es pf-homotépica a Uy en N si existe una familia de aplicaciones

{Uy : t€][0,1]} de N en X tales que:
1. Ug(z) = U(z,t) es continua en N x [0, 1].
2. U(N x [0,1]) esta contenido en un subconjunto compacto de X.
3. U(x) # x para z € OM y para todo t € [0, 1].

Los siguientes resultados se basan en imponer ciertas condiciones sobre M y Uy, suponer
que U; es pf-homotopica a Uy en M vy, asi, concluyen la existencia de un punto fijo para
la aplicacién Uy. Uno de los primeros y méas famosos teoremas de este tipo es debido a
Leray y Schauder (1934), pero la condicién sobre Uy en ese caso es que deg(I — Uy) # 0,
resultado cuya aplicaciéon requiere conocer la teoria del grado. Posteriormente, se intentd
modificar la condicién sobre el grado de I —Up y no fue hasta casi 20 anos mas tarde cuando
Schaefer enunci6é y demostré un teorema con condiciones menos generales sobre M y Uy
pero que se pueden aplicar mas facilmente. Schaefer considera Uy = 0, Uy = tU; y M una
bola en el espacio vectorial normado X . Posteriormente, Browder enunci6é un resultado en
el que modificaba la restriccion Uy = tUq, el cual fue generalizado por Potter, que exigid

Uo(OM) C M y M convexo. Veamos estos dos resultados.

Teorema 4.7 (Schaefer, 1955). Seam un espacio vectorial normado X y T una aplicacion
de X en X compacta. Entonces se cumple que la ecuacion x = XT'x tiene solucion para
A =1 (es decir, existe un punto fijo para T) o el conjunto {x € X : x = ATz, con0 <
A < 1} no estd acotado (véase en Smart [Jl], p.29).

Demostracion. Consideramos el retracto radial » de X en la bola M de X de radio n y
centro el origen dado por . Por el Teorema de Schauder, r o T tiene un punto fijo x en
M.Si|Tz|]| <n, (roT)ex=Tr=u=a,si |[|[Tz|]| >n, z=(roT)z = (n/||Tz||)Tr = Nz
con 0 < A < 1. Por lo tanto, para algin entero n, existe un punto fijo x = Tz o para cada
n obtenemos un autovector de norma n con algin autovalor asociado en el intervalo (0, 1),

en este caso el conjunto de autovectores no esta acotado. O
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Antes de enunciar y demostrar el Teorema de Browder-Potter, debemos introducir el
llamado funcional de Minkowski. Dado M un subconjunto cerrado y convexo de un espacio

vectorial normado X tal que 0 € Int(M), el funcional de Minkowski viene dado por
g(z) =inf{c e RT : z€cM}

Teorema 4.8 (Browder-Potter, 1973). Sea M un subconjunto cerrado y convexo de un
espacio vectorial normado X . Sea U una aplicacion continua de M %[0, 1] en un subconjunto
compacto de X tal que Ug(OM) C M vy, si denotamos por Us(x) = U(z,t), supongamos
que para cada t € [0,1],U; no tiene puntos fijos en OM, entonces Uy tiene al menos un
punto fijo en M.(Ver Smart [4l], p.30)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que 0 € Int(M). Supongamos
que U; no tiene puntos fijos y lleguemos a una contradicciéon. Para € > 0 arbitrario,

consideramos la aplicacion S : M — X dada por:

S(x): Ul %_5 ) st g(x)<1_87 (42)
U (55 542) si 12 @) > 1-¢,

donde g(z) es el funcional de Minkowski introducido anteriormente.

La aplicaciéon S no posee puntos fijos para € > 0 suficientemente pequeiio, como se
justificaré en el Lema Sin embargo, S aplica OM en M pues, si z € OM, g(z) =1y,
asi, S(z) = U(z,0) = Up(xz) € M (por hipotesis). Ademaés, por la definicion de S, se tiene
que S es compacta, lo que contradice el Teorema Esta contradicciéon viene de asumir
que Up no tiene puntos fijos y de que Uy no tiene puntos fijos en M, V¢t € [0, 1].

O

Probemos ahora que, para € > 0 suficientemente pequeno, la aplicaciéon definida en
(4.2)) no tiene puntos fijos:

Lema 4.9 (Smart [4], p.30,31). En las hipétesis del Teorema anterior y suponiendo que

Uy no tiene punos fijos, entonces para € > 0 suficientemente pequeno, las ecuaciones

1) U () ==, con g(z) <1-e,

(i) U (ﬁ, 1_g(x)>, conl>g(x)>1—¢,

no poseen solucion.

Demostracion. Empecemos probando que la primera ecuacién no tiene soluciéon para e > 0

suficientemente pequenio. La condiciéon g(x) = inf{c € RT : x € eM} <1 — € nos indica
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que == € M. Razonemos por reduccion al absurdo, asi podemos encontrar una sucesion

de ntumeros reales positivos (&, )neny — 0 y una sucesion de elementos de M, (x,)neny € M

tal que Ul(lf’;n) = x,. Por la compacidad de U, podemos encontrar una subsucesion
convergente (zp, )n,en — y. Ahora, por la continuidad de U, tenemos que U;(y) = v, lo
cual es una contradiccién.

Probemos que la segunda igualdad no tiene solucién para ¢ > 0 suficientemente pe-
queno. Procediendo de nuevo por reduccién al absurdo, existen una sucesiéon de ntimeros

reales positivos (e,)neny — 0 y una sucesion de elementos de M, (x,)nen € M tales

que para 1 > g(z,) > 1 — &, se tiene que U (g(xx”), l_gi””")> = x,. Asi, tenemos que
0< 1=g(@n) < 1. Por la compacidad de U,podemos tomar una subsucesion convergente de

En
(@n)nen, (Tny),, en — Y tal que % — t, para cierto ¢ € [0, 1]. Ahora, como &, — 0,
se tiene que (g (n,)),, ey — 9(y) = 1. Por tanto, U(y) = U(y,t) = y, lo que contradice
que U; no tenga puntos fijos en OM.
O

4.1. Teorema de Krasnoselskii

A continuacion, consideraremos la suma de aplicaciones compactas y aplicaciones con-
tractivas, las cuales es facil que ocurran en la practica matemética, por ejemplo, en el caso
de los operadores diferenciales sometidos a perturbaciones, nos podemos encontrar con
que la perturbacién venga dada por una aplicacién contractiva, mientras que la inversiéon
del operador diferencial nos da una aplicacién compacta. Nos centraremos en el teorema
de krasnoselskii. Previamente introduciremos una definiciéon y probaremos un lema con la

finalidad de probar dicho teorema.

Definicién 4.10. Se dice que un subconjunto S de un espacio topologico X es relativa-

mente compacto si su clausura es compacta.

Nota 4.11. Para comprobar que un subconjunto S de un espacio topoldgico X es relativa-
mente compacto, se puede ver que toda sucesion de elementos de S tiene una subsucesiéon

que converge en X.

Lema 4.12. Si B es una aplicacion contractiva de un subconjunto M de un espacio vec-
torial normado X en X, entonces I — B es un homeomorfismo de M en (I — B)M. Si

(I — B)(M) es un espacio relativamente compacto, entonces M también lo es. (Ver Smart

], p-32)



30 CAPITULO 4. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE SCHAUDER

Demostracion. Es claro que (I — B) es continua, veamos que (I — B)~! también lo es:
(I = B)z — (I = B)y|| > [l =yl = [[Bx — Byl| = (1 = k)[lx —yl,

para cierto k € (0,1). Substituyendo z e y por (I — B)"!(u) e (I — B)~!(v) para ciertos
u,v € (I — B)(X), llegamos a que (I — B)~! es Lipschitziana con constante de Lipschitz

m = 1. Asi, (I — B)™! es continua. Por tanto, I — B es un homeomorfismo. O

Teorema 4.13 (Krasnoselskii). Sea M un subconjunto cerrado convexo y no vacio de un
espacio de Banach X. Supongamos que A y B son aplicaciones de M en X cumpliendo

que:
1. Az + By € M para todo x,y € M.
2. A es continua y compacta.

3. B es una aplicacion contractiva.
Entonces, existe y € M tal que Ay + By = y.(Ver Smart [})], p.31,32)

Demostracion. Para cada y € M, consideramos la ecuacion z = Ay + Bz, la cual tiene una
tinica solucién z € M, ya que la aplicacién z — Ay + Bz es una aplicacion contractiva de
M en M. Tomando z = (I — B)"!o A(y) € M. Por el lema anterior, (I — B)"! o A es una
aplicaciéon continua y compacta de M en M. Por el Teorema de Schauder, (I — B)~1o A

tiene un punto fijo en M. Dicho punto fijo es el punto y que necesitamos. O

A continuacién presentamos una generalizacion del teorema de punto fijo de Krasno-

selskii en conos, asi como una aplicacién para resolver una ecuacion diferencial. (Ver [2] y
)-

Definicioén 4.14. Dado X un espacio vectorial normado, un subconjunto W C X no vacio

cerrado y convexo se dice cuna si dado x € W y A > 0 se tiene que Az € W.

Definicién 4.15. Dado X un espacio vectorial normado, P C X un subconjunto no vacio

cerrado y convexo se dice cono si satisface:
1. x € Py A >0 implica que Ax € P.
2. Size Py —x € P, se tiene que z = 0.

A continuacion, vamos a enunciar de otra manera el teorema de Krasnoselskii y varios
resultados que se siguen con el fin de probar la existencia y unicidad de soluciones para
ecuaciones diferenciales de segundo orden. Previamente, debemos introducir el término de

aplicaciéon completamente continua.
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Definicion 4.16. Una aplicacion f entre dos espacios vectoriales normados X e Y se dice
completamente continua si la imagen de todo subconjunto relativamente compacto de X

es un subconjunto relativamente compacto de Y.

Teorema 4.17 (Krasnoselskii). Dado (X,|-|) un espacio vectorial normado, K C X un
cono y < la relacion de orden inducida por K. Sean v, R dos nimeros reales positivos, con
0 <r <Ry consideramos K, p = {u € K : r <|u| < R}. Dada N : K, p — K una

aplicacion completamente continua verificando una de las siguientes condiciones:
1. |Nu| = |u| si|u| =7y |Nu| <|u| si|u] = R.
2. |Nu| < |ul si|ul =7y |Nu| > |u| si|u] =R.

Entonces, N tiene un punto fijo z € K conr < |z| < R.

Antes de enunciar el siguiente teorema introduciremos la siguiente notacion:

Notacion 4.18. Dadas dos cufias Ki, K2 de un espacio vectorial X y dos elementos r =
(r1,m2) y R = (R1, R2) de R? con ambas componentes positivas, denotamos por (K;),,r, =
{ueK; : mi<|ul<Rj}parai=12ypor Kp={uec K : r<|u| <Riji=1,2}
Esta claro que Ky rp = (K1)rr, X (K2)ryR,-

Teorema 4.19. Sea (X, |- |) un espacio vectorial normado, K1,Ko C X dos cunas, K =
K x Ks, a;,8; > 0 nimeros reales con «; # [ para i = 1,2 y sean r; = min{a, f;}
y R; = max{a;, B;} para i = 1,2. Supongamos que N = (N1,N2) : K,p — K es una
aplicacion compacta y que existe h; € K; \ {0} tal que para cada i € 1,2 se satisface la

siguiente condicion en K .g:
1. N; (u) # Au; para |u;| = a; y X > 0.
2. N; (u) + phi # u; para |u;| = B; y p > 0.
Entonces N tiene un punto fijo uw = (u1,u2) en K con r; < |u;| < Ry parai=1,2.

En el siguiente resultado, consideraremos diferentes normas en un espacio vectorial
normado. Sea (X, |-|) un espacio vectorial normado y || - || otra norma en X. Consideramos
C' C X un subconjunto convexo, no necesariamente cerrado, tal que 0 ¢ C'y A\C' C C para
todo A > 0. Supongamos que |- |y || - || son normas topologicamente equivalentes en C, es

decir, existen constantes ¢y, co > 0 tales que
cilz] < ||z]| < c|z|, para todo x € C.

Diremos que la norma || - || es creciente con respecto a C si ||z + y|| > ||| para todo

xz,y € C.
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Teorema 4.20. Sea (X, |-|) es un espacio vectorial normado y ||-|| otra norma equivalente
con ||z|| < ealz| para todo x € C, donde C C X es un subconjunto convezxo tal que 0 ¢ C' y
AC C C para todo X\ > 0. Sean p, R > 0 tales que 0 < cap < R, || - || creciente con respecto
a C y supongamos que la aplicacion N : D = {x € C : ||z|| < R} — C es compacta. Si

se cumplen las condiciones:
1. ||[Nz|| = ||z|| para todo x € C con |x| = p.
2. |Nz| < |z| para todo x € C tal que ||z|| = R.
N tiene al menos un punto fijo x € C con p < |z| y ||z] < R.

A continuacién nos ocuparemos de substituir la primera condiciéon del teorema de Kras-
noselskii, |u| > |Nu| si |u| = r, por una condicion del estilo ¢(u) > ¢(Nu) si |u| = r, para
cierta funcién ¢.

A partir de ahora, consideraremos (X, |- |) un espacio vectorial normado y K C X un
cono , = la relaciéon de orden inducida por K y < la relacion de orden estricta inducida

por K.

Teorema 4.21. Sea K, p = {u € K : r < |u| < R}, donde r, R son nimeros reales
positivos con r < R. Supongamos que N : K. r — K es un operador completamente

continuo y ¢ : K — R, 1 : K — R. Si se cumplen las siguientes condiciones:

1. p(0) = 0 y existe h € k\ {0} tal que (Ah) > 0 para todo X € (0,1]. Ademds,
supongamos que (x +y) = o(x) + ¢(y) para todo z,y € K.

2. Y(ax) > (x) para todo o > 1 y todo x € K con |x| = R.
5. p(u) < p(Nu) si fu] = y (u) > $(Nu) si fu] = R
Entonces N tiene un punto fijo en K, g.

Demostracion. Consideramos la aplicaciéon N* : K — K dada por

h, S u =0,
(1-) s+ YN (), si 0<ful<r,

N*(u) = (4.3)
N (u), si r<|ul <R,
N(%U), St lu| > R.

La aplicacion N* es completamente continua, por serlo N. Por definicién de K y la
continuidad de N*, se tiene que N*(K) C K es un conjunto convexo y relativamente

compacto, por tanto, por el Teorema de Schauder, N* tiene al menos un punto fijo, es
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decir, existe u* € K tal que N*(u*) = u*. Veamos que dicho punto es el punto fijo de N,
para ello distinguiremos tres casos:

Caso 1: Supongamos que u* = 0. Tenemos que 0 = N*(0) = h, lo cual es una contradicciéon
con que h € K\ {0}.

Caso 2: Supongamos que 0 < |u*| < r. Asi, tenemos que:

(120 o L () =

r Ju*]

r
[u*]?

ro_ roak\ . r %
(W 1)h+N(|u*‘u>—‘u*|u.

—1yu = u*. Como |[u*| < r, &7 > 1y, asi, A > 0. Ademés,

|u*| G

Multiplicando ambos términos por tenemos que:

r
|u*|

lug| = |‘J—*‘u*l = r. En definitiva,

Tomamos A\ =

Ah + N(UO) = Uup-.
Por la condicién 1 del enunciado, se sigue que
p(uo) = ¢ (N(uo) + Ah) 2 ¢ (N(uo)) + ¢(Ah) > ¢ (N (uo)).

Finalmente, obtenemos ¢(ug) > ¢(N(up)), lo que es una contradiccion con la hipotesis 3

del enunciado.

R

Caso 3: Supongamos que |u*| > R. Tenemos que N <|u*|U*> = u*. Tomamos u; = %u*

y B = % > 1. Asi, tenemos que |u;| = Ry N(u;) = u* = fuy. Por la segunda condicion
del enunciado, tenemos que (N (u1)) = ¥(Su1) > 1(u1), lo que es una contradicciéon con
la tercera hipoétesis.
Asi, llegamos a la conclusion que el punto fijo de N* es tal que r < |u*| < Ry se tiene
que N*(u*) = N(u*) = u*, por tanto, u* es un punto fijo de N en K, p.
0

A simple vista, las condiciones anteriores pueden parecer dificiles de verificar, pero
veremos que existen ejemplos bien conocidos de funciones que lo cumplen con sencilla
verificacion. En primer lugar, consideraremos X = C([0,1],R), n > 0, I C [0,1], I # [0, 1]
y consideramos la norma del supremo ||z|| = sup{|z(t)| : t € [0,1]} = max{|z(t)| : t €
[0,1]}. Tomamos el cono K ={x € X : = >0en [0,1] y z(t) > n||lz| para todo t € I}.
Como funcional que verifica la primera propiedad, podemos tomar ¢(x) = min{z(t) : t €
I}, ya que ¢(0) = 0, existe h € K \ {0} tal que ¢(Ah) > 0 para todo A € (0,1] y, como el
minimo de la suma es mayor o igual que la suma de los minimos, p(z +y) = ¢(z) + ¢(y).
La norma es el ejemplo mas sencillo de funcional que verifica la condicion 2.

En el siguiente teorema, modificaremos las condiciones que tienen que cumplir ¢ y ¥

del siguiente modo: cambiaremos de sentido las desigualdades de la segunda y tercera
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condicion, asi como en la primera se consideraré el caracter estrictamente decreciente del
funcional. La demostraciéon es analoga a la del teorema anterior, utilizando el mismo fun-

cional N* y probando que posee un punto fijo, que sera también para V.

Teorema 4.22. Sea K, p = {u € K : r < |u| < R}, donde r, R son nimeros reales
positivos con r < R. Supongamos que N : K. p — K es un operador completamente

continuo y sean @, : K — R. Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:
1. ¢ es estrictamente decreciente.
2. YP(ax) < Y(x) para todo o > 1 y todo x € K con |z| = R.
5. p(u) > p(Nw) si Jul = 1 y (u) < Y(Nu) si u] = R.

Entonces N tiene un punto fijo en K, g.

Ejemplo 4.23. Consideremos de nuevo X = C([0,1],R), n >0, I C [0,1], I # [0,1] y la
norma del supremo |z|| = sup{|z(¢)| : t € [0,1]} = max{|z(¢)] : t € [0,1]}. Tomemos
elcono K ={x € X : x>0en[0,1] y z(t) = n||z| para todo t € I}. En este caso, un

ejemplo de funcion ¥ que cumple la segunda condicion viene dada por ¥(x) = |x‘1+1. En

efecto, para o > 1 y |z| = R, se tiene que

w(ax) = a|:1:1\+1 < |x\1+1 = w(x)

Ademés, la misma funcion ¥ (x) es estrictamente decreciente, ya que, en este

_ 1
T fe[+17
caso | - | es estrictamente creciente pues, para todo par de elementos z,y € K, con x < y

_ 1
|z|+1°

se deduce que |z| < |y|. Asi en este caso podemos tomar ¥ (x) = ¢(z)

Finalmente, nos centraremos en asegurar la existencia de soluciéon para ecuaciones di-
ferenciales del tipo
2"(t) + f(z(t)) =0, te€(0,1), (4.4)

sujetas a una cierta condicién de frontera, donde f es una funcién continua con valores en
R* verificando ciertas restricciones.

Algunas posibles condiciones de frontera son:
z(0) = 0,z(1) = 0;

o bien
z(0) =0,2/(1) = 0.

Realicemos algunas manipulaciones de la ecuacion (4.4)). Integrando entre 0 y ¢ la ecuacion

[ asis == [ o,

de partida tenemos que:
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2(t) = '(0) = — / f,(s))ds

Integrando de nuevo, se sigue que

/OtxxS)ds_ / / / F(a(s))dsdu,

z(t) — 2(0) — / / flx(s))dsdu,
a(t) = z(0) + '( t—//f ))dsdu.

lo que implica que

luego

y, por tanto,
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(4.5)

A continuacién, calcularemos las funciones de Green para las respectivas condicio-

nes de contorno mencionadas. Consideramos, en primer lugar, la condicién de contorno

z(0) = 0 x( ) = 0. Aplicando las condiciones, concluimos que z(0)

fo Jo' f(x(s))dsdu. Ast, la ecuacion (4.5) se reduce a

—t//f dsdu—//f ))dsdu.

Aplicando el Teorema de Fubini a ambas integrales, se sigue que

z(t) = tfo fo f(z(s))dsdu — fg Iy fx(s))dsdu
—tfo f fx(s)) dudsffgfstf(x (s))duds
= Jyt1-5) f(x(s))ds—fé(t—s )f ((s))ds
—fo <1—s>f<a:<s> s + [, t(1 = ) f(
= [Ts(1 =) f(x(s))ds + [, t(1 — s) f(
= Jy G(t,8)f(x(s))ds,

a(s))ds

donde G(t, s) es la llamada funcién de Green y viene dada por

=0y 2/(0) =

x(s) ds—fo (t—s)f(xz(s))ds

Veamos ahora la expresion de la solucion imponiendo las condiciones de contorno z(0) =

0,2/'(1) = 0. En este caso, obtenemos que z(0) = 0 y z/( fo
(4.5) se reduce a:

IL‘t):t/Olf(ZL‘ //f ))dsdu,

))ds y la expresion
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y, aplicando Fubini, llegamos a que

z(t) =t [) fx(s))ds — 1 |7 f(x(s))duds
= Jo tF(x(s)) = [yt — 5) f(a(s))ds
= fo tf(x(s))ds+ft tf(x(s))ds — f (t—s)f(z(s))ds
= fo sf(x(s))ds—&-ft tf(z(s))ds
= [y G(t,s)f((s))ds,

en cuyo caso, la funcién de Green viene dada por

s, s10<s<Ht, .
G(t,s) = ST = mindt, s}
t, sit<s<1,

Estudiaremos en detalle la existencia de soluciéon para las condiciones de contorno
z(0) = 0,2'(1) = 0. Para ello, previamente debemos introducir un Teorema, para el cual

usaremos la siguiente notacién:

Notacion 4.24. Dados ¥ y ¢ dos operadores continuos definidos en un cono K, para los ni-
meros positivos a y b denotamos por P (1,b) = {x € K : ¢(z) < b} y por P (¢, p,a,b) =
{reK : a<y(z)y ¢(x) <b}.

Teorema 4.25. Sean T : K — K un operador completamente continuo y 1, : K — R
dos operadores continuos tales que Y es concavo y @ convexo en K. Si existen nimeros

reales no negativos a,b,c y d verificando que

L. {zeK : a<¢(z)yplx)<b}#0.

2. Sixz e K conp(x)=>byp(x) > a, entonces p (T'(x)) < b.

3. Sixe K conp(x)=by(T(r)) <a, entonces p (T(x)) < b.

4. {z e K : c<¢(z)y plx) <d} #0.

5. Sizx e K cony(x) =cyep(x) <d, entonces (T (x)) > c.

6. Size K coniy(x)=cye(T(x)) >d, entonces Y(T(x)) > c.
Se tiene que,

L Sia<e, b<d {zeK : b<op(x)yip) <ct#0, P(p,b) C P(¢,c) y P(y),c)

estd acotado, entonces T' tiene al menos un punto fijo x* € P(p,1,b,c).

. Sic<a,d<b {reK : a<i(x)yelx)<d}#0, P(t,a) C Plp,d) y P(p,d)

estd acotado, entonces T tiene al menos un punto fijo x* € P(y, ¢, a,d).
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A partir de ahora consideraremos el operador completamente continuo

ol = [ srnds + [ tseoas = [ 6 ors)s,
el espacio X = C([0,1],R), el cono
K={xeX : x>0, z nodecreciente, concava y x(t) = tx(1)};
para xz € K, el operador concavo ¢ en K, dado por
Y(z) = min{z(t) : te[r1]}
y el operador convexo ¢ en K, dado por
p(x) = mix {x(t) : ¢ e [0,1]},

donde 7 € (0, 1) fijado.
Finalmente, estudiaremos un teorema que nos asegura la existencia de solucién para la
ecuacion con condiciones de frontera z(0) = 0,2'(1) = 0.

Teorema 4.26. Sean 7 € (0,1) arbitrariamente fijado, b y ¢ dos nimeros positivos con
3b<cy f:]0,00] — [0,00] una funcion continua verificando

1. f(w) > ﬁ, para w € [c, f]

2. f(w) decreciente para w € [0, br].

3. f(br) > f(w), para w € [br,b].

4. [y sf(bs)ds < %2)(1_72)'

Entonces, la ecuacion ecuacion [{.4] con condiciones de frontera x(0) = 0,2'(1) = 0 tiene

al menos una solucion positiva x* € P(p,1,b,c).

Demostracion. Si tomamos a = br y d = £ tenemos que, como 7 € (0,1),a <cy b < d,
con 3b < ¢ por hipotesis. Para = € P(p,1,b,¢), si t € (0,1), entonces, por las propiedades
de la funcion de Green tenemos que (Tz)” (t) = —f(x(t)) y Tx(0) = 0 = T2/(1). Para

y,w € [0,1], con y < w, tenemos que, denotando por I = [0, 1],

G(ts) oy
> 2 .
el G(w,s) ~ w (4.6)

y asi, para cada x € K tenemos que
O(Tx) = Tx(r) = [} G(r,5) f(x(s))ds > [} 7G(1, ) f(2(s))ds = 7 [Tx] (1) = 7p(Tx).

Veamos que P (1, ¢) es un subconjunto acotado en el cono K, en efecto, si x € P(1),c), se

tiene que To(z) < Y(z) < ¢y, asi,
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2| = o < Y2 <

c
T T°

Ademas, si z € P(¢,b), se tiene que
P(x) <plr) <b<c

y, por tanto, P(p,b) C P(¢,c).

Definimos, para cada M € (2b,¢), la funcion z; dada por
wu(t) = Jy MG(t, s)ds = G5 € P(p,,b,c)

A continuacion veremos que se verifican las condiciones del Teorema para asegurar la

existencia de punto fijo para T'. En efecto, si z € K y ¢(Tx) < a, se tiene que ¢(Tx) < b,
ya que, por (4.6)),
p(Tx) = mix(Ta] (1) = [y G(15)f(x(s))ds
<L [N G(r, ) f(x(s))ds = Lop(Ta) < @ =b.
Se tiene que ¥ (Tx) > ¢ para todo z € K con ¢(z) = ¢y ¢(x) < d. En efecto, para

cada s € [1,1], ¢ < x(s) < d = ¢ y asi, por la propiedad 1,

O(Tx) = [ G(r,8)f(x(s))ds > [F G(r,5)f(x(s))ds
= [ rf((9))ds > [ tods =c.

Finalmente, si x € Ky ¢(Tx) > d, se tiene que ¥(T'z) > ¢, ya que, por la propiedad
dada en ([4.6)), se tiene que

»(Tz) = fol G(t,s)f(x(s))ds > Tfol G(1,s)f(z(s))ds = To(Tx) > 7d = c.

Asi, acabamos de probar que estamos en las hipotesis del Teorema por tanto el
operador T" posee al menos un punto fijo z* € P(g,1,b,c), que sera una solucion de (4.4))

con condiciones de frontera z(0) = 0,2'(1) = 0. O

Aunque las condiciones de este teorema pueden parecer dificiles de verificar, a conti-

nuacién expondremos un ejemplo donde se cumple.

Ejemplo 4.27. Consideramos la siguiente ecuacion diferencial

x”—i—%—l—e’”_2 =0,
2(0) = 0 = 2/(1).

Tiene al menos una solucion x positiva verificando que 1 < x(1) y z(7) < 5. Basta suponer

b=1,c=5y 7=1/2y ver que se verifican todas las condiciones del teorema m



Capitulo 5

Algunas extensiones

En este capitulo, estudiaremos algunos ejemplos de conjuntos con la propiedad de
punto fijo, asi como numerosos resultados para poder identificarlos. En muchos casos, es
inmediato probar que un conjunto tiene la propiedad de punto fijo, como es el caso de
X = [0,1]. Por tratarse de un intervalo cerrado y acotado en R, es compacto, por tanto,
toda funcién continua de X en X verificard que el grafo de dicha funcién intersecara a los
puntos de la forma (z,z) con x € [0, 1], pues es continua y f(0) > 0, f(1) < 1. Dichos

puntos de interseccién seran los puntos fijos de tal funcién.

Figura 5.1: Ejemplo de funciéon continua de [0, 1] en si mismo.

Después de estudiar numerosos resultados que, bajo ciertas hipétesis, aseguran que se
satisface la propiedad del punto fijo. Veamos algunos ejemplos no triviales de espacios con
y sin la propiedad del punto fijo. Los enunciados de los diferentes teoremas de punto fijo
estudiados pueden hacernos pensar que un conjunto con la propiedad de punto fijo debe
ser compacto o contréctil, de hecho, la mayoria de las veces, si un conjunto no cumple una
de las propiedades anteriores, se puede construir facilmente una aplicaciéon sin puntos fijos.

Si tenemos un subconjunto no compacto de R™, normalmente podemos construir una

39
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aplicacién sin puntos fijos aproximando todos los puntos a un punto que no esté en el
conjunto (esto sabemos que existe por no ser compacto).

Como vimos anteriormente, la bola unidad en [?, que es cerrada y acotada pero no
compacta, no tiene la propiedad del punto fijo. Més generalmente, Klee en el afio 1955
prob6 que todo subconjunto convexo y no compacto de un espacio vectorial normado
carece de la propiedad del punto fijo.

En casos simples, donde un subconjunto de R™ no es contractil, usualmente, presenta
algin tipo de agujero en el medio. En estos casos, podemos girar el conjunto sobre el
agujero o bien reflejarlo a través de él; asi es posible probar que conjuntos como la botella
de Klein, el toro, la banda de M&bius, el circulo o la esfera carecen de la propiedad del
punto fijo.

Veamos algunos resultados que permiten asegurar que numerosos conjuntos con ciertas
propiedades relacionadas con la compacidad y contractibilidad tienen la propiedad del

punto fijo. Para consultar méas detalles sobre estos resultados, véase Smart [4], p.18-20.

Teorema 5.1 (Lefschetz). Si X es un espacio métrico compacto y localmente contrdctil,

entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 5.2. Si X es un espacio métrico compacto, contrdctil y localmente contrdctil,

entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

En cambio, a partir de ahora, mostraremos conjuntos que no son compactos o contrac-
tiles pero si verifican la propiedad del punto fijo y otras que, sin cumplirlo, sf son compactas

o contractiles.

Teorema 5.3 (Kinoshita). Eziste un subconjunto compacto y contrdctil de R® que carece

de la propiedad del punto fijo.

Esta cuestion habia permanecido abierta al menos durante 20 anos. El conjunto que
consigui6é encontrar fue la unién de un disco cerrado horizontal, un cilindro vertical de
altura unidad y base en el disco cerrado, y una hoja de altura unidad y longitud infinita

con espirales alrededor del eje del cilindro.
Teorema 5.4. El espacio proyectivo de dimension n tiene la propiedad del punto fijo.

Este ejemplo nos proporciona un espacio que no es contractil pero si tiene la propiedad
del punto fijo.

A continuacion, veremos ejemplos no triviales de conjuntos con la propiedad del punto
fijo, entre los cuales incluiremos uno que no es compacto y otro que no es compacto ni

contractil (véase Smart [4], 21-23).
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Figura 5.2: Extraido de [9].

o0
Ejemplo 5.5. Los conjuntos que veremos tienen la forma X = Xy U UX"’ donde X,

1
es homeomorfo a un segmento cerrado y, para todo n > 0, X,, esta relacionado con Xy

mediante un punto p,. Veamos que, si podemos describir nuestro conjunto de dicha forma,
dicho conjunto posee la propiedad de punto fijo. Se puede ver que cualquier arco que una
un punto en X; con un punto de X \ X; debe pasar por p;. Sea T' una aplicacién continua
de X en X, distinguimos los siguientes casos:

Caso 1: Para algan ¢ > 1,7 (p;) = p;. Entonces p; es un punto fijo.

Caso 2: Para algan ¢ > 1,T (p;) € X; \ {pi}. Definimos la aplicacion R : X — X; dada

por

R(x) r, 8 x€ Xy,
€Tr) =
pi, si xé¢ X,

Asi, R(z(t)),t € [0, 1], serd un arco en X; si z(t),t € [0,1] es un arco en X. Tomamos
la aplicacion S : X; — X; dada por S(z) = Ro T(x) y veamos que es continua. En
efecto, sea (Tn)neny — « en X;, podemos suponer que (Zn)peny — @ en un arco de Xj,
asi por la continuidad de T, (T (2y)),,cy — T'¢ a través de un arco en X, pero entonces
(RoT(2n))yeny — (RoT)(x), por tanto S es continua y, por el Teorema de Brouwer, tiene
un punto fijo z en X;. Como z # p;, tenemos que T'(z) = S(z) = z.

Caso 3: Para todo i > 1, T'(p;) ¢ X;. Definimos la aplicacion R : X — X dada por
R(z) = { x, sz: xGXo,.
pi, st x € X;,1>1.

Igual que en el caso 2, podemos ver que la aplicacion S dada por S(z) = (RoT) (z) es
continua y, ademés, por el Teorema de Brouwer, tiene un punto fijo z que no puede ser p;,

por tanto, S(z) = T(z) = z.
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A continuacion veremos dos ejemplos a los que les podemos aplicar el anterior resultado.

Ejemplo 5.6. Consideramos A = [0,1] x {0} J{{1/n} x [0,n] : n € N}.

Mo Py M By My

Figura 5.3: Extraido de la pagina 22 del libro de Smart [4].

Tomemos Xy = [0,1] x {0}, p, = (1/n,0), X, = {1/n} x [0,n],n € N.
El conjunto A no es compacto. En cambio, como vimos en el Ejemplo [5.5, el conjunto

A tiene la propiedad del punto fijo.

Ejemplo 5.7. Sea B = {(cos(z),sin(z)) : z € [r, 2]} U{(2t—1,%) : neN,t € [0,1]}.

Figura 5.4: Representacion grafica de B.
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En este caso, Xo = {(cos(z),sin(z)) : = € [r,27]}, p, = {(0, 1)}, X, = {(2t—1, 1) -
tel0,1]}, neN.

El conjunto B no es compacto ni contractil y, sin embargo, por las consideraciones del
Ejemplo B tiene la propiedad de punto fijo.






Bibliografia

[1] D. R. Anderson, R. I. Avery, J. Henderson Functional expansion-compression fized
point theorem of Leggett- Williams type, Vol. 2010 (2010), No. 63, 1-9.

[2] S.Budisan, Generalizations of Krasnoselskii’s fixed point theorem in cones, Stud. Univ.
Babeg-Bolyai Math. 56 (2011), No. 4, 165-171.

[3] V.I. Istratescu, Fized Point Theory, An Introduction, D. Reidel Pubishing Company,
Dordrecht, Holland, 1981.

.R. Smart, Fized Point Theorems, 1° edition, Cambridge University Press, Cambrid-
4] D.R. S Fized Point Th 1° editi Cambridge Uni ity P Cambrid
ge, UK, 1974.

[5] https://es.wikipedia.org/wiki/Luitzen_Egbertus_Jan_Brouwer, Consulta de
08/07/2019.

[6] https://es.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach, Consulta de 08/07/2019.

[7] J.J.O'Connor and E.F.Robertson, MacTutor History of Mathematics,
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Schauder.html. Consulta
de 08/07/2019.

[8] M. G. Garcia, documento no publicado, disponible en http://www.mate.unlp.
edu.ar/ demetrio/Monografias/Materias/AF/12.%20Teoremas’20del’,20punto’
20f1ijo%20-%20Mariaj20Guadalupe’,20Garcia’20-%202013.pdf, 2013, 15,16. Con-
sulta de 08/07/2019.

[9] A. Illanes, La Veleidosa Propiedad del Punto Fijo, http://albertofest.matcuer.
unam.mx/Misc51/5101.pdf,2010 20. Consulta de 08/07/2019.

[10] https://alchetron.com/Juliusz-Schauder#-. Consulta de 08/07/2019.

[11] https://www.ecured.cu/Stefan_Banach. Consulta de 08/07/2019.

45


https://es.wikipedia.org/wiki/Luitzen_Egbertus_Jan_Brouwer
https://es.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Schauder.html
http://www.mate.unlp.edu.ar/~demetrio/Monografias/Materias/AF/12.%20Teoremas%20del%20punto%20fijo%20-%20Maria%20Guadalupe%20Garcia%20-%202013.pdf
http://www.mate.unlp.edu.ar/~demetrio/Monografias/Materias/AF/12.%20Teoremas%20del%20punto%20fijo%20-%20Maria%20Guadalupe%20Garcia%20-%202013.pdf
http://www.mate.unlp.edu.ar/~demetrio/Monografias/Materias/AF/12.%20Teoremas%20del%20punto%20fijo%20-%20Maria%20Guadalupe%20Garcia%20-%202013.pdf
http://albertofest.matcuer.unam.mx/Misc51/5101.pdf
http://albertofest.matcuer.unam.mx/Misc51/5101.pdf
https://alchetron.com/Juliusz-Schauder#-
https://www.ecured.cu/Stefan_Banach

	Resumen
	Introducción
	Teorema del punto fijo de Banach
	Teorema de Brouwer
	Resultados equivalentes al Teorema de Brouwer
	Aplicaciones del Teorema de Brouwer

	Teorema de Schauder
	Aplicaciones del Teorema de Schauder

	Consecuencias del Teorema de Schauder
	Teorema de Krasnoselskii

	Algunas extensiones
	Bibliografía

