ESTRUCTURA DE UNA APLICACION LINEAL

MARIA J. VALE GONSALVES

1. Introduccién

Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensién n y f un endomorfismo cuyo polinomio caracteristico
tiene sus n raices en K. En este trabajo se prueba el teorema de Jordan que afirma que f tiene una forma
canoénica de Jordan y en particular que f es diagonalizable si, y solo si, la multiplicidad de cada autovalor de f
coincide con la dimensién del subespacio de vectores propios asociado a ese autovalor. Se prueba el teorema de
Cayley-Hamilton, segtin el cual todo endomorfismo es raiz de su polinomio caracteristico. Se define el concepto
de endomorfismo nilpotente y se prueba el teorema de descomposicion de Jordan-Chevalley que dice que todo
endomorfismo de V tiene una tnica expresiéon como suma de un endomorfismo nilpotente y un endomorfismo
diagonalizable que conmutan. A partir de este teorema se pueden calcular las potencias de f cuando se conocen
sus autovalores.

2. Forma canodnica de Jordan

Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K de dimension n > 1.

Definicion 2.1. Una combinacion lineal de los elementos v1,...,v, € V es una suma

Z)\ivi, NeEK, i=1,...,7
=1

Si S es un subconjunto finito de V, se llama subespacio generado por S, y se denota por (S), al conjunto de
todas las combinaciones lineales de los elementos de S.

Un subconjunto ordenado B = {vy,...,v,} de V es una base de V si el conjunto {v1,...,v,} genera V; en
particular, los vectores vq,..., v, son linealmente independientes.

Denotaremos por C = {(1,...,0),.7.,(0,...,1)} la base candnica de K™.

Si S es un subconjunto de V', entonces (S) es el menor subespacio de V' que contiene a S.

Definicién 2.2. Sean B = {vy,...,v,} y B’ ={v],...,v],} bases de V' y f es un endomorfismo de V. Si
f(Ul) = Zajiv;, = 1,...,n,
j=1

la matriz
air ... Qin

feB =
An1 .. Qpp

se llama matriz asociada a [ respecto a las bases B'y B’. Si B = B’ denotaremos por fg la matriz fgg.

Definicién 2.3. Sean B = (vy,...,v,) y B’ = (v],...,v],) bases de un espacio vectorial V' y sea

n

! -

vifg ajvi, t=1,...,n.
J=1



La matriz

idB/B -

se llama matriz de cambio de base de B’ a B.
Definicién 2.4. Un endomorfismo f de V' es una aplicacién lineal f: V — V.

Denotaremos por Endg (V) el conjunto de endomorfismos de V. Endg (V) es una K-algebra, es decir un
espacio vectorial sobre K y un anillo con las operaciones

(f+9)(©) = f(v) +g(v), (af)v)=Af(v), (gof))=yg(f(v)),

y ademas verifica
(ag)of=golaf)=a(fog),
para todo f,g € Endg(V),a e K yv e V.

Definicién 2.5. Se dice que las matrices A, B € M, (K) son semejantes si existe una matriz regular P € M, (K)
tal que P~'AP = B.

La relacion “ser semejantes” en el conjunto de matrices n x n sobre K es una relacién de equivalencia.

Ejemplo 2.6. Si f: V — V es una aplicacion lineal y B y B’ son bases de V, entonces las matrices fg y fp
son semejantes. En efecto, fgr =idpp’ fpidp 5.

Definicion 2.7. Sea f un endomorfismo de V. Se dice que un escalar A € K es un autovalor o valor propio de
f si existe un vector v € V, v # 0, tal que f(v) = Av. Un vector v € V, v # 0, tal que f(v) = Av se llama
autovector o vector propio de f asociado a .

Definiciéon 2.8. Se llama polinomio caracteristico de A al polinomio P4(X) = det(4A — X1I).
Proposicion 2.9. Matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico.

Demostracion. Si A, B € M, (K) son semejantes, entonces existe una matriz regular P € M, (K) tal que
P~1AP = B, y entonces

Pp(X) =det(B — XI) = det(P~*AP — XI) = det(P~'AP — XP~'IP)
=det(P*AP — P"YXI)P) = det(P~*(A - XI)P)
=det(P71) det(A — XI) det(P) = det(A — XI) = Py(X). O
Definicién 2.10. Si f es un endomorfismo de V, se llama polinomio caracteristico de f al polinomio Py(X) =
Py (X), siendo fp la matriz asociada a f respecto a una base B de V.
Observacion 2.11. El polinomio caracteristico de f no depende de la base de V considerada. En efecto, si B y B’

son bases de V, entonces las matrices fp y fp son semejantes. Por la proposicion 2.9, Py, (X) = Py, (X).

Proposicion 2.12. Si f es un endomorfismo de V, entonces A es un autovalor de f si y solo si \ es una raiz
del polinomio caracteristico de f.

Demostracion. Si A es un autovalor de f existe v € V., v # 0, tal que f(v) = A, es decir (f — Xidy)(v) = 0.

Sea B = (v1,...,v,) una base de V.y v = 2101 + ... + x,0y,. Se tiene
T 0
A autovalor de f <= (fp — AI) : = : < P (\) =det(fp — AI) = 0. |
Tn 0



Definicién 2.13. Se dice que la matriz A € M,,(K) es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal, es
decir si existe una matriz regular P € M, (K) tal que

MO 0
priap—| M "
0 0 A

Se dice que un endomorfismo f de un espacio vectorial V' es diagonalizable si existe una base B de V tal que la
matriz fp asociada a f respecto a B es una matriz diagonal; es decir si existe una base B de V formada por
vectores propios de f.

Definicion 2.14. Se llama blogue elemental de Jordan de orden r asociado al escalar A € K a la siguiente
matriz triangular superior:

A1 0 ... 0
0 X 1 0
Jy = .
0 0 0 A
Ejemplo 2.15.
\ 1 A1 0
B= =g ) #={0 a0
0 0 A
Definicion 2.16. Una matriz de Jordan es una matriz triangular superior de la forma:
Jy! (22 ... 0
0 J: ... 0
0 0 ... Jy
donde las matrices J;:Z, son bloques elementales de Jordan de orden r;, parai = 1,...,s. Si f es un endomorfismo

de V' y B es una base de V respecto a la cual la matriz asociada a f es la matriz de Jordan J se dice que B es
una base de Jordan para f 'y que J es una forma candnica de Jordan o también una forma de Jordan para f.

Lema 2.17. Sea f un endomorfismo de V. La aplicacion ®y: K[X] — End (V) dada por
Qi(amX™+...+ag) =anf"+...+aoidy,

es un homomorfismo de K-dlgebras, es decir, es una aplicacion lineal y verifica que @ y(q(X) h(X)) = @;(g(X))o
O ((h(X)), para cualesquiera ¢(X), h(X) € K[X]. Denotaremos ®;(q(X)) por q(f).

Demostracion. La demostracion es inmediata. O

Observacion 2.18. Obsérvese que de la conmutatividad del producto de polinomios de K[X] se deduce que dos
endomorfismos de la imagen de ®¢ siempre conmutan, es decir

q(f) o h(f) = h(f) o q(f).
Lema 2.19. ([1, Lema 1, p. 319]) Sea f un endomorfismo de V, A un autovalor de f.

(1) Se tiene la siguiente cadena creciente de subespacios de V:

0 C Nuc(f — Midy) € Nuc(f — Nidy)? C ... C Nuc(f — Xidy)? C ...



(2) FEziste g € N tal que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Aidy)™, para todo m > q.

Demostracion. (2) Dado que V tiene dimension finita, existe ¢ € N tal que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Aidy )7+,
Veamos que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Aidy )™, para todo m > ¢. Pongamos m = ¢ + r, r > 1. Razonemos
por induccién sobre r. Para r = 1 el resultado es cierto. Supongamos el resultado cierto para r —1 > 1y
veamos que es cierto para r. Si v € Nuc(f — Aidy )97", entonces (f — Aidy )91 (v) = 0, de donde se sigue que
(f = Midy)7"=1(f — Xidy ) (v) = 0, es decir (f — Aidy)(v) € Nue(f — Aidy )77 ~L. Por hipotesis de induccion,
Nuc(f — Midy )97~ = Nuc(f — Midy)?. Asi, v € Nuc(f — Xidy )47t = Nuc(f — Aidy)“. O

Lema 2.20. Sea f un endomorfismo de V, X\ un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal que
Nuc(f — Nidy))? = Nue(f — Aidy))™, para todo m > q. Consideremos la cadena creciente de subespacios de V

0 C Nuc(f — Aidy) € Nuc(f — Midy)? € ... € Nuc(f — Nidy )%
Sea F;, 2 < i < q, un subespacio suplementario de Nuc(f — Nidy )=t en Nuc(f — Aidy)?,
Nuc(f — Nidy)? = F; @ Nuc(f — Aidy)" 1,
y sea B; = {v1,...,v.}, una base de F;. Se tiene
(1) El conjunto
(f = Xidy)(B:) = {(f = Nidy) (1), .., (f — Xidy) (o)} © Nue(f — Xidy ),
es linealmente independiente.
(2) ((f — Nidy)(B;)) NNuc(f — Aidy)=2 = {0}, para 3<i<q.
Demostracion. (1) Supongamos que
iaj(f —Aidy)(v;) =0, a; €K, j=1,...,1
j=1
equivalentemente

(f = Aidv) O ajv;) =0,

j=1

Entonces, para i > 2

> ajv; € Nue(f — Aidy) N F; € Nue(f — Xidy)' ™' n F; = {0},

j=1
luego aj =0para j=1,...,7.
(2) Sea
v=">a;(f - Xidy)(v;) € Nuc(f — Xidy )2,
j=1
Se tiene
) T
(f = Xidy)' 2 (Y ai(f = Midy)(v;)) = 0.
j=1

Asi,

Zajvj S Nuc(f — )\idv)i_l NF;, = {0},

j=1
de donde se sigue que a; = 0, para j = 1,...,r, y por tanto v = 0. O



Definicién 2.21. Sean Uy, ..., Uy subespacios de V. Se dice que la suma Uy + ... + Uy es directa y se denota
por Uy & ...® U si verifica

Uuin(O_ U) =10}, i=1,....s

Jj#i
Lema 2.22. Sean Uy, ...,U, subespacios de V tales que Uy + ...+ Us; =U; @ ... D Us. Si B; es una base de
U;,i1=1,...,s, entonces Ule B; es una base de Uy + ...+ Us.

Demostracion. Pongamos B; = {v;1,...,0ir, }, i =1,...,s. El conjunto J;_, B; es un conjunto de generadores
de Uy + ...+ Us. Veamos que es linealmente independiente. Si

Ty Ts
E aljU1j+...+ E Us5jVsj :0,
Jj=1 Jj=1

entonces

iaijvij: Uiﬂ(ZUj), 1=1,...,s.
j=1

J#i

Puesto que la suma es directa
Tq
E (lij’UijZO, i:1,...,s,
j=1

y por ser B;,i=1,...,s, linecalmente independiente,

Asi, a;; =0, paratodo j =1,...,7,i=1,...,s. O

Proposicion 2.23. Sea f un endomorfismo de V' y X\ un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal
que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Nidy)™, para todo m > q. Se tiene

Ff(Nuc(f — Aidy)?) € Nuc(f — Aidy)4.
Demostracion. (1) Si v € Nuc(f — Nidy )9, entonces (f — Aidy)?2f(v) = f(f — Nidy)?(v) = 0. O
Denotaremos por fy el endomorfismo restriccion de f a Nuc(f — Aidy)?

fa: Nue(f — Aidy)? — Nue(f — Aidy)?
vi— f(v)
Teorema 2.24. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal que

Nuc(f —Aidy)? = Nuc(f — Aidy)™, para todo m > q . Existe una base By de Nuc(f —Nidy)? tal que la matriz
asociada a fy respecto a By es una matriz de Jordan.

Demostracion. Consideremos la cadena de subespacios de V'
{0} € Nuc(f — Nidy) € Nue(f — Xidy)? € ... € Nuc(f — Nidy)2

Sea F, un subespacio suplementario de Nuc(f — Aidy)?~" en Nuc(f — Xidy)? y sea By = {vq1,...,Vgm, } una
base de Fy. Pongamos g = f —Aidy. Por el lema 2.20, el conjunto g(B,) es un subconjunto de Nuc(f —Xidy )7~*
linealmente independiente y (g(B,)) N Nuc(f — Aidy)?72 = 0. Completamos g(B,) a una base B,_; de un
subespacio Fy,_1 suplementario de Nuc(f — Xidy)?972 en Nuc(f — Aidy )71, Se tiene

qul:{'Uq7117"'7vq71mq,1}7 g(vqi):’uqfliv 7;:17'~~7mq~



Siguiendo asi, sucesivamente se obtiene una base By = {va1,...,V2m,} de un subespacio Fs, suplementario de
Nuc(f — Xidy) en Nuc(f — Nidy)?, y completando g(Bz) obtenemos una base By de Nuc(f — Aidy) tal que

By =A{vi1,...,vim, ), g(v2i) =v14, i=1,...,ma.

Se tiene:
Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Nidy)? ' @ F, = Nuc(f — Nidy)T 2@ F,_, ® F,
=...=Nuc(f-Ady)B F@...8 F,.
Por el lema 2.22, los m; + ...+ m, vectores asi construidos forman una base de Nuc(f — Aidy)9.
El cuadro 1.1 esquematiza la construccion de esta base de Nuc(f — Aidy )9.

By |va -+ | Vgmy
Bg—1|9(vq1) | g9(Vgmy) Vg—1mg+1 | Vg—1mg_,y

By gq_Q(Uql) gq_Q(”qmq) gq_g(vqfl mq+1) gq_B(Uqflmq—l) s |V2mg+1 <o | V2mg

B 9" "(wa) |- |97 " (agm,) |97 2 (Vg—1my+1)]. - gqig(vqflmqfl) | 9(Wams 1) |- [9(V2my) [Vimat1 |- [VImy

Cuadro 1: Base de Nuc(f — Aidy)?

Escribiendo estos vectores por columnas y empezando la ultima fila del cuadro 1.1 obtenemos la siguiente base
de Nuc(f — Aidy)%:
By ={g7  (vg1),- -+, 9(vg1),vq1 U M2 U {gq_l(vqmq), oy 9(Vgmy )y Vgm, U
U{gq72(vq—1nzq+1)7 e 7vq—17rzq+1} U...u
U{g? % (vg—1 mgo1)s+ 3 Vg—1mg_1}U...U
U{'Ulngrlv e ,’Ulml}.

Denotemos por Jy la matriz asociada a fy respecto a By. Las m, primeras columnas del cuadro 1.1 dan cada
una un bloque elemental de Jordan de orden g. En efecto, para j =1,...,mg, se tiene

F(g7  (vgg)) = (f = Midv) (97 H(vg)) +Ag% H(vgg) = Ag® *(vgy),
(@ (wg)) = (f = Xidv) (8% (vg;)) + Ag7 *(vgs) = g7 (vgs) + Ag? ™2 (vg5),

f(vgs) = (f = Aidv)(vgs) + Avgs = g(vg;) + Avg;.

Por tanto hay mg bloques elementales de Jordan colocados en la diagonal de Jy. Analogamente, dado que
cada una de las siguientes my_; — my columnas define un bloque elemental de Jordan de orden ¢ — 1, tenemos
mg—1 — Mg bloques elementales de Jordan de orden ¢ — 1 en la diagonal de J. Siguiendo este proceso llegamos
a las m; — mg tltimas columnas del cuadro 1.1 que proporcionan m; — me matrices de Jordan de orden 1 en la
diagonal de Jy.

La matriz Jy es una matriz de Jordan y dim Nuc(f — Aidy) = my es el namero total de bloques elementales
de Jordan que hay en Jj. O

Definiciéon 2.25. Se dice que A € K es una raiz de multiplicidad r del polinomio ¢(X) € K[X]si ¢(A) =0y
q(X) = (X =N)"e(X), ¢(A) #0.
Obsérvese que si (X — )" ¢(X) = (X = A)*(X), con ¢(A) #0y ¢/(N) #0, entonces r = sy ¢(X) = ¢/ (X).



Proposiciéon 2.26. Sea f un endomorfismo de V' y A un autovalor de f de multiplicidad r. Si q es el menor
entero positivo tal que Nuc(f —Aidy)? = Nuc(f —Xidy)™, para todo m > q, entonces dimy Nuc(f—Aidy)? =r.

Demostracion. Supongamos que dimg Nuc(f — Aidy)? = s. Queremos probar que s = r. Si B’ = {vy,..., v}
es una base de Nuc(f — Aidy)? y B = {v1,...,v,} es una base de V, entonces
ai; ... Qis A1s+1 [e5T)
ail Qa1s
fB _ as1 ... Qsgs Ass41 v Qgn (f)\)B’ _ .
0 e 0 As4+1s4+1 -+ Qg41n ’
. . Ag1 ... Qgg
0O ... 0 Apst1 ... Qpn
Pongamos B” = {vs41,...,0,}, L = (B"”) y consideremos el endomorfismo h: L — L cuya matriz asociada

respecto a la base B” es la matriz

Gs+1s+1 -+ Gs4in
hB// =

Ups+1 LR Gpn
Por la demostracion del teorema 2.24, Py, (X) = (—1)°(X — A)°. Luego
Pp(X) = det(fp — XI) = Pp, (X) Po(X) = (—1)°(X — A)* P (X).
Veamos que Py (\) # 0. Supongamos que Pj,(\) = 0, es decir, que A es un autovalor de h. Existe un vector
n
v = Z wiv; € L, v #0,
j=s+1

tal que h(v) = Av. Se tiene
(f = Ady)(v) =f(v) = Av = f(v) = h(v) =

n

= > wif(v)) = > uih(v))

Jj=s+1 Jj=s+1
n n n n
= > O ave) = D (> akjvx)
j=s+1 k=1 j=s+1 k=s+1
n n n n
=00 maon— D> (Y myarg)ox
k=1 j=s+1 k=s+1 j=s+1
S n
=>» ( z wiak;)vk € Nuc(f — Aidy)?.
k=1 j=s+1

Asi, v € Nuc(f — Aidy )7 = Nuc(f — Aidy)?. Por tanto v € Nuc(f — Aidy)? N L = {0}, lo cual es una
contradiccién. Por tanto s = 7. O

Corolario 2.27. Sea f un endomorfismo de V., A un autovalor de f de multiplicidad r y q el menor entero
positivo tal que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Nidy )™, para todo m > q. Se tiene que Nuc(f — Nidy )9 =
Nuc(f — Aidy)".

Demostracion. Dado que dimg Nuc(f—Aidy)? = r, se tiene que ¢ < ry por tanto Nuc(f—Nidy )" =Nuc(f — Aidy)?.
O



Lema 2.28. (]2, Lema 6.7.2]) Sea f un endomorfismo de V. Si p1(X),...,ps(X) € K[X] son tales que
m.c.d. (p;(X),px(X)) =1, para j # k, entonces

Nucp;(f) N (ZNucpk(f)) ={0}, j=1,...,s.
k#j

Demostracion. Se tiene

ZNUCPk(f) - NUC(HPk(f))~ 1)

k#j k#j

Dado que los polinomios p;(X) y [, oy (X) son primos entre si, por el teorema de Bezout, existen polinomios
a(X),b(X) € K[X] tales que

a(X) p; (X) +b(X) [T pe(X) = 1.
ki

Por tanto

a(f)pi(£) +(f) []or(f) =idy.
vy

Si v € Nucp;(f) N Nuc ([[,; pr(f)), entonces
v=a(f)p; () +0(f) [Tre(Hw)=0+0=0.
k#j
Luego Nucp;(f) N Nuc(Hk# pi(f)) = {0} y el resultado se sigue de (1). O

Proposicion 2.29. Sea f un endomorfismo de V y sea Pr(X) = (—=1)"(X — A)™ .. (X = A)™, N € K,
Xi # Nj, sii # j. Sea q; el menor entero positivo tal que Nuc(f — Njidy)% = Nuc(f — A;idy)™, para todo
m; >q;, 1 =1,...,5. Se tiene

V = Nuc(f — Midy)? & ... & Nuc(f — Asidy)%.
Demostracion. Dado que m.c.d. (X — X;)%, (X — \;)¥) = 1, para i # j, se tiene que
Nuc(f — Midy)® + ... + Nuc(f — Asidy )% = Nue(f — Aidy)? @ ... & Nuce(f — Agidy)%.
Por la proposicion 2.26, dimg Nuc(f — \;idy )% = r; y entonces
dimg V=n =grad P;(X)= Z r; :Z dim g Nuc(f—X; idy )% = dimg(Nuc(f—Aidy )2 @. . .BNuc(f—Agidy)%),
i=1 i=1
por el lema 2.22. O

Corolario 2.30. Sea f un endomorfismo de V' y sea Py(X) = (=1)"(X —=X1)™ ... (X =Xs)™, i € K, \i # A,
st 1 # j. Se tiene
V = Nuc(f — Midy)™ @ ... @ Nue(f — Asidy)"s.

Demostracion. Se sigue del corolario 2.27 y del teorema 2.29. O
Teorema 2.31. (Teorema de Jordan) Sea f un endomorfismo de V. Si
Pr(X)=(-1)"(X =X)" ... (X =X)™, NeK, Ni#N, sii#j

entonces existe una base By de V' tal que la matriz asociada a f respecto a esta base es una matriz de Jordan.
Se dice que By es una base de Jordan para f.



Demostracion. Por el teorema 2.24, existe una base By, = {v;1,...,v;r,} de Nuc(f — Nidy)%, ¢ = 1,...,s,
tal que la matriz asociada a fy,: Nuc(f — \;idy )% — Nuc(f — A;idy )%, respecto a By,, i = 1,...,s, es una
matriz de Jordan. Por la proposicion 2.29 y el lema 2.22) By = {v11,..., V1,5, Vs1,.-.,Vsr, } €8 base de V.
La matriz asociada a f respecto a By es

S 0
B, = )
0 ... Jn

que es una matriz de Jordan. O

La forma de Jordan de f estd determinada por las dimensiones de los subespacios Nuc(f — \;idy )7, j > 1,
para los distintos autovalores A\; de f, por tanto es tnica salvo el orden de los bloques elementales de Jordan.

Corolario 2.32. Si A es una matriz de M, (K) y el polinomio caracteristico de A es de la forma
PyX)=(-D"(X =2)" ... (X =X)™, MNEK, \#Nj,sii#7,
entonces A es semejante a una matriz de Jordan.

Demostracion. Sea f: K™ — K™ el endomorfismo cuya matriz asociada respecto a la base canoénica es A. Dado
que Pf(X) = P4s(X), por el teorema de Jordan existe una base B de K™ tal que la matriz fp asociada a f
respecto a B es una matriz de Jordan. Asi, A y fp son matrices semejantes. O

Definicion 2.33. En las condiciones del corolario anterior la matriz de Jordan fz se dice que es una forma de
Jordan para A.

Teorema 2.34. (Teorema de diagonalizacion) Sea f un endomorfismo de V. Se tiene
(1) Si X es un autovalor de f de multilicidad r, entonces dimg Nuc(f — Aidy ) < r.

(2) f es diagonalizable si, y solo si, Ps(X) = (=1)"(X —A)™ ... (X =A)™, M € K, i #\j, sii#jy
dimg Nuc(f — N;jidy) =74, parai=1,...,s.

Demostracion. (1) Se sigue de la proposicion 2.26.
(2) Si f es diagonalizable, entonces existe una base B de V tal que fp es una matriz diagonal. Si Aq, ..., Ag
son los elementos de la diagonal principal de fg, entonces

Py(X) = Pp,(X) = (—1)"(X = A)" o (X =A™, A # A, sii#

Ademas,

dimg Nue(f — \jidy) =n —rango(fg —MI)=n—(n—r;)=r;, i=1,...,s.
El reciproco se sigue de los teoremas 2.24 y 2.31. O
Corolario 2.35. La matriz A € M, (K) es diagonalizable si, y solo si, verifica las siguientes condiciones:

(1) Ps(X)=(-1D)™"(X = M) ... (X = Xs)™, donde \; € K, para i =1,...,s, y \y # \; para todo i # j.

(2) Si f: K™ — K™ es la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base candnica es A, entonces
dimg Nuc(f — N\jidgn) =71, parai=1,...,s.

Teorema 2.36. Sea f un endomorfismo de V' y sea Pr(X) = (—1)"(X —A1)™ ... (X =)™, M € K, N\ # ),
si i # j. Se tiene que Pr(f) = (—=1)"(f — M idy)™ ... (f — Asidy)™ = 0.



Demostracion. Por el corolario 2.30,
V = Nuc(f — Midy)™ @ ... & Nuc(f — Asidy ).

Si v € V, existen vectores v; € Nuc(f — Nidy)™, ¢ = 1,...,s, tales que v = v; + ... + v;. Dado que
(f = XNidy)"i(v;) =0,i=1,...,s, se tiene

(Pr())(@) = (1) (f = Aidy)™ . (f = Agidy)"™* (0) = Y (=1)™(f = Aidy)™ . (f = Agidy)™ (v) = 0. O

i=1

Corolario 2.37. Si A € M,,(K) y Pa(X) = (=1)"X" + a,_1 X" ' +... 4+ ag es su polinomio caracteristico,
entonces Pa(A) = (—1)"A" + a, 1 A" 1 +...+agl =0.

Demostracion. Dado que existe un cuerpo K O K donde todo polinomio de K[X] tiene sus raices (K se llama
la clausura algebraica de K), se tiene que Pa(X) = (—=1)"(X — A1) ... (X = A)™, My € K \j # \j, sii # j.
Sea f: K™ — K™ el endomorfismo cuya matriz asociada en la base candnica es A. Dado que

PrX)=(-D"(X =2)" ... (X =X,
por el teorema 2.38, P;(f) = 0. Luego Py(A) =0. O

Teorema 2.38. (Teorema de Cayley-Hamilton) Sea f un endomorfismo de V y sea P¢(X) = (—1)" X" +
an_1 X" 14+ ... +ag su polinomio caracteristico. Se tiene que Pi(f)=(-1)"f"+ A1 P 4. +apidy = 0.

Demostracion. Por el corolario 2.37,si B esuna basede V 'y A = fp, se tiene que P4(A4) = 0. Asi, P¢(f) =0. O
Ejemplo 2.39. Consideremos la aplicacién R-lineal f: R* — R* dada por
flz,y,2,t) = (y — 42,5z — 92,2z + y — 62, —2t).

Se tiene que P;(X) = (X + 2)%. La matriz asociada a f respecto a la base canénica C' = {(1,0,0,0), (0, 1,0,0),
(0,0,1,0),(0,0,0,1)} es

01 —4 0
fo = 50 -9 0
““ 121 -6 0|
00 0 -2
luego
21 -4 0
. . 5 2 =9 0
dimg Nuc(f + 2idgs) = 4 — rango(fc + 2 1) = 4 — rango 9 1 -4 0 =4-2=2
00 00

Por tanto, una forma de Jordan de f tiene dos bloques elementales de Jordan asociados al autovalor —2. Dado
que

1 0 0-1 36
2 0 -2 36

(fC+2I)2: 1 0 -1 0 s (fC+21)3:03
0 0 0 0

una forma de Jordan para f tiene un bloque elemental de Jordan de orden 3 y un bloque elemental de Jordan
de orden 1. Vamos a construir una base de Jordan para f. Consideremos la cadena de subespacios

{0} € Nuc(f + 2idg1) € Nuc(f + 2idg)? € Nuc(f + 2idg1)® = R*.
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Se tiene

21 -4 0 T 0

. 5 2 -9 0 0
Nuc(f + 2idga) = {(2,y,2,t) € R? | 9 1 -4 0 Z = 0 } =1((1,0,0,0),(0,1,0,0)).

00 00 t 0

Analogamente,
Nuc(f + 2idgs)? = ((1,0,1,0),(0,1,0,0), (0,0,0, 1)).

Una base de un subespacio F3 suplementario de Nuc(f + 2idgs+)? en R* es B3 = {(0,0,1,0)}. Dado que
(f + 2idg4))(0,0,1,0) = (—4,—9,—4,0), una base de un subespacio Fy suplementario de Nuc(f + 2idgs) en
Nuc(f + 2idgs)?, es Ba = {(—4,—9,—4,0)}. Una base de Nuc(f + 2idg4) es By = {(—1,-2,-1,0),(0,0,0,1)},
donde (—1,-2,—-1,0) = (f + 2idg1))?(0,0,1,0). Una base de Jordan para f es

B = {(_17 _2a _170)’ (_47 _95 _470)’ (0,07 17 0)7 (070703 1)}

y una forma de Jordan para f es

-2 1 0 0
0 -2 1 0
fs = 0 0 -2 0
0 0 0 -2

Ejemplo 2.40. Consideremos la matriz real

11 -2 2
4 3 -8 0
A = 11 -2 1
-1 0 1 2

Se tiene que Py, (X) = (X — 1)%.
Si f: R* — R* es la aplicacion R-lineal cuya matriz asociada respecto a la base candnica es A1, entonces

01 -2 2 T 0
. 4 2 -8 0 0

Nuc(f - 1dR4) = {(x7y727t) € R4 ‘ 1 1 -3 1 :g = 0 } = <(]—727 1a0)7 (]-7 _2a071)>‘
-1 0 1 1 t 0

Puesto que dimg Nuc(f — idgs) = 2 una forma de Jordan para A; tiene dos bloques elementales de Jordan
asociados al autovalor 1y como (A; — I)? = 0, los dos bloques elementales de Jordan son de orden 2. Vamos a
construir una base de Jordan para f. Se tiene la cadena de subespacios

{0} € Nuc(f — idgs) € Nuc(f — idgs)? = R™.
Una base de un subespacio Fy suplementario de Nuc(f —idg+) en R* es By = {(0,0,1,0), (0,0,0,1)}. Dado que
(f —idge)(0,0,1,0) = (=2, -8,-3,1), (f —idgs)(0,0,0,1) = (2,0,1,1),
una base de Nuc(f — idgs) es By = {(—2,—8,-3,1),(2,0,1,1)}. Una base de Jordan para f es
{(=2,-8,-3,1),(0,0,1,0),(2,0,1,1), (0,0,0,1)}.

Si tomamos

-2 0 2 0 1 10 0

-8 0 0 0 01 00
P=1 g1 10| 2=l 0011]|

10 1 1 000 1

la matriz J4, es una forma de Jordan para A; y se tiene P1_1A1P1 =Ja,.
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Ejemplo 2.41. Consideremos la matriz real

-8 10 10 0
0 2 0 0
= 5 5 7
-5 10 10 -3

Se tiene que Pa,(X) = (X —2)3(X +3)2. Si f: R* — R* es la aplicacion R-lineal cuya matriz asociada respecto
a la base canoénica es A, entonces

Nuc(f — 2idgs) = ((1,1,0,1),(1,0,1,1)), Nuc(f +3idgs) = ((2,0,1,0),(0,0,0,1)).
Por el teorema de diagonalizacion, As es diagonalizable. Una base de Jordan para f es
{(1,1,0,1),(1,0,1,1),(2,0,1,0),(0,0,0,1) }.

Si tomamos

1 1 2 1 2 0 0 0
1 0 0 O 0 2 0 0
P=lo 110 72700 -3 ol
1 1 0 1 0 0 0 -3
la matriz J4, es una forma de Jordan para As y P2_1A2P2 =Ja,.
Ejemplo 2.42. Consideremos la matriz compleja
241 1 -2 2
0 1 0 0
As = 0 —1 1434 0

-1 -2 2 —1+:

Se tiene que Pa,(X) = (i — X)2(1 +i — X)2. Si f: C* — C* es la aplicacién C-lineal cuya matriz asociada
respecto a la base canénica es As, entonces

Nuc(f —1 id(C4) - <(1a 0,0, *1)>7 Nuc(f - (1 + Z) idC4) - <(27 0,1, 0)7 (*27 0,0, 1)>

Por tanto, una forma de Jordan de As tiene un bloque elemental de Jordan de orden 2 para el autovalor i y dos
bloques elementales de orden 1 Jordan para el autovalor 1 4 4. Se tiene

2 0 -2 2
e 0 0 0 0
(A5 —il)" = 0 -1 1 0
1 -1 2 -1

Luego
Nuc(f —iides)? = ((1,0,0,-1),(1,1,1,0)).

Una base By de un subespacio Fy suplementario de Nuc(f —iidcs) en Nuc(f — iidea)? es By = {(1,1,1,0)},
y dado que (f —¢idge)(1,1,1,0) = (1,0,0, —1), una base de Jordan para f es

{(1707 Oa _1)7 (1a 17 170)7 (2a 0) 170)? (_27070a 1)}

Si tomamos

11 2 -2 i1 0 0
010 0 0 i 0 0

Py = 011 o AT 0 0 144 K
-1 0 0 1 0 0 0 1+

la matriz J4, es una forma de Jordan para Aj y se tiene que Py ' A3P3 = Ja,.
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3. Diagonalizaciéon simultanea de dos endomorfismos diagonalizables
que conmutan

Lema 3.1. Sean Uy,...,Us subespacios de V. SiV =U1 ®...®Us y fi; € Endg(U;), i =1,...,s, entonces la
aplicacion f1®...® fs: V = V dada por

(fl ®@fs)(u1 +"~+us) = fl(ul) +"'+fs(us)7
es un endomorfismo de V.
Demostracion. Es inmediata. O

Teorema 3.2. ([4, Ejercicio 15-13|) Sean f y g dos endomorfismos de V' diagonalizables tales que fog = go f.
Eziste una base de V' formada por vectores propios para f y para g.

Demostracion. Sea Pp(X) = (—1)"(X — M) ... (X = A)™, A\, € K, \; # Aj, si ¢ # j. Dado que f es
diagonalizable
V = Nuc(f — Midy) @ ... & Nuc(f — Asidy).

Veamos que g(Nuc(f — A;idy) € (Nue(f — A\;idy). Sea v € Nuc(f — A; idy ), puesto que

flg(v)) = g(f(v)) = g(Aiv) = Xi g(v),

se tiene que g(v) € Nuc(f — A;idy).
Siga, : Nuc(f—\;idy) = Nuc(f —A;idy) es la restriccion de g a Nuc(f —A;idy ), parai = 1,..., s, entonces

g=9gx ... Dgx,-

Sea B una base de vectores propios de f. La matriz asociada a g respecto a B es una matriz diagonal por

bloques
A ... 0

9B = ) AiEMri(K), izl,...,s.
0 ... A

Veamos que cada endomorfismo gy, es diagonalizable. Dado que g es diagonalizable,

Py(X) = (=1)™X —p)" o (X =)', i € K, i # g, sioi # J,

y Pp(X) = Pa,(X)... Pa (X). Por la unicidad de la factorizacion en K[X], el polinomio Py, (X) = Pa,(X)

i

tiene sus r; raices en K, luego g,, tiene una forma de Jordan. Si Bﬁ\i es una base de Jordan para gy,, 1 =1,...,s,
entonces s
B/ = U BlA'i’
i=1
es una base de Jordan para g y dado que g es diagonalizable, B’ es una base de vectores propios para g. Por
tanto cada Bg\i, i=1,...,s, es una base de vectores propios para g,. Ademés, dado v € B’ existe i € {1,..., s}
tal que v € B}y como B} C Nuc(f—\;idy), se tiene que f(v) = A; v, Asi, B’ es también una base de vectores
propios para fy fp = fB. O

Corolario 3.3. Sean A;, Ay € M, (K) matrices diagonalizables tales que Ay Ay = Ag Ay. Existe una matriz
regular P € M, (K) tal que P~1 Ay P y P~! Ay P son matrices diagonales.

Demostracion. Sean f y g los endomorfismos de K™ cuya matrices asociadas en la base canonica son A; y As,
respectivamente. Dado que A; As = Ay A1, se tiene que fog = go f. Por la proposicion anterior existe una base
B de vectores propios para f y g. Si P = idpc, entonces las matrices P! A; Py P~! A, P son diagonales. [
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Ejemplo 3.4. Consideremos los endomorfismo f y g de R* cuyas matrices asociadas respecto a la base canénica
son:

31 -1 -1 0 -1 1 1
B 02 0 0 | -8 -5 4 4
fe = 8 5 -3 2| 9T —10 -8 7 6

6 5 -3 -2 0 0 0 1

Se tiene que f o g = go f. Los endomorfismos f y g son diagonalizables puesto que
Pi(X)=(1-X)2-X)*(-1-X), Py(X)=2-X)(-1-X)1-X)

y se tiene
dimg (Nuc(f —idgs) =1, dimg(Nuc(f — 2idgs) =2, dimg(Nuc(f +idgs) =1
dimg(Nuc(g — 2idge) = 1, dimg(Nuc(g + idgs) =1, dimg(Nuc(f — idgs) = 2.

)

Vamos a buscar una base de vectores propios para f y g, simultaneamente. Dado que
Nuc(f —idga) = ((1,0,2,0)), Nuc(f — 2idge) = ((1,0,2,-1),(0,1,1,0)), Nuc(f + idrs) = ((0,0,1, —1)),
una base de vectores propios de f es
B ={(1,0,2,0),(1,0,2,-1),(0,1,1,0),(0,0,1,-1)},

v la matriz asociada a f respecto a B es

1 00 0
= 0 2 0 0
BE=1 002 o
0 00 -1
La matriz asociada a g en B es la matriz diagonal por bloques
2 0 0 0
0 1 0 0
IB=1 0 -4 -1 0
0 0 0 1

Sean
g1: Nuc(f —idge) = Nue(f —idgs), ¢g2: Nuc(f — 2idga) — Nuce(f — 2idpa,

—1: Nuc(f +idgsa) — Nuc(f + idga),
las restricciones de g a Nuc(f — idg4), Nuc(f — 2idga) y Nuc(f + idg ), respectivamente.
Pu(X)=2-X, Pu(X)=(1-X)(-1-X), P(X)=1-X.

El conjunto B; = {(1,0,2,0)} es una base de vectores propios para g;. Dado que

. -2 0 0
Nuc(gs = idye(s_id,,)) = {#1(1,0,2,=1) +22(0,1,1,0) | ( 0 o ) < " ) ( 0 ) ((0,1,1,0))
. 0 0 0
Nuc(gg—|—1dNuC(f_21dR4)) = {x1(1,0,2,—1)—|—x2(0,1,1,O ( 0 2 > < > ( 0 ) ((1,0,2,-1)).

una base de vectores propios de g2 es B, = {(0,1,1,0),(1,—2,0,—1)}. Una base de vectores propios para g_1
es B_; ={(0,0,1,-1)}.

@m=(2), @@= g §). G0 =1
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La base
B’ ={(1,0,2,0),(0,1,1,0),(1,-2,0,-1),(0,0,1,—1)}

es una base de vectores propios para g y para f, fgr = fg'y

2 0 0 O

_ 0 -1 0 O

9B =1 0 0 1 0

0 0 0 1

Poniendo

1 0 1 0
. 0 1 -2 0
P:ldB/c: 9 1 O 1
00 -1 -1

se tiene que
Pl foP=fp, P lgocP=gp.

4. Nilpotencia. Potencias de endomorfismos y de matrices

Definicion 4.1. Se dice que el endomorfismo g de V' es nilpotente si existe un entero s > 1 tal que ¢g* = 0. Si
g # 0 es un endomorfismo nilpotente, se llama indice de nilpotencia de ¢ al menor entero ¢ > 2 tal que g9~ ! # 0

y g7=0.
Se dice que la matriz A € M,,(K) es nilpotente si existe un entero s > 0 tal que A* = 0. Si A # 0 es una
matriz nilpotente, se llama indice de nilpotencia de A al menor entero ¢ > 2 tal que A9~! £ 0y A =0.

Proposicion 4.2. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal
que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Nidy )™, para todo m > q . Se tiene

(1) El endomorfismo
Ix = idyeronidyy Nuc(f — Nidy )9 — Nuc(f — Nidy )9

v— f(v) — Av
es nilpotente de indice q.

(2) La matriz de Jordan asociada a fx — idNuc(f—)\idV) respecto a By es nilpotente de indice q.

Demostracion. (1) Veamos que (fx — AidNuc(f—Aidv)‘l)q = 0. En efecto, para todo v € Nuc(f — Xidy )9,
(= Mg aidoy)(0) = (f = Aidy)1(0) = 0.

Ademés, se tiene que (f — /\idNuc(f—Aidv)q)q_l # 0, puesto que si (fy — )‘idNuc(f—,\idv)q)q_l(U) = 0, para
todo v € Nuc(f — Aidy )9, entonces Nuc(f — Aidy)? C Nue(f — Nidy )91,
(2) Es trivial. O

Teorema 4.3. ( Teorema de descomposicion de Jordan-Chevalley) Sea f un endomorfismo de V' cuyo polinomio
caracteristico tiene sus n raices en K. FExiste un unico endomorfismo nilpotente y un tunico endomorfismo
diagonalizable que conmutan y tales que su suma es f.

Demostracion. (1) Sea Pr(X) = (—1)"(X —A)™ ... (X = As)"™, s € K, \; # \j, sl i # j, y ¢; el menor entero
positivo tal que Nue(f — A\;idy )% = Nuc(f — A;idy)™:, para todo m; > ¢;, i = 1,...,s. Se tiene

V = Nuc(f - /\1idv)T1 D...D Nuc(f — )\sidvys,
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vyI=/®...0 [y, siendo fy,: Nuc(f — \;idy)% — Nuc(f — N;idy)%, i = 1,...,s, la restriccion de f a
Nuc(f — N\ 1dv)ql La aplicacién fy, es suma de una aplicacion nilpotente y una aphcacién diagonalizable. En
efecto,

fA - (f)‘ Nuc(f X idy) ql) + A ldNuc(ff)\i idy e
donde fy, —\; idNuc(f—)\,; idy e €S un endomorfismo nilpotente de indice g; y A idNuC(f_)\i id,)e: €5 U endomorfismo
diagonalizable. El endomorfismo

g= (f>\1 ! idNuc(f—)\lidv)ﬂ) D...0 (f>\7‘ = As idNuc(f—)\SidV)qs)
es nilpotente y su indice de nilpotencia es el minimo comun miltiplo de ¢1, ..., ¢s. El endomorfismo

h =M\ id D...P A id

Nuc(f—Aidy ) Nuc(f-Addy)es

es diagonalizable. Ademas
f=g+h

Dado que

(fki_”&ldNuqf Aidy) %)O’deNucf Aiidy e —'MidNuqf—AJdemO(fki_”MidNuqf—AJdvﬂih i=1...,s

se tiene
goh=hogy,
Veamos la unicidad del endomorfismo nilpotente y el endomorfismo diagonalizable en la descomposicion de f.
Si f = ¢’ o/ donde ¢’ es un endomorfismo nilpotente, A’ es un endomorfismo diagonalizable y g’ oh’ = h/ o ¢,
entonces / / / / / / / / / / / / / /! / /
gof=golg+h)=gog+goh=gog+hog=(+h)og =fog,
hlof:h/o(gl+h/):hlog/+hloh/:g/oh/+h/oh/:(gl+h/)oh/:foh/.
Asi, ¢’ y A/ conmutan con cualquier polinomio en f y en particular con (f — A;idy)% y con \;idy, para
1=1,...,s.
Se tiene que ¢’'(Nuc(f — A;idy)?) C Nuc(f —A;idy)% y B/ (Nue(f — A;idy)%) C Nuc(f — Ajidy )%, En efecto,
si v € Nuc(f — A;idy )%, entonces

(f = Xiidv)?(g'(v) = ¢'(f = Aiidy)?(v) =0,  (f = Niidy)" (W' (v)) = ' (f — Asidy)* (v) = 0.
Sean g} : Nuc(f Aiidy )% — Nuc(f — A;idy )% y bl Nuc(f —X;idy )% — Nue(f — A;idy)? las aplicaciones
restriccion de ¢’ y b’ a Nuc(f — \;idy )%, parai =1,...,s. Se tiene
g':g&1 @"'@93\5’ h':h'A1 @...@h&s, biy :gi\i Jrh’)\i, i=1,...,s.

Dado que ¢’ y h' conmutan con cualquier polinomio en f, entonces gi\i y h/xi conmutan con cualquier polinomio
en fy,, parai=1,...,s, luego

909" =((fx = Niidyue(ron,idyyn) ©95) @ - & ((Ia, = Asidyye(poy, idy o) © 93,)

:(9)\1 © (f)q - >\1 ldNuc(ff)\l idv)ql )) S...0 (g)\s © (f)u - )\s ldNuc(ff)\s idv)qS )) = g/ °g.
Analogamente ho h' = h' o h. Asi,
g—g =h —h.

Puesto que g y ¢’ son nilpotentes y conmutan, g — ¢’ es nilpotente. En efecto, si el indice de nilpotencia de g es
m y el indice de nilpotencia de g’ es n, entonces por el teorema del binomio, (g — ¢g/)™*"~! = 0.

Dado que h y b’ son diagonalizables y conmutan, por el teorema 3.2, entonces existe una base B de V formada
por vectores propios para h y para b/, y por tanto, para h’' — h. Asi, b’ —h es diagonalizable. Si B = {v1,...,v,},
entonces (h' — h)(v;) = p;v;, para algin u; € K, i = 1,...,nysit > 1 es tal que (g — ¢')! = 0, entonces
(W —h)!(v;) = ptv; =0. Asi, u; =0 parai=1,...,n,luegoh’ —h=0y g—g =0. O
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Ejemplo 4.4. Consideremos el endomorfismo de R? dado por
f(xay7 Z) = (—2$ +Y,—T, T — 2y + 22)
Vamos a calcular f™, para n > 1. La matriz asociada a f en la base canénica C' = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es
-2 1 0
fo=| -1 0 0
-1 -2 2
Se tiene que Pr(X) = (2 — X)(X + 1)2. Consideremos la cadena de subespacios
{0} C Nuc(f + idrs) € Nuc(f + idgs)?.
siendo Nuc(f +idgs) = ((1,1,1)) y Nuc(f + idgs)? = {(1,0,0), (0,1,1)). Ademas, Nuc(f — 2idgs) = ((0,0, 1)).
Una forma de Jordan de f tiene un bloque elemental de Jordan para el autovalor 2 y dos bloques elementales

de Jordan para el autovalor —1. Una base de un subespacio F suplementario de Nuc(f+ idg2)? en Nuc(f+ idg2)?
es Ba = {(1,0,0)}. Dado que (f +idgs))(1,0,0) = (—1,—1,—1), una base de Jordan para f es

{(*13 717 71)’ (1707 O)a (0707 1)}

Una forma de Jordan para f es

-1 1 0
Jr = 0 -1 0
0o 0 2
Si tomamos
-1 1 0
P=| -1 0 0|,
-1 0 1
entonces P~ fo P = Js. Se tiene
-1 1 0 -1 0 0 01 0
Jr = 0 -1 0 |= 0 -1 0 )+ 0 0 O
0 0 2 0 0 2 0 00
Pongamos
-1 0 0 01 0
0o 0 2 0 00

Dado que indice de nilpotencia de J es 2 y las matrices J y D conmutan, por el teorema del binomio

TP =(D+ J)" = (”) D"+ (”) DN

0 1
()" 0 0 (—1)n—! 0 0 010
= 0 (=)™ 0 |+n 0 (1! 0 00 0
0 0o 2 0 0 2n-1 00 0
(=n™ (=1)""'n 0
= 0 (=" 0
0 0 2n
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Se tiene

1 0 (=)™ (=)™ in 0 0 -1 0
f&=PJ} P! = —1 0 0 0 (—1)" 0 1 -1 0
-1 0 1 0 0 n 0 -1 1
D™n+ (—1)" (=) In 0
= (=1)"n D"+ (="' 0
( 1)"’[7, (_1)n+(_1)n—1n_2n on
Ejemplo 4.5. Consideremos la matriz
0 2 -1
Mi=1[ -1 2 0
-1 1 1

Vamos a calcular M7, para n > 1. Se tiene que Py, (X) = (1 — X)3. Si f: R3 — R3 es la aplicacion R-lineal
cuya matriz asociada respecto a la base canénica es My, entonces

{0} € Nuc(f —idgs) € Nuc(f — idgs)? € Nuc(f — idgs)® = R3.

Se tiene
Nuc(f —idgs) = ((1,1,1)), Nuc(f —idgs)? = ((1,0,0), (0,1,1)).
Una forma de Jordan de M; tiene un bloque elemental de Jordan para el autovalor 1. Una base de un subespacio
F3 suplementario de Nuc(f — idgz)? en R? es (0,0,1). Dado que (f — idgs)(0,0,1) = (—1,0,0), una base de
Nuc(f — idgs)? en Nuc(f — idgs) es By = {(—1,0,0)}. Dado que (f — idgs)?(0,0,1) = (1,1,1), una base de
Jordan para f es
B={(1,1,1),(-1,0,0),(0,0,1)}.

Si tomamos

1 1 0 1 1 0
P = 1 0 0|, Ju = o1 1],
1 0 1 0 0 1
la matriz Jys, es una forma de Jordan para M; y PflMlPl = Jar, . Se tiene
1 1 0 1 0 0 01 0
Jar, = 0 1 1 = 01 0]+ 001
0 0 1 0 0 1 0 0 O
Pongamos
01 0
J=1 0 0 0
0 0 O
Dado que el indice de nilpotencia de J es 3, por el teorema del binomio
T =+ = (1) (Tt a e (D)t
! 0 1 2
n(n—1)
L0 ey
=+ nof 9 - 0 1 n
0 0 O 0 0 0 0 0 1
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Se tiene

1 -1 0 1 n ”(”2_ D) 0
n o__ n -1 _
My =P Jy, P =] 1 0 0 0 1 n -1
1 0 1 0 0 1 0
5n — n? n? —3n
1—n
2 2
_ —n?+3n+2 nn-1)
2 2
3n — n? n?—n+2
-n
2 2
Ejemplo 4.6. Consideremos matriz real
2 1 0 0
0 2 -1 0
Ma=1 10 21
0 1 0 2
Vamos a calcular MJ, para n > 1. Se tiene que Py, (X) = (2 — X)4,

matriz regular P tal que Py MoPy =T M, Son
2 1 00 1 0 0 1 0 0 0 1
10210 101 0 0 1 | 01 0 0
I, = o0 2 1]’ P = 00 -1 0 |’ P = 0 0 -1 0
0 0 0 2 1 0 0 0 1 0 0 -1
Pongamos
0 1 00
0 010
Iy, =2I1+J, J= 000 1
0 0 0O
Dado que el indice de nilpotencia de J es 4, por el teorema del binomio
T, =21 + )" ( > )"+ ( ) @I)" 1]+ <Z> 21" 2% + (g) (21)"=3.J°
0 1 00 0 010 0 0O
on n-1, 0 010 o n(n—1) 0 0 01 nznn—1n—-2)| 0 0 0
=22 000 1|2 2 0000 |2 00 0
0 00O 0 00O 0 0O
on  gn—1, on—2 n(n — 1) on—3 n(n — 1)(” - 2)
2 6
-1
—| o o 27~ 1p gn—2 7"(”2 )
0 0 A 2"~ lp
0 0 0 2m
Entonces,
on—3 n(n — 1)(7’l — 2) +9on on—1y _9n—2 n(n — 1) _on—3 n(n — 1)(” — 2)
6 2 6
n—2 TL(TL — ]‘) n _on—1 _on—2 TL(’I’L _ ]')
M = Py P2_1 _ 2 2 2" n 2 —
_2”—1n 0 gn 2n—1n
gn—3 n(n —1)(n — 2) gn—l,  _gn-3 nin —1) on _ gn—3 n(n —1)(n — 2)
6 2
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