FORMA DE JORDAN. FORMA DE JORDAN REAL
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1. Introduccién

Karl Weierstrass (1815-1897) en 1858 determina las clases de semejanza de todas las matrices complejas.
Dos afios mas tarde, Camille Jordan (1838-1922) en su obra “Traité des substitutions” introduce las formas
canodnicas que hoy en dia llevan su nombre para matrices sobre un cuerpo finito y presenta un proceso para
reducir matrices a su forma canoénica, muy parecido al actual.

En este trabajo se prueba que si K es un cuerpo y A € M,,(K) es una matriz cuyo polinomio caracteristico
tiene sus n raices en K, entonces A es semejante a una matriz de Jordan. Como caso particular se obtiene el
teorema de diagonalizacion de matrices que afirma que una matriz cuadrada n X n es diagonalizable si, y solo si,
su polinomio caracteristico tiene sus n raices en K y la multiplicidad de cada raiz coincide con la dimension del
subespacio propio asociado a ese autovalor. Si A € M,,(R) es una matriz cuyo polinomio caracteristico no tiene
todas sus raices reales, se prueba que A es semejante a una matriz denominada forma de Jordan real de A que
coincide con la forma de Jordan si todos los autovalores de A son reales. Para probar este resultado se introduce
el concepto de complejificacion de un espacio vectorial real V' y de un endomorfismo de V' y se estudian las
propiedades de los autovalores y autovectores del endomorfismo complejificado.

2. Forma de Jordan

Sea K un cuerpo y V un espacio vectorial sobre K de dimensiéon n > 1.

Definicién 2.1. Una combinacion lineal de los elementos vy, ...,v,. € V es una suma

Z)\ivi, )\,’EK, i=1,...,r

i=1

Si S es un subconjunto finito de V', se llama subespacio generado por S, y se denota por (S), al conjunto de
todas las combinaciones lineales de los elementos de S.

Un subconjunto ordenado B = {v1,...,v,} de V es una base de V si el conjunto {v1,...,v,} genera V; en
particular, los vectores vy, ..., v, son linealmente independientes.

Denotaremos por C = {(1,...,0),.7.,(0,...,1)} la base candnica de K™.

Si S es un subconjunto de V', entonces (S) es el menor subespacio de V' que contiene a S.

Definicién 2.2. Sean B = {vy,...,v,} y B’ = {v],...,v],} bases de V y sea

n

/ .

vi:E aj;vi, t=1,...,n.
J=1

La matriz
a1 ... Qip

idp'p =
an1 e Anpn

se llama matriz de cambio de base de B’ a B.



Definicién 2.3. Un endomorfismo f de V' es una aplicacién lineal f: V — V.
Denotaremos por Endg (V) el conjunto de endomorfismos de V.

Definicién 2.4. Sea V un espacio vectorial sobre K, B = {v1,...,v,} una base de V. Si f es un endomorfismo
de V'y

n
f(Ul) = Zajivj7 1= 1,...,7’L,
j=1

la matriz
ail e Aln

/B =
Anpl ... QApn

se llama matriz asociada a f respecto a la base B.

Definicién 2.5. Se dice que las matrices A, B € M, (K) son semejantes si existe una matriz regular P € M, (K)
tal que P~'AP = B.

La relacion “ser semejantes” en el conjunto de matrices n X n sobre K es una relacién de equivalencia.

Ejemplo 2.6. Si f: V — V es una aplicacion lineal y B y B’ son bases de V', entonces las matrices fg y [
son semejantes. En efecto, fgr = idgp: fpidp 5.

Definicion 2.7. Sea f un endomorfismo de V. Se dice que un escalar A € K es un autovalor o valor propio de
f si existe un vector v € V, v # 0, tal que f(v) = Av. Un vector v € V, v # 0, tal que f(v) = Av se llama
autovector o vector propio de f asociado a .

Definiciéon 2.8. Se llama polinomio caracteristico de A al polinomio P4 (X) = det(4A — X1I).
Proposicion 2.9. Matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico.

Demostracion. Si A,B € M,(K) son semejantes, entonces existe una matriz regular P € M, (K) tal que
P~1AP = B. Se tiene

Pp(X) =det(B — XI) = det(P~*AP — XI) = det(P"'AP — XP~'IP)
=det(P~*AP — P~YXI)P) = det(P~'(A - XI)P)
=det(P™1) det(A — XI) det(P) = det(A — XI) = P4(X). O
Definicién 2.10. Si f es un endomorfismo de V, se llama polinomio caracteristico de f al polinomio Py(X) =
P, (X), siendo fp la matriz asociada a f respecto a una base B de V.
Observacion 2.11. El polinomio caracteristico de f no depende de la base de V' considerada. En efecto, si B y B’

son bases de V, entonces las matrices fp y fp son semejantes. Por la proposicion 2.9, Py, (X) = Py, (X).

Proposicion 2.12. Si f es un endomorfismo de V', entonces A es un autovalor de f si, y solo si, A\ es una raiz
del polinomio caracteristico de f.

Demostracion. Si A es un autovalor de f existe v € V, v #£ 0, tal que f(v) = v, es decir (f — Aid)(v) = 0. Sea

B ={vy,...,v,} una base de V 'y v = x1v1 + ... + x,v,. Se tiene
T 0
A autovalor de f <= (fp — AI) : = : < P (\) =det(fp — AI) = 0. |
Tn 0



Definicién 2.13. Se dice que la matriz A € M,,(K) es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal, es
decir si existe una matriz regular P € M, (K) tal que

MO 0
priap—| M "
0 0 A

Se dice que un endomorfismo f de un espacio vectorial V' es diagonalizable si existe una base B de V tal que la
matriz fp asociada a f respecto a B es una matriz diagonal.

Definicion 2.14. Se llama bloque elemental de Jordan de orden r asociado al escalar A € K a la siguiente
matriz triangular superior:

A1 0 ... 0

0o x 1 ... 0

JL = 00 x ... 0

0 0 O A

Ejemplo 2.15.

v 1 A1 0
B= =g ) #={0 a0
0 0 A

Definicion 2.16. Una matriz de Jordan J es una matriz triangular superior de la forma:

S0 0
T
0 JzZ ... 0
0 0 ... Jy
donde las matrices J;z son bloques elementales de Jordan de orden r;, parai =1,...,s. Si f es un endomorfismo

de V' y B es una base de V respecto a la cual la matriz asociada a f es una matriz de Jordan J, se dice que B
es una base de Jordan para f y que J es una forma de Jordan para f.

Lema 2.17. Sea f un endomorfismo de V. La aplicacion ®5: K[X]| — Endg (V) dada por
Qi(amX™+...+ag) =anf"+...+aoly,

es un homomorfismo de K-dlgebras, es decir, es una aplicacion lineal y verifica que ® y(q(X) h(X)) = @;(g(X))o
Q¢ ((h(X)), para cualesquiera ¢(X), h(X) € K[X]. Denotaremos ®(q(X)) por q(f).

Demostracion. La demostracion es inmediata. O

Obsérvese que de la conmutatividad del producto de polinomios de K[X] se deduce que dos endomorfismos
de la imagen de ® siempre conmutan, es decir

q(f) o h(f) = h(f) o q(f).
Lema 2.18. ([1, Lema 1, p. 319]) Sea f un endomorfismo de V y X\ un autovalor de f.

(1) Se tiene la siguiente cadena creciente de subespacios de V:

{0} € Nuc(f — Nidy) € Nuc(f — Nidy)* € ... C Nuc(f — Midy)? C ...



(2) FEziste g € N tal que Nuc(f — Midy)? = Nuc(f — Aidy)™, para todo m > q.

Demostracion. (2) Dado que V tiene dimension finita, existe ¢ € N tal que Nuc(f —Aidy )4 = Nuc(f —Nidy )7+,
Veamos que Nuc(f — Aidy)? = Nue(f — Aidy )™, para todo m > ¢. Pongamos m = ¢ + r, r > 1. Razonemos
por induccién sobre r. Para r = 1 el resultado es cierto. Supongamos el resultado cierto para r —1 > 1y
veamos que es cierto para r. Si v € Nuc(f — Aidy 97", entonces (f — Aidy )97 (v) = 0, de donde se sigue que
(f = Xidy) T 1(f — Xidy)(v) = 0, es decir (f — Nidy)(v) € Nuce(f — Aidy )97~ 1. Por hipétesis de induccion,
Nuc(f — Xidy )47 =1 = Nuc(f — Nidy)4. Asi, v € Nuc(f — Aidy )2t = Nuc(f — Nidy)9. O

Lema 2.19. Sea f un endomorfismo de V y A un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal que
Nuc(f — Xidy))? = Nue(f — Aidy))™, para todo m > q. Consideremos la cadena creciente de subespacios de V

{0} € Nuc(f — Midy) € Nuc(f — Midy)? € ... € Nuc(f — Xidy ).
Sea F;, 2 < i < q, un subespacio suplementario de Nuc(f — Nidy)i~1 en Nuc(f — Aidy)?,
Nuc(f — Aidy)" = F; @ Nuc(f — Aidy )"
y sea B; = {v1,...,v.}, una base de F;. Se tiene
(1) El conjunto
(f = Midv)(Bs) = {(f = Nidv)(01), -, (f = Aidy)(8)} € Nue(f — Xidy )"~
es linealmente independiente.
(2) ((f — Nidy)(B;)) NNuc(f — Aidy)*=2 = {0}, para 3 <i<q.
Demostracion. (1) Supongamos que
iaj(f —Aidy)(v;) =0, a; €K, j=1,...,1
j=1
equivalentemente,

(f = Aidy) (Z ajv;) = 0.

j=1

Entonces, para i > 2

> ajv; € Nuce(f — Aidy) N F; € Nue(f — Xidy)' ™' N F; = {0},

j=1
y por lo tanto a; =0 para j =1,...,7.
(2) Sea
v=">a;(f— Xidy)(v;) € Nuc(f — Xidy )2,
j=1

Se tiene .

(f = Xidy)' 2 (Y ai(f = Midy)(v;)) = 0.

j=1

Asi,

Zajvj S Nuc(f — )\idv)i_l NF; = {0},

j=1
de donde se sigue que a; = 0, para j = 1,...,r, y por tanto v = 0. O



Definicién 2.20. Sean Uy, ..., U subespacios de V. Se dice que la suma Uy + ... + Uy es directa y se denota
por Uy & ...® U si verifica

Uuin(O_ U) =10}, i=1,....s

Jj#i
Lema 2.21. Sean Uy, ...,U, subespacios de V tales que Uy + ...+ Uy, =U; @ ... D Us. Si B; es una base de
U;,i1=1,...,s, entonces Ule B; es una base de Uy + ...+ Us.

Demostracion. Pongamos B; = {v;1,...,0ir, }, i =1,...,s. El conjunto J;_, B; es un conjunto de generadores
de U; + ...+ Us. Veamos que es linealmente independiente. Pongamos,

Ty Ts
E aljU1j+...+ E Us5jVsj =0.
Jj=1 Jj=1

luego

i%‘vij = N Uy, i=1,...s
j=1

J#i

Puesto que la suma es directa
Tq
E a;jvi; =0, 1=1,...,s,
j=1

y por ser B;,i=1,...,s, lincalmente independiente,

Asi, a;; =0, paratodo j =1,...,7m,i=1,...,s. O

Proposicion 2.22. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal
que Nuc(f — Nidy)? = Nuc(f — Aidy)™, para todo m > q. Se tiene

Ff(Nuc(f — Aidy)?) € Nuc(f — Aidy)4.
Demostracion. (1) Sea v € Nuc(f — Aidy)?. Se tiene que (f — Xidy)?f(v) = f(f — Aidy)%(v) = 0. O
Denotaremos por fy el endomorfismo restriccion de f a Nuc(f — Aidy )9
Fa: Nuc(f — Aidy)? — Nuc(f — Aidy)?
v f(v)

Teorema 2.23. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f. Sea q el menor entero positivo tal que
Nuc(f —Aidy)? = Nuce(f — Xidy )™, para todo m > q. Existe una base By de Nuc(f — Aidy)? tal que la matriz
asociada a fy respecto a By es una matriz de Jordan.

Demostracion. Consideremos la cadena de subespacios de V'
{0} € Nuc(f — Nidy) € Nuc(f — Nidy)? € ... € Nuc(f — ANidy )4

Sea F, un subespacio suplementario de Nuc(f — Aidy )9~ en Nuc(f — Xidy)? y sea By = {vq1,...,Vgm, } una
base de F,. Pongamos g = f—\idy. Por el lema 2.19, el conjunto g(B,) es un subconjunto de Nuc(f —Aidy )4~ *
linealmente independiente y (g(B,)) N Nuc(f — Aidy)?=2 = 0. Completamos g(B,) a una base B,_; de un
subespacio Fy,_1 suplementario de Nuc(f — A idy )72 en Nuc(f — Aidy )77 1. Se tiene

Bq,1 :{'Uqfll,.../l)q,lmq_l}, g(vqi):vq,”, izl,...,mq.



Siguiendo asi, sucesivamente se obtiene una base By = {va1,...,V2m,} de un subespacio Fs, suplementario de
Nuc(f — Xidy) en Nuc(f — Nidy)?, y completando g(Bz) obtenemos una base By de Nuc(f — Aidy) tal que

Bi={vi1,...,v1m.}, g(ves) =vis, i=1,...,ma.

Se tiene:
Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Nidy)?T ' @ F, = Nuc(f — \idy)" 2 @ F,_, @ F,
=...=Nuc(f-Aidy)B F&...8 F,.
Por el lema 2.21, los my + ... + m, vectores asi construidos forman una base de Nuc(f — Aidy )9.
El cuadro 1.1 esquematiza la construccion de esta base de Nuc(f — Aidy ).

By |vq | Vgmy

Bg-1|9(va1) - [9(Vgm,) Vg—1mg+1 c | Vg—1mg_y

B2 gqiz(vql) 9q72(vqmq) gqig(vqflqurl) gqig(vqflmqfl) <o | V2ma+1 - | V2mg

Bi 97 T (wq) |- [0 (Wamy) |97 *(Vg—1mg+1) |- |97 2 (Wg—1mg 1) |- - [ 9(V2mgr1) |- - - [9(v2ms) [V1mot1 [ [V1my

Cuadro 1: Base de Nuc(f — Aidy )9

Escribiendo estos vectores por columnas y empezando por la ultima fila del cuadro 1.1 obtenemos la siguiente
base de Nuc(f — Nidy)%:

BA :{gqil(vql)w--;g(vql)avql} U na U{gqil(vqmq)v-'-ag(vqmq);vqmq}
U{gq72(vq—1mq+1)7- . "Uq_lmq+1} U s U{gq72(vq—1mq—1)7~ . -avq—lmq_1} U o
U{U1m2+17~'~7v1m1}-

Denotemos por Jy la matriz asociada a fy respecto a B). Las m, primeras columnas del cuadro 1.1 dan cada
una un bloque elemental de Jordan de orden g. En efecto, para j =1,...,mg, se tiene

F(g7 vgg)) = (f = Midv) (97 H(vg)) + g™ H(vgs) = Ag™*(vgy),
F(97 2 (vg5)) = (f = Midv) (9772 (vg5)) + A" 2 (vg) = 9% (vgg) + Ag" 2 (vgy),

f(vgg) = (f — Aidv)(vgs) + Avgy = g(vg;) + Avg;.

Por tanto hay mg bloques elementales de Jordan de orden ¢ asociados a A colocados en la diagonal de
Jx. Analogamente, dado que cada una de las siguientes m,_; — m, columnas define un bloque elemental de
Jordan de orden g — 1, tenemos m,_; — my bloques elementales de Jordan de orden ¢ — 1 en la diagonal de
J. Siguiendo este proceso llegamos a las m; — mo tltimas columnas del cuadro 1.1 que proporcionan mj — mso
bloques elementales de Jordan de orden 1 en la diagonal de J).

La matriz Jy es una matriz de Jordan y dim Nuc(f — Aidy) = my es el namero total de bloques elementales
de Jordan que hay en J). O

Proposicion 2.24. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f de multiplicidad r. Si q es el menor
entero positivo tal que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — X idy )™, para todo m > q, entonces dim Nuc(f —Aidy)? = r.



Demostracion. Supongamos que dim Nuc(f — Aidy )9 = s. Queremos probar que s = . Si B’ = {vy,...,vs} es

una base de Nuc(f — Aidy)? y B = {v1,...,v,} es una base de V, entonces
a] ... Qig A1s+1 A1n
ai a1s
fB _ as1 ... Qsgs Ass41 e Qgn (fA)B’ _ .
0 0 As4+1s4+1 -+ Qg41n ’ .
As1 Oss
0O ... 0 Ans+1 ... Qpn
Pongamos B” = {vs11,...,v,}, L = (B”) y consideremos el endomorfismo h: L — L cuya matriz asociada

respecto a la base B” es la matriz

Gs+1s+1  --- Qs4in
hB// =

Apst1l -+ Gun
Por la demostracion del teorema 2.23, Py, (X) = (—1)°(X — A)®. Luego
Py(X) = det(fp — XI) = P, (X) Pr(X) = (=1)°(X = A)° Pp(X).
Veamos que P, (A) # 0. Supongamos que Pp,(A) = 0, es decir, que A es un autovalor de h. Existe un vector
v = i wiv; € L, v #0,
j=s+1
tal que h(v) = Av. Se tiene

(f = Ady)(v) =f(v) = Av = f(v) = h(v) =

Jj=s+1 j=s+1
n n

= > Qe = Y i D )
k=1

j=s+1 j=st1  k=stl
n n n n
=00 marpoe— > (Y pjarg)ox
k=1 j=s+1 k=s+1 j=s+1
n
=> ( Z wiak;)vk € Nuc(f — Aidy)?.
k=1 j=s+1

Asi, v € Nuc(f — Aidy )7 = Nuc(f — Aidy)?. Por tanto v € Nuc(f — Aidy)? N L = {0}, lo cual es una
contradiccion. Por tanto s = r. O

Corolario 2.25. Sea f un endomorfismo de V. y A un autovalor de f de multiplicidad r. Se tiene que
dim Nuc(f — Aidy)" =r.

Demostracion. Sea ¢ el menor entero positivo tal que Nuc(f — Aidy)? = Nuc(f — Aidy )™, para todo m > q.
Dado que dim Nuc(f — Aidy)? = r, se tiene que ¢ < r y por tanto Nuc(f — Aidy )" = Nuc(f — Aidy)?. O

Teorema 2.26. (Teorema de Cayley-Hamilton)[3] Sea A € M,,(K), y sea P4(X) = (=1)"X" + ap_1 X" ! +
...+ ag su polinomio caracteristico. Se tiene que Pa(A) = (=1)"A" + a, 1 A" 1+ ... +agl =0.



Corolario 2.27. Sea f un endomorfismo de V y sea Pp(X) = (=1)"X" + a,—1 X" 1 + ...+ ag su polinomio
caracteristico. Se tiene que Pr(f) = (—1)"f" 4+ an_1 /"' + ...+ apidy = 0.

Demostracion. Se sigue del lema 2.17. O

Lema 2.28. (|2, Lema 6.7.2]) Sea f un endomorfismo de V. Si ¢1(X),...,qs(X) € K[X] son tales que
m.c.d. (¢;(X), qx(X)) =1, para j # k, entonces

Nucq;(£) N (3 Nuear(£) = {0}, j=1....5.
k#j

Demostracion. Se tiene

S Nueqi(f) € Nue ([ au(f)). (1)

=y -y

Dado que los polinomios ¢;(X) y [] 2 Ok (X) son primos entre si, por el teorema de Bezout, existen polinomios
a(X),b(X) € K[X] tales que
a(X) ¢;(X) +b(X) [Jar(X) = 1.
k#j
Por tanto

a(f) a; () +b(f) [] an(f) = idv.
oy

Si v € Nucg;(f) N Nuc([],; ax(f)), entonces
v=a(f)g;(H) +b(f) []ax(f)w) =0+0=0.
k#j
Luego Nucg;(f) N Nuc([];; ax(f)) = {0} y el resultado se sigue de (1). O

Proposicion 2.29. Sea f un endomorfismo de V. Si Pp(X) = ¢1(X)...¢s(X) y m.c.d. (¢;(X),¢;(X)) = 1,
para i # j, entonces

V =Nucqi(f) ®-- & Nucgs(f).
Demostracion. Si gi(X) = q1(X) ... qi—1(X) ¢i+1(X)...qs(X), parai=1,...,s, entonces
mCd(gl(X)a c. ,gs(X)) = ]-a

y por el teorema de Bezout existen polinomios h;(X) € K[X], parai=1,...,s, tales que
Zgi(X) hi(X) = 1.
i=1

Por el lema 2.17 se tiene .
> gi(f) o hi(f) =idv,
i=1

equivalentemente,
S

Z(gi(f) o hi(f))(v) = v, para todo v € V.

i=1
Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene que P¢(f) = ¢i(f) © gi(f) = 0, para i = 1,...,s. Por tanto,

q
ai(f) © gi(f) o hi(f) = 0, para @ = 1,...,s y asi, (g:i(f) o hi(f))(v) € Nucgi(f), para todo v € V' y para
1=1,...,s. Asi,
V = Nucar(f) + - -+ Nucg(f).

La suma es directa por el lema 2.28. O



Proposicion 2.30. Sea f un endomorfismo de V y Pp(X) = (=1)"(X = )™ ... (X =)™, A € K, i # A,
sii# 3. Se tiene
V =Nuc(f — A\ idy)™ @ --- @ Nuc(f — Agidy)"™.

Demostracion. El resultado se sigue de la proposicion anterior.

Teorema 2.31. (Teorema de Jordan) Sea f un endomorfismo de V. Si
Pr(X)=(-D"(X = X)) .. (X =A™,

donde Ay € K, \; # Aj, para todo i # j, entonces existe una base By de V' tal que la matriz asociada o f
respecto a By es una matriz de Jordan.

Demostracion. Sea g; el menor entero positivo tal que Nue(f — \;idy )% = Nuc(f — \;idy )™, para todo m > g;.
Por la demostracion del corolario 2.25, Nuc(f — A;idy)™ = Nuc(f — A\;idy)%. Sea B,, una base de Jordan
para el endomorfismo fy,: Nuc(f — A;idy )% — Nuc(f — A\;idy)% y Jy, la matriz asociada a fy, respecto a Bj,.
Pongamos

S
By = UBM.
i=1

Por el lema 2.21 y la proposicion 2.30, By es una base de V. La matriz asociada a f respecto a B es la matriz

I o ... 0
0 Jy, ... O
I, = : S : ’
0 0 ... Jy,
que es una matriz de Jordan. O

Corolario 2.32. Si A es una matriz de M, (K) y el polinomio caracteristico de A es de la forma
PA(X) = (—].)n(X — )\1)T1 (X — )\S)TS, N EK, N 7é Aj, si? #],
entonces A es semejante a una matriz de Jordan J.

Demostracion. Sea f: K™ — K" el endomorfismo cuya matriz asociada respecto a la base canonica es A. Dado
que Py(X) = Pa(X), por el teorema de Jordan existe una base de K™ tal que la matriz asociada a f respecto
a esta base es una matriz de Jordan J. Asi, A y J son matrices semejantes. O

Definicién 2.33. En las condiciones del corolario anterior la matriz J se dice que es una forma de Jordan de
A. Obsérvese que la matriz J es tinica salvo el orden de los bloques elementales de Jordan.

Teorema 2.34. (Teorema de diagonalizacion) Sea f un endomorfismo de V. Se tiene que f es diagonalizable
si, y solo si, verifica las siguientes condiciones:

(1) Pe(X)=(-1D)"(X = A)™ ... (X = Ag)"™, donde \; € K, parai=1,...,8, y \; # \;j para todo i # j.
(2) dim Nuc(f — N\idy) =71y, parai=1,...,s.

Demostracion. Si f es diagonalizable, entonces existe una base B de V tal que fp es una matriz diagonal. Si
ALy ..., As son los elementos de la diagonal principal de fg y A; # A;, para todo ¢ # j, entonces

Pr(X) = Ppy(X) = (—1)"(X = A1) .. (X = A)™

Ademaés,
dim Nuc(f — N;idy) =n—rango(fg — N I)=n—(n—r;)=r, i=1,...,s.

El reciproco se sigue del teorema 2.31. O



Corolario 2.35. La matriz A € M, (K) es diagonalizable si, y solo si, verifica las siguientes condiciones:
(1) Po(X)=(-1D)™"(X = M) ... (X = Xs)™, donde \; € K, para i =1,...,s, y \y # \; para todo i # j.

(2) Si f: K™ — K" es la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a la base candnica es A, entonces
dim Nue(f — N\;jidgn) =74, parai=1,...,s.

Ejemplo 2.36. Consideremos la matriz real

Ay =

_ o O
_0 O =
_ o O =
_ o o =

Se tiene que P4, (X) = X3(X —2). Si f: R* — R* es la aplicacién R-lineal cuya matriz asociada respecto a la
base canénica es Aj, entonces

Nuc(f) = <(1’ -1,0, 0)7 (07 1, _1»0)7 (07 1,0, _1)>7 Nuc(f -2 1R4) = <((17 0,0, 1)>
Por el teorema de diagonalizacion, A; es diagonalizable. Una base de Jordan para f es
{(17 71a 07 0)7 (07 1a 717 0)7 (05 17 07 71)5 (17 07 Oa 1)}

Si tomamos

1 0 01 000 0
-1 1 1 0 00 0 0

P= 0o -1 oo "=looo ol
0 0 -1 1 000 2

la matriz J; es la forma de Jordan para A; se tiene PflAlPl =Ji.
Ejemplo 2.37. Consideremos la matriz real

2 0 1 2
-1 3 0 -1
2 =2 4 6
-1 1 -1 -1

Ay =

Se tiene que P, (X) = (X — 2)%.
Si f: R* — R? es la aplicacion R-lineal cuya matriz asociada respecto a la base candnica es A, entonces

Nuc(f — 2idrs) = ((1,1,0,0), (0,1, —2,1)),

Puesto que dim Nuc(f — 2idgs) = 2, una forma de Jordan para As tiene dos bloques elementales de Jordan y
como (Ay —21)? = 0, los dos bloques elementales de Jordan son de orden 2. Vamos a construir una base de
Jordan para f. Se tiene la cadena de subespacios

{0} € Nuc(f — 2idgs) € Nuc(f — 2idgs)? = R™.
Una base de un subespacio F, suplementario de Nuc(f — 2idgs) en R* es By = {(0,0,1,0),(0,0,0,1)}. Se tiene
(f — 2idg4)(0,0,1,0) = (1,0,2,-1), (f — 2idg4)(0,0,0,1) = (2, —1,6, —3).
Una base de Nuc(f — 2idga) es By = {(1,0,2,—1),(2,—1,6,—3)}. Una base de Jordan para f es
{(1,0,2,-1),(0,0,1,0), (2, ~1,6,—3), (0,0,0,1)}.

Si tomamos

P2: ) J2:

=N O
O = OO
|
WO~ N
_— o O O
O O oW
O O N =
o N OO
N = OO

la matriz Jo es una forma de Jordan para A, y se tiene P2_1A2P2 = Js.
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Ejemplo 2.38. Consideremos la matriz real

-4 0 4 =5
0 -4 4 =5
0 0 -4 9
0o 0 0 —4

Ay =

Se tiene que Pa,(X) = (—4 — X)%. Si f: R* — R? es la aplicaciéon R-lineal cuya matriz asociada respecto a la
base canonica es As, entonces

-5
)
9
0

dimg Nuc(f + 4idge) = 4 — rango(As + 41) = 4 — rango =4-2=2

o O oo
o o oo
O O =

Por tanto, una forma de Jordan de As tiene dos bloques elementales de Jordan. Se tiene

3
(A3 +41)* = 0 (A3 +41)° = 0.

o O OO
o O OO
OO OO
O OO

Entonces una forma de Jordan de Ag tiene un bloque elemental de Jordan de orden 3 y un bloque elemental de
Jordan de orden 1. Vamos a construir una base de Jordan para f. Se tiene la cadena de subespacios

{0} € Nuc(f + 4idgs) € Nuc(f 4 4idgs)? € Nuc(f + 4idgs)® = R,
donde
Nuc(f + 4idgs) = ((1,0,0,0),(0,1,0,0)), Nuc(f + 4idR4)2 ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0))
Una base de un subespacio F3 suplementario de Nuc(f + 4idgs)? en R* es By = {(0,0,0,1)}. Dado que
(f + 4idg4))(0,0,0,1) = (=5,-5,9,0), una base de un subespacio F» suplementario de Nuc(f + 4idg4) en
Nuc(f +4idgs)?, es By = {(—=5,—5,9,0)}. Una base de Nuc(f +4idg+) es By = {(36,36,0,0), (0,1,0,0)}, donde
(36,36,0,0) = (f + 4idr4))?(0,0,0,1). Una base de Jordan para f es
{(36,36,0,0), (=5, —5,9,0), (0,0,0,1), (0,1,0,0)}.

Si tomamos

36 =5 0 0 -4 1 0 0

36 -5 0 1 0 -4 1 0
B=1 "0 9 00| %= 0 0 —4 0|

0 01 0 0 0 0 —4

la matriz Js es una forma de Jordan para As y se tiene que P§1A3P3 = Js.

Ejemplo 2.39. Consideremos la matriz compleja

0 1 -1 0
0 -1 0 1
A4_1100
0 -2 0 1
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Se tiene que Pa,(X) = (X2 +1)2 = (X —4)%(X +4)2. Si f: C* — C* es la aplicacion C-lineal cuya matriz
asociada respecto a la base candnica es A4, entonces

—1 1 -1 0

. .. ; 0 —1—3 0 1

dim¢ Nuce(f — iidca)) = 4 — rango(Ay — i I) = 4 — rango 1 1 i o | = 4-3=1,
0 —2 0 1—2
1 1 -1 0

dime Nuce(f +iidea)) = 4 — rango(Ay + ¢ 1) = 4 — rango (1) _1+12 2 (1) =4-3=1
0 -2 0 142

Por tanto, una forma de Jordan de A, tiene un bloque elemental de Jordan de orden 2 asociado al autovalor 4
y un bloque elemental de Jordan de orden 2 asociado al autovalor —i. Se tiene

Nuc(f — iides) = {(3,0,1,0)), Nue(f +iides) = {(~4,0,1,0)).
Consideremos las cadenas de subespacios

{0} € Nuc(f —iides) € Nuc(f —iides)? = Nuc(f —iides)?,
{0} € Nuc(f +iides) € Nuc(f +iidea)? = Nuc(f + iidea)®.

Dado que
-2 —2-2i 2 1 -2 2421 -2 1
T B e e e ]
0 4i -2 —-2-—-2 0 —4i =2 24+
se tiene

Nuc(f - Z.id(C‘L)Q = <(Z707 17 O)a (07 14 i7 1a 2Z)>7 Nuc(f + iidC4)2 = <(_ia Oa 170)7 (Oa 1- i: 17 _2Z)>

Una base de un subespacio F, suplementario de Nuc(f — iidg+) en Nuc(f — iidcs)? es By = {(0,1 +14,1,2i)}
y (f —iidea)(0,1 4 4,1,2¢) = (4,0,1,0), Una base de un subespacio Fj suplementario de Nuc(f + iidg4)) en
Nuc(f +iidea)? es By = {(0,1—i,1,-240)} y (f —iidca)(0,1—14,1,—2i) = (—4,0,1,0). Una base de Jordan para
fes

{(i,0,1,0), (0,1 +i,1,2), (—4,0,1,0), (0,1 — 4,1, —2i)}.

Si tomamos

i 0 —i 0 i1 0 0
o 1+i 0 1 o i 0o o
Pa=1 4 1 1 vl Mmoo i 1|

0 2% 0 -2 0 0 —i

la matriz J; es una forma de Jordan de A4 y se tiene P4_1A4P4 = Jy.

3. Forma de Jordan real
Sea V un espacio vectorial real de dimensiéon n > 1. La complejificacion de V es el espacio vectorial complejo
Ve =V x V con las siguientes operaciones
(u,v) + (u',0") = (u+u',v + ),
(a+bi) (u,v) = (au — bv,av + bu), a+ bi € C.

12



El subespacio real V x {0} de V¢ es isomorfo a V' y la aplicacion ¢: V — Vg, p(v) = (v,0), se llama encaje
estindar de V en V. Denotaremos los elementos (v, 0) por v. Dado que

(ua U) = (U,O) + (0,’0) = (u7 0) + i(va O),

cada elemento (u,v) de V¢ se denotaré por u + iv.

Si p = a+ Bi € C, denotaremos por @i su complejo conjugado o — $i. Si w = u + iv € C, denotaremos por
W a u— iv. Se tiene que w +w' =W+ W, pw = pw, para todo w,w’ € Ve y p € C. Si A = (a;5) € M, (C),
denotaremos por A la matriz (@;;).

Lema 3.1. Si {v1,...,v.} es un conjunto de vectores de V linealmente independiente (resp. conjunto de ge-
neradores, base), entonces {v1,...,v,} es un conjunto de vectores linealmente independiente (resp. conjunto de
generadores, base) del espacio vectorial complejo V.

Demostracion. Veamos que si {v1,...,v,} es un conjunto de vectores de V' linealmente independiente, entonces
{v1,...,v,} es un conjunto de vectores de V¢ linealmente independiente. Pongamos

D (aj+bji)v; =0, a;j+bjieC, j=1,...5s
j=1

equivalentemente,
T

Z(ajvj + ibj’l}j) = 0

Jj=1

Se tiene
T T
Zajvj = 0, Z bj’Uj =0.
j=1 j=1

Asi,a; =0y b; =0,para j=1,...,r.
Supongamos ahora que {vy,...,v,.} genera V. Dado u + iv € V¢, pongamos

T T
U= E a;jvj, V= E bjvj,
=1 =1

y asi,
T

u+iv = Z(aj + b;1) v;. O

j=1
Obsérvese que dimc Ve = dimg V.

Si f es un endomorfismo de V' denotaremos por fc: Ve — Vi la aplicaciéon dada por

fe(u+iv) = f(u) +if(v).
Proposicion 3.2. Sea f un endomorfismo de V. Se tiene

1) La aplicacion fc es un endomorfismo de Vi y la restriccion de fc a 'V es la aplicacion f.

2) Las matrices asociadas a f y a fc respecto a cualquier base de V' son iguales.

(1)
(2)
(3) Si A € R es un autovalor de fc, entonces A es un autovalor de f.
(4)

4) Sea pp = a+ pi € C— R un autovalor de fc. Se tiene

(a) =« — Bi es autovalor de fc.

(b) u+iv € Nue(fe — pidy,.)? si, y solo si, u — iv € Nuc(fc — midy, ).
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(¢) Silos vectores wy,...,ws de Vo son C-linealmente independientes, entonces los vectores Wy, ..., Ws
son C-linealmente independientes.

(d) Sea E = {ws,...,ws} C Vi un conjunto de vectores C-linealmente independientes y E = {1, ..., Ws}.
Si la matriz asociada a la restriccion de fc a (E) en la base E es el bloque elemental de Jordan J5s

entonces la matriz asociada a la restriccion de fc a (E) en la base E es g
Demostracion. (1) La aplicacion fc es C-lineal. En efecto,
fe((ur +iv1) + (uz +ive)) = fo(ur +uz +i(vr + vz))
Zf(U1 + UQ) + if(’Ul + 1}2)
=f(ur) +if(vi) + f(u2) +if(v2)
=fc(ur +iv1) + fe(uz + iv2),
fe((a + bi)(u+ w)) =fc(au — bv +i(av + bu))
=f(au — bv) +if(av + bu)
=(a+bi)(f(u) +if(v)) = (a+bi)fe(u+iv),
y ademés, fc(v) = f(v) +if(0) = f(v).

(2) Sea B = {v1,...,v,} una base de V' y (a;;) € M, (R) la matriz asociada a f respecto a B. Se tiene

fe(v) = fo) =Y anon, j=1,...,n.
k=1

(3) Si A € R es un autovalor de f¢ v u+ v es un vector propio de f¢ asociado a A, se tiene
felu+iv) =A(u+iv) <= f(u) +if(v) = Au+idv,

o equivalentemente, f(u) = Au, f(v) = Av. Dado que u + iv # 0, A es un autovalor de f.

(4) (a) Por (2), Ps.(X) = P§(X) € R[X] y por tanto dado que p es una raiz de Py(X), I es una raiz de
Py (X).

(4) (b) Sea {vy,...,v,} una base de V'y u+iv € V. Si

n n
u = E ajvj, v = E bjv;,
Jj=1 Jj=1

entonces N N
u+iv = Z(aj +bji)vj, u—iv = Z(aj —bji) v;.
j=1 j=1
Se tiene
ay + byi 0 ay — byt 0
(f5 —pIy : =| | = (-0l : = : |
an + an 0 Ay — an 0
puesto que fg = (fc)p € M, (R) y por tanto u+iv € Nuc(fc — Aidy, )7 si, y solo si, u —iv € Nuc(fc — Aidy,)7.
(4) (c) Supongamos que los vectores wy, ..., wy, son C-linealmente independientes. Veamos que los vectores
de los vectores w1, .. .,ws son C-linealmente independientes. Pongamos
m
Zﬂj@jzo, i €K, j=1,...,m.
j=1
Se tiene



y por ser los vectores de FE linealmente independientes, i; = 0, para j = 1,...,m. Asi u; =0, paraj =1,...,m.
(4) (d) Veamos que la matriz asociada a la restriccion de fc a (E) es J5. En efecto,

fe(@;) =fc(w;) = pw; + W1, j=2,...,s.
Obsérvese que por (2) los endomorfismos f y fc tienen el mismo polinomio caracteristico
Py(X) = Ppo(X) = det(f — X1).
Las raices reales de este polinomio son los autovalores de f y las raices complejas son autovalores de fc.

Definicién 3.3. Se llama blogque elemental de Jordan real de orden 2r asociado al ntimero complejo pu = o+ 31,
B # 0, a la siguiente matriz real

a —f 1 0
B a 0 1 0
a —f 1 0
B8 « 1
JﬁT: ;
1 0
0 0 1
a —f
153 «

que tiene en su diagonal principal las matrices 2 x 2 de la forma

a —f
g )’
y tiene matrices identidad 2 x 2 encima de la diagonal principal y ceros en el resto.

Definicion 3.4. Una matriz de Jordan real de orden n es una matriz diagonal por bloques de la forma

3! 0
Jye
J = As 2t
Jltl1
2tm
0 Jﬂm
donde las matrices J;z son bloques elementales de Jordan asociados al numero real A;, para i =1,...,s, y las

matrices Jiﬁj son bloques elementales de Jordan reales asociados al nimero complejo u; = o + 351, B; # 0,
paraj=1,...,m.

Si f es un endomorfismo de V' y B es una base de V respecto a la cual la matriz asociada a f es una matriz
de Jordan real J, se dice que B es una base de Jordan real para f y que J es una forma de Jordan real para f.

Proposicion 3.5. Sea E = {uj +ivy,...,us+ivs} una de las columnas del cuadro 1.1 para el autovalor a+ B,

B # 0 de fc. Se verifica
(1) Los vectores uy,...,us,v1,...,0s €V son vectores R-linealmente independientes.

(2) Si S ={v,u1,...,vs,us}, la matriz asociada al endomorfismo restriccion de f al subespacio (S) respecto
a la base S es un bloque elemental de Jordan real de orden 2s asociado al autovalor o + Bi.
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Demostracion. (1) La columna E = {u; + ivy,...,us + ivs} define un bloque elemental de Jordan de orden s
en la matriz de Jordan de f¢ y por tanto

fe(ur + tv1) =(a+ Bi)(u1 + iv1),

Jfeluj +ivj) =(a+ Bi)(u;j +iv;) + (uj1 +ivj 1),

ara j = 2
g Pc;jngamos {u1 —1v1,...,us —ivs}. Por la proposicion 3.2 (4), se tiene que o — i es un autovalor de fc
y ademas
fe(ur —ivy) =(a — Bi)(u1 — ivy),
fe(uy —ivy) =(a — Bi)(u; —ivy) + (uj—1 —ivj_1),
para j = 2,...,s. Se tiene .
uj = 5 ((uy +ivy) + (u; — ivy)),
2 @
vj = 57 (g +dvg) = (uj — ivy)).
Veamos que los vectores uq,...,us, v1,...,0s € V son R-linealmente independientes. Pongamos
s s
> ajuj+ Y bjv; =0, a;,b R
j=1 j=1

Z %j (g + doj) + (uj = dvy)) + Z% ((uj +iv;) = (uj — ivy))
:% " ((ag + L) (u; +iv;) + (a; — %])(uj — w]))

=5 (a5 — byi)asy +ivy) + (0 + byi) oy — ;) = 0.

Dado que E C Nuc(fc —pidy,)* y E C Nuc(fc —nidy,)* y que por el lema 2.28, Nuc(fc — pidy.)® NNuc(fc —
midy,)® = {0}, se tiene que E U E es un conjunto de vectores C-linealmente independientes. Asi, a; — b;ji = 0
para j = 1,...,s, de donde se deduce que a; = b; = Oparaj=1,...,s.

(2) Puesto que fc(ug +iv1) = p (ug + ivy),

f(v1) = avi + Bur,  f(u1) = —Pur + au,
y como fc(uj +iv;) = p(uj +iv;) + uj_1 +vj_1, para j = 2,..., s, entonces
f(’l}j) = avj + 6'LLJ' + 'Ujfh f(’LL]') = —5Uj + auj + Ujfl. O
Teorema 3.6. (Teorema de Jordan real) Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita y sea [ un
endomorfismo de V. Existe una base de Jordan real para f.

Demostracion. (|2, Teorema 6.9.2]) El polinomio caracteristico de f puede escribirse de la forma

mi

Pr(X)= (- [[(x HX 1), \j €R, pu; € C—R,

j=1 j=1
con \j # A\, y My # [k, 81 j # k. Dado que Py(X) € R[X] y u; = o + B;i es una raiz de Py(X) entonces
fi; = aj — Bji es una raiz de Py(X). Pongamos ¢;(X) = (X — p;)(X —11;) € R[X]. Se tiene

Pr(x) = (-1)" TT(x = x)7 JTas(x)0 3)
j=1 j=1
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Por la proposicién 2.29 se tiene

ma

V= (@ Nuc(f — Ajidy)"™7) @ (@ Nucg; (f)"). (4)
j=1

j=1
Dado que (Nuc(f — A;jidy)™)c = Nuc(fc — Ajidy,)™, por el corolario 2.25 y el lema 3.1 se tiene que
dimg Nuc(f — \;idy)™ =r;, para j = 1,...,my. Por el corolario 2.25, dim¢ Nuc(fc — p;idv.)% = t;; ade-
més si By, = {u1; +ivyj,...,u,; + v, es una base de Jordan del endomorfismo (fc),, restriccion de fc a
Nuc(fc — ,ujlvc)tﬂ'7 razonando como en la proposiciéon 3.5, el conjunto Buj,ﬂj = {v1j, w1y, ... ,vtjj7utjj} es un
conjunto de vectores de V' linealmente independiente y B, Ji; €5 una base de Jordan real del endomorfismo
restriccion de f a (By, z,). Veamos que By, z. C Nucg;(f)%. En efecto,

45 ()Y (urs) =75 [q;(fe)" (urj + ivrg) + ¢;(fe)" (urj — ivgy)]

N — N~

[(fo — myidve)" (fo — pyidve)" (urg + ivkj)
+ (fo = pyidve) " (fo — g idv.)% (uny — ivkg)] = 0,

para k = 1,...,t;, puesto que uy; +ivy; € Nuc(fe — p;idv,)" y ugj —ive; € Nuc(fe —i; idy, )% . Andlogamente
se prueba que ¢;(f)% (vg;) =0, para k =1,...,t;. Por tanto

2t; < dim Nucg;(f)". (5)
Veamos que By, 7, es una base de Nuc q;(f), para j =1,...ny. Por (3) y (4), se tiene

mi n1 mi n1
Z r; + Z 2t; =grad P¢(X) =dimV = Z dim Nuc(f — A;idy)™7 + Z dim Nuc g;(f)%
j=1 j=1

j=1 j=1
ma ni

:Z'rj + ZdimNucqj(f)tf.
j=1 j=1

y utilizando (5) deducimos que dimNucp;(f)" = 2t;. Por tanto, By, z es una base de Nucg;(f)", para
J=1,...,n1. Si By, una base de Jordan para f\, parai=1,...,m, una base de Jordan real para f es la base

Bx,U---UBn,,, UBu gz, U---UByp,, 4,, - H

Corolario 3.7. Dada una matriz A € M,(R) existe una matriz de Jordan real J y una matriz regular
P e M,(R) tal que A= P~1JP.

Ejemplo 3.8. Consideremos la matriz real

M, =

=N
w ot O
S W =

Se tiene que Py, (X) = —X3 +6X2 — 15X + 14 = (X — 2)(X — (2+349)(X — (2 — V31)).
Sea f: R3 — R? la aplicacion R-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es M; y fc: C3 — C3
la aplicacién C-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canonica es M;. Se tiene

Nuc(f — 2idgs) = ((1,-1,1)), Nuc(fc — (2 +V3i)ides) = (1, =V/34,1 4+ V31)).

Si tomamos

1 0 1 2 0 0
P=| -1 V3 0|, 1n=[0 2 —V3 ],
1 V31 0 V3 2

la matriz J; es una forma de Jordan real de M7 y se tiene Pl_lMlPl =Ji.
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Ejemplo 3.9. Consideremos la matriz

Se tiene Py, (X) = (X2 42X +2)? = (X — (-1 +19))*(X — (-1 —1))2%
Si fo: C* = C* es la aplicacién C-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es M,, entonces

Nuc(fe — (=1 +1d)ides) = ((1 —4,4,4, —i)), Nuc(fc — (=1 +1i)ides)? = (((—1,4,1,0), (4, —1 44,0, 1)).

Dado que (—1,i,1,0) € Nuc(fc— (—1+4)idcs)? —Nuc(fc — (—1+41) ides) y que (fe —(—1+1)ides)(—1,i,1,0) =
(1+4,—1,-1,1), una base de Jordan para (fc)_14+; es

{1+414,-1,-1,1),(-1,4,1,0)}.

Si tomamos

1 10 -1 -1 -1 1 0
0 -1 1 0 1 -1 0 1
B=1y 10 1] = 0 0 -1 -1 |
0 10 0 0o 0 1 -1

la matriz J> es una forma de Jordan real de M5 y se tiene P2_1M2P2 = Js.

Ejemplo 3.10. Consideremos la matriz real

1 -1 -1 0 4
2 0 -1 4 -2
My = 4 -3 —2 —4 0
4 —4 0 1 -2
O 0 0 0 3

Se tiene que Py, (X) = (X — 3)(X — (1 +44))(X — (1 — 49))(X — (=2 +1))(X — (=2 —i)). Sea f: R® — RS
la aplicacién R-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es Mz y sea fc: C® — C® la aplicacién
C-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es Ms. Se tiene

Nuc(f — 3idgs) =((1,0,0,1,1)), Nuc(fe — (=2 +4)ides) = (=i, —i, —1,0,0)),
Nuc(fe — (1+ 44)ides) = (0, —4,4, 1,0)).

Poniendo
1 -1 0 0 0 3 0 0 0 0
0 -1 0 -1 0 0 -2 -1 0 0
P;=10 0 —1 1 0], J3=1]0 1 -2 0 01,
1 0 0 0 1 0 0 01 —4
1 0 0 0 0 0 0 0 4 1

la matriz J3 es una forma de Jordan real de M3 y se tiene P3_1M3P3 = Js.

Ejemplo 3.11. Consideremos la matriz real

2 3 0 1 0
0 —4 0 -6 6
My=1] 0 0 3 1 0
0 0 -1 1 0
0 -3 -1 -1 2



Se tiene Py, (X) = —(X —2)3(X2 +2X +10) = —(X —2)3(X — (=1 +37))(X — (=1 — 3i)). Sea f: R®> — R
la aplicacién R-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canénica es My y sea fc: C5 — C® la aplicacion
C-lineal cuya matriz asociada respecto a la base canodnica es My. Se tiene

Nuc(f — 2idgs) =((1,0,0,0,0)), Nuc(f — 2idgs)* = ((1,0,0,0,0), (0,0, —1,1,1)),
Nuc(f — 2idgs)® =((1,0,0,0,0), (0,0, —1,0,0),(0,0,0,1,1)), Nuc(fc — (=1 + 34)ides) = ((=1,1 —4,0,0,1)).

Dado que (0,0,—1,0,0) € Nuc(f — 2idgs )3 — Nuc(f — 2idgs)?,

(f — 2idgs)(0,0,—1,0,0) =(0,0,—1,1,1) € Nuc(f — 2idgs)? — Nuc(f — 2idgs),
(f — 2idgs)(0,0, —1,1,1) =(1,0,0,0,0) € Nuc(f — 2idgs).

Poniendo
1 0 0 0 -1 2 1 0 0 0
0 0 0 -1 1 0 2 1 0 0
P=1 0 -1 -1 0 o, J4=| 0 0 2 0 01,
0 1 0 0 0 000 -1 -3
0 1 0 0 1 0 0O 3 -1

la matriz J; es una forma de Jordan real de M, y se tiene P4_1M4P4 = Jy.
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