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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar una introducciéon a las diferentes propiedades de los

polinomios ortogonales reales y a la cuadratura numérica gaussiana.

Empezaremos describiendo las propiedades generales de los polinomios ortogonales reales con
respecto a una funcién peso, como la relaciéon de recurrencia y las propiedades de sus raices. Nos
centraremos en estudiar las propiedades de los polinomios ortogonales de Jacobi y algunos de sus
casos particulares (polinomios de Legendre y de Tchebycheff). Después, presentaremos nociones
bésicas sobre formulas de cuadratura y finalmente nos centraremos en las férmulas de cuadratura
de tipo gaussiano. Para comprender mejor dichas férmulas presentaremos algtinos ejemplos de

estas cuadraturas para el peso de Legendre y el de Tchebycheff.

Abstract

The objective of this work is to present an introduction to the different properties of real

orthogonal polynomials and Gaussian numerical quadrature.

We will begin by describing the general properties of real orthogonal polynomials with respect
to a weight function, such as the recurrence relation and the properties of their roots. We will focus
on studying the properties of orthogonal Jacobi polynomials and some of their particular cases
(Legendre and Tchebycheff polynomials). Then, we will present basic notions about quadrature
formulas and finally we will focus on quadrature formulas of Gaussian type. In order to better
understand these formulas we will present some examples of these quadratures for the Legendre
and Tchebycheff weights.

VII






Introduccion

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado es presentar una introduccién a los polino-
mios ortogonales reales y a las férmulas de cuadratura gaussianas. En particular, se amplian
algunos conocimientos sobre férmulas de cuadratura, tema cuyos conceptos han sido brevemente

introducidos en la asignatura “Céalculo numérico nunha variable”.

El primer capitulo estd dedicado al estudio de las propiedades de los polinomios ortogo-
nales reales con respecto a una funcién peso. Para ello, empezamos definiendo el concepto de
funcién peso y mostrando algunos ejemplos importantes. Después aplicamos el método de Gram-
Schmidt, estudiado en la asignatura de “Algebra Lineal y Multilineal”, para obtener una sucesion
de polinomios ortogonales. A continuacion estudiamos algunas propiedades de estos polinomios

ortogonales, como la relaciéon de recurrencia y las propiedades de las raices.

En el segundo capitulo abordaremos propiedades especificas de los polinomios ortogonales de
Jacobi. Comenzamos este capitulo estudiando los casos particulares de los polinomios de Legendre
v después los de Tchebycheff. Enunciaremos y demostraremos sus propiedades elementales y a

continuaciéon enunciaremos las propiedades de los polinomios de Jacobi.

En el tercer capitulo nos centraremos en las férmulas de tipo gaussiano. Comenzaremos este
capitulo introduciendo los conceptos de formulas de cuadratura, formulas de cuadratura de tipo
interpolatorio polinémico y grado de precisiéon de una férmula de cuadratura. A continuaciéon
nos centraremos en el estudio de las férmulas de tipo gaussiano mas usuales, concretamente las
formulas de Gauss, Gauss-Radau y Gauss-Lobatto. Estudiaremos su construccion, estableceremos
el grado de exactitud que alcanzan y también la positividad de sus coeficientes. Para concluir
veremos algunos ejemplos concretos de las férmulas de cuadratura de tipo gaussiano para los

pesos de Legendre y de Tchebycheff.
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Capitulo 1

Generalidades sobre polinomios

ortogonales reales

Comenzamos este capitulo introduciendo el concepto de una funcién peso; a continuacion
veremos algunos ejemplos importantes de funciones peso. Estudiaremos algunas propiedades
generales de los polinomios ortogonales reales respecto a una funcién peso como la propiedad de

la recurrencia y las propiedades de las raices de los polinomios ortogonales.

Las referencias bibliogréaficas usadas en este capitulo son [2], [4] y [5].

Definicién 1.1. Sea (a,b) C R con —oo < a < b < +o00. Se dice que una funciéon w : (a,b) = R

es una funcion peso en (a,b) si satisface las siguientes condiciones:

(a) w>0en (a,b) y es medible.
(b) Existen todos los momentos py, := f; xFw(z)de,k =0,1,... y son finitos.

(c) Si s(z) es un polinomio tal que s(x) > 0,Vx € (a,b) y ffs(a:)w(a:)dx = 0, entonces s(x) = 0.

En relacién con esta definicién haremos algunas observaciones:

Observacion 1.2. Si w : (a,b) — R es una funciéon continua y estrictamente positiva, y ademas
cumple la condicion (b) de la definicién, entonces w(x) es una funcion peso en (a,b).

En efecto, la condicién (a) se cumple trivialmente y la condicion (c) va a resultar de la positividad
de w(x). Sea s(x) un polinomio tal que s > 0 en (a, b); dado que w(x) > 0 para todo = € (a,b),
tenemos obviamente que s(z)w(z) > 0 para todo z € (a,b). Como ademas fabs(x)w(x)d:v =0,
tenemos necesariamente s(z)w(x) = 0 para todo = € (a,b). Puesto que w(z) es estrictamente

positiva, concluimos que s(xz) = 0 para todo x € (a,b).

1



2 1. Generalidades sobre polinomios ortogonales reales

Observacion 1.3. Si (a,b) esté acotado se puede cambiar la condicion (b) por ffw(:n)dx < 400,
es decir, que w sea integrable en (a,b) ya que esto, junto con el hecho de que z k=0,...,n,

estd acotado en (a,b), garantiza que zFw(z),k = 0,1, ... es una funcién integrable en (a,b).

Observacion 1.4. Si w(x) es continua y estrictamente positiva en [a, b] con a, b finitos, entonces
w(x) es una funcion peso en (a,b).

En efecto, en virtud de la observacion basta verificar la condicion (b) y, gracias a la observacion
[L.3]es suficiente establecer que w es integrable en (a,b). Esto es consecuencia de que w es continua

en el compacto [a, b].

Algunos ejemplos importantes de funciones peso son:

Ejemplo 1.5. El peso w(x) = 1 en un intervalo finito (a, b).

Como w(x) es continua y w > 0 en [a,b], por la observacién w(z) es una funciéon peso en
(a,b).

Cuando a = —1 y b =1, este peso se llama peso de Legendre.

Ejemplo 1.6. El peso de Jacobi, w(z) = (1 — 2)*(1 + )% con o, 3 > —1 en (—1,1).
Podemos observar que w(z) es continua y w > 0 para todo x € (—1,1). Aplicando la observacion
unicamente tenemos que comprobar la condicion (b), pero como (—1,1) esté acotado, por la
observacion basta probar que

/1 w(z)dr = /1 (1 —2)*(1 +z)dr < +oo. (1.1)

-1 -1
Notese que cuando a < 0 (respectivamente 8 < 0), w tiene una singularidad en el punto 1 (resp.
en el punto —1). Sea § > 0 pequeno (6 < 1); dado que w € C([—1 4 0,1 — 4]), tenemos que
i;iéw(x)dx < +00.
Primero estudiamos el intervalo (1 — 4, 1).

1 1 ‘ 27 si f>0
/ (1 —2)%(1 + z)Pdx < ¢(8, 5)/ (1 — )%z, siendo ¢(f,0) =
1-6 1-6 (2-9)% sip<o.

Comprobamos que fll,(;(l — z)%dx es finita cuando a > —1:

1 0 5 5 1 satl
/ (1-2)%dz = / u“du = / u®du = lim udu = lim —— [§*T1 — o] =
1 1) 0

5 e—0t Jgo e=0t o +1 a+1’

La integral converge y por tanto

1
/ (1 —2)*(1 + z)Pdz < +oo0.
1-6

Procediendo de forma analoga con el intervalo (—1,—1 + d), obtenemos que

—144
/ (1—2)(1 4 z)Pdz < +oc.
—1



Por consiguiente, se satisface (1.1)) y, por lo tanto w(z) es una funcion peso en (—1,1).

Si @ = 8 =0 tenemos el peso de Legendre y si a = 8 = —1/2, w(x) = \/1£7 se llama peso de

Tchebycheff.

Ejemplo 1.7. El peso de Laguerre, w(z) = e * en (0, +00).

La funcién w(z) es continua y positiva, pero en un intervalo infinito. Aplicando la observacion
solo tenemos que verificar la condicion (b). Comprobaremos que f0+°O ke *dx < 400 para
todo k € N empleando el criterio de comparacion por paso al limite. Aplicando k veces la regla
de L’Hopital, obtenemos que

zhe zF kah—1 k!

lim = lim = lim ——-=...= lm ——— =0
z=>+oo /2 z—+o0 eT/2 T—-+00 %ex/2 T—-+00 <l)k ex/2 ’
2

de modo que, si f0+°° e %/2dy converge, entonces f0+oo zFe~®dz también converge. Tenemos que

+oo M M
/ e %dx = lim e 2dx = lim [—Qe*x/z} =0—(-2) =2 < +o0,

T

por lo tanto, f0+oo zFe ®dx < +oo para todo k € N. Concluimos asi que w(z) = e es una

funcion peso en (0, +00).

Ejemplo 1.8. El peso de Hermite, w(z) = e en (—o0, +00).

Observamos que w(x) es continua y positiva en (—oo,+00), entonces, por la observacion

k

solamente tenemos que comprobar que para todo k£ € N la integral fj;oa: e~ dx existe y €s

finita. Ademads, tenemos que
+o0 5 +o0 2
/ lz[fe™ % dx = 2/ ¥e " dx, Vk e N
—00 0

por lo que basta probar que f0+°° aFe " dx < 400, k=0,1,...

Se cumple que

k,—x2 —x?
7z :13 e 7 e Z. —
lim ——— = lim = lim e ¥ T =0,
r—+oo xFe % z—+o00 e~ % T——400
por lo que, aplicando el criterio de comparaciéon por paso al limite y dado que f0+oo zFe %dx
k 22

. 2 ., _ .y
converge, la integral f0+°° e ™ dx también converge. Luego w(x) = e es una funcién peso

en (—00,+00).
Definimos el producto escalar (-, -) por
b
(£.9) = [ f@)g(a)o(e)ds

siendo f,g € £2(a,b) = {f : (a,b) = R medible/ fab |f(2)|Pw(z)dx < —i—oo}
La norma asociada esté dada por ||f|| = v/(f, f)-



4 1. Generalidades sobre polinomios ortogonales reales

Definicién 1.9. Se dice que dos funciones f,g € £2(a,b) son ortogonales si se cumple que

(f,9) =0.
Usaremos la notacion f1g para expresar que f y g son ortogonales. De modo més general, si S
es un subconjunto de £2 (a,b), la notacién f1.S significa que f1g para todo g € S.
Denotaremos con P, el espacio de polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual

que n, es decir,

P, = {p:xERHp(az):ao—l—alx—l—...—l—an_lsc"*l—}—anx",aiER,OgiSn}.

También usaremos la notacion deg(p) para referirnos al grado del polinomio p.

Teorema 1.10. (Ezistencia y unicidad salvo una constante multiplicativa de los polinomios or-
togonales)

Eziste una sucesion {p,},., de polinomios mutuamente ortogonales con deg(p,) = n para to-

do n € N. Ademds, si {pn},., es otra sucesion de polinomios mutuamente ortogonales con
deg(pn) = n, entonces para cada entero n > 0 existe una constante a, € R\ {0} tal que
Pn = AnPn-

Demostracion.

» Existencia. Tomamos la base canénica del espacio de los polinomios, {1,z,22,...}, y apli-

camos el algoritmo de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.
Sea pg = 1.

Buscamos p;(z) de la forma p; = z + ajopo y tal que cumpla pgLp;; imponemos pues

0= (p07p1) = (p(),.%') + a10<P07p0>7

(po,z)
(po,po)

lo que equivale a ajg = — ya que (pg,po) > 0. Por construccion, p; es de grado 1y

ortogonal a pg.

Supongamos construida la sucesion finita de polinomios ortogonales {pg, p1, ..., pn—1} tal
que deg(p;) = j para todo j = 0,1,...,n — 1. Buscamos p,, de la forma

n—1

Pn = "+ Z QniPi
=0

y tal que p,Lp; para todo j =0,1,...,n— 1.
Imponemos pues

n—1

0= (pmpj) = (xnapj) + Zani(pivpj) = (xn7pj) =+ a”j(pj7pj)> J=0,1,...,n—1.
1=0



Dado que (p;,p;j) > 0; podemos obtener los coeficientes a,j. Por construcion, p, es moénico,
de grado n y ortogonal al conjunto {po, p1,...,Pn-1}-
De modo que salvo, el calculo explicito de a;; con 0 < j < i < n se establece la existencia

de una sucesién de polinomios ortogonales.

» Unicidad. Supongamos que {py};_, es otra sucesion de polinomios ortogonales, tal que
deg(pn) = n, para todo n > 0. Notese que como deg(p;) = j para todo j = 0,1,...,n, el
conjunto {po,p1,...,Pn} es una base de P,. Dado que p, € P,, p, se puede escribir de la

forma

Pu(®) =Y a;pj(x).
§=0

Ademés, p,Lp; para j =0,1,...,n — 1, por lo que
n
0= (ﬁ?’mpj) = (Z alplvp]> = a’](pj7p]) - aj = 07 ] = 07 17 sy TV — 17
i=0

obteniendo asi que p,(z) = appn(z); a, # 0 ya que deg(pn) = n. Con esto queda probada

la unicidad (salvo una constante multiplicativa) de una sucesion de polinomios ortogonales.

O

Observacion 1.11. Con las notaciones del teorema [1.10] si ademas {p,}22 v {Pn}o, son orto-
normales, es decir, ||p,|| = ||pn|| = 1, entonces p,(z) = £pp(z).

En efecto,
1= (ﬁnvﬁn) = (anpnaanpn) = a%(pnapn) = ai = an = %1,

entonces concluimos que py,(z) = £p,(x),Vn € N.

Corolario 1.12. (p,,p) = 0 para todo p € P,,_;.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de que (py,p;) = 0, para todo j =0,1,...,n -1y

< {p07p17"'apn—1} >= ]P)n—l- O
A continuacion veremos dos propiedades generales de los polinomios ortogonales.

Teorema 1.13. La sucesion de polinomios ortogonales monicos {pn}o, con deg(pn) = n para

todo n > 0 verifica la relacion de recurrencia

Pr41(2) = (& — Apg1)pn(®) = pn41Pp—1(7), Yn >0, donde p_1 =0, (1.2)
)\n+1 _ (:L‘pmpn)7 n>0 Yy fil = (pnapn) o>
(pmpn) (pnflapnfl)



6 1. Generalidades sobre polinomios ortogonales reales

Demostracion. Como {py,}5°, es una sucesion de polinomios ortogonales, p,(z) es un polinomio
ortogonal de grado n.

Tenemos que demostrar que el polinomio moénico ortogonal de grado n+1, p,4+1(x), verifica .
Dado que py,(x) también es monico, pp+1 — p, € Py, y por tanto p,41 se puede expresar de la

forma

n n—1
Pri1(x) = 2pa() + Y aipi(@) = (@ + ap)pa(x) + Y aipi(x).
=0 1=0

Como (pp,pj) =0 para j =0,1,...,n — 1, tenemos que

n—1

(Prg1,Pn) = ((:c + an)pn + Zaipz',pn> = (@pn,pn) + an(pn,pn) = 0.
i=0

Puesto que (pn,pn) > 0 podemos despejar a,, obteniendo que

(xpm pn)

ay, = — .
" (pnapn)

Si n =0, definiendo A\ = —ayg se obtiene (1.2)) (u; es irrelevante ya que p_; = 0).

Supongamos pues, que n > 1. Para 7 =0,1,....,.n — 1,

n—1 n—1
0= (pnt1,p) = ((w +an)pn + Y aipi,pj> = (2pn, ;) + an(pn,0;) + Y _ ai(pi,pj) =

=0 =0
n—1

= (pn>2pj) + an(pn, pj) + Z ai(pi, pj) = (pn, xp;) + a;(pj, ps)-
=0

Si0<j<n-—2 xp; tiene grado j + 1 < n — 1; por tanto (p,,xp;) = 0, luego a; = 0.

Consideremos ahora j =n — 1
(pna l‘pnfl) = (pmpn) - (pmpn - xpnfl) = (pmpn)
ya que deg(p, — xpp—1) < n — 1. Por tanto,

(pnapn) + an—l(pn—lapn—l) =0

y como (pn—1,Pn—1) > 0, obtenemos

Q1= — (pnapn)
! (Pn—1,Pn-1)
Finalmente, (para n > 1) definiendo A\,11 := —ay ¥ fint1 := —an—1 se obtiene el resultado. [

Teorema 1.14. Sea q(x) un polinomio de grado n tal que q 1P, donde 0 <1 <mn — 1. Entonces

q tiene al menos | + 1 raices de multiplicidad impar en (a,b).



Demostracion. Veamos en primer lugar que g cambia de signo en (a, b).
Si q(x) es de signo positivo en (a,b), entonces (en virtud de la condicién (c) de la definicion de

funcion peso)
b
(¢,p0) = / q(x)w(z)dz > 0,

pero esto es una contradiccion, ya que (g, pg) = 0. Anadlogamente, si g(x) es de signo negativo en
(a,b), entonces (q,po) < 0y se tiene una contradiccion. Por consiguiente ¢ cambia de signo en
(a,b); por tanto, ¢(x) tiene al menos una raiz de multiplicidad impar en (a,b).

Supongamos ahora que ¢(z) so6lo tiene k raices de multiplicidad impar en el intervalo (a,b),
T1,..., Tk, con k <1+ 1.

Sea r(x) = H§:1($ — xj), entonces

q(x)r(z) = q(x)(x — 21) -+ (& — @) = sp—p(@) (2 — 21) -+ (2 — 1),

donde s,,_x(z) no cambia de signo en (a,b).

Luego
k

b b
(¢,r) = (z)r(z)w(z)de = [ sp_p(@) || (@ —z;)%w(@)de #0 (1.3)
q /a q /a ! ]l;[1 J

ya que g(x)r(x) es un polinomio que no cambia de signo en (a,b) y w es una funcién peso en
(a,b).

Por otro lado, como ¢(z) es un polinomio ortogonal a P; y deg(r) = k < | + 1 tenemos que
(g,r) = 0, en contradiccion con (1.3). Por lo tanto k& = | + 1 y las raices de ¢(x) son de
multiplicidad impar en (a,b). O

Corolario 1.15. Sea p, un polinomio ortogonal de grado n con n > 1. Las raices x1, ..., X, de

Pn Son reales, simples y estan en el intervalo (a,b).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema anterior, ya que su hipétesis se verifica

con | =n — 1. Como ademas deg(p,) = n, p, tiene exactamente n raices simples en (a,b). O
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Capitulo 2

Los polinomios ortogonales de Jacobi y

sus propiedades elementales

Los polinomios de Jacobi son los polinomios ortogonales para el peso

w(@)=(1-z)*(1+2)” enelintervalo (—1,1), donde a>—-1 y 3> —1.

Presentaremos una serie de propiedades de los mismos, pero para mayor claridad, comenzaremos

con los casos particulares de los polinomios de Legendre y después los de Tchebycheff. Demos-

traremos sus propiedades elementales y enunciaremos las de los de Jacobi.

Para elaborar este capitulo, hemos consultado las referencias bibliograficas [1] v [5].

2.1. Polinomios de Legendre

Definicién 2.1. Los polinomios de Legendre, que denotaremos por P,(x), son los polinomios

ortogonales entre si con respecto a la funcion peso w(z) = 1 en el intervalo (—1, 1) tales que para

todo entero n > 0, P,(x) tiene grado n y satisface P,(1) = 1.

Denotaremos por k, el coeficiente principal de P, (x).

Estos polinomios satisfacen las siguientes propiedades:

1. SIMETRIA

2. ECUACION DIFERENCIAL

11

(1—2z*)P

n

9

(z) — 22P, (x) + n(n + 1)Py(x) = 0

(2.1)

(2.2)
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3. FORMULA DE RODRIGUES

_ =D a 2yn
4. COEFICIENTE PRINCIPAL
b (2n)! (2.4)
" 2n(pl)2 )

5. NORMA

6. FORMULA DE RECURRENCIA

{ Py(z)=1, Pi(x)==x
(n+1)Ppyi(x) = (2n+ 1)zP,(x) — nP,_1(z), paratodo n > 1.

7. EXPRESION EXPLICITA

Pu(r) = — - (—1)m <”> <2” - 2m> Znm, (2.7)

m n
m=0

donde |s] denota la parte entera de s € R, es decir, |s| = maz{k € Z/k < s}.

Demostraremos estas propiedades:
Simetria.
Sea p € P,_1 arbitrario. Como P, es ortogonal a cualquier polinomio de grado < n—1, haciendo

el cambio de variable x = —y, tenemos que
1 -1 1
0= [ Pz == [ Punetndy= [ Pu-ne-ndy

Por lo tanto, P,,(—x) también es ortogonal a P,_;.
Ademas, por la unicidad (salvo una constante multiplicativa) del polinomio ortogonal de grado

n, tenemos que

P,(—z) = ¢, Py(z) con cp, €R, ¢, #0. (2.8)
Sabemos que podemos escribir P, (z) de la forma
P,(x) = kpx™ + términos de grado < n — 1,

con lo cual

P,(—x) = (—1)"kpz™ 4+ términos de grado < n — 1;

entonces

(=1)"kpz"™ = cpkpx™.
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Por lo tanto ¢, = (—1)"; subtituyendo ¢, en (2.8) obtenemos ([2.1)).

Ecuacién diferencial

Sea ¢ € P, arbitrario. El polinomio % {(1 - azz)PT'L} tiene grado a lo sumo n.
Por otra parte, integrando por partes dos veces obtenemos
1 d 2 / 2 / 1
=PI} @@y = (1 - 2P ()e()

- [ Pt {0} @ =0

-1

ya que deg (% {(1 — x2)g0/}> <n-1y P,1P, ;.

Por lo tanto podemos escribir % {(1 - xQ)P,;} como
d 9\
— {(1 — )Pn} = 4, Py, an € R. (2.9)

Ademas, como P, (x) = kyz™+ términos de grado < n — 1, tenemos que

/

% {(1 — mQ)Pn} :% {(1 — mQ)(nknxn—l + términos de grado < n — 1)} —

d
= —nkya™ T

= —n(n+ 1)ky,2™ + términos de grado <n —1

+ términos de grado < n)} =

y comparando los coeficientes principales en (2.9)), deducimos que
—n(n+ 1)k, = apky,.

Por lo tanto a, = —n(n + 1), y substituyendo en (2.9)) obtenemos la ecuacion (2.2)).

Férmula de Rodrigues.

Consideramos (ann {(1 - xQ)"}, que es un polinomio de grado n. Veamos que es ortogonal a cual-
quier polinomio de grado n — 1.

Sea ¢ € P,,_1 arbitrario. Integrando por partes
1 1 dn—l 9 ,
[ g 0= @

| g = ) ele)de = 4o {1 - 22} ol

1 da™ dx™~

1 dn—l

_dzn T {1 =2} ¢ (z)da.
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Tras haber integrado por partes n veces, obtenemos

1 1
dar ndp
—{(1 - —1)" 1-— —dr =0
va que an = 0 debido a que ¢ € P,,_1.
Por lo tanto, el polinomio dd—n {(1 — 2 "} es ortogonal a IP,,_1; como ademéas tiene grado n,

existe un naimero real b, tal que

dTL
dzn (1—a2%)"} = b, Py(a). (2.10)
Tenemos que P, (1) =1, por lo que b, = [d% {(1—a?)"}] (1)

Usando la formula de Teibnitz [[] obtenemos que

n—k

o (0") =30 (1) e (0 o) e (v,

Observamos que (1—x)" tiene unaraiz en x = 1 de multiplicidad n, por lo tanto [jw—kk {1—=2)"} (1) =
0, para £k =0,1,...,n — 1, y por consiguiente

- w-r[La-om] o

dx™ dx™
Es facil ver que

% (1—2)"} = (~1)"n.

En consecuencia, b, = (—1)"2"n!. Substituyendo b,, en (2.10) tenemos que

dn

o (1- x2)n} =(=1)" 2" n! P,(x)

y despejando P, obtenemos ({2.3), como queriamos demostrar.

Coeficiente principal
Partimos de 1’ Derivando n veces (1 — x2)n v fijAndonos en el coeficiente del término de

mayor grado, tenemos que

dn
e (—1)"z?" 4+ términos de grado < 2n — 1} =

=(-1)"2n(2n—1)-...- (n+1)2" 4+ términos de grado < n — 1.

!Para dos funciones f, g n veces diferenciables, la derivada de orden n cumple que

dr " (n\dFfdrRyg
don 19 = > (k:) dz* dzn—k

k=0
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Ademas, como 2n(2n —1)-...-(n+1) = @ 5btenemos lb como queriamos demostrar.

n!

Norma

Usando (2.3]) e integrando n veces por partes tenemos que

L [ permee = CU [T e
| eyt = [ PP =500 [ T5{(0-aY)") Paade = - -
1 1

2nn) 1 dx™

_ B A e
_2nn!/_1(1 33) dx"dx_Q"n! _1(1 :c) ky, n! dor =

kn ! n n)! 1 n
:2n o /_1 (1—x2) dm:22512(71!)2/_1 (1_1,2) de. (2.11)

Ahora tenemos que calcular f_ll (1 — m2)n dx. Usando que el integrando es una funcién par y

haciendo el cambio x = cosf tenemos que

1 1 0 /2
/ (1 - 952)” dr = 2/ (1 — x2)n dx = 2/ sin?" (— sin 0)df = 2/ (sin 9)2”'H do.
-t B /2 0
(2.12)
Integrando por partes

w/2 w/2
/ (sin 0)*"1 df = — cos O sin®" 9‘3/2 + 2n/ sin?"~1 0 cos? 0df =
0 0

/2 w/2 w/2
:2n/ sin?~1 9 (1 — sin? 0) df = 2n/ sin®* 19 — 2n/ sin?" 1 0do.
0 0 0

Denotando I, = OW/ % sin2"1 9dp y despejando obtenemos
2n
I, = I, 1. 2.13
n o+ 1 n—1 ( )
Cambiando n por n — 1, tenemos que
2n — 2
I, 1= L,
n—1 om— 1 n—2
y remplazando en (2.13))
2n(2n — 2
I, = ( ) I—o.

(2n+1)(2n —1)

Reiterando el procedimiento resulta que

2n(2n—2)-...-2
I, = Io.
2n+1)2n—-1)-...-3

Por otra parte,
w/2 9
Iy = / sin 0df = —cos@|g/ =
0

y entonces
2" n!
I, = n . (2.14)
2n+1)2n—1)-...-3
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Observando que

(2n+1)!

y substituyendo en (2.14)), obtenemos que
I, = / " (sin )2+ g = 2 ()
R (2n +1)!

y volviendo a ([2.12), deducimos que

1 22n+1 (n!>2
1-2?)de =212
/_1( w) e =

Finalmente substituyendo este valor en (2.11) concluimos que se cumple ([2.5)).

Formula de recurrencia

Recordemos que p,(z) es el polinomio ortogonal monico de grado n. Partiendo de la recurrencia
(1.2) del capitulo anterior tenemos que

b
(:Eprupn) = / $pi(x)dx =0

ya que el integrando es siempre es impar y debido a la simetria de P, (y por tanto de p,);

Ny = (@pn,pn) _
(P, Pn)
Con lo cual (1.2) se simplifica, quedando asi
Prt1(x) = 2pn(2) = pnt1pn—1(z). (2.15)

Obviamente p, () = P%ix); usando esto en 1} tenemos que

Pii(x) B x P, (z) y Pn_l(x).

— _ 2.16
kn—i—l kn e kn—l ( )
Calculemos aora el valor de pi,4+1. Tenemos que pi,41 = %; usando de nuevo que
pn(x) = P’];—Ef”) y 1’ obtenemos que
_ ka_1(2n—1)
Usando (2.4 tenemos que
2
n
Bl = on v 1)(2n — 1)
Substituyendo en (2.16)) y usando nuevamente (2.4)) resulta
27+ ((n 4 1)1)? 2" (n!)? n? 271 ((n — 1)1)?
((n+ 1)) (n) (=00,

anron @)= ot - G e T T @ — )
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Multiplicando por (2?(:,1))2' obtenemos 1} como queriamos demostrar.

Expresion explicita
Partimos de 1' Desarrollando (1 — wQ)n por la férmula del binomio, tenemos que

(1—2?)" = kzn::o (Z) (—1)ka?*.

Haciendo el cambio de indice k¥ = n — m, obtenemos que

e

m=0

Al derivar n veces, basta considerar solamente los indices m tales que n — 2m > 0, ya que si

2n—2m}

dr .
n —2m < 0, entonces = {x = 0; tenemos pues que

d"” n n—m n n—2m __
e (1—2?) }:mzz:o(—n (n_m>(2n—2m)(2n—2m—1)-...-(n—2m—|—1)x m —
3]
nem{ T 2n —2m)! o
:mzo(_l) (n — m) ((n — Qm))! e

Substituyendo en (2.3 tenemos que

SR ()

m=0

como queriamos demostrar.

Partiendo de Py(z) = 1y Pi(z) = x, y usando la formula de recurrencia podemos calcular

sucesivamente los polinomios de Legendre. Se obtiene asi la siguiente lista:

" Py(z) =5 (32— 1)

(

» P3(z) = % (5x3 — 3x)
(35964 — 3022 + 3)
(

= P5(z) = % (632° — 702° + 15z)

= Ps(z) = £ (23128 — 3152* 4 10522 — 5)
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2.2. Polinomios de Tchebycheff

Consideramos ahora la funcién peso w(z) = (1 — 1:2)_1/2 en el intervalo (—1,1).
Definicion 2.2. Los polinomios de Tchebycheff de primera especie se definen como
T, (x) = cos(narccos(x)), Vx € [-1,1], n>0. (2.17)
Notese que T),(1) = 1.
Veremos que T, (x) es un polinomio de grado n y que estos polinomios son mutuamente
ortogonales para esta funcién peso.
Denotamos por t, el coeficiente principal de T,,(x).

Analogamente a los polinomios de Legendre tenemos propiedades similares para los polino-
mios de Tchebycheff:

1. FORMULA DE RECURRENCIA

To(z) =1, Ty(x)=
o(7) , Ti(r) == (2.18)
Thyi1(x) = 22T (x) — Th—1(x), Vn > 1.
2. COEFICIENTE PRINCIPAL
to=17y t,=2""1 vn>1. (2.19)
3. NORMA Y ORTOGONALIDAD
0 st n#m
! 1
5 st n=m#0
4. ECUACION DIFERENCIAL
(1— 2T (z) — 2T, (x) + n*Ty(z) =0, Vn >0 (2.21)
5. FORMULA DE RODRIGUES
(=)™ 1(1/2) o172 d" 2\7— 3
Tle) = G Ty 1 (1-at)? = {(1-a?)" 72}, (2.22)

donde T" denota la funcién gamma. (Ver Anexo I).
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6. SIMETRIA
To(—2) = (=1)"Th(x), Vo €R (2.23)

Demostraremos estas propiedades:

Formula de recurrencia.

Consideremos las formulas trigonométricas

cos ((n 4 1)0) =cosnb cos  — sinnf sin 0

cos ((n — 1)0) =cosnb cos O + sinnf sin 6.
Sumando y restructurando tenemos que
cos ((n+1)0) = 2cosnfcosf —cos((n—1)0).
Haciendo el cambio de variable cos = z, tenemos que cosnf = T,,(z) y por tanto
Thi1(z) = 22T (z) — Th—1(2)
como queriamos demostrar.
Observacion 2.3. La formula de recurrencia implica que T,,(x) es un polinomio de grado n.
Probamos esto por induccién.
To(x) =1, que es de grado 0, y T1(z) = z, que es de grado 1.

Supongamos el enunciado cierto para cualquier natural < n y probémoslo para n + 1.

T+1 es un polinomio de grado n + 1 ya que deg(2T,) =n+ 1y deg(Tp—1) =n — 1.

Coeficiente principal

Para n > 1, calcularemos el valor del coeficiente principal por induccién.

» Paran =1, T\ (x) = z; por tanto ¢; = 1.

= Supongamos cierto el enunciado para n, esto es, t, = 2! y probémoslo para n + 1.

Tenemos que Ty, (7) = 2"~z + términos de grado < n — 1, entonces

Thi1(z) =22 (2”_11‘" + términos de grado <n —1) — T, () =

=27zt 1 términos de grado < n.

Por lo tanto, su coeficiente principal es 2", concluyendo asi que la propiedad (2.19)) se verifica.
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Norma y ortogonalidad

Calculemos

) 1 1
/_ Ta(@) () (@)dz = /_ I ) =g

Haciendo el cambio de variable x = cosf tenemos que

1 —sin
/_1T( )T (@ )m / n(cos0)T; cos@)\/ﬁdgz

:/0 cos(nh) cos(m®) d@-/o cos(n#) cos(m@)df.

sin 6

sin 6

Aplicando la formula trigonométrica
1
cos(nf) cos(mb) = 5 [cos ((n +m)B) + cos ((n —m)0)]
obtenemos que
/ cos(n#) cos(mb)df = 5 / cos ((n +m)0) df + 2/ cos ((n —m)0) db.
0 0 0

Tenemos que distinguir varios casos:

= Sin#m
1 (7 1 [7 1 si 01" 1si —m)f|"
/ cos ((n +m)) d0+/ cos ((n — m)9) dg = LSt m)P|"  Lsin(n =m)f"_
2 Jo 2 Jo 2 n+tm |, 2 n—m |,
ya que n +m es un numero entero y sin(km) = 0 para todo k € Z.
= Sin=m
e Cuandon # 0
1 [7 1 [7 1 [7 1 (7
/ cos ((n 4+ m)0) db + / cos ((n —m)0) db :/ cos(2n0)do + / 1df =
2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo
1 o1
= sin(2n6) ; + o7 = g
e Cuandon =0
™ ™
/ cos(nb) cos(mb)do :/ 1df = 7.
0 0
Asi pues, se verifica (2.20)), como queriamos demostrar.
Como consecuencia de esta propiedad tenemos que 7T}, es ortogonal a T, param = 0,...,n—1,

por lo tanto T,, L P,, ;.

Obsérvese que {T,(x)},7, es la unica sucesion de polinomios mutuamente ortogonales tal que

para todo entero n > 0, deg(T},,) = ny T,(1) = 1. Esta propiedad es analoga a la que usamos
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para definir los polinomios de Legendre, pero ahora el peso es w(z) = (1 — x2)_1/2.
Ecuacién diferencial
Derivando (2.17) tenemos que
T (z)=n (1- x2)71/2 sin (n arccos(z)) ; (2.24)

derivando de nuevo, resulta

T nzsin (narccos(x))  n?cos (narccos(z))

n () = <m>3 1 — 22

Usando (2.17), (2.24) y (2.25), se comprueba facilmente que se verifica (2.21)), como queriamos

demostrar.

(2.25)

Férmula de Rodrigues

Consideremos p
oy oan1/2 d” o 2\n—1
Qulx) = (1-2%)"* {1 -a?2 .

Aplicando la férmula de Leibnitz tenemos que

(1-at)2 8 L ary iy o z2)1/2kzl (Z) ka“ - @Mﬁu a)nh o
=(1-22)"? i (Z) (—1)k (n - ;) . <n ke ;) <n - ;) . (k + ;) (1—2)" *=3 (14a)kF3 =

_ kzn::o <Z>(_1)k <n_ ;) <n_k+;> <n— ;) <k+;> (1—a)"*(1+2)F. (2.26)

Por otro lado, en virtud de la propiedad I'(p + 1) = pI'(p) de la funcién gamma tenemos que

P(a) = () (0m3) = (=3) (=)o (oo g (nm0e)

v despejando obtenemos que

Andlogamente,

Aplicando estas igualdades en (2.26)), tenemos

N~ (7 p T(n+3) T(n+g) _on—k k
@@ =3 () O (2.27
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que es un polinomio de grado < n.
dJ
 dad

de (1 — x)"_k_%(l + :r)”_%_(j_k), k=0,1,...,7; por consiguiente

[;Zj {(- a:Q)”‘é}} (1) = 0.

Veamos que @, es ortogonal a P,,_1.

Un célculo parecido prueba que para 0 < j <n —1 (1— a:2)”7% es una combinacion lineal

Sea ¢ € P,,_1 arbitrario. Integrando por partes

1

! mn
R R Y

-1

B N T (RPN ey RS

[SIE
——
©
—~
8
~
—~
—_
|
no
~—
L
~
no
U
|

_1% -1
L gn—1 o1 , Logn—1 n—1 ¢
A G e B = S (AL

Tras haber integrado por partes n veces, obtenemos que

1

/11 % {(1 — x2)n_%} cp,(m)dx = (—1)"/ (1 — :1/:2)”_% % =0

-1

va que fl;;—f = 0 debido a que ¢ € P,,_1.
Por lo tanto, @, LP,_1 y como ademis deg(Q,) < ny @, # 0, necesariamente @, tiene grado

n y lo podemos escribir como

Qula) = (1-22)2 2 {(1 . xQ)”‘%} = b T (), (2.28)

dz™

donde b,, € R.
Evaluando @, (1) con ayuda de (2.27) y dado que (1 — 2)" % se anula en x = 1 para todo

k=0,1,...,n — 1, tenemos que

Substituyendo b, en (2.28)), resulta

(=) {1 ) ) =y )

dz™

y despejando T),(z) obtenemos (2.22)) como queriamos demostrar.

Simetria

Procedemos por inducciéon utilizando la férmula de recurrencia.
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El enunciado es cierto para n =0y n = 1, puesto que To(z) =1y T1(x) = z.

Supongamos cierto el enunciado para todo natural < n y probémoslo para n + 1. Tenemos que

Thi1(—z) == 22T (—x) = Th—1(—2x) = —22(—1)"T,,(z) — (71)”_1Tn,1(x) =
(1) (20T () — Tasa(2) = (—1)" T ().

Por lo tanto, la propiedad de simetria se verifica.

Partiendo de Ty(xz) = 1 y T1(x) = 2, y usando la formula de recurrencia podemos calcular

sucesivamente los polinomios de Tchebycheff, obteniendo asi la siguiente lista:

» Th(x) =222~ 1

» T3(x) = 42® — 3z

o Ty(z) =8z* — 822 + 1

» T5(z) = 162° — 2023 + 5z

» To(z) = 3228 — 482* + 1822 — 1

2.3. Polinomios de Jacobi

Consideramos el intervalo (—1,1) y la funcién peso w(z) = (1 — z)* (1 4 z)° donde o > —1

v B >—1
Para s € R y k entero, k > 0, denotaremos por (Z) el coeficiente binomial dado por la férmula

<2>:s(s—1)..];!(5—k+1) G k>l y <g):1.

Definicion 2.4. Los polinomios de Jacobi, que denotamos por Rga,ﬁ) (x), son los polinomios

mutuamente ortogonales con respecto al peso w(z) = (1 —xz)* (1 4+ CC)B cona>—-1lyfg>-1

en el intervalo (—1,1) tales que para todo entero n > 0, P,&O‘ﬂ) (x) tiene grado n y cumple la
condicion Péa”g)(l) = ("t).

n

Denotamos por kﬁla’ﬂ ) el coeficiente principal de P,(La’ﬁ ) (z).

Los polinomios Péa”g ) (x) satisfacen las siguientes propiedades:
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1. FORMULA DE RODRIGUES

(.B) () — (=" o) —Bdi _ \nta n+p
P (@) = o (=)™ (1+2) 7 {(1 2\ (1 + ) } (2.29)
2. EXPRESION EXPLICITA
1 v~ /n+a\/n+3 _
pleB)(p) — — _ nm 2.
9@ =g 3 ("0 ) L) 0 (2.30)
3. SIMETRIA
PA)(—g) = (=1)" PP (z), VzeR (2.31)
4. COEFICIENTE PRINCIPAL
1 2n4+a+ 8
(@fB) — 1
k( o ( . > (2.32)

5. NORMA Y ORTOGONALIDAD

1
| PER@PEO @) - 0 (14 ) e =
-1

ga+8+1 I'(n+a+1)I'(n+8+1) . _ .
Cntatp+n! nr&+a+;+1) si n=myn#0 6 a+B+1#0
r r .
- 2a+5+1% s% n=m=0y a+5+1=0 (2.33)
0 st n#m

6. ECUACION DIFERENCIAL

{ (1=a2?)y +(B—a—(a+p+2)y +nn+a+f+1)y=0, (2.34)

Y= P,(La’ﬁ)(ac), Vn >0

7. FORMULA DE RECURRENCIA

2(n+1)(n+a+B+1)2n+a+ B8P (@) = 2n+a+8+1)® -8+ (2n+a+
+B8+2)2n+ o+ B)z] PP (z) — 2(n + a)(n+ B)(2n + a+ B+ 2)P D (z), ¥n >0
(2.35)

La demostracion de estas propiedades se puede ver en [5].

Cuando o = 8 estos polinomios se denominan polinomios ultraesféricos. Entre ellos te-

nemos algunos polinomios que tienen nombres especiales:
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= Cuando a = = 0, se llaman polinomios de Legendre; los hemos estudiado anterio-

mente denoténdolos por P, (z).

= Cuando o = = —1, se llaman polinomios de Tchebycheff de primera especie.

1 1 _57 1 1
(_5’_5) (_57_5)

Dado que P, (1) = (”_nl/?) # 1 = T,(1), obviamente P, (1) # T,(1), pero
como ambos polinomios son de grado n y ortogonales a P,_1, en virtud del Teorema [1.10]

se tiene que

5 2>(x): (”_1/2>Tn(x), Vo € R.

n

1
27
este peso es habitual considerar la sucesion de polinomios ortogonales {Up ()}~ tal que

para todo entero n > 0, deg(U,) = ny U,(1) = n+1. En virtud del teorema|[1.10] tenemos

= Cuando a = 8 = 3, se llaman polinomios de Tchebycheff de segunda especie. Para

que
(L1 n+1/2)
P> () = ep,Up(x), con ¢, = ﬁ
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Capitulo 3

Foérmulas de cuadratura de tipo

gaussiano

El objectivo de este capitulo es el estudio de los conceptos de las férmulas de cuadratura de
tipo gaussiano. Previamente, introducimos los conceptos de férmulas de cuadratura, formulas de
cuadratura de tipo interpolatorio polindémico y grado de precision de una férmula de cuadratura.
Posteriormente, estudiaremos las formulas de cuadratura de tipo gaussiano (formulas de Gauss,
Gauss-Radau y Gauss-Lobatto), que son aquellas que para un cierto ntimero de nodos intentan
dar un grado de precisién méximo. También veremos algunos ejemplos de estas cuadraturas
gaussianas, para los casos del peso de Legendre y el de Tchebycheft.

Como referencias bibliograficas hemos usado [2], [3] y [6].

3.1. Nociones basicas sobre formulas de cuadratura

Intentamos aproximar la integral definida

b
1(f) = / f(2) w(z)dz (3.1)

donde f(z) e una funcién continua en el intervalo acotado [a, b] y w es una funciéon peso en (a, b).

Observacion 3.1. Si f es una funcién continua en [a, b], entonces fw € L£1(a,b), donde £L!(a,b) =
{f : (a,b) > R medible/ ff |f(z)|w(x)de < —|—OO}.

En efecto, la funcién peso w es medible y w > 0 en el intervalo acotado (a,b). La condicion (b)
de la definicién de funcién peso implica que f:w(:n) < 400, es decir, que w € L(a,b). Como f

es continua en el compacto [a,b], f esta acotada, con lo cual fw € L(a,b).
Sean xpn 0, Tn1,...,Tnn € [a,b] con xy,; # x, j para i # j.

25
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Definicion 3.2. Se llama formula de cuadratura a una aproximaciéon numérica de la integral

(3-1), de la forma
=0

Los ntimeros wy, ; se llaman coeficientes o pesos de cuadratura y los puntos z,,;,7 = 0,1,...,n

se llaman puntos o nodos de cuadratura.

Definimos el error de cuadratura como

En(f) = I(f) = In(f)

Otro concepto importante es el grado de precision o de exactitud de una férmula de

cuadratura.

Definicion 3.3. Se dice que una férmula de cuadratura tiene grado de precisiéon m si y sélo
si Bp(2¥) =0 parak=0,1,...,my E,(z™t!) £0.

Observacion 3.4. Si una formula de cuadratura tiene grado de precision m, entonces la formula

proporciona el valor exacto de la integral (3.1)) para todo polinomio f de grado < m.

Definicion 3.5. Se dice que una féormula de cuadratura es de tipo interpolatorio polinémico

o de cuadratura interpolatoria si es una férmula de cuadratura de la forma

b
L(f) = / Po(2) w(z)dz (3.3)

siendo P, () el polinomio de interpolacion de Lagrange de f relativo alos nodos zp 0, Zn1, - - - T n-

Veamos que (3.3)) es una formula de cuadratura. Representamos P,(x) mediante la formula

de interpolacién de Lagrange:

= Z f (xn,z) ¢n,i(x)a
=0

donde los ¢, i(x), i =0,1,...,n son los polinomios fundamentales de Lagrange relativos a
los puntos x4, ¢ = 0,1,...,n. Recordemos que ¢y, ;(x) es el Gnico polinomio de grado < n que
cumple

¢n,i($n,j) :51]7 j:O717"'an

Por lo tanto,

b b n
[ e = [ ot =3 ( [ onsrotonie) ston Zwmf

Concluimos asi que (3.3)) es en efecto una formula de cuadratura y que la formula de cuadratura

(3-2)) es de tipo interpolatorio polinémico si y s6lo si

wnz—/¢nz x)dx, parai=0,1,.
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Teorema 3.6. Una formula de cuadratura con n + 1 nodos es de tipo interpolatorio polinémico

sty solo si es exacta en Py,

Demostracion. Consideremos una férmula de cuadratura con n + 1 nodos

/ f@w(@)de ~ I,(f) = > wnif(zn).
=0

Supongamos que dicha formula de cuadratura es de tipo interpolatorio polinémico, es decir,

b
Wi = / Oni(r)w(z)dz, i=0,1,...,n

y veamos que es exacta en P,,.
Sea p € P,; representamos p de la forma:

n

pa) = p(tn) ¢ni(2);

1=0

por tanto,

b b n n b
/ p(a)w(z)de = / S p(ns) Sni(@)w(@)de = 3 plans) / fni(@)o(z)dz =
a a ;o =0 @
= an,ip(xn,i) = In(p)
1=0

Reciprocamente, supongamos que la férmula de cuadratura es exacta en Py,.

Dado que para todo i = 0,1,...,n, ¢,; € Py, se cumple que
/ ¢nz d$ = I ¢nz an,]¢n1 xn,g Z wn,g ij =
,7=0
Por consiguiente la formula de cuadratura es de tipo interpolatorio polinémico. O

Proposicion 3.7. Silos nodos de cuadratura estan simélricamente distribuidos respecto al punto

“T"’b, esto es,
a+b a-+b . n
Tnig — 9 = <xn,n—i - 2 > , = 07 17 ) LgJ ) (34>

a+b

y el peso es simétrico respecto de , es decir,

a+b a+b b—a
w<t+ 5 )-w( 5 —t), Vte[(), 5 ), (3.5)

entonces los coeficientes de la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio polindmico con nodos

Tng, ©=0,1,...,n, satisfacen

W5 = Wn,n—i, = 0, 1, ey L*J .
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Demostracion. Tenemos que demostrar primero que hay una relacién de simetria entre los poli-
nomios fundamentales ¢, ;, © =,1,...,n. Recordemos que ¢, ; es el polinomio de grado < n tal
que ¢n i(Zn,j) = 0;; para todo j =0,1,...,n.

La relacién se puede escribir de la forma

Tni=a+b—2ppny, 1=0,1,...,n.
Consideramos ;(x) := ¢y i(a + b — x), que es un polinomio de grado < n; tenemos que
Vi(Tnj) = Pni(a+b—2n5) = Oni(Tnn—j) = in—j = On—ij, 0<j<n.
Por la unicidad del polinomio de interpolacién tenemos que
Yi(x) = pppm—i(z), Vx€R, Vi=0,1,...,n

es decir,
bnila+b—1a)=dppi(z), Ve €R, Vi=0,1,...,n.

Por otra parte, haciendo el cambio de variable 7 = ¢t + “T“’, podemos escribir la relacién 1}

como

w(t) =wla+b—"7), V7€ (a,b).

Por lo tanto, si hacemos el cambio de variable x = a + b — ¢, resulta que

b b b
Wi = / Oni(T)w(x)de = —/ dnila+b—twla+b—t)dt = / Onn—i(t)w(t)dt = wp p—i,

obteniendo asi la simetria de los coeficientes como queriamos demostrar. O

3.2. Foérmulas de cuadratura de Gauss, Gauss-Radau y Gauss-
Lobatto

Ahora nos centraremos en el estudio de las formulas de Gauss, Gauss-Radau y Gauss-Lobatto.
Describiremos su construcciéon, estudiaremos cudl es el grado de exactitud que alcanzan y la po-

sitividad de sus coeficientes.

3.2.1. Formulas de Gauss

Sea (a,b) un intervalo (finito o infinito) de R y w una funciéon peso en (a,b). Sea n > 0 un

entero. Nos planteamos el problema de encontrar una férmula de cuadratura con n 4+ 1 nodos

b n
/ f(z)w(x)dx ~ Z Wi f (T0,) (3.6)
a i=0
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cuyo grado de exactitud sea el maximo posible.
Veremos que ese maximo es 2n+ 1 y que existe una tnica férmula de cuadratura de n + 1 nodos

con grado de exactitud 2n 4 1. Dicha férmula se llama férmula de Gauss de n + 1 nodos.

Observacion 3.8. Si una férmula de cuadratura con n + 1 nodos es exacta en Pg, 11, entonces es
una férmula de tipo interpolatorio polinémico.
En efecto, como obviamente n < 2n + 1, P, C Py,41; por lo tanto, si la formula de cuadratura

es exacta en Poy,11, también lo es en P, y por consiguiente es de tipo interpolatorio polinémico.

Proposicion 3.9. Si la formula de cuadratura (@ es exacta en Pony1, entonces sus n + 1
nodos, que denotamos por xy;, i = 0,1,...,n son las raices de py41(x), el polinomio ortogonal

de grado n + 1 relativo a la funcidn peso w.

Demostracion. Sea(x) =[], (x — xn,;); el grado de ¢ es n+1. Probaremos que ) es ortogonal
aP,.
Sea s € P, arbitario. El producto ¢ (x)s(x) tiene grado a lo sumo 2n + 1, es decir, ¢s € Pay41.

Utilizando la hipotesis de que la formula de cuadratura es exacta en Py, 41, tenemos que

n

b
/ Y(x)s(x)w(z)de = anﬂ/) (@n,j)s(xn ;) an,] s(xn,j) H (n,j — Tnq) = 0.
a =0

Por lo tanto, para todo s € P,,, f; Y(x)s(z)w(z)dr = 0, es decir, ) LP,,. Por la unicidad salvo una
constante multiplicativa del polinomio ortogonal de grado n+ 1, tenemos que p,11(z) = cpb(x),
con ¢, € R, ¢, #0.

Si consideramos py,11(x) monico, entonces ¢, = 1. O

De la Observacion [3.§]y la Proposicion [3.9] se deduce que si existe una formula de cuadratura
con n + 1 nodos exacta en Pa, 1 es tnica. En efecto, sus nodos x,;, 2 = 0,1,...,n, han de ser

las raices de p,y1(x) y como ademés la formula de cuadratura ha de ser de tipo interpolatorio

polinémico, una vez determinados los x,;, 7 = 0,1,...,n, los coeficientes w,;, 7 = 0,1,...,n
vendran dados por
b
Wi = / Oni(v)w(z)de, i=0,1,...,n (3.7)
a
siendo ¢4, ¢ = 0,1,...,n los polinomios fundamentales de Lagrange relativos a los puntos
Tn0,-- - Tnn (€s decir, ¢p; € Py, épi(xn,j) = dij, j =0,1,...,n). Esto establece la unicidad de

la formula de n + 1 puntos exacta en Pojyq.

Veremos ahora la existencia de dicha formula.

Proposicion 3.10. Sean zy, ... %y las raices de p,41(z) (recordemos que son todas distintas

y que estdn en (a,b)) y sean wp o, ..., Wy los coeficientes dados por la expresion . Entonces
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la formula de cuadratura
b n
[ @@ = 3 wnif ) (3.)
@ i=0

es exacta en Popiq.

Demostracion. Sea p € Pg,41 arbitario. Haciendo la divisiéon euclidea de p entre el polinomio

Pn+1(x), obtenemos que existen polinomios s y r tnicos con deg(s) < n 'y deg(r) < n tales que

D= Ppt1S+ 1. (3.9)

Tenemos que probar que

b n
[ pste)ds =Y wo(en) (3.10)

1=0

Tenemos que
b b b b
/p(x)w(x)dx:/ pn+1(m)s(x)w(:n)dx—|-/ r(x)w(m)dx:/ r(z)w(x)dx (3.11)

ya que f;pn+1(x)s(x)w(x)dx = 0, porque s € P, y ppr1LP,. Como la formula de cuadratura

(3.8) es interpolatoria polinémica, es exacta en P,,. Como ademas r € P,,, tenemos que

b n
/ r(z)w(x)dr = Z W37 (T 4)- (3.12)
@ i=0
Dado que los x,,; son las raices de p,1(x), tenemos que
pn+1($n,i) :07 7::0717"'7n

lo que, junto con ({3.9), implica

p(zni) =71(@n:), 1=0,1,...,n. (3.13)

Finalmente, usando (3.11)), (3.12) y (3.13)) obtenemos (3.10). Asi pues, la féormula de cuadratura

es exacta en Po,41, como querfamos demostrar. O

Ahora probaremos la optimalidad de la formula, es decir, que el maximo grado de precision

que puede alcanzar una féormula de cuadratura de n + 1 nodos es 2n + 1.

Proposicion 3.11. No existe ninguna formula de cuadratura con n+ 1 nodos que sea exacta en

Popqo.

Demostracion. Sean x,;, 1 = 0,1,...,n los nodos de la formula y w,;, i = 0,1,...,n los pesos.
Consideramos

g(x) = [ (@ —2n)?;
=0

)
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se tiene que deg(q) = 2n + 2.
Veamos que la formula de cuadratura no es exacta para q.

Por un lado, como ¢(z,,;) =0, j =0,1,...,n, obviamente tenemos que

n
Z wn,jQ(xn,j) = 0.
=0

Por otra parte, ¢ es un polinomio tal que ¢ # 0 y g(x) > 0 para todo = € (a,b), en virtud de la

condicion (c) de la definicién de funciéon peso y de que qw > 0 en (a,b), tenemos que

b
/ q(z)w(z)dxz > 0.

Asi pues, la formula de cuadratura no es exacta para q. O
Proposicién 3.12. w,; >0, ¢=0,1,...,n.

Observacion 3.13. Recordemos que los pesos wy, ; vienen dados por la formula (3.7), pero no po-
demos obtener de esta férmula la positividad de los pesos ya que ¢y, ;(x) no tiene signo constante

en el intervalo (a,b).

Demostracion. Consideremos f(f (¢n,i(z))* w(z)dz. Aplicando la condicion (c) de la funcion peso
obtenemos que esta integral es positiva, ya que (qﬁm(x))2 > 0 para todo = € (a,b) y ¢pni(x) #Z 0.
Por otro lado, (¢ni(x))* tiene grado 2n y como la formula de cuadratura es exacta en Py, C

Pyy+1, tenemos que

b
/ (qbn,l(x)) dl‘ = anj an i 1;71,] an,] Z] = Wn,;-

Queda asi demostrado que wy,; >0, ¢ =0,1,...,n. O

3.2.2. Férmulas de Gauss-Radau

Sea w una funcién peso en el intervalo (—1,1). Sea n > 0 un entero.
En esta seccion y en la siguiente p,(z) denotard el polinomio ortogonal mdnico de grado n
respecto del peso w.
Consideramos el polinomio
q(2) = pn+1(x) + apn(z)

con a € R tal que g(—1) = 0; entonces a = —%S)l); notese que p,(—1) # 0, ya que todas las

raices de p,, estan en (—1,1).
Consideramos ahora el conjunto de las formulas de cuadratura de n + 1 nodos en [—1,1] que

tienen —1 como uno de sus nodos. Nos planteamos ahora el problema de encontrar una férmula
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de cuadratura de este conjunto cuyo grado de exactitud sea el méximo posible. Veremos que dicho
grado maximo de exactitud es 2n y cémo se contruye la tinica férmula que permite alcanzarlo.
Dicha formula es la formula de Gauss-Radau de n+ 1 nodos que incluye el extremo izquierdo

-1 (zpo = —1).

Observacion 3.14. Si una férmula de cuadratura con n + 1 nodos es exacta en Py, entonces es
una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico.

En efecto, como n < 2n; P, C Py,. Por lo tanto, como la férmula de cuadratura es exacta en
Py, también es exacta en P, y entonces es una féormula de cuadratura de tipo interpolatorio

polinémico.

Como qL1P,_1, por el teorema [1.14] ¢ tiene al menos n raices de multiplicidad impar en

(—1,1); como ademés deg(q) = n+ 1y g(—1) = 0, ¢ tiene exactamente n raices simples en
(—1,1).

Proposicion 3.15. Los n + 1 nodos de la formula de Gauss-Radaw son las raices de q.

Demostracion. Sea ¢(x) = H?:o (x — xp,;); deg(v) = n+ 1. Tenemos que demostrar que ¢ = q.
Sea s € P,,_; arbitario. El producto ¢ (x)s(x) tiene grado a lo sumo 2n. Usando la hipétesis de

que la féormula de cuadratura es exacta en Py, tenemos que
1 n
[ st = Y wn it (en)s(en) =0,
-1 i=0

ya que ¥ (zy ;) = 0. Por lo tanto, ¢ es ortogonal a P, y como ¢ € P, 41, lo podemos escribir

como
w(l‘) - Otpn+1(x) + Bpn('r)v con a, 3 € R.

Como 1 y pp41 son moénicos, a = 1. Ademés, z, 0 = —1, por lo que ¥(—1) = 0; entonces 8 = a

v con esto obtenemos que

Y(x) = pn+1(x) + apn(x) = q(z).

Luego los nodos z,;, 2 = 0,1,...,n son las raices de ¢, como queriamos demostrar. O

De la Observacion v la Proposicién deducimos la unicidad de la férmula, es decir,
si existe una férmula de cuadratura con las propiedades requeridas ésta es tnica. En efecto, los
n + 1 nodos (uno de ellos el punto —1) son las raices de g(z) y como la férmula de cuadratura
es interpolatoria polinoémica, sus coeficientes quedan determinados por (3.7) (donde a = —1y
b=1).

Establecemos ahora la existencia de la formula.



3.2. Féormulas de cuadratura de Gauss, Gauss-Radau y Gauss-Lobatto 33

Proposicién 3.16. Sean —1 = z,0 < xp1 < ... < Tpp < 1 las n + 1 raices de q y sean

Wp; = f_ll Oni(z)w(z)de, i =0,1,...,n. La formula de cuadratura

/1 f(@)w(z)de ~ Zwmf(:vm)
- i=0

es exacta en Po,,.

Demostracion. Sea p € Po, arbitario. Haciendo la divisién euclidea de p entre ¢, tenemos que

existen polinomios s y 7 unicos con deg(s) < n — 1y deg(r) < n tales que
p=qs+r. (3.14)

Tenemos que probar que

1 n
[ pla)ote)ds =Y wop(en). (3.15)
=0

-1
Tenemos que

1 1

r(x)w(x)dx:/ r(z)w(x)dx (3.16)

-1

/1 p(x)w(z)dr = /1 q(z)s(x)w(x)dx —i—/

-1 -1 -1

ya que f_ll q(z)s(x)w(x)dx = 0, porque s € P,,_; y qLP,_;. Como la formula de cuadratura

(3.8) es interpolatoria polinémica, es exacta en P,,. Como ademas r € IP,,, tenemos que

1 n
[ r@@de =Y wniren), (3.17)
=0

-1

Dado que los x,,; son las raices de ¢(z), tenemos que
q(zni) =0, i=0,1,...,n
lo que, junto con (3.14]), implica

p(mn,i) = T(xn,i)7 1= 07 ]-7 e, N (318)

Finalmente, usando (3.16)), (3.17) y (3.18) obtenemos (3.15)). Asi pues, la férmula de cuadratura

es exacta en Py, como queriamos demostrar. O

Construida la férmula, estudiaremos su optimalidad.

Proposicién 3.17. No existe ninguna formula de cuadratura de n + 1 nodos con xp,9 = —1

fijado, que sea exacta en Popy1.
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Demostracion. Sean —1 = zp,0 < @p1 < ... < Ty < 1los nodos y wyy, @ = 0,1,...,n los
coeficientes de la formula.

Sea s(z) = (z+1) [[[= (z - Tp,;)?%; deg(s) = 2n+ 1. Tenemos que s(z) # 0y s(x) > 0 para todo
x € [—1,1], entonces por la condicién (c) de la definicién de funciéon peso obtenemos que

/ L s@w(@)dr > 0.

-1

Por otra parte, como s(zy;) =0,7=0,1,...,n, entonces
n
Zwms(:cm) =0.
i=0
Asi pues, la formula de cuadratura no es exacta en Po, 1. O

Para terminar estudiaremos la positividad de los coeficientes.

Proposicién 3.18. w,; >0, i=0,1,...,n.

Demostracion. La integral f_ll (¢n,i(z))* w(x)dx es positiva, en virtud de la condicion (c) de la
definicién de funcién peso.

Por otra parte, el grado de (qﬁm(ac))2 es 2n y la formula de cuadratura es exacta en Py, , obteniendo

as{ que
1 n n
/ (6ni(@)* w(@)dz = wnj (dni(wn;))* =D wny (855)° = wn .
-1 j=0 5=0
Concluimos asf que wy,; >0, i =0,1,...,n, como queriamos demostrar. O

De forma simétrica, es posible incluir como nodo el punto +1 en vez del punto —1. Los
resultados para este caso obviamente son andlogos. La férmula de cuadratura de Gauss-Radau
con n+ 1 puntos que incluye el extremo derecho +1 es la tnica formula de cuadratura con estas

propiedades cuyo grado de precision es 2n.

3.2.3. Fo6rmulas de Gauss-Lobatto

Sea w una funcion peso en (—1,1) y n > 1 un entero.

Consideramos ahora el polinomio

() = pnt1(x) + apn(z) + bpp—1(2),

donde p,, es el polinomio ortogonal ménico de grado n. Veamos que existen a,b € R tales que

q(—1) = q(1) = 0. Para ello, tenemos que considerar el sistema

{pn<—1>a+pn_1<—1>b = —poi(=1)

(3.19)
pr(l)a+pn-1(1)b = —ppia(1)
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v demostrar que el determinante de la matriz del sistema no es nulo.
Sea A = pp—1(1)pp(—1) — pn(1)pn—1(—1). Recordemos que las n raices de p,, estan en (—1,1) y

que p,(z) es monico, es decir, es de la forma
pn(x) = 2" 4+ r(x), con deg(r) <n—1.

Por tanto, p,(1) > 0, ya que p,, es una funcion continua que no se anula en [1, +00) y limy—s oo pp(z) =
+00. Analogamente p,_1(1) > 0.

El signo de p, ¥ pn—1 en el punto —1, depende de que n sea par o impar.

= Caso n par:

lim py(x) =+ o00; por tanto p,(—1) >0

T—r—00

lim p,_1(x) = — 00, por tanto p,—1(—1) <O0.

T—r—00

Entonces A > 0 y por consiguiente el sistema (3.19) tiene soluci6én unica.

= Caso n impar:
De manera analoga se obtiene que p,(—1) < 0y p,—1(—1) > 0. Entonces A < 0 y como
consecuencia existen a y b solucion tnica del sistema (3.19)).

Concluimos asi que ¢(x) se puede construir de este modo.

Sean —1 = 2,0 < Tp1 < ... < Tpn-1 < Tppn = +1 los nodos de cuadratura.
La férmula de Gauss-Lobatto de n + 1 puntos es la férmula de cuadratura de n + 1 puntos

que incluye los extremos —1 y +1 vy tiene grado de exactitud 2n — 1.

Como ¢LP,_», por el teorema [I.14] ¢ tiene al menos n — 1 raices de multiplicidad impar en
(—1,1); como ademas deg(q) =n+ 1y q(£1) = 0, g tiene exactamente n — 1 raices simples de
(—1,1).

Observacion 3.19. Si una féormula de cuadratura con n+ 1 nodos es exacta en Py, 1, entonces es
una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio polinémico. En efecto, como n > 1 se cumple
que n < 2n — 1 y por consiguiente P,, C Po,_1. Por tanto, como la férmula de cuadratura es

exacta en Po,_1, también lo es en P,, y entonces es de tipo interpolatorio polinémico.

Proposicion 3.20. Si la formula de cuadratura con n + 1 nodos es exacta en Poy_1, entonces

los nodos i, 1=1,2,...,n—1 con xp9 = —1 y Ty =1 son las raices de q(x).

Demostracion. Sea i)(x) = H?:O(:L‘ — Zn;); deg(v) = n + 1. Tenemos que probar que ¢ = q.
Sea s € P,_o arbitario; el producto s tiene grado a lo sumo 2n — 1. Utilizando la hipdtesis de

que la féormula de cuadratura es exacta en Py, _1, tenemos que

1 n
[ p@steeis = Y wnablanstens =0
-1 i=0
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ya que Y(x,;) =0,i=0,1,...,n.

Por tanto, v es ortogonal a P,,_9, y como ademas v € P, 11 lo podemos escribir como

¥(x) = apnir(z) + Bpn(x) + Ypn-1(x) con o, fB,7 €R.
Como 9 vy ppy1 son moénicos, a = 1.
Ademas, xp0 = —1y pyn = 1; por tanto ¢(—1) =0y (1) =0, y entonces S =ay v =0b. Con
esto obtenemos que
Y(x) = ppia(z) + apn(x) +bpp—1(z) = q(x).

Luego los nodos 4, i = 1,...,n —1 con 2,0 = —1 y &, = 1 son las raices de ¢(x) como

queriamos demostrar. O

Con la Observaciéon y la Proposicion queda determinada la unicidad de la férmula.
En efecto, los n + 1 nodos, dos de ellos el —1 y el 1, son las raices de g(x) y como la formula de

cuadratura es de tipo interpolatorio polinémico, quedan determinados sus coeficientes por (3.7)).
Determinaremos ahora la ezistencia de la féormula.

Proposicién 3.21. Sean —1 = 2,0 < 21 < ... < Tpp—1 < Tpp = 1 las n+ 1 raices de q y

sean wp 4, © = 0,1,...,n los coeficientes dados por . Entonces la formula de cuadratura

1 n
/ faala)dn =3 wnif (o)
- =0

es exacta en Poy,_q.

Demostracion. Sea p € Py,_1 arbitrario. Haciendo la divisién euclidea de p entre ¢, tenemos que

existen s y r tnicos con deg(s) < n — 2y deg(r) < n tales que
p=qs+r. (3.20)

Tenemos que probar que 1 )
| asta)s - > wniplon) (3.21)
Tenemos que -
1 1 1 1
/_ plo)(a)dz = /_ alw)s(aje(z)dr + /_ () = /_ rla)(a)dr (3.22)

ya que f_ll q(z)s(x)w(x)dx = 0, porque ¢LP, o2y s € Pp_o.
Como la formula de cuadratura (3.8)) es interpolatoria polinémica, es exacta en P,,. Como ademas

r € P, tenemos que

-1

1 n
/ r(@)w(@)de = wn (). (3.23)
=0
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Dado que los x,,; son las raices de g(z), tenemos que
Q(xn,i):(), Z':(),l,...,n

lo que, junto con ({3.20)), implica

p(@ni) =1(Tn:), 1=0,1,...,n. (3.24)

Finalmente, usando (3.22)), (3.23) y (3.24) obtenemos (3.21)). Concluimos asi que la férmula de

cuadratura es exacta en Py, como querfamos demostrar. O

Estudiaremos ahora la optimalidad de la férmula.

Proposicion 3.22. No existe ninguna formula de cuadratura de n + 1 nodos con v,9 = —1 y

Tnn = 1 que sea evacta en Py,.

Demostracion. Sean —1 = 2,0 < Tp1 < ... < Tpnp-1 < Tpp = 1 losnodos y wy,, 7 =0,1,...,n
los coeficientes de la formula.

Sea s(@) = (1+2)(1 - @) [T12} (& — 20 )2 deg(s) = 2n.

Probemos que la formula de cuadratura no es exacta para s. Tenemos que s(z) # 0y s(z) > 0,

Vx € [—1,1], entonces por la condiciéon (c) de la definicién de funcién peso obtenemos que

/1 s(x)w(x)dz > 0.

-1

Por otro lado, como s(z,;) =0,i=0,1,...,n, entonces

n
Z Wn,i5(Tni) = 0.
=0

Por lo tanto, la féormula de cuadratura no es exacta en Po,,. O
Proposicién 3.23. w,; >0, ¢=0,1,...,n.
Demostracion.
) 2 ) 2
= Parai # 0, consideramos fil %w(m)dw; notese que ¥;(z) := % es un polinomio

de grado 2n — 1 y su factorizaciéon contiene el factor 1 + z, que es positivo en (—1,1);

aplicando la condicion (c) de la definicion de funcién peso, tenemos que

1 . 2 - '
/ Ol ) de = 3 wnti(ans) = T >0
= n,i

-1 1+$

Como 1+ x,; > 0, concluimos que wy,; > 0, para todo i =1,...,n.
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2 2
» Para ¢ = 0, consideramos f_ll %w(m)dw; analogamente (z) = % es un

polinomio de grado 2n — 1y ¢g(x) > 0 para todo x € [—1, 1]; ahora tenemos que

2 n
/1 (¢n,0(x)) w(:v)dx _ an,jwz(wn,j) _ Wn,0 _ Wn,0 > 0.

1 l1—-x = 1—zup0 2

O

En el caso especial de los pesos de Jacobi, hay una caracterizacién alternativa de los nodos
de la formula de cuadratura de Gauss-Lobatto de n + 1 puntos (n > 1): son —1, 1 y las raices
de p, ().

Notese que, dado que p,(x) tiene n raices distintas en (—1, 1), aplicando el Teorema de Rolle se
deduce que las n — 1 raices de p, (x) son todas distintas y estan en (—1,1).

La proposicion siguiente justifica la caracterizacién alternativa mencionada.

Proposicién 3.24. Sea n > 1 entero y sean vp0 = —1, Tpnp =1 y xp,, 1 =1,...,n — 1 las

raices de p;l(:c) La formula de cuadratura interpolatoria polindmica
1 n
/ @)1= 2) (1 +2)Pde =~ 3 wnif wns) (3.25)
-1 i=0
es exacta en Poy,_q.

Demostracion. Sea p € Py,_1 arbitrario. Haciendo la divisién euclidea de p entre el polinomio
(1— x2)p;1(a:), obtenemos que existen polinomios s y r tnicos con deg(s) < n — 2y deg(r) <n
tales que
p=(1-2")p,s+r. (3.26)
Tenemos que ver que
1 n
[ vt =Y wap(en) (3.27)
-1 i=0
Tenemos que

1 1 1
/ p(x)w(x)d:c—/ (1—x2)p;1(x)s(m)w(:r)dx+/ r(z)w(x)de. (3.28)

-1 -1 -1

Por una parte, integrando por parte

1
| =2 @)s@wlods =
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vaque (1—22)w(z) = (1—2)*1 (142)5+! se anula en £1 (ya que a+1 > 0y S+1 > 0). Ademés en
la primera integral, tenemos que deg((1—22)s(x)) < n, con lo cual deg (% [(1 — a:Q)s(a:)D <n-1
y como pp LPy_q,

! d
/ pn(x)% [(1—2%)s(z)] w(z)dz = 0. (3.30)

Consideremos ahora la segunda integral.

B

Recordemos que w(z) = (1 —z)* (1 + x)”; es facil comprobar que

(1-2?)

=—a(l+2x)+p(1—x),

/

con lo cual deg <(1 —x?)% (x)s(:):)> <n-—1y como p, P, 1, obtenemos que

w(x)

! W (z
/1pn(x)s(:1:)(1 ) )w(:c)dx = 0. (3.31)

Usando (3.28))-(3.31)), deducimos que
1 1
/ p(z)w(x)dx = / r(x)w(z)de. (3.32)

1 -1
Por otra parte, como la férmula de cuadratura es interpolatoria polinémica, es exacta en P,.

Como ademas r € P, tenemos que

1 n
[ r@l@de =" wiren). (3.33)
=0

-1
Dado que los @,,4, i = 1,...,n — 1 son las raices de p;l(:v), tenemos que
po(ani) =0, i=1,...,n—1
lo que, junto con x,0=—1, T, =1y , implica
p(Tni) =r(zn;), i=0,1,...,n. (3.34)

Finalmente, usando (3.32)-(3.34)) obtenemos (3.27) como queriamos demostrar. O

Dado que la féormula de cuadratura (3.25) tiene n + 1 nodos, incluyendo —1 y 1, y es exacta

en Py,_1, dicha férmula es la férmula de cuadratura de Gauss-Lobatto de n 4+ 1 puntos.

3.3. Ejemplos de féormulas de cuadratura de tipo gaussiano

En esta seccién veremos algunas cuadraturas de tipo gaussiano para los pesos de Legendre y
de Tchebycheff.
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LEGENDRE-GAUSS

Veamos cudl es la formula de cuadratura de Gauss de 3 nodos en [—1,1] para el peso de

Legendre.

Tenemos que

1 2
/1 fla)de =Y wa i f (w2:) = waof(x2,0) + wa i f(w21) +waaf(w2:2). (3.35)
- i=0

Los nodos son las raices del polinomio Ps(z) = % (5303 — Sx).

(53?3—333):0 — =0y z==+ %

| =

Pg(l‘) =0 =

Por tanto, los nodos de la férmula son:

S T
2,0 = 5 21 =U, T22= 5

Ahora tenemos que calcular los pesos correspondientes y para eso imponemos exactitud en Ps

tomando como base el conjunto {1, 1:,902}.

» Para Py(z) =1
1

wo,0 + wa,1 + w2 = / ldz = 2.
—1

1
—\/§w20+0+\/§w22:/ zdx = 0.
5 7 5 7 1

3 3 ! 2
ng,o + 0+ gwm = /_1 22dr = 3"

» Para Pi(z) ==

» Para Py(7) = 22

Resolviendo el sistema obtenemos que

8
W2,0 = W22 =~ y W21 = .

9 9
Finalmente substituyendo en (3.35) los nodos y pesos obtenidos tenemos que

[ swae=2se B+ a0+ 2D

es la formula de cuadratura de Legendre-Gauss de 3 nodos en [—1,1].
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LEGENDRE-GAUSS-LOBATTO

Veamos cuél es la formula de cuadratura de Gauss-Lobatto de 4 nodos en [—1, 1] para el peso

de Legendre.

Tenemos que

1 3
/ fl@)dz ~ ) wsif(ws:) = wsof(230) +ws i f(wsn) + wsaf(wsa) + wssf(wss). (3.36)
-1 =0
Como la férmula es de tipo Gauss-Lobatto tenemos que dos nodos son los extremos y los otros dos
nodos estan en el interior del intervalo [—1,1]. Como ademaés los polinomios de Legendre son un

. . . . . . , ’
caso particular de los polinomios de Jacobi, los nodos interiores son las raices de Ps(z) = 15,23

2T Ty
/ 15 3 1 1
P3(J)):0 <~ ?.’I)Q—gzo <~ .’E2:g <— xr=4= 5

Por tanto, los nodos de la férmula son:

1
x30=—1, x31= —\/;, 32 =+

Ahora tenemos que calcular los pesos correspondientes y para eso imponemos exactitud en Pg

, r33=1

o] =

tomando como base el conjunto {1, x, x>, x3}.

Para Py(z) =1
1

w30+ w31+ w3o + w33z = / ldx = 2.
-1

1 1 1
—w30 — A/ W31t/ w32+ w33 = xdx = 0.
k] 5 k] 5 ) b 71

1 1 L, 2
w3 o+ -ws1+ -ws2 + w33z = xédx = 3

Para Pi(z) =z

Para Py(r) = 22

5 5 .
» Para P3(z) = 23
g — ——ws + —mg g + _—/1 3de =0
w w w w z’dx = 0.
307 g pWsL Tt Spwsa tWss =

Ademas, como los nodos estan simétricamente distribuidos y el peso es simétrico respecto del

origen, aplicando la proposicion [3.7] tenemos simetria en los pesos, de modo que

W30 =W33 Y W31 =W32
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v as{ basta con resolver el sistema

2

211}370 + 211)371 =2
2wso + Fwsa = 5

de donde obtenemos que

1 5
W30 = W33 = o Y W31 = W2 =

Finalmente substituyendo en (3.36)) los nodos y pesos obtenidos tenemos que la formula de

cuadratura de Legendre-Gauss-Lobatto de 4 nodos en [—1,1] es

[ swe = b+ 2oy h e g b

En este epigrafe y en los dos siguientes, para abreviar la notacién suprimimos el indice n en

los nodos y coeficientes de las formulas de cuadratura, de modo que consideraremos

TCHEBYCHEFF-GAUSS

Consideramos n + 1 nodos, donde n es el grado de la interpolacién polinémica subyacente.

Veamos que

/ e 1_362 an(f)znj_lzn:f((;og<m>>

es la formula de Tchebycheff-Gauss de n + 1 nodos.
Los n + 1 nodos son las raices de T,,4+1(z). Recordemos que Tp41(z) = cos((n + 1) arccos(x)).

Haciendo el cambio de variable § = arc cos(z), tenemos que
x=cos(d) v Thyi(x)=cos((n+1)0).
Por lo tanto,

Tpir(z) =0 <= cos(n+1)0) =0 <= (n+1)f= g +jm, jEL (3.37)

Ademas como z € [—1, 1], tenemos que 6 € [0, 7], con lo cual (n+ 1)0 € [0, (n + 1)7]. De esto,
junto con (3.37), deducimos que

(n+1)9:g+m, i=0,1,...n.



3.3. Ejemplos de férmulas de cuadratura de tipo gaussiano 43

Introducimos 6;, que son los valores de 6 correspondientes:
o %+j7T: (25 + )
T on+1 2n + 2

Deshaciendo el cambio de variable tenemos que las raices de T;,41(z) son

(25 + 1)
2n + 2

, 7=0,1,...,n.

:z:j:cos(ﬁj):cos< ), para j=0,1,...,n

Ademas como la funcion coseno en [0, 7] decrece estrictamente, las raices son distintas y estan

ordenadas de forma decreciente, es decir,

1l>z9g>21>...> 2, > —1.

Comprobemos ahora que los pesos son w; = nLH para j = 0,1,...,n; para esto basta comprobar
que la férmula es exacta en Py, 1.
Tomamos como base de Poy, 41 el conjunto {Tp, 11, ..., Tont1}-

Notese que como Ty = 1, en virtud de (2.20) tenemos que

0 para k>1

! 1 ! 1
/1 Tk(x)ﬁd:ﬁ = /1 Tk(x)To(x)ﬁdx =

Ahora calcularemos el resultado de aplicar la féormula de cuadratura a los 1.

T para k=0

= Para k=0,

Io(Ty) = I,(1) = (n+1)=r.

T
n+1
m Paral <k<2n+1,

n .
s (2 + )m
I, = T; —_ . .
n n+1jz: k(cos( o 12 >> (3.38)
Tenemos que
2j+1)m - (25 + 1)k
ZTk <COS < o + 2 >) = jZOCOS <M . (339)
Como los argumentos del coseno estan en progresién aritmética, transformamos la suma

ki

en una progresion geométrica, cuya razon es en+1 = 1; tenemos que

n (2n+1)kmi 2k kmi
2] —|— 1 k;ﬂ' R (272+1)]2€7\'Z e 2n+2 ce2nt+2 — e2n+2
g co o T 2 e E e 2nt = Re SET =
e2nt2 — 1
(2n+3)kmi ki ki kmi kmi
e 2n+2 — e2n+2 e €2n+2 — e2n+2
=Re ki = Re ki =
en+z — 1 em+2 — ]

=Re <[(_1>;; 1] €2i7f2>

e2nt2 — 1
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—kmi

y multiplicando numerador y denominador por e2»+2 obtenemos que

Re(k—n;;ue%):&(M>:Re CEVAES U

.. k’Tl'
2 2 — 2 2 — 2 2
e2n+ 1 ez2n+ e2n+ 27 sin <2n+2>

Esto, junto con (3.38) y (3.39) implica que I,,(T;) = 0 para todo k =1,...,2n + 1.

Luego la férmula es exacta en Po,11 v como tiene n + 1 nodos, en efecto es la férmula de
Tchebycheff-Gauss de n + 1 nodos.

TCHEBYCHEFF-GAUSS-LOBATTO

Consideramos n + 1 nodos.

Veamos que

/_11 f(x)\/ll_iﬂdx ~In(f) = % [F(=1) + fF(D)] + fo (COS (;;))

es la formula de Tchebycheff-Gauss-Lobatto de n 4+ 1 nodos.

Como la férmula es de tipo Gauss-Lobatto tenemos dos nodos que corresponden a los extremos
y los n — 1 nodos restantes estan en el interior del intervalo [—1, 1]. Como ademas los polinomios
de Tchebycheff son un caso particular de los polinomios de Jacobi, los nodos interiores son las

raices de T/ (). Tenemos que
n .
(r) = ——=sin (narccos(x))

Vi-a?

y haciendo el cambio de variable § = arc cos(z), tenemos que

/ n sin(nd)
z=cos(f) y T,() S0 (0)
Por lo tanto,
, n sin(nf) . . .
T,(x)=0 im0 =0 = sin(nf) =0 <= nb=jm, j€cZ. (3.40)

Ademés como = € (—1,1), tenemos que 6 € (0,7), con lo cual nf € (0,nm). De esto, junto con

(3.40), deducimos que

nd=jr, j=1,...,n— 1.

Introducimos 6;, que son los valores de 6 correspondientes:
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Deshaciendo el cambio de variable tenemos que las raices de 7T, 7;(:17) son
xj = cos(fj) = cos <]7T> , para j=1,...,n—1.
n

Por lo tanto, los nodos de la férmula son z; = cos ( ) 7 =0,.

Comprobemos ahora que los pesos son

5,; para 7=0,n
wj; =
s

o para j=1,...,n—1

Para esto basta comprobar que la formula de cuadratura es exacta en Po,_1.
Tomamos como base de Pa,—; el conjunto {Tp,T1,...,Ton—1}.

Recuérdese que
0 para k>1

! 1
/_1 Tk(:c)ﬁdx =

m para k=0

Ahora calcularemos el resultado de aplicar la férmula de cuadratura a los Tj.

= Para k=0,
T T
I,(Ty) = 1,(1) = %2 + E(n —-1) =
= Para 1 <k <2n—1, tenemos que
™ 7
L,(Tx) = — [Tp(—1) + Tx(1 -5 3.41
a(Ti) = 2= [Ti(=1) + Ti(1)] + =8, (3.41)

donde

=520 (o0 () = S ().

Como los argumentos del coseno estan en progresion aritmética, transformamos la suma

en una progresion geométrica, cuya razon es e » # 1; tenemos que

n—1 ki n—1 (n=1)kmi kmi kmi
T kjmi e n c€n —En
S:E COS(‘;):RG Zen :Re< i X ):

=1 er -

ki ki k kmi

— n —1 — n
=Re = [ : = Re ( sz :
en —1 en —1

y multiplicando numerador y denominador por e 2= obtenemos que

S _pe (( 1)ke 2 —e) . ((—N( isin (A1) _ism(gg)> )

bt —pmi isin ( ) + ¢sin (g”)

([ DG ED) g (070 0 g

(is
2isin (47)
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Ahora calculemos Ty (—1) 4+ Tk (1). En virtud de (2.23) tenemos que
TM—D4¥QU):(—UW&U)+TMD::“—Dk+1YQU):(—Uk+1. (3.43)

Finalmente subtituyendo (3.42) y (3.43) en (3.41) obtenemos que I,(Tx) = 0 para todo
k=1,....2n—1.

Luego la férmula es exacta en Po,_1 v como tiene n + 1 nodos, en efecto es la férmula de
Tchebycheftf-Gauss-Lobatto de n 4+ 1 nodos.

TCHEBYCHEFF-GAUSS-RADAU

Consideramos n + 1 nodos. La formula de Tchebycheff-Gauss-Radau de n+ 1 nodos en [—1,1] es

n
s

/_11f(x>\/11_7dx =Dl = g VI 2"21 ! j;f <COS <23]:1>> |

Su obtencién es similar ya que sabemos que un nodo es el 1 y los nodos interiores son las raices de

Th+1(z) — T (x); se obtienen esencialmente usando el mismo método que en los casos anteriores.

Para los pesos, también basta con comprobar que la férmula es exacta en Po,,.



Anexo 1

Funcion Gamma

La funciéon Gamma, I', se define como

“+o0o
I'(p) :/ tP~te~tdt, para p > 0.
0

Esta funcion tiene varias propiedades que usamos en el capitulo 2.

- T(1)=1

I'(p+1) =pI'(p), para todo p >0

I'(p+ 1) = p! para todo p € N

D(1/2) = V7

Las demostraciones de estas propiedades pueden verse en [7].

47
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I. Funcion Gamma
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