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Summary and conclusions

The study of differential equations on manifolds is a natural problem widely inves-
tigated in differential geometry. The Obata’s equation and the conformally Einstein
equation are two classical examples. This thesis is devoted to the quasi-Einstein
equation. This is an overdetermined PDE system defined on a pseudo-Riemannian
manifold. Our analysis deals with the local structure of those metrics satisfying the
equation under certain geometric conditions. This problem leads to a new equation
in the affine setting: the affine quasi-Einstein equation. For this reason, we structure
this work into two parts. In the first one we consider the quasi-Einstein equation in
the pseudo-Riemannian setting, while in the second one we investigate the associ-
ated affine problem. In order to introduce the preliminary notions we need for our
analysis, we devote Chapter 1 to establishing some notation and recall basic results.
Among other concepts, we describe some basic facts about warped products, Walker
manifolds and Riemannian extensions.

A pseudo-Riemannian manifold (M, g) is said to be generalized quasi-Einstein
if there exist a function f and a constant y satisfying the equation

Hesy +p — pdf @ df = Ag forsome A € C* (M), (1)

where Hes; and p denote the Hessian of f and the Ricci tensor, respectively. The
function A is determined by taking traces in the equation and f is called the potential
function. Manifolds satisfying the generalized quasi-Einstein equation with constant
A are called quasi-Einstein.

In what follows, we present some special cases of the generalized quasi-Einstein
equation. These show that the present equation brings together many important ge-
ometric conditions. For instance, if f is constant, then the equation reduces to the
Einstein equation. For 1 = 0, we get the gradient Ricci almost soliton equation [95]

Hesf 4+ p = A g for some A € C*°(M). )

For convenience, we denote the gradient Ricci almost soliton structure by (M, g, f).
If X is constant, we obtain the gradient Ricci soliton equation. Metrics satisfying this
equation are self-similar solutions to the Ricci flow defined by 8% g(t) = —2p(t) [65].




Summary and conclusions

This is, they are the fixed points of this flow modulo scalings and diffeomorphisms.
The Ricci flow has received special attention in recent years due to its importance
in the proof of the Poincaré’s conjecture given by Perelman. As a result, gradient
Ricci solitons have been broadly investigated, both in the Riemannian [30, 95] and
pseudo-Riemannian setting [105]. If A is non-constant, the metrics we obtain are not
just a formal generalization of the previous ones. They also correspond to self-similar
solutions for some geometric flows. This is the case of the Ricci-Bourguignon flow
defined by the evolution equation

gtg@) = 2(p(t) = r7(t)9(1), rER,

where 7 denotes the scalar curvature. The self-similar solutions of this flow are called
r-Einstein solitons and are characterized by the equation Hesy +p = (k7 + ¢)g for
some ¢ € R. Therefore, they constitute a class of gradient Ricci almost solitons
[38,43].

On the other hand, when we consider the quasi-Einstein equation (1) for x4 # 0,
we also obtain interesting geometric conditions. In order to introduce some of them,
and since the df ® df term is non-linear, we make the change of variable h = e=#/.
This transforms the quasi-Einstein equation (1) into the linear equation

Hesyp —puhp = —phAg. 3)

This is called the linearized quasi-Einstein equation. For convenience, we denote by
(M, g, h, ) the quasi-Einstein structure determined by Equation (3).

If (M, g) is Einstein, then the linearized quasi-Einstein equation (3) reduces to
the Mobius equation Hes, = uh (% — /\) g for Ah = ph(t — nX) [101] and if,
additionally, A is constant, then it reduces to Obata’s equation Hes, + khg = 0,
where £ = pu (Z — X) is constant [87].

Let M (M) denote the space of equivalence classes of smooth Riemannian met-
rics of volume one on M and let S : g € My — S(g) = [,, 72dvoly be the func-
tional given by the squared L?-norm of the scalar curvature restricted to metrics of
volume one. A metric g is critical for S if Hes, —7p = {%AT— %7’2}9 [5,37]. Hence
any critical metric is quasi-Einstein with 4+ = 1 and potential function given by the
scalar curvature. Furthermore quasi-Einstein structures (M, g, h, 1) with A = —%
correspond to static manifolds. They constitute the Riemannian base manifold of a
Lorentzian static spacetime (R x M, —h2dt? + g) obeying the Einstein equation for
a perfect fluid [68, 70].

Another important situation occurs when p = —m. Manifolds satisfying
the quasi-Einstein equation (1) for this value of p are conformally Einstein. This
is, they are Riemannian structures with an Einstein representative in their conformal
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Summary and conclusions

class [8]. This case is distinguished in our analysis and exhibits some interesting
phenomena.

Finally, we consider quasi-Einstein manifolds with © = % for some integer
n > 2. These metrics appear naturally when we study Einstein warped products. On
the one hand, one has that the base of an Einstein warped product is quasi-Einstein.
Conversely, let (B, gp, f, %) be a quasi-Einstein structure for some integer n > 2.
Then, there exists an appropriate Einstein fiber ' of dimension n such that B x s F'
is an Einstein warped product [67, 80].

The study of the local structure of gradient Ricci (almost) solitons and quasi-
Einstein metrics is a difficult problem in general. For that reason, considering the
local structure of these metrics under some geometric conditions is a natural question
that has received special attention during the last years. Since the curvature tensor is
reflected in Equations (2) and (3) through the Ricci tensor, a first step is to consider
those situations where the Ricci tensor determines the curvature tensor. This is the
case for locally conformally flat gradient Ricci (almost) solitons and quasi-Einstein
manifolds. The local structure of these metrics has been broadly investigated [12, 39,
55].

In dimension four, the Weyl tensor decomposes into its self-dual and anti-self-
dual parts. Thus, we may weaken the locally conformally flat condition and consider
half conformally flat (i.e., self-dual or anti-self-dual) manifolds. Therefore, the start-
ing point of our work is to give the local structure of gradient Ricci almost solitons
and quasi-Einstein manifolds under this weaker condition.

The gradient Ricci almost soliton equation (2) and the quasi-Einstein equation (3)
reflect the geometry of the level sets of the potential function f by means of their
second fundamental form Hesy. Thereby, it is natural to consider separately the
cases when those level sets are degenerate and non-degenerate hypersurfaces. We
say that a gradient Ricci (almost) soliton or quasi-Einstein manifold is non-isotropic
if [Vf|| # 0 and it is isotropic when |V f|| = 0 and Vf # 0. For non-isotropic
half conformally flat structures, the underlying geometry is quite rigid. In fact, all of
them are locally isometric to a warped product with 1-dimensional base and locally
conformally flat in the three possible signatures in dimension four (cf. Theorems 2.6
and 3.10). Furthermore, in the Lorentzian setting half conformal flatness is equiv-
alent to local conformal flatness and in Riemannian signature the structures under
consideration are always non-isotropic. This means there are no half conformally flat
quasi-Einstein manifolds which are not locally conformally flat in these signatures.

The above considerations turn our interest to the case of neutral signature (2, 2).
Isotropic half conformally flat gradient Ricci (almost) solitons or quasi-Einstein man-
ifolds are shown to be locally Walker and 7 = 4\ (cf. Theorems 2.9 and 3.13). As
a consequence, we may consider the orientation given by the Walker structure. In
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principle, self-duality and anti-self-duality are interchangeable concepts, but once
we fix the orientation, this is not true anymore. For this reason, self-dual and anti-
self-dual isotropic structures have very different behaviors. In fact, all anti-self-dual
isotropic gradient Ricci (almost) solitons or quasi-Einstein manifolds with the orien-
tation given by the Walker structure have 7 = 0 and, thus, A = 0. Consequently,
there are no anti-self-dual examples of these structures with non-constant \.

Our aim in the first part of the thesis (chapters 2 and 3) is to give a local charac-
terization of self-dual generalized quasi-Einstein manifolds. To do so, we distinguish
two possibilities: A is constant and A is non-constant. For constant A, we obtain
that the underlying structure is a deformed Riemannian extension (7*%, gp ¢ ) of an
affine surface (X, D), where ® is a symmetric (0, 2)-tensor field on ¥. Moreover, the
potential function is the pullback of a function on X satisfying certain affine equa-
tion. If, on the contrary, A is non-constant, then the underlying structure is a modified
Riemannian extension (7%, gp ¢ 714) of an affine surface (X, D), where @ is a
symmetric (0, 2)-tensor field and 7" is a (1, 1)-tensor field on ¥. Furthermore, the
potential function is again the pullback of a function on 3, but in this case it does not
have additional restrictions.

In Chapter 2, we consider half conformally flat gradient Ricci almost solitons.
The following theorem is the main result of this chapter and it summarizes the local
structure of these metrics.

Theorem 2.11. Let (M, g, f) be a self-dual gradient Ricci almost soliton of signature
(2,2) which is not Ricci flat. Then:

(1) If (M, g) is non-isotropic, then (M, g) is locally conformally flat and is locally
isometric to a warped product of the form I X, N, where I C R and N is of
constant curvature.

(2) If (M, g) is isotropic and X is constant, then X = 0 and (M, g) is locally iso-
metric to a deformed Riemannian extension (I*%, gp &) of an affine surface
(X,D) and | = ™ f with f € C>(X) satisfying the affine soliton equation
Hesj’? +pP =0.

(3) If (M, g) is isotropic and X is non-constant, then (M, g) is locally isometric to
a modified Riemannian extension (T*%, gp o 114) of an affine surface (3, D)
and f = w*ffor some f € C®(X). Moreover, there exists C € R such that
A=3Ce !, T=Cel1dand ® = %ef(Hes? +2pD).

The previous theorem not only gives the local structure of these metrics. It also
provides a construction method for examples, showing that there exist non-trivial
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self-dual gradient Ricci almost solitons that are not locally conformally flat. As-
sertion (2) was originally established in [11]. Metrics described in Assertion (2)
are obtained from affine surfaces (X, D) for which there exists a solution for the
affine gradient Ricci soliton equation Hes}é7 + pP = 0. This transforms the original
pseudo-Riemannian problem into an affine problem which is much less rigid. This
was already studied in [14]. Finally, metrics described in Assertion (3) are obtained
from any affine surface (X, D) and any f € C°°(X). This concludes the analysis of
Chapter 2.

In Chapter 3, we consider the case p# # 0. This allows us to consider the lin-
earized quasi-Einstein equation (3). The following theorem is the main result of this
chapter. It describes the local structure of the self-dual quasi-Einstein manifolds.

Theorem 3.18. Let (M, g, h, 1) be a self-dual generalized quasi-Einstein structure
of signature (2,2) with ju ¢ {—%,0} which is not Ricci flat. Then:

(1) If (M, g) is non-isotropic, then (M, g) is locally conformally flat and it is locally
isometric to a warped product of the form I x, N, where I C R and N is of
constant curvature.

(2) If (M, g) is isotropic and X is constant, then A = 0 and (M, g) is locally isomet-
ric to a deformed Riemann extension (I*X, gp &) of an affine surface (3, D)
with h = 7*h for some h € C*(X) satisfying the affine quasi-Einstein equation

HeSED < 2,uﬁp£ =0. “)

(3) If (M, g) is isotropic and X is non-constant, then (M, g) is locally isometric to a
modified Riemannian extension (T*3, gp & 1.1a) of an affine surface (X, D) and
h = 7*h for some h € C®(X). Moreover, there exists C € R — {0} such that

A= 3Ch¥, T = Chldand ® = — 2 h™ "% (HesP — 2uhpP).

As in Theorem 2.11, the previous result not only gives the local structure of the
generalized quasi-Einstein manifolds. It also provides a construction method of non-
trivial examples for these metrics. This shows there exist self-dual quasi-Einstein
manifolds that are not locally conformally flat (Section 3.4). Metrics described in
Assertion (3) are obtained from any affine surface (X, D) and any f € C®°(X). How-
ever, metrics described in Assertion (2) are obtained from affine surfaces (3, D) for
which there exists a solution f to the equation (4). This transforms again the original
pseudo-Riemannian problem into an affine problem. Therefore, our analysis moves
naturally towards the problem of finding an affine surface admitting solutions for
equation (4). For convenience, we redefine this equation as

Hes? — ufpSD =0 for some i € R. &)

ix



Summary and conclusions

This is called the affine quasi-Einstein equation. Although this is defined for surfaces,
we may also consider the previous equation for arbitrary dimension. Motivated by
these ideas, the second part of this work is devoted to the study of the affine quasi-
Einstein equation (5). This is carried out in Chapters 4 to 8.

In Chapter 4 we examine the affine quasi-Einstein equation and provide some
general properties, especially those concerning its space of solutions. The following
theorem exhibits the good behavior of the affine quasi-Einstein equation in terms of
differentiability. Let £,(u, D) denote the linear space of germs of solutions to the
affine quasi-Einstein equation based at p and let E'(u, D) denote the space of global
solutions.

Theorem 4.2. Let M = (M, D) be an m-dimensional affine manifold and let f €
E, (11, D). Then, the following assertions hold:

(1) f € C™(M) and if M is real analytic, then f is real analytic.

(2) If X is a germ of an affine Killing vector field based at p, then X (f) € E,(u, D).
(3) If f(p) = 0and df (p) = 0, then f = 0 in a neighborhood of p.

4) dim{E,(u, D)} <m+ 1.

(5) If M is simply connected and dim{ E,(u, D)} is constant for all p € M, then f
extends uniquely to an element of E(u, D).

After setting these foundational results, we move forward to analyze the behav-
ior of the affine quasi-Einstein equation under two different equivalence relations in
the affine context. We first study strong projective equivalence, this is, we consider
manifolds whose unparametrized geodesics and anti-symmetric Ricci tensors coin-
cide. The following theorem shows that for an m-dimensional affine quasi-Einstein
manifold the eigenvalue p = iy, := —ﬁ plays a distinguished role.

Theorem 4.16. Let M = (M, D) be an m-dimensional affine manifold.
(1) M is strongly projectively flat if and only if dim{E},(ftr,, D)} = m + 1.

(2) If dim{E,(u, D)} = m + 1 for some p # i, , then M is strongly projectively
flat and Ricci flat.

(3) If dim{Ey(pm, D)} = m + 1 there exists a basis {¢o, . .., om} for Ep(pim, D)
such that ¢o(p) # 0 and ¢;(p) = 0 fori > 0. Then z = (z',...,2™) with
2t = ¢;/po is a coordinate system in a neighborhood of p such that the un-
parametrized geodesics of M are straight lines.
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Theorem 4.16 exhibits the close relation between the affine quasi-Einstein equa-
tion and the strongly projectively flat character of the connection. This result can be
improved for affine surfaces as follows.

Theorem 4.18. Let M be an affine surface. Then dim{E,(—1, D)} # 2. Moreover,
(1) M is strongly projectively flat if and only if diim{E,(—1, D)} = 3.
(2) If M is strongly projectively flat and rank pP = 2, then

(@) dim{E,(u, D)} =0 for p ¢ {—1,0}.
(b) dim{E,(0, D)} = 1.

(3) Ifdim{E,(u, D)} = 3 for p # —1, then M is flat.

Another fundamental result in this second part of the thesis concerns a differ-
ent equivalence relation in the affine setting. Two affine structures are said to be
affine equivalent if there exists a diffeomorphism from one to another that preserves
the connection. It turns out that the affine quasi-Einstein equation with 1 = f, in
strongly projectively flat manifolds behaves very nicely under this type of transfor-
mations.

Theorem 4.20. Let M; := (M, D;) for i = 1,2 be two strongly projectively flat
affine structures on the same underlying simply connected m-dimensional manifold
M and let = be a local diffeomorphism of M.

(1) If E(ptm, D1) = E(jim, D2), then Dy = Dy,

() If E"E(pm, D1) = E(ptm, D2), then Z*Dy = D,

Theorems 4.18 and 4.20 are essential for our analysis in Chapter 5, where we
study the affine quasi-Einstein equation in the setting of locally homogeneous sur-
faces. An affine surface is said to be locally homogeneous if for any given two points
p and q there exists a local diffeomorphism ¢ : i), — U, maping a neighborhood 4,
of p into a neighborhood U, of ¢ so that ¢(p) = ¢ and the connection is preserved
©*D = D. From the work of Opozda in [90] one obtains that these structures can be
modeled locally in at least one of the following spaces:

(A) M = (M, D) is a Type A model if M = R? and the Christoffel symbols are
constants in the usual coordinates of R2.

(B) M = (M, D) is a Type B model if M = R x R and the Christoffel symbols
take the form I';;* = (2!)~1C;;* for C;;* constant in the usual coordinates (z!, 2?)
of RT x R.
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(C) M = (M, D) is a Type C model if M is the 2-sphere with the usual metric and
D is its Levi-Civita connection.

Brozos-Vazquez, Garcia-Rio and Gilkey gave in [14, Theorem 4.12] a complete
description of 2-dimensional homogeneous affine Ricci solitons up to affine equiv-
alence. The situation for the affine quasi-Einstein setting is even richer, giving rise
to a large number of examples which are quasi-Einstein but not affine Ricci solitons.
Also, there exist homogeneous affine surfaces admitting non-trivial solutions for both
the affine gradient Ricci soliton equation and affine quasi-Einstein equation. These
are essentially the Type A surfaces with Ricci tensor of rank one (Remark 7.13).

In Chapter 5 we provide the form of a general solution to the affine quasi-Einstein
equation for models of type A, B and C. Using this information, we study the di-
mension of the space of solutions up to linear equivalence for different values of
(. We obtain that the Type C model is very rigid and its space of solutions con-
sists of constant functions for ¢+ = 0, it is spanned by the restrictions to the sphere
of homogeneous polynomials of degree one for 4 = —1, and it is trivial otherwise
(Theorem 5.22).

The situation for Type .4 and Type B surfaces is much richer. We study separately
each of these two cases that present quite different properties. We consider first
Type A surface models. These homogeneous affine surfaces are strongly projectively
flat and have symmetric Ricci tensor. Furthermore, their Ricci tensor is of rank one
if and only if the structure is recurrent. The general form of solutions and basic
information about the dimension of the space of solutions for these models are given
by the following result.

Theorem 5.11. Let M = (M, D) be a Type A surface model. Then, the general
solution for the affine quasi-Einstein equation can be expressed in the form R(f)
or (f) for f = e +azae? p, where p is a polynomial with real coefficients and
a; € C. Furthermore, if M is flat, then dim{E(u, D)} = 3 for all p, and if M is
non-flat, then we have the following possibilities:

(1) If uw = 0, then E(u,D) = span{l} or, up to linear equivalence, one of the
following possibilities pertains:

(@) T3t =Ti9! = Tao! = 0 with E(u, D) = span{1, z'}.
(b) T11t =1, T12! =0, Tag! = 0 with E(p, D) = span{1, ezl}.
(2) If u = —1, then dim{E(pu, D)} = 3.

. 2 kp=1
(3) If u #0,—1, then dim{E(u, D)} = { 0 g izﬁkz _9 }
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Summary and conclusions

Since Type A surface models are strongly projectively flat, we may obtain all
possible parametrizations up to linear equivalence for the Type A models using The-
orem 4.20 and the general form of the solutions given in Theorem 5.11. This fact is
crucial in our analysis in Chapter 6 and distinguishes the Type .4 models from the
Type B, since these are not in general strongly projectively flat. Although the ideas
we use to obtain this linear classification are different, we refer to the affine and lin-
ear classification established in [14]. In this work, the authors showed that linear and
affine equivalence coincide when the Ricci tensor is of rank two. In contrast, they
obtained three families of parametrizations that are affine inequivalent and five fam-
ilies for linear equivalence when the Ricci tensor is of rank one. However, the linear
equivalence among some elements of these five families was not clear and it did not
include flat Type .4 models. Our analysis solves these two problems using the affine
quasi-Finstein equation.

Let 8(M) denote the space of affine Killing vector fields of M. For a Type A
surface model, results of [14] show that dim K(M) € {2,4,6}. The following def-
inition subsumes all possible Type A surface models, up to linear equivalence (cf.
Theorem 6.3).

Definition 6.1. Let ¢, aq, as, b1, b2 € R.

M$ models:
M§ = M(0,0,0,0,0,0);
MS§ = M(1,0,0,1,0,0);
M§ == M(-1,0,0,0,0,1);
MS§ = M(0,0,0,0,0,1);
M§ := M(0,0,0,0,1,0);
M == M(1,0,0,1,-1,0);
M2(-) models
M{ = M(-1,0,1,0,0,2);
M3 (c) == M(~1,0,¢,0,0,1+ 2c) with ¢ ¢ {0, —1};

¢) == M(0,0,1,0,c,2):

1
(-
c) == M(0,0,¢,0,0,1+ 2¢) withc ¢ {0, —1};
(
c) == M(1,0,0,0,1 + c2,2c¢);

2 2 2 2
. af+az—1,ay—a1,a1a9,a1a2,a5—a2,a1+as5—1 . .
ap,az) == M ( L L oty 1 2 2 with ajas # 0;
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Summary and conclusions

M3(£) := M(2,0,0,1,+1,0).

The following table displays a basis of the space of solutions to the affine quasi-
Einstein equation for y = —1 associated to each of the M (-) given above. It also
includes the Ricci tensor and the dimension of the space of affine Killing vector fields.

dim & M P = ps Generators of E(—1, M)
M§ 0 1,z 22
M§ 0 1, ewl,x2er1
6 z? —al
6 2 0 1,e" e
M§ 0 1,2, e’
MS 0 1,22, (%) 4 22!
M§ 0 1, e cos(z?), e sin(z?)
M3 dz? ® da? 612,x2612,6_11+z2
M%(C) (62 + C)dl‘Q ® de ecx27e(l+c)ac2,ecm2—xl
4 Mi(c) (c? 4 ¢)dz? @ dz? ™’ ete)s” ylgea’
Mi(c) dz? ® dz? e’ ) mzez27 (c(x?)* + Qacl)eg”2
Mi(c) 1+ *)d2® ® da? S8 cos(z?), e’ sin(z?), e
i 2193 1 2 1 2
M%(a’h a2) ) alé»azgl e’ 76I 76a11 Hazw
ajag az—a
a1+as—1 a1+as—1
2 b1 b2 1 2 1, o\ bialtboa?
M3 (b1, b2) b, bitb3 e* cos(z?),e” sin(x?),el1® 2T
) 2 b1
wo | (3°) P
Mi(£) < -~ ) ' 22 (20t + (22)2)e”!

Since all Type A models are strongly projectively flat, the dimension of the space
of solutions is maximal, i.e., dim F(—1, D) = 3. We then may use Theorem 4.20 to
obtain explicitly the Christoffel symbols that define each of these models using the
bases of the space of solutions. This process is detailed in Remark 5.6 and it provides
a useful tool in our analysis.

Recentely, the work of [46] has used this linear classification to study Type .4
models with torsion. Although flat models were not studied in previous linear clas-
sifications, they are relevant for this study since these give rise to non-trivial Type A
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Summary and conclusions

models with torsion.

In Chapter 6 we also provide bases for the space of solutions to the affine quasi-
Einstein equation for p # —1 associated to each model displayed on the table.

We conclude our analysis of Type A surface models in Chapter 8, where we
study the completeness of affine Killing vector fields and geodesics for these models.
The following result establishes which Type A models are affine Killing complete.
This is a relevant question, since in such a case the Lie algebra of infinitesimal affine
transformations and the space of affine Killing vector fields are isomorphic.

Theorem 8.2. Let M = (R2 V) be a Type A surface model. Then M is affine
Killing complete if and only if M is linearly equivalent to M8, M$§, M3(c), M3(c)
or M2(-) for some i.

As it happens in the pseudo-Riemannian setting, where geodesic completeness
implies Killing completeness, it is also true that affine geodesic completeness implies
affine Killing completeness. The converse is not true in general. In what follows, we
establish which Type .4 models are geodesically complete.

Theorem 8.7. Let M = (R?, V) be a Type A surface model. Then M is geodesically
complete if and only if M is linearly equivalent to MG, to MS, to Mg(—%) or to
M3(—1, a) for some a.

This concludes the analysis for the Type A setting.

The situation for Type B models is more intricate. For instance, the Ricci tensor
in these models need not be symmetric. Thus, they are not in general strongly pro-
jectively flat, so the quasi-Einstein equation with ;4 = —1 cannot be used as for the
Type A models. The following theorem gives the general form of the solutions and
summarizes the basic information about the dimension of the space of solutions for
these models.

Theorem 5.19. Let M = (M, D) be a Type B surface model. Then, the general
solution for the affine quasi-Einstein equation can be expressed in the form R(f) or
S(f) for f=204; Caij(@h)*(x?) (log(x))!, where in this finite form c; j € C,
a € C, and © and j are non-negative integers. Furthermore, if ps # 0, then one of
the following possibilities pertains:

(1) If p =0, then dim E(u, D) € {1,2}. Moreover, dim{E(0, D)} = 2 if and only
if M is linearly equivalent to one of the following surfaces:
(@ Cii' =—1,C' =0, Cr' =0.
(b) 0112 = 00111, 0122 = 00121, 0222 = CCQQlfOI” some c € R.
(© Cu'=a—-1C' =0,Cn' =0
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2) If p = —1, then dim{E(u, D)} € {0,1,3}. Moreover, if M is not strongly
projectively flat, then dim{E(—1,D)} < 1 and, dim{E(—1,D)} = 1 if and
only if M is linearly equivalent to some of the following surfaces:

(@) C' =0, Cy2* = Cra' #0.
(b) O = +1, O1p! =0, Co2? = £20112 # 0, Oyt = 1+ 20152 £ (C112)2

(3) If p # 0,—1, then dim{E(p, D)} € {0,1,2}. Moreover dim{E(u, D)} > 1if
and only if, up to linear equivalence, M is of the form

Col' = £1, C1o' =0, Cp? = £2011%, A= —-Cn'+C122 +1+#0,
W= A_Q{l + 2(0112)2 — (0111 — 0122)2 + 20122} .
Furthermore, diim{E(u, D)} = 2 if and only if M is linearly equivalent to some
of the following surfaces:
@ Ci' =F832 -3, C1i? =¢ Cra' =0, C12% = § (F82 — 3), O = £1,
0222 = 20, & 75 0.
(b) C1it =¢,C11? =0, 012" =0, Cro® = c+ 1, Opp' ==£1, €3> =0
with ¢ ¢ {—3,—1}.

In Chapter 7 we provide the linear classification of Type B flat models using
again Theorem 4.20. However, as mentioned above, this is not possible for all Type B
models since they are not strongly projectively flat in general. This is why we use the
linear classification established in [14] to provide bases of the space of solutions to
the affine quasi-Einstein equation for distinct values of .

We conclude our analysis of Type B surface models in Chapter 8, where we study
affine Killing completeness. The following result establishes which models are affine
Killing complete.

Theorem 8.5. Let M be a Type B surface model.
(1) If dim{R(M)} = 2, then M is affine Killing complete.

(2) If dim{R(M)} = 3, then M is affine Killing complete if and only if M is
linearly equivalent to the hyperbolic plane.

(3) If dim{R(M)} = 4, then M is affine Killing complete.

4) If dim{R(M)} = 6, then M is affine Killing complete if and only if M is
linearly equivalent to the Euclidean plane or to (RT x R, D), where the only

non-zero Christoffel symbol determining D in the usual coordinates (x',x?) of
Rt x RisTypt = —(2!)~L
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This completes our analysis for the Type B surface models.

Finally, we devote the last part of Chapter 8 to construct examples of Kihler
quasi-Einstein manifolds in indefinite signature. The existence of solutions for the
quasi-Einstein equation turns out to be a very restrictive condition for a Kéhler man-
ifold in the Riemannian setting. In fact, results of [34] show that these metrics are
locally isometric to a product manifold. This is not true in the indefinite setting.
In section 8.4 we use the affine quasi-Einstein equation on a Type B surface model
to construct irreducible Kihler quasi-Einstein manifolds of neutral signature (2, 2)
which are not isometric to a product manifold.
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Resumo

O estudo de ecuacidns diferenciais en variedades é un problema amplamente estuda-
do en Xeometria Diferencial. A ecuacién de Obata ou a ecuacidén conforme Einstein
son dous exemplos cldsicos. Esta tese estd dedicada ao estudo da ecuacidén quasi-
Einstein afin, que, en particular, é un sistema de ecuaciéns en derivadas parciais
sobredeterminado definido sobre unha variedade semi-riemanniana. A nosa andlise
ten como obxectivo estudar a estrutura local das métricas satisfacendo esta ecuacién
baixo certas condiciéns xeométricas. Este problema lévanos a unha nova ecuacién no
contexto afin: a ecuacién quasi-Einstein afin. Por este motivo, estruturamos o pre-
sente traballo en ddas partes. Na primeira estudamos a ecuacién quasi-Einstein en
xeometria semi-riemanniana e na segunda ocupdmonos do problema afin asociado.
De cara a introducir resultados previos necesarios, abrimos esta memoria co capitu-
lo de preliminares (capitulo 1). Neste establecemos as notacidons e nocidns bésicas
para a nosa andlise. Entre estas, destacamos os resultados sobre produtos warped,
variedades de Walker e extensiéns de Riemann.

Unha variedade semi-riemanniana (M, g) dise quasi-Einstein xeneralizada se
existe unha funcién f e unha constante p satisfacendo a ecuacién

Hesf +p — pdf ® df = Mg paracerta A € C*(M), €))

onde Hesy € p denotan o hessiano de f e o tensor de Ricci, respectivamente. A fun-
cién A queda determinada pola traza da ecuacidn e f dise a funcidn potencial. As
variedades satisfacendo a ecuacidn anterior con A constante reciben o nome de varie-
dades quasi-Einstein.

No que segue, incluimos algtins casos especiais da ecuacién quasi-Einstein xene-
ralizada que mostran que a presente ecuacién aglutina moitas condiciéns xeométricas
cofiecidas. Por exemplo, se f é constante, entén a ecuacion reddcese 4 ecuacion Eins-
tein. Se © = 0, obtemos a ecuacion dos case solitons de Ricci gradientes [95]

Hesy + p = Ag paracerta A € C*(M). 2)

Por simplicidade, denotamos a estrutura dun case solitén de Ricci gradiente defi-
nido pola ecuacién anterior por (M, g, f). Se A é constante, obtemos a ecuacion
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Resumo

dos soliténs de Ricci gradientes. As métricas que satisfan esta ecuacién son solu-
ciéns autosimilares do fluxo de Ricci definido por 8%g(zﬁ) = —2p(t) [65]. Isto &,
son os puntos fixos deste fluxo médulo dilataciéns e difeomorfismos. O fluxo de
Ricci recibiu moita atencién nos dltimos anos debido 4 sda relevancia na proba de
Perelman para a conxectura de Poincaré. A consecuencia disto, os soliténs de Ricci
gradientes estdn a ser moi estudados tanto en sinatura riemanniana [30,95] como en
semi-riemanniana [105]. Se A non € constante, as métricas que obtemos non son s6
unha xeneralizacién formal das anteriores métricas, senén que tamén corresponden
a soluciéns autosimilares para algins fluxos xeométricos. Este é o caso do fluxo de
Ricci-Bourguignon definido pola ecuacién de evolucién xeométrica

gtg@) = 2(p(t) = r7(t)9(1), K ER,

onde 7 denota a curvatura escalar. As soluciéns autosimilares deste fluxo estdn ca-
racterizadas pola ecuacion Hesy +p = (K7 + ¢)g con ¢ € R e reciben o nome de
solitons k-Einstein. Polo tanto, constitien un exemplo de case solitons de Ricci gra-
dientes [38,43].

Por outra banda, cando consideramos a ecuacién quasi-Einstein (1) con p # 0,
tamén aparecen casos particulares con gran significado xeométrico. Co obxectivo de
presentar alguns deles, e posto que o termo df ® df € non-linear, facemos un cambio
de variable de xeito que h = e~*/. Isto transforma a ecuacién quasi-Einstein (1) en

Hesp —puhp = —phXg. 3)

Esta ecuacién recibe o nome de quasi-Einstein linearizada. Denotamos a estrutura
quasi-Einstein determinada a partir desta ecuacién por (M, g, h, ().

Se (M, g) é Einstein, a ecuacion quasi-Eintein linearizada (3) redidcese 4 ecuacion
de Mobius Hes, = ph (2 — \) g para Ah = ph(T —n)) [101] e se, adicionalmente,
A € constante, obtemos a ecuacion de Obata Hesp, + khg = 0, onde Kk = p (% — )\)
é constante [87].

Sexa M1 (M) o espazo de clases de equivalencia das métricas riemannianas de
volume unen M esexa S : g € My — S(g) = [,, 72dvoly o funcional dado polo
cadrado da norma L? da curvatura escalar restrinxida 4s métricas de volume un. Unha
métrica g € critica para S se Hes, — 7p = {%AT — %7‘2}9 [5,37]. Daquela, calquera
métrica critica é quasi-Einstein con p = 1 e funcién potencial dada pola curvatura
escalar. Ademais, as estruturas quasi-Einstein (M, g, h, 1) con A\ = —% correspon-
dense coas variedades estdticas. Estas constitien unha variedade riemanniana base
dun espazo-tempo estético lorentziano (R x M, —h2dt? + g) satisfacendo a ecuacién
Einstein para un fluido perfecto [68, 70].

Outra situacién importante acontece cando p = 7W]1\4—2‘ As variedades sa-
tisfacendo a ecuacién quasi-Einstein (1) para este valor de p son conformemente
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Einstein. Isto €, son estruturas riemannianas cun representante Einstein na sda clase
conforme [8]. Este caso é distinguido na nosa andlise € mostra un comportamento
diferenciado.

Finalmente, consideramos as variedades quasi-Einstein con y = % para algin
enteiro n > 2. Estas métricas aparecen de forma natural cando estudamos produtos
warped Einstein. A condicion Einstein p = A\g obriga a base do produto warped a
ser quasi-Einstein. Reciprocamente, se (B, g, f, %) € unha estrutura quasi-Einstein
para certo enteiro n > 2, entdn existe unha fibra Einstein F' de dimensién n tal que
B x 7 F' € un produto warped Einstein [67,80].

O estudo da estrutura local dos (case) solitons de Ricci e das métricas quasi-
Einstein € un problema dificil de abordar en xeral. Por este motivo, é habitual estudar
a estrutura local destas métricas baixo certas condiciéns xeométricas. Posto que o
tensor de curvatura aparece reflectido nas ecuacions (2) e (3) a través do tensor Ricci,
resulta natural considerar situacidns nas que este segundo tensor quede determinado
polo primeiro. Este € o caso dos case soliténs de Ricci gradientes e das variedades
quasi-Einstein localmente conformemente chés. A estrutura local destas métricas foi
investigado en multiples situacions [12,39,55].

En dimensién catro, o tensor de Weyl descomponse nas stas partes autodual e
anti-autodual. Daquela, podemos debilitar a condicidn de ser localmente conforme-
mente ché pola de ser hemi conformemente ché (i.e., autodual ou anti-autodual). Polo
tanto, o punto de partida deste traballo € estudar a estrutura local dos case solitons e
das variedades quasi-Einstein baixo esta condicién mdis débil.

As ecuacidns dos cases soliténs (2) e das variedades quasi-Einstein (3) reflicten
a xeometria das hipersuperficies de nivel da funcién potencial a través da segunda
forma fundamental Hes ;. Deste xeito, € natural considerar independentemente o ca-
so no que estas hipersuperficies son dexeneradas e non-dexeneradas. Dicimos que
os case soliténs de Ricci gradientes ou as variedades quasi-Einstein son isotrépicas
cando Vf # 0 e |[Vf|| = 0, e dicimos que son non-isotrdpicas cando |V f|| # 0.
Para estruturas non-isotrépicas hemi conformemente chds a xeometria subxacente é
moi rixida. De feito, todas elas son localmente conformemente chas e localmente
isométricos a un produto warped con base 1-dimensional (teoremas 2.6 e 3.10) nas
tres posibles sinaturas que se dan en dimension catro. Ademais, as variedades lorent-
zianas hemi conformemente chds son automaticamente localmente conformemente
chds e en sinatura riemanniana sé ten cabida considerar estruturas non-isotropicas.
Isto significa que non existen exemplos hemi conformemente chans que non sexan
localmente conformemente chans nestas sinaturas.

A consideracién anterior move o noso interese cara as variedades quasi-Einstein

xeneralizadas isotrépicas de sinatura neutra (2, 2). Baixo a consideracién de ser hemi
conformemente chds, tanto os case solitons isotropicos como as variedades quasi-

xxi



Resumo

Einstein xeneralizadas isotrépicas tefien estrutura de variedade de Walker e ademais,
7 = 4\ (cf. teoremas 2.9 e 3.13). Daquela podemos considerar na nosa varieda-
de a orientacién dada pola estrutura de Walker. En principio, a autodualidade e a
anti-autodualidade son conceptos intercambiables, mais cando fixamos a orientacién
isto deixa de ser posible. Por esta razén, as estruturas isotrépicas autoduais e anti-
autoduais tefien un comportamento ben diferente [16]. De feito, todas as variedades
quasi-Einstein xeneralizadas istrépicas anti-autoduais coa orientacién dada pola es-
trutura de Walker tefien 7 = 0 e daquela, A = 0. Consecuentemente, non existen
exemplos anti-autoduais deste tipo de estruturas con \ non-constante.

O noso obxectivo na primeira parte desta memoria (capitulos 2 e 3) € dar unha ca-
racterizacion local das variedades quasi-Einstein xeneralizadas autoduais. Para facer
isto, distinguimos duas posibilidades: A € constante e A € non-constante. Con A cons-
tante, obtense que a estrutura subxacente é a dunha extension de Riemann deformada
(T*X, gp,a) realizada sobre unha superficie afin (X, D), onde ® € un tensor simétri-
co de tipo (0, 2) en X. Ademais, a funcién potencial € o pullback dunha funcién en 3
satisfacendo certa ecuacién afin. Se, polo contrario, A € non-constante, entén a estru-
tura subxacente € unha extensién de Riemann modificada (7%, gp & 7,14) realizada
sobre unha superficie afin (X, D), onde ® € un tensor simétrico de tipo (0,2) e T é
un tensor de tipo (1, 1) en . Novamente a funcién é o pullback dunha funcién en ¥,
mais neste caso non existe ningunha restricion sobre a mesma.

No capitulo 2 consideramos case soliténs de Ricci gradientes hemi conforme-
mente chans. O seguinte teorema € o resultado principal deste capitulo e sintetiza a
informacidn principal sobre a estrutura local destas métricas.

Teorema 2.11. Sexa (M, g, f) un case solitén de Ricci de sinatura (2,2), autodual e
non Ricci chd. Distinguimos tres casos:

(1) Se (M, g) é non-isotrdpica, enton (M, g) é localmente conformemente chd e é
localmente isométrica a un produto warped da forma I X, N, onde I C Re N
€ de curvatura seccional constante.

(2) Se (M, g) é isotrépica e \ constante, enton A\ = 0 e (M, g) € localmente iso-
métrica a unha extension de Riemann deformada (T*X, gp o) dunha superficie
afin (X,D) e f = 7 f con f € C>®(X) cumprindo a ecuacion do solitén afin
HesJ’? +pP =0.

(3) Se (M, g) é isotropica e A non constante, enton (M, g) é localmente isométrica
a unha extension de Riemann modificada (T*%, gp & 1.14) dunha superficie afin
(2,D) e f = n*f, onde f € C®(X). Ademais, existe C € R tal que \ =
5Ce/. T=Celde ® = Zel (Hes? +2p0).
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O teorema anterior non s6 mostra a estrutura local destas métricas, senén que
tamén proporciona un método de construcién de case soliténs autoduais. A conse-
cuencia disto, atopamos exemplos non-triviais de case solitons autoduais que non
son localmente conformemente chans. A afirmacion (2) foi enunciada orixinalmen-
te en [11]. As métricas descritas en (2) obtéfiense a partir dunha superficie afin
(X, D) para a cal existe unha solucién da ecuacién do solitén de Ricci gradiente
afin Hes? + pf = 0. Isto transforma o problema semi-riemanniano orixinal nun
problema menos rixido en xeometria afin. As soluciéns para a ecuacién do solitén de
Ricci gradiente afin foron estudadas en [14]. Finalmente, as métricas descritas en (3)
obtéfiense a partir de calquera superifice afin (X, D) e calquera fe C>(%). Isto
conclude a andlise do capitulo 2.

No capitulo 3, consideramos o caso g # 0, polo que podemos considerar a ecua-
ci6én quasi-Einstein linearizada (3). O seguinte teorema € o resultado principal deste
capitulo e proporciona a estrutura local das variedades quasi-Einstein xeneralizadas
autoduais.

Teorema 3.18. Sexa (M, g, h, 1) unha variedade quasi-Einstein xeneralizada auto-
dual de sinatura (2,2) con ju ¢ {—3,0} e non Ricci chd. Distinguimos tres casos:

(1) Se (M, g) é non-isotrdpica, enton (M, g) é localmente conformemente chd e é
localmente isométrica a un produto warped da forma I x, N, onde I C Re N
é de curvatura seccional constante.

(2) Se (M, g) é isotrdpica e \ constante, enton X\ = 0 e (M, g) € localmente iso-
métrica a unha extension de Riemann deformada (T*%, gp ) dunha superficie
afin (X, D) con h = m*h para certa h € C*>(X) satisfacendo a ecuacion

HesBD — Zuﬁpf =0. 4)

(3) Se (M, g) é isotrdpica e A non constante, enton (M, g) é localmente isométrica
a unha extension de Riemann modificada (T*%, gp & 114) dunha superficie afin
(2, D) e h = w*h para certa h € C*°(X). Ademais, existe C € R — {0} tal que

A=3Chi, T =Childe® = — 21" (Hes? — 2uhpP).

s (

Tal e como acontece co teorema 2.11, o resultado anterior non sé da a estrutura
local das variedades quasi-Einstein xeneralizadas autoduais, senén que tamén pro-
porciona un método de construcién de exemplos non-triviais destas métricas. Isto
mostra que existen variedades quasi-Einstein autoduais que non son localmente con-
formemente chas (seccidon 3.4). As métricas descritas na afirmacion (3) obtéfiense a
partir de calquera superficie afin (3, D) e calquera f € C°(X). Porén, as métricas
descritas en (2) s6 se obtefien a partir dunha superficie afin (3, D) para a cal exista
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unha solucién f da ecuacién (4). Isto transforma de novo o problema orixinal semi-
riemanniano nun problema afin. Polo tanto a nosa andlise mévese de forma natural
cara o problema de atopar unha superficie afin con soluciéns para a ecuacién (4). Por
simplicidade, redefinimos a ecuacién anterior como

Hes? — ,ufpSD = 0 for some i € R. 5)

Esta recibe o nome de ecuacion quasi-Einstein afin. Ainda que esta estd orixinal-
mente definida para unha superficie, podemos considerala para dimension arbitraria.
Isto déd paso 4 segunda parte deste traballo, que estd dedicada ao estudo da ecuacién
quasi-Einstein afin (5). Isto 1évase a cabo nos capitulos 4 a 8.

No capitulo 4 comezamos estudando algunhas propiedades xerais da ecuacién
quasi-Einstein afin, especialmente aquelas relacionadas co seu espazo de solucions.
O seguinte teorema mostra o bo comportamento que ten esta ecuacién en termos de
diferenciabilidade. Sexa E,(u, D) o espazo linear de xermes de soluciéns da ecua-
cién quasi-Einstein afin con base en p e sexa E(u, D) o espazo global de solucidns.

Teorema 4.2. Sexa M = (M, D) unha variedade afin de dimension m e [ €
E,(p, D). Ciimprense as seguintes afirmacions:

(1) f e C®(M) ese M éanalitica real, enton f é analitica real.

(2) Se X ¢é un xerme dun vector Killing afin con base en p, entén X f € E,(u, D).
(3) Se f(p) =0edf(p) =0, enton f = 0 nunha vecifianza de p.

4) dim{E,(u, D)} <m+ 1.

(5) Se M é simplemente conexa e dim{E,(u, D)} é constante para todo p € M,
enton f estende de forma inica a un elemento de E (i1, D).

Tras establecer estes resultados fundacionais, consideramos o comportamento da
nosa ecuacion baixo dous tipos diferentes de relacions de equivalencia definidas no
contexto afin. A primeira que estudamos € a equivalencia proxectiva forte, isto é,
consideramos a equivalencia entre variedades que tefien as mesmas xeodésicas salvo
parametrizacion e cuxo tensor de Ricci anti-simétrico coincide. O seguinte resultado
mostra que pra unha variedade quasi-Einstein afin de dimensién m o autovalor y =

[T —ﬁ ten un papel destacado.

Teorema 4.16. Sexa M unha variedade afin de dimension m e i, ‘== ———.

m—1

(1) M é fortemente proxectivamente chd se e s6 se dim{ Ey,(pm, D)} = m + 1.
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(2) Sedim{E,(u, D)} = m+1 para algiin jv # ji,, entén M é fortemente proxec-
tivamente chd e Ricci chd.

(3) Se dim{ E,(ftm, D)} = m + 1 existe unha base {¢q, ... , ¢m } de Ep(pm, D) tal
que ¢o(p) # 0 e ¢;(p) = 0parai > 0. Enton Z = (z1,...,2™) con 2' := ¢;/po
é un sistema de coordenadas definido nunha veciiianza de p tal que as xeodésicas
non parametrizadas de M son lifias rectas.

O teorema 4.16 mostra a intensa relacion entre a ecuacion quasi-Einstein afin e
o cardcter fortemente proxectivamente chan da conexidn. Este resultado pode mello-
rarse no caso de superficies do xeito seguinte.

Teorema 4.18. Se M ¢é unha superficie afin, enton dim{E,(—1, D)} # 2. Ademais,
(1) M é fortemente proxectivamente chd se e s6 se dim{E,(—1, D)} = 3.
(2) Se M é fortemente proxectivamente chd e rang p = 2 tense que:

(a) dim{E,(p,D)} =0con p ¢ {—1,0}.
(®) dim{E,(0,D)} = 1.

(3) Se dim{E, (i, D)} = 3 con ju # —1, enton M é cha.

Outro resultado fundamental nesta segunda parte da tese baséase no comporta-
mento da ecuacion quasi-Einstein afin co outro tipo de relacion de equivalencia que
consideramos: a equivalencia afin. Dudas estruturas afins dinse afinmente equivalen-
tes se existe un difeomorfismo dunha na outra conservando a conexién. En particular
obtemos que a ecuacion quasi-Einstein afin con p = p,,, sobre variedades fortemente
proxectivamente chds compoértase moi ben con este tipo de transformacions.

Teorema 4.20. Sexan M; := (M, D;) con i = 1,2 dias estruturas afins fortemen-
te proxectivamente chds na mesma variedade simplemente conexa M e sexa = un
difeomorfismo en M.

(1) Se Q(Dl) = Q(DQ), enton D1 = Ds.

2) Se =* Q(Dl) = Q(DQ), enton E*Dl = Ds.

Os teoremas 4.18 e 4.20 son esenciais para a nosa andlise no capitulo 5, onde
estudamos a ecuacién quasi-Einstein afin sobre superficies localmente homoxéneas.
Unha superficie afin dise localmente homoxénea se dados calquera dous puntos p e ¢q
existe un difeomorfismo local ¢ : U}, — U, levando unha vecifianza {{, de p nunha
vecifianza U, de ¢ tal que p(p) = ¢ e conservando a conexién p*D = D. Obtense
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como consecuencia do traballo de Opozda [90] que unha superficie afin localmente
homoxénea pode ser localmente modelada nalgin dos seguintes espazos:

(A) M = (M, D) é un modelo tipo A se M = R? e os simbolos de Christoffel son
constantes nas coordenadas usuais de R2.

(B) M = (M, D) é un modelo tipo B se M = R x R e os simbolos de Christoffel
son da forma Fijk = (a;l)_lCijk con Cijk constantes nas coordenadas usuais de
Rt x R, (z!, 22).

(C) M = (M, D) é un modelo tipo C se M é a 2-esfera coa métrica usual e D é a
sia conexion de Levi-Civita.

Brozos-Véazquez, Garcia-Rio e Gilkey deron en [14, teoerma 4.12] unha descri-
cién completa dos soliténs de Ricci afins homoxéneos 2-dimensionais salvo equiva-
lencia afin. A situacién para as superficies quasi-Einstein afins homoxéneas é ainda
mais rico, dando lugar a unha gran cantidade de exemplos que son quasi-Einstein
mais non soliténs de Ricci afins. Ademais, existen algunhas superficies afins homo-
xéneas que tefien soluciéns non-triviais tanto para os soliténs de Ricci gradientes
afins como para as quasi-Einstein afin. Estas son esencialmente as superficies tipo A
con tensor de Ricci de rango un (observacién 7.13).

No capitulo 5 estiidase a forma xeral da ecuacién quasi-Einstein afin para os
modelos arriba definidos. Empregando esta informacién estudamos a dimensién do
espazo de solucidns salvo equivalencia linear para os distintos valores de p. Os mo-
delos tipo C son moi rixidos e o seu espazo de solucidons estd formado polas funcions
constantes para u = 0, estd xerado polas restricions 4 esfera dos polinomios homo-
xéneos de grao un para . = —1, e son triviais noutro caso (teorema 5.22).

A situacion para os modelos tipo A e tipo B € moito mdis variada. Estudamos
separadamente cada un destes dous tipos posto que presentan propiedades moi di-
ferentes entre si. Consideramos primeiramente os modelos tipo .A. Estas superficies
homoxéneas son fortemente proxectivamente chés e tefien tensor de Ricci simétrico.
Ademais, o seu tensor de Ricci € de rango un se e s6 se a estrutura é recorrente. A
forma xeral das solucions e a informacién bésica sobre a dimensién dos espazos de
solucidns para estes modelos vefien dadas no seguinte resultado.

Teorema 5.11. Sexa M = (M, D) un modelo tipo A. Entén a solucién xeral para
a ecuacion quasi-Einstein afin pode expresarse na forma R(f) ou S(f) con f =
ea1x1+a212p para algiin polinomio p con coeficientes reais e o; € C. Ademais, se
M é chd, enton dim{E(u, D)} = 3 para todo y, e se M non é chd, enton temos as
seguintes posibilidades:

(1) Se =0, enton E(p, D) = span{1} ou, salvo equivalencia linear, ddse algunha
das seguintes posibilidades:
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(@) 'yt =Tt =Tyt = 0con E(u, D) = span{1,x'}.
(b) T11! =1, Dot = 0, Too! = 0 con E(u, D) = span{1,e®' }.
(2) Se = —1, enton dim{E(u, D)} = 3.

(3) Se p# 0,1, entén dim{E(u, D)} = { 2 se rangp =1 }

0 se rangp =2

O feito de que os modelos tipo A sexan fortemente proxectivamente chans, per-
mite obter todas as posibles parametrizacions salvo equivalencia linear para modelos
tipo A empregando o teorema 4.20 e a forma xeral das solucions dada no teore-
ma 5.11. Esta cuestién € crucial na nosa andlise do capitulo 6 e marca unha diferenza
fundamental cos modelos tipo B que non son, en xeral, fortemente proxectivamente
chans. Ainda que as ideas que usamos para obter esta clasificacién son fundamen-
talmente diferentes, referimonos a clasificacion afin e linear realizada en [14]. Neste
traballo, os autores mostran que a equivalencia afin e linear coinciden cando o tensor
de Ricci ten rango dous. En oposicién a isto, obtefien tres posibles familias de equi-
valencia afin e cinco familias no caso da equivalencia linear cando o tensor de Ricci
ten rango un. Non obstante, a equivalencia linear entre algins elementos destas cinco
familias non estaba clara. Ademais, este estudo non incluia os modelos tipo A chans.
A nosa andlise resolve estes dous problemas empregando a ecuacién quasi-Einstein
afin.

Sexa 8(M) o espazo de campos de vectores affine Killing de M. En [14] méstra-
se que para un modelo tipo A tense que dim R(M) € {2,4,6}. A seguinte definicion
recolle todos os modelos tipo A salvo equivalencia linear (cf. teorema 6.3).

Definicion 6.1. Sexan ¢, aq, az, b1, bo € R.

Modelos M¢:
MS§ == M(0,0,0,0,0,0);
M8 = M(1,0,0,1,0,0);
MS = M(-1,0,0,0,0,1);
M§ = M(0,0,0,0,0,1);
M§ == M(0,0,0,0,1,0);
M = M(1,0,0,1,-1,0);
Modelos M (-)
Mi = M(-1,0,1,0,0,2);
M3 (c) == M(~1,0,¢,0,0,1+ 2c) con ¢ ¢ {0, —1};
Mi(c) == M(0,0,¢,0,0,1+2c) conc ¢ {0,—1};
Mi(c) == M(0,0,1,0,c,2);
Mi(e) == M(1,0,0,0,1 + 2, 2c¢);
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Modelos M2 (-):
2 _ 2_ 2 2_

M%(al,ag) — M <a1+a2 1,a3 ah?zllcfc’nagl—af’% az,a1+aj 1) con ajas # 0 e

ap +az # 1; ,
M3(br,bg) i= M (14 b1,0,b2,1, 525,0) con by # 1;
MZ(c) := M(2,0,0,1,¢,1) con ¢ # 0;
Mi(£) :== M(2,0,0,1,£1,0).
A seguinte tdboa mostra unha base para o espazo de solucions da ecuacién quasi-

Einstein affn para y = —1 asociada a cada M (-) dada na definici6n anterior. Tamén
se dd o tensor de Ricci e a dimensién do espazo de campos de vectores afin Killing.

dim 8 M p=ps Xeradores de E(—1, M)
M§ 0 1,z%, 22
M§ 0 1, e , z2e”
6 M$ 0 1, e
M§ 0 1,z!, e’
M6 0 1,22, (2%)2 4 22!
ME 0 1, e cos(z?), e sen(z?)
M;i dz? ® da? 69”2,302(?”2,671’1““'2
M3(c) (A +c)dx? @ dz? e”2, e(1+c)z2, e’ !
4 M;3(c) (2 +c)da? @ da? 6“2, e(tFo)? , zlec®”
Mi(e) de? ® da? e , xzezz, (e(z?)* + 2:81)612
M2 (c) (1+ *)dz® @ da? e cos(z?), e’ sen(z?), e
2
M3 (a1, az) ( af;lrl%?l “Eﬁ%l > e”l,em2, g1 +aza?
aitas—1  ajfas—1
M3 (b1, b2) ( Z: bllfbg ) e cos(z?), e sen(z?), ebrw! +haa®
) b—1
Mji(c) ( (1) 2 ) e’”l7 (' — cx2)e”17ezl+z2
M3(£) ( (1) iol ) e x2e” (22" + (m2)2)e“”1

Dado que todos os modelos tipo .A son fortemente proxectivamente chans, a di-
mensién do espazo de soluciéns é maximal, i.e., dim{F(—1, D)} = 3. Daquela, o
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teorema 4.20 permite obter explicitamente os simbolos de Christoffel que definen ca-
da un dos modelos empregando a base do espazo de soluciéns. Este proceso detallase
na observacion 5.6 e proporciona unha ferramenta moi util na nosa andlise.

Recentemente, o traballo de [46] empregou esta clasificacion linear para estudar
os modelos tipo A con torsién. Malia que os modelos chans non foran estudados en
clasificaciéns lineares previas, resultan interesantes neste estudo xa que dan lugar a
modelos non-triviais tipo .4 con torsion.

No capitulo 6 tamén proporcionamos bases para o espazo de soluciéns da ecua-
cion quasi-Einstein afin para 1 # —1 asociada a cada un dos modelos da tdboa.

Rematamos a nosa andlise dos modelos tipo .4 no capitulo 8, onde estudamos a
completitude de campos de vectores affine Killing e mais da completitude xeodésica
destes modelos. O seguinte resultado establece que modelos tipo A son afin Killing
completos. A relevancia xeométrica desta cuestién reside no feito de que para un
espazo afin Killing completo a 4lxebra de Lie das transformaciéns infinitesimais e o
espazo de campos de vectores afin Killing son isomorfos.

Teorema 8.2. Sexa M = (R?, V) un modelo tipo A. Entén M é afin Killing com-
pleto se e s6 se M é linearmente equivalente a M$, MS, M3(c), Mi(c) ou M3(-)
para algiin i.

Como acontece no contexto semi-riemanniano, no que a completitude xeodésica
implica completitude Killing, tamén € certo que completitude xeodésica afin implica
completitude afin Killing. O reciproco non € certo en xeral. No que segue establece-
mos que modelos tipo .4 son xeodesicamente completos.

Teorema 8.7. Sexa M = (R?,V) un modelo tipo A. Enton M é xeodesicamente
completo se e s6 se M ¢ linearmente equivalente a /\/lg, a M8 a M§(—%) ou a
M3(—1, a) para algiin a.

Isto remata a andlise dos modelos tipo \A.

A situacion para os modelos tipo B é mais complexa. Por exemplo, o tensor de
Ricci destes modelos non ten por que ser simétrico. Consecuentemente, tampouco
son, en xeral, fortemente proxectivamente chans, polo que a ecuacién quasi-Einstein
afin con . = —1, que probou ser moi ttil para os modelos tipo .4, non pode empre-
garse do mesmo xeito para os tipo B. O seguinte teorema proporciona a forma xeral
das solucién e resume a informacién bésica sobre a dimension do espazo de solucidns
para estes modelos.

Teorema 5.19. Sexa M = (M, D) un modelo tipo B. Entén a solucion xeral para
a ecuacion quasi-Einstein afin pode expresarse na forma R(f) ou S(f) con f =
Do Caij(@h)*(2?) (log(x!))!, onde nesta suma finita co;j € C, « € C, eie j
son enteiros non negativos. Ademais, se ps # 0, entén ddse algunha das seguintes
posibilidades:
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(1) Se u = 0, enton dim{E(u, D)} € {1,2}, e tense que dim{E(0,D)} = 2 se e
56 se M ¢é linearmente equivalente a algunha das seguintes superficies:
(@ Cn' =—-1,C' =0, Cn! =0.
(b) C11%2 = cC11t, C122 = ¢ Chat, C9? = ¢ Con! para algiin ¢ € R.
© Cn'=a—1C' =0, Cy' =0
(2) Se p = —1, enton dim{E(u, D)} € {0, 1,3}. Ademais, se M non é fortemente
proxectivamente chd, enton dim{E(—1,D)} < 1e, dim{E(—1,D)} = 1see
56 se M ¢€ linearmente equivalente a algunha das seguintes superficies:
(@) Co' =0, Cp? = Cra' #0.
(b) Cao' = %1, Cro' =0, Cp% = £2C112 £ 0, Cpi! = 1+ 2019% £ (C1i?)2
(3) Se p #0,—1, enton dim{E(p, D)} € {0,1,2}, e tense que dim{E (., D)} > 1
se e so se, salvo equivalencia linear, M é da forma
Oyt =+£1, Cro' =0, Cp? =£2011%, A:=—Cn' +C12? +1#0,
W= A_2{1 + 2(0112)2 — (0111 — 0122)2 ST 20122} )
Ademais, dim{E(u, D)} = 2 se e s6 se M é linearmente equivalente a algunha
das seguintes superficies:
@) Cii' =F82 -3, C112 =¢ Cra' =0, C12? = § (F8c% = 3), Coo! = +1,
0222 = 26, & 75 0.
(b) Ciit =¢,C11? =0, C12" =0, Cr® = c+ 1, Cop' =£1, O3> =0
conc ¢ {-3,—1}.

No capitulo 7 estidase a clasificacion linear dos modelos tipo B chans usando
de novo o teorema 4.20. Non obstante, como Xxa se mencionou anteriormente, isto
non € posible para todos os modelos tipo B dado que non son, en xeral, fortemente
proxectivamente chans. Por esta razén, empregamos a clasificacion linear establecida
en [14] para determinar bases de soluciéns para a ecuacion quasi-Einstein afin sobre
modelos tipo B para diferentes valores de .

Finalizamos a nosa andlise sobre os modelos tipo B no capitulo 8, onde estuda-
mos a completitude de campos de vectores afin Killing. O seguinte resultado mostra
que modelos son afin Killing completos.

Teorema 8.5. Sexa M un modelo tipo B.

(1) Se dim{R(M)} = 2, entén M é afin Killing completa.
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(2) Se dim{R(M)} = 3, entén M é afin Killing completa se e s6 se M é linear-
mente equivalente ao plano hiperbdlico.

(3) Se dim{R(M)} = 4, enton M ¢é afin Killing completa.

4) Se dim{R(M)} = 6, entén M é afin Killing completa se e s6 se M é linear-
mente equivalente ao plano euclidiano ou a (R™ x R, D), onde o tinico simbolo
de Christoffel distinto de cero determinando D nas coordenadas usuais (z*, x?)
de RT x RéTyit = —(2h) L

Isto completa a nosa andlise para os modelos tipo 5.

Finalmente, dedicamos a tdltima parte do capitulo 8 4 construcién de exemplos
de variedades Kihler quasi-Einstein en sinatura indefinida. A existencia de solucidns
para a ecuacién quasi-Einstein resulta ser unha condicién moi restritiva para unha
variedade Kéhler riemanniana. De feito, en [34] mdstrase que estas métricas son lo-
calmente isométricas a unha variedade produto. Pola contra, isto non é verdade no
caso indefinido. Na seccién 8.4 empregamos a ecuacion quasi-Einstein afin sobre un
modelo B para construir exemplos irredutibles de variedades Kihler quasi-Einstein
de sinatura (2, 2) que non son isométricas a unha variedade produto.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo introducimos os conceptos bdsicos necesarios para o estudo que se
realiza nesta memoria. Incluimos notacién, definiciéns e algins resultados xerais ou
particulares previamente cofiecidos que forman parte da nosa andlise.

Posto que a memoria estd dividida en ddas partes, unha relativa a xeometria semi-
riemanniana e outra a xeometria afin, resulta conveniente establecer as definicions de
xeito paralelo para ambos os casos, sempre e cando isto sexa posible.

En xeral, o estudo que tratamos nesta memoria ten un carécter local. Por este mo-
tivo, cando non se indique explicitamente se a natureza das definicions e resultados é
local ou global, entenderemos que se fai a nivel local.

1.1 Variedades semi-riemannianas e variedades afins

Nesta seccién introducimos as definiciéns de variedade semi-riemanniana e varieda-
de afin, ao tempo que fixamos a notacién relativa 4s mesmas. En xeral usaremos a
notacidn relativa a variedades diferenciables dada en [77]. Por concretar a isto para os
elementos que mdis aparecen ao longo deste traballo, salientamos os seguintes con-
ceptos xerais sobre variedades. Sexa M unha variedade diferenciable de dimensién
n. Denotamos por C*° (M) o conxunto das funcidns clase infinito en M e por T'M o
fibrado tanxente de M definido como

T™ = | | T,M,
peEM

onde T, M denota o espazo tanxente a M en p € M. Como norma xeral, denotamos
os elementos de 73, M con letras mindsculas x, y, 2, u, v, w, ... . Para o fibrado cotan-
xente empregamos a notacion habitual, 7* M. Por outra banda, denotamos o espazo
de campos de vectores sobre M por X(M ) e habitualmente denotamos os seus ele-
mentos por letras maidsculas X,Y, Z, U, V, W, .... Denotamos o espazo de campos
de tensores (ou simplemente tensores) de tipo (k, 1) por 7°(M). Se (z?,...,2™) son
coordenadas locais en M, denotamos as sdas derivadas parciais por 0, : O e as

. — 81‘74
L 2 . _0? k :
parciais segundas por 9%; ; 1= 5-75—. Se T' € 7;°(M ), expandimos

T=T/"70,0 ®0y®d'® o d".




Preliminares

Na expresion anterior empregamos o convenio de Einstein de suma sobre indices
repetidos que serd empregado, salvo que se diga o contrario, ao longo de toda a me-
moria.

1.1.1 Xeometria semi-riemanniana

Unha variedade diferenciable de dimensidn n dise semi-riemanniana se esta dotada
cun tensor métrico g, isto €, un tensor de tipo (0, 2) simétrico e non-dexenerado. Se
este é definido positivo ou negativo dise que a variedade é riemanniana. As situa-
cions estritamente semi-riemannianos danse cando o tensor g non € definido positivo
nin negativo. Se isto acontece, denotaremos a sinatura da métrica co par (v,n — v)
sendo v 0 nimero de autovalores negativos e n — v 0s positivos. O caso (1,n — 1)
correspondese coas variedades lorentzianas (ou de Lorentz) e se a dimension é par
con sinatura (%, 5 ) dise de sinatura neutra. En calquera caso, sempre precisaremos
en que sinatura estamos a traballar para que non haxa risco de confusién. En xeral
denotamos a estrutura semi-riemanniana polo par (M, g). Se g, denota a restricién de
g a T, M, dicimos que un vector v € T,,M € espacial cando g,(v,v) > 0, temporal
cando g,(v,v) < 0 e nulo ou luminoso cando g,(v,v) = 0.

Se (M, g) € unha variedade semi-riemanniana, existe unha tnica conexion linear,
que denotaremos por V, que € libre de torsién e tal que a métrica é paralela con
respecto a ela. Explicitamente, se X,Y € X(M) entén:

X(9(Y,2)) =9(VxY,Z) +g(Y,Vx Z),
VxY - VyX — [X,Y] =0,
onde [+, -] denota o corchete de Lie dado por [X,Y] = XY — Y X. Dita conexién

recibe o nome de conexion de Levi-Civita. Esta conexién queda determinada pola
Férmula de Koszul:

29(VxY,Z) =Xg(Y,2) + Yg(X,Z) — Zg(X,Y)
onde X,Y, Z € X(M). A férmula anterior permite determinar os simbolos de Chris-

toffel Fij’“ definidos pola expansion V , 0y = Fijkaxk a partir do tensor métrico.
Explicitamente, tense que

L L g <8ng g1 agij)
iy 5 e — s

oxt = 9xi  Ox!

onde g;; son as compofientes da matriz da métrica con respecto 4 referencia dada
polos campos coordenados e (g*) denota a sda matriz inversa. Fixadas unhas coor-
denadas existe unha relacion biunivoca entre os simbolos de Christoffel e a conexion.
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1.1 Variedades semi-riemannianas e variedades afins

A existencia da métrica permite obter novos tensores a partir doutros empregan-
do un proceso coiiecido como levantamento de indices. En particular, para un tensor
simétrico de tipo (0,2), T = T;; dz' ® dz7, definimos o tensor ¢ de tipo (1, 1) obtido
por levantamento de indices pola relacién g(¢(X),Y) = T(X,Y), paratodo X e Y
campos de vectores. Por conveniencia, fixamos o criterio para escribir as compofien-
tes dun tensor de tipo (1, 1) de xeito que ¢ = ¢} 9, ® dx’. Desta forma, a relacion
entre 1" e t en coordenadas € T;; = t}; Ikj-

Unha aplicacién diferenciable ® : M; — M5 entre ddas variedades semi-riema-
nnianas (M, g1) e (Ma, g2) dise isometria local ou, simplemente, isometria se é
un difeomorfismo local tal que ®*go = g1. Se o difeomorfismo estd globalmente
definido, diremos que é unha isometria global.

1.1.2 Xeometia afin

Ainda que toda variedade semi-riemanniana posie unha tnica conexién de Levi-
Civita, unha variedade diferenciable admite en xeral outras conexions sobre o seu
fibrado tanxente. Dicimos que unha variedade diferenciable M de dimensién n é afin
se estd dotada cunha conexién D libre de torsién, i.e. XY —Y X = DxY —Dy X, pa-
ratodo X, Y € X(M ). Esta condicién equivale a que para cada punto p € M existen
coordenadas (1, ... , ") tales que os simbolos de Christoffel T';;*, definidos median-
te a expansion Daziaxj = Fz-jk Ok, son cero en p. Asi como acontece no contexto
semi-riemanniano, a relacion entre conexion e simbolos de Christoffel € biunivoca
nunha variedade afin; porén, non contamos cunha expresién do tipo férmula de Kos-
zul. Unha vez fixadas as coordenadas locais, podemos identificar a conexién D cos
simbolos de Christoffel que a definen nesas coordenadas. Por simplicidade, e tendo

en conta que Fijk = Fjik, expresamos os simbolos de Christoffel a partir dun vector
.. (n+1)n . .
de funciéns ordenadas I" € C*°(M )~z . Dado que o noso estudo é esencialmente

local, fixadas unhas coordenadas empregaremos indistintamente D ou I' para referir-
nos 4 conexién sempre que isto non cree confusién. Por exemplo, no caso particular
de superficies empregamos a notacioén I' = (Fnl, 112, T, T2, Taot, F222) para
referirnos 4 conexién determinada polos simbolos de Christoffel I‘Z-jk € C>®(M).

Unha aplicacién diferenciable W : M; — M» entre variedades afins (M, Dl) e
(Mz, D?) dise aplicacion afin se conserva a conexion, i.e., U*(D?) = D!. Se W é
un difeomorfismo, dicimos que é un isomorfismo (afin).

Resulta conveniente lembrar que toda variedade semi-riemanniana € afin xa que
por definicién a conexién de Levi-Civita, que é dnica para cada estrutura semi-
riemanniana, ¢ libre de torsidn. Por este motivo, os conceptos definidos no contexto
de xeometria afin poden transportarse ao semi-riemanniano, mais o contrario non é
posible, xa que en xeral unha variedade afin non poste unha estrutura métrica asocia-
da. Tendo isto en mente, continuamos introducindo conceptos basicos, distinguindo

3
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en que casos son vélidos para o contexto afin e en cales son exclusivos do semi-
riemanniano. Para evitar posibles confusidns, denotamos por D as conexions libres
de torsién e reservamos V para a conexion de Levi-Civita proveniente dunha métrica.

1.2 Operadores diferenciais

Nesta seccién introducimos os conceptos bdsicos relativos a operadores diferenciais,
distinguindo aqueles que son propiamente semi-riemannianos dos que non.

Sexa f € C*°(M) e sexa (M, D) unha variedade afin. Definimos o hessiano de
f, Hes¢, como o tensor de tipo (0, 2) dado pola relacion

Hesf(X,Y) = (Dxdf)Y paratodo X, Y € X(M).
Empregando a definicion anterior, tense que
Hes;(X,Y) = (Dxdf)Y = Xdf(Y) = df (DxY) = XY (f) - DxY(f),

de onde se deduce que o hessiano € un tensor simétrico, por ser D libre de torsion.
En coordenadas locais podemos expresar o hessiano como

an 82f k af
Hes f (D1, 0ys) = SoodT Dp 0y f = Driom Fij@.

Restrinxindonos ao contexto semi-riemanniano, definimos o operador hessiano, hesy,
que queda determinado pola relacion Hes¢(X,Y) = g(hes¢(X),Y) paratodo X,Y €
X(M). A partir deste, definimos o laplaciano de f como a funcion A f := tr (hesy) :
M — R. Por outra banda, mais tamén no contexto semi-riemanniano, definimos o
operador gradiente V : C*°(M) — X(M) pola relacién

g(Vf,X)=X(f) paratodo X € X(M).

Obtense inmediatamente da definicién que en coordenadas locais (!, ..., 2™)

ik 9f 0
Oz Ozt

Vf=
Ademais, posto que V € compatible coa métrica g tense que

Hes;(X,Y) = XY(f) = VxY(f) = X(9(Y, V) = 9(VxY, V)

de onde € claro que hes¢(X) = Vx V.

4
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Rematamos esta seccion presentando o concepto de diverxencia para campos de
tensores de tipo (0, s) e para campos de vectores. Ainda que € posible establecer a de-
finicién do primeiro a partir dun formalismo libre de coordenadas, resulta mdis pric-
tico dar a sda caracterizaciéon empregando unha referencia ortonormal {F1, ..., E), }
con €d;; = g(E;, E;), onde 0;; denota a delta de Kronecker e ¢ = £1. Se T' é un
tensor de tipo (0, s), a sia diverxencia obtense como

n
divT(Xy,..., X ) = Zai(inT)(Xl, X LB, X, ., Xy € X(M),

=1

sendo independente da referencia (ortonormal) escollida. Finalmente, se X € un cam-
po de vectores, definese a sta diverxencia como div X = tr VX. A partir desta
definicién obtemos a seguinte relacion para o laplaciano:

Af =trhesy =tr VV f =divVf.

1.3 A curvatura

Neste apartado centrdmonos no concepto de curvatura. Comezamos definindo este
concepto e outros relacionados co mesmo tales como o tensor de Ricci, a curvatura
escalar e a curvatura seccional; 4 par introducimos algunhas das propiedades e iden-
tidades mdis importantes que satisfan. Finalmente, introducimos o tensor de Weyl.

Partindo dunha variedade afin (M, D), o operador de curvatura (ou simplemente
a curvatura) é un tensor de tipo (1, 3) definido pola relacion

R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy|Z .

Restrinxindonos ao caso dunha variedade semi-riemanniana (), g), definimos o zen-
sor de curvatura, R como o tensor de tipo (0, 4) dado pola relacién

R(X,Y,Z,U) =g(R(X,Y)Z,U).

Deste xeito, o tensor de curvatura satisfai as seguintes propiedades alxébricas:

@) R(X,Y,Z,U) = -R(Y,X,Z,U) = —R(X,Y,U, Z),
(ii) R(X,Y,Z,U)+R(Y,Z,X,U)+R(Z,X,Y,U) = 0, (1.1)
(iii) R(X,Y,Z,U) =R(Z,U,X,Y),

e a identidade diferencial:

(IV) (vXR) (Y7 Za U7 V) + (VYR)(Zv Xv U7 V) —+ (VZR) <X7 Y7 U7 V) =0.
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As propiedades (ii) e (iv) coiiécense como Primeira e Segunda Identidade de Bianchi,
respectivamente. En coordenadas locais (z', ..., 2") tense que

R(axk, (911)(91] = Vazk Vazi axj - Vazz‘ vazk 8$j
= Vo, (Lij*0ze) = Vo, (U'k; "0 )
= {00 (Ti5P) +Ti°Tra” — 0, (Ti;”) = Tj®Tia”} 0,5 -

Deste xeito, o tensor de tipo (1, 3) ten compofientes
Rki]ﬂ = 8Z,k (Fijﬁ) + Fij"‘f‘kaﬁ — 8352 (ijﬁ) — ij"‘l“mﬁ .

A partir disto e da relacion R(X,Y, Z,T) = g(R(X,Y)Z,T), obtemos inmediata-
mente que Rijkl = R(aﬂ, xj,axk, 8331) = Rijkrgﬂ.

Dicimos que un tensor é de curvatura alxébrico se verifica as propiedades alxé-
bricas dun tensor de curvatura (1.1). Asi, o tensor de curvatura estandar R definido
por

RO(Xv Y, Z, T) — g(X, T)g(Y, Z) - g(X, Z)g(}/, T)7

é un tensor curvatura-alxébrico. Definimos a curvatura seccional de 11 = span(X,Y)
con X,Y € X(M), como:

R(X,Y,Y, X)

K = R XV Y. X)

Unha variedade semi-riemanniana completa e conexa con curvatura seccional cons-
tante recibe o nome de espazo forma. O recubrimento universal deste tipo de espazos
¢ isométrico 4 esfera S™, ao espazo euclidiano R™ ou ao espazo hiperbdlico H",
segundo a curvatura seccional sexa positiva, nula ou negativa, respectivamente. A
curvatura seccional dunha variedade determina o tensor de curvatura.

Contraendo o tensor de curvatura obtemos outros tensores que codifican unha
parte da informacién do tensor de curvatura. O tensor de Ricci, p é un tensor de tipo
(0,2) que se define a partir da relacién

p(X,Y)=tr{Z— R(Z, X)Y}.

A diferenza do que acontece no contexto semi-riemanniano, en xeometria afin este
tensor non € en xeral simétrico. Por este motivo definimos o tensor de Ricci simétrico
e anti-simétrico como

p(X,Y) = S0 Y) 4 p(Y, X)), palX,¥) = L{p(X,Y) — (Y, X)),
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Restrinxindonos ao caso semi-riemanniano definimos o operador de Ricci, Ric, como
o tensor de tipo (1,1) definido pola relaciéon g(Ric(X),Y) = p(X,Y) para todo
X, Y € X(M). Finalmente, definimos a funcién curvatura escalar, T, como a traza
do operador de Ricci. En coordenadas tense que

pij = p(al,i, 8302) = axﬁ (Fij’g) + FijaFﬁa’B — 8562 (Fﬁjﬁ) — ng“Fiaﬁ

eque T = p;j ¢7*. Para dimensiéns baixas estes dous tensores determinan o tensor
de curvatura. En particular, se dim M = 2 o tensor de curvatura queda determinado
pola curvatura escalar, mentres que con dim M = 3 queda determinado polo tensor
de Ricci.

1.3.1 Operadores diferenciais e curvatura

Neste apartado establecemos dudas identidades importantes relacionando os elemen-
tos que vimos de definir e que forman parte do estudo dos capitulos 2 e 3.

A consecuencia das definiciéns do operador de Ricci e da funcién curvatura es-
calar 7 obtense a relacion

dr = 2div p, (1.2)

denominada Identidade de Bianchi Contracta. Para ver isto basta reescribir a diver-
xencia do tensor de Ricci en funcién da curvatura e aplicar a Segunda Identidade de
Bianchi. Referimos a [6] para ver os detalles da proba.

A seguinte observacion simplifica moito a obtencién de igualdades tensoriais.

Observacion 1.1. Sexa p un punto dunha variedade semi-riemanniana (), g) de di-
mension n. Denotamos por X |, o vector de 7, M definido pola avaliacion do campo
de vectores X en p. Ent6n existe unha referencia { 1, ..., E,, } nunha vecifianza de p
tal que (Vg, Ej)|, = 0e (VxE;)|, = 0 para calquera i e j. Ademais, se X = X'E;
con X' € R, tense que (Vg,X)|, = 0 para todo .

O seguinte lema é simplemente un resultado auxiliar que empregaremos a conti-
nuacién para probar a Férmula de Bochner.

Lema 1.2. Sexa T un tensor de tipo (0,2), f unha funcion en M e X un campo de
vectores en M. Enton:

div (fT)(X) = fdiv (T)(X) + T(Vf, X).
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Proba. Sexa {Ej, ..., E,} unha referencia ortonormal. Tense que:
div (fT)(X) = &(V s, /T)(E;, X)
=gEi(fT(Ei, X)) —eifT(VE,Ei,X) —e;fT(E;,Vg,X)
=& FEi(f)T(E;, X)
+eif [EB(T(E;, X)) =T (Vg Ei, X) — T(E;, Vg, X)]
=¢eig(Vf, E)T(E;, X) + f div(T)(X)
=T(Vf,X)+ fdiv(T)(X).
O

O seguinte lema presenta a férmula de Bochner que establece unha interesante
relacién involucrando a diverxencia do hessiano.

Lema 1.3 (Férmula de Bochner). Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana e
sexa f € C*°(M), enton

divHes¢(X) = X(Af) + p(V f,X) paratodo X € X(M). (1.3)

Proba. Sexan p € M e {Ej,..., E,} unha referencia ortonormal nunha vecifianza
de p. Tense que Af = Eig(V eV, EZ) A observacion 1.1 permite supofier que
(VE,Ej)|p =0.Sexa X = X"E; con X' € R. Entén
(XA =& [9(VxVEVS E)+9(Ve VS VxE,
=ei9(VxVE VI E)lp
=& [9(VE VXV, E) +9(Vix. )V E) + R(X,E;, Vf,E)] |,
=ei9(VE,VxV L, Ei)lp — p(X, VI)lp.
Por outra banda,
div (Hess)(X)|, =¢;[E;Hess(X, E;) —Hesy(Vg, X, E;) —Hes¢(X, Vg, E)] |,
=¢e;EiHes¢ (X, E;)|p = iEig(VxV [, Ei)|p
=¢eilg(Ve, VXV E) +9(VxV [, Vi E)]|p
=¢e9(VE,VxVF, E)lp.

Se combinamos as expresions anteriores obtemos
div (Hesf)(X)[p = (X(Af) + p(X, V1))lp-

Deste xeito, queda probada a igualdade puntualmente e polo tanto tamén se cumpre
a expresion do enunciado por tratarse dunha ecuacion tensorial. O

8
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1.3.2 Tensor de Weyl

Neste apartado introducimos o tensor de Weyl no contexto semi-riemanniano. Este
tensor aparece na descomposicién da curvatura para dimensidén maior que tres e a sia
anulacidn caracteriza as variedades localmente conformemente chds, isto é, aquelas
que son conformemente equivalentes a unha variedade cha. No que segue introduci-
mos este tensor e estudamos a sda diverxencia.

Sexan A e B tensores de tipo (0, 2) simétricos. O produto de Kulkarni-Nomizu
de A e B, que denotamos por A ® B, definese como (ver [6])

(A® B)(X,Y, Z,U) =A(X,U)B(Y, Z) + A(Y, Z)B(X,U)
—A(X,Z)B(Y,U) - A(Y,U)B(X, Z),

con X,Y, Z U € X(M). Deste xeito obtemos un tensor de tipo (0,4) satisfacen-
do as propiedades alxébricas da curvatura. Por outra banda, definimos o fensor de

Schouten, S, por
1 T
S = —— —— 9.
n—2 <p 2(n—1)9>

Empregando este tensor e o produto de Kulkarni-Nomizu definimos o fensor de Weyl
W como

W:=R-50g.
Reescribindo a ecuacién anterior en termos de campos de vectores X, Y, Z, U obtense

W(X,Y, Z,U) = R(X,Y, Z,U)

L (X, U)g(Y. Z) — p(X, Z)g(V. 1)

(n=2) (1.4)
+p(Y, Z)g(X,U) — p(Y,U)g(X, Z)}
-
+ m{g(x U)g(Y,Z) — g(X, Z)g(Y,U)}.
A partir da definicién € claro que se VW = 0, entén R queda completamente deter-
minado polo tensor de Ricci.
Unha vez introducidos os tensores de Weyl e Schouten, definimos o fensor de

Cotton, C, pola relacién

C(X7Y7 Z) = (VXP)(K Z) - (VYP)(X7 Z)

C 1l xmeviz)-vimex.z).
2(n — 1) A I 2)):

Por un lado, este tensor mide a simetria na derivada covariante do tensor de Schouten
Xxa que
C(X,Y,Z2)=(n—-2)[(VxS)Y,Z) - (VyS)(X, 2)],
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e por outro lado, € un miltiplo da diverxencia do tensor de Weyl como se mostra no
seguinte resultado.

Lema 1.4. Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana de dimension n > 4,
enton 5
n SC(X,Y.2). (1.6)

(divW)(X,Y, Z) =

n p—
Proba. Aplicando de novo a observacion 1.1 consideramos unha referencia ortonor-
mal {Fy, ..., E,} tal que (VE,Ej)|, = 0. Sexan X,Y, Z extensiéns a campos de
vectores en M de forma que (VX)|, = (VY)|, = (VZ)|, = 0. Comezamos vendo
que

(divW)(X,Y, Z)|, = ei(VEW)(X,Y, Z,E;)|p = eiVEW(X, Y, Z, E;) |,
e posto que o tensor de Weyl pode expresarse na forma
WX,Y, 2,U) = [R+ gy Ro — 550 © 9)] (X, 2,0),

basta calcular as derivadas de cada sumando da expresion anterior. Para o primeiro
termo tense que
&i (Ei(R(X,Y, Z, Ei))) Ip
= & (X(R(Y> E;, Z, El))) ‘p — & (Y(R(Ei7 X, Z, Ez))) |P
= (X(p(Y,2)) =Y (p(X, Z))) Ip,

onde temos empregado a Segunda Identidade de Bianchi e a antisimetria nos dous
primeiros argumentos. Para o segundo termo, tense que:

(L RX Y 2B
p_<&0kﬂxn—ﬂﬁu))

Esta igualdade obtense sen mdis que recordar a definicion de R¢. En efecto:

RO(Xa Ya Za EZ))

p

Ei(Ro(X,Y, Z, E))|p = Ei(9(X, E3)g(Y, Z) — g(X, Z)g(Y, Ei))|p = 0,

posto que todas as derivadas destes vectores son cero e a métrica é paralela. Volvendo
4 igualdade anterior e empregando que X = ¢;9(X, E;)F;, tense que:

9(X, Ei)g(Y, Z) — 9(X, Z)g(Y. Ei) .
< (n—D(n—1) E<0

7

p

- g o X BV D)ET) — ol B)ea (X, Z) B,

1
CEDICEE

Y, 2)X(7) = 9(X, 2)Y (7)] Ip-

10
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Finalmente, para o terceiro sumando empregamos de novo que as derivadas son cero
e que a métrica € paralela, obtendo que

1

p

= e Bp(X, Eg(Y, 2) — Bi(p(Y, Ex))g(X, 2)

+Ei(p(Y, 2))9(X, Ei) — Ei(p(X, Z))g(Y, E)] |p
1

= —— 9(Y, 2)(div p)(X) — g(X, Z)(div p)(Y)

+X(p(Y, 2)) = Y (p(X, 2))] |p-

Isto dltimo pode reescribirse empregando a Identidade de Bianchi Contracta, obtén-
dose:

1

1
2(n—2)

p

[9(Y, 2)X(7) = 9(X, 2)Y (1) + 2X(p(Y, Z)) — 2V (p(X, Z))] |-

Finalmente, considerando todo o anterior e posto que (1.6) € tensorial, dediicese que:

(divW)(X,Y,Z) = X (p(Y, Z)) - Y(p(X, 2))
1
+ =2 —1) {9, 2)X (1) — g(X, 2)Y (1)}
1

~ 50— WV DX() —g(X, )Y (1)

+2X(p(Y, 2)) = 2Y (p(X, Z))}

:Z:;X@WZD—WMXZD

1

D) [9(Y, 2)X (1) — g(X, Z)Y(T)]}

-z BC(X,Y,Z),

n—2

obtendo asi o resultado. UJ

Na seguinte seccién introducimos a descomposicién do tensor de Weyl, dando
lugar 4s nociéns de autodualidade e anti-autodualidade.

11
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Observacion 1.5. Existe un concepto equivalente ao tensor de Weyl en xeometria afin
ao que se adoita chamar tensor de Weyl afin. A anulacién de dito tensor caracteriza
as variedades proxectivamente chds de dimensién n > 3 (ver teorema 4.8).

1.4 Autodualidade e anti-autodualidade

Nesta seccion introducimos as condiciéns de autodualidade e anti-autodualidade en
dimension catro. Estes conceptos duais xorden pola descomposiciéon que admite o
endomorfismo de 2-formas asociado ao operador de Weyl nesa dimensién. Para pre-
sentar os detalles desta descomposicién, comezamos traballando a nivel puramente
alxébrico. Sexa (V, (-, - )) un espazo vectorial de dimension catro dotado do produto
interior (-, - ). Este ultimo induce, 4 sta vez, un produto interior (-, - ) no espazo
de 2-formas A%(V) de forma que se u, v, w,x € V, entén

(uAhv,wAhz)=(u,w)(v,z)—(u, z){v, w).

Sexan {e1, ez, e3,e4} unha base de V' tal que (e;,e;) = €;0;; con ; = £1. De-
notamos por e o elemento dual de e;. Sexa voly = el Ae? A e? A e* o elemento
de volume que determina a orientacién de V. Daquela, se (-, -) ten sinatura rie-
manniana ou neutra, o operador estrela de Hodge « : A*(V) — A?(V) definido
pola relacién o A %3 = (v, B)voly satisfai x> = Id e induce unha descomposicién
A (V) =A2 @ A%, onde AT = {a € A? :xa=a}leA? = {a e A?:xa = —a}.
AEL recibe o nome de espazo autodual e A%, espazo anti-autodual. Ademais, un cam-
bio de orientacién en (V, (-, -)) inverte os papeis de A% e A2.

No que segue, consideramos a construcién anterior sobre o espazo tanxente dunha
variedade semi-riemanniana (M, g) de dimensién catro. Denotamos por A2 o espazo
de 2-formas asociado a T'M. Se a sinatura de g € riemanniana (i.e., (4,0) ou (0,4))
ou neutra (i.e., (2,2)), entén A? admite a descomposicién inducida polo operador
estrela de Hodge que se detalla no pardgrafo anterior. No que resta de seccién supo-
fiemos que (M, g) é de sinatura (2, 2), malia que os resultados que enunciamos son
andlogos en sinatura riemanniana. Para cada X € X(/) definimos a 1-forma asocia-
da X’ polarelacién X”(Y') = g(X,Y). Sexa { Ey, Es, F3, E4} unha referencia local
ortonormal do fibrado tanxente con ¢; = g(E;, E;) = 1 parai € {2,3,4}. Por sim-
plicidade, denotamos E* = (F;)°. Fixada unha orientacién en (1, g), supofiemos
adicionalmente que a 4-forma E' A E%2 A E3 A E* ten a orientacién do elemento de
volume (riemanniano). Denotamos

Li = E'ANE%* 4+ e3e4 B3 A B,
Ly = E' AN E3 Fe9e4 B> A B,
Ly = E' ANE* + e9e3F% A B3,

12
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Entén
A% =span{Li, L}, Li}. (1.7)

Por outra banda, o produto escalar inducido pola métrica g en A2, que denotamos
por § , permite asociar de forma biunivoca un endomorfismo de A? a cada tensor de
curvatura-alxébrico. En particular, se VY € o tensor de Weyl de M, o endomorfismo
asociado W definese pola relacién §(W (X’ A Y?), 2> AU?) = —W(X,Y, Z,U)
(ver, por exemplo, [59,73]). Asi, dicimos que (M, g) é autodual (anti-autodual) se
W(Az) =0 (W(Ai) = 0). Dicimos que (M, g) é hemi conformemente chd se é
autodual ou anti-autodual. Esta nomenclatura serve para evitar especificar a orienta-
cion. Sexa {1, j, k} unha permutacién dos indices {2, 3,4} e sexa o;j;, 0 signo de dita
permutacién. A autodualidade caracterizase do xeito seguinte.

Lema 1.6. Sexa (M, g) unha variedade de sinatura (2,2) orientada. Entén, (M, g)
é autodual se e s6 se para calquera referencia ortonormal {E1, Es, E3, E4} e para
calquera X,Y campos de vectores,

W(El,EZ',X, Y) = O’ijkﬁjEkW(Ej,Ek,X, Y) (18)

Proba. Posto que (M, g) esta orientada e é autodual, se {E;, Fa, F3, E4} é unha

referencia ortonormal positivamente orientada, enton W antlase para os xeradores
de A% dados en (1.7):

W(E' A E% — e3e4E3 A EY) =
W(El A E3 +eges E? A E4) =

W(El AE* — €2€3E2 VAN Eg)

0,
0,
0.

Usando que W ¢ linear e a relacién deste con W, obtemos que isto dltimo € equiva-
lente a que para calquera par de campos de vectores X e Y,

W(E1, Ea, X,Y) = e3esW(E3, B4, X,Y),
W(ElaE?an Y) = _5254W(E27E4aXa Y)7
W(E17E4aXa Y) = 6253W(E27E37X7 Y)

Asf, as tres ecuacidns anteriores son equivalentes a ((1.8)).

Reciprocamente, se se cumpre a condicién ((1.8)), en particular sabemos que
se anulan os xeradores de A%, polo que W(A2) = 0 e (M, g) é autodual como
queriamos ver. O

De cara a traballar coa autodualidade en sinatura (2, 2) resulta interesante carac-
terizar esta condicidon en termos dunha referencia de campos de vectores nulos. O
seguinte corolario do lema 1.6 proporciona unha caracterizacién da autodualidade en
termos dunha referencia semi-ortonormal de vectores nulos.
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Corolario 1.7. Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana de sinatura (2,2).
Enton, (M, g) € autodual se e s6 se para calquera referencia {T,U,V, W'} tal que os
tinicos produtos non nulos sexan g(T, V') = g(U, W) = 1 (salvo simetria) se cumpre

W(T7 V? X’ Y) = W(U’WX7 Y)?
W(T,W,X,Y) = 0, (1.9)
W(U,V,X,Y) = 0.

Proba. Basta observar que a referencia dada por

— — BEy="—+ FE3=—+r— Ei= ———
V2 T R T e T e

é ortonormal con g(FE;, E;) = ¢; = (—1)*. Empregamos caracterizacién de autodua-
lidade do lema 1.6. Por un lado, tense que

{ T-V T+V W —U W+U}
By = = =

0=W(E1, E2, X,Y)+W(E3, E4, X,Y)
1 1
= §W(T— V,T+V,X,Y)+ §W(W— UW+U X,Y)
=W(T,V,X,Y)+ WW,U,X,Y),

dando lugar 4 primeira das igualdades. Por outro lado, empregamos as condicidns res-
tantes da caracterizacion de autodualidade para referencias ortonormais do lema 1.6:

W(E17E37X7Y) = _W(E27E47X7 Y)7
W(E1, Ey, X,Y) = —W(E,, E3, X,Y).

Sumando separadamente os membros esquerdo e dereito das ecuacidns anteriores
tense que
W(EL, E3 + Ey, X,Y) = —=W(Ey, By + E3, X, Y).

Xuntando todo no membro esquerdo obtemos W(E; + Es, Es + E4, X, Y) =0, de
onde W(T, W, X,Y) = 0. A ecuacién que falta obtense analogamente restando as
ecuacidns en lugar de sumalas. O

Observacion 1.8. O lema 1.6 e o Corolario 1.7 caracterizan a autodualidade. De
forma paralela podemos caracterizar a anti-autodualidade sen méis que reescribir as
condiciéns dadas en (1.8) e (1.11) como

W(Eh Ei7 Xa Y) = _Uijkgjng(Eja Ek‘a Xa Y)
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e
WTv,X,Yy) = -WU,W,X,Y),
W(T, W, X, Y) = 0,
WU, V,X,Y) = 0,
respectivamente.

1.4.1 Autodualidade e tensor de Cotton

Para rematar esta seccién empregamos o lema 1.6 e o corolario 1.7 para estudar o
comportamento do tensor de Cotton baixo a condicién de autodualidade.

Lema 1.9. Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana de sinatura (2,2). Se
(M, g) é autodual, enton dada unha referencia ortonormal {E1, Eo, Es, E4} e un
campo de vectores Z arbitrario, tense que

C(El,EZ',Z) :UijkgjekC(Ej,EkaZ)- (110)

Proba. O lema 1.4 garante que en dimension catro

(div W)(X,Y, Z) = %C(X, Y. Z) con X,Y,Z € X(M).

Sexa {E1, F», E3, E4} unha referencia ortonormal con respecto 4 cal todos os sim-
bolos de Christoffel en p son cero (ver observacion 1.1). Aplicando o lema 1.6 tense
que

C(Ey1, Ei, Z)|, = divW(EL, Ei, 2)|, & e/(V e, W) (B, Ei, Z, By,
=g EW(E\, E;, Z, E))|, = eiEoijrejeiW(Ej, Ex, Z, EY)|p
© oijkeiekdiv W(Ej, By, Z)|p = 0ijrejerC(Ej, By, Z)lp.

En (x) empregamos que todas as derivadas covariantes en p son cero. Deste xeito,
obtense o resultado. ]

Finalmente enunciamos o seguinte corolario cuxa proba omitimos por ser com-
pletamente andloga a do corolario 1.7 mudando W por C, ou ben adaptando o argu-
mento da proba do lema 1.9.
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Corolario 1.10. Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana de sinatura (2,2).
Se (M, g) é autodual, enton para unha referencia {T,U,V,W} tal que os tinicos
produtos non nulos sexan (T, V') = g(U, W) = 1 (salvo simetria) tense que

C(T,V,Z) = CUW,Z),
C(T,W,Z) = 0, (1.11)
cU,Vv,z) = o.

1.5 Métricas conformes

As transformaciéns conformes (é dicir, aplicaciéns que conservan dngulos) ocupan
un lugar importante no estudo da xeometria semi-riemanniana. Isto débese en par-
te a que duas estruturas conformemente equivalentes poden ter unha xeometria moi
diferente, mais os obxectos xeométricos dunha poden obterse a partir dos da outra
sempre que a relacion de conformidade sexa coiiecida. Para ver isto comezamos de-
finindo o concepto de aplicaciéon conforme e, seguidamente, veremos un teorema que
nos permite relacionar a conexién de Levi-Civita, a curvatura e o tensor de Ricci de
ddas variedades conformemente equivalentes.

Definicién 1.11. Sexan (M, g) e (M , ) variedades semi-riemannianas. Diremos que
unha aplicacion diferenciable F' : M — M é unha aplicacion conforme se existe
unha funcién v : M — R chamada factor de conformidade que € distinta de cero en
todo punto, e tal que para todo p € M e para calquera X,Y € X(M),

9r@p) (Fx(0)X, Fu(p)Y) = 72(p)gp(X,Y).
Observacion 1.12. Sexa y o factor de conformidade dunha aplicacién conforme F'.

1. Se v € constante, entén F' € unha homotecia.

2. Se v = 1, ent6n F' € unha isometria.

Diremos que ddas variedades son conformes, homotéticas ou isométricas se exis-
te unha aplicacién conforme, unha homotecia ou unha isometria entre elas, respec-
tivamente. Estas nocidns definen relaciéns de equivalencia no espazo de métricas
semi-riemannianas.

O seguinte resultado proporciona relacidns entre os obxectos xeométricos princi-
pais de dias variedades conformemente equivalentes.

Teorema 1.13. [73] Sexan (M, g) unha variedade semi-riemanniana de dimension
n e o : M — R unha funcion diferenciable. Se consideramos en M a métrica dada
por § = €2g, enton podemos relacionar os seguintes elementos de (M, g) cos de
(M, g) como segue:
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1. Se V e V son as conexions de Levi-Civita de g e g, respectivamente, tense que

VxY = VxY + X(0)Y +Y(0)X — g(X,Y)Vo. (1.12)

2. Se R e R denotan os tensores de curvatura de tipo (0,4) de g e g, respectivamente,
enton

ﬁ:ew{R—i— (Hesg—da®d0+;g(VU,VU)g) @g}. (1.13)

3. Se p e p representan os operadores de Ricci de g e g, respectivamente, cimprese
que

p=p—(n—2)(Hesy, —do ®@do) — (Ao + (n—2)g(Vo,Vo))g. (1.14)

1.6 Produtos deformados

No estudo da xeometria semi-riemanniana, unha estrutura que cobra especial impor-
tancia é o das variedades produto. A partir de ddas variedades semi-riemannianas
(M, gn) e (N,gn) definimos a variedade produto como o produto de variedades
M x N dotado da métrica gps + gn. Esta nova variedade (M x N, gnr + gn) herda
moitas propiedades de M e NV, polo que supén un modo moi axeitado de proporcionar
exemplos de variedades con maior dimensién. Non obstante, € tan forte a dependen-
cia que tefien as propiedades de M x N das variedades que a compofien que non é
moi habitual atopar novos exemplos con propiedades interesantes. Ademais, o que
en principio poden parecer pequenos cambios na métrica dunha variedade produto,
aumenta moito o seu interese 4 hora de proporcionar exemplos caracteristicos. En
concreto, resulta interesante o estudo de variedades produto que sofren unha modifi-
cacién homotética da métrica dunha das ddas variedades.

Definiciéon 1.14. Sexan (B, gp) e (F, gr) dias variedades semi-riemannianas e sexa
¢ : B — R unha funcién positiva diferenciable. Definese o produto warped B x , F
como a variedade produto B x F' equipada coa métrica

g=7"g5+ (pom)iorgr,

onderw: B X F — Beo: B x F — F son as proxeccidns candnicas. A funcién ¢
recibe o nome de funcion warping, B dise a base do produto e F' a fibra.

Se consideramos un produto warped como o dado na definicién anterior pode-
mos relacionar o tensor de Ricci do produto co tensor de Ricci dos seus factores. O
seguinte resultado de [89] mostra estas relacions.
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Lema 1.15. Sexa M = B x, I un produto warped con dim F' = dr > 1; sexan
X,Y € X(B), esexan U,V € X(F). Enton a conexion de Levi-Civita V de (M, g)
cumpre

VxY é o levantamento a M de BV xY,

VxU =vyX =Xy,
nor(VyV) = (U, V) = — 420 v,
tan(Vy V) é o levantamento a M de ¥V V,

(1.15)

onde tan e nor denotan as compoiientes tanxente e normal d fibra F', respectivamen-
te. Ademais, o tensor de Ricci queda determinando por

p(X,Y) = pP(X,Y) - LHes,(X,Y),
p(X,U) = 0, (1.16)
pUV) = pFUV) - g V) (22 + L |We|?).

O noso interese céntrase fundamentalmente nos produtos warped con base de

dimensién un. En tal caso, o lema anterior simplificase notablemente da forma se-
guinte:

Corolario 1.16. Sexa M = I x, F' un produto warped con dimF' = dr > 1e
métrica g = £dt*> ® ©%gp, onde I C R e e = £1. Sexan U,V € X(F), entén a
conexion de Levi-Civita de (M, g) cumpre

Vg0t =0,

VU = Vyot = % U,

nor(VyV) = (U, V) = — £ (U, V)0t

tan(Vy V) é o levantamento a M de ¥’V V,

(1.17)

onde tan e nor denotan as compoiientes tanxente e normal d fibra F', respectivamen-
te. Ademais, o tensor de Ricci queda determinado por

p(0t,0t) = —edp <

p(0t,U) = 0, (1.18)
1 / 2

pUV) = pF<U,V>—s(*;+<dF—1> (£) )g(U,V>-

Os produtos warped son interesantes desde diversos puntos de vista da xeome-
tria, destacando a importancia que tefien 4 hora de buscar exemplos de variedades
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con propiedades que se conservan mediante transformaciéns conformes. O seguin-
te resultado mostra que todo produto warped hemi conformemente chan con base
1-dimensional € localmente conformemente chan.

Lema 1.17. Sexa M = B X, I un produto warped con dim B = 1 e dim F' = 3 coa
métrica g dada na definicion 1.14. Enton M é autodual se e so se é anti-autodual.

Proba. Consideramos o caso de sinatura (2,2) sendo o riemanniano andlogo. Su-
pofiamos que ¢ = 1, isto é, (M, g) é unha métrica produto. Entén a métrica é da

forma
_ (980
g_(o g )

Sexa { Eo, F1, E2, E'3} unha referencia ortonormal para g respectando as caixas. Ten-
se que Vg, E; = 0 con i # 0. Entén W(Ey, Ej, Ey, E;) = 0 para calquera j, k, [.
Asi, o lema 1.6 xunto coa observacién 1.8 mostran que M é autodual se e s se é
anti-autodual. Supofilamos agora que ¢ non € constante. Sexa g = ﬁ g. Entén (M, g)
¢ unha métrica produto conformemente equivalente a (M, g). Deste xeito queda pro-
bado o resultado xa que a autodualidade e anti-autodualidade son un invariantes por
transformacioéns conformes. O

A continuacién introducimos outro tipo de deformacién da métrica produto que
xeneraliza os produtos warped de forma que a funcién de deformacién non s6 depen-
de da base.

Definicion 1.18. Sexan (B, gp) e (F, gr) ddas variedades semi-riemannianas e sexa
¢ : B x F — R unha funcién positiva. Definese o produto twisted de ambas as
dudas variedades como a variedade produto dotada da métrica

g=1"gp + o 0" gr,

onde m: B x ' — B é aproxecciébn na basee o : B x ' — F & a proxeccién na
fibra.

Os produtos warped e twisted constitien unha interesante forma de dotar o pro-
duto de variedades de métricas que garden unha forte relacidon coas métricas de cada
factor. A funcién de deformacion ¢ indica o nivel de deformacion que sofre a métrica.
Por esta razon este tipo de variedades reciben o nome de produtos deformados.

Algunhas veces, a existencia de distribuciéns con determinadas propiedades xeo-
métricas caracteriza os produtos twisted ou warped. Dicimos que unha subvariedade
¢ totalmente xeodésica (umbilical) se a segunda forma fundamental € cero (€ un mul-
tiplo da métrica nunha direccién normal 4 subvariedade) en cada punto. O seguinte
resultado foi enunciado e probado por Ponge e Reckziegel en [96].
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Lema 1.19. Sexa (M x My, g) unha variedade semi-riemanniana e supofiamos que
as foliacions canonicas L1 e Lo se intersecan perpendicularmente. Enton a métrica
g correspondese coa dun produto twisted My X, My se e s6 se Ly é totalmente
xeodésica e Loy é totalmente umbilical.

O seguinte lema de [57] afirma que baixo certas hipéteses todo produto twisted
pode expresarse como un warped.

Lema 1.20. Sexa B x, F' un produto twisted con dim(F') > 1. Enton, p(X,V) =0
para calquera X tanxente a B e calquera V tanxente a F' se e s6 se B X, F' pode
expresarse como un produto warped B x., F de (B, gg) e (F, gr), onde gr é unha
métrica conformemente equivalente a gr.

1.7 Meétricas de Walker

E un feito cofiecido que a existencia dunha distribucién paralela nunha variedade
Riemanniana d4 lugar a unha descomposicién local de de Rham como produto. Esta
propiedade mantense en sinatura semi-riemanniana se a distribucion é paralela e non
dexenerada. O caso no que a distribucién é dexenerada foi estudado por Walker [100],
obtendo unha forma candnica para a métrica. Basedndonos nisto diremos que unha
variedade semi-riemanniana € unha variedade de Walker se admite unha distribucién
D nula e paralela, isto é, a métrica é totalmente dexenerada restrinxida 4 distribucién
e VD C D, respectivamente.

As métricas de Walker son unha clase especial de métricas semi-riemannianas
que non tefien andlogo riemanniano. Estas son responsables de moitas situacions es-
tritamente semi-riemannianas, por exemplo: holonomia indescompoiiible pero non
irredutible, estruturas homoxéneas semi-riemannianas dexeneradas, variedades estri-
tamente conformemente simétricas, métricas conformemente chds con operador de
Ricci nilpotente en dous pasos, hipersuperficies de Einstein en variedades con cur-
vatura seccional constante e operador de configuracién nilpotente, estruturas para-
Kihler, métricas de Osserman non localmente simétricas etc. Para obter mais infor-
macién sobre estruturas de Walker pode consultarse [16].

1.7.1 Coordenadas de Walker

Na situacién madis xeral, a existencia de coordenadas adaptadas de Walker vén dada
polo seguinte resultado de [100].

Teorema 1.21. Sexa (M, g) unha variedade de Walker de dimension n e sexa D
unha distribucion r-dimensional nula paralela. Daquela existen coordenadas locais
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adaptadas (z*, ..., 2" ", 2" " a™) en (M, g) de tal forma que a métrica vén
dada por

B H Id,

Id. 0 0

onde 1d, é a matriz identidade de orde r, e A, B e H son matrices cuxos coeficientes
son funcions das coordenadas verificando as seguintes condicions:

1. A e B son matrices cadradas simétricas de orde n — 2r e r, respectivamente; H
é unha matriz de orde v x (n — 2r), e ' H denota a siia trasposta.

2. A e H son independentes das coordenadas (x™~ "1, ... 2m).

Ademais a distribucion r-dimensional nula paralela D estd localmente xerada polos
campos de vectores coordenados {Op—r41, .., Op }.

A forma canénica do teorema anterior resulta mdis sinxela se a distribucién pa-
ralela ten dimensién médxima e a variedade é de dimensién par n = 2m. Nestas con-

diciéns existen coordenadas de Walker (z!, ..., 2™, 21/, ..., @) de tal forma que a
matriz da métrica resulta

A B 1Id,
onde as compoiientes de B son funciéns de (371, ey M X1 e, Ty ) (Ver [16,50]).

Observacion 1.22. Se (M, g,D) é unha variedade de sinatura (2,2) dotada cunha
distribucién nula 2-dimensional D e {v1,v2} é unha base de D, entén x(v! A v?) =
+v!Av?, onde v* denota o elemento dual de v;. Se fixamos a orientacién en (M, g, D)
de xeito que x(v! Av?) = v1Av? (i.e. v! Av? é autodual), tense que calquera outra base
de D tamén d4 lugar a un elemento autodual. Polo tanto, dicimos que a orientacién de
M € compatible con D se a orientacién que induce na distribucién nula € autodual.

O noso interese polas estruturas de Walker xorde do estudo das variedades quasi-
Einstein xeneralizadas isotrépicas que analizamos nos capitulos 2 e 3 baixo a condi-
cién de (anti-)autodualidade. Esta consideracidn restrinxe a nosa analise a dimension
catro e sinatura (2, 2). Nestas condiciéns a métrica dada en (1.19) e a distribucién de
Walker D son da forma

g = 2dz' o dxy + aijdxi odr’ e D = span{0y,,, Oz, } (1.20)

para certas funcions a;; = a;; (:1:1, 2, xy, xo), onde “o” denota o produto simétrico.
Ademais, a existencia de D permite definir unha orientacién en (M, g, D) mediante
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o procedemento do pardgrafo anterior. Por conveniencia, no consecutivo, cando con-
sideremos variedades de Walker, asumiremos que estdn orientadas coa orientacién
compatible coa distribucién de Walker correspondente. Isto constitie un feito crucial
na xeometria de Walker, resultando en que para calquera sistema de coordenadas de
Walker se ten que x(dz1/ A dxy) = dxys A dzo (para mdis detalles ver [49]).

1.7.2 Extensions de Riemann

As extensiéns de Riemann son métricas de Walker realizadas no cotanxente dunha
variedade afin que aparecen en diversas situacions xeométricas. En particular, estas
métricas tefien grande interese para o noso estudo, xa que permiten trasladar proble-
mas afins a semi-riemannianos e viceversa. As extensions de Riemann foron introdu-
cidas por Patterson e Walker en [93] e estudadas posteriormente por diversos autores
mostrando as sdas multiples aplicacidns en diferentes campos (ver [1, 102]).

Sexa (M, D) unha variedade afin m-dimensional, sexan (z', ..., 2™) coordena-
das locais en M e sexan Fijk os simbolos de Christoffel asociados. Se w é unha
1-forma en M, expresamos w = xydx’. Entén, (x!, ..., 2™, &1/, ..., 2,,/) son as co-
rrespondentes coordenadas duais no fibrado cotanxente 7. Denominamos exten-
sion de Riemann de (M, D) a métrica no fibrado cotanxente de M definida por:

gp = 2da’ o dzy — 22Ty dz’ o da? . (1.21)

Este tipo de métricas pode xeneralizarse dando lugar a novas métricas no fibrado
cotanxente de M que resultan interesantes desde o punto de vista xeométrico como
veremos nos capitulos 2 e 3. Sexa ® un tensor de tipo (0,2) simétrico. A métrica
dada por

9D.® = 2dz’ o dzy + {72£Ck/DFijk + @ij} dzt o da? | (1.22)

recibe o nome de extension de Riemann modificada. Este tipo de métricas aparecen
no estudo de soliténs de Ricci gradientes autoduais non localmente conformemente
chans en sinatura (2, 2). Sexan T = 170, ® da’ e S = 570, ® dz’ endomorfismos
no fibrado tanxente de M. Chamamos extension de Riemann modificada & métrica
definida por

9D.&T,5 = 2 dx' o dxy
y . . - (1.23)
+ {%x:c (TiSE+ T7SE) — 22 T + @ij} da' o dad

Ademais das que vimos de definir, existen outras métricas de Walker interesantes
xeometricamente realizadas no fibrado cotanxente dunha variedade afin. Para ampliar
informacion sobre extensions de Riemann pode consultarse [1,16,25,51].

O seguinte teorema enunciado e probado en [25] caracteriza (salvo isometria) a
métrica dunha variedade de Walker autodual.
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Teorema 1.23. Unha métrica de Walker en sinatura (2,2) é autodual se e so se
é localmente isométrica ao fibrado cotanxente T*Y dunha superficie afin (X, D),
dotada cunha métrica da forma

g=auX'zyry did oda® + gpsr1a, (1.24)

sendo X un campo de tensores en 3, T un tensor de tipo (1,1) en X e ® un tensor
simétrico de tipo (0,2) en X.

Pode mostrarse directamente que as métricas dadas en (1.21), (1.22), (1.23) e
(1.24) estan definidas invariantemente. Porén, no que segue introducimos un forma-
lismo libre de coordenadas que empregamos na nosa andlise e que mostra a natura-
lidade destas métricas, 4 vez que relaciona as xeometrias da superficie afin M e do
fibrado cotanxente 7" M (para ver mdis detalles pode consultarse [102]). Definimos
a avaliacion dun campo de vectores X en M como a funcién ¢ X en T*M defini-
da pola relacién ¢ X () = (X |x(¢)). Entén non € dificil comprobar que os campos
de vectores en T* M quedan determinados pola sia accidn sobre as avaliacidns de
campos de vectores en M. Isto permite dar a definicion do levantamento completo
dun campo de vectores X en M como o campo de vectores en 7 M satisfacendo
XY(1Z) = 1[X, Z] para calquera Z € X(M). Sexan (x!,...,2™, 21/, ..., Tpy) cOOL-
denadas locais en M e sexa X = X'0,.. Tense que tX (z!, ..., 2™, 21/, ... ,Tpy) =
zy X' e que

X = X0y = 035 (X w000,

Para ver isto dltimo, tomamos Z = (d,; para un certo j e empregamos a definicién
anterior obtendo que
XC(LZ) = L[Xa Z] = L[Xiawia Caxf] = L(Xzamz (Caaﬁ) - Caaﬂ (Xzaxl))
= X0, (Q)zjr — COps (X ")y

Por outro lado, se expandimos X¢ = a%0,: + biaxi, e posto que ¢ € C*(X), tense
que

XC(2) = (a'0x’ + 6y, ) () = a'Dyi (Q)ayr + V.

Ent6n, basta tomar ¢ = 1 para ver que b/ = —9,;(X")xy e asf ’ = X7 para todo j.

Os tensores de tipo (0, s) en T*% quedan determinados pola sda accién en le-
vantamentos completos de campos de vectores en Y. Daquela, para un campo de
tensores 7" de tipo (1,1) en X, a avaliacién (7" é unha 1-forma en 7T*Y. determinada
por .T(X%) = 4(T(X)). En coordenadas tense que

I =T wypda’,

23



Preliminares

sendo T' = Tij O, ® dz’. Tomemos X = (0, para un certo k fixado. Aplicando a
definicion obtemos

T(XY) = u(T(X)) = (TFCD,) = TFCxy.

Por outra banda, se T = a’dz’ + bidx; e posto que XC = (O — 0,5 (Qzw Oz,
tense que

T(XO) = a*¢ — 70,5 (O

Se tomamos ¢ = 1 obtemos que a* = Tik%", polo que é inmediato que b* = 0 para
todo k. Agora xa estamos en disposicion de probar que as métricas arriba definidas
son invariantes. Comezamos por gp. Posto que un tensor queda determinado pola sia
accion sobre levantamentos completos, definimos a métrica invariante g pola relacién

g(XC YY) = —(DxY + Dy X)
para calquera X, Y € X(X). En efecto, comezamos vendo que
9(0,:9,0,) = —1(Da 0 + Do, ;0y:)
= —(2T;%0,k) = =205z
Isto determina a métrica sobre os campos 0,1, ... , O definidos localmente en 773.

Para determinar os produtos cruzados da forma g(9,, 8xj,) consideramos os produ-
tos g(9,:¢, (¢8,,)C). Por un lado, tense que

g(awzca (Caxﬂ)c) :g(aaﬂ’ <8LL’-7 - a?:k (g)x]'aik/)
= Cg(aa:i7 8xﬂ) - a{bk (C)xj’g(ari’ 3xk/)

Por outro lado, pola definicién de g obtemos
g(axica (Caxf)c) = _L(Dazi Caxf + Dcax]’ axz) = _L(axi (C)aﬂ) + Cg(axl ) axi)

Combinando ambas as expresiéns con ¢ = z* vemos que g(9,, Oz,,) = 0;;. Final-
mente, se consideramos un produto da forma g((19,:)", (¢8,,)C), obtemos de xeito
andlogo ao anterior que g(aﬂ,,axj,) = 0. En tal caso, tense que g = gp. Por ou-
tra banda, € inmediato ver que gp ¢ pode definirse invariantemente como gp + 7*®
onde & = Q)ijdxi ® dz?. A métrica 9p,® 1,5 obtense como ¢ o 1S + gp ¢ sendo
T =T0r@drieS = Sg Oyps ® da?, polo que tamén é invariante. Finalmente, a
métrica dada en (1.24) é da forma (X (¢!Id o (Id) + ¢ D,®,T,1d- Desta forma, todas as
métricas que definimos anteriormente a partir dunha extension de Riemann son inde-
pendentes das coordenadas escollidas. Ademais, todas elas son métricas de Walker
con distribucién 2-dimensional nula e paralela D = ker 7, en T*X.
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Parte I

A ecuacion quasi-Einstein en
xeometria semi-riemanniana







O estudo da existencia e unicidade de soluciéns para unha ecuacién diferencial
sobre un dominio dado € un problema central en matemaéticas e fisica. Porén, tamén
resulta interesante a pregunta contraria desde o punto de vista da xeometria, ¢ di-
cir, dada unha ecuacién diferencial, que implicacidons xeométricas ten a existencia
de solucién non trivial sobre unha variedade dada? Isto €, a existencia de solucién
non trivial implica que a variedade subxacente posie unha estrutura dada? En cer-
tas situacidns, € posible probar unha correspondencia entre a existencia de solucidns
non triviais dunha ecuacién diferencial e unha variedade diferenciable; noutros, unha
mesma ecuacién pode dar lugar a varios espazos solucién, ou simplemente non ter
solucién. No caso de existir algin espazo satisfacendo unha certa ecuacién, tamén
resulta interesante cofiecer a estrutura local ou global e, de ser posible, determinar
se € Unico. Existen neste sentido importantes exemplos cando a ecuacién ten algtin
contido fisico ou xeométrico. Por citar algin en particular, podemos pensar na ecua-
cion de Obata, onde se relaciona o hessiano dunha variedade co tensor métrico. E
sabido que a tnica variedade completa, salvo isometria, satisfacendo dita ecuacién
¢ a esfera euclidiana, que polo tanto queda caracterizada a partir da mesma (véxase,
por exemplo, [88]).

Se consideramos unha variedade semi-riemanniana, o tensor de Ricci e o hes-
siano son tensores de tipo (0, 2) que poden combinarse xunto co tensor métrico para
obter unha ecuacién en derivadas parciais. Este € o caso dos soliténs de Ricci gradien-
tes que aparecen de forma natural como soluciéns autosimilares do fluxo de Ricci. O
interese neste tipo de métricas aumentou de forma notable nos dltimos anos por teren
sido os fluxos de Ricci unha ferramenta esencial na proba de Perelman da conxec-
tura de Poincaré. Como consecuencia apareceron na literatura varias xeneralizacions
destas métricas. Entre elas atopamos as variedades quasi-Einstein xeneralizadas que
estudamos nesta primeira parte do traballo e que, en certo sentido, vertebran a tota-
lidade do mesmo. Para ver mais detalles sobre solitons e case soliténs de Ricci gra-
dientes pode consultarse [29,30,94,95] en sinatura riemanniana e [12,22] en sinatura
semi-riemanniana.

Esta primeira parte da memoria correspondese co desenvolvemento do estudo da
ecuacion quasi-Einstein xeneralizada en xeometria semi-riemanniana. Esta ecuacién
foi introducida por primeira vez por Catino en [36]. O noso obxectivo é cofiecer a es-
trutura local das variedades satisfacendo esta ecuacion baixo a condicién de ser hemi
conformemente chés. Para facer isto dividimos a andlise en dias partes. Na primeira,
correspondente ao capitulo 2, tratamos o estudo dos case soliténs de Ricci gradien-
tes, onde diferenciamos os solitoéns de Ricci gradientes (estudados en [11]) e os case
solitons de Ricci gradientes estritos. Na segunda, correspondente ao capitulo 3, es-
tudamos as variedades quasi-Einstein xeneralizadas propias, diferenciando entre as
que son quasi-Einstein e as que son quasi-Einstein xeneralizadas estritas. Estas catro
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familias de métricas que vimos de nomear entran dentro da definicién de varieda-
des quasi-Einstein xeneralizadas. Ademais, obsérvase que baixo a condicién de ser
hemi conformemente chds existe un comportamento formal similar entre soliténs de
Ricci gradientes e variedades quasi-Einstein, asi como entre case soliténs de Ric-
ci gradientes estritos e variedades quasi-Einstein xeneralizadas estritas. Isto permite
que o desenvolvemento dos dous capitulos se faga de forma parella adaptando o ar-
gumento como corresponda e remarcando as posibles diferenzas que aparecen entre
unhas estruturas e outras. En calquera caso, compre mencionar que todo o estudo que
realizamos € a nivel local, salvo que se especifique o contrario.

A ecuacién quasi-Einstein vén descrita en termos da métrica, do tensor de Ricci,
dun escalar dado, e da funcién potencial e o hessiano da mesma (para madis detalles,
ver definicion 3.1). O noso obxectivo € describir a xeometria local das métricas que
satisfan a devandita ecuacién. En xeral, este problema é complicado de abordar, polo
que resulta conveniente impofier algunha condicién adicional sobre as métricas de
partida. Unha posibilidade € estudar métricas con algun tipo de restriciéon sobre a
curvatura. Por exemplo, podemos considerar variedades localmente conformemente
chés. Estas variedades estdn caracterizadas en dimension maior que tres pola anu-
lacién do tensor de Weyl, presente na descomposicion da curvatura. Esta condicién
resulta ser moi restritiva para as variedades quasi-Einstein xeneralizadas. Por poiier
algtin exemplo disto, en [31,33] estddanse os soliténs de Ricci gradientes localmente
conformemente chans, véndose que tefien unha estrutura moi rixida. O mesmo acon-
tece nas discusions dadas en [13,39] onde se tratan as variedades quasi-Einstein en
sinatura riemanniana e lorentziana, respectivamente.

Nesta primeira parte da memoria consideramos variedades quasi-Einstein xene-
ralizadas baixo a condicién de seren autoduais ou anti-autoduais. Como veremos ao
longo dos capitulos 2 e 3, estas condicidns son menos restritivas que a de ser confor-
memente chd, permitindo a existencia de exemplos menos rixidos.
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Capitulo 2
Solitons de Ricci gradientes hemi

conformemente chans

Neste capitulo estudamos os case solitons de Ricci gradientes baixo a condicién de
ser hemi conformemente chans. Os resultados principais deste capitulo recéllense
en [22].

2.1 Introducion

O concepto de case solitén de Ricci gradiente foi introducido por vez primeira en [95]
en sinatura riemanniana. A seguinte definicion é unha adaptacion desta no contexto
semi-riemanniano.

Definiciéon 2.1. Unha variedade semi-riemanniana (M, g) de dimensién n dise case
soliton de Ricci gradiente (CSRG) ou simplemente case soliton se existe f € C°°(M)
tal que se satisfai

Hesy 4+ p = Ag paraalgin A € C*°(M). 2.1

Denotamos esta estrutura pola tripla (M, g, f) xa que a funcién A, que recibe o no-
me de funcion soliton, queda determinada tomando a traza da ecuacion (2.1). Se A
€ constante, a ecuacion anterior caracteriza os solitons de Ricci gradientes. Se polo
contrario A\ € non-constante, as variedades que cumpren a ecuacién (2.1) denominan-
se case solitons de Ricci gradientes estritos.

A nosa andlise xira arredor do estudo local dos case soliténs de Ricci gradientes
baixo a condicién de ser hemi conformemente chans, polo que nos restrinxiremos a
dimensidn catro. En sinatura riemanniana tefien a estrutura local dada no teorema 2.6
para sinatura neutra (+ + ——) con g(V f, V f) # 0. Por outra banda, toda variedade
lorentziana hemi conformemente cha é automaticamente conformemente chd, polo
que tampouco existen case soliténs de Ricci gradientes hemi conformemente chans
que non sexan localmente conformemente chans. Pola contra, a sinatura neutra per-
mite a existencia de exemplos hemi conformemente chans que non son localmente
conformemente chans (ver observacion 2.14). Isto marca unha diferenza importante
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Soliténs de Ricci gradientes hemi conformemente chans

con respecto 4s sinaturas anteriores e permite a obtencién de exemplos interesantes.
A estrutura local dos soliténs de Ricci gradientes hemi conformemente chans foi es-
tudada en [11]. Por este motivo, a nosa andlise redicese ao caso no que A € unha
funcién non-constante. Para mdis referencias sobre (case) soliténs de Ricci gradien-
tes, véxase, por exemplo, [29, 30,94, 95] en sinatura riemanniana e [11, 12, 105] en
semi-riemanniana.

Na primeira parte do capitulo proporcionamos exemplos particulares deste tipo
de estruturas; analizamos as consecuencias da definicién a partir do estudo da traza e
da diverxencia da ecuacioén que os define, e estudamos a sda relaciéon coa curvatura e
o tensor de Weyl. Isto permite levar a cabo a nosa anélise e examinar a estrutura local
deste tipo de métricas cando estas son hemi conformemente chas. Por unha banda,
mostrase que (en calquera sinatura) un case solitén de Ricci gradiente hemi confor-
memente chan € tamén localmente conformemente chan cando as hipersuperficies de
nivel da funcién potencial son non-dexeneradas (ver teorema 2.6). Por outra banda,
e en contraposicion ao anterior, a sinatura neutra (+ + ——) permite, a diferenza da
riemanniana ou lorentziana, a existencia de case soliténs de Ricci gradientes que son
hemi conformemente chans, mais non localmente conformemente chans cando as hi-
persuperficies son dexeneradas (ver teorema 2.11). Ademais, mostramos que existen
exemplos de case solitons autoduais mais non localmente conformemente chans rea-
lizados sobre o fibrado cotanxente dunha superficie afin dotada dunha extensién de
Riemann modificada cuxa funcién potencial € o pull-back dunha funcién na superfi-
cie afin (ver exemplo 2.13).

2.1.1 Casos particulares da ecuacion do case soliton de Ricci gradiente

A ecuacidn (2.1) permite aglutinar o estudo de varias estruturas de grande interese
xeométrico que se tefien estudado de forma madis ou menos estendida na literatura.
Entre estas destacan a ecuacion de Obata [87], a ecuacion de Mobius [101], a ecua-
cion Einstein ou a ecuacion dos soliténs de Ricci gradientes. A continuacién detalla-
mos algtins destes e outros exemplos procedentes da ecuacion dos case soliténs (2.1).

Exemplo 2.2 (Variedades Einstein). Se na ecuacion (2.1) tomamos f constante,
obtemos a condicién Einstein. Polo tanto, calquera variedade Einstein é tamén un
case solitén de Ricci gradiente. Por outra banda, se supofiemos que un case solitén
(M, g, f) é Einstein, i.e., p = ~g conn = dim M, tense que

Hes; = (A—T)g.

Esta € precisamente a ecuacién de Mdobius, dado que tomando trazas obtemos que
Af = An — 7 (ver [101]).
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2.2 Principais elementos xeométricos dos case solitons

Exemplo 2.3 (Solitons de Ricci gradientes). Se A\ é constante, a ecuacion (2.1)
reddcese 4 ecuacion do solitén de Ricci gradiente (ver, por exemplo, [31, 33,44, 82,
98]), que caracteriza as soluciéns autosimilares do fluxo de Ricci: % g(t) = —2p(t).

Exemplo 2.4 (Solitons ~-Einstein). Os case soliténs de Ricci gradientes non son
s6 unha mera xeneralizacion dos soliténs de Ricci gradientes, senén que tamén in-
clien outras soluciéns autosimilares de fluxos xeométricos como o fluxo de Ricci-
Bourguignon [38]. Este fluxo estd definido para unha certa k € R a través da ecua-
cién %g(t) = —2(p(t) — k7(t) g(t)). As soluciéns autosimilares deste fluxo son
case soliténs de Ricci con funcién solitén da forma A = k7 + v paracerto v € Re
chamanse solitons r-Einstein (consultense, por exemplo, [42,43] para unha discusién
madis completa).

2.2 Principais elementos xeométricos dos case solitons de
Ricci gradientes

Nesta seccion estudamos os obxectos xeométricos esenciais dos case solitdns que nos
permiten realizar a nosa andlise na seccién 2.3. Para abordar este estudo, comezamos
considerando a traza e mais a diverxencia da ecuacién (2.1). A partir das ecuaciéns
resultantes e as stas derivadas extraemos informacién adicional sobre estas estrutu-
ras. Seguidamente, posto que o noso interese se centra en estudar variedades hemi
conformemente chds, buscamos as relaciéns existentes entre as ecuacions anteriores
e as expresions que definen os tensores de curvatura, Weyl e Cotton.

No seguinte lema recompilase a informacion que extraemos empregando o pro-
cedemento detallado no pardgrafo anterior.

Lema 2.5. Sexa (M, g, f) un case soliton de Ricci gradiente n-dimensional. Enton,
satisfanse as seguintes identidades

(1) Af+7=nA.
(2) Vr =2Ric(Vf)+2(n—1)VA.
(3) Para calquera campos de vectores X, Y e Z en M,

R(X,Y,Z,V[) =(Vxp)(Y, Z) = (Vyp)(X, Z)
— dAN(X)g(Y, Z) + d\(Y)g(X, Z).

(4) Para calquera campos de vectores X, Y e Z en M,
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Soliténs de Ricci gradientes hemi conformemente chans

W(X,Y,Z,Vf)=C(X,Y, Z)
SR N
(n—1)(n—2) "

L X VY Z) — oYV (X, 2)}

X,VHg(Y,Z) - p(Y,V[fg(X,2)}

(n—2)
+ m{g()@ VY, Z)—g(Y,Vf)g(X,2)}.

Proba. A identidade dada en (1) obtense tomando trazas na ecuacién (2.1).

Para probar (2) comezamos empregando a férmula de Bochner (1.3) e a identida-
de de Bianchi contracta (1.2) para reescribir a diverxencia da ecuacién (2.1) como

V(Af) + Ric(Vf) + %f —VA=0.

Empregando a derivada covariante de (1) substituimos V(A f) na ecuacién anterior
e reagrupando termos obtemos (2).

Por outra banda, usamos a ecuacién (2.1) para ver que

(Vxp)(Y,Z) = (Vx (Ag—Hesy)) (Y, 2)
= X(Ng(Y, Z) = (VxHesy)(Y, Z)
= XNg(Y,Z)— X(Hes(Y, Z))
+Hes¢(VxY,Z)+ Hes¢(Y,VxZ)
= XY, 2) - X(9(VyV ], Z))
+9(Vvxv VS, Z)+9(VyVf,VxZ)
= X(Ng(Y,Z2) —g(VxVyVf,Z) + g(Vexy Vi 2).

Posto que a expresion é andloga para (Vyp)(X, Z), obtemos
(Vxp)(Y,Z) = (Vyp)(X, Z) = X(N)g(Y, Z) =Y (N)g(X, Z) = R(X,Y, V[, Z).

Isto proba (3).
Resta probar (4). Para isto comezamos combinando (3), a expresién do tensor de
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2.3 Xeometria local de soliténs de Ricci gradientes hemi conformemente chans

Weyl (1.4) e a do tensor de Cotton (1.5), dando lugar a

W(X,Y,Z,V[) = C(X,Y,Z) + (X(m)g(Y,2) =Y (1)9(X, Z))

2(n—1)
— dMX)g(Y, Z) + dA(Y)g(X, 2)

{p(X,V)g(Y, Z) = p(X, Z)g(Y, V)

+p(Y, 2)9(X,Vf) = p(Y,Vf)g(X,Z)}

—{9(X,V Y, Z)—g(X,Z)g(Y,Vf)}.

HCES ) {9(X,Vf)g(Y,Z) — g(X,Z)g(Y.V )}
Finalmente empregamos a ecuacion (2.1) para substituir o hessiano e a expresion (2)
para substituir os termos onde aparece 7. Facendo contas obtemos (4), completando
asf a proba do lema. 0

L
(n—2)

2.3 Xeometria local dos case solitons de Ricci gradientes he-
mi conformemente chans

Nesta seccion estudamos a estrutura local dos case solitons baixo a condicidns de
autodualidade e anti-autodualidade. Posto que a andlise dos soliténs de Ricci gra-
dientes (A constante) foi levada a cabo en [11] (ver teorema 2.11), restrinximos o
noso estudo ao caso A non-constante. Para facer isto, e dado que traballamos en sina-
tura semi-riemanniana, distinguimos cando o gradiente da funcién potencial € nulo
e cando non. Este feito desempefia un papel moi importante na nosa andlise e per-
mite a existencia de exemplos hemi conformemente chans que non son localmente
conformemente chans. Cando as hipersuperficies de nivel da funcién potencial f son
non-dexeneradas (i.e., |V f|| # 0) dicimos que a estrutura é non-isotrépica; pola
contra, cando as hipersuperficies son dexeneradas (i.e., |V f|| = 0), dicimos que a
estrutura ¢ isotrépica e sempre asumiremos que V f # 0.

Posto que estamos interesados no estudo local deste tipo de estruturas, restrinxi-
mos o noso estudo a unha vecifianza aberta O dun punto p de M. Asumimos que V f
non é cero en . Consideramos as posibilidades ||V f|| # 0 en O ouben ||V f|| =0
en O que vimos de describir no pardgrafo anterior. Posto que estamos interesados en
estudar case soliténs autoduais que non son localmente conformemente chds, non in-
cluimos no noso estudo o caso mixto no que o gradiente pasa de ser nulo a non-nulo
nunha vecifianza do punto.

Na primeira parte da seccién vemos que 0 caso non-isotrépico en sinatura neutra
ten un comportamento similar ao riemanniano e lorentziano, mostrdndose que todo
case soliton non-isotrépico autodual ou anti-autodual € localmente conformemente
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Soliténs de Ricci gradientes hemi conformemente chans

chan (ver teorema 2.6). Ademais, xustificamos a existencia de solucidns para este
tipo de estruturas con A non-constante a partir da anélise da ecuacion diferencial
resultante (ver observacion 2.8).

Na segunda parte consideramos estruturas isotropicas. En contraposicién ao que
acontece no suposto non-isotrépico, existen exemplos de case soliténs de Ricci gra-
dientes isotrépicos autoduais e anti-autoduais que non son localmente conformemen-
te chans. Primeiramente vemos que tales estruturas son necesariamente Walker (ver
teorema 2.9). A consecuencia disto, queda fixada a orientacién na variedade e as de-
vanditas nociéns duais non son xa intercambiables. En particular, no caso isotrépico
autodual determinamos a estrutura local destas métricas ao tempo que proporciona-
mos un método de construcion de todos os posibles exemplos (ver teoremas 2.11 e
2.12).

2.3.1 O caso non-isotropico

Nesta seccién as superficies de nivel da funcién potencial son non-dexeneradas, isto
é,9(Vf,Vf) # 0.0 seguinte teorema proporciona a estrutura local dos case solitons
hemi conformemente chans cumprindo esa condicién.

Teorema 2.6. Sexa (M, g, f) un case soliton de Ricci gradiente non-isotrépico de
sinatura (2,2). Se (M, g) é hemi conformemente chd, enton é localmente conforme-
mente chd e é localmente isométrica a un produto warped da forma I X, N, onde
I C R éunintervalo real e N é de curvatura seccional constante.

Proba. (M, g) é hemi conformemente cha e a orientacion non estd fixada, logo po-
demos supofier sen perda de xeneralidade que (M, g) € autodual. Posto que V f non é
nulo, tomamos unha referencia ortonormal da forma { £} = %, Ey, E3, Es}. Em-
pregando a autodualidade por medio do lema 1.6 tense que para calquera permutacion
(1,7,k) de (2,3,4)

W(EL, E;, X,Y) = oijrejeW(E;, B, X,Y).

Substituindo o tensor de Weyl mediante a expresion dada no lema 2.5-(4) para case
soliténs e empregando o lema 1.9, tense que

sldf (Ev)g(Ei, Z) — df (E;)g(En, Z)}
— Hdf (B)p(E;, Z) — df (Ei)p(E, Z)}
— 5{p(B, V)9(Ei, Z) — p(E:,V f)g(Er, Z)}
= oijkejeng1df (Bj)g(Ex, Z) — df (Ex)g(Ej, Z)}
— oijkejers{df (Bj)p(Ex, Z) — df (Ex)p(Ej, Z)}
— oireieng{p(Ej, V)g(Er, Z) — p(Bx, V f)g(Ej, Z)} .

(2.2)
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2.3 Xeometria local de soliténs de Ricci gradientes hemi conformemente chans

Tomando Z = V f obtemos p(E;,Vf) = 0 para i # 1, polo que a ecuacién (2.1)
mostra que Hesy(E;, V f) = 0. Empregando de novo a ecuacién (2.2), esta vez con
Z = Ej para j # 1, vemos que p(FE;, Ej) = 0 para todo ¢ # j. En tal caso, o tensor
de Ricci € diagonal para a referencia dos F; e posto que a métrica € ortonormal, basta
aplicarmos novamente a ecuacion (2.1) para ver que o hessiano tamén é diagonal. Por
outra banda, se usamos madis unha vez a ecuacion (2.2) tomando Z = FE; con i # 1,
obtemos que

3ei p(Ei, Ey) =1 —e1 p(E1, En).

Empregando isto xunto coa ecuacion (2.1) obtemos que para 2 < ¢ < 4:

— e1p(Ey. E
Hesf(Ei,Ei):/\g(Ei,Ei)—p(Ei,Ei)———(/\—T Elp; 1 1)>g(EZ-,EZ»).

Deste xeito, se nos restrinximos ds hipersuperficies de nivel de f coa métrica in-
ducida, tense que o hessiano é un muiltiplo de devandita métrica para a referencia
{Es, E3, E4}. Consecuentemente, as hipersuperficies de nivel de f son totalmen-
te umbilicais. Ademais, posto que Hes¢(FE;,Vf) = 0 para j # 1, é claro que
span{V f} é unha distribucién 1-dimensional totalmente xeodésica. En tal caso, o le-
ma 1.19 asegura que M € localmente un produto twisted da forma I x4 N. Ademais,
como o Ricci € diagonal o lema 1.20 asegura que o produto twisted pode expresarse
como un produto warped da forma I x, N. Daquela, o lema 1.17, que asegura que
todo produto warped con base 1-dimensional autodual é localmente conformemen-
te chan, mostra que M ¢é localmente conformemente ché. Finalmente, aplicando o
lema 1.16 e a ecuacién (2.1) tense que N é un espazo Einstein 3-dimensional. Por
conseguinte, N ten curvatura seccional constante e o teorema queda probado. O

Observacion 2.7. O teorema 2.6 mostra cal € a estrutura local dos case soliténs non-
isotrépicos hemi conformemente chans en sinatura neutra. O mesmo resultado € certo
para variedades riemannianas e lorentzianas. Non obstante, malia que para as primei-
ras a proba ¢é totalmente andloga, para as segundas ¢ mdis directa xa que hemi con-
formemente chan implica localmente conformemente chan en sinatura lorentziana.

A proba anterior é unha xeneralizacién da que se fai en [11] para este mesmo
resultado con A constante e permite probar 4 vez o caso no que é constante e non-
constante. Ademais, a consideracién de A como funcién non muda o resultado con
respecto ao caso A constante, posto que ao facer contas observamos que as derivadas
desta funcién non aparecen no lema 2.5-(4). En consecuencia, tanto a proba como o
resultado son case iguais en ambos os casos. Porén, a seguinte observacion mostra
que existen exemplos de CSRG localmente conformemente chans como os dados no
teorema (2.2) con A non-constante.
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Soliténs de Ricci gradientes hemi conformemente chans

Observacion 2.8. Sexa I x, N = (I x N, edt*@®gy) un produto warped da forma do
teorema 2.6, onde ¢ = +1 e (IV, gn) ten curvatura seccional constante ¢y . Por unha
banda tense que pny = cy(dim N — 1)gy por ser N de curvatura seccional constante
(ver [78]). Por outra banda, posto que f, 7 e ¢ son funciéns de ¢, basta empregar
o lema 2.5-(1) para ver que A tamén o €. Ent6n unha conta directa empregando as
férmulas do lema 1.16 para produtos warped amosa que a ecuacién do case solitén
de Ricci gradiente (2.1) € equivalente ao sistema

PO (1) = ep(D)A(E) — 3e¢"(t) = 0,
(1) (F' (D' (1) — (1)) — Ao ()2 — 20/ ()% + 2ene = 0.
Pola primeira ecuacion tense que A(t) = e f”(t) — ot )t ). Substitufndo isto na segun-
da ecuacién obtemos

—p(t)*f"(t) + o(t) (£ (1) (t) + (32 = 1)" (1)) = 2¢/(£)* + 2cne = 0.

Esta é unha EDO linear para a funcién potencial f, polo que dado un produto warped
da forma I X, N como o do teorema 2.6 existe unha solucién local f para a ecua-
cion do case solitén de Ricci gradiente (2.1). Isto xustifica a existencia de exemplos
deste tipo de métricas con A non-constante. Ademais, podemos reescribir a ecuacién
anterior na forma

PO 2eve — 20/ (02 + (B — Dp(t) (1)
“"“”(aa(t)) - 1) ’

de onde obtemos explicitamente a funcién potencial

enve — 20 ()2 € — "
1) = [ oty ([ 220 D00 1)

Os case solitons realizados sobre produtos warped da forma I X, N con (N, gn)
Einstein foron estudados no caso riemanniano en [95]. No paragrafo anterior emula-
mos a andlise que se dd ali adaptdndoa para sinatura (2, 2). Isto tamén pode facerse
coas mudanzas oportunas para métricas lorentzianas.

2.3.2 O caso isotrépico

Nesta seccién as hipersuperficies de nivel da funcién potencial son dexeneradas, isto
¢, o gradiente da funcién potencial é nulo. Ademais, a nosa andlise require que este
campo de vectores sexa distinto de cero, polo que traballaremos sempre con V f £ 0
e g(Vf,Vf) = 0. Novamente estudamos a estrutura local dos case soliténs baixo
a condicion de ser hemi conformemente chans. Para )\ constante, isto foi estudado
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en [11], polo que restrinximos a nosa andlise aos case solitons de Ricci estritos, isto
€, con A non-constante.

En contraposiciéon & situacidén non-isotropica, a orientacién si vai desempefiar
un papel importante posto que nestas condiciéns a nosa variedade ten estrutura de
variedade de Walker e iso fixa a orientacion de forma natural. Ademais, veremos
que nestas circunstancias existen exemplos hemi conformemente chans que non son
localmente conformemente chans. De feito, isto fai que o caso de sinatura neutra
sexa de especial interese en dimensién catro, dado que en sinatura riemanniana €
lorentziana isto non € posible. Polo conseguinte, estes exemplos son xenuinamente
novos e propios desta sinatura.

Teorema 2.9. Sexa (M, g, f) un case soliton de Ricci gradiente isotrdpico (i.e.,
Vf # 0e||Vf| = 0) de sinatura (2,2). Se (M, g) é hemi conformemente chd,
enton T =4 \e (M, g) é Walker.

Proba. Posto que (M, g) é hemi conformemente ch4, sen perda de xeneralidade, fixa-
mos a orientacién de forma que (M, g) sexa autodual. Ent6n, dado que V f é un vec-
tor nulo (distinto de cero), escollemos unha referencia ortonormal { £y, Fs, Es, E4}
orientada positivamente tal que g(FB;, ;) = (—1)%0;; e con Vf = Z22EL A partir

V2
desta, definimos unha nova referencia formada exclusivamente por vectores nulos:
E FE E,—E Ey— F E E
B_{vf_ﬁl,U_uy_?l,W_m} _

V2 V2 V2

Deste xeito, os tinicos produtos de elementos da referencia B non nulos, salvo sime-
tria, son

V2

gV V)=g(UW)=1.
Comecemos vendo que 7 = 4\. Dado que g(V f, Vf) = 0, tense que
0= Xg(Vf,Vf)=2Hess(X,V[f) paracalquera X.

Por tanto, hesf(V f) = 0. En tal caso, obtense da ecuacién (2.1) que Ric(V f) =
AV f. Por outra banda, como (M, g) é autodual, o corolario 1.7 garante que

WV, V,Z,Nf)=W(U,W,Z,Vf) para calquera Z.

Substituindo os dous membros desta igualdade empregando a expresion dada en (4)
no lema 2.5 e tendo en conta que C(V f,V,Z) = C(U,W, Z) polo corolario 1.10,
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obtemos que

{o(V.2)Vf(f) — 9V, Z)V(f)}

—{gV.2)p(V [,V ) = g(Vf, Z2)p(V,V f)}

=3{p(V.2)VI(f) = o(VF,2)V(f)}
=1{gW. Z2)U(f) — (U, Z)W(f)}

—{9g(W. Z)p(U, V) — g(U, Z)p(W,V f)}

= 3{p(W, Z2)U(f) — p(U. Z)W(f)}.

Tomando Z = V obtemos A = %T, probando asi a primeira parte do lema.

Vexamos agora que (M, g) é Walker, para o cal basta ver que existe unha distri-
bucién D nula e paralela. No que resta de proba, veremos que D = span{V f,U}
cumpre as condicions anteriores. Por unha banda € claro que a distribucién é nula.
Vexamos agora que € paralela, é dicir, VD C D. Usando de novo a autodualidade
tense que W(U,V, Z,V f) =0e C(U,V, Z) = 0. Empregando isto na ecuacién dada
no lema 2.5-(4), obtemos p(U, Z) = A\g(U, Z) para calquera Z, ou equivalentemen-
te, Ric(U) = AU. Daquela, a ecuacion (2.1) mostra que hes¢(U) = 0 e polo tanto,
0 = Hesf(U,X) = g(U,VxVf) = —g(VxU, V f) para todo X. Por outra banda,
posto que g(U,U) = 0, tense que 0 = X g(U,U) = 2¢g(VxU, U) para todo X. Ade-
mais, tense que 0 = Hes¢(V f, X) = g(VxV f, V f) para todo X. En resumo, tense
que para todo X

Estas ecuaciéns equivalen a que VD C D= e posto que D+ = D, concluimos que
D ¢ paralela. En consecuencia, D € unha distribucién 2-dimensional nula e paralela,
polo que (M, g) é localmente unha variedade de Walker. O

Observacion 2.10. Ata este momento a orientaciéon non xogou ninguin papel pos-
to que non habfa ningunha orientacién preestablecida na variedade, permitindo asi
intercambiar o espazo autodual co anti-autodual facendo un cambio de orientacién.
Porén, o teorema 2.9 afirma que todo CSRG isotrépico (M, g, f) de sinatura (2, 2)
hemi conformemente chan é Walker, polo que existe unha orientacién natural en
(M, g) inducida pola 2-forma xerada por calquera base da distribucién D (ver ob-
servacion 1.22).

O feito que describe o paragrafo anterior € de crucial importancia. Tanto € asi, que
todos os exemplos anti-autoduais de case solitons son steady (i.e., A = 0) e polo tanto
non existen exemplos de case solitons estritos isotrépicos anti-autoduais. Isto débese
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a que toda variedade de Walker anti-autodual ten curvatura escalar identicamente cero
(ver [51]) e asi, o teorema 2.9 mostra que A = 0. Polo contrario, no caso autodual
isto estd lonxe de ser certo, existindo abundantes exemplos que o corroboran. En
particular, veremos que o teorema 2.12 mostra que calquera superficie afin da lugar
a un case solitén de Ricci estrito a través dunha extensién de Riemann modificada.

O seguinte teorema pon fin 4 nosa anélise sobre a estrutura local dos case solitons
sintetizando as distintas posibilidades. As afirmaciéns 1 e 2 corresponden co caso
non-isotrépico do teorema 2.6 e co dos solitons de Ricci gradientes autoduais estu-
dados por Brozos-Vizquez e Garcia-Rio en [11], respectivamente. A afirmacion 3
conclde a devandita andlise amosando a estrutura local dos case solitns estritos iso-
tropicos autoduais.

Teorema 2.11. Sexa (M, g, f) un case soliton de Ricci de sinatura (2, 2), autodual
e non Ricci chd. Distinguimos tres casos:

(1) Se (M, g) é non-isotrdpica, enton (M, g) € localmente conformemente chd e é
localmente isométrica a un produto warped da forma I <, N, onde I C Re N
€ de curvatura seccional constante.

(2) Se (M, g) é isotrdpica e \ constante, enton X = 0 e (M, g) € localmente iso-
métrica a unha extension de Riemann deformada (T*%, gp &) dunha superficie
afin (X,D) e f = 7 f con f € C®(X) cumprindo a ecuacion do solitén afin
Hes? +pP =0.

(3) Se (M, g) é isotrépica e X non constante, entén (M, g) é localmente isométrica
a unha extension de Riemann modificada (T*X, gp & 114) dunha superficie afin
(X,D) e f = 7*f, onde f € C®(X). Ademais, existe C € R tal que N =
5Ce™ . T =Ce/1de® = Zel (Hes? +2p0).

Proba. A afirmacién 1 recolle a informacién do teorema 2.6. A afirmacion 2 foi
enunciada e probada en [11]. Resta probar a afirmacién 3. Polo teorema 2.9 tense que
T =4Xe (M, g) é localmente Walker. Isto permite fixar coordenadas de Walker por
medio do teorema 1.21 fixando as{ a orientacién de forma que calquera base da distri-
bucidén nula e paralela xera un elemento autodual (ver observacion 2.10). Ademais, o
teomerma 1.23 afirma que (M, ¢) é localmente unha extension de Riemann realizada
no cotanxente dunha superficie afin (X, D) dotada da métrica

g =X (ddodd)+ gp o1

onde X, T e ® son un campo de vectores, un tensor de tipo (1, 1) e un tensor simétrico

de tipo (0,2) definidos en ¥, respectivamente. En coordenadas (z!,x2, 21/, zo/), a
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métrica anterior escribese como
g =2dx" odxy

1 . , . A
+ {ZL‘k/XkZL‘i/I‘j/ + 5% (xy T} + xpT]) — ka/DFfj + <I>¢j} da' o dx? .

Vexamos primeiro que f = 7* f para algin f € C*(X). Consideremos o0 opera-
dor

Q(f) :==Hesg+p—79.

E claro que Q(f) = 0 é equivalente 4 ecuacién do case solitén de Ricci gradien-
te (2.1). Tense que

Q(f)(azimaxj/) 63/1 /f:Oa

con ¢ = 1,2; de onde obtemos que existen un campo de vectores £ en X e f €
C>® (%) tales que f = & + 7* f . Resta probar que £ = 0. Supoiiamos que polo
contrario £ # 0 e vexamos que chegamos a unha contradicion. Posto que £ # 0,
podemos escoller coordenadas locais en X tales que £ = 0,1 (ver [7, teorema 3.14]).
Entén f =z + 7* f Se P ¢ un polinomio nunhas certas variables, denotamos por
Coef(P;-) o coeficiente asociado a un monomio dado en P. Posto que Q(f) = 0,
expandlmos X como X = X10,1 + X20,2 tendo que

Coef(Q(f)(0p2, Ox,,)); w1rw) = = X1,
Coef (Q(f)(0p2, 0, );73)) = — X2

de onde obtemos X = 0. Por outra banda, se T = Tl.j O0pi ® dxJ, tense que

Coef (Q(f) (041,00, ); ) = —3T7,

Coef (Q(f) (02,0, ); 1) = —3T4,

Coef (Q(f) (02, 0u,, ); w2r) = — (T} + T3),
COef(Q(f)(awl,awl,), xy) = —Tl1 .

Entén 7' = 0 e daquela A = 7 = %(Tl1 + TQ2 +4X 2y +4Xsx9) = 0. Isto contradi
que A é non-constante, polo que concluimos que £ = O e asi, f = 7* f .

Resta ver que X = 0eque T, ® e A son da forma dada no enunciado do teorema.
Por unha banda, un cdlculo directo mostra que

Coef(Q(f)(ax“ ari/); xi’) = X;,
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con ¢ = 1, 2; de onde obtemos X = 0. Por outra banda, tense que

Q(f)(axl78x1/) = %(Tll - TQQ)’
Q(f)(axl)axy) = T127
Q(f)(ax278w1/) = T217

de onde T = t1d para algunha t € C*°(X). Daquela,

Coef(Q(f)(Opi, Opi); xir) = t0pi f + Opit, coni = 1,2;

de onde obtemos t = Ce~/. Entén, 7 = 4\ = 6Ce /. Para asegurar que \ # 0
impofiemos C' # 0. Finalmente, tense que

Q) (Osi-025) = (Hes? +200) (D, D)~ G~ By; para todo i j € {1,2}

de onde obtemos a expresion de ®. Isto conclie a proba do teorema. g

O seguinte resultado non sé constitie un reciproco para a afirmacién 3 do teo-
rema anterior, senén que nos proporciona un método de construcién para todos os
posibles exemplos de case solitons de Ricci gradientes isotrépicos autoduais con A
non-constante (salvo isometria). A proba consiste nunha comprobacién directa en co-
ordenadas que se obtén a partir dos cdlculos realizados para a proba do teorema 2.11.

Teorema 2.12. Sexa (X, D) unha superficie afin, sexa f € C°(%) e sexa f = 7*f.
Enton (T*E, gp,»,11d, [, ) con T = CeTlde® = %ef(Hes?+2psD) para algiin

C € R é un case soliton de Ricci gradiente isotrépico autodual con A\ = %Ce*f .

Exemplo 2.13. Sexa M = (R2, D) unha superficie afin tal que nas coordenadas
canénicas de R? os simbolos de Christoffel vefien dados por funciéns Fijk € C*(R).
Para calquera funcién f € C*°(R?) tense que, (T*R?, gp.o.11d ™ f,pu) con T =
Cellde & = %ef(Hes? + 2pP) para algin C € R\ {0} é un case solitén
de Ricci gradiente isotrépico autodual con A = %Ce*f . Por unha banda, tense que

83,1/11, Wisia = %C2e*f, polo que (T*R?, gp ¢ 7.14) € autodual mais nunca € anti-
autodual. Por outra banda, det{p} = (§Ce /)2, polo que (T*R?, gp ¢ 1,14) nunca

€ Ricci-cha.
Rematamos o capitulo facendo as seguintes observacions.

Observacion 2.14. O teorema 2.9 mostra que 7 = 4\ para todo case solitén hemi
conformemente chan isotrépico. Por esta razén, as métricas autoduais descritas no
teorema anterior son solitons x-Einstein con k£ = % (ver exemplo 2.3). Por outra
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banda, toda variedade de Walker anti-autodual ten curvatura escalar identicamente
cero (ver [51]), polo que todos os exemplos anti-autoduais son steady (A = 0). Desta
forma € claro que as métricas do teorema anterior non son localmente conformemente
chas, xa que son autoduais, mais nunca poden ser anti-autoduais. Isto ilustra que as
condicions de autodualidade e anti-autodualidade nunha variedade de Walker tefien
un comportamento ben diferente e que non son en xeral intercambiables.

Observacion 2.15. Os soliténs de Ricci gradientes autoduais foron estudados en [11]
mostrando que todos os exemplos autoduais non localmente conformemente chans
ocorren no caso isotropico. Ademais, todos eles son steady (i.e., A = 0) e son iso-
métricos a unha extension de Riemann deformada dunha superficie afin (3, D). Se
adicionalmente pedimos que non sexan Ricci chans, tense que a funcién potencial f
tamén € o pull-back dunha certa funcién f en X satisfacendo a ecuacién do solitén
de Ricci gradiente afin Hes? +2pP =0.

A existencia dun solitén de Ricci gradiente afin é unha condicién bastante res-
tritiva. Por exemplo, unha superficie afin homoxénea compacta é un solitén de Ric-
ci gradiente afin se e sé se o tensor de Ricci ten rango un (ver [14]). Pola contra,
toda superficie afin da lugar a un case soliton de Ricci gradiente estrito (i.e. A non-
constante) no seu fibrado cotanxente a partir dunha extension de Riemann modificada
como mostra o teorema 2.12.

Finalmente, observamos que toda superficie afin produce exemplos de case so-
liténs de Ricci gradientes con A non-constante para calquera funcién potencial f =
m* f , a cal determina o tensor de deformacién ® de forma tnica. En oposicién a isto,
no caso dos soliténs o tensor de deformacién ¢ € independente da funcién potencial,
pero esta debe cumprir a ecuacién do solitén de Ricci gradiente afin.
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Capitulo 3
M¢étricas quasi-Einstein

xeneralizadas hemi conformemente
chas

No presente capitulo estudamos a estrutura local das variedades quasi-Einstein xene-
ralizadas baixo a condicién de ser hemi conformemente chas.
Os resultados principais deste capitulo estan recollidos en [18].

3.1 Introducion

Comezamos o capitulo introducindo a definicién de métrica quasi-Einstein xenerali-
zada. Malia que na nosa andlise posterior consideramos variedades hemi conforme-
mente chés e, por tanto, restrinxiremos o noso estudo a dimensidn catro, presentamos
a definicion para dimension arbitraria n > 2.

Definicion 3.1. Unha variedade semi-riemanniana (), ¢) de dimension n dise quasi-
Einstein xeneralizada (QEX) se existen f € C*°(M) e pu € R tales que se verifica a
ecuacion

Hesf 4+ p — pdf ® df = A g paraalgin A € C*(M). (3.1)

Se A € constante a ecuacién anterior recibe o nome de quasi-Einstein, dando lugar as
estruturas quasi-Einstein, e se A non é constante dise ecuacién quasi-Einstein xene-
ralizada estrita. Ademais, se y # 0 dicimos que a variedade é quasi-Einstein (xene-
ralizada) propia.

Este concepto foi estudado anteriormente en sinatura riemanniana e lorentzia-
na por diversos autores. Catino proba en [41] que unha variedade riemanniana 4-
dimensional con tensor de Weyl harménico e con curvatura radial Weyl cero satis-
facendo a ecuacién quasi-Einstein xeneralizada con p funcién é sempre localmente
conformemente cha. Por outra banda, tamén se estudan na literatura as variedades
quasi-Einstein xeneralizadas ou algunha subfamilia en dimensién catro baixo a con-
dicién de ser hemi conformemente chds. Tanto en sinatura riemanniana coma en lo-
rentziana as variedades quasi-Einstein xeneralizadas hemi conformemente chés son
localmente conformemente chas (ver [35]).
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Neste capitulo estudamos a ecuacién quasi-Einstein xeneralizada (3.1) con p #
0. Isto correspéndese coas variedades quasi-Einstein xeneralizadas propias. A nosa
andlise xira en torno ao estudo local destas estruturas baixo a condicién de ser hemi
conformemente chds, polo que nos restrinxiremos a dimension catro e sinatura neutra
(2, 2). Isto completa o estudo da estrutura de variedades quasi-Einstein xeneralizadas
hemi conformemente chias comezado no capitulo 2.

No que resta desta seccidon estudamos un cambio de variable na ecuacién (3.1)
que permite simplificar a nosa andlise e proporcionamos exemplos particulares deste
tipo de estruturas. Na seccion 3.2 analizamos as consecuencias da definicion a partir
do estudo da traza e da diverxencia da ecuacién que os define e das sudas relacidns
coa curvatura e o tensor de Weyl. Na seccidn 3.3 empregamos estes resultados para
examinar a estrutura local deste tipo de métricas cando estas son hemi conformemen-
te chds. Por unha banda, vemos que toda variedade quasi-Einstein xeneralizada hemi
conformemente cha é tamén localmente conformemente cha cando as hipersuperfi-
cies de nivel da funcién potencial son non-dexeneradas tanto en sinatura riemanniana
como en sinatura (2, 2) (ver teorema 3.10). Por outra banda, e en contraposicién ao
anterior, a sinatura neutra permite a existencia de variedades quasi-Einstein xenerali-
zadas hemi conformemente chds mais non localmente conformemente chas cando as
hipersuperficies son dexeneradas (ver teorema 3.18). En sinatura de Lorentz isto non
se pode dar, xa que no caso real toda variedade hemi conformemente ch4 € localmen-
te conformemente chd. Deste modo, s6 existen exemplos hemi conformemente chans
non localmente conformemente chans en sinatura neutra e cando as hipersuperficies
de nivel son dexeneradas. Ademais, todos os exemplos son localmente isométricos
ao fibrado cotanxente dunha superficie afin dotada dunha extensién de Riemann mo-
dificada cuxa funcién potencial é o pull-back dunha funcién na superficie.

3.1.1 Linearizacion da ecuacion

En contraposicién ao que acontece cos case solitons de Ricci gradientes, a ecuacion
que define as variedades quasi-Einstein xeneralizada non constitie un sistema de
ecuacions diferenciais lineares. Por este motivo, trataremos de reescribir lixeiramente
a ecuacion QEX de xeito que a ecuacion resultante sexa linear. Posto que para o = 0
a ecuacion xa € linear e coincide precisamente coa ecuacién dos CSRG, centrdmonos

unicamente no caso no que p # 0. Expresamos f = —% para unha certa funcién

h. Equivalentemente, h = e~*/. Usando a definicién do hessiano tense que
Hesp(X,Y) = (Vxdh)(Y) = (Vxd(e ")) (Y) = (Vx(—pe " df))(Y)

= —p(—pe M X (f)df (V) + e (Vxdf)(Y))
= —ph(—pdf @ df + Hesy)(X,Y).
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Empregando isto, reexpresamos a ecuacion (3.1) en funcién de h obtendo
Hesp, — php = —uhlg. (3.2)

En particular, toda variedade QEX con p # 0 da lugar a unha solucién da ecuacién
anterior. Reciprocamente, se h € C>°(M) é solucién da ecuacién (3.2) con h # 0,
tamén o € —h, e necesariamente h > 0 ou —h > 0 de xeito que podemos recuperar
f. Asi, sempre que h # 0 e u # 0, as ecuacions (3.1) e (3.2) son equivalentes e o
sistema diferencial asociado a esta segunda ¢ linear de segunda orde, polo que recibe
o nome de ecuacion quasi-Einstein xeneralizada linearizada. Desta forma, cando
1 # 0 podemos redefinir o concepto de variedade quasi-Einstein xeneralizada da
definicién 3.1 substituindo a condicién (3.1) por (3.2) con h # 0.

Se 1 = 0 na definicién 3.1, recuperamos a ecuacién dos CSRG que xa foi con-
siderada no capitulo 2. Por este motivo, no que resta de capitulo asumiremos que
w # 0. Daquela, a condicién (3.1) da definicién 3.1 é equivalente a que exista unha
funcidn h # 0 satisfacendo a ecuacién (3.2). Por conveniencia, sempre que non se
diga o contrario, empregamos no que resta de capitulo esta condicion para caracteri-
zar as variedades quasi-Einstein xeneralizadas. A funcién h recibe o nome de funcion
potencial e posto que \ estd determinado pola traza da ecuacion (3.2), denotamos a
estrutura quasi-Einstein asociada pola cuadrupla (M, g, b, 1), onde 1 sempre € dis-
tinto de cero e h € unha funcién positiva.

3.1.2 Casos particulares da ecuacion quasi-Einstein xeneralizada

A condicién quasi-Einstein xeneralizada non € especialmente restritiva, permitindo
aglutinar baixo a mesma definicién varias estruturas de grande interese xeométrico.
A continuacién detallamos algunhas destas posibilidades e mostramos outras parti-
cularidades que presentan estas métricas.

Exemplo 3.2 (Variedades Einstein). Se na ecuacion (3.2) tomamos h constante, o
resultado é precisamente a condicién Einstein. Polo tanto, calquera variedade Eins-
tein é tamén quasi-Einstein xeneralizada. Por outra banda, se supofiemos que a varie-
dade quasi-Einstein xeneralizada camprindo a ecuacién (3.2) con p # 0 € adicional-
mente Einstein, tense que

Hesh:,uh<%—)\) g.

Esta é precisamente a ecuacién de Mobius con Ah = ph(r — nA) (ver [101]). Ade-
mais, cando \ € constante, a anterior redicese 4 ecuacion de Obata

Hes;, + xkhg =10

posto que £ =  (Z — \) é unha constante (ver [87]).
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Exemplo 3.3 (Case solitons de Ricci gradientes). Para © = 0, a ecuacién (3.1)
correspéndese coa ecuacion dos case solitons de Ricci gradientes estudada no capi-
tulo 2 desta memoria. Posto que a definicién de variedade quasi-Einstein xenerali-
zada inclde a dos case soliténs, todos os exemplos que citamos na subseccién 2.1.1
son tamén casos particulares deste tipo de métricas. Porén, os case soliténs de Ricci
gradientes presentan unhas propiedades diferentes con respecto ds estruturas quasi-
Einstein con p # 0 (ver [34]).

Exemplo 3.4 (Variedades conformemente Einstein). Sexa (), ¢) unha varieda-
de semi-riemanniana de dimension n > 3. Asumindo a notacién do teorema 1.13
consideramos a transformacién conforme dada por ¢ = — log h. Entdn, tense que
g = h™2g e o tensor de Ricci asociado cumpre que

5= p— —1—Hes, + [Allog h) = (n = 1)g(V(log h), ¥ (log )] .
(7=5)h

Daquela é claro que (M, g, h, —ﬁ) é quasi-Einstein se e s6 se (M,§ = h™2g) é
Einstein.

O pardmetro p = —Ei—z ¢ un valor distinguido para a ecuacion quasi-Einstein
e que como veremos durante todo o traballo, xoga un papel esencial no estudo das
estruturas quasi-Einstein. De feito, o problema das variedades quasi-Einstein xenera-
lizadas autoduais conformemente Einstein segue aberto, sabéndose moi pouco sobre
este tipo de estruturas. Para unha lectura mdis detallada sobre as variedades confor-
memente Einstein referimos a [8,41, 64].
Exemplo 3.5 (Variedades espazo-tempo estaticas). Se tomamos 4y = le A = — %
na ecuacion (3.2), obtemos Hes;, — hp = Ahg. Esta é precisamente a ecuacion que
define as chamadas variedades estdticas que aparecen no estudo dos espazos-tempo

estéticos (ver, por exemplo, [68,70]).

Exemplo 3.6 (Produtos warped Einstein). Sexa B x , " un produto warped Einstein
con métrica g e dim F' = dr > 1. Por ser Einstein tense que p = Ag, para certo A
constante. Entén o lema 1.15 mostra que

1
pP(XY) — 4+ Hesy(X,Y) = AP (X,Y),
dr

polo que (B x F, g, ¢, é) € quasi-Einstein. Reciprocamente, se partimos dunha es-

trutura quasi-Einstein (B, g, f, ) onde p = %, existen fibras Einstein F' tales que
B x, I' € Einstein (constltese [67,80] para ver a proba deste resultado).
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Exemplo 3.7 (Métricas criticas para o funcional curvatura escalar total). Sexa
M unha variedade e .#1 (M) o espazo das métricas semi-riemannianas en M ta-
les que | a dvolg = 1, onde voly denota o elemento de volume semi-riemanniano.
Definimos o funcional

S :%1<M) — R
g — fMT2dvolg,

onde 7 denota a curvatura escalar. As métricas criticas para este funcional satisfan a

ecuacion
2
Hes, —tp= | AT — — | g.
4
Esta € precisamente a ecuacion quasi-Einstein xeneralizada linearizada (3.2) con fun-

cién potencial h =7, u=1le A= 7 — —AT—T (para mais detalles, véxase [5,6,37]).
Para mdis referencias sobre variedades quasi-Einstein ou estruturas relacionadas
pode consultarse [36,39, 83].

3.2 Principais elementos xeométricos nas variedade quasi-
Einstein xeneralizada

Nesta seccién analizamos 0s obxectos xeométricos esenciais que desempefian un pa-
pel nas variedades quasi-Einstein. Obteremos relacions entre distintos operadores
asociados 4 estrutura quasi-Einstein e 4 curvatura. Isto permitiranos realizar a nosa
andlise na seccidn 3.3.

No seguinte lema recompilase informacién que extraemos estudando a traza e
mais a diverxencia da ecuacién (3.2). A partir das ecuacidns resultantes e as suas
derivadas extraemos informacion adicional sobre estas estruturas. Feito isto, e posto
que o0 noso interese se centra en estudar variedades hemi conformemente chds, busca-
mos as relacions existentes entre as ecuacions anteriores e as ecuacions que definen
os tensores de curvatura, Weyl e Cotton.

Lema 3.8. Sexa (M, g, h, j1) unha estrutura quasi-Einstein xeneralizada. Entén

(1) Ah — pht + phAn = 0.

) 2u(r — Mn —1))Vh — 2uh(n — 1)VA + pgh V7 +2(1 — g)RicVh = 0.

(3) R(X,Y,Z,Vh) = +(Y (h)Hesy(X, Z) — X (h)Hesy,(Y, Z))
+uh{(Vyp)(X, Z) = (Vxp)(Y, Z2) + X(N)g(Y, Z) = Y (N)g(X, 2)}.
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(4) Sexan = p(n — 2) + 1. Enton
W(Xa}/a Za Vh‘) = _MhC(X7 Y7 Z)

TN
T oDy WY DX () —g(X, 2)Y ()}
n
B m{g(K Z)p(X,Vh) — g(X, Z)p(Y,Vh)}
n

(n—2) {p(Y, 2)X (h) — p(X, Z)Y (h)}.

Proba. A ecuacion 1 obtense tomando trazas na ecuacion (3.2).
Para probar 2 comezamos empregando a férmula de Bochner (1.3) e a identidade
de Bianchi contracta (1.2) para reescribir a diverxencia da ecuacién (3.2) como

v
V(Ah) + Ric(Vh) — pRic(Vh) — uh% + UAVA + phVA = 0.

Empregando a derivada covariante de 1 despexamos V(Ah) na ecuacion anterior e
reagrupando termos obtemos 2.
Por outra banda, usamos a ecuacioén (3.2) para ver que

(Vxp)(Y,2) = (VX <>\g + ﬁHeSh)> (Y, 2)

= X(Ng(v.2) + X () Hesn(¥. 2) + - (V xHes)(¥. 2

= X(Ng(V.2) = 5 X (WHesn(V.2)

1
+E(X(Hesh(yv Z)) — Hesy,(VxY, Z) — Hesy (Y, Vx Z))

= X(Ng(V.2) = 5 X (W Hesn(V.2)

1
+E(Q(VXVYV’% Z)—g(VyyvyVh,2)).

Posto que a expresion é andloga para (Vy p)(X, Z), obtemos que
(Vxp)(Y,Z) = (Vyp)(X, Z) = dN(X)g(Y, Z) — dA(Y)g(X, Z)

+ Mlh {i(dh(y)HeSh(K Z) — dh(X)Hesy (Y, Z)) + R(X,Y, Vh, Z)} :

de onde se segue 3.
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Para probar 4 comezamos combinando 3, a expresion do tensor de Weyl (1.4) e a
do tensor de Cotton (1.5), obtendo

W(X,Y,Z,Vh) = — {p(X,Vh)g(Y,Z) — p(X,Z)g(Y,Vh)

L
(n—2)
+ ,O(Y, Z)g(X’ Vh) - p(K Vh)g(Xv Z)}

D= W TR, 2) = 9(X, 2)g(Y, V)

+ —(Y(h)Hesp (X, Z) — X (h)Hes (Y, Z))

1
R
T uh {_2(711_1)<X<T>g<y, 7) = Y(r)g(X, 7))

—C(X,Y, 2) + X(N)g(Y, Z) =Y (N)g(X, Z)} .

Finalmente empregamos a ecuacion (3.2) para substituir o hessiano e a expresion 2
para substituir os termos onde aparece 7. Obtemos

W(X,Y, Z,Vh) = —uh C(X,Y, Z)

T(1+ p(n = 2))
o, 11 {9(Y, Z)X (h) — g(X, Z)Y (h)}

(A +pn=2))
(n—1)(n—2)
+ W{p(x, Z)Y (h) = p(Y, Z)X (h)}-

+ {,O(Y,Vh)g(X,Z)—p(X,Vh)g(Y, Z)}

Substituindo n = 1 + u(n — 2) obtemos 4, completando as{ a proba do lema. O

Observacion 3.9. A ecuacién 4 do lema 3.8 € esencial na nosa andlise para o estudo
da estrutura local das variedades quasi-Einstein xeneralizadas hemi conformemente

chas (ver seccion 3.3). Se n = 0 a ecuacién anterior trivializase. Isto correspondese
con [ = —ﬁ, polo que a variedade é conformemente Einstein, tal e como se de-
talla no exemplo 3.4. No sucesivo excluiremos este caso da nosa andlise, polo que
asumiremos que p # —ﬁ.

O estudo local das variedades quasi-Einstein (xeneralizadas) autoduais confor-
memente Einstein segue a ser un problema aberto mesmo en sinatura riemanniana

(ver [36]).
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3.3 Xeometria local das variedades quasi-Einstein xenera-
lizadas hemi conformemente chas

Nesta seccion estudamos a estrutura local das variedades quasi-Einstein xeneraliza-
das baixo a condicién de ser hemi conformemente chas. Esta condicién xeométrica
fai que, a diferenza da seccién anterior na que os resultados se proban en dimensién
n arbitraria, traballemos exclusivamente en dimensién n = 4. Ademais, a sinatura
semi-riemanniana permite que distinguimos cando o gradiente da funcién potencial
¢ nulo e cando non. Este feito xoga un papel moi importante na nosa andlise e per-
mite a existencia de exemplos hemi conformemente chans que non son localmente
conformemente chans. Cando as hipersuperficies de nivel da funcién potencial i son
non-dexeneradas (i.e., ||Vh| # 0) dicimos que a estrutura é non-isotrdpica; pola
contra, cando as hipersuperficies son dexeneradas (i.e., || VA|| = 0), dicimos que a
estrutura € isotrdpica e sempre asumimos que Vh £ 0.

Analogamente a como fixemos para os case solitons e posto que estamos interesa-
dos no estudo a nivel local, restrinximonos a unha vecifianza aberta O dun punto p de
M. Asumimos que VA non € cero en Q. Consideramos as posibilidades | VA| # 0
en O ou ben ||[Vh| = 0 en O, que vimos de describir no paragrafo anterior. Posto
que estamos interesados en estudar métricas quasi-Einstein xeneralizadas autoduais
que non son localmente conformemente chds, non incluimos na nosa andlise o caso
mixto no que o gradiente pasa de ser nulo a non-nulo nunha vecifianza do punto.

Na primeira parte da seccién estudaremos as variedades QEX non-isotrépicas
hemi conformemente chés en sinatura netura. Veremos que estas tefien un comporta-
mento similar en sinatura riemanniana, lorentziana e neutra; téndose que todas elas
son localmente conformemente chas. Ademais, xustificamos a existencia de solu-
cions para este tipo de estruturas con A non-constante a partir da analise da ecuacién
diferencial resultante (ver observacion 3.12). Nunha segunda parte da seccién con-
sideramos o problema anterior para variedades QEX isotrépicas. En contraposicidn
ao caso non-isotrdpico, existen exemplos de estruturas quasi-Einstein xeneralizadas
isotrépicas hemi conformemente chis que non son localmente conformemente chas.
A nosa andlise mostra que este tipo de estruturas son localmente Walker sempre que
non sexan conformemente Einstein (ver teorema 3.13). Daquela, as nociéns de au-
todualidade e anti-autodualidade non son intercambiables, xa que as variedades de
Walker tefien unha orientacién natural inducida polas coordenadas de Walker (ver
detalles na seccién 1.7). En particular, se a variedade é autodual, determinamos a
estrutura local das métricas anteriores ao tempo que proporcionamos un método de
construcién de todos os posibles exemplos (ver teoremas 3.18 e 3.19).
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3.3.1 O caso non-isotrépico

Nesta seccién as superficies de nivel da funcién potencial son non-dexeneradas, isto
é, g(Vh,Vh) # 0. O seguinte resultado e a sdia proba son andlogos para as tres
posibles sinaturas que se poden dar en dimensién catro.

Teorema 3.10. Sexa (M, g, h, 1) unha estrutura quasi-Einstein xeneralizada non-
isotrdpica de sinatura (2,2) con p # —%. Se (M, g) é hemi conformemente chd,
enton é localmente conformemente chd e é localmente isométrica a un produto war-
ped da forma I x, N, onde I C R e N é de curvatura seccional constante.

Proba. (M, g) é hemi conformemente chd e a orientacién non estd fixada, logo po-
demos supoiier sen perda de xeneralidade que (), g) é autodual. Posto que Vh é
non-nulo, tomamos unha referencia ortonormal da forma { E; = %, Es, E3, Ey}.

Posto que (M, g) autodual, o lema 1.6 mostra que para calquera permutacion (i, j, k)
de (2,3, 4) tense que

W(El, Ei, X, Y) = O'ijijEkW(Ej, Ek, X, Y)

Empregando a ecuacién dada no lema 3.8-4 con n = 4 xunto co lema 1.9, reescribi-
mos as igualdades anteriores como
& Adh(Er)g(Es, Z) — dh(Eq)g(Er, Z)}
—t{p(EL, Vh)g(E;, Z) — p(Ei, Vh)g(Er, Z)}
~1{dh(E1)p(E;, Z) — dh(E;)p(Ey, Z)}
= oijkcjck g 1AW E;)g(Ey, Z) — dh(Ey)g(E;, Z)}
—oikejena{p(Ej, VR)g(Ey, Z) — p(Ex, Vh)g(E;j, Z)}
—0ijkejens {dh(E;)p(Ey, Z) — dh(Ey)p(Ej, Z)} .

3.3)

Como  # —%, tense que = 142 # 0, polo que podemos eliminar 7 da ecuacion.
Tomando Z = Vh obtemos p(E;, Vh) = 0 para ¢ # 1, polo que a ecuacién (3.2)
mostra que Hes, (E;, Vh) = 0. Empregando de novo a ecuacién (3.3), esta vez con
Z = Ej para j # 1, vemos que p(FE;, Ej) = 0 para todo ¢ # j. Daquela, o tensor
de Ricci é diagonal para a referencia dos E; e posto que a métrica é ortonormal,
aplicamos novamente a ecuacion (3.2) para ver que o hessiano tamén € diagonal. Por
outra banda, se usamos mdis unha vez a ecuacion (3.3) tomando Z = F; coni # 1
obtemos que

362' p(EZ‘, EZ) =T —£&1 p(El, E1>.
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Empregando isto xunto coa ecuacion (3.2) obtemos que para 2 < ¢ < 4:
Hesh(Ei, EZ) = —uh{)\ g(EZ', EZ) — p(EZ', El)}

- Fi,F
_ _Mh <)\ T €1P( 1, 1)) g(Ez,Ez)

3

Se nos restrinximos as hipersuperficies de nivel de h coa métrica inducida, tense que
o0 hessiano é un mdltiplo da devandita métrica na referencia { Fo, F’3, E4}. Conse-
cuentemente, as hipersuperficies de nivel de h son totalmente umbilicais. Ademais,
posto que Hesy, (£}, Vh) = 0 para j # 0, € claro que span{Vh} ¢ unha distribucién
1-dimensional totalmente xeodésica. Empregando o lema 1.19 tense que M ¢ local-
mente un produto twisted da forma I x4 N. Ademais, como o Ricci € diagonal o
lema 1.20 afirma que o produto twisted pode expresarse como un produto warped da
forma I x, N. O lema 1.17 mostra que todo produto warped con base 1-dimensional
autodual é localmente conformemente chan, polo que M é localmente conformemen-
te chd. Finalmente, aplicamos o lema 1.16 e usando de novo a ecuacién (3.2) é doado
probar que NV € un espazo Einstein 3-dimensional e polo tanto ten curvatura seccional
constante, probando asi o teorema. O

Observacion 3.11. En [36] Catino considerou as variedades quasi-Einstein xenera-
lizadas (3.1) permitindo que u fose funcidn baixo a hipétese de ter tensor de Weyl
harménico con W (Vh, -, -, -) = 0 en sinatura riemanniana. Neste traballo afirma que
todas elas son localmente conformemente chds e que a hipétese de W(Vh, -, -,-) =0
¢ fundamental, pois do contrario, existen exemplos non localmente conformemente
chans. Se no teorema 3.10 substituimos a hipétese de ser hemi conformemente chan
pola de ter tensor de Weyl harménico con W(Vh, -, -,-) = 0, o resultado segue a
ser o mesmo e a proba ¢ andloga. Novamente a condicién W (Vh, -, -,-) = 0 é fun-
damental para poder empregar a mesma andlise ca no suposto hemi conformemente
chan.

A continuacién xustificamos a existencia de exemplos de variedades quasi-Eins-
tein non-isotrdpicas nas condicidns do teorema anterior.

Observacion 3.12. Sexa I x, N = (I x N, edt? ® gn) un produto warped da forma
do teorema 3.10, onde ¢ = +1 e (N, gn) ten curvatura seccional constante ¢y . Por
unha banda tense que py = cy(dim N — 1)gy por ser N de curvatura seccional
constante (ver [78]). Por outra banda, posto que h, T e ¢ son funciéns de ¢, lema 3.8-
1 mostra que A tamén o €. Entén unha conta directa empregando as férmulas do
lema 1.16 para produtos warped mostra que a ecuacién quasi-Einstein xeneralizada
linearizada (3.2) € equivalente ao sistema

{ R (t)p(t) + eph(t)(p(t)A(t) + 3¢"(t)) = 0,
o(t) (W (£)¢' () + ph(t)e” (t)) — ph(t) (2cne — eA(t)p(t)? — 2¢/(1)?) = 0.
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Pola primeira ecuacién tense que A\(t) = — <L€h” (t) + 32/(;(;)). Substituindo

wh(t)
isto na segunda ecuacién obtemos

ph(t) (—2ene +2¢' (1) + (1 = 3e)p(t) " (1)) +(t) (' (1)@ (8) — ()R (t)) = 0.

Esta € unha EDO linear para a funcién potencial h, polo que dado un produto warped
da forma I x, N como o do teorema 3.10 existe algunha solucién h para a ecuacién
quasi-Einstein xeneralizada linearizada (3.2). Isto xustifica a existencia de exemplos
deste tipo de métricas con A non-constante.

3.3.2 O caso isotrépico

Nesta subseccioén as hipersuperficies de nivel da funcién potencial son dexeneradas,
é dicir, que o gradiente da funcién potencial é nulo. Ademais, a nosa anélise require
que este campo de vectores sexa distinto de cero, polo que en resumo traballamos
sempre con Vh # 0 e g(Vh, Vh) = 0. Novamente estudamos a estrutura local das
variedades quasi-Einstein xeneralizadas de sinatura neutra con ;¢ {0, —3} baixo a
condicién de autodualidade. En contraposicidn ao anterior, a orientacion si vai xogar
un papel importante posto que nestas condicidons a nosa variedade ten estrutura de
variedade de Walker. Ademais, veremos que ao contrario do que acontece no caso
non-isotrépico, nestas circunstancias a condicion de autodualidade non implica que a
variedade sexa localmente conformemente chd. De feito, isto fai que a sinatura neutra
sexa de especial interese en dimension catro, pois tanto en sinatura riemanniana como
lorentziana ambas as condiciéns son equivalentes.

Teorema 3.13. Sexa (M, g, h, ) unha estrutura quasi-Einstein xeneralizada isotro-
pica (i.e, Vh # 0 ¢ |[Vh| = 0) de sinatura (2,2) con i ¢ {—3%,0}. Se (M, g) é
hemi conformemente chd, enton T = 4 X e (M, g) é Walker.

Observacion 3.14. A definicién 3.1 estd baseada na introducida por Catino en [36] en
sinatura riemanniana. Porén, a stia definicién é un pouco mdis xeral, permitindo que p
sexa funcion. A nosa andlise non cobre este suposto xa que nesa situacién o lema 3.8
non permitiria concluir que 7 = nA no teorema 3.13. Por este motivo, o estudo da
estrutura local para unha variedade quasi-Einstein xeneralizada hemi conformemente
cha constitie un problema aberto.

Proba. Posto que Vh é un vector nulo (distinto de cero), podemos escoller unha re-
ferencia ortonormal {Ey, Eo, E3, E4} tal que g(E;, Ej) = (—1)";; e Vh = %
A partir desta, definimos unha nova referencia formada exclusivamente por vectores

nulos:
B+ Ey

U
V2

B:{Vh: :E4_E3V:E2_E1W:E3+E4}.

V2 V2 V2
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Deste xeito, os tinicos produtos de elementos da referencia I3 non nulos son
g(Vh,V)=g(UW)=1.

Comecemos vendo que 7 = 4\. Dado que g(Vh,Vh) = 0, tense que 0 =
Xg(Vh,Vh) = 2Hes, (X, Vh) para calquera X e, por conseguinte, hes;,(Vh) = 0.
Empregando isto na expresion que se obtén levantando indices na ecuacién (3.2)
obtemos que Ric(Vh) = AVh. Por outra banda, (), g) é¢ hemi conformemente cha.
Sen perda de xeneralidade tomamos a orientacién tal que (M, g) sexa autodual. Entén
o corolario 1.7 garante que W(Vh,V, Z,Vh) = W(U, W, Z,Vh), para calquera Z.
Substituindo os dous membros desta igualdade empregando a expresiéon dada en 4
no lema 3.8 con p # —% e tendo en conta que C(Vh,V,Z) = C(U,W, Z) polo
corolario 1.10 obtemos que

{9(V. Z)Vh(h) — g(Vh, Z)V (h)}

—{9(V, Z)p(Vh,Vh) = g(Vh,Z)p(V,Vh)}

= 3{p(V. Z)Vh(h) = p(Vh,Z)V (h)}
=1{g(W,Z)U(h) - g(U, Z)W (h)}

—{9(W, Z)p(U,Vh) = g(U, Z)p(W,Vh)}

= 3{p(W, 2)U(h) — p(U, Z)W (h)}.

Tomando Z = V obtemos A = %7’, probando a primeira parte do lema.

Vexamos agora que (M, g) é Walker, para o cal basta ver que existe unha distri-
bucién D nula e paralela. No que resta de proba, veremos que D = span{Vh, U}.
E claro que a distribucién é nula. Vexamos que é paralela, é dicir, VD C D. Usando
de novo a autodualidade tense que W(U,V, Z,Vh) = 0e C(U,V, Z) = 0. Empre-
gando isto na ecuacién dada en 4 no lema 3.8, obtemos p(U, Z) = A\g(U, Z) para
calquera Z, ou equivalentemente, Ric(U) = AU. Daquela, a ecuacién (3.1) mostra
que hes, (U) = 0 e polo tanto, 0 = Hesy, (U, X) = g(U,VxVh) = —g(VxU, Vh)
para todo X. Por outra banda, posto que g(U,U) = 0, tense que 0 = X¢g(U,U) =
2g(VxU,U) paratodo X. Ademais, tense que 0 = Hes,(Vh, X) = g(VxVh,Vh)
para todo X. En resumo, tense que para todo X

9(VxVh,Vh) =0, ¢g(VxUU)=0,
9(VxU,Vh)=0, ¢g(VxVh,U)=0.
Estas ecuacions equivalen a que VD C D= e posto que D+ = D, concluimos que

D € paralela. En consecuencia, D € unha distribucién 2-dimensional nula e paralela,
polo que (M, g) é localmente unha variedade de Walker. O
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Observacion 3.15. Como corolario dos teoremas 2.9 e 3.13 obtemos que toda varie-
dade quasi-Einstein xeneralizada hemi conformemente cha € de Walker. Ademais, a
situacion exposta na observacion 2.10 para case solitons € andloga 4 das variedades
quasi-Einstein xeneralizadas propias. En particular, tense que a orientacién nas varie-
dades QEX hemi conformemente chds, que ata 0 momento non xogaba ningtin papel,
queda fixada de forma natural. Tense tamén que non existen exemplos isotropicos
anti-autoduais con A # 0. Porén, en contraposicién ao anterior, existen infinidade
de exemplos autoduais. En particular, no teorema 3.19 veremos que calquera superfi-
cie afin d4 lugar a unha variedade quasi-Einstein xeneralizada estrita a través dunha
extension de Riemann modificada.

O seguinte resultado establece que a xeometria local das variedades autoduais
quasi-Einstein xeneralizadas en sinatura (2, 2) non Ricci-chés e non conformemente
Einstein € a dunha extension de Riemann.

Teorema 3.16. Sexa (M, g, h, i) unha estrutura quasi-Einstein xeneralizada isotro-
pica de sinatura (2,2) con i ¢ {—%, 0} e non Ricci-chd. Se (M, g) é autodual, enton
é localmente isométrica a unha extension de Riemann modificada (T*%, gp o 11d)

dunha superficie afin (£, D) e h = w*h, onde h € C®(%).

Proba. Polo teorema 3.13 tense que 7 = 4\ e (M, g) € localmente Walker, polo que
a orientacion queda fixada de xeito que calquera base da distribucién nula e paralela
xera un elemento autodual (ver observacion 3.15). Ademais, o teorema 1.23 afirma
que (M, g) é localmente unha extensién de Riemann realizada no cotanxente dunha
superficie afin (3, D) dotada dunha métrica da forma

g=1X(ddod)+ gp.e 114

onde X, T" e ® son un campo de vectores, un tensor de tipo (1, 1) e un tensor simétrico
de tipo (0,2) definidos en X, respectivamente. En coordenadas (z!, 22, 21/, z2/), a
métrica anterior escribese como

G =2dz" o dxy
koo oo 1 i iy o DTk @ b g i
+ .’L’le Ty g0 —+ 2:1,’7,/(:1}]/TT + xz’Tr) 211,’kl FU + q)l] dz' odx’ .

Vexamos primeiro que h = *h para algiin he C>°(X). Consideremos o opera-
dor

Q(h) := —Hesp +ph (p — %g) .

E claro que Q(h) = 0 equivale & ecuacién quasi-Einstein xeneralizada lineariza-
da (3.2). Parai,j € {1,2}, tense que

Q(h)(axi/vaxj/) = _82 h= O,

xi/xj/
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de onde obtemos que existen un campo de vectores & en 3. e h e (X) tales que
=&+ 7*h

Resta probar que ¢ = 0. Supofiamos que, polo contrario, £ # 0 e vexamos que chega-
mos a unha contradicién. Posto que £ # 0, sempre podemos escollemos coordenadas
locais en ¥ tales que & = 0,1 (ver [7, teorema 3.14]), polo que h = zy1/ + 7*h.
Se P € un polinomio nunhas certas variables, denotamos por Coef(P;-) o coefi-
ciente dun monomio dado en P. Posto que Q(h) = 0, expandimos X como X =
X10,1 + X20,2 tendo que

Coef(Q(h)(0y2,0z,,)); x1rwe) = (1 +20) X7,
Coef (Q(h)(Dy2, By, ); 22) = X .

Como p # —%, obtemos que X = 0. Por outra banda, se T' = Tij 0, ® dx’, tense
que

Coef(Q(h)(8$1,8ml,),x2/) = %Tf,
Coef(Q(h)(@xg,azl,), 3:1’) = %(1 + 2:“’)T21a
Coef(Q(h)(82278w1/)7 372’) ~ }I(Tll < T22)7
Coef (Q(1)(9y2, Bay )3 217) = {(1 = 20)T} + (1 + 2p) T3} .
De novo, posto que i1 # 0 e u # — obtemos que T" = 0. Empregando novamente

que Q(h) = 0 e posto que
Q(h’>(6 1 8$1/) - _Fllla Q(h>(az178$2/) - _F1127
Q( )(ax27a$1/) = _F1217 Q(h’)(81‘278$2/) == _F1227
obtemos Fnl = P112 = Fl Flg =0, e asi,
Coef (Q(h)(0y2,0y2);21/) = (1 + 2M)az1F221,
Coef(Q(h)(Dy2, Dy0): ) = Dy T,

Empregando unha vez mdis que y1 # —3, tense que 9,12 = 9,1T'22% = 0. Entén
p = 0 contradicindo a hipétese de que M € non Ricci-chd. Polo tanto, { = 0, obtendo
h =x*h.
Para rematar, expandimos de novo X = X;0,1 + X20,2, obtendo que
Coef(Q(h)(0p1, 0z, ); w17) = whX1,
Coef(Q(h)(0y2, 0z, ); v2r) = phXo.

Entén X = 0 e polo tanto § = gp & 7,14, COMO quUEriamos ver. ]
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3.3 Xeometria local de variedades quasi-Einstein hemi conformemente chés

A continuacién mostramos un exemplo dunha extensiéon de Riemann modificada
(T*%, gp,»,1,14) que € quasi-Einstein xeneralizada e conformemente Einstein (i.e.,
o= —%) onde a funcién conforme non é o pullback dunha funcién na superficie

3., D). Polo tanto, a condicién de que —1 no teorema 3.16 ¢ esencial.
) H 2

Exemplo 3.17. Sexan (z!,2?) as coordenadas usuais en ¥ = R?. Supofiamos que

1 (2?), Yo(2?), a(zt, x ) B(z', 2?) e y(z!, 22) son funciéns diferenciables en R?
e en particular que v # 0. A partlr destas funcidns, consideramos as seguintes defi-
niciéns para D (a partir dos simbolos de Christoftel distintos de cero), T', f e ®:

Ip! = a, D! = 3,
I90? = a + Y1 (2?), T =7~0,2 ®dz,
f(l‘l,df2,l‘1/’$2/) =Ty _2%7 ¢11 - _48551(%) )
2
Oy = Py = T 2 x2(27a) , oy = # + tho(2?) .
Unha comprobacion directa mostra que (7%, gp o 7,14, f, — ) é quasi-Einstein xe-

neralizada. Ademais, a funcién potencial ten gradiente nulo e o operador de Ricci é
sempre distinto de cero e nilpotente en dous pasos.

No teorema 3.16 mostrase que toda variedade quasi-Einstein xeneralizada iso-
trépica autodual € localmente unha extensiéon de Riemann modificada. O seguinte
teorema complementa a informacion anterior dando a forma concreta da extension
de Riemann cando )\ € constante ou funcion (non-constante). Ademais, sintetiza boa
parte da informacién que obtivemos ao longo deste capitulo referente 4 estrutura local
das variedades quasi-Einstein xeneralizadas autoduais propias. Este resultado xunto
co seu equivalente para case solitons recollido no teorema 2.11 completa o estudo da
estrutura local das variedades quasi-Einstein xeneralizadas autoduais non conforme-
mente Einstein.

Teorema 3.18. Sexa (M, g, h, ;u) unha variedade quasi-Einstein xeneralizada auto-
dual de sinatura (2,2) con ju ¢ {—%,0} e non Ricci chd. Distinguimos tres casos:

(1) Se (M, g) é non-isotrdpica, enton (M, g) é localmente conformemente chd e é
localmente isométrica a un produto warped da forma I x, N, onde I C Re N
é de curvatura seccional constante.

(2) Se (M, g) é isotrdpica e \ constante, enton X\ = 0 e (M, g) € localmente iso-
métrica a unha extension de Riemann deformada (T*%, gp o) dunha superficie
afin (X, D) con h = w*h para certa h € C*(X) satisfacendo a ecuacion

Hes! — 2uhpl = 0. (3.4)
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(3) Se (M, g) é isotrdpica e A non constante, enton (M, g) é localmente isométrica
a unha extension de Riemann modificada (T*%, gp o 1.14) dunha superficie afin
(2, D) e h = n*h para certa h € C*°(X). Ademais, existe C € R — {0} tal que
1 N ~ +1 ~
A= 3Chs, T =Ch¥lde ® = —2h™"w (HesD — 21hpP).

Proba. A afirmacién 1 é consecuencia do teoremas 3.10. No que segue probamos as
afirmacions 2 e 3. Polo teorema 3.16 tense que (M, g) é localmente isométrica a unha
extension de Riemann modificada (7, gp ¢ 714) dunha superficie afin (3, D) e
h = n*h para certa h e C>(X). No que segue asumimos a notacién da proba de
devandito teorema.

Supofiamos que A é constante. Sabemos pola ecuacién (3.2) que Ric(Vh) =
AVh e polo teorema 3.13, 7 = 4. Posto que VA # 0, a ecuacién 2 do lema 3.8

mostra entén que A = 7 = 0. Isto mostra que 7}{ = —T%, polo que
Q(h)(axl ) axll) = /«‘th17 Q(h) (8931 ) 6362/) N Mthza
Q(h)(8,2,0,,) = uhTy, Q(h)(9,2,0y,,) = phT3.

Como p # 0e h # 0, tense que 7' = 0. Polo que efectivamente g € isométrico a unha
extension de Riemann deformada gp . Ademais, tense que

Q(h) = (—HGSED + 2/~Lﬁp£)(az’78xﬂ)’ coni,j € {17 2}7

polo que h € solucién se e sé se h satisfai a ecuacion (3.4). Isto proba a afirmacién 1.
Supofiamos agora que A é non constante. Tense que

Posto que (k) = 0, 7" € un muiltiplo da identidade, polo que existe t € C*°(X) tal
que T' = t1d. Daquela,

Coef(Q(h)(Dyi, Dy ); 2ir) = —tDyih + phdyit, coni = 1,2;

de onde obtemos t = Chl/H, para certa C' # 0. En tal caso, tense que 7 = 4\ =
1
6Ch . Finalmente, obtemos que

1

Q(h)(Dy1,0,5) = (~Hes? + 2uhpP)(9,1,0,5) — nGh"" By, parai,j € {1,2};

de onde obtemos a expresion de ®. Isto conclie a proba da afirmacién 2, polo que o
teorema queda demostrado. O
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3.4 Exemplos

O seguinte resultado non sé constitiie un reciproco para as afirmaciéns 3 e 4 do
teorema 3.18, senén que nos proporciona un método de construcion para todos os
posibles exemplos de variedades quasi-Einstein xeneralizadas isotrépicas autoduais
(salvo isometria). Distinguimos ddas posibilidades: (M, g) é quasi-Einstein (A € R)
ou (M, g) é quasi-Einstein xeneralizada estrita (A non-constante). Cabe destacar que
o resultado € valido para o caso p = —% que excluimos da nosa anélise anterior pola
razon dada na observacién 3.9. A proba consiste nunha comprobacion directa en co-
ordenadas que se obtén a partir dos cdlculos realizados para a proba do teorema 3.18.

Teorema 3.19. Sexa (3, D) unha superficie afin.

(1) Sexa ® un tensor de tipo (0,2) arbitrario. Se h € C*°(X) satisfai
HeshD — Q/LiL,OSD = 0 para algiin p € R,
enton (T*%, gp. o, ﬂ*ﬁ, ) € quasi-Einstein isotrépica autodual con A = 0.

R A ptl R
(2) Sexa hAGI C®(X) e sexa pp € R\ {0}. Se @ = —l%h jL (Hesg —2uhpP) e
T = Chrld con C € R\ {0}, enton (T*%, gp .o 7,14, 7*h, jt) € unha variedade

1
quasi-Einstein xeneralizada isotrépica autodual con \ = %C’ hw.

Observacion 3.20. As variedades dadas no punto 1 do teorema anterior non son lo-
calmente conformemente chds en xeral. Se (X, D) non é proxectivamente chd, entén
a extension de Riemann deformada (7%, gp &) non é localmente conformemente
cha. Non obstante, mesmo cando (3, D) € proxectivamente chd, pode escollerse ®
tal que (7™X, gp &) non sexa localmente conformemente cha.

Por outra banda, como consecuencia do teorema 3.16, tense que toda variedade
quasi-Einstein xeneralizada isotrépica hemi conformemente cha satisfai a relacion
A = 7. En [51] prébase que toda variedade de Walker anti-autodual ten curvatura es-
calar cero, polo que 7 = 4\ = 0. Isto mostra que non existen exemplos de variedades
quasi-Einstein xeneralizadas estritas que sexan anti-autoduais coa orientacién induci-
da pola estrutura Walker. Asi, as métricas do punto 2 do teorema 3.19 son autoduais,
mais nunca anti-autoduais por ser A # 0.

3.4 Exemplos

Na presente seccidn mostramos exemplos de variedades quasi-Einstein xeneralizadas
hemi conformemente chds que non son localmente conformemente chas.

No primeiro apartado, mostramos exemplos de variedades quasi-Einstein xene-
ralizadas autoduais obtidos a partir do teorema 3.19. No segundo apartado provemos
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un exemplo particular de variedade quasi-Einstein anti-autodual que polo tanto non
encaixa na clasificacion feita no teorema 3.18. Isto mostra unha vez mais que as con-
diciéns de autodualidade e anti-autodualidade para unha variedade de Walker tefien
un comportamento ben diferente.

3.4.1 Exemplos obtidos a partir do teorema 3.19

O teorema 3.19 afirma que calquera superficie afin proporciona exemplos de varie-
dades quasi-Einstein xeneralizadas mediante unha extensién de Riemann modificada.
Ademais, se existe unha solucién da ecuacion quasi-Einstein afin (3.4) definida local-
mente na superficie, entén podemos construir exemplos quasi-Einstein. En tal caso,
o problema redtcese ao estudo de solucidns para a ecuacién anterior. Non obstante,
as variedades quasi-Einstein afins serdan analizadas na segunda parte desta memoria,
polo que é conveniente tratar estes exemplos despois de estudar algunhas das propie-
dades destas estruturas.

Nos capitulos 4 e 5 veremos que a maior fonte de exemplos de estruturas quasi-
Einstein afins que cofiecemos realizanse sobre as denominadas superficies localmen-
te homoxéneas. En concreto, estudaremos todos os posibles exemplos localmente
homoxéneos nos capitulos 5, 6 e 7, onde proveremos espazos de solucidns explici-
tamente. Ainda que estes exemplos son especialmente apropiados para o estudo da
ecuacién quasi-Einstein afin posto que cofiecemos a forma xeral das stdas soluciéns
(ver teoremas 5.7 e 5.16), tamén resulta interesante estudar outro tipo de exemplos
que non sexan homoxéneos. Neste caso non cofiecemos clasificaciéns nin familias
concretas sobre as que estudar a ecuacién quasi-Einstein afin, mais podemos dar
exemplos particulares. En particular, o teorema de Cauchy-Kovaleskaya permite ob-
ter exemplos non-homoxéneos que seran tratados na subseccién 4.4.2 do capitulo 4.

3.4.2 Superficies afins dotadas cun tensor (1, 1) nilpotente e paralelo

Neste apartado proporcionamos exemplos de variedades quasi-Einstein anti-autoduais
que non entran dentro das hipdteses do teorema 3.18. Como xa dixemos, isto pon
de manifesto que a orientacién xoga un papel importante nas estruturas de Walker.
Examinamos unha familia especial de variedades afins (3, D) admitindo un tensor
nilpotente e paralelo de tipo (1,1), isto é, T' € 7 (M) tal que DT = 0 e T? = 0.
Para obter méis informacién sobre este tipo de estruturas véxase [26]. O seguinte é
un lema auxiliar que empregaremos na proba do teorema 3.22.

Lema 3.21. Sexa (X, D) unha superficie afin con tensor de Ricci simétrico de rango
un que admite un tensor de tipo (1, 1) nilpotente e paralelo. Enton existen coor-
denadas (x',x?) nas cales o iinico simbolo de Christoffel distinto de cero é T'11?

cumprindo que 0,2T'11? # 0 e o tensor T de tipo (1, 1) definido por T(0,1) = 0,2 e

60



3.4 Exemplos

T'(0,2) = 0 € nilpotente e paralelo. Ademais, (¥, D) ten tensor de Ricci recorrente
con forma de recorrencia w tal que DpP = w @ pP.

Proba. Sexa T un tensor de tipo (1,1) non trivial, nilpotente e paralelo. Por ser
T # 0 e nilpotente podemos escoller un sistema de coordenadas locais (x!,2?) tal
que: T@ 1 =0,2e¢T0d,2 = 0. Entén Té paralelo (i.e., DT = 0) se e s6 se se satisfan
as seguintes relacions:

I2! =0, Ip? =Tt Ty! =0, T? =0.

Posto que ker T = span{d,2} é paralelo, 0,2 é un campo de vectores xeodésico.
Tense que

= (0,2T11% — 91Ty V) dat o dat, pP =20, dat A da? .

Como por hipétese p” é simétrico, tense que 9,2I'11* = 0. Nestas condici6ns o ten-
sor de Ricci é recorrente de rango un. Entén, o traballo de Wong [104] proba que exis-
ten coordenadas locais (2!, 22) tal que o tinico simbolo de Christoffel distinto de cero
éI'112. Posto que p” ten rango un, 9,21'112 # 0. Deste xeito p? = 0,212 dz' @ dx!
e DpP =w ® pP, onde a 1-forma de recorrencia w vén dada por

w = 9,1 (log 9,2T112)dz! + 8,2(log 0,2T112)dz>. (3.5)

O feito de que 1" definido da forma que se indica sexa nilpotente e paralelo é unha
simple comprobacion directa. O

Nas condiciéns do lema anterior tense que a extension de Riemann modificada
gpo,r,r = ¢I oI + gp nunca € autodual, pero si anti-autodual cando w satisfai
w(kerT') = 0 (ver [25] para mdis detalles). Estas superficies afins son fortemente
proxectivamente chds. Malia que as extensiéns de Riemann dunha conexién proxec-
tivamente cha son localmente conformemente chds, tanto as extensions de Riemann
deformadas gp ¢ como as modificadas gp & 7,5 non o son, en xeral, para tensores ®,
T e S arbitrarios. Por esta razén, o seguinte resultado mostra que existen exemplos
de métricas de Walker anti-autoduais quasi-Einstein que nunca son autoduais, e polo
tanto non entran dentro da caracterizacién local do teorema 3.18.

Teorema 3.22. Sexa (AZ, D) unha variedade afin nas condiciéns do lema 3.21. Sexa
feclC®(X)tal que df(kerT) =0e f=7*f.

1. Se fsatisfai a ecuacion (3.4), enton (T*%, gp 0,11, [, 1t) € unha variedade quasi-
Einstein isotrépica con A = 0.
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2. Se w(kerT) = 0, enton existen coordenadas locais (z*,x?) en ¥ tales que o

tinico simbolo de Christoffel non nulo vén dado por T'11? = u(x!) + x?v(x!). Se
f(zY) satisfai f"(z') — 2pf(at)v(xt) = 0, enton (T*S, gporT, fr1t) € unha
variedade quasi-Einstein anti-autodual que non é localmente conformemente chd.

Proba. A escolla de coordenadas locais (2!, 22) en X tales que 70,1 = 0,2, TD,2 =
0 e o tinico simbolo de Christoffel distinto de cero é I';1? estd garantida polo le-
ma 3.21. Sexan (z',2%, 2/, 22) as coordenadas inducidas no espazo cotanxente

T*Y. Sexa f € C®(X) satisfacendo df (ker ') = 0. Entén:
(Hesf - :u'fp)(aml ’ azl) = (HeS? - 2prsD)(ax1 ) 8901)7

sendo as outras compofientes identicamente cero. Isto proba a afirmacion 1.

Para probar a afirmacién (2), supoiiamos que w(kerT') = 0. Usando a ecua-
cién (3.5), tense que w(ker T') = 0 se e 6 se 8§2F112 = 0. Polo tanto, I'112 é unha
funcién linear en 22, isto é, I'112 = u(x!) + z?v(zt). Por dltimo, unha conta directa
mostra que a tnica compofiente non identicamente cero na ecuacién (3.4) é

(Hes? —2ufpP) (0,1, 051) = f" (&) = 2uf (2o (a) .

Isto mostra que as soluciéns da ecuacion quasi-Einstein quedan determinadas pola
EDO f"(zt) — 2uf(z!)v(zt) = 0. O
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Parte 11

A ecuacion quasi-Einstein en
xeometria afin







Motivados polo estudo dos case soliténs e das variedades quasi-Einstein hemi
conformemente chds da primeira parte, o noso estudo dd un xiro cara a xeometria
afin. Isto xorde pola relacién que existe entre as ecuacions dos case soliténs e das
variedades quasi-Einstein coas ecuacions dos solitons de Ricci gradientes afins e das
superficies quasi-Einstein afins, respectivamente. Os solitns afins foron investigados
en [11]. Por este motivo, nesta segunda parte da memoria centramos o noso estudo
na ecuacion quasi-Einstein afin. Malia que a motivacién orixinal desta ecuacidn se
reduce ao caso de superficies, estudarémola, en principio, para dimensién arbitraria.

No capitulo 4 estudamos as propiedades xerais da ecuacién quasi-Einstein afin,
especialmente as referentes ao espazo de soluciéns da mesma. A nosa andlise mostra
que a ecuacién presenta unhas propiedades moi desexables en termos de diferencia-
bilidade das suas soluciéns. O estudo de campos de Killing ten un lugar destacado
no estudo desta ecuacion. Ademais, pode garantirse a extension de solucidns locais
a solucions globais se a variedade € simplemente conexa e os espazos de soluciéns
locais tefien dimensién constante sobre esta. Por outra banda, tense que a ecuacién
quasi-Einstein afin permite caracterizar non sé os espazos fortemente proxectivamen-
te chans, senén tamén identificar as clases de equivalencia afin entre as superficies
fortemente proxectivamente chds. Ademais ten un comportamento moi desexable co-
as transformaciéns que conservan as conexions cando estas son fortemente proxec-
tivamente chds. Por todas estas razéns, a ecuacién quasi-Einstein afin presenta un
interese propio no contexto afin.

Unha vez establecidos estes resultados xerais sobre a ecuacion quasi-Einstein
afin, continuamos o noso estudo na procura de exemplos deste tipo de variedades.
Posto que a motivacién orixinal do problema era construir soluciéns sobre super-
ficies afins, na seccién 4.4 empregamos o teorema de Cauchy-Kovalevskaya para
construir tales exemplos. Unha familia que se presenta propicia para a construcioén de
exemplos debido ao cofiecemento que temos da stia xeometria € a de superficies local-
mente homoxéneas. Estas foron estudadas en diversas ocasiéns para conexions con e
sen torsion [2,71,72]. A caracterizacidn local de superficies localmente homoxéneas
no caso xeral foi dado por Opozda en [90]. Neste traballo prébase que existen esen-
cialmente tres posibles estruturas locais para este tipo de superficies relacionadas coa
sua dlxebra de campos de vectores afin Killing. Este resultado permite describir tales
superficies en termos da existencia de coordenadas especiais para as cales os simbo-
los de Christoffel toman unha forma concreta. Isto permite definir os cofiecidos como
modelos tipo A, B e C que se corresponden coas tres posibles formas locais que pode
tomar unha superficie localmente homoxénea. Os tipo C redicense esencialmente 4
esfera S?. Os modelos tipo A definense en R? a partir dunha conexién dada por sim-
bolos de Christoffel constantes, mentres que os tipo B estén definidos en RT™ x R e
os seus simbolos de Christoffel son constantes divididas pola primeira coordenada.
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No capitulo 5 estudamos a forma xeral das soluciéns da ecuacién quasi-Einstein
distinguindo entre os tres modelos e, a partir disto, proporcionamos a dimensién do
espazo de solucidns salvo equivalencia linear. O primeiro obxectivo do capitulo 6
consiste na clasificacion linear para modelos tipo .4 empregando a ecuacion quasi-
Einstein afin. Isto é posible dado que estes modelos son sempre fortemente proxecti-
vamente chans, presentando unha clara diferenza cos modelos tipo B que non o son,
en xeral. Esta clasificacion linear completa a iniciada en [14] e ten como novidade a
consideracién dos modelos chans. Paralelamente, estudamos o espazo de soluciéns
para cada un dos modelos obtidos nesta clasificacién. Seguidamente, no capitulo 7
estudamos os modelos tipo 3 chans salvo equivalencia linear empregando novamente
o feito de que ditos modelos son fortemente proxectivamente chans. Porén, isto non
pode facerse para todos os modelos tipo B, polo que a seguinte parte do capitulo 7
limitase ao estudo de bases do espazo de solucidns asociado a modelos tipo B.

Rematamos esta segunda parte no capitulo 8, onde mostramos algunha aplica-
cién madis da ecuacién quasi-Einstein afin no contexto de superficies homoxéneas.
En particular estudamos a completitude afin Killing dos modelos tipo A e tipo B e
a completitude xeodésica dos tipo .A. Concluimos o capitulo vendo que a ecuacién
quasi-Einstein afin permite construir exemplos de variedades Kéhler quasi-Einstein
en sinatura indefinida que, a diferenza do que acontece no caso riemanniano, non
tefien por que ser localmente un produto de variedades.
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Capitulo 4
A ecuacion quasi-Einstein afin

Neste capitulo presentamos a ecuacion quasi-Einstein afin que aparece de forma na-
tural no estudo da ecuacion quasi-Einstein (3.2) que vimos de estudar na primeira
parte desta memoria. Esta ecuacidon non s6 presenta interese na construcién de estru-
turas quasi-Einstein a partir de extensions de Riemann, senén que tamén € interesante
por si mesma no contexto de variedades afins como veremos ao longo deste capitulo.

Nunha estrutura afin podemos considerar dous niveis de equivalencia con signi-
ficado xeométrico propio: equivalencia linear e equivalencia afin. A primeira delas
considera estruturas equivalentes por difeomorfismos que preservan as conexions.
Este concepto substitiie as isometria no contexto semi-riemanniano, polo que, como
acontece nese caso, non distinguimos entre duias estruturas cando son equivalentes
neste sentido. A segunda equivalencia que xorde nas variedades afins € a proxectiva.
Este tipo de equivalencia esta caracterizada a partir das xeodésicas non parametriza-
das da variedade. Asi, duas estruturas afins sobre a mesma variedade subxacente son
proxectivamente equivalentes cando tefien as mesmas xeodésicas non parametriza-
das. Ao longo deste capitulo veremos algunhas relacidns entre estes tipos de equiva-
lencia e a ecuacion quasi-Einstein afin. Ademais, cando p = —ﬁ, onde n denota
a dimensién da variedade en cuestion, a nosa ecuacion presenta un comportamento
moi particular con respecto 4 equivalencia proxectiva.

O contido deste capitulo recolle en detalle boa parte da investigacion realizada
en [17].

Debido a que o noso estudo segue a ser eminentemente local, novamente asu-
miremos que os resultados son locais, en xeral, e, do contrario, especificaremos o
cardcter global dos mesmos.

4.1 Introducion

Nesta seccién introducimos a ecuacion quasi-Einstein afin sobre a que basearemos o
noso estudo no que resta de memoria. Por esta razén resulta conveniente introducir
rigorosamente a definicién desta ecuacién en xeometria afin. Sexa (M, D) unha va-
riedade afin. O operador quasi-Einstein afin QE (ou simplemente £) € un operador
linear en derivadas parciais de segunda orde

Qf(f) = Hes? — ufpP con f e C®(M) epcR, 4.1)
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A ecuacion quasi-Einstein afin

onde Hes? e pP denotan o hessiano de f e a parte simétrica do tensor de Ricci aso-
ciados 4 conexién afin D, respectivamente. Cando non exista risco de confusién, su-
primiremos o superindice especificando a conexién e mais o subindice co valor de .
O noso obxectivo € estudar a ecuacion definida en (3.4) e que equivale a QQDﬂ( f)=0
con i € R. Por conveniencia, e posto que fi pode ser calquera nimero real, estuda-
mos a ecuacion equivalente Df(f) =0,con pu =21 € R, ie.,

Hes; — pufps = 0. 4.2)

Referimonos 4 ecuacién anterior como ecuacion quasi-Einstein afin. Posto que
esta € homoxénea € claro que o cero sempre € solucién e que para ddas soluciéns f e
h tense que

Hesafypn — polaf + Bh) = a(Hesy + ppf) + B(Hesy, + pph)

para todo « e 3 reais. Isto amosa que o espazo de solucidns € un espazo vectorial
real. Denotamos por E,(x, D) (ou simplemente E,) o espazo linear de xermes de
funciéns diferenciables con base en p € M cumprindo a ecuacién (4.2). E claro
que se ps = 0, entén E,(pu, D) = E,(0,D) para todo p. Ademais, E,(0,D) é
precisamente o espazo de xermes de soluciéns da ecuacion dos solitons de Yamabe
afins (para mdis detalles, consultar [15]).

O operador QE da ecuacion (4.1) e a ecuacion quasi-Einstein afin asociada (4.2)
tefien un interese xeométrico propio que veremos no que resta de memoria. Non
obstante, esta ecuacion aparece de forma natural no estudo da ecuacién quasi-Einstein
semi-riemanniana a través das extensions de Riemann como xa vimos nos capitulos
2 e 3 (ver a observacion 2.15 e os teoremas 3.18 e 3.19).

4.2 Propiedades elementais da ecuacion

Esta subseccién estd dedicada a estudar as propiedades do espazo de solucidns da
ecuacion quasi-Einstein afin (4.2). Para comezar, presentamos un lema que mostra
que esta ecuacion se comporta ben coas transformaciéns afins.

Lema 4.1. Se (M, D) e (M, D) son diias variedades afins tales que existe un di-
Jeomorfismo (local) @ entre elas conservando a conexion (i.e., ®*D = D), enton

Qg(f) = 0 se e 56 se QE(CD*f) = 0. Consecuentemente, se p,q € M e ®(p) = ¢,
enton EP(M? D) = (I)*Eq(:ua E)

Proba. A proba consiste en ver que tanto o tensor de Ricci como o hessiano son
tensores intrinsecos, isto €, son invariantes por cambios de coordenadas afins (i.e.,
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4.2 Propiedades elementais da ecuacién

por difeomorfismos afins). Para ver isto comezamos probando que »*RD = RD.
Empregando a definicién de pullback, tense que

(2" D)xY = (271), (Do x2.Y),

ou equivalentemente B B
O, ((P*D)xY) = D, x9.Y.

Usando esta igualdade obtemos que
Dy, x Do,y ®.Z = Dy x®.((2"D)y Z) = ®.((®*D)x(2*D)y 2)
e que $.[X,Y] = [, X, D,Y]. Polo tanto,
(@*RPY(X,Y)Z := (3~ 1), (RP(®, X, 3,Y).2)
= (71).(2:((®*D)x (2" D)y Z
— (2" D)y (®*D)xZ — (2*D)(x,v%))
= (R*P)(X,Y)Z.

Como o tensor de Ricci se obtén por contraccién do tensor de curvatura, tense a

partir da definicién que p®> P = ®*pP. Por outra banda, o Hessiano cumpre que
Hesg? = o* (Hesjl? ). En efecto, tense que

Hesg. 7 (X,Y) = X(Y(2*f)) — (2*D)xY) (2" f)
— B X(df(8.Y)) — (B.(®"D)xY))(f) = (3"Hes?)(X, V).
Polo tanto tense que

®*(Hesf — pfpl) = Hesg.? — p(®* f)pg 7,

e asf, Qf?(f) = 0se e s6se Q7 (*f) = 0, como queriamos ver. O

No que segue establecemos algunhas propiedades relativas 4s soluciéns da ecua-
cion (4.2) en xeral e 4 sda relacion con campos de Killing. Estes resultados supoiien
un elemento central na nosa andlise posterior € mostran o interese da ecuacién desde
o punto de vista do cdlculo diferencial.

Teorema 4.2. Sexa M = (M, D) unha variedade afin de dimension m e f €
E, (i, D). Ciimprense as seguintes afirmacions:

(1) f e C™(M) ese M é analitica real, entén f é analitica real.
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(2) Se X ¢é un xerme dun vector Killing afin con base en p, enton X f € Ep(p, D).
(3) Se f(p) =0edf(p) =0, enton f = 0 nunha vecifianza de p.
4) dim{E,(p, D)} <m+ 1.

Proba. Probamos cada unha das afirmaciéns do teorema na orde na que se enun-
cian. Comecemos fixando coordenadas locais (2!, ...,2™) e denotemos por ;; as
compoiientes do operador quasi-Einstein (4.1).

Para probar 1, comezamos definindo

D, =tr{Q} = ZQu’ = Zam; + szn‘j@m — MZPn‘-
i—1 i—1 i1

i=1 j=1

O operador ©,, é un operador diferencial parcial eliptico de segunda orde. Sexa
f € C%*(M) satisfacendo Q(f) = 0. Tense que D, f = 0, polo que a teorfa de
operadores elipticos mostra que f € C°°(M). Supoiiamos adicionalmente que a es-
trutura subxacente € analitica real. Daquela tense que ®,, € analitica hipoeliptica e
daquela ®, f = 0 mostra que f € real analitica (ver, por exemplo, [45,99]).

Para probar 2 consideramos o fluxo 1-paramétrico ®;* definido nunha vecifianza
de p asociado ao vector afin Killing X. Tense que ®;¥ conserva a conexién, ¢ dicir,
(¢7¥)*D = D. Ent6n tense que (¢;*)*p = p e que (¢ )*(Hess) = Hes yx). ;. para
todo t. Empregando isto obtemos que (®;X)*f € E, (41, D) para todo t e que

d
7 (¢ )* (Hesy) = o

OHeS(q)tX)*f = Hes% o Jo@F) = Hes(x ),

t=0 t=

por ser X o xerador infinitesimal de ®;. Tendo en conta o anterior, tense que

d

yy (¢7)*(Hesy — pfp) = Hes(x ) — (X f)p-.

t=0

Deste xeito, prébase que efectivamente X f € E,(u, D), como queriamos ver.

Vexamos agora que se f(p) = 0e df(p) = 0, entén f = 0 nunha vecifianza de
p. Posto que a priori unha variedade afin non conta cunha distancia, imos considerar
a distancia inducida pola carta local escollida. Isto non é realmente unha distancia,
pero o resultado é o mesmo independentemente da carta escollida. Ainda que non
¢ dificil ver que o argumento que empregamos a continuacién pode xeneralizarse a
dimension arbitraria, restrinximonos a dimensién m = 2 por simplicidade. Sexan
(x!, 2?) coordenadas locais centradas en p. Sexa B. unha béla de raio ¢ arredor da
orixe. Supofiamos que f € E,(u, D) satisfai f(0) = 0 e que df (0) = 0. Vexamos
que existe € > 0 tal que f = 0 en B.. Comecemos tomando 7" e € niimeros reais
tales que

3 <T, [Dijf@)|<T, |pps;j(x)] <Tparatodoz € B, e e<pg. (4.3)
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Consideremos a norma || - ||; no espazo de funciéns diferenciables definida por
1Al = sup {1051 f ()] 1052 f ()|, [ f ()]} -
T e

Sexa Z = (a,b) € B.. Empregando ((4.3)) tense que:
0:0,1 | (#Z) = |a02i 1 f + 002 2 f| (tT) < a2, f| (6F) + [b021 2 f| ()
= |a|- ‘Fllla:clf + Fnzaﬁf + fﬂpsD,ll‘ (tZ)
+[b] - |T12' 001 f + T12%0p2 f + frupspaz| (tZ)
3(lal + DT fllh < 6T f]1 -

IN

Dado que 9,1 f(0) = 0, o Teorema Fundamental do Calculo mostra que:

\%HMS/Jwymmﬁg/

t= t=

1 1

6eT || fll1dt = 6T f[]1-
0

Analogamente, |0,2 f(Z)| < 6&T||f1]|. Por outra banda, como £ < T e f(0) = 0,
tense que

1

1
£@I < [ 10D de< | (ol + P flhde < 22075 < 62T 7)1
t=0 t=0
Ast, || f|l1 < 6T f|. Isto, combinado coa condicién 67 < 1 de (4.3) implica
que || fl1 < &||f|l1- Entén || f|l1 = 0 en B. probando a afirmacién 3.
Como consecuencia de 3, tense que f € E, (i, D) queda determinado por f(p)
e df(p). Sexa { fi,..., fmt2} C Ep(u, D), entén os vectores

(fi(p)7ax1fi(p)’ aaxmfz(p)) con @ € {L ey 2}

forman un conxunto linearmente dependente en R™*!. Ent6n, polo menos unha das
fi depende linearmente das outras, mostrando que ningunha base de E,(y, D) pode
ter mdis de m + 1 elementos. Isto proba 4. O

O seguinte resultado afirma que se o espazo de soluciéns ten dimensién constan-
te sobre unha variedade simplemente conexa, entén as solucions estdn globalmente
definidas. A proba consiste en adaptar o argumento usado en [85] para probar a ex-
tensién de campos de vectores Killing. Por simplicidade, dado un aberto U C M,
denotamos por E(U, u, D) (ou simplemente F(U)) o espazo de soluciéns global-
mente definidas en U. Se U é conexo, a homoxeneidade da ecuacién (4.2) mostra
que E(U) é de novo un espazo vectorial real.

Teorema 4.3. Sexa M = (M, D) unha variedade afin de dimension m. Se M é
simplemente conexa e diim{E,(u, D)} é constante en M, entén cada solucion local-
mente definida estende de forma vinica a un elemento de E(M, 11, D).

71



A ecuacion quasi-Einstein afin

4.3 Equivalencia proxectiva

Neste apartado definimos o concepto de equivalencia proxectiva para despois estu-
darmos a relacién entre a ecuacidon quasi-Einstein afin e a equivalencia proxectiva.
Veremos que esta relacion adquire especial relevancia cando p = i, = —ﬁ.

En termos xeométricos, dias conexions sobre a mesma variedade subxacente son
proxectivamente equivalentes se tefien as mesmas xeodésicas parametrizadas. Non
obstante, na prictica esta propiedade non € a mais funcional, polo que definimos este
concepto da seguinte forma equivalente. Para ver unha discusién mdis detallada do

significado xeométrico da equivalencia proxectiva pode consultarse [86].

Definicion 4.4. Dicimos que D é proxectivamente equivalente a D se existe unha
1-forma w tal que DxY = DxY + w(X)Y + w(Y)X para todo X,Y € X(M).
Ademais, se w € pechada (i.e., dw = 0), dicimos que D € fortemente proxectivamente
equivalente a D.

A partir desta definicién probamos que as xeodésicas non parametrizadas de ddas
conexiodns fortemente proxectivamente equivalentes coinciden. Para facer isto, intro-
ducimos primeiramente a definicion de xeodésica.

Definicion 4.5. Sexa (M, D) unha variedade afin. Dicimos que unha curva parame-
trizada (t) é xeodésica para D se Dy = 0. En coordenadas, isto equivale a que
T + a':is'cjf‘ijk = 0 paratodo k = 1, ..., dim M. Dicimos que ~y(t) é xeodésica non
parametrizada se existe unha reparametrizacion para a é xeodésica.

O seguinte lema caracteriza as xeodésicas non parametrizadas.

Lema 4.6. Sexa v unha curva en (M, D). Enton, y é xeodésica non parametrizada
se e s0 se D+7y = \y para algunha funcion M.

Proba. Primeiro mostramos que se y € xeodésica non parametrizada, entén Dy =
A¥. Supoilamos que ¢ € un difeomorfismo tal que v o ¢ é xeodésica, enton
0=D . (vo9) =D . @) =" 4(p)+ " D 7(¢)
=¢"4() + (¢')? Di)7(0).

1

Polo tanto, D) ¥(¢) = (‘:W 4(¢) ou, simplemente, D5~ = (;fﬁ 4.

Por outra banda, se -y € unha curva tal que D5 = A+, tense que
Doy (1 09) = 9" 3(9) + (¢') Dy(py1(9) = (9" + (¢)* () ().

Entén, tense que ¢ cumpre que ¢ + (¢')2 A = 0. Polo tanto 7 o ¢ é xeodésica non
parametrizada como queriamos ver. O
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Empregando este lema podemos probar o seguinte resultado que mostra que a
equivalencia proxectiva dunha conexién queda completamente determinada polas
stas xeodésicas non parametrizadas.

Lema 4.7. Se D e D son diias conexions afins en M, enton son proxectivamente
equivalentes se e so se tefien as mesmas xeodésicas non parametrizadas.

Proba. Supofiamos primeiro que D e D son proxectivamente equivalentes. Entén
existe unha 1-forma w tal que DxY = DxY + w(X)Y + w(Y)X. Sexa  unha
xeodésica non parametrizada para D. Se v non é xeodésica, reparametrizamola pa-
ra que o sexa. Entén, Dy = INJ,W + 2w(¥)7, polo que o lema 4.6 mostra que v é
xeodésica non parametrizada para D. Reciprocamente, sexa v xeodésica non para-
metrizada simultaneamente para D e D. Entén o lema 4.6 mostra que existe a~ tal
que D47y — lN)AW = ay7. Posto que D — D define un tensor de tipo (1, 2) simétrico,
tomamos T(X,Y) = DxY — DxY obtendo T(%,) = a~7. Definimos a 1-forma
w como T'(,7) = w(¥)7 ou equivalentemente, w(§) = a,. Sexap € M, e sexan X
e Y campos de vectores definidos nunha vecifianza de p. Sexan ~y; e -2 xeodésicas
definidas por 71|, = X|p + Y|p, 72lp = X|p — Y]|p € 71(0) = 12(0) = p. Tense que

T(Xv Y) ’p = T(');l + 92,71 — ');2)|P > (a’h'};l 9, a"YQ’);Q) ‘p
={(ay, —ay,) X 4+ (ay; + )Y} ={w(¥)X +w(X)Y} .

Posto que T' € un tensor, a igualdade € certa para calquera campos de vectores, com-
pletando asi a proba do lema. 0

A relacién “ser (fortemente) proxectivamente equivalente” € de equivalencia no
conxunto de conexiéns afins. Se D e D pertencen 4 mesma clase de equivalencia
dicimos que son (fortemente) proxectivamente equivalentes. Ademais, se D é (for-
temente) proxectivamente equivalente a unha conexién chd, dicimos que D € (forte-
mente) proxectivamente chd. Unha conexion D € proxectivamente chd se e sé se para
toda xeodésica non parametrizada de D existe unha carta local de forma que a imaxe
pola carta sexa un segmento de recta no aberto euclidiano correspondente. As varie-
dades afins fortemente proxectivamente chés estan caracterizadas no seguinte lema.
A proba deste resultado pode atoparse en [53] empregando coordenadas locais. Para
mais informacion sobre equivalencia proxectiva pode consultarse [53, 86, 97].

Lema 4.8. Sexa (M, D) unha variedade afin con Ricci simétrico. Enton,

1. Se dim M = 2, D ¢ fortemente proxectivamente chd se e s6 se Dp ¢é totalmente
simétrico (i.e., (Dxp)(Y,Z) = (Dyp)(X,Z) = (Dxp)(Z,Y)).
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2. Se dim M = m > 2, D é fortemente proxectivamente chd se e s6 se se anula
identicamente o tensor W definido pola relacion

W(X,Y)Z = R(X,Y)Z + — H(p(X.2)Y — p(Y, 2)X).

m —
Observacion 4.9. Por definicidn, didas estruturas afins sobre M son fortemente pro-
xectivamente equivalentes se son proxectivamente equivalentes e a 1-forma w esta-
blecendo a equivalencia é pechada, € dicir, dw = 0. Posto que o noso estudo € local, o
lema de Poincaré permite afirmar que toda forma pechada é localmente exacta, polo
que existe g € C°°(M), tal que w = dg. Por suposto, se consideramos unha 1-forma
w = dg para algin g € C*°(M), entén dw = 0. En base a isto, se M = (M, D) é
unha variedade afin resulta apropiado definir a seguinte perturbacién de D mediante
g € C®°(M) como YDxY = DxY + X(g)Y + Y (g)X dando lugar 4 estrutura
afin IM(M,9D). Posto que X (g) = dg(X), isto equivale a dicir que dg prové unha
equivalencia proxectiva de M a 9 M. Ademais, posto que d(dg) = 0, a equivalencia é
forte. No sucesivo empregamos esta nomenclatura para establecer unha equivalencia
proxectiva forte cando queiramos especificar cal € a funcién que a determina.

E un feito cofiecido que ddas conexidns proxectivamente equivalentes son forte-
mente equivalentes se e s6 se as compofientes anti-simétricas dos tensores de Ricci

asociados coinciden. En particular, se os tensores de Ricci son simétricos, entén am-
bas as ddas conexiéns son fortemente proxectivamente equivalentes.

Lema 4.10. Sexa M unha variedade de dimension m e sexan D e D dias conexions
proxectivamente equivalentes sobre M. Enton, D e D son fortemente proxectivamen-

te equivalentes se e sO se pf = pg) .

Proba. Sexan D e D conexions proxectivamente equivalentes. Sexan (z!, ..., z™)
coordenadas locais centradas en p € M e sexan Fijk e fijk os simbolos de Christof-
fel asociados ds conexioéns D e D, respectivamente. Posto que D ¢ libre de torsién
podemos supoiier que I‘Z-jk(p) = 0. Por ser conexions proxectivamente equivalentes
tense que existe unha 1-forma w = w;dx’ tal que

fijk = Fz‘jk + wz-éjk + wjdik.
Empregando a igualdade anterior e que Fijk(p) = 0, tense que
pPlp = (0,5 (Tij°) + T45°T 5o — 95+ (T ;%) — T;°Tia?)p
= 0,5 (D" + widjp +w;dip)lp + (Wilja +wjdia) (Wsdap + wadps)lp (4.4)
—0,i(Tp;” + wpdjs + widsp)lp — (Wbja + widap)(Widas + wadip)lp

= (pF + Opiws — m Bpiw; + (m — 1) wiw;)|p,
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de onde obtemos (pg — p£-)|p = (Opswi —m Ogiw;j + (m — 1) wiw;)|p. Se definimos

o tensor T' = pP — pD, tense que

(m+1)

5 [0piwi — Opiwj] [p

Lrb_ D_ p, D
Tijlp =3 |:pij = pyi = Pij Pl lp =

T = (m+ 1)dw é tensorial, polo que se cumpre a igualdade en p independentemente
das coordenadas escolleitas. Posto que p € arbitrario, tense que 7" = 0 se e sO se
dw = 0. Isto proba o resultado. 0

Lema 4.11. Sexa M unha variedade de dimension m e sexan D e D diias conexions
fortemente proxectivamente equivalentes sobre M. Enton, D = 9D para algunha
funcion g definida localmente en M e cimprese que

pP = pP + (m + 1)(dg ® dg — Hes?).
Ademais, son equivalentes:
(1) pP = pP.
(2) Hes) — dg ® dg = 0.
(3) e79 € E,(0,D).

Observacion 4.12. Duas conexidns proxectivamente equivalentes dinse Liouville pro-
xectivamente equivalentes se os seus tensores de Ricci coinciden (ver, por exem-
plo, [74, 76, 86]). O lema anterior mostra cando ddas conexiéns proxectivamente
equivalentes son Liouville proxectivamente equivalentes.

Proba. Dado que a equivalencia € forte, existe unha 1-forma w pechada (i.e., dw = 0)
que prové a equivalencia proxectiva de D a D. Entén, polo lema de Poincaré tense
que localmente existe g € C*°(M) con w = dg e asi, D = 9D. Posto que pP — pP e
supoiiendo que Fij’“ (p) = 0, empregamos a igualdade (4.4) para ver que

(psD,ij - PsD,z‘j)|p = (03 - Pi[;)’p = (m —1)(04:9 0pig — aiixjg) p
= (m—1){(dg ® dg — Hes;)(9,s, 0,)} .

Posto que obtemos de novo unha igualdade tensorial, 0 mesmo argumento de arriba
mostra que

pP = pP 4+ (m —1)(dg ® dg — Hesg)).
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Resta probar que os enunciados (1), (2) e (3) son equivalentes. A equivalencia
dos dous primeiros séguese a partir da igualdade que vimos de probar. Finalmente,
probamos que (2) e (3) son equivalentes. Por unha banda, tense que

Hesf_g =e 9 (dg ®dg — Hesf)

(os detalles deste cdlculo poden verse na subseccién 3.1.1). Dado que e 9 € E,(0, D)

equivale a que Hesf,g = 0, a igualdade anterior proba a equivalencia entre (2) e (3),
establecendo o resultado. ]

O lema 4.1 mostra como se relacionan as soluciéns de ddas estruturas afinmente
equivalentes. Resulta interesante considerar a mesma cuestion entre dias conexidns
fortemente proxectivamente equivalentes. O lema anterior proporciona informacién
interesante a este respecto. Por exemplo, se as conexiéns D e 9D fosen chds, en-
ton e79 € E,(0,D) = Ey(p,D) e ed € Ey(0,9D) = E,(1,9D). Posto que 1
¢ solucion en ambos os conxuntos, cabe preguntarse se a aplicacion f — e 9f
con f € E,(u, D) define un isomorfismo entre os espazos de funciéns anteriores.
O seguinte teorema resolve esta cuestion de forma madis xeral e proporciona unha
ferramenta de vital importancia na nosa andlise. Como consecuencia tense que a di-
mensién de E£,(—1, D) é un invariante proxectivo forte e que dim{F,(u, D)} para
w arbitrario é un invariante proxectivo de Liouville.

Teorema 4.13. Sexan M unha variedade de dimension m, (i, = —ﬁ e D unha
conexion afin sobre M. Dada g € C*> (M), consideramos a conexion D = 9D

fortemente proxectivamente equivalente a D. Enton

1. A aplicacion f +— €9 f é un isomorfismo de Ey(jtm, D) a Ep(fim, D).
2. Se pP = pf) (i.e., a equivalencia é de Liouville), enton a aplicacion f — eI f é
un isomorfismo de E,(u, D) a E,(u, D) para calquera ju.
Proba. Sexa D = 9D. Imos ver que a aplicacién f — fe9 é un isomorfismo nos
supostos expostos en cada unha das afirmacions 1 e 2. Para isto comezamos conside-
rando a ecuacion Qf(feg) =0, isto é,
Hes([])ceg) —upP(fe?) =o. (4.5)
Por unha banda, tense que
Hes(}oq)(X,Y) = (Dxd(fe?))(X) = XY (f) — d(fe?)(DxY)
= XY(fe?) —d(fe?)(DxY +dg(X)Y +dg(Y)X)
= Hes},0)(X,Y) — 2(dg o d(fe?))(X,Y)

= {Hes(},s) — 2¢7 {(dg o df ) + f(dg o dg)}(X,Y).
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Traballando sobre o primeiro sumando desta dltima expresion, tense que
Hes(}oy = (Dxd(fe?)(Y) = (Dxef(df + fdg))(Y)

— 9 {X(g)(df(Y) + fdg(Y)
+Hes? (X,Y) 4+ X(f)dg(Y) + f Hes (X, Y)}

= {e9{2(dgodf)+ f((dgodg) + HesgD) + Hes?}(X,Y).

~— _

Combinando o anterior obtense
HeS([;ceg) = &9 {2 (dgodf)+ f((dgodg) + HesgD)

+Hes? —2{(dg o df) + f(dg o dg)}}
= eg~[j‘"(Hes,éj — (dgodg)) + Hesjl?}.

Por outra banda, o lema 4.11 mostra que ,osf5 = pP + (m —1)(dg ® dg — Hesf).
Empregando a informacidn anterior, tense que a ecuacion (4.5) é equivalente a

eg{(HesgD —dg ®dg)(1+ (m— 1),u)f—|—HeS? —ufpPl =0.

Polo tanto, se (Hesg) — dg ® dg)(1+ (m — 1)) = 0, tense que Q7 (f) = Osee

sO se QE (fe9) = 0. Isto establece a afirmacion 1. Para ver que tamén se cumpre a

afirmacion 2, basta considerar a equivalencia establecida entre (1) e (2) no lema 4.11.
]

Observacién 4.14. Como vimos no lema 4.10 se D e D son fortemente proxecti-
vamente equivalentes, entén os tensores de Ricci anti-simétricos coinciden, é dicir,
pP = pP. Porén, se D e D son tan s6 proxectivamente equivalentes, entén os ten-
sores de Ricci anti-simétricos poden ser distintos e non se obtefien as conclusions do
teorema 4.13. Consideremos, por exemplo, que D é a conexién euclidiana en R? e
que w = x%dz! define unha equivalencia proxectiva de D a D. Entén un célculo di-
recto mostra que dim{E,(—1, D)} = 3 e dim{E,(—1, D)} = 0. Ademais, a pesar
de que o cambio proxectivo conserva a estrutura xeodésica salvo parametrizacion,
Pab> # 0 e consecuentemente, en tal caso o tensor de Ricci anti-simétrico tampou-
co se conserva por equivalencia proxectiva. Asi o teorema 4.13 non se cumpre se
debilitamos a hipétese de equivalencia proxectiva forte a equivalencia proxectiva.

O anteriormente exposto mostra que o espazo de solucidns da ecuacién quasi-
Einstein afin con p = py, 1= —ﬁ ten un comportamento distinguido, permitindo
establecer un isomorfismo entre os espazos de solucidéns de conexidns fortemente
proxectivamente equivalentes. No que segue veremos que tal comportamento € ain-
da mdis singular cando a dim{E,(fim, D)} = m + 1. E dicir, cando a dimensién
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do espazo de soluciéns € maximal. De feito, o seguinte resultado mostra que as Uni-
cas conexions cumprindo esta propiedade son as fortemente proxectivamente chés.
Ademais, se p # jim, a dimension s6 pode ser maximal se a variedade é fortemente
proxectivamente chd e Ricci ch.

Teorema 4.15. Sexa M unha variedade afin de dimension m e ji,;, *= —-—.

(1) M é fortemente proxectivamente chd se e s6 se dim{ E, (i, D)} = m + 1.

(2) Sedim{E,(u, D)} = m+1 para algiin pv # jiy,, enton M é fortemente proxec-
tivamente chd e Ricci chd.

(3) Se dim{E}(pm, D)} = m + 1 existe unha base {¢y, ..., ¢m } de Ep(pim, D) tal
que ¢o(p) # 0 e ¢i(p) = 0 parai > 0. Enton Z = (24,..., 2™) con 2* := ¢;/ o
€ un sistema de coordenadas definido nunha vecifianza de p tal que as xeodésicas
non parametrizadas de M son lifias rectas.

Proba. Para probar (1), suponamos primeiro que M ¢é fortemente proxectivamente
chd, isto é, D ¢ fortemente proxectivamente equivalente a unha conexién chd D.
En tal caso existen coordenadas locais arredor de p € M tal que os simbolos de
Christoffel I'; jk son identicamente cero. Daquela,

E,(tm, 5) = span{l,z!,... 2™} .
Por tanto, polo teorema 4.13 tense que dim{E,(jm, D)} = dim{Ep(pm, D)} =
m + 1. Reciprocamente, supofiamos que dim{F,(x, D)} = m + 1 para algin fx.
Definimos 0 homomorfismo de espazos vectoriais © : E,(u, D) — R™! de xeito
que

O(¢) = (¢, 0516, ..., 0ym ) (p) € R™"" paracada ¢ € Ep(u, D).

O(¢) = 0seesésep = 0, polo que ker© = 0 e O é inxectivo. Posto que a
dimensién dos espazos vectoriais coincide, tense que © € un isomorfismo. Sexan e;
os elementos da base canénica de R™ ! e sexa ¢; = o1 (e;) a base correspondente
para E, (1, D). Posto que ©(¢;) = e;, tense que

¢0(p) - 17 8x1¢0<p) - 07 ax2¢0(p> - 07 ceey a$m¢0<p) - 07
¢1(P) = 07 azl¢1(p) =1, 8x2¢1(p) =0, ) azm¢1(p) =0,
¢2(p) =0, 8$1¢2<p) =0, 8332¢2(p> =1, .., 8&7m¢2<p) =0,
Gulp) = 0. 0,16m(p) =0, Do) =0, . Dpréin(p) = L.
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Se consideramos as coordenadas z' := ¢y /¢, ... , 2™ := ¢ /Po, tense que
2p)=0, 9nuzi(p) =1, 0,2 (p)=0, .., Owmz'(p)=0,
2(p) =0, 0.2%p) =0, 0,22%(p)=1, .., Owmz%(p) =0,
() =0, 02" (p) =0, 022" (p) =0, o, Bpm™(p) = 1.
Daquela Z(p) = 0 e dZ(p) = Id. Daquela, esta asignacion define un cambio de

coordenadas admisible centrado en p. Se tomamos g = log(¢g), tense que
E,(p, D) = eIspan{1, AL
Polo tanto,

Qu.p(e?) =Qup(po) =0e DM,D(zkeg) =99, p(or) =0.
Empregando isto, cimprese trivialmente a relacion
e 9{2F0, p(e9) — 9, p(2Fef)} = 0.
Fixando 7, j e k, obtense da relacién anterior que
e 9 {8218 iz 69) — zka 0 3(69)} = 5’“?8 ig-l—éf 0,39,
—efgfij {8ze(z ed) — zkﬁze(eg)} =£ —ka,

e 9 {pups,p(Fe9) — 2Fpps ped} =0,
0=e9{Q,p(zFe9) — szMD(eg)}ij = 5;? 0,ig+6F 0,9 — Ty~

Sexan fijk = 0 os simbolos de Christoffel dunha conexién cha D. Tense que Fijk =
f,-jk + 5]’? 0,9 + 5f 0,59 de forma que dg prové unha equivalencia proxectiva forte
de D a D. Polo tanto, D ¢é fortemente proxectivamente cha. Posto que isto é valido
para calquera u, en particular € certo para y = fi,,, probando asi a afirmacién 1.
Supofiamos agora que (i 7# fuy. Posto que €9 € E; (,u, D), tense que Heseo = ppsed.
Por outra banda, como D é ch4, tense que E » (14 D)=E (um, D). Entén o teore-
ma 4.13 afirma que f — e/f é un isomorfismo de E » (L D) a E,(ttm, D). Con-
secuentemente €9 € E,(fm, D), logo Hesy = pmpsg € como Hesy, = ppsg con
14 # [bm, necesariamente ps = 0. Ademais, posto que De D son fortemente proxec-
tivamente equivalentes e D¢ ch4, o lema 4.10 asegura que pf = paD = 0. Polo tanto
pP = pP = 0 e consecuentemente D é Ricci chd. Isto proba a afirmacién 2.

A afirmacién 3 simplemente resume o procedemento que nos permite escoller
coordenadas na forma que detallamos no desenvolvemento da proba das anteriores
afirmacions. O

79



A ecuacion quasi-Einstein afin

Teorema 4.16. Sexa M unha variedade afin de dimension m e ji,, ‘= — .

(1) Se M é fortemente proxectivamente equivalente a unha conexion D con pf =0,
enton Ey(fim, D) # 0.

(2) Se existe f € Ep(jum, D) tal que f(p) # 0, enton M é fortemente proxectiva-
mente equivalente a unha conexion D con pP = 0 nunha vecifianza de p.

Proba. Supofiamos que g prové unha equivalencia proxectiva forte de D a D=9D
con p_ 5 = 0. Empregamos o lema 4.11 para ver que Hes; — dg ® dg = ﬁps’j.
Tomando f = e~ 9, tense que

1
Hes; = e 9{—Hesy + dg ® dg} = —mfpf,

polo que f € E,(itm, D) é non trivial. Isto proba a afirmacion (1). Reciprocamente,
se f € Ep(um, D) satisfai que f(p) # 0, polo que podemos asumir que f(p) > 0,
basta tomar ¢ = —log(f) e revertendo o argumento queda establecida a afirma-
cién (2), probando asi o teorema. ]

4.3.1 Equivalencia proxectiva en superficies afins quasi-Einstein

Cando reducimos o noso estudo ao caso de superficies ainda podemos dicir mdis so-
bre o espazo de soluciéns da ecuacién quasi-Einstein afin, especialmente cando p
toma o valor destacado po = —1. A xeometria dunha superficie afin queda determi-
nada polo tensor de Ricci, polo que o estudo da ecuacion quasi-Einstein afin nesta
situacion € substancialmente mais sinxela.

Teorema 4.17. Se M ¢ unha superficie afin, enton dim{E,(—1, D)} # 2. Ademais,
(1) M é fortemente proxectivamente chd se e s6 se dim{E,(—1,D)} = 3.
(2) Se M é fortemente proxectivamente chd e rang p” = 2 tense que:
(a) dim{E,(u, D)} =0con p ¢ {—1,0}.
(b) dim{E,(0, D)} = 1.
(3) Se dim{E,(u, D)} = 3 con p # —1, entén M é cha.

Proba. Comezamos probando que dim{F,(—1, D)} # 2 por reducién ao absurdo.
Supoiiemos pois que dim{E,(—1, D)} = 2. Distinguimos dous casos: f(p) # 0
e f(p) = 0. Primeiro supofiemos que f(p) > 0 para algunha f € E,(—1,D) (o
caso f(p) > 0 razbase analogamente). Tomando g tal que f = eY nunha vecifian-
za de p, consideramos a equivalencia proxectiva forte que que prové —dg de D a
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D = ~9D. O teorema 4.13 mostra entén que 1 = ¢ 9f € E,(—1, D) e polo tanto,
pP = 0. Posto que ademais, a equivalencia proxectiva é forte, o lema 4.10, mos-
tra que p? = pP. Se pP = 0, entén D é Ricci chd e posto que m = 2, D é cha.
Consecuentemente, o teorema 4.15 mostra que dim{ £, (—1, D)} = 3, contradicindo
que dim{E,(—1, D)} = 2. Supofiamos, por tanto, que p? = pP ¢ distinto de cero
e que ,05 = 0. Posto que en tal caso ,oaD define unha 2-forma non nula, tense que
(M, lND) ten tensor de curvatura recorrente e é localmente da forma descrita no traba-
llo de Wong [104, teorema 4.2]. A partir disto, Derdzinski mostrou en [48, teorema
6.1] que en tal caso as coordenadas locais poden escollerse de forma que os tUni-
cos simbolos de Christoffel distintos de cero sexan I';;1 = —0,10e 92 = (%2 Q.

7

Posto que E,(—1, D) = ker(Hes]5 ), a suposicién inicial mostra que ker(Hes”) é
2-dimensional. Como consecuencia do teorema 4.2 tense que existe f € ker(Hes?” )
tal que df(p) # 0. Entén

0= (Hes?)11 = 021 f + 06 O [, 0= (HesP)ay = 02, 0,20 0,2 .

Da relacién 8§1x2f — 0 tense que f(z!, 22) = a(z') + b(z?). Derivando as outras

relaciéns con respceto a 2 e x!, respectivamente, tense que

(ﬁlngba/(xl) =0 c — a£1x2¢b,($2) =0.

Posto que df (p) # 0 tense que (a’(0),5(0)) # (0,0) nunha veciflanza de p. Ent6n
83%1:02 ¢ € identicamente cero nunha vecifianza de p. Isto mostra que D € ch4, polo que

pP = 0, contrario 4 nosa suposicién.

Por outra banda, supoilamos que f(p) = 0 para todo f € E,(—1,D) e que
dim{E,(—1,D)} = 2. Sexa {f1, f»} unha base de E,(—1, D). Posto que f;(p) =
0, o teorema 4.2 mostra que df1(p) e df2(p) son linearmente independentes. En-
tén existen coordenadas arredor de p tales que E,(—1,D) = span{z',2?}. Se
q # p, entén dim{E,(—1,D)} > 2 e existe un elemento distinto de cero f, €
E,(—1,D) tal que f,(q) # 0. O argumento dado para o caso anterior mostra enton
que dim{E,(—1, D)} = 3. Asi, D ¢é fortemente proxectivamente chd nunha vecifian-
za de ¢ polo que o lema 4.8 mostra que p” e Dp” son totalmente simétricos nunha
vecifianza de q. Por un argumento de continuidade tense que o mesmo € certo arredor
de p. Empregando de novo o lema 4.8 tense que D é fortemente proxectivamente cha
nunha vecifianza de p e asi dim{E,(—1, D)} = 3, de novo contrario 4 nosa supo-
sicién inicial. Polo tanto, isto mostra que dim{E,(—1, D)} # 2, como queriamos
ver.
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Resta probar a afirmacién 2, xa que as afirmaciéns 1 e 3 son consecuencia directa
do teorema 4.15 con m = 2 e us = —1, e do feito de que unha superficie € cha
se e s6 se é Ricci chd. Sexa M fortemente proxectivamente ché con rang p” = 2.
Posto que no que resta de proba sé imos traballar cunha tnica conexién, omitimos
o superindice D para simplificar a notacién. O lema 4.8 mostra que p = ps € que
Dp é totalmente simétrico. Se derivamos covariantemente a ecuacién quasi-Einstein
afin (4.2) con respecto a 0, obtemos

(Hesf)jki = 1{ (00 F)pjk + fPjksi}s

onde empregamos a notacién Ty.; := (Dp ,T)(0,s, 0.« ). Empregando a expresién
anterior e a resultante de intercambiar os indices 7 e j, tense que

R’ij‘l(axlf) - (HeSf),LkJ — (Hesf)]k,l
- ,Uz{(ang)pzk + fpik;j} _ “{(am’f)p]k + fpjk;i}~

Posto que Dp é totalmente simétrico, obtemos empregando a expresion anterior que:
Rt (0,0f) = 1{(0us Fpi — (O F)pji}-
Dado que M ¢é 2-dimensional o Unico termo da curvatura é
Rig : 0y — p2;0,1 — p1i0,2

Por tanto, (R120,:) f = —u(R120,:) f, de onde obtemos o sistema de ecuacidns line-
ares homoxéneo (i + 1)(R120,:)f = 0. Dado que rang p = 2, tense que rang Rjo.
Se p # —1,0, ent6n as unicas soluciéns son 0,: f = 0 polo que f é constante. Isto
mostra que dim{E,(x, D)} = 0 para todo ;o # 0, —1. Ademais, se ;o = 0 tense que
Ri120,: f = 0 e f é constante, mostrando que dim{ £, (0, D)} = 1 e concluindo asi a
proba do teorema. O

Observacion 4.18. A afirmacion 3 do teorema 4.17 pon de manifesto o cardcter tan
diferenciado que ten o espazo de solucidns asociado 4s variedades fortemente pro-
xectivamente chds con p = fi,,. Asi, se M = (M, D) é unha estrutura afin, sempre
é certo que dim E'(p, D) = m + 1 implica que M ¢ fortemente proxectivamente cha
independentemente do valor de p. Non obstante, se p1 # i, a estrutura é ademais
Ricci cha. Como no caso de superficies (m = 2), ser Ricci chd € equivalente a ser
ch4, é claro que non existen exemplos non chans para os que dim E(u, D) = 3 con
p # —1. Pola contra, existen moitos exemplos nos que dim F(—1, D) = 3 e M non
é cha (ver, por exemplo, seccién 6.4, onde se proporcionan exemplos de superficies
afins homoxéneas con tensor de Ricci simétrico e de rango dous).
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4.3.2 Ecuacion quasi-Einstein afin e equivalencia afin

O seguinte teorema mostra que a informacién que recolle o espazo de soluciéns aso-
ciado 4 ecuacién quasi-Einstein afin con ¢ = —1 € suficiente para caracterizar a
conexion cando esta é fortemente proxectivamente chd. Por este motivo, constitiie un
dos resultados mdis importantes desta segunda parte do traballo e proporciona unha
ferramenta 1til para a nosa andlise posterior dos capitulos 5, 6, 7 e 8. Por simplicida-
de, de agora en diante denotamos Q(D) = E(jty, D), sendo fi, = — —1=

m—1-
Teorema 4.19. Sexan M, := (M, D;) coni = 1,2 diias estruturas afins fortemen-

te proxectivamente chds na mesma variedade simplemente conexa M e sexa = un
difeomorfismo en M.

(1) Se Q(Dl) = Q(DQ), enton D1 = Ds.
2) Se =* Q(Dl) = Q(DQ), enton E*Dl = Ds.

Proba. Posto que M, é fortemente proxectivamente chd, tense que dim{Q(M;)} =
m + 1 polo teorema 4.15. Comezamos probando a afirmacién 1 baixo a hipdte-
se suplementaria de que D; é chd. Sexa p € M e sexan (x!,...,2™) coordena-
das nunha vecifianza de p tales que os simbolos de Christoffel de D; son todos
cero. En tal caso, pP* = 0 e consecuentemente Hes?l ﬁpSD 1f = 0,0, f.
Entén {1,2!,...,2™} C Q(D;). Dado que 1 € Q(D;) = Q(Ds), tense que
0 = HesP2 4 pP2 = pP2 Posto que z‘ € Q(Dy) = Q(Ds) e pP2 =0,

0= HesgCDg2 = (Dyi0pia’ + %0 ka)da’ @ da? = 2T da’ @ da?.

para calquera £. Isto mostra que °I' = 0 e asi D; = D- arredor de p.

Supofiamos agora que M € fortemente proxectivamente chd, non necesariamen-
te chd. Sexa g tal que Dy := ~9D; é chd. Supofiamos que Q(M;) = Q(M32) e
tomemos Dy := ~9Ds. Polo teorema 4.13, tense que

Q(M, Dy) = e 9Q(M, Dy) = ¢ 9Q(M, Dy) = Q(M, D).

Posto que Dy é chi, empregamos o resultado probado no pardgrafo anterior, téndose
que 152 = 51. Entén Dy = 952 = 951 = D;. Isto proba a afirmacion 1. Fi-
nalmente, o lema 4.1 asegura que Z*Q(D) = Q(E*D), polo que a afirmacién 2 é
consecuencia directa da afirmacién 1. O

Observacion 4.20. O anterior resultado constittie un reciproco para o lema 4.1 e mos-
tra a importancia da ecuacion quasi-Einstein afin (4.2) con pt = — i, no contexto de
variedades fortemente proxectivamente chds. A hipdtese de ser fortemente proxec-
tivamente chd non pode relaxarse, en tanto en canto € tamén esencial para o teore-
ma 4.15 no que se mostra que a dimensién do espazo de soluciéns € maximal se e s6
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se a variedade cumpre esa propiedade xeométrica. En certo modo, o feito de que o
espazo de solucidns tefia dimensién maxima permitelle codificar toda a informacién
da conexion.

A utilidade deste resultado serd exemplificado nos capitulos posteriores, onde
resulta de grande interese para a clasificacion linear das superficies localmente ho-
moxéneas localmente proxectivamente chds (ver observacion 5.6).

Unha primeira consecuencia do teorema anterior é que dada unha variedade afin
chd, podemos atopar explicitamente o cambio de coordenadas (afin) que a transforma
no espazo euclidiano correspondente a partir dunha base de soluciéns para a ecuacién
quasi-Einstein afin.

Teorema 4.21. Sexa M = (M, D) unha variedade afin chd de dimension m e sexa
{1, ¢1, ..., m } unha base de Q(M). Sexa ® : M — R™ a aplicacion definida por
®(p) == (¢1(p), -, dm(p)) con p € M. Enton det(d®) # 0 e * Dy = D, onde Dy
denota a conexion euclidiana en R™.

Proba. Supofiamos que D é chd. Entén p = 0 e Hes?” = 0 polo que 1 € Q(D). Sexa
{1, ¢1, ..., &} unha base de Q(D) e sexa ® a aplicacién definida no enunciado do
teorema. Supofiamos que existe un punto p € M tal que det{d®(p)} = 0. Daquela
existe unha relacién de dependencia non trivial tal que a1dé1 (p) + -+ + amddm (p) =
0. Sexa

¢ :=aol +a1¢1 + - + amdm con ag ;= —a1¢1(p) — -+ — amPm(p) -

Posto que ¢(p) = 0 e dop(p) = 0, o teorema 4.2 mostra que ¢ = 0. Isto contradi
o feito de que {1, @1, ..., ¢} € unha base de Q(D). Entén det(dP) # 0 en todo
punto e ® define un difeomorfismo local de M a R™. Sexan z!' := ¢!, ..., 2™ =
@™ as coordenadas locais asociadas a este difeomorfismo nunha vecifianza sim-
plemente conexa de p onde estea definido. Por construcion, tense que Q(D) =
®*span{l,z!,..., 2™} = ®*Q(Dy), onde Dy denota a conexién euclidiana en R™.
Ent6n o teorema 4.19 mostra que D = ®*(Dy) O

4.4 Exemplos

A continuacién presentamos varias familias de exemplos onde estudamos a ecuacién
quasi-Einstein afin. Distinguimos entre exemplos homoxéneos, que se estudan de
forma ampliada nos capitulos 5, 6 e 7, e exemplos non homoxéneos, que se obtemos
a partir do teorema de Cauchy-Kovalevskaya.

84



4.4 Exemplos

4.4.1 Exemplos homoxéneos

Nesta seccioén presentamos exemplos de variedades quasi-Einstein sobre superficies
afins localmente homoxéneas. Este tltimo concepto serd introducido e estudado por-
menorizadamente no capitulo 5, para nos capitulos 6 e 7 fornecer os espazos de solu-
cidns para a ecuacién quasi-Einstein afin en moitas destas estruturas de forma expli-
cita. Por este motivo, os exemplos que aqui se presentan son meramente ilustrativos
e pretenden dar unha idea de como obter estruturas quasi-Einstein autoduais a partir
da construcion do teorema 3.19.

Exemplo 4.22. Sexa M = (R2, D) unha superficie afin tal que nas coordenadas
candnicas de R? os simbolos de Christoffel quedan determinados por I'jp! = 1,
Tool = ¢, T99%2 = 2¢ Ffj = 0 noutro caso. Ent6én, unha conta directa mostra que
p = da? @ dz? e que {e*, 22¢*”, (c(2?)? + 221)e®"} é un conxunto de solucidns
linearmente independente para a ecuacién quasi-Einstein afin con ¢ = —1. Ent6n,
necesariamente E(—1, D) = span{e” , 22¢®", (c(2)? 4 2z')e*”}, xa que polo teo-
rema 4.2-4 tense que dim E(—1, D) < 3. Daquela, o teorema 4.17 afirma ent6n que
D ¢é fortemente proxectivamente chd. Por outra banda, empregando a construcién do
teorema 3.19 obtemos que (T*R?, 9p.®, 7" f, —%) € unha estrutura quasi-Einstein
para calquera f € E(—1, D) e calquera tensor ® de tipo (0, 2) definido en R?. Ade-
mais, se ® = 0 tense que (T*R?, gp,») € localmente conformemente chd por ser
M fortemente proxectivamente chd. Para @ arbitrario isto non é certo en xeral. Por
exemplo, para ® = dz' ® dx' obtemos a métrica

1 —2xq 10
-2z —2(cxy +2x9) 0 1
1,2 _ 1 1 2
gD,‘I)('r 7:1: 7x1/7x2/) - 1 0 0 0 Y
0 1 0 0

que € autodual, mais non localmente conformemente cha.

Exemplo 4.23. Sexa M = (R2, D) unha superficie afin tal que nas coordenadas
canénicas de R? os simbolos de Christoffel quedan determinados por I'y?2 =1e
Ffj = 0 noutro caso. De novo, un cdlculo en coordenadas mostra que p = 0 ¢

que {1, !, er} forma un conxunto de soluciéns linearmente independente para a
ecuacién quasi-Einstein afin con 4 = —1. Entén, E(—1, D) = span{1, 2!, 612}.
Posto que é unha superficie con p = 0 tense que M é chd. Empregando de novo
o teorema 3.19 obtemos que (7T*R?, g Do, T f, —%) € unha estrutura quasi-Einstein
para calquera f € E(—1, D) e calquera tensor ® definido en R2. De novo, se ® = 0
tense que (T*R?, gp ) € localmente conformemente chd, mais mesmo sendo M ché,
para ® arbitrario isto volve non ser certo en xeral. Por exemplo, para & = 2’ dpl @
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dz! obtemos a métrica

62372 0 10
gD,¢($1,1}2’,:E1/,:Z}2/) = (1) _20x2/ 8 (1) )
0 1 00

que ¢ autodual, mais non € localmente conformemente cha.

Posto que o espazo de xermes de solucions ten dimensién maxima en cada punto
p e M é simplemente conexa e analitica real, tense que cada solucion local estende a
unha tnica funcién globalmente definida en R? en virtude do teorema 4.3. A condi-
cién de ser simplemente conexo € esencial. Consideremos o espazo cociente que se
obtén ao identificar os puntos de R? mediante a relacién (z', 22) ~ (y',4?) se e s6
se 22 — y? € Z. Isto d4 lugar a un cilindro infinito. Denotemos por A" = (R?/ ~, 5)
a estrutura resultante, sendo D a conexién definida polos mesmos simbolos de Ch-
ristoffel nas coordenadas inducidas pola identificacién. Este espazo é conexo mais
non ¢ simplemente conexo. Localmente € claro que dim E,(—1, 15) = 3 para to-
do p € R2/ ~, mais a funcién ¢*" que antes formaba parte de E(R2 —1,D)
non pasa ao cociente. Posto que toda solucién de E(R2/ ~,—1,D) ten que es-
tender a unha tnica funcién en F(R?, —1, D), non pode haber outra solucién que
non sexa combinacién linear das funciéns 1 e z' definidas sobre R?/ ~, polo que
dim E(R2/ ~,—1,D) = 2. Isto pon de manifesto que no teorema 4.17, o feito de
que dim E,,(—1, D) # 2 para unha superficie afin (M, D) sé se da a nivel local.

4.4.2 Exemplos non homoxéneos

Nesta seccidon mostramos algiins exemplos quasi-Eisntein que se realizan sobre su-
perficies afins non localmente homoxéneas. Comezamos introducindo o seguinte re-
sultado auxiliar. A proba do mesmo redicese a unha comprobacién directa. Empre-
gamos a notacion ¢; := 0,i ¢, ¢i; 1= 0y Pi € Pyji := Opr i

Lema 4.24. Sexa O un aberto simplemente conexo de R%. Sexa ¢ € C®(O) e sexa
Mgy = (O, D?) onde D? é a conexion afinen O conT'y;' = ¢y; /b5 e Fijk = 0. Enton
¢ € E(u, D?) se é s6 se ¢ satisfai a ecuacion en derivadas parciais non-linear:

oms (e ) ron (2o (G0 ) o
2

No que segue, empregamos o teorema de Cauchy-Kovalevskaya (ver, por exem-
plo, [54]) para construir solucidns para a ecuacion (4.6) e dese xeito mostrar que o
lema 4.24 non ¢ trivial. Fixemos un punto p € R2. Sexa ¢ = ¢(p), ¢; = ¢i(p),
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cij = ¢ij(p) e cijr = diji(p). Sexa ¢ := Ji(¢)(p) o k-jet de ¢ en p. Por exemplo
Js = {¢= (c,c1,ca, 11, C12, €22, C111, C112, €122, C222) } C RO

Sexa J; o subconxunto de J;, onde ¢ # 0, c1 # 0, ca # 0 e onde as relacions que
se obtefien derivando a ecuacion (4.6) se satisfan. Por exemplo, /> é un subconxunto
aberto e denso en R® con oito compoiientes conexas por camifios obtidas ao eliminar
3 hiperplanos. Se fixamos un elemento {2 € Jo, entén a relacidon da ecuacion (4.6)
¢ linear na terceira derivada de ¢ e polo tanto a proxeccién natural Ts — j,% é un
fibrado tanxente 3-dimensional analitico real. Se fixamos un elemento £3 € 73, hai
duas relacions linearmente independentes nos 4-jets de ¢ que se obtefien ao derivar
a ecuacion (4.6) e a proxeccién natural J; — J3 € novamente un fibrado tanxen-
te 3-dimensional analitico real. De forma andloga, vemos que Jj € unha variedade
analitica real de dimensién 3k. Se asumimos que o tensor de Ricci é non-dexenerado.
Sexan p;; as compoiientes de pf , sexan p*/ as compofientes da matriz inversa e sexan
pij:x as compofientes das derivadas covariantes do tensor de Ricci simétrico. Defini-
mos o invariante escalar £ de tal xeometria como

&= piapjbpkcpij;kpab;c .
Teorema 4.25.

1. Dado £ € jk, existe un xerme dunha funcion ¢ con Ji(¢) = & resolvendo a
ecuacion (4.6).

2. Se k > 3, existe un conxunto aberto denso Oy en J, tal que se Ji(¢) € Ok,
enton o tensor de Ricci non é simétrico.

3. Sexa u # —1. Se k > b, existe un conxunto aberto denso Oy en Jy, tal que
Ji(¢) € Oy, entén pP é non dexenerado, d€ # 0 e a xeometria non é homoxénea.

Proba. Empregamos o teorema de Cauchy-Kovalevskaya cldsico. Supoiiamos que
temos unha relacién no 3-jets de ¢ que € linear unha vez que o 2-jets tefia sido fixada
e tefia a forma:

0 = a111(J2(9)) P11 + a112(J2()) P12 + a122(J2(P) ) 122
+ 202 (J2(8)) P22 + a(Ja(9))-
Asumamos que as funcions coeficiente son analiticas reais nalgin conxunto aberto
Ja2. Supoiiamos que «111 # 0. Entén dados datos iniciais para o problema de Cau-

chy fo(z?), f1(2?) e fa(z?), existe unha tinica solucién analitica real para a ecua-
cién (4.7) con 8;@(0,3:2) = fi(x?) para i = 0,1,2. Se expandimos ¢ en serie

A4.7)

de Taylor, as derivadas a;la; »¢(0,0) poden ser especificadas arbitrariamente para
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1 < 2 e os coeficientes das series de Taylor restantes quedan ent6n determinados pola
ecuacion (4.7). Reinterpretando isto na linguaxe que introducimos, isto significa que
se £ € jk ¢ dado, existe unha solucién ¢ con Ji(¢) = . Esta observacion non é
directamente aplicable 4 situacion presente xa que a;11 = 0 no noso exemplo. Posto
que temos asumido que ¢(0) # 0, $1(0) # 0 e ¢2(0) # 0, a ecuacién (4.6) pro-
vé unha relacién linear non trivial entre os 3-jets de ¢ unha vez que os 2-jets foron
fixados. Facemos un cambio de coordenadas para asegurar que &vj1; # 0 nas novas
coordenadas e asi obtemos a afirmacién (1).

Nétese que p(0,1,0,2) é unha funcién analitica real en Ti para todo k > 3.
Entén ou ben se anula identicamente ou non se anula nalgin conxunto aberto denso.
Tense que

1 [ Podi2 — Ppad122  d1P112 — P11012
D(9,1,0,2 :( )
Py ( )=5 gy + g

Se tomamos

$(0) =1, $1(0) = ¢2(0) = 1,
$11(0) = ¢12(0) = ¢22(0) =0, @122 = =112 = 1,

entén a ecuacion (4.6) satisfaise e p2 (9,1, 0,2)(0) # 0. Isto proba (2).

De forma parecida, ou ben se anula d€ identicamente ou ben d€ non se anula
nalgun conxunto aberto denso en jk para todo k > 5. Tomando ¢(z', 22) = y(z! +
x2), a ecuacion (4.6) transféormase en:

@) _ Y O*() — py(t)y"(t)?
T PEIOEC R “

Esta EDO pode resolverse para condici6ns iniciais arbitrarias {7(0),~'(0),~"(0)}.
Tense que ¢2(0) = ¢1(0) asi que obtemos 4 das 8 compoiientes de J5. As outras 4
compofientes poden obterse considerando y(z' — 22). Un célculo directo mostra que
esta conexion € recorrente. Impofiendo a identidade da ecuacién (4.8) calculamos:

" 0 1 1 ’
pD:Zw<1 O>’ DpD:_(Z/;)W(dwl_‘_de)@pD,

(14+1)? (Y v =(u—1) (v')?)

&= 4 A+m2(4)?
UQ "/2 ’Y”

pyy”

E=14

Posto que 1 # —1, tense que & é non cero para valores xenéricos de {(0),~'(0),~7”(0)}.
Isto proba (3). ]
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Capitulo 5
Xeometria localmente homoxénea

Unha superficie afin dise localmente homoxénea se para cada dous puntos dela existe
un isomorfismo afin local levando un punto no outro. O estudo do espazo de campos
afin Killing xoga un papel moi importante no contexto das superficies localmente ho-
moxéneas. En particular, permite probar que para estas superficies existen tres tipos
de estruturas locais posibles ds que nos referiremos como tipo A, tipo B e tipo C. Esta
caracterizacion realizase en termos da existencia dun espazo de campos de vectores
afin Killing cuxa estrutura alxébrica codifica informacién relevante sobre a xeometria
da superficie. Por este motivo, a nosa andlise estd fortemente ligada ao estudo des-
tes espazos. Na primeira parte do capitulo estudamos a forma xeral das soluciéns da
ecuacion quasi-Einstein afin (4.2) para as superficies tipo A e tipo B. Na segunda par-
te analizamos a dimensién do espazo de solucidns desta ecuacién salvo equivalencia
linear para cada un dos tres tipos de superficies localmente homoxéneas.

O contido que se recolle neste capitulo basé€ase principalmente nas investigacions
realizadas en [20].

5.1 Introducion

Unha variedade afin M = (M, D) dise localmente homoxénea se dados pe ¢ € M
existe un difeomorfismo local ® tal que ®(p) = g e ®*D = D. Se o difeomor-
fismo en cuestion estd globalmente definido dicimos que a variedade é globalmente
homoxénea. A primeira descricién local completa que cofiecemos para superficies
afins homoxéneas foi levada a cabo en [71] para o caso no que o tensor de Ricci é
anti-simétrico. A caracterizacién local na situacién xeral deste tipo de estruturas foi
estudada por Opozda en [91] e resimese no seguinte resultado.

Teorema 5.1. Sexa M = (M, D) unha superficie afin localmente homoxénea. Enton
ctimprese polo menos unha das tres seguintes posibilidades describindo a xeometria
local:

(a) Existen coordenadas tales que os simbolos de Christoffel son constantes.

(b) Existen coordenadas (x
son da forma Fijk‘ = Cjj

,x%) con x- > 0 tales que os simbolos de Christoffel

1.2 1
K1) con Ci;* constantes.
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(¢) D é a conexion de Levi-Civita dunha métrica de curvatura constante.

O teorema anterior afirma que localmente existen tres posibles formas para unha
conexion localmente homoxénea. A primeira das posibilidades, recollida en (a), xe-
neraliza a conexién euclidiana; a segunda delas, dada en (b), xeneraliza a conexién do
plano hiperbdlico, e a dltima delas, descrita en (c), inclie a conexién de Levi-Civita
do plano euclidiano, da esfera e mais a do plano hiperbdlico. A nosa andlise a partir
de agora vaise apoiar en gran medida no traballo de Brozos-Véizquez et al. [14], on-
de se estudan este tipo de conexiéns empregando unha caracterizacion das mesmas
a partir do seu espazo de campos afin Killing asociado. Se M = (M, D) é unha
superficie afin localmente homoxénea e R(M) denota a dlxebra de Lie de campos
de vectores afin Killing sobre M, tense que 2 < dim £(M) < 6. Unha dlxebra de
Lie 2-dimensional g = span{ X, Y} pode ser abeliana (i.e., [ X, Y] = 0) ou resoluble
(i.e., [X,Y] =Y). Por unha banda, tense que R(M) contén unha subalxebra abelia-
na 2-dimensional xerada por campos afin Killing X e Y linearmente independentes
tales que [X,Y] = 0 se e s6 se existen coordenadas (x!,x?) tales que os simbolos
de Christoffel correspondentes Fijk son constantes. Por outra banda, (M) contén
unha subdlxebra resoluble 2-dimensional xerada por campos afin Killing X e Y ta-
les que [X,Y] = Y se e s6 se existen coordenadas (x!,z%) con ! > 0 tales que
os simbolos de Christoffel correspondentes satisfan I‘Z-jk = (xl)_lCijk para certas
constantes C’ijk (os detalles poden consultarse en [2]). Os casos anteriores coinciden
precisamente coas conexidns dadas en (a) e (b) no teorema 5.1. Para as dadas en (c)
existen tres posibilidades. Se a curvatura € positiva a conexiéon é afinmente equiva-
lente 4 da esfera. Se a curvatura é negativa a conexion € afinmente equivalente 4 do
plano hiperbdlico e, en tal caso, tamén cumpre (b). Finalmente, se a curvatura é cero
a conexidn € afinmente equivalente 4 do plano euclidiano e cimprese (a). Tendo isto
en consideracion, a seguinte definicién permite asociar, cando menos, unha destas
tres formas a cada conexién dunha superficie afin localmente homoxénea.

Definicion 5.2. Sexa M unha superficie afin localmente homoxénea. Dicimos que:
(a) M étipo A se existen campos afin Killing X e Y tales que [X,Y] = 0.

(b) M é tipo B se existen campos afin Killing X e Y tales que [X,Y] =Y.

(c) M étipo C se é localmente afinmente equivalente 4 esfera coa métrica usual.

O exposto anteriormente permite afirmar que toda superficie afin localmente ho-
moxénea € tipo .4, B ou C. Porén, a nosa definicion € un pouco diferente que a de [14].
A primeira gran diferenza é que a presente definicion inclie o caso chan que non
foi considerado no traballo de Brozos-Vazquez et al., mais ten especial relevancia
na nosa andlise (ver observacion 6.10). A segunda diferenza atépase en que a nosa
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definicion das tipo C exclie as conexions de Levi-Civita con curvatura non positi-
va para evitar que aparezan de novo como tipo A ou tipo B. Deste xeito, non existen
superficies que sexan tipo C e simultaneamente tipo .4 ou tipo B. Con todo, as posibi-
lidades da definicién anterior seguen sen ser excluintes posto que existen superficies
que son tipo A e tipo B a vez. Restrinxir a definicién dalgin destes tipos para que
non coincidan resulta contraproducente, polo que mantemos as definicions de [14]
incluindo o caso chan. Non obstante, é claro en que casos unha conexién € tipo A e
tipo B, polo que isto non resulta a priori un problema se se quere facer unha clasifi-
cacion estrita. En particular, unha superficie tipo B non chd é tamén tipo A se e s6 se
(C1at, Cagt, C29?%) = (0,0, 0), salvo equivalencia linear (ver teorema 5.17).

A continuacién introducimos exemplos de superficies localmente homoxéneas
tipo A, B e C que definen os cofiecidos como modelos (ou xeometrias) tipo A, B e C,
respectivamente.

Exemplo 5.3. Os tres seguintes son exemplos de superficies localmente homoxéneas:

(A) M dise un modelo ou xeometria tipo Ase M = R?>e T’ = (a,b,c,d,e, f), onde
a,b,c,d,e, f € Re 1 denota a funcién constante igual a 1. Para cada (a1,a2) €
R2, a aplicacién de M en M definida por (z',2%) — (2! + a1,2? + az) é unha
transformacion afin, polo que M € (localmente) homoxénea e en particular € tipo .A.

(B) M dise un modelo ou xeometria tipo B se M = R™ x R é o grupo ax + b e
I' = (z})"Y(a,b,c,d,e, f), onde a,b,c,d,e, f € R. Se a;,as € R cona; > 0,
entén a aplicacién de M en M definida por (x!,2%) — (a12', @122 + azx!) é unha
transformacion afin, polo que M ¢é (localmente) homoxénea e en particular € tipo B.

(C) Se S? é a esfera coa métrica usual e se D = V é a conexién de Levi-Civita,
entén (S?, V) dise un modelo ou xeometria tipo C. O grupo de rotaciéns actda sobre
esta xeometria conservando a conexion, polo que M € (localmente) homoxénea e en
particular € tipo C.

Empregando a caracterizacion local de superficies localmente homoxéneas do
teorema 5.1 podemos afirmar que localmente toda superficie afin localmente homo-
xénea é afinmente equivalente a un aberto dun modelo tipo .4, B ou C. Posto que
todas as esferas (pensadas como variedades riemannianas) son afinmente equivalen-
tes independentemente do seu raio, os modelos tipo C poden reducirse a un tnico
modelo. Isto mostra que tales conexiéns son moi rixidas, polo que centraremos o no-
so estudo nos modelos tipo A e B aos que lles dedicaremos practicamente todo o que
resta de memoria. Coa vista posta neste obxectivo, no que segue introducimos algo
de notacién xunto co concepto de equivalencia linear para estes modelos.
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5.1.1 Equivalencia linear dos modelos tipo A e tipo 3

Neste apartado fixamos alguns criterios de notacién que empregaremos ao longo do
que resta de memoria e introducimos os conceptos de equivalencia linear para super-
ficies tipo A e tipo 5.

Empregando a notacién introducida en 1.1.2 identificamos cada conexién cos
simbolos de Christoffel asociados. Os simbolos de Christoffel dun modelo tipo A en
RZ son da forma Fijk € R. Asi, coas coordenadas usuais de R2, cada conexién dun
modelo tipo A é daforma T’ = (a, b, c,d, e, f) cona,b,c,d, e, f € R. Denotamos por
M(a,b,c,d, e, f) acorrespondente estrutura afin en R?. Analogamente, os simbolos
de Christoffel dun modelo tipo B en R* x R son da forma I';;* = (21)~1C;;* con
C; k¢ R. Asi, coas coordenadas usuais de RT x R, cada conexién dun modelo
tipo B é da forma I' = (2')~Y(a,b,¢,d, e, f) con a,b,c,d,e, f € R. Denotamos
por N'(a,b,c,d, e, f) a correspondente estrutura afin en Rt x R. Por simplicidade,
denotamos por Iy a conexién de R? (ou en Rt x R) determinada por Fijk’ =0
para todo i, j e k. E evidente que calquera cambio de coordenadas linear conserva a
conexién de forma que todos os simbolos de Christoffel seguen a ser cero nas novas
coordenadas. Isto non acontece con ningin outro modelo tipo .4 ou B. Antes de
avanzar nesta lifla, convén definir exactamente o que entendemos por cambio linear
para cada un destes modelos.

Definicion 5.4. (Cambio de coordenadas linear).
Sexan M = (R2, D) e M = (R2, D) modelos tipo .A. Dicimos que ® : M — M
define un cambio de coordenadas tipo A se

O(xt,2%) = (p110" + Pr22?, o122 + paoa?)

con (¢5)i; € GL(2,R)e D = ®*D. En tal caso, dise que ® é un isomorfismo linear,
e que M e M son modelos linearmente equivalentes.

Sexan M = (Rt x R,D) e M = (Rt x R, D) modelos tipo B. Dicimos que
® : M — M define un cambio de coordenadas tipo B se

q)(xl,x2) = (mlu ¢21.’171 + ¢22$2)

con ggo #0e D = ®*D. En tal caso, dise que ® é un isomorfismo linear, e que M
e M son modelos linearmente equivalentes.

Os cambios de coordenadas lineares tipo .4 (ou tipo B) estdn definidos de forma
que se M é un modelo tipo A (ou tipo B), entdn a estrutura resultante a través do
cambio de coordenadas tamén o é. E importante ter claro que entre dous modelos ti-
po A (ou tipo B) sempre existen cambios de coordenadas lineares entre as variedades
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subxacentes R? (ou RT x R). Non obstante, non todos eles tefien unha estrutura afin
equivalente linearmente. Por exemplo, calquera cambio de coordenadas linear con-
serva a conexion I'g, polo que non é linearmente equivalente a ningtin outro modelo.
Desta forma, cabe pensar cales son as clases de equivalencia.

Observacion 5.5. A vantaxe que ten empregar modelos no canto de superficies ti-
po A ou B consiste en que as conexions quedan univocamente determinadas polos
simbolos de Christoffel (nas coordenadas canénicas de R? ou Rt x R, respectiva-
mente). En tal caso, resulta interesante cofiecer o cambio que sofren os simbolos
ao realizar unha transformacion linear. Consideremos primeiro un modelo tipo A.
Cada conexién deste tipo de modelos I' = (T'11%, 112, 12!, 122, oo, T'922) con
Fijk € R identificase cun vector de R%. Posto que o espazo subxacente é R?, po-
demos identificar o conxunto de transformacions lineares con GL(2,R). Enton, o
pullback dunha conexién define unha accién 6 : GL(2,R) x R® — RC de forma
que O(®,T') = T, onde T é o elemento de R® identificado coa conexién ®*I". Ex-
plicitamente, se ® = (¢;;), tense que fijk’ = ¢gi¢m’1—‘gr$¢ks . Desta forma, non é
dificil comprobar que en termos de matrices p = ®’p®. Para os modelos tipo B o
argumento é parecido, mais hai que facer as consideracidns oportunas. Posto que as
conexions agora son da forma I' = (2!)~1(Cy1t, 0112, C1at, C122, Caat, C292) con
C’ijk € R, podemos identificalas novamente cun vector de RS. Ademais, os represen-
tantes de GL(2, R) das transformaciéns lineares permitidas son da forma ® = (¢;;)
con ¢11 = 1, 12 = 0 e ¢og # 0, polo que forman un subgrupo. Deste xeito, po-
demos definir unha accién de forma andloga obtendo exactamente a mesma relacién
que antes coa restricion aos elementos deste subgrupo.

En base ao exposto anteriormente, podemos definir unha relacién de equivalencia
no conxunto de todos os modelos tipo .4 (ou tipo B) de forma que dous modelos estdn
relacionados se e sé se existe un isomorfismo linear entre eles. Neste contexto serd
no que desenvolveremos a nosa andlise posterior.

Antes de comezar co estudo da dimension do espazo de soluciéns asociado 4
ecuacién quasi-Einstein afin con p = —1, introducimos a seguinte observacion.

Observacion 5.6. Se D e D son conexiéns fortemente proxectivamente chds, e ¢ € un
isomorfismo linear entre elas, entén o teorema 4.19 permite afirmar que D = ®*D
(i.e. as conexidns son linearmente equivalentes) se e s6 se Q(D) = ®*Q(D) (i.e.
os seus espazos de solucidns asociados son iguais salvo o cambio de coordenadas
linear que intercambia a conexidn). Isto proporciona un método sinxelo para a com-
probacién da equivalencia linear entre conexiéns fortemente proxectivamente chas.
Posto que todos os modelos tipo .A cumpren esta propiedade, este feito resulta espe-
cialmente relevante e mesmo permite dar unha clasificacién linear completa baseada
nos espazos de solucions. En contraposicién, os modelos tipo B non son, en xeral,

fortemente proxectivamente chans, polo que o comportamento destes modelos coa

93



Xeometria localmente homoxénea

ecuacion quasi-Einstein afin € ben diferente ao dos tipo .A. Non obstante, para mode-
los tipo B fortemente proxectivamente chans, a equivalencia linear pode ser estudada
novamente a partir do espazo de soluciéns. En particular, este é o caso dos modelos
tipo B chans.

A continuacién exemplificamos o procedemento a seguir para identificar unha
conexién a partir do espazo de soluciéns. Para isto, sexa M = (R?,T") un modelo
tipo A a determinar que cumpre que Q(M) = span{L,z',e*’}, onde (2!, 22) son
as coordenadas usuais de R?. Sabemos que os simbolos de Christoffel toman a forma
I' = (a,b,c,d,e, f) nestas coordenadas. Posto que x! € Q(M), tense Q(z!) = 0,
onde £ denota o operador quasi-Einstein afin introducido en (4.1). Isto equivale a

(—adz' +a+ a2t (b(c— f)+d*)) =0,
(bex! — cdz' +¢) =0,

(e(azt — dx! — 1) + cxl(f —¢)) = 0.

Posto que as igualdades anteriores consisten na anulacién dun polinomio linear en 2!

nun aberto do plano, tanto o coeficiente do monomio ! como o termo independente
de cada ecuacion tefien que ser cero. Consecuentemente, as tres ecuacions anteriores
reddcense 4 ecuacién bf — d*> = 0. Empregando agora que 9(6932) = ( obtemos
que d = 0 e f = 1. Finalmente, empregamos (1) = 0 obtendo que b = 0. Deste
xeito, tense que I' = (0,0,0,0,0,1). Ademais, un célculo directo amosa que 0s
tnicos cambios lineares que preservan estes simbolos de Christoffel son os da forma
(z1,2?) — (cat,2?) conc # 0.

O procedemento que acabamos de mostrar € de vital importancia na nosa anélise
e permite identificar a conexion dunha superficie fortemente proxectivamente chd a
partir dunha base do espazo de soluciéns da ecuacién quasi-Einstein con p = —1.
Ademais, isto tamén serve para estudar a equivalencia linear entre conexions, xa que
ddas conexidns son linearmente equivalentes se e s se existe un cambio de coordena-
das que leva unha base de soluciéns dunha no da outra. Por exemplo, a conexién ante-
rior é equivalente 4 que ten como base do espazo de soluciéns B = {1, z, €2I1+$2}
posto que o cambio linear (2!, #%) — (2!, 22! + 22) transforma {1, z*, ¢”" } na base
B. Pola contra, I" non ¢é linearmente equivalente 4 conexién que ten por base do es-
pazo de soluciéns {1, e” , z2e”' }, xa que ningunha transformacién linear pode xerar
un elemento da forma z2¢®" a partir dos de {1, 2!, ¢ }.

A observacién anterior afirma que cando ddas conexidns son fortemente proxec-
tivamente chds, son linearmente equivalentes se e s6 se os espazos de soluciéns aso-
ciados son iguais salvo transformacion linear. Este feito ten un papel moi importante
na nosa andlise.

No que segue imos estudar a forma xeral das solucions para os modelos tipo A
e B. Empregando isto analizaremos a dimension do espazo de solucidns para estes
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modelos salvo equivalencia linear para os distintos valores de p. Como xa fixemos
no capitulo anterior, definimos o espazo de solucidéns complexificado para a ecuacién
quasi-Einstein afin Ec(p, V) = E(u, V) ®r C. As solucions reais obtéfiense ao
tomar a parte real e imaxinaria das soluciéns complexas posto que tanto a ecuacién
en cuestién como o autovalor p son reais.

5.2 Superficies de tipo A

Nesta seccion estudamos as soluciéns da ecuacién quasi-Einstein afin para unha su-
perficie tipo A e, a partir disto, proporcionamos un resultado onde se resumen as
posibilidades en canto 4 dimensién de dito espazo de soluciéns. Para facer isto in-
troducimos a dlxebra conmutativa de campos de vectores afin Killing xerada por
{0,1,0,2}, que denotamos por 2. O seguinte resultado mostra cal é a forma das
solucidns para a ecuacion quasi-Einstein afin para unha superficie tipo .A.

Teorema 5.7. Sexa € un A-submddulo de O°°(R?) @g C de dimension finita. Enton
. ., 1 ’ . .
existe unha base para £ de funcions da forma e*'”" +a2””2p para algtin polinomio p

. . . 1 2 .
con coeficientes reais e o; € C. Ademais, €% T22%° 9 ;p € € parai = 1,2.

Proba. Sexa f € €. Definimos E(f) := span{f, 9,1 f, ..., a’;lf, ... } C &. Posto que
£ é de dimensidn finita, existe unha relacién de dependencia minimal:

[L;(0z1 — Ai)™ f = 0 con \; € C distintos entre si. (5.1

Sexa fi := [[;4(0pr — Aj)" f € E(f). Se fixamos 22, entén f;(z!, x?) satisfai a
EDO de coeficientes constantes (9,1 — \;)™ f;(x!, %) = 0 para unhas certas condi-
ciéns iniciais determinadas por { f;(0, z2), 9,1 f:(0, 22), ... }. Consecuentemente po-
demos expresar f;(z!, 22) = {(z1)% Lhy,_1(22) + - + ho(22)}e " . Posto que
a ecuacién (5.1) € unha relacion de dependencia minimal en f, as funciéns Ay, i
non son identicamente cero. Polo tanto as funciéns {(9,1 — A;)* fito<k<n,—1 para
cada 7 fixado son linearmente independentes. Os termos das exponenciais diferentes
non interactdan entre si. Polo tanto, a coleccién de todas estas funciéns forma unha
base de £(f) por razéns de dimension. Daquela f pode expresarse en termos destas
funcions, é dicir, todo elemento de £ pode expresarse como unha suma de funcidns
da forma e’ >~ (z1)?h;(2?) onde o € C. Unha andlise similar para 2> mostra que
podemos expresar f na forma dada no enunciado do teorema. Ademais, tense que

eo‘lxl+a2x28xip _ (axi . ai){ea1xl+a2x2p} c€.

Isto completa a proba do teorema. O
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O seguinte resultado mostra que todo modelo tipo A (de feito, toda superficie
tipo A) € localmente fortemente proxectivamente cha.

Teorema 5.8. Sexa M un modelo tipo A. Enton p é simétrico, Vp é totalmente
simétrico e M localmente fortemente proxectivamente chd.

Proba. Sexal = (a,b,c,d, e, f) aconexién dun modelo tipo .A. Daquela, se p;; =
P(Oyi, 0yi) € pijik = (Do, p)(Oyi; Ops), unha conta directa en coordenadas mostra
que:

p11 = —bc+ad—d® +bf, pi2 = par = cd - be,

p22 = —c +ae —de + cf (5.2)

p11:1 = 2abe — 2a?d — 2bed + 2ad? + 2b%e — 2abf,
P12 = P12 = pa1;1 = 2bc® — 2acd + 2bde — 2bef,
p12:2 = pa1.2 = P21 = 2bce — 2ade + 2d%e — 2cdf,
paz2 = —2cde + 2be? + 22 f — 2aef + 2def — 2cf?.

Entén obtemos que p e Vp son totalmente simétricos, polo que o teorema 4.8 afirma
M é localmente fortemente proxectivamente cha. O

Empregando a notacién da observacién 4.9 introducimos o seguinte teorema que
permite refinar o resultado anterior.

Teorema 5.9. Sexa M = (R?, D) un modelo tipo A. Entén existe unha funcion
linear o(z', 2%) = a1z + azx? de forma que ¥ M é un modelo tipo A chan.

Proba. Sexa M = (R?, V) un modelo tipo A que queda determinado pola conexién
I = (T'11%,T112, T12t, 192, Taot, T'992) con F,-jk € R. Polo teorema 5.8 tense que
M é fortemente proxectivamente chan, mais non sabemos se a estrutura cha asociada
¢ un modelo tipo .4 e tampouco se a equivalencia proxectiva estd dada por unha
funcién linear. Para ver isto, definimos a aplicacién linear ¢ (2!, 2?) = a12! + ag2?
con (ay,az) € R2. Sexa M := ¥ M e sexa p o tensor de Ricci asociado. Queremos
ver que existe (aj,az) tal que 5 = 0. Supoilamos en primeiro lugar que I'11? # 0.
Reescalando 22 podemos asumir que I'112 = 1. Unha conta en coordenadas mostra
entén que a ecuacion p11 = 0 equivale a

(a1)? +as + a1y ' — o' + T 'Tyo® — (T12°)? + Do,
de onde despexamos

ag = (a1)? — a1yt — Dot + T2 — (T102)% 4 To?.
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Daquela tense que:

ﬁ12 = _F221 + ((11 - ].—‘122)(04% — a1F111 — 2F121 + F111F122 — (F122)2 —+ ]_—‘222)7
paz = (a1 — T11t + T12?)p1a -

Polo tanto, p12 divide a p22, polo que basta escoller a; tal que p12 = 0. Posto que
p12 € un polinomio de grao tres en ay, existe polo menos unha solucion real tal que
p12 = 0. Entén tense que p = 0 e asi M € chd como se pretendia.

Supofiamos agora que I'1;2 = 0. Se I'so! # 0, podemos intercambiar ! e 2
e repetir o argumento anterior. Podemos asumir entén que I'so! = 0. Unha conta
directa mostra que tomando a; = 92 eay =T'9! tense que p = 0. O

No caso de existir un cambio proxectivo forte das caracteristicas do teorema an-
terior, diremos que € un cambio proxectivo linear. Dias superficies afins relaciona-
das mediante o mesmo diranse fortemente linearmente proxectivamente equivalentes
ou, simplemente, linearmente proxectivamente equivalentes. Dous modelos tipo .4
con conexiéns I' e T' son linearmente proxectivamente equivalentes, é dicir, existe
unha funcién linear L tal que I'=IIsee s6 se, a consecuencia do teorema 4.13,
Q(T) = el Q(I). Se T' = I'(a, b,c, d, e, f), entén para L = ayz' + apz?, tense que

LT = (a4 2ay,b,¢ + as,d + ay, e, f + 2a0) .

Polo tanto, o espazo de conexiéns de modelos tipo A linearmente proxectivamente
equivalentes a I pode identificarse cun plano afin en RS.

Observacion 5.10. Sexa M unha superficie tipo A non chd. Se se verifica a ecua-
cién quasi-Einstein afin con ¢ = —1, entén a extensién de Riemman correspondente
N := (T*M, gp &) é quasi-Einstein (con pr = —2) e é conformemente Einstein para
calquera ® (ver exemplo 3.4 e teorema 3.19). Malia que nese caso N € localmen-
te conformemente chd se & = 0, non o € en xeral para ® # 0 (para ver detalles,
consultar [1]).

O seguinte resultado mostra cal é a posible dimensién do espazo de soluciéns da
ecuacion quasi-Einstein afin dun modelo tipo A para os distintos valores de x4 salvo
equivalencia linear.

Teorema 5.11. Sexa M = (M, D) un modelo tipo A. Enton a solucion xeral para
a ecuacion quasi-Einstein afin pode expresarse na forma R(f) ou S(f) con f =
ealr1+a2x2p para algiin polinomio p con coeficientes reais e o; € C. Ademais, se
M é chd, enton dim{E(u, D)} = 3 para todo y, e se M non é chd, enton temos as
seguintes posibilidades:

(1) Se =0, enton E(p, D) = span{ 1} ou, salvo equivalencia linear, ddse algunha
das seguintes posibilidades:
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(@) I'1y! =T1o! = Toet = 0 con E(pu, D) = span{1,z'}.
(b) T11' =1, T2t =0, Tao! =0con E(u, D) = span{]l,e”l}.

(2) Se p = —1, enton dim{E(u, D)} = 3.

o _J 2 serangp=1
(3) Selu'?éoa 1, enton dlm{E(N7D)} _{ 0 se rang p = 2 }

Proba. Se M é un modelo tipo A e 2 a dlxebra xerada por {9,1, 0,2}, é claro que
Q(M) é un 2-submédulo de C>°(R?) ®g C de dimensién finita. Entén toda funcién
de Q(M) ten a forma dada polo teorema 5.7. Isto establece a primeira parte do
enunciado.

A continuacién establecemos as posibles dimensions para un modelo tipo .A. Por
unha banda, o teorema 5.8 asegura que todo modelo tipo A é fortemente proxectiva-
mente chd, de onde dim{Q(M)} = 3 polo teorema 4.17. Se ademais M ¢ chd, tense
que p = ps = 0, polo que E(—1, D) = E(u, D) para calquera p. Por outra banda, se
M non é chd tense que p # 0. Polo teorema 4.2 tense que dim{ E(u, D)} < 3, e dado
que p # 0, o teorema 4.17 mostra que dim{ E(u, D)} # 3 se u # po = —1. Em-
pregando isto, comezamos probando a afirmacion 1. Sexa M unha superficie tipo .A.
Estéd claro que 1 € E(0, D). Supofiamos agora que existe unha funcién non-constante
f € E(0,D), polo que dim{E(0, D)} = 2. Polo teorema 5.7, sabemos que existe
unha base tal que o elemento que falta é da forma f = eone! +axe’ p,ondea; € Cep
€ un polinomio. Se p tivese grao maior ca un, necesariamente existiria outra solucién
linearmente independente da forma 9, f. Isto contradi que dim E(0, D) = 2, polo
que grao (p) < 1. Por unha banda, se grao (p) = 1, tense que e +a22” & constan-
te, xa que 0, f € span{l, f}. Posto que f = p ten grao un, podemos realizar un
cambio de coordenadas linear tal que f = z'. Daquela, unha comprobacién directa
mostra (a). Por outra banda, se grao (p) = 0, a solucion é da forma eonr! to2r? Qe
fose complexo, de novo existirian ddas solucidns linearmente independentes conxu-
gadas, polo que o; € R e (aq,a2) # (0,0). Entén podemos cambiar coordenadas
linearmente de forma que f = ¢® . De novo, unha comprobacién directa mostra (b).
Isto proba a afirmacién 1.

Posto que toda superficie tipo A é fortemente proxectivamente chd, o teore-
ma 4.17 mostra que dim{ E(—1, D)} = 3, establecendo a afirmacién 2.

Supofiamos finalmente que i ¢ {0, —1}. Se rang pp = 2, novamente o teore-
ma 4.17 afirma que dim{E(u, D)} = 0. Supofiamos agora que rang p = 1. Posto
que dim{F(u, D)} < 2, basta probar que dim{FE(u, D)} > 2. Facemos un cam-
bio de coordenadas linear de forma que p;; = p12 = 0. Unha conta en coorde-
nadas mostra entén que I'112 = 0, posto que se fose distinto de cero, as condiciéns
p11 = p12 = 0 implicarian que p = 0. Empregando un razoamento analogo tense que
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axr

I'122 = 0. Daquela, a ecuacién quasi-Einstein afin para f(z!, 2?) = %" reddcese a:

a® — al'a9® — pipas = 0.

En xeral estd ecuacion ten ddas soluciéns complexas diferentes. Resta probar que
tamén obtemos dudas solucidns cando o discriminante da ecuacion cadritica anterior
é cero, isto &, cando (I'922)? 4 4upe = 0. Posto que 1 # 0 e pay # 0, tense
que T'95? # 0, polo que 1 = —(I'92?)?/(4p22). Daquela, a solucién obtense para
a = FQT? e unha comprobacién directa mostra que 22627 tamén € solucién para a
ecuacion quasi-Einstein afin. Asi dim{F(u, D)} > 2 como se queria mostrar. Isto

proba a afirmacién 3. O

O teorema anterior permite construir exemplos non triviais de deformaciéns pro-
xectivas.

Exemplo 5.12. Consideremos a conexion do teorema 5.11-(1.a) da que sabemos que
I3t =0,T12! =0, 92! = 0. Entén tense que

pp = {T11°T9r? — (M'2%)?}da' @ da’,

Dpp =0ex! € E(0,D).Sexaw = —d(log z'). Consideramos a estrutura Liouville

fortemente proxectivamente equivalente D = 9 D. Tense que

pP =pP e ﬁpﬁ = 4(z P da! ® dat © dat.

Polo tanto, o espazo non é simétrico cando I'112T'292 — (I'12%)? # 0. Daquela D non
¢é localmente isomorfo a D.

Exemplo 5.13. Consideremos a conexién do teorema 5.11-(1.b) da que sabemos que
Flll = 1, F121 =0e F221 = 0. Entén ¢(£I)1,$2) = a+ €x1 S E(O,D) Sexa
g = —logp(zt 2?) e D = 9D. Tense que pP = pP = phdx! ® dr'. Tanto
Dpp como 15/)5 son multiplos de dz! ® dz' @ da'. Entén o := Dp?; - pi7 é
un invariante afin e tense que ap = 4(I'1p? — (I'12?)? + T'112Tn?) e ap =
ap - (a — e )%(a + e )~2 (consultar [15] para mdis detalles). Posto que ap €
non-constante para a # 0, obtemos superficies non afinmente equivalentes que son
equivalentes de Liouville fortemente. Se a = 0, obtemos un modelo tipo .4 isomorfo.

Exemplos de variedades tipo .4 en dimensiéon superior

Analogamente a como o facemos para os modelos tipo A (en R?), podemos definir
unha estrutura homoxénea tipo A en R? como o espazo afin que se obtén ao dotar R?
cunha conexién dada por simbolos de Christoftel constantes nas coordenadas usuais.
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Referimonos a estas estruturas como modelos tipo A en R3. A continuacién estuda-
mos o comportamento do espazo de soluciéns da ecuacién quasi-Einstein afin con
W= 3 = —% sobre algtins destes modelos. Para mdis referencias sobre variedades
tipo A de dimensién superior pode consultarse [60].

O seguinte é un exemplo de modelo tipo .4 en R3 con i # —% e tensor de Ricci
non-dexenerado.

Exemplo 5.14. Sexa M = (R?, D) un modelo tipo A que nas coordenadas usuais de
R3 queda determinado pola conexién cuxos simbolos de Christoffel non nulos son:
Flgs =1, F131 =3, F232 —4e F333 = 5. Entén,

pP =5dz! @ da® + 5da® ® dat + 10da® @ da®

e
span{e3®’ z1e3’}  se p = —3
E(u, D) =< span{l} sepu =0
{0} noutro caso
Posto que /i3 = —+ non admite solucién, é claro que M non é fortemente proxec-

tivamente ché a consecuencia do teorema 4.15. Ademais, tense que Dp é simétrico,
polo que M ten tensor de Ricci totalmente simétrico (p e Dp simétricos). Isto pon
de manifesto que a caracterizacién dada no teorema 4.8 para dimensién dous non é
valida para dimension tres.

No seguinte exemplo analizamos unha familia de variedades afins 3-dimensionais
tales que dim{E(—1, D)} pode ser 0, 1, 2 e 4, mais nunca 3. Isto suxire que para
variedades m-dimensionais dim{E,(—-1+, D)} # m. Esta cuestion constitie un
problema ainda aberto.

Exemplo 5.15. Sexa M, ., = (R3, D) un modelo tipo A. A conexién D queda
determinada nas coordenadas usuais polos simbolos de Christoffel

1 1 1 2 1 2 3
Iit=z T =1, Tng” =2, I'n”=1, Ty =a, I'ss"=y, I'ss” =w,
con x,y, z,w € R e todos os demais cero. Tense que

0 0 0
pp=1 0 0 z(z —1) ,
0 x2(z—1) wz—2%2+2y

que é dexenerado mais distinto de cero, polo que M non é unha xeometria cha.
Dependendo dos valores de z, y, z € w, temos as seguintes posibilidades para a di-

mensién do espazo de soluciéns con p = —%:
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1. dim{FE(—} D)} =0seesésex # 0e,oubenz = 0oubenz ¢ {0,1} e
#x—&-%}z x2?

2

2. dim{E(—%,D)} =1seesésex #0,z¢ {0,1}ew = 5'?4?21/‘2#

3. dim{E(—3,D)} =2seesésex # 0,2z =1lew # z.

4. dim{E(-1,D)} =4seesésez =0ouw=xez=1.

5.3 Superficies tipo B

Nesta seccion centramos o estudo nas soluciéns para a ecuacién quasi-Einstein afin

sobre superficies tipo B. Na primeira parte fornecemos a forma xeral das soluciéns

empregando unha construcién alxébrica, mentres que na segunda parte proporciona-

mos varios resultados onde se indica, salvo equivalencia linear, a forma das superfi-

cies en funcién da dimensién do espazo de solucidns para distintos valores de L.
Sexa ‘B a dlxebra non conmutativa xerada por 9,2 e X := x'0,1 + 220,2.

Teorema 5.16. Sexa & un B-submddulo de C= (R xR)®gC de dimension finita. Se
fe& entonf=3", . Caij (1) (@?) (log(x!))? onde nesta suma finita c; ; €
C, a € C, ei e j son enteiros non-negativos.

Proba. Sexa ‘B a dlxebra non conmutativa xerada por X := x'0,1 + 220,2 € 0,2.
Sexan & un B-submodulo de dimension finita de C*°(RT x R) g Ce 0 # f € £.
Empregando exactamente o mesmo argumento que o da proba do teorema 5.7 expan-
dimos

Zﬂf hij(x*) con B; € C.

Supofiamos que h;; # para algin 3; # 0. Escollamos ip maximal de forma que
hiy; # 0. Obtense que

X"f = eﬁsz{ﬂ;@( )10+nh10]( 1) + O((xQ)ioJrnfl)} 4o

onde os puntos suspensivos representan os termos onde non aparece a exponencial
eBir* Tsto proporciona unha coleccidn infinita de funciéns linearmente independen-
tes en &, o cal é imposible posto que &£ é por hipétese de dimension finita. Daquela
f ten que ser un polinomio en 22. No que segue imos ver cal é a forma das funciéns
hi(x'). Sexa X := 219,1. Tense que XFf=3(2%)(i + X)*h;. Posto que £ é de
dimensién finita, a coleccién {(i + X)*h;} ou, equlvalentemente {X*h;}, ten que
ter un nimero finito de elementos linearmente independentes. Se h; € constante, non
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temos mais que facer h;. Se pola contra h; non é constante, entén existe unha relacion
minimal de dependencia que pode factorizarse na forma

[1;(X = X\j)"ihi =0. (5.3)

As soluciéns da ecuacién (5.3) estdn xeradas por funciéns da forma (log(z'))* (2.
Daquela, unha andlise andloga 4 que empregamos na proba do teorema 5.7 permite
expandir cada h; en termos destas funcions, completando asi a proba deste resultado.

O

As superficies tipo B non son, en xeral, fortemente proxectivamente chés. Non
obstante, existen superficies tipo I3 que tamén son tipo .4, polo que é claro que son
fortemente proxectivamente chds por selo todas as tipo .4. Ademais destas, existen
outras superficies tipo B que non son tipo .A pero si fortemente proxectivamente
chas. O seguinte resultado mostra cales son todas as superficies tipo B fortemente
proxectivamente chds salvo equivalencia linear.

Teorema 5.17. Se M ¢é modelo tipo B, enton M é fortemente proxectivamente chd
se e s0 se M ¢ linearmente equivalente a algunha das seguintes superficies:

1. Cia' = Col = C92% = 0 (M é tamén tipo A).
2. Ot =1+20,C112 =0, Cr2l =0, C12%2 = v, Coat = £1, O? = 0.

Proba. Polo lema 4.8, M é fortemente proxectivamente cha se e s6 se p € simétrico
e Dp é totalmente simétrico. Unha conta directa mostra que as superficies das afirma-
cions 1 e 2 satisfan esta condicién. Vexamos agora que salvo equivalencia linear estas
son as Unicas superficies de tipo 3 cumprindo esas propiedades. Por unha banda, ten-
se que p € simétrico se e so se Cy?% = —C45t. Impofiendo esta condicién, obtense
tras unha conta directa que Dp(1,2;1) = Dp(2,1;1) e Dp(1,2;2) = Dp(2,1;2).
As ddas ecuacidns restantes son

0 = Dp(1,2;1) — Dp(1,1;2)
= (21 73(C111Cr2t + 3C112Cn! — 2C121Cr2? + 2C15Y),
(
)

5.4
0 = Dp(1,2;2) — Dp(2,2;1)
= ($1 _3(201110221 - 6(0121)2 — 401220221 - 20221).
Se supofiemos primeiro que Coy! = 0, daquela a segunda ecuacién rediicese a

—6(C12')? = 0, polo que C12' = 0 e Cy? = 0. Estas son precisamente as su-
perficies da afirmacion 1. O feito de que M sexa tamén tipo A nesta circunstancia
€ consecuencia do traballo realizado en [14]. Asumamos agora que Oyt # 0, logo
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podemos facer un cambio de coordenadas tal que Cgo! = ¢ = +1. Se ! = z' e

72 = cx! + x? establecen un cambio de coordenadas, entén Cjot = Ciot — ce.
Daquela podemos supoiier que C12' = 0. En tal caso, as ecuaciéns dadas en (5.4)

redicense a 3C112 =0e —1 + C11' — 20192 = 0. Tomando C122 = v obtemos as

superficies dadas na afirmacién 2, completando asi a proba do teorema. 0
Observacion 5.18. O caso v = —1 da afirmacién 2 do teorema anterior dé lugar a
conexioén

Cn'=-1, Ci?=0, Ci'=0, Cpp®—1lv, Cyp'=+1, Cp*=0,

e correspéndese co plano hiperbdlico.

Os espazos de solucidns da ecuacion quasi-Einstein afin con ps = 0 son iguais pa-
ra calquera . En tal caso, se D é chéd tense que dim{ E(y, D)} = dim{E(—1,D)} =
3 a consecuencia do teorema 4.17. Pola contra, se p = p, # 0, entén D non € for-
temente proxectivamente chd. Daquela o teorema 4.17 mostra que dim{E(u, D)} =
dim{E(—1, D)} < 1. Finalmente, posto que dim{E(p, D)} = dim{E(0,D)} > 1,
tense que F(u, D) = span{1} para todo p € R. O seguinte resultado establece as
posibles dimensiéns que toma o espazo de solucidns da ecuacién quasi-Einstein afin
para un modelo tipo 53 con pg # 0.

Teorema 5.19. Sexa M = (M, D) un modelo tipo B. Entén a solucién xeral para
a ecuacion quasi-Einstein afin pode expresarse na forma R(f) ou S(f) con f =
Y Caij (1) (2%) (log(x!))!, onde nesta suma finita co;j € C, o € C, eie j
son enteiros non negativos. Ademais, se ps # 0, entén ddse algunha das seguintes
posibilidades:

(1) Se p =0, enton dim E(u, D) € {1,2}, e tense que dim{E(0, D)} = 2 se e s
se M é linearmente equivalente a algunha das seguintes superficies:
(@ O’ =—1,C1! =0, Cy* =0.
(b) C112 = cO11t, C122 = cC1at, Cog? = ¢ O! para algiin c € R.
(© Cuit=a—1Ci2' =0, Cn' =0.

(2) Se = —1, enton dim{E(u, D)} € {0, 1, 3}. Ademais, se M non é fortemente
proxectivamente chd, enton dim{FE(—1,D)} < 1l e, dim{E(—1,D)} = 1see
56 se M ¢€ linearmente equivalente a algunha das seguintes superficies:
(@) Cao' =0, Cp® = Cra' #0.
(b) Cool = £1, C12t =0, Co2? = £2C11% £ 0, C11t = 1+ 2C12% £ (C112)%
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(3) Se pu #0,—1, enton dim{ E(p, D)} € {0, 1,2}, e tense que dim{E(u, D)} > 1
se e sO se, salvo equivalencia linear, M é da forma

Oyt = %1, Cra' =0, Co? =4+2011%, A:=—-Ci' +Cr® + 1 #0,
W= AfQ{l —+ 2(0112)2 — (0111 — C122>2 + 20122} .

Ademais, dim{E(u, D)} = 2 se e s6 se M ¢é linearmente equivalente a algunha
das seguintes superficies:

@ Cin' =F82 -3, C1i? =c¢ Cra' =0, C12% = § (F82 —3), Cop! = £1,
Co2? = 2¢, ¢ # 0.

(b) Cii' =¢,C1i? =0, Cra' =0, 012 =c+ 1, Cop' =+1, Cp? =0
conc ¢ {-3,—1}.

Proba. Sexa M = (M, D) unha modelo tipo B. Posto que 0,2 ¢ X = 10,1 +220,2
son campos de vectores afin Killing en M, tense que E(u, D) € un B-submdédulo de
dimension finita. Entén o teorema 5.16 mostra que os elementos de E(u, D) son da
forma indicada no enunciado do teorema.

Probemos agora as afirmacions (1), (2) e (3). Supoiiamos que ps # 0. A proba
da afirmacién (1) obtense do teorema 7.12. A afirmacién (2) € consecuencia dos

teoremas 5.17 e 7.16. Finalmente, a afirmacidn (3) obtense a partir dos teoremas 7.9
e7.17. O

Observacion 5.20. Sexa M unha superficie tipo B con dim{ £ (—1, D)} = 1. Entén
M é linearmente equivalente a algunha das parametrizacions dadas na afirmacion (2)
do teorema 5.19. Na observacién 5.10 afirmase que N := (T*M, gp o) é conforme-
mente Einstein para calquera ®. Ademais, posto que M non € fortemente proxec-
tivamente chd, a diferenza do que acontece no caso das tipo A, tense que N non é
localmente conformemente cha para ningin ® (para ver detalles, consultar [1]).

Observacion 5.21. Existe unha forte relacién entre as estruturas quasi-Einstein e os
produtos warped Einstein (ver exemplo 3.2). A funcién warping de calquera produto
warped Einstein cumpre a ecuacion (3.1) con p = %, k € N. Reciprocamente, se
fer (ﬁ, D) para algtin enteiro positivo k e se £ é unha variedade Ricci chd de
dimensién k, entén o produto warped N X.«¢ £ con base N := (T*M, gp o) é
Ricci chd. Os teoremas 5.11 e 5.19 mostran que existen superficies homoxéneas con
dim{E(p, D)} > 1 para i = o arbitrario.
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5.4 Superficies tipo C

Neste apartado estudamos brevemente as superficies tipo C. Como se expdn na intro-
ducidn deste capitulo, unha superficie € tipo C se € localmente afinmente equivalente
4 esfera S2. No contexto riemanniano ddas esferas son iguais (isométricas) se tefien
igual raio. No contexto afin, pola contra, calquera esfera coa conexion de Levi-Civita
€ igual (afinmente) a outra. Por este motivo, estudaremos a ecuacién quasi-Einstein
no modelo da esfera S?. En tal caso, p = cg e a ecuacién quasi-Einstein afin con
i = —1 redicese 4 ecuacién de Obata Hesy + cfg = 0 [66,87]. Co obxectivo de
obter soluciéns explicitas da ecuacién, consideramos unha parametrizacién local da
esfera S dada como o produto warped g(z!, 2?) = dz' ® do! + cos?(z!)dz? ® da?.
Daquela, o tensor de Ricci asociado € p = g e os simbolos de Christoffel asociados 4
conexion de Levi-Civita V son

Sz : Ful = O,FHQ = 0,F121 = O,F122 = —tan$1,F221 = COSJT1 senxl,F222 =0.

Ademais, calquera conexion proveniente dunha métrica de curvatura seccional cons-
tante € fortemente proxectivamente chd. Tendo o anterior en consideracion, o seguinte
resultado onde se mostra cal é a dimensién do espazo de soluciéns para un modelo
tipo C é consecuencia do teorema 4.17.

Teorema 5.22. Sexa M un modelo tipo C, polo que M é afinmente equivalente
a (S%, V). Entén dim E(—1,D) = 3, B(0,D) = span{l} e E(u, D) = 0 para
u # —1,0. Ademais, unha comprobacion directa mostra que

E(—1,V) = span{sen z', cos 2! cos 2%, cos 2! sen z?} .

Observacion 5.23. As funciéns que xeran o espazo E(—1, V) no teorema anterior
son precisamente as restricions 4 esfera S? dos polinomios homoxéneos harménicos
de grao un en R3: sen 2!, cos 2! cos 22, cos 2! sen 2. Isto &, a restricién das proxec-
ciéns coordenadas z, y, z, respectivamente. Posto que para S? temos que p = g, a
ecuacion quasi-Einstein afin con y = —1 reescribese como Hesy = — fg. Tomando
trazas tense que A f = —2f. As soluciéns desta ecuacién xa foran obtidas aplicando
técnicas de teorfa espectral. En [58, corolario 4.49] méstrase que se P € a restricion
4 esfera S™ dun polinomio homoxéneo harménico de grao k en R"*!, entén

AP = —k(k+n—1)P,

onde A denota o laplaciano en S”. Considerando o caso da esfera S? e os polinimios
de grao k = 1, obtemos novamente que as soluciéns da nosa ecuacién cumpren que

Af=—2f.
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Capitulo 6
A ecuacion quasi-Einstein afin para

os modelos tipo A

Este capitulo estd dedicado a ddas cuestions simultdneas: o estudo de parametriza-
cions para modelos tipo A salvo equivalencia linear e o estudo de solucidns particula-
res da ecuacion quasi-Einstein afin asociadas a estas parametrizaciéns. A andlise que
realizamos neste capitulo e no seguinte apdiase principalmente nas investigacions de
Brozos-Vazquez, Garcia-Rio e Gilkey [14, 15].

Os resultados principais deste capitulo aparecen recollidos en [20, 62].

6.1 Introducion

O estudo da equivalencia afin e da equivalencia linear dos modelos tipo A foi tratado
por Brozos-Véazquez et al. en [14] para conexions non chds. Canto 4 equivalencia
afin, a clasificacion € completa. No caso ché todas as conexiéns son localmente afin-
mente equivalentes 4 conexién do espazo euclidiano R?. No caso linear, pola contra,
o estudo de Brozos-Vazquez et al. establece familias paramétricas non linearmente
equivalentes, mais a equivalencia linear entre elementos da propia familia non esta
clara. Por esta razén, completamos ao longo do capitulo esta clasificacion.

Na primeira parte do capitulo establecemos as parametrizaciéns para os modelos
tipo A chans salvo equivalencia linear e estudamos a partir da ecuacién quasi-Einstein
afin as equivalencias lineares entre elementos da mesma familia, completando asi a
clasificacion linear destes modelos (ver teorema 6.9). Para completar a clasificacién
das superficies chds imos dar dias probas. A primeira redicese a unha conta directa
en coordenadas. A segunda, mdis xeral, emprega a ecuacion quasi-Einstein afin con
1 = —1 e permite realizar a clasificacion linear de todos os modelos tipo A facendo
as consideracions oportunas para os casos non chans. A xustificacién de facelo de
ambas as formas atépase na observacion 6.10 que, en esencia, radica no feito de que
a obtencioén das conexiéns chds permitiu observar a relacién biunivoca que existe
entre cada modelo tipo A e o espazo de soluciéns da ecuacién quasi-Einstein para
p = —1 asociado ao mesmo. En calquera caso, para completar a clasificacion das
non chds, imos empregar o teorema 4.19. Deste xeito, diias conexions son linearmente
equivalentes se e s6 se 0s espazos de soluciéns da ecuacién quasi-Einstein afin con
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p = —1 estin relacionados a partir dunha transformacién linear. Por todo isto, a
ecuacion quasi-Einstein afin para os modelos tipo A resulta prover unha ferramenta
moi Util para o estudo da equivalencia linear.

A seguinte definicién recolle, salvo equivalencia linear, todas as posibles parame-
trizacions para modelos tipo .A. A xustificacion a este feito recéllese no teorema 6.3,
que se ird probando ao longo do presente capitulo. nos

Definicion 6.1. Sexan c, a1, as,b1,bs € R. Definimos os seguintes modelos tipo .A
distinguindo se a dimensién do espazo de campos de vectores afin Killing € seis,
catro ou dous:

Modelos./\/l(j'
M§ = M(0,0,0,0,0,0);
M8 = M(1,0,0,1,0,0);
M6 = M(-1,0,0,0,0,1);
Mg M(0,0,0,0,0,1);
M§ := M(0,0,0,0,1,0);
M = M(1,0,0,1,—1,0);
Modelos M2 (-):
M} = M(-1,0,1,0,0,2);
M3j(c) == M(-1,0,¢,0,0,1+ 2¢) con ¢ & {0, —1};
M3i(c) == M(0,0,c,0,0,1+2c) con c & {0, —1};
Mi(c) == M(0,0,1,0,c,2);
M2 (c) := M(1,0,0,0,1 + 2, 2¢);
Modelos M2 (-):

M3(ay,az) i= M ((HEEetoimanae b ntBol) con g0 £ 0
a; +az # 1;

M3(by,bs) == M (1 +b1,0,bs, 1, 712 0) conby # 1;

M3(c) == M(2,0,0,1,c,1) conc;réO

MiE(£) := M(2,0,0,1,41,0).

Observacion 6.2. A notacién da definicién anterior escolleuse para realizar unha
distincion clara entre familias non linearmente equivalentes e para identificar a di-
mensién do espazo de campos afin Killing asociado a cada parametrizacién. Asi,
dim{&(MJ(-))} = j e ddas parametrizacions Mf (-) e ML(-) son sempre linear-
mente inequivalentes se (4, j) # (k,l). Non obstante, pode acontecer que /\/lf ()
sexa linearmente equivalente a M (-) para diferentes valores dos pardmetros que
aparecen. Por exemplo, observamos que M3 (a1, az) é linearmente equivalente a
M3 (az, a1) mediante o cambio x! « 2.
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O seguinte resultado proporciona unha clasificacion linear completa para os mo-
delos tipo A distinguindo a dimensién do espazo de campos afin Killing, ou equiva-
lentemente, o rango do tensor de Ricci.

Teorema 6.3. Sexa M unha estrutura tipo A.

(1) Os seguintes enunciados son equivalentes.

(a) rang {p} = 2.
(b) dim{&(M)} = 2.

(c) M é linearmente equivalente a M?(-) para algiin i.
(2) Os seguintes enunciados son equivalentes.

(a) rang {p} = 1.
(b) dim{&(M)} =4.

(c) M é linearmente equivalente a M3 (-) para algiin i.

(3) Os seguintes enunciados son equivalentes.

(a) rang {p} = 0.
(b) dim{&(M)} = 6.

(c) M é linearmente equivalente a MY (-) para algiin i.

A equivalencia entre as afirmaciéns (a) e (b) dos puntos (1), (2) e (3) do teore-
ma anterior foron establecidas en [14]. As equivalencias restantes son consecuencia
directa dos teoremas 6.9, 6.15 e 6.21 que veremos ao longo do capitulo.

Posto que todo modelo tipo A é fortemente proxectivamente chd (ver teore-
ma 5.8), tense que o espazo de solucions para a ecuacidon quasi-Einstein afin (4.2)
con y4 = —1 asociado a estes modelos é 3-dimensional (ver teorema 4.17). Basta
polo tanto cofiecer unha base con tres elementos { f1, fa2, f3} para determinar dito
espazo. A seguinte tdboa sintetiza a informacion relativa aos modelos tipo .4 da defi-
nicién 6.1 proporcionando o seu tensor de Ricci e unha base do espazo de solucidns
da ecuacién quasi-Einstein afin con y = —1.
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dim £ M P =ps Xeradores de E(—1, M)
M 0 1,z 22
M§ 0 1, e””l,avzea”1
6 M§ 0 1, 6”27 e
M§ 0 1,z e
M§ 0 1,22, (%) 4 22!
ME 0 1, e’ cos(xz?), e sen(z?)
Mi de? ® da? 612’:6261276_114.12
Mi(e) (¢ + ¢)dz? ® dz? ecm2, e(1+c)m2, ecs’ !
4 Mi(c) (¢ + ¢)da® ® da® ecxz, e(1+o)z? , zlec®”
Mi(c) dz? ® dz? e , .’L’26127 (c(x?)* + 2&01)6z2
Mzi(c) (14 *)dz® ® da? et cos(x?), e’ sen(z?), e
a?—ay ajas
Mi(as,az) ( “1:1?;1 al;grfigl > e o, er1e taze’
a1taz—1 ajfaz—1
M3 (b1, b2) ( Zl bllfbg > e cos(z?), e sen(z?), eb1@! +b2a”
5 2 1
M3(c) ( (1) 2 ) ezl, (z! — coﬁQ)eacl,eIl'*'“”2
Mi(£) ( - ) ' 22 (20! + (22)2)e”!

A obtencién das bases dos espazos de soluciéns da ecuacién quasi-Einstein afin
con 4 = —1 que aparecen na taboa anterior redicese a unha comprobacion en coor-
denadas. O seguinte exemplo indica como realizar este proceso.

Exemplo 6.4. Sexa M = M$ = (R%T'), sendo ' = (1,0,0,1,0,0) nas coordena-
das usuais de R?. Polo teorema 5.7 sabemos que as soluciéns nun modelo tipo A son
da forma: pe‘”“”‘l“‘?f”2 sendo p un polinomio ao sumo cadrético e (a1, as) € C2.
Ademais, sabemos que se ]:)eo‘”ﬁhra”2 ¢ solucion, entén e®1%' +222° tamén o é. En
tal caso, a ecuacion quasi-Einstein afin con 4 = —1 para f = e +027% redycese
s ecuacions

(1 =1 =0, (a1 —1)az =0, (042)2 =0.

s . 1
De aqui obtemos que calquera solucién ten que ter aa = 0, e que e” e 1 son solu-
., ., 1 .
cions. A solucién restante ten que ser da forma pl ou pe® con p linear, xa que se
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fose cadratico obteriamos unha solucién de mais. Comezamos considerando a forma
p- 1, sendo p = pioz! + po1x2 + pog. Como 1 é solucién, asumimos que pop = O e a
ecuacién quasi-Einstein afin reddcese s ecuaciéns pl0 = 0 e p01 = 0, isto é, p = 0,
polo que non obtemos solucién adicional desta forma. Por tanto, a outra solucién ten
que ser da forma pe“l con p = proz’ + po122. A quasi-Einstein afin para pe””1 redui-
cese a et p1o = 0. Tomando pg; = 0 obtemos p = pg; 2. Daquela as soluciéns son

1 1
1, e% ex2e” .

Observacion 6.5. No exemplo anterior mostramos como obter as soluciéns da ecua-
cién quasi-Einstein con p = —1 para un modelo tipo A concreto. A vantaxe que
tefien este tipo de estruturas € que sabemos que tefien exactamente tres soluciéns in-
dependentes. En particular, cando a superficie ten ps = 0, como sucede no exemplo
anterior, a ecuacion quasi-Einstein afin redicese 4 ecuacion de Yamabe e as solucidns
son independentes do valor de .

6.2 A ecuacion quasi-Einstein afin na clasificaciéon linear
dos modelos tipo A

O seguinte lema € xeral para superficies afins e resulta de utilidade cando se queren
obter bases do espazo de solucidns da ecuacién quasi-Einstein afin.

Teorema 6.6. Sexa M = (M, D) unha superficie afin fortemente proxectivamente

chd, entén Q(M) # 9= )span{ f1 (z1), fo(zl), fs(z1)}.

Proba. Probamos este resultado por reducién ao absurdo. Supoiiamos pois que (M, D)
¢ unha superficie fortemente proxectivamente ché con

Q(M, D) = 9@ span{ f1 (z1), fa(z), fa(z)} .

O teorema 4.17 afirma que dim{Q(M, D)} = 3, polo que as funciéns f; forman un
conxunto linearmente independente. Sexa D := ~9D. Entén

QD) = e 9@ eI P span fi(ah), folah), f3(zh)}
= span{fi(z'), fo(z'), f3(z")}.

Sexa f = c1 f1+cafa+c3f3. Posto que as f; non dependen de x2, existe (c1, co, c3) #
(0,0,0) tal que f(p) = 0 e df(p) = 0. Ent6n o teorema 4.2 afirma que f é iden-
ticamente cero nunha vecifianza de p, mais entén { f1, f2, f3} non é un conxunto
linearmente independente, polo que chegamos a unha contradicién. O

Antes de comezar co estudo dos modelos tipo A chans, introducimos o seguinte
resultado auxiliar. Este é determinante na clasificacién linear dos modelos tipo A a
partir do estudo das soluciéns da ecuacién quasi-Einstein afin con yp = —1.
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Teorema 6.7. Sexa M un modelo tipo A e sexa Q. := Q(M) &g C a complexifica-
cion do espazo de solucions. Enton

(1) Existe unha base de Q. de elementos da forma ea1x1+a2x2p(x1,w2) tal que

1 2 P . . .
ev@ ta2r™ ¢ 9 con (a1,a9) € C? e p é un polinomio ao sumo cadrdtico

en (z!, 22).

(2) Existen funciéns lineares L; da forma oz’ + oox?, un polinomio Q sen ter-

mo independente que é ao sumo cadrdtico e unha base B de Q(M) tal que se
cumpre algunha das seguintes catro posibilidades

B = {eL1 cos(Lg),eL1 sen(Lg),eL3}, By = {eLl,LgeLl,QeLl},

By = {eL1,6L2,eL3}, By = {eLl,LgeLl,eL?’}.

Ademais, o caso no que as tres funcions de cada unha das bases anteriores de-
penden dunha vinica coordenada non pode darse.

Proba. A afirmacién (1) € consecuencia do teorema 5.7. Para probar a afirmacion (2),
examinamos as diferentes posibilidades sabendo que existe unha base de Q. de ele-
mentos da forma da afirmacion (1). Os elementos da base de Q(M) obtéiiense to-
mando a parte real e imaxinaria dos da base de Q..

Comecemos supoflendo que er@!te2r® ¢ g onde a; € C — R para algtin j.
Sexan L1 = R(a12! + ag2?) e Ly = S(aq 2! + agz?). Entén et cos(Ls) € Q(M)
e el sen(Ly) € Q(M). Se pe™®' +922® ¢ Q_ para un polinomio p de grao polo
menos un, entén

{%(peallerang )7 %(pea1x1+a212 )’ %(ealxl+a212)’ %(ealzhrag:pz )}

formaria un conxunto linearmente independente en Q(M), o cal é imposible. Ade-
mais, dado que a dimensién de Q(M) ¢ tres, se p(z!, z2)ef1=' +522* ¢ Q(M) con
(a1,a2) # (B1,B2), entén p ten que ser constante e (31, 32) € R2. Consecuente-
mente, tense que B = {el1 cos(Ls), e"t sen(Ls), e},

Asumamos agora que as a; son reais. Pola afirmacién (1) tense que Q(M) postie
unha base de elementos da forma pe” con

1,2 212 1.2 1 2
p=a(z")* + ap2(x*)” + anz z° + alpr” + ap1x” + ago

e L = ajz’ + azx?, onde 0s a;; € o; son constantes reais. Vexamos que se obtefien
exactamente as tres posibilidades restantes do enunciado. Supofiamos primeiro que p
¢ un polinomio cadratico. Entén podemos escoller (7, j) coni+j = 2 tal que a;; # 0
e asi

0i0yi (pe™) — civje = azje™ € QIM).
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Ademais, posto que a dimension do espazo de solucién ten que ser exactamente tres
e 0,i(pe’) € Q(M), obtemos que {e, (9,:p)e’, pel'} é unha base para Q(M),
obtendo Bs. Posto que e & solucién, podemos asumir que agg = 0. Resta probar o
caso no que p é linear. Se p € constante, obtemos tres exponenciais distintas, obtendo
0 caso B3. Se p ten grao un, é claro que e’ é solucién. Entén existe un polinomio
linear L = f1a! + (22 tal que a solucidn restante é da forma e’ con L # L ou
ben Lel con L e p linearmente independentes, obtendo B, e B, respectivamente.
Finalmente, o lema 6.6 mostra que as tres funciéns das bases 8; non poden depender

dunha tnica coordenada. Isto completa a proba da afirmacion (2). O

Observacion 6.8. No teorema 5.9 mdstrase que todo modelo tipo A é fortemente
linearmente proxectivamente equivalente a un modelo tipo .4 chan. A proba consiste
nunha conta en coordenadas. O teorema 6.7 permite probar isto directamente. En
efecto, se M é un modelo tipo A, entén o teorema 6.7 afirma que existe unha base do
espazo de soluciéns onde, cangg menos, un dos elementos é da forma e con L linear.
Se consideramos a estrutura M := ~“' M. Tense que 1 € Q(ﬁ) a consecuencia do
teorema 4.13. Isto mostra que ps = p = 0, polo que M é ché. Posto que —L é linear,
isto proba o resultado.

No contexto de superficies fortemente proxectivamente chés, o teorema 4.19 per-
mitenos identificar unha base do espazo de solucidns para a ecuacién quasi-Einstein
afin con ¢ = —1 cunha tnica conexién. Ademais, dias conexiéns nestas condicidons
son linearmente equivalentes se e sé se 0s espazos de soluciéns con 4 = —1 asocia-
dos a ditas conexidns estdn relacionadas mediante unha transformacion linear. Como
este é o caso para os modelos tipo A, no que segue imos empregar este feito pa-
ra establecer sucesivamente as posibles parametrizacions para modelos tipo A salvo
equivalencia linear a partir do teorema 6.7.

Nas seccions consecutivas imos obter as parametrizaciéns dos modelos tipo A
da definicién 6.1 e establecer, en cada caso, bases para o espazo de soluciéns da
ecuacién quasi-Einstein afin para os distintos valores de . Esta andlise realizase
atendendo 4 dimensién do espazo de campos afin Killing (ou equivalentemente, ao
rango do tensor de Ricci).

6.3 Modelos tipo A chans

Nesta seccién estudamos os modelos tipo A chans. Unha superficie afin € cha se e
s6 se dim{R(M)} = 6 (ver [14]). Todas as superficies afins chds son localmente
afinmente equivalentes. En particular, toda superficie afin cha admite coordenadas
locais (z!,22) de forma que os simbolos de Christoffel asociados son todos cero.

Consecuentemente, E(P, i1, V) = span{1,z!, 22} en cada punto P € M. Porén,
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as superficies afins chds non son localmente linearmente equivalentes. Nesta seccién
faremos un estudo pormenorizado deste feito.

Comezamos estudando a equivalencia linear para as conexiéns chés. Estas son
as tnicas conexidns sobre as que non cofleciamos clasificacions lineares previas. A
clasificacién dos modelos tipo A chans pode facerse totalmente a partir do estudo
da ecuacién quasi-Einstein afin con ¢ = —1. Non obstante, como xa dixemos, imos
presentar primeiro unha proba que consiste nun célculo directo. Este foi o método
empregado nun principio para obter as conexions chds salvo equivalencia linear, e
ademais, permite obter todas as demais a partir da construcién que mostraremos no
exemplo 6.13. Isto pon de manifesto a intensa relacion existente entre a ecuacion
quasi-Einstein e as superficies fortemente proxectivamente chas. Cabe destacar que
a clasificacion das superficies chas foi moi reveladora no noso estudo, xa que nos
deu unha mostra de que, en condiciéns adecuadas, as soluciéns da ecuacién quasi-
Einstein afin determinan a conexion (ver teorema 4.19).

6.3.1 A clasificacion linear dos modelos tipo .4 chans

No que segue recollemos todas as parametrizacions da definicién 6.1 con p = 0 ou,
equivalentemente, con dim K(M) = 6. Ademais, indicamos cal € o seu espazo de
soluciéns para a ecuacién quasi-Einstein afin con 4 = —1. Omitimos os detalles da
sta obtencion xa que se reducen a facer contas en coordenadas (ver exemplo 6.4).

Parametrizacions dos modelos tipo A con dim (M) =6
1. M§: T8 =1(0,0,0,0,0,0) = 'y, Q(MS$) = span{1, x!, 2%}
2. M8 T8 =1(1,0,0,1,0,0), Q(ME) = span{1,e®’, 22" }.
3. MS: T8 =1(-1,0,0,0,0,1), Q(MS) = span{l,e*, e~ }.

4. M§: TS =1(0,0,0,0,0,1), Q(MS) = span{L,z',e*’}.

5. M$: 1% =1(0,0,0,0,1,0), Q(MS) = span{1,z?, (z%)? + 2z'}.

6. M8: T¢=1(1,0,0,1,-1,0), Q(M?) = span{l, e® cos(z?), e’ sen(z?)}.

O seguinte resultado mostra que os anteriores son todos os posibles modelos tipo A
chés salvo equivalencia linear.

Teorema 6.9. Sexa M un modelo tipo A chan. Enton existe un tinico i tal que M é
linearmente equivalente M9,
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A continuacién presentamos ddas probas para o teorema anterior. A primeira con-
siste nunha computacién en coordenadas. A segunda realizase a partir do estudo da
ecuacién quasi-Einstein afin con ¢ = —1. A idea para esta segunda proba é empre-
gar o teorema 4.19 xunto co teorema 6.7. Este método non s6 serve para os modelos
chans, sendén para calquera modelo tipo A, permitindo asi obter parametrizacions
adaptadas 4 propia ecuacion.

Primeira proba do teorema 6.9. Traballamos en coordenadas coa notacién introduci-
da anteriormente. Como xa se viu no teorema 5.8, para I' = (a, b, ¢, d, e, f) o tensor
de Ricci € simétrico e queda determinado por

pi1=(a—d)d+b(f—c), prz=cd—be pp=—c+ fc+(a—de.

Para simplificar a nosa anélise e posto que estamos interesados nunha clasificacién
linear das conexidns chds, imos comezar vendo que para estas conexidns sempre &
posible facer un cambio linear axeitado de forma que os simbolos de Christoffel I';;?
e I'1o! sexan cero. E obvio que se b = ¢ = 0 o anterior é certo. Vexamos agora o que
acontece se b # 0 ou ¢ # 0. Comezamos supoiiendo que ¢ # 0, entén a condicién
p12 = 0 mostra que d = be/c e, empregando isto na ecuacion pye = 0, obtemos
f= %ﬁ e p = 0. Aplicando o cambio linear (2!, 2?) — (22, 2! + e/cz?)
obtemos I'112 = I'js' = 0 nas novas coordenadas. Por outra banda, se b = 0 obtemos

da ecuacién pj2 = 0 que e = cd/b e empregando isto en p;; = 0 obtemos f=
M. Novamente, un cambio linear da forma (z',2%) — (22, 2! + d/bz?)

mostra que I'1;2 = I'1o' = 0. Daquela podemos asumir que b = ¢ = 0. Facendo isto,
a ecuacion p = 0 redidcese ds ecuacions 0 = (a — d)d e 0 = (a — d)e. Chegados a
este punto distinguimos as seguintes tres situacions:

e a = d # 0: Facendo o cambio linear (z',2%) — (dz' + f/222, k2?) para
un « apropiado, obtemos que as posibles conexidns resultantes, salvo equivalencia
linear son I' = (1,0,0,1,£,0) con £ € {—1,0,1}. Isto dd lugar directamente a
M para ¢ = 0 e M para ¢ = —1, e a MS§ para ¢ = 1, facendo o cambio
(!, 2%) — (—2! — 22, 2! — 2?).

ea=d=0:Se f=0cone = 0obtemos M§ e con e # 0 basta reescalar
para obter M§. Se, pola contra, f # 0, o cambio (x!,2%) — (! — e/ f 2%, f 2?)
dé lugar a MS§.

e a # d: Posto que p = 0 obtemos d = e = 0. Se a = f = 0 volvemos chegar a
MS8.Sea=0e f # 0, obtemos de novo MS§ reescalando 2. Sea # 0 e f = 0
basta intercambiar 2! e x2 para obter a situacién anterior. Finalmente, se a # 0 e
f #0, 0 cambio (z!,2?) — (—az?, f 2?) leva novamente a M(S.
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Para rematar, temos que ver que M? non ¢ linearmente equivalente a ./\/l? se i # j.
Facer esta comprobacién directamente non é complicado debido 4 simplicidade des-
tas superficies chds, mais pode resultar tedioso para parametrizacidéns mdis complica-
das. Por este motivo, referimos ao procedemento da observacion 5.6 para completar
os detalles desta proba. Para isto basta considerar o espazo de solucidns asociado a
u = —1 que aparece xunto a cada unha destas parametrizaciéns na definicién 6.1 e
aplicar o teorema 4.19. O

Segunda proba do teorema 6.9. O teorema 6.7 garante que se M é un modelo tipo A,
entén existe unha base para o espazo de soluciéns da ecuacién quasi-Einstein afin
con p = —1 que é dalgunha das seguintes catro formas

B1 = {el1 cos(La), el sen(La), e}, By = {el1, Lo, Qel1},
Bz = {el1,el2 els}, By = {elt, Lyelr els}.

Impoiiendo a condicién de que M sexa chd, queremos determinar, salvo equivalen-
cia linear, as conexions asociadas a cada unha destas catro bases mediante o teore-
ma 4.19. Para unha superficie, ser chd é equivalente a que a funcién constante sexa
solucion da quasi-Einstein afin con o # 0. Daquela podemos asumir que 1 € 83; sen
perda de xeneralidade.

A continuacién estudamos os posibles espazos de solucidns asociados 4 ecuacién
quasi-Einstein afin con © = —1 obtidos a partir de cada base *B; salvo equivalencia
linear. Dudas bases son equivalentes se os espazos que xeran son iguais ou se existe
unha transformacioén linear que leve unha noutra. Empregando estas consideracions,
obtemos un representante da cada clase de bases equivalentes, salvo equivalencia li-
near, e asociamos mediante o teorema 4.19 a conexion correspondente. Distinguimos
0s seguintes casos:

(2B1) Posto que 1 é solucién, asumimos que L3 = 0. Por outra banda, como temos
que ter tres solucions linearmente independentes, entén Lo # 0, polo que podemos
facer un cambio de coordenadas de forma que Ly = x2. Finalmente, se L, e Lo fo-
sen linearmente dependentes, entén todas as funciéns da base son independentes de
2L, contradicindo o teorema 6.7. Daquela L; ten que ser da forma L = ax® + bx?
con a # 0. Novamente un cambio de variables permite asumir que L; = z'. Asi,

B = {e* cosz? e sena?, 1}. Isto dd lugar a MS.

(2B2) Posto que 1 é solucién, asumimos que L1 = 0. Daquela Ly # 0 e un cambio
de coordenadas permite asumir que Ly = 2. Por unha banda, se @ é de grao 2, ent6n
existe 7 tal que J,:(Q é unha solucién de grao 1, polo que necesariamente é combina-
cién linear de Ly e 1. Se o Coef(Q, x'2?) # 0, entén 9,2Q depende de !, contradi-
cindo que é combinacién linear de Ly e 1. De forma similar, se Coef(Q, (z%)?) # 0
entén 9,1 Q depende de x'. Empregando isto xunto co teorema 6.7, obtemos que Q é
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da forma (22)2 + az' 4 bz? con a # 0. Daquela, un cambio de coordenadas permite
asumir que Q = (22)? + 221, Asf, Bo = {1, 22, (2%)? + 22!}, dando lugar a M§.
Por outra banda, se ( é linear, entén ten que ser linearmente independente de 22, polo
que un cambio de coordenadas permite asumir que @ = z' e asi B = {1, 2!, 22},
dando lugar a M.

(2B3) Posto que 1 é solucién, asumimos que L3 = 0. Daquela, L; # 0 e cambian-
do coordenadas apropiadamente obtemos L; = —z'. En tal caso, Ly = az' + ba?
con b # 0. Un novo cambio de coordenadas permite asumir que Ly = 2. Asi,
By = {1,e " ,e*"}, dando lugar a M.

(2B4) Posto que 1 é solucién, podemos tomar L; = 0 ou L3 = 0. Por outra banda, se
L1 = 0, entén L3 # 0 e podemos asumir que Lz = 2. Daquela Ly = ax' + bz? con
a # 0. Un cambio linear permite entén asumir que Ly = z'. Asf, By = {1, 2!, e""},
dando lugar a Mg. Por outra banda, se Lz = 0, entén L; # 0, polo que un cambio
de coordenadas apropiado permite asumir que L; = z'. Se Ly fose un miltiplo de
L1, entén as tres funciéns da base serian independentes de 22, contradicindo o teo-
rema 6.7, polo tanto Ly = ax! + bz con b # 0. En tal caso, existe un cambio de
coordenadas axeitado tal que Ly = z2. Asf, By = {1, exl,azzerl}, dando lugar a
M§. O
Observacion 6.10. A segunda proba non s6 € madis xeral, xa que permite realizar a
clasificacion para os modelos non chans, senén que ao tempo que proporciona pa-
rametrizacidns para estes modelos, amosa cales son os xeradores do espazo de so-
luciéns da ecuacién quasi-Einstein afin para todo p (ver observacién 6.5). Ademais,
pon en prictica un método moi eficaz para estudar a equivalencia linear de dous mo-
delos tipo .4 que consiste en comprobar se existe unha transformacién linear que leve
unha base do espazo de soluciéns dun nunha base do do outro.

Tendo en conta o anterior, temos mdis que xustificado o emprego da segunda
proba, mais a razén pola que decidimos incluir a primeira delas radica na importan-
cia que tiveron as modelos tipo A chans no noso estudo. Inicialmente o obxectivo
era completar as clasificacions lineares iniciadas en [14, 15] relativas aos modelos
tipo A. A primeira proba resultaba suficiente para tal propdsito, mostrando as seis co-
nexions M? da definicién 6.1. A forma simple destas conexidns permitiu estudalas
explicitamente. Foi asi como notamos que as soluciéns asociadas a ddas conexions
chés linearmente equivalente diferian precisamente nunha transformacion linear. Es-
ta cuestion foi estudada para o resto de modelos tipo A obtendo 0 mesmo resultado.
Novamente as conexions chas dan a idea de que esta relacion pode non ser exclusiva
para a equivalencia linear. En particular, sabemos que todas as conexiéns chés son lo-
calmente afinmente equivalentes 4 conexi6n euclidiana. Todo isto orixinou a seguinte
pregunta: estdn ddas conexions relacionadas mediante unha transformacién afin se e
sO se o estdn os seus espazos de solucidn asociados 4 ecuacidn quasi-Einstein con
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© = —17 A resposta en xeral é negativa, pero se a maiores pedimos que as conexions
intervindo sexan fortemente proxectivamente chds o resultado € certo, dando lugar
ao teorema 4.19. Posto que este € un dos resultado principais desta memoria, con-
sideramos apropiado explicar o proceso de concrecion desta idea, que ademais pon
de manifesto a intensa relacién que existe entre a ecuacion quasi-Einstein afin e a
propiedade de ser fortemente proxectivamente cha.

Observacion 6.11. En virtude da observacién 6.5 e do teorema 6.9, todos os espazos
de soluciéns para a ecuacion quasi-Einstein afin para un modelo tipo .A chan son,
salvo equivalencia linear, os que se presentan ao principio desta subseccién asociados

ds M.

6.3.2 Consecuencias da clasificacion linear de modelos tipo .4 chans

A continuacién presentamos un corolario que nos permite tratar coas parametriza-
ciéns dos modelos tipo .A non chans sen empregar a ecuaciéon quasi-Einstein afin.
Non obstante, a natureza deste resultado pon de manifesto a forte relacién entre esta
ecuacién con p = —1 e as conexidns fortemente proxectivamente chds. Por simplici-
dade, empregamos a notacion introducida na observacion 4.9.

Corolario 6.12. Sexa M = (R?, D) un modelo tipo A. Enton, existe un isomorfismo
linear ¢ de R? tal que M é linearmente equivalente a * M9 para algiin i.

A proba deste corolario é inmediata a partir do teorema 5.9 e do teorema 6.9.

O problema da clasificacion linear de modelos tipo A non chans foi tratado
en [14,15] empregando invariantes lineares e estudando o espazo de campos de vec-
tores afin Killing, respectivamente. Nas seccidns 6.4 e 6.5 imos ver que este estudo
tamén pode realizarse empregando a ecuacién quasi-Einstein afin de forma andloga
a como indicamos na segunda proba do teorema 6.9. Non obstante, existe un terceiro
método que ilustramos no seguinte exemplo empregando o corolario 6.12.

Exemplo 6.13. Sexa p(z!, 2%) = a12! +a22? unha funcién linear. Se consideramos,
por exemplo, M = ? M, tense que

2
P (@1)”  aaz
aias a4+ ap
Daquela, rang p = 1 se e s6 se a; = 0 e az # 0; mentres que rang p = 2 se e s6 se

ay # 0. No primeiro caso obtemos ?T' = I" = (0,0, a2,0,1,2as9) € o teorema 4.13
afirma que

Q") =e?Q(*I") = e“”QSpan {11, z2, (2351 + (x2)2>} ,
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e asi, o teorema 4.19 mostra que M se corresponde con M4 (ver definicién 6.1). No
segundo caso tense que ¥I' = I' = (2a;,0,0,a1, 1,0) e, razoando analogamente,
obtense

Q") =e¥Q(*T) = e‘“xlspan {ﬂ,xQ, (2301 + (a:2)2>} ,

chegando a que M é linearmente equivalente a M3 (+) (ver definicién 6.1). Repetin-
do este proceso para as demais conexidns chds, obtemos todos os posibles modelos
tipo A salvo equivalencia linear.

Unha vez que temos determinados todos os modelos tipo A chans salvo equi-
valencia linear, o seguinte corolario € consecuencia do lema 4.15 e proporciona un
exemplo claro de como obter o difeomorfismo entre unha superficie afin ché e o plano
euclidiano.

Corolario 6.14. As seguintes aplicacions ®; entre M? coni>1le /\/lg definen unha
transformacion afin entre estes espazos:

By = (e, x2e®), Dy = (7@, e*), B3 = (21, "),
Dy = (221 + (22)2,22), ®s5 = (e* cos(a?),e” sen(a?)).

Proba. Basta aplicar o lema 4.15 considerando as bases dos espazos de soluciéns
para a ecuacién quasi-Einstein afin con g = —1 dos modelos M? que aparecen ao
comezo da subseccion 6.3.1. O

6.4 Modelos tipo A con dim{R(M)} =4

O estudo da equivalencia afin e linear de superficies tipo A con dim{&(M)} = 4
foi tratado en [14]. Neste artigo tamén se mostra que unha superficie localmente
homoxénea ten dim{R(M)} = 4 se e s6 se M ¢ fortemente proxectivamente chd e
ten Ricci recorrente de rango un. No referente 4 equivalencia afin, a clasificacién foi
realizada estudando o espazo de campos afin Killing e invariantes afins. Ademais,
mostrouse que toda superficie afin homoxénea con dim{R(M)} = 4 é localmente
afinmente equivalente a un modelo tipo .A. Isto supén que calquera superficie tipo B
con dim{R(M)} = 4 é localmente isomorfa a unha tipo A.

Canto 4 equivalencia linear, cabe destacar que en [14] non se deu unha clasifica-
cién completa. Esencialmente obtifianse cinco familias uniparamétricas non linear-
mente equivalentes, pero as equivalencias dentro de cada familia non estaban claras.
A nosa andlise permite resolver este problema mostrando exactamente cales son to-
das as equivalencias entre as familias a partir da ecuacion quasi-Einstein afin. Para
facer isto bastaria empregar o método de comparacién de conexidns a partir da ecua-
cién quasi-Einstein afin da observacion 5.6. Non obstante, e para continuar cunha

119



A ecuacion quasi-Einstein afin para os modelos tipo A

andlise autocontida, presentamos a continuacién unha proba da clasificacion linear
dos modelos tipo A con rang p = 1 andloga 4 segunda proba do teorema 6.9.

6.4.1 A clasificacion linear dos modelos tipo A con dim (M) =4

No que segue recollemos todas as parametrizacions da definicién 6.1 conrang p = 1
ou, equivalentemente, con dim K(M) = 4. Ademais, indicamos cal € o seu tensor de
Ricci asociado e o espazo de soluciéns da ecuacién quasi-Einstein afin con y = —1.
Omitimos os detalles da sia obtencidn xa que se reducen a facer contas en coordena-
das (ver observacion 6.4).

Parametrizacions dos modelos tipo .A con dim &(M) = 4
1. Mj}: T}=1(-1,0,1,0,0,2),
p=dr?®daz?e Q=span{e® T2 ¥’ z2e%"}.

2. Mi(c) : Ti(c) = 1(~1,0,¢,0,0,1+ 2¢) con ¢ ¢ {0, —1},
pP= (C + C2)dl'2 ®dx?e Q= Span{emz’ e(1+c)x2’ e_xl_l_C:EQ}‘

3. Mi(e) : T(¢) = 1(0,0,¢,0,0,1 +2¢) con ¢ ¢ {0, ~1},
p=(c+c)da? ®dz? e Q = span{e®®, gl (1+0)e% ),

4. Mi(c): Ti(c) = 1(0,0,1,0,¢,2) para todo ¢ € R,
p=dz’®dx?e Q=span{e?, z%e™, (2z' + c(x2)2)e” ).

5. M3(c): Ti(c) = 1(1,0,0,0,1 + %, 2¢),
p=(1+4c)da®® dz? e Q = span{e® cos(z2), e sen(z2),e” }.

O seguinte resultado mostra que os anteriores son, salvo equivalencia linear, todos
os posibles modelos tipo .A con rang p = 1.

Teorema 6.15. Sexa M unha xeometria tipo A con dim{R(M)} = 4. Entéon M é
linearmente equivalente a algunha M3 (-). Ademais,

1. M}(-) non é linearmente equivalente a M;L() se i # j.

2. Mj(c) é linearmente equivalente a M3(¢) se e s6 se c = Gouc = —1 — ¢
3. M3(c) non é linearmente equivalente a M3 () para c # ¢.

4. Mj(c) é linearmente equivalente a M4(¢) se e sé6 se c = ouc # 0e & # 0.
5. M é(c) non é linearmente equivalente a M3 =(¢) para c # ¢.
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Observacion 6.16. Na proba do teorema 5.11, vimos que se un modelo tipo .4 ten
rang p < 1, sempre é posible facer un cambio linear de forma que p = poadz? @ dz?.
Ademais, esta condicién equivale a que I'112 = I'122 = 0. En tal caso, a ecuacién
quasi-Einstein afin con ¢ = —1 asociada 4 conexién I' = (a,0,b,0, ¢,d) ten como
solucién e +b7* Por esta razén, para evitar que 1 sexa solucién e, consecuente-
mente, p = ps = 0, impoiemos que a? +b? # 0. Facendo un cambio de coordenadas
linear da forma (z!,2%) — (ay12! + a122?, asz?) con ajraze # 0 conservamos
a condicién I';12 = TI'1?2 = 0, asegurando que p = poadz? ® da?. Empregando
estes cambios de coordenadas, non € dificil atopar todas as posibles conexions I sal-
vo equivalencia linear, probando o teorema anterior. Non obstante, co obxectivo de
continuar cunha anéalise mais autocontida, realizamos este estudo a partir da ecuacién
quasi-Einstein afin con ;4 = —1 analogamente a como fixemos na segunda proba do
teorema 6.9.

Proba do teorema 6.15. Para probar este resultado imos empregar novamente o teo-
rema 6.7. Posto que rang p = 1, comezamos co estudo da casuistica tendo en conta
as consideracidns da observacion anterior.

(2B1) A base é da forma {e’t cos(Ls), el sen(Ls), e*3}. Necesariamente Ly # 0,
polo que cambiamos coordenadas de forma que Ly = 2. Por unha banda, se L1 é un
miltiplo de Lo, entén existe ¢ € R\ {0} tal que Ly = ca?. Asi, L3 = a12! + a2?
con a # 0, pois do contrario as tres funciéns da base dependerian unicamente de
22, contradicindo o teorema 6.7. Polo tanto, sempre podemos cambiar coordenadas
de forma que Ly = z'. Obtemos B; = {e“” cos #2, e sen a2, ¢® }, dando lu-
gar a M%(c). Por outra banda, se L; non é multiplo de 22, entén podemos facer
un cambio de coordenadas tal que L; = x!. Impoiiendo que e® cosz? e e senz?
sexan soluciéns obtemos condicidns sobre certos simbolos de Christoffel, de forma
que a conexion ten que ser da forma I" = (a, 0, ¢, 1, e,0). Ademais, a ecuacién quasi-
Einstein asociada a estas soluciéns reddcese a —(a — 2)e + ¢ + 1 = 0. Daquela

2 . c L2 1)2 <
e # 0 e tomando a = % o determinante do tensor de Ricci é % Ent6n,
€ condicion necesaria que ¢ = 0 e e = —1 para asegurar que rang p < 2, mais en tal

caso, p = (. Polo tanto este segundo caso non d4 lugar a novas parametrizacions.

(2B2) A base é da forma {e’t, Lot Qel1}. Posto que L; # 0, cambiamos co-
ordenadas de forma que L; = 2. Para comezar supofiamos que Lo é un miiltiplo
de L1, polo que podemos asumir que L = z2. Entén o teorema 6.7 mostra que
Q ten que depender de z' e posto que 9,:Qe’! tamén é solucién, podemos asu-
mir que Q@ = a(z?)? 4+ z' + bz?. Un cambio de coordenadas apropiado permite
reescribir Q = c(22)? + 221, Asi, By = {e=,22¢*”, ¢*" (c(22)? + 221)}, dando
lugar a M(c). Supofiamos agora que L non é un mdltiplo de L1, polo que pode-
mos asumir que Ly = x!'. Posto que 0,:Qel" tamén é solucién, podemos asumir

121



A ecuacion quasi-Einstein afin para os modelos tipo A

que Q = c(z')? + ax?. Se a = 0 con ¢ # 0, as tres funciéns non poden satis-
facer a ecuacién quasi-Einstein afin a un tempo. Asumindo que a # 0, obtemos
By = {e, z'e”, (c(z)? +222)e*” }. O Ricci da conexion asociada a esta base ten
rango un se e s6 se ¢ = 0, dando lugar a M$(0).

(®B3) Abaseédaforma {e1, el el3}. Posto que L # 0 podemos tomar L; = 22,
Supofiamos primeiro que Ly = ax? con a ¢ {0,1}. Daquela, L3 ten que depen-
der de z!, polo que facendo os cambios de coordenadas oportunos podemos asu-
mir que L3 = z'. As funciéns que obtemos son 612, eaxQ, ¢®". Entén o cambio li-

near (z',22) — (cz? — 2!, c2?) con ¢ = L5 ¢ {—1,0} permite tomar B3 =

{60332, elet)e?, 6612_961} dando lugar a M3(c). Supofiamos agora que Lo non é mul-
tiplo de L1, entén podemos tomar un cambio de coordenadas de forma que Lo = 2.
Daquela, L3 = a;2! +as2%. Empregando que e* e e® son soluciéns obtemos como
condicién necesaria que a conexién sexa da formal’ = (a+1, a, ¢, ¢, b,b+1). Supo-
fiamos primeiro que ¢ = (. Para obter unha solucién con rang p = 1, necesariamente
ab=0ea®+b*>#0.Sea = 0eb # 0 (o outro caso obtense facendo o cambio
z! < 22), obtemos as soluciéns e””l, e‘”2, ebe, dando lugar ao caso anterior. Se polo
contrario ¢ # 0 temos dous casos. Se a = 0 (ou b = 0), entén ¢ = 1 e non obtemos
novas solucions. Finalmente, se a # 0 (ou b # 0), necesariamente rang p = 2, polo
que non obtemos mdis casos.

(24) A base é da forma {e’!, Lyelt, e!3}. Comezamos tomando L; = 22. Se
Lo = cx? para algiin ¢, podemos cambiar coordenadas de forma que L3 = 2> — ' e
obtemos B4 = {ew2 , xQezQ, e’ —a! }, dando lugar a /\/l‘ll. Por outra banda, se L non
é miiltiplo de L1, podemos escoller coordenadas de forma que Ly = z'. Tense que
e®* e 2le* son soluciéns se e s6 se a conexion é da forma T’ = (0,a,1,b,0,c+ 1)
con —ac +a +b> = 0.Se a = 0, entén b = 0. Ademais, ¢ # 0 para asegurar
que non sexa chd. Enton 612, xle“Q, e son soluciéns que tras un cambio de coor-
denadas apropiado dan lugar a B, = {¢®”, z1e®” e(@D2*} con ¢ = &l de onde
obtemos M3 (¢). Finalmente, se a # 0, entén rang p = 2, polo que non hai méis
posibilidades.

Para probar as equivalencias dadas polas afirmaciéns 1-5 basta considerar as ba-
ses de solucidns das parametrizacions dadas ao principio da presente subseccién 6.1

e empregar a observacion 5.6. O

Observacion 6.17. No desenvolvemento da proba anterior vemos que hai algtins mo-
delos que admiten outras parametrizacions que tamén terian resultado moi simples
para usar como definicién das M#(-). Non obstante, decidimos continuar coas para-
metrizacions obtidas en [14] para facilitar a transicién dun documento a outro.
Como xa se dixo na introducién do capitulo, na clasificacién de Brozos-Véazquez
et al. xa se estableceu que ningunha M?(-) € linearmente equivalente a ./\/l;l() se
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i # j, mais non se indicaban as equivalencias dentro de cada familia. O teorema 6.15
resolve este problema establecendo exactamente cales son as equivalencias en cada
caso. Resolver este problema traballando directamente coas parametrizacidns resulta
laborioso. Por este motivo, o método descrito na observacion 5.6 resulta de moita
utilidade.

Observacion 6.18. O estudo de Brozos-Vazquez et al. realizado en [14] resolve o pro-
blema da equivalencia afin para modelos tipo A con dim{&(M)} = 4 empregando
invariantes afins. En particular, se M ¢ un modelo tipo A con dim{&(M)} = 4,
méstrase que M ¢é afinmente equivalente a My, a algiin M3 (c) ou a algin M2 (c).

Os modelos M3(c) e M3(c) son afinmente equivalentes para todo c. Tamén os
modelos M} e M7(c) son afinmente equivalentes para todo c.

6.4.2 O espazo de soluciéns para as M} (-)

Os espazos de soluciéns para y1 = —1 asociados aos modelos M (-) foron esta-
blecidos ao comezo da subseccién 6.4.1 empregando o método do exemplo 6.4. A
continuacién estudamos o espazo de soluciéns para a ecuacién quasi-Einstein afin
para u # —1 asociado a cada un destes modelos. Por unha banda sabemos que se
1 # —1 o espazo de soluciéns ten ao sumo dimensién dous, dado que toda superfi-
cie tipo A é fortemente proxectivamente cha. Por outra banda, de existir soluciéns,
polo menos unha delas ten que ser da forma eu' +a2e® oon (a1,az) € C?. No ca-
so de haber outras solucions linearmente independentes teria que ser solucién outra
exponencial con coeficientes (b1, b2) # (a1, az) ou ben a anterior multiplicada por
un polinomio linear bixz! + baz? con by, by € R. Tendo en conta estas considera-
ciéns, estudamos unha a unha as posibilidades e establecemos estes espazos. Sexa
o operador quasi-Einstein afin asociado 4 estrutura M e f = en® taze®

Caso M7. Sexa M = M} e Q(f) = 0con pu # —1. Tense que:

Qu1(f) = ar(ar + 1) f, Qi2(f) = ar(az — 1) f,
Q2o(f) = (a5 —2a2 — p)f .

Considerando Q92(f) = 0 obtemos unha ecuacién cadrética con pardmetro y de
discriminante 4 + 4 # 0. Se ag = 1 + /T + p, entén Qaa(f) = 0. Posto que
u # —1, tense que az # 1. Entén a; = 0 e non existen solucions da forma pf para
grao {p} > 1, asi

E(M? D) = Span{e(l_m)QCz’ 6(1"!‘\/@)1:2} )
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Caso M3j(c). Sexa M = Mj(c) conc® +c # 0e Q(f) = 0con yu # —1. Tense
que:

Qu(f) =ai(ar +1)f, Qi2(f) = ai1(a2 — o) f,
Qu(f) = (a5 — (2¢+ Dag — c(c+ p) f -

Se as = ¢, entén Noo(f) = (1 + ¢)(1 + p)f # 0. Polo tanto, ay # ¢ e asi

a; = 0. Empregando que Q92(f) = 0 obtemos unha ecuacién cadrdtica en ag. O
(1+2¢)?
" 4c(1+ce)”

discriminante desta ecuacién antilase cando 1 = g con pg :=

1. Se p # po, entén obtemos duas solucidns distintas as = s;, ¢ = 1,2 da rela-
cion Qas(f) = 0, e asi E(u, D) = span{e*1*”, ¢2%°}. Non existen soluciéns
pf con grao {p} > 1.

a2x2 x2ea212 }
s .

2. Se p = pg, entén ag = ¢ + % e E(u, D) = span{e

Caso M3(c). Sexa M = Mi(c) conc? + ¢ # 0e Q(f) = 0 con p # —1. Este
modelo é afinmente equivalente a M3(c), polo que a dimensién de E(u, D) € a
mesma. Tense que:

Qu(f) =alf,  Qua(f) =ailaz - o)f,
Qoo(f) = (a3 — az(1+2¢) —c(1 +)p) f -
Tense que a1 = 0 e de Q92(f) obtemos a mesma relacion cadrdtica en ay que a

_ (1420¢)?
4c(1+c) "

de MS. A anilise restante ¢ igual ca naquel caso con g :=
1. Se u # uo, entén obtemos duas soluciéns distintas as = s; con i = 1,2,
. ., 2 2
provenientes da relacién Qgo(f) = 0e E(u, D) = span{e®*", e%*" }.

asx? xQeang }
s .

2. Se pu = pip, entén as = ¢+ 3 e E(u, D) = span{e

Caso Mj(c). Sexa M = Mi(c) e Q(f) = 0 con u # —1. Estes modelos son
afinmente equivalentes a M7 e, asi, a dimensién do espazo de soluciéns é a mesma.
Tense que:

Qi1 f = aif, Qiaf = ai(az —1)f,
QQQfZ(Q%*QQQ*CLlC*H)f.

Tense que a; = 0 € que a3 — 2az — p = 0. O discriminante desta segunda relacion é
4+ 4u # 0, polo que sempre existen duias solucions distintas as = 1+ +/1 + u. Non
existen soluciéns lineares pf con grao {p} > 1e

E(p, D) = span{e(l~VITmz? oQ+vITma®y
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Os modelos M3 (c) con ¢ # 0 son as tnicas superficies afins con rang {p} = 1
que admiten un elemento f € E(—1,D) onde f = pe®1® Ta22” ¢ p & cadritico.

Caso M3(c). Sexa M = M32(c) e Q(f) = 0 con p # —1. Este modelo non é tipo 3.
Tense que:

Quif =a1(l+a1)f, Qi2(f) = ai(az — o) f,
Qao(f) = (a5 — 2a9c+ a1 — (1+ ) f -

Sea; = —1,entén az = ce Noo(f) = —(1 + ) (1 + u)f # 0. Entén a1 # —1,

polo que a1 = 0 e tense que a2 — 2azc — (14 ¢?)p = 0. O discriminante da ecuacién
2

C
) ) 14c2°
e E(uo, D) = span{e®” x%e“®"}. Se u # o, obtemos ddas soluciéns ay = s1 e
as = S9 con s; # so. Non hai outras solucidns para esta ecuacion, de forma que
2 2
E(u, D) = span{e®1®" e%2%" }.

cadrética anterior € cero se (t = pg con pg = — Se = pg, entén az = ¢

6.5 Modelos tipo A con dim{R(M)} = 2

Tal e como acontecia nos casos precedentes, a dimensién do espazo de campos afin
Killing dun modelo tipo .4 queda caracterizada polo rango do tensor de Ricci. Neste
caso, dim{R(M)} = 2 se e s6 se rang p = 2. No contexto de superficies tipo A
con tensor de Ricci non dexenerado, equivalencia linear e afin coinciden. Para ver
mais informacién ao respecto destes aspectos, asi como as probas destes resultados,
véxase [15]. E claro, por tanto, que os modelos tipo .A con dim{&(M)} = 2 presenta
un comportamento diferente ao dos outros modelos, xa que para modelos chans tipo
A s6 existe unha clase afin e cinco lineares, e para os modelos con rangp = 1
existen tres familias non afinmente equivalentes nas que dudas delas se subdividen
noutras ddas para a equivalencia linear.

Se o tensor de Ricci dunha superficie ten rango dous, entén define un tensor
simétrico de tipo (0, 2) non-dexenerado, dando asi lugar a unha métrica sobre a su-
perficie. Neste artigo de Brozos-Vazquez et al. resélvese o problema da equivalencia
linear (ou affn) sobre os modelos tipo A con Ricci de rango dous. Non obstante,
imos continuar co obxectivo de facer unha andlise autocontida e imos estudar primei-
ramente as parametrizacions destas xeometrias empregando novamente a ecuacién
quasi-Einstein afin con g = —1. Nunha segunda parte da seccidn, estudaremos as so-
luciéns desta ecuacion para os restantes valores de p sobre as parametrizacions que
obtefiamos da andlise anterior. Isto presenta unha diferenza importante con respecto
ao estudo desenvolvido en [14], posto que as parametrizaciéns que obtemos empre-
gando a ecuacién quasi-Einstein son mdis manexables que as que se obtiflan naquel
traballo. Ademais, o estudo da equivalencia entre conexions era realizado a partir do
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estudo de invariantes lineares empregando que p define unha métrica. Isto define un
espazo de moduli, que permite dar unha interpretacion grafica da clasificacién que re-
sulta interesante. O espazo de moduli de conexidns localmente homoxéneas non chds
foi estudado en [15]. No noso caso, este estudo pode facerse directamente dado que
a equivalencia linear para as nosas parametrizacions é abordable a partir do método
da observacion 5.6 empregando a ecuacién quasi-Einstein afin. Non obstante, posto
que as novas parametrizaciéns permiten simplificar a discusion orixinal, realizamos
igualmente o estudo do espazo de moduli empregando os seguintes invariantes afins
(ou lineares) definidos orixinalmente en [14].

Definicion 6.19. Sexa p, ;; = Fikgfjgk, sexa ¢ = Tr,{p,} = pijpvyij e sexa
U := det{p,}/ det{p}.

Unha conta en coordenadas mostra que efectivamente ) ¢ ¥ son invariantes li-
neares (ver observacién 5.5). O seguinte teorema de [14] mostra como estudar as
equivalencias lineares (ou afins) dos modelos tipo .4 empregando estes invariantes.

Teorema 6.20. Sexan I' ¢ T modelos tipo A tales que p e p son non-dexenerados e
da mesma sinatura. Enton, I e T’ son afinmente equivalentes se e sé se (1, V)(I") =

(, ©)(D).

No que segue recollemos as parametrizacions da definicién 6.1 con rang p = 2
ou equivalentemente, con dim £(M) = 2. Ademais, indicamos cal é o seu tensor de
Ricci asociado, o espazo de solucidns da ecuacién quasi-Einstein afin con y = —1,
e os invariantes lineares (ou afins) 1) ¢ ¥. Omitimos os detalles da stia obtencién xa
que se reducen a facer contas en coordenadas (ver observacién 6.4).

Parametrizaciéns dos modelos tipo .4 con dim K(M) = 2

1. M%(al,ag) : F%(al,ag) = 1

a1taz—1
2 2 2 2
(al + ag — 1,&1 —ai,ayaz,a1az,ay; — az,a; + a3 — 1)

conajy + as # 1 e ajas # 0. Entén

2
2l 2?2 arxl4agz? 1 a7 — al a1a
Q =span{e* ., e* e =
pan{e®, e, b P= afar—T aay a3 —az )’

a1 —a% +az2+4aiaz +a%a2 —a%—f—al a%
- aiaz

U — 14+aq —a% —a?—i—ag +4aqas +a% a2 —a%—&-al a% —ag

ai1a2

2 . T2 . 1453
2. MQ(bl,bg) : F2<b1,bg) = (1 +bl,0, bg, 1, 1717_1,0) con by 7é 1 e
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(bl, b2) =+ (O, 0) Entén

bi b
Q = e {cos(a?),sen(a?), et Vo' Hbaa®y = ( b, D3 )
b1—1

W= 202 +b3+6b3+4b1 +b1 b e W= 2(2+b3+3b342b1 +2b1b3)
= b7+03 - by+b3 '

3. M3(c): T%(c) :==(2,0,0,1,¢,1) con c # 0. Entén
Q= e“”lspan{]l,a:1 — cx?, emQ}, p=dr! @dr' + cdr® @ dz® e
(¥, ) = (7,10) + 1(1,4).

4. M3(£): T3(%) :=(2,0,0,1,+1,0). Entén
Q = e”'span{l, 2%, 22! + (%)%}, p=dr' @ds' £dr®> @dz? e
(¢, W) = (7,10).

O seguinte resultado mostra que os anteriores son, salvo equivalencia linear, todos
os posibles modelos tipo .A con rang {p} = 2 (ou equivalentemente, dim{R&(M)} =
2).

Teorema 6.21. Sexa M un modelo tipo A con rang {p} = 2.
(1) M é linearmente equivalente a algunha M3 -).
(2) M?(-) non é linearmente equivalente a M?() seiF# j.

Proba. Retomando a proba do teorema 6.15 coa consideracidon de que rang p = 2,
distinguimos os seguintes casos.

(B1) A base é da forma {e’ cos(Lz), e"* sen(Lz), e"3}. Posto que Ly # 0, po-
demos cambiar coordenadas de forma que Lo = x2. Se L fose un multiplo de Lo,
obtemos unha conexién con Ricci de rango un. Se pola contra, L; non é multiplo
de Lo, poderiamos tomar L; = z'. Asi, Ly = ajz' + asx®. Empregando que
e® cosz? e e* senz? son soluciéns, obtemos que a conexién ten que ser da for-
mal = (a,0,b,1,¢c — 1,0) con —ac + a + b> + 2¢ — 1 = 0. Se ¢ = 1, isto nunca
se cumpre, polo que supofiemos ¢ # 1. Asi, a = b%g_# con bc # 0 para asegurar

- 1 2 .,
que rang p = 2. Impofiendo agora que e?1% 1%2%” sexa solucién, tense que b = by ou
b1 = 1. Se by = 1 a solucién é complexa, polo que asumimos que b = bs € como

by = b # 1 obtemos ¢ = I’H%Qf, dando lugar a M2 (b1, by).

(2B2) A base é da forma {elt, LoeFt, Qel1}. Un cambio de coordenadas permi-
te asumir que L; = xz'. Se Ly é un multiplo de L; obtemos unha conexién con
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rang p = 1. Entén L e Ly son linearmente independentes, polo que existe un cam-
bio de coordenadas linear tal que Ly = 2. Posto que d,:Qe™! tamén é solucién,
podemos asumir que Q = ¢(z%)? + ax'. Se a = 0 non obtemos solucién adicional
da forma que procuramos. Se a # 0 obtemos By = {e*", 22¢*", (c(22)2+2x1)e™’}.
O Ricci da conexién asociada a esta base ten rango dous se e s6 se ¢ # 0. Reescalan-
do 2% obtemos M3 ().

(B3) A base é da forma {eF1, 2 el3}. Posto que Ly # 0, tomamos L; = 2.
Se Lo € un miiltiplo de L1, obtemos unha conexién con rang p < 2. Se pola con-
tra Lo non € miltiplo de L; podemos facer un cambio de coordenadas de forma
que Ly = 22 Daquela, Ly = aiz! + asz® # 0. Empregando que ¢® e e®’
son soluciéns, obtemos como condicidén necesaria que a conexién sexa da forma
I'=(a+1,a,¢c0cbb+1)conab+c—c> =0.Seb = 0 a tdnica opcién para
obter solucién con rang p = 2 é que ¢ = 1. Isto dd lugar a M?(a + 1,0). O caso
a = 0 é andlogo. Supofiamos agora que ab # 0. Entén a = %. Finalmente, em-
pregamos que e® @ +a22” ¢ golucién. Se a1 + a2 = 1, non obtemos novas solucions.
Se a; +ag # 1, obtemos M3 (a1, az), onde ajay # 0 para asegurar que rang p = 2.

(B4) A base é da forma {1, Loelt, el3}. Posto que L; # 0, cambiamos coorde-
nadas de forma que L, = x2.Se L3 é un multiplo de L7, obtemos unha conexién con
rang p < 2, polo que podemos cambiar coordenadas de forma que L3 = z!' + z2.
Empregando que e e e % son soluciéns chegamos a que a conexion ten que ser
da forma I' = (1,a,1,b,0,¢) con a(—2 + ¢) — (=1 + b)b = 0. Engadindo que
(bix! + baz?)e® sexa solucién, obtemos que ou ben by = O ouben b = 0 e ¢ = 2.
Se se cumprise o primeiro, non obteriamos solucién da forma requirida, polo que
asumimos que b = 0 e ¢ = 2. Daquela rang p = 2 se e s6 se a # 0, e posto que
by # 0 obtemos M3(c).

Para ver que non son linearmente equivalentes entre si, basta aplicar o método
da observacién 5.6. Asi, dado que as bases que xeran as familias M3(-), M3(-) e
M?(-) tefien cando menos un elemento que non é combinacién linear de elementos
da base doutra familia, € claro que ningiin elemento das catro familias € linearmente
equivalente a calquera outro dunha familia distinta. Isto proba 2. O

Observacion 6.22. A proba anterior emprega unha andlise andloga 4 da segunda pro-
ba do teorema 6.9 e 4 da proba do teorema 6.15. Ainda que é posible estudar di-
rectamente as parametrizacions salvo equivalencia linear, dun xeito parecido ao da
primeira proba do teorema 6.9 (ver [14]), resulta mdis proveitoso realizar este estudo
a partir da ecuacion quasi-Einstein afin con 4 = —1. A vantaxe que presenta este mé-
todo é que as parametrizaciéns que obtemos valéndonos da ecuacion quasi-Einstein
son mdis manexables. Isto débese a que as tres funcidns da base do espazo de solu-
ciéns son escollidas deliberadamente cunha forma sinxela. Intuitivamente, a escolla
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dunha base do espazo de soluciéns axeitada equivale a atopar coordenadas apropiadas
en tanto en canto unhas determinan as outras. Isto mostra novamente a importancia
da ecuacién neste contexto de superficies fortemente proxectivamente chés.

O teorema anterior mostra que ningin elemento das catro familias parametrizan-
do os modelos tipo A con rang {p} = 2 € linearmente equivalentes a un doutra
familia. Non obstante, as equivalencias lineares dentro de cada familia estan por de-
terminar. Ainda que nalguns casos isto é doado de facer aplicando a observacién 5.6,
imos estudar familia por familia estas posibles equivalencias. Con este obxectivo, es-
tudamos o espazo de moduli asociado ao tensor de Ricci dos modelos tipo .4 con
rang {p} = 2 a partir dos invariantes lineares da definici6én 6.19.

Aimaxe 6.5.1 representa o espazo de moduli a partir da imaxe de (¢, V). A rexién
4 dereita da curva azul representa o espazo de moduli con tensor de Ricci definido
positivo; o do medio representa o indefinido, e 4 esquerda da curva en vermello, o
definido negativo. A curva vermella 4 esquerda que representa a fronteira entre o
espazo de moduli con Ricci definido negativo e indefinido é oy, mentres que a curva
azul da dereita que representa a fronteira entre o espazo con Ricci definido positivo e
indefinido € o,., onde

oo(t) i= (=48> —t 72 4 2,4t — 41 +2),
op(t) = (42 + 72 4 2,482 + 42 + 2).

P indefinido

p definido

o definido DOSitivO

negativo

Figura 6.5.1: Espazos de moduli dos modelos tipo A con det(p) # 0.
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Ainda que (1), ¥) establece unha correspondencia univoca con cada modelo salvo
equivalencia linear no interior de cada un dos tres espazos anteriores, as imaxes in-
tersécanse ao longo das curvas oy € 0.

A continuacién estudamos a equivalencia linear para as parametrizacions que
aparecen no teorema 6.21 a partir do estudo dos invariantes 1) e .

Caso 1. Equivalencia linear de M%(al, az). O noso interese céntrase en estudar a
equivalencia linear entre dous espazos M%(al, az) e M%(bl, b2). Ent6n, unha vez
mdis, o teorema 4.19 permite estudar esta equivalencia a partir da dos espazos de
solucidns asociados & ecuacidon quasi-Einstein, isto €, estudar cando existe un iso-
morfismo @ tal que ®*Q(M3?(ay,az)) = Q(M3(b1,bs)). A existencia de dito iso-
morfismo induce unha relacion de equivalencia entre os pares (a1, az) e (b1, b2) que
denotamos por (a1, ag) ~ (b1, be). Posto que

Q(M%(al’ a2)) = Span{exl ) 6302, eaml‘f'azxz}’

basta considerarmos os isomorfismos ®(x!, #2) = (L1, L), onde as L; son funciéns
lineares en ! e z? tales que

{L1,Ly,a1 Ly + ag Lo} = {a*, 2%, bz + by?}. (6.1)

Ent6n o problema redidcese a achar (b1, b2) tal que se verifique a igualdade anterior
ou, equivalentemente, (b1, b2) ~ (a1, asz). Deste xeito, o caso mais doado consiste
en tomar L; = ', Ly = 22 ¢ b; = a;. Por dar outro exemplo menos trivial, se
tomamos L; = z? e Ly = bjz! + bya?, tense que a; Ly + asLy = !, de onde
obtemos que b; = é e by = (Tl En particular, cada unha das posibilidades que
presenta a igualdade (6.1) correspondense cos elementos do grupo simétrico ou grupo
de permutacions de tres elementos, s3. En efecto, se 0y € s3 € a permutacion dada

porl — 1,2 — j,3 — k e denotamos L3 = by L1 + baLo, tense que

o103 : L1 = xl, Lo = .%‘2, L3y = alazl + CLQLEQ, (al,ag) ~ (al,ag)
oo13: Lo=2ab, L1 =22 L3=ar'+a12%, (a1,a2) ~ (az,a1).
0132 Ll = :L“l, L3 = 332, Lg = Z;ﬁl + élz, (al,ag) ~ ( é)
o301 Lz3=a', Ly=2a? I, all.'rl Zf z2, (a1,az) ~ (a—ll, Z—f)
0931 - L2 = xl, L3 = .752, Ll Zi 1‘1 + é$2, (al,ag) ~ ( é)
o312: Ly3=2a', L1 =21% Ly= ?12531 o 2, (a1,az) ~ (é, o).

Posto que ¢ e ¥ son invariantes lineares, permanecen constantes pola accién do
grupo de permutacions s3. Ainda que en xeral ss actda sen puntos fixos, existen
casos dexenerados onde a accion ten puntos fixos.
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6.5 Modelos tipo A con dim{K(M)} = 2

Se det{p} > 0 e Tr{p} < 0, entén p é definido negativo; se det{p} > 0 e
Tr{p} > 0, entén p é definido positivo, e se det{p} < 0, entén p é indefinido. As
seis rectas (representadas en negro na figura 6.5.2)

{z=0,z2=-1,y=0,y=—-1,z+y=1, z =y}

dividen as rexions nas que p € definido negativo (en maxenta), p € definido positivo
(laranxa) e p € indefinido (verde). As tres rexions (en cor) estan divididas novamente
en seis rexions delimitadas polas rectas anteriores. Cada unha destas rexiéns mais
pequenas recibe o nome de rexion fundamental, xa que se transforma en calquera
das outras cinco mediante a accién de s3. En particular, as rexidéns madis destacadas
formando un tridngulo tricolor son rexiéns fundamentais. En consecuencia, nese tri-
4dngulo atépase un representante (linear) de cada elemento da familia M3 (a1, as).

P def. pos.

Figura 6.5.2: As seis rectas.

A continuacién estudamos a equivalencia linear entre os elementos do espazo que
se representa na figura distinguindo se o tensor de Ricci é definido negativo, definido
positivo ou indefinido.
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A ecuacion quasi-Einstein afin para os modelos tipo A

1.1. O tensor de Ricci ¢ definido negativo. Consideramos a rexion fundamental do
espazo de moduli onde p € definido negativo. O tridngulo formado polas inecuaciéns
—1 < y < x < 0 proporciona unha rexién fundamental onde o tensor de Ricci
¢ definido negativo. As outras cinco rexidons fundamentais obtéfiense a partir desta
aplicando algiin elemento de s3 listado arriba. As rexions intersecan ao longo das
rectas x = y, = —1 e y = —1. O punto singular (—1, —1) é conservado por todos
os elementos de s3. Obtemos o espazo de moduli completo xa que toda conexién I'
con pr definido negativo ten por solucidns tres exponenciais distintas que son, salvo
equivalencia linear, {eml,e"”z, e“1m1+a2‘”2} con ajas # 0e 1l # ay + as. Isto non é
certo para conexiéns cuxo tensor de Ricci € definido positivo ou indefinido, xa que
existen conexions con estas caracteristicas cuxo espazo de soluciéns asociado non
estd dado por tres exponenciais distintas. Polo tanto, s6 obtemos parte do espazo de
moduli. Nas figuras 6.5.3 e 6.5.4 representamos o dominio fundamental para o caso
no que p é definido negativo, a sia imaxe por cada un dos elementos de s3 e a stia
imaxe no espazo de moduli.

(a1,a2) (a2,a1) ay"(=aq,1)

a;”'(1,-ay) a;”'(-ap,1) a,”'(1,-ay)

Figura 6.5.3: Os dominios fundamentais para p definido negativo.
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6.5 Modelos tipo A con dim{&(M)} = 2

Figura 6.5.4: Espazo de moduli para p definido negativo.

A curva da fronteira oy do espazo de moduli € a imaxe da fronteira do tridngulo
aberto. A curva (¢(¢,t), ¥(¢,t)) con —1 < t < 0 aparece en vermello e a curva
(¢(t,—1),¥(t,—1)) con —1 < t < 0, en azul. Estas curvas permanecen invariantes
pola accién dun subgrupo Zo de s3. O segmento restante da fronteira do tridngulo
dado por (0,t) con 0 < t < —1 non ten significado xeométrico.

1.2. O tensor de Ricci é indefinido. As inecuacions
O<y<zxz e z+y>1

proporcionan un dominio fundamental para o Ricci indefinido. Como avanzabamos
na andlise do caso definido negativo, hai porciéns do espazo de moduli onde o tensor
de Ricci € indefinido que non estdn presentes nesta rexion fundamental. A rexién
esténdese infinitamente cara arriba e 4 dereita, polo que non ten madis fronteiras que
as seccidns das rectas

y:07 r=1Y, € $+y:1

correspondentes. Nas figuras 6.5.5 e 6.5.6, mostramos este dominio fundamental xun-
to coa sta imaxe pola accion dos elementos de s3 e o seu espazo de moduli, respec-
tivamente.
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(a4,a) (az,a1) a,"'(-ay,1)

a;"'(1,-ay) a1'1(—a2,1) a;"'(1,-a1)

Figura 6.5.5: Os dominios fundamentais para Ricci indefinido.

(I

Figura 6.5.6: O espazo de moduli para p indefinido.
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6.5 Modelos tipo A con dim{&(M)} = 2

A curva ideal (¢,07) con t € (0,1) que aparece en azul vai sobre a recta ex-
cepcional (7,10) — ¢(1,4) con t > 0. Esta non é a imaxe do espazo de moduli, xa
que a recta excepcional aparece na andlise das estruturas cuxo espazo de solucidns
asociado, Q, contén un polinomio, como veremos un pouco mdis adiante. A curva
(2t,—1) con t € (0,1) que aparece en vermello vai sobre a parte da curva o, que
estd por debaixo da recta ¥ = 10.

1.3. O tensor de Ricci € definido positivo. A rexion fundamental que consideramos é
o tridngulo de vértices {(0,0), (1,0), (3, 5)}. O segmento da fronteira (¢,t) con 0 <
t < % pertence 4 rexién fundamental, mais os segmentos da fronteira correspondentes
a(t,0)con0 < ¢t < le(t,1—t)conj < ¢ < 1non pertencen a esta rexién
fundamental. De novo hai porciéns do espazo de moduli no que o tensor de Ricci é
definido positivo que non estdn presentes nesta rexiéon fundamental e que apecen na
andlise dos casos 2 e 3. O espazo de moduli con p definido positivo queda 4 dereita
da curva o,. De novo aparece a recta excepcional (7,10) + ¢(1,4) con t > 0 que
fica 4 dereita de o, e é tanxente a esta curva no punto (7,10). As estruturas afins
asociadas a tres exponenciais reais con p definido positivo quedan 4 dereita da curva
o, € 4 esquerda da recta excepcional.

(aq,a2) (az,aq) a, '(-ay,1)

Q

(1,-az) a;"'(-ap,1) a,”'(1,~ay)

Figura 6.5.7: Os dominios fundamentais para p definido positivo.

135



A ecuacion quasi-Einstein afin para os modelos tipo A

Figura 6.5.8: O espazo de moduli para p definido positivo.

Nos debuxos das figuras 6.5.7 e 6.5.8, o, aparece en vermello e representa a
imaxe da curva (¢,t) con 0 < ¢t < % A recta excepcional aparece en azul e representa
o segmento (¢,0) con 0 < ¢ < 1 que non pertence a esta parte do espazo de moduli,
sen6n que se obtén cando Q € un polinomio. Isto serd tratado posteriormente. O
tltimo dos segmentos da fronteira corresponde a ((1+t)/2, (1—t)/2) con0 < ¢t < 1.
Este vai sobre a recta a; + ag = 1 e non ten significado xeométrico.

Caso 2. Equivalencia linear de M3 (b;,bs). Sexa I' = T3(by,be) con by # le
(b1,b2) # (0,0). Tense que by > 1 corresponde con p definido positivo, mentres que
by < 1 corresponde con p indefinido. Ademais, (b1,b2) e (l~71, 52) son linearmente
equivalentes se e s6 se by = 51 e by = 152. Os dous dominios fundamentais e as
imaxes no espazo de moduli méstrase na figura 6.5.9.

b1>1 e b;

v
o

bi<1 e by20

Figura 6.5.9: Dominios das exponenciais complexas.
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6.5 Modelos tipo A con dim{&(M)} = 2

Figura 6.5.10: Espazo de moduli das exponenciais complexas.

Caso 3. Equivalencia linear de M2(c) e M3(%). Tense que I' = T'3(a) con a # 0
oul =T%(+).Se T =T'%(a) con a > 0, entén p € definido positivo e (1, ¥)(I'3) =
(7,10)+1(1,4). SeT = I'}(+) entén p definido positivoe (¢, ¥)(I'3(+)) = (7, 10).
Estas ddas estruturas dan lugar 4 curva (7,10) 4+ ¢(1,4) con ¢ > 0 que aparece en
vermello na figura 6.5.11. Por outra banda, se @ < 0, entén p é definido negativo.
Esta estrutura xunto con I'3(—) dan lugar & curva (7, 10) —¢(1,4) con t > 0 marcada
en azul no espazo de moduli da figura 6.5.11. Estas duas curvas dividen a porcién
do o espazo de moduli onde O contén tres exponenciais reais (caso 1) da porcién do
espazo de moduli onde Q contén exponenciais complexas (caso 2).

Figura 6.5.11: Espazo de moduli con Q contendo algtin polinomio.
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A ecuacion quasi-Einstein afin para os modelos tipo A

Observacion 6.23. A discusién anterior aclara cal € a equivalencia linear para os mo-
delos tipo A con Ricci de rango dous da definicién 6.1. Ademais, o teorema 4.17
mostra que para calquera deses modelos dim E(u, M) = 0 con u ¢ {—1,0} e
E(0, M) = {0}. Asi, os espazos Q(,M) calculados ao principio desta seccién aso-
ciados 4s Mf (+) resolven o estudo do espazo de solucins para os modelos tipo A
con Ricci de rango dous, salvo equivalencia linear.
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Capitulo 7
A ecuacion quasi-Einstein afin para
os modelos tipo B

Este capitulo dedicase principalmente a ddas cuestions. A primeira pretende estender
a clasificacion linear de modelos tipo B efectuada en [14, teorema 3.11] a mode-
los chds. A segunda consiste en estudar os espazos de soluciéns da ecuacién quasi-
Einstein afin sobre os modelos que recolle esta clasificacion estendida. Para facer
isto, apoidmonos de novo no traballo de Brozos-Vazquez et al. [14].

O contido deste capitulo baséase en gran medida nas investigacions realizadas
en [62].

7.1 Introducion

Unbha superficie tipo B esta caracterizada pola existencia de dous campos de vectores
afin Killing X e Y tales que [X, Y] = Y. Como consecuencia o espazo de campos de
vectores afin Killing sobre estas superficies pode ter dimensions 2, 3, 4 ¢ 6. Se M é
un modelo tipo B, tense que dim £(M) = 4 se e s6 se M é tamén tipo A e non cha.
O caso no que dim £(M) = 3 estd caracterizado pola existencia dun terceiro campo
de vectores afin Killing que se pode determinar, salvo equivalencia linear. Ademais,
unha superficie afin é chd se e s6 se dim R(M) = 6. Os detalles de todo o anterior
poden atoparse en [14], onde se realiza unha clasificacion linear dos modelos tipo B
con dim R(M) = 3 e dim R(M) = 4 (ver [14, teorema 3.11]). Porén, ainda que
neste traballo aparecen resultados relativos a modelos con dim £(M) = 2, o estudo
da clasificacién linear non foi resolto para estes modelos. O problema da clasificacién
linear para modelos con dim £(M) = 2 antdllase dificil de abordar. En particular,
posto que os modelos tipo 5, a diferenza dos tipo .4, non son a priori fortemente
proxectivamente chans, a ecuacién quasi-Einstein afin, que resulta tremendamente
util na clasificacion linear para os modelos tipo .4, non permite realizar esta tarefa.
En oposicién a isto, o caso chan, que foi deixado féra da clasificacion de [14], si
pode realizarse empregando este método, xa que toda superficie afin chd € fortemente
proxectivamente chd, podendo asi aplicar o teorema 4.19. Por este motivo, o noso
primeiro obxectivo € realizar a clasificacion dos modelos tipo 3 chans.
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A ecuacion quasi-Einstein afin para os modelos tipo B

Na segunda parte do capitulo estudamos a ecuacién quasi-Einstein afin sobre
os modelos tipo B que obtemos da clasificacién linear de Brozos-Vazquez et al.
xunto cos modelos chans que se obtefien na primeira parte deste capitulo. Organi-
zamos a informacién distinguindo entre os posibles valores de u e a dimensién do
espazo de campos de vectores afin Killing. O obxectivo é proporcionarmos bases
explicitas do espazo de soluciéns para estes modelos. Para isto teremos en conta a
informacion recollida nos teoremas da seccidén 5.3 do capitulo 5. Os modelos chans
estidanse na seccion 7.2, obténdose unha clasificacién linear destes modelos a partir
da ecuacion quasi-Einstein afin. Na seccién 7.3 estudamos os modelos tipo B con
dim{R(M)} = 4 e na seccién 7.4, aqueles con dim{K(M)} = 3. Finalmente, na
seccién 7.5 realizamos a andlise dos modelos con dim{R(M)} = 2.

A seguinte definicion recolle todas as posibles parametrizaciéns dos modelos ti-
po B con dim 8(M) € {3,4,6}, salvo equivalencia linear.

Definicién 7.1. Definimos os seguintes modelos tipo B distinguindo pola dimension
do espazo de vectores afin Killing asociado:

Modelos j\/;-G(-):
N§ = N(0,0,0,0,0,0);
NP(+) :== N(1,0,0,0,+1,0);

N3 (e) :== N(c—1,0,0,c,0,0) con c # 0;
NS == N(-2,1,0,-1,0,0);

NP == N(0,1,0,0,0,0);

N§ = N(~1,0,0,0,0,0);

Ng(e) :== N(e,0,0,0,0,0) con ¢ # 0, —1.
Modelos NV (-):
N (k) := N (2k,1,0,k,0,0) con k ¢ {0,—1};
N3 (k,0) := N (2 + 6 —1,0,0, ,0,0) con k ¢ {0, —0} e 6 # 0;
Ny (k) == N(2k —1,0,0,k,0,0) con x % 0.
Modelos N3 (-):
NPEE) = N(-,0,0.- 5, 74.0):
N3(c) :==N(-3,0,1,-1,¢,2);
N3 == N(-1,0,0,—1,—1,0);
N3 = N(~1,0,0,—1,1,0).
Observacion 7.2. A notacién da definicidn anterior escolleuse para realizar unha dis-

tincidn clara entre familias non linearmente equivalentes e para identificar a dimen-
sién do espazo de campos de vectores afin Killing asociado a cada parametrizacion.
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Asi, dim{ﬁ(./\/;j (1))} = j e dias parametrizaciéns ./\/'ij (-) e N(+) son sempre linear-
mente inequivalentes se (7, j) # (k,1).

O seguinte teorema afirma que, salvo equivalencia linear, os Unicos modelos ti-
po B con dim K(M) € {3,4,6} son os dados na definicién 7.1. As afirmacions 1, 2
e 3 foron obtidas por Brozos-Vazquez et al. en [14]. A afirmacién 4 € consecuencia
do teorema 7.4, que se enuncia e proba na seguinte seccién deste capitulo.

Teorema 7.3. Sexa N un modelo tipo B en R™ x R.

1. dim{&(N\)} € {2,3,4,6).

2. dim{&(N)} = 3 se e 56 se N é linearmente equivalente a N3 (-) para algiin i.
3. As seguintes afirmacions son equivalentes:

(@) dim{&N\)} = 4.
(b) N é linearmente equivalente a N\(-) para algiin i.

(¢c) N étamén tipo A.
4. As seguintes afirmacions son equivalentes.

(a) dim{&(\)} = 6.
(b) N é linearmente equivalente a N(-) para algiin i.

(c) N écha.

7.2 Modelos tipo B chans

Nesta seccion estudamos os modelos tipo B chans, isto é, aqueles con p = 0. Cabe
destacar que ao contrario do que pasaba cos modelos tipo .4, existen modelos tipo B
que non son fortemente proxectivamente chans en xeral, polo que o emprego do teo-
rema 4.19 para determinar as parametrizacions deste tipo de estruturas non € factible.
Ademais, existen modelos tipo B que non son chans pero cuxo tensor de Ricci s6 ten
parte anti-simétrica, é dicir, ps = 0 con p = p, # 0 (ver teorema 7.9). Non obstante,
posto que os modelos chans si son fortemente proxectivamente chans, seguimos a ter
unha relacién biunivoca entre conexion e soluciéns da ecuacidn quasi-Einstein afin
con p = —1 através do teorema 4.19. Por este motivo, na primeira parte desta seccién
realizamos a clasificacién dos modelos tipo 55 chans. Ademais, analogamente a como
fixemos no caso dos modelos tipo A chans, proporcionamos duias probas diferentes:
unha calculistica e mdis directa, e outra empregando a ecuacion quasi-Einstein afin.
Recuperando a notacién introducida no apartado 1.1.2 identificamos cada cone-
xién cos simbolos de Christoffel asociados. En particular, coas coordenadas usuais
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A ecuacion quasi-Einstein afin para os modelos tipo B

de R x R*, cada conexién dun modelo tipo B é da forma T’ = (z!)~*(a, b, ¢, d, e, f)
con a,b,c,d, e, f € R. Denotamos por N (a,b,c,d, e, f) a correspondente estrutu-
ra afin en R2. Utilizamos tamén a notacién introducida na subseccién 5.1.1, dando
os simbolos de Christoffel dun modelo tipo B na forma I';;* = (21)71C;;* con
Cijk € R.

7.2.1 A clasificacion linear dos modelos tipo 5 chans

No que segue recollemos todas as parametrizaciéns da definicién 7.1 con p = 0 ou
equivalentemente, con dim 8(M) = 6. Ademais, indicamos cal € o seu espazo de
soluciéns para a ecuacion quasi-Einstein afin con ;¢ = —1. Omitimos os detalles da
sta obtencion xa que se reducen a facer contas en coordenadas (ver observacién 6.4).

Parametrizacions dos modelos tipo 5 con dim (M) = 6

1. N§ := N(0,0,0,0,0,0), QNS) = span{l, !, 2%}.

2. N§(£) :=N(1,0,0,0,£1,0), QNP (%)) = span{l, 22, ()% + (2?)?}.

3. N§(c) := N(e—1,0,0,¢,0,0) con c # 0, Q(NS(e)) = span{1, ()¢, (z1)a?}.

4. N§ == N(~2,1,0,-1,0,0), Q(N¥) = span{1, I, & + log(z)}.
5. NJ :=N(0,1,0,0,0,0), QN?) = span{1, z!, 2% + 2! log(z*)}.
6. N :=N(-1,0,0,0,0,0), QN?) = span{1,log(x!), z?}.

7. N§(c) := N(e,0,0,0,0,0) con ¢ # 0, —1, QN¢(c)) = span{1, (z1)1*¢ 22}

O seguinte resultado constitiie unha clasificacioén linear dos modelos tipo B chans.
A diferenza do caso dos modelos tipo .A chans para os que existian, salvo equivalen-
cia linear, exactamente seis posibilidades, para os tipo B chans existen familias pa-
ramétricas infinitas cuxos elementos non son linearmente equivalentes entre si. Igual
que fixemos para os modelos tipo A chans, proporcionamos ddas probas. A primei-
ra puramente calculistica estudando a casuistica e a segunda baseada no estudo da
ecuacion quasi-Einstein afin con p = —1.

Teorema 7.4. Sexa M un modelo tipo B con p = 0. Entén M é linearmente equi-
valente a algunha N (-). Ademais,

1. N5(-) non é linearmente equivalente a j\/}ﬁ(-) sei % j.

2. N{(+) non é linearmente equivalente a NY(—).
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3. N3 (c) non é linearmente equivalente a N (¢) para c # ¢.

4. N$(c) non é linearmente equivalente a N3 (¢) para c # ¢.

Primeira proba do teorema 7.4. Sexa M un modelo tipo B dado pola conexién
I' = (z')"Y(a,b,c,d, e, f) nas coordenadas usuais en RT x R. O tensor de Ricci
asociado 4 conexidn I é da forma

([ dla—d+1)+b(f —c¢) —be+cd+ f
p—( c(d—1) —be e(a—d—l)—c2—|—cf>'

A continuacién probamos que se p = 0, entén M € linearmente equivalente a algunha
das NP(-). Para isto, comezamos tomando f = be — cd e distinguimos dous casos:
e = 0ee # 0. Comecemos supoiiendo que e = 0. Entén ¢ = 0 e obtemos duas
posibilidades:

e Sed=0,ent6n T = (z!)7%(a,b,0,0,0,0). Cona = 0 e b # 0 obtemos N; con
a =b =0 obtemos MY, e con a # 0 obtemos N (a) e N'¥.

e Sed # 0,entén d = a+ 1 # 0. Distinguimos de novo dous casos. Se d = —1, con
b = 0 obtemos N$ e con b # 0 obtemos N$(—1). Se d # —1 obtemos N (d).
Por outra banda, se e % 0 tense que b = QO e O,entond = 0ea = 1.

&
Reescalando 22 obtemos N (). Finalmente, se ¢ # 0, obtemos novamente NP (+).

Isto proba que M ¢é linearmente equivalente a algunha das N7 (-).

Para probar as equivalencias dadas polas afirmaciéns 1-4 basta considerar as ba-
ses de soluciéns dadas ao principio da presente subseccion 7.1 e empregar a observa-
cién 5.6. O

Segunda proba do teorema 7.4. A observacién 5.6 mostra que € suficiente dar
unha clasificacién de bases do espazo de soluciéns da ecuacién quasi-Einstein afin
para determinar a conexién dunha superficie fortemente proxectivamente cha. Sexa
Q = Q(N) o espazo de soluciéns asociado a un modelo tipo B chan N en Rt x R.
Traballamos médulo a accién do grupo (21, 22) — (2!, az! + bx?) con b # 0. Sexa
® = (¢!, $?) un difeomorfismo afin local de N a N$. Tense que

Q= (I)*span{]l,a:l,xQ} = span{1, o' ¢2}-

Posto que ® ¢ un difeomorfismo local, 9,1 Q # {0} e 0,2Q # {0}. Sexan X :=
210,10 +2%0,2 e Y := 0,2 campos de vectores afin Killing. No sucesivo imos analizar
a accion da alxebra de Lie xerada por estes dous campos de vectores, para o cal
complexificamos Q definindo Q¢ := Q®rC. Os elementos de Q obtéfiense tomando
as partes real e imaxinaria das solucions complexas. Descompofiemos Q¢ = @O
como suma directa dos autoespazos xeneralizados asociados a X onde

Qv :={feQc: (X -N3f=0}.
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Posto que [ X, 0,2] = —0,2 tense que
83:2 O\ C Or_1.

Fixamos A e tomamos f € Q) tal que 0,2 f # 0. Isto mostra que Qy_1 # 0. Enton,
dim{Q,} < 2 para todo y. Polo tanto,

Qu={f€Qc: (X —p?f=0}.

Posto que dim{Q} = 3, tense que os espazos Qy, Qr_1, Qr—2, Qr—3 non poden
ser todos non-triviais. En particular, (0,2)3f = 0 para todo f € Q. Isto mostra
que calquera elemento de Q é un polinomio de grao ao sumo dous en z2 cuxos
coeficientes son funciéns en zt. Se (X — \)f = 0, entén f é suma de elementos da
forma (')A (22)* con k < 2. Se (X — \)2f = 0, entén f é suma de elementos
da forma (1) % (22)k e (1) *(2?)* log(z!) con k < 2. Posto que dim{Q,} <
2, os anteriores son os Unicos casos a considerar de acordo coas posibilidades da
descomposicién de Jordan. En principio, o parametro A poderia ser complexo. A nosa
andlise a seguir mostra que este suposto non se dd. En base ao anterior, consideramos
0s seguintes casos:

Caso 1. Supofiamos primeiro que existe f € Q de grao cando menos dous en 2. Sexa
f € Q) tal que 8§2x2f # 0. Enton {f, 0,2 f, 8§2$2f} ¢ unha base de Q. Isto mostra
que 8§2w2f = ¢, polo que A\ = 2. Posto que f € O, tenseque 0,2 f € Q1 e 1 € Qy.
Asi, dim{Q,} < 1 para todo v, polo que non poden aparecer termos logaritmicos.
Entén f = (22)? + ax'z? + b(x')%. Facendo o cambio 22 — z% + Laz’ podemos
supoiier que a = 0. Entén Q = span{ f, 222, 1} e posto que 9,1{Q} # 0, tense que
b # 0. Reescalando x? e normalizando f de forma que f = (22)2 & (2!)2, obtemos

NP (£).

No sucesivo, supofiemos que todo elemento de Q é ao sumo linear en 2%. Pos-
to que 0,2{Q} # {0}, sempre podemos tomar A\ de forma que f = ag(z!)x? +
ai(z') € Q) con ag(z!) # 0. Tendo en conta esta consideracién, analizamos as
seguintes posibilidades.

Caso 2. Supoiiamos que A ¢ {0,1}. Entén Q), Q,_1 e Qp son espazos distintos e
non-triviais. Polo tanto todos eles son de dimensién un e Q = Q) ® Oyr_1 D Qo.
Se A fose complexo, entén Q5 € non-trivial e non estd contidoen Q) © Qx_1 @ Qo,
mais isto € imposible e polo tanto, tal caso non se pode dar. Asumamos pois que A
é real. Posto que dim{Q,} = 1, non pode haber soluciéns onde aparezan termos

logaritmicos, polo que f = (z')* 122 + (z')*c. O cambio linear que leva x2 en

22 —ca' permite asumir que f = (') 'z easi Q = span{1, (z')*1, () 122}

con A # 0, 1. Isto dd lugar a NY(c) conc = A — 1 ¢ {—1,0}.
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Caso 3. Supofiamos que A = 0 de forma que f = ag(z')z? + a1 (2') € Q. Tense
que ap(x!) = 9,2f € Q-1 e 1 € Qp. Necesariamente dim Q_; = 1 polo que
reescalando, podemos asumir que ag(z!) = (z})"leasi f = i—i + elog(x!). Se
e = 0, obtemos N9 (—1), e se € # 0, un reescalado apropiado d4 lugar a /\/}f.

Caso 4. Supofiamos que A = 1, polo que f = ag(z!)z? + a1(2') € Q1. Podemos
expresar f na forma

f=2*+2*alog(z?) + Bz + vzl log(x').

Supofiamos que a # 0, entén X ten unha forma de Jordan non-trivial en Q7 polo
que dim{Q1} > 2. Ademais, 0,2 f = alog(x!) € Qq. Posto que 1 € Qy, tense que
dim{Qy} > 2, pero isto non pode ser. Entén o = 0. Considerando o cambio linear
que leva 22 en 22 + Sz!, podemos asumir que B = 0 e asf, f = 2% + ya!log(a!).
Se v # 0, basta aplicar (X — 1) para ver que 2! € Q;. Reescalando apropiadamente
obtemos N. Se pola contra y = 0, tense que 22 € Q. Se dim{Q;} = 2, obtemos
N. Se dim{Qp} = 2, tense que log(z') € Qg e obtemos V. Noutro caso obtemos
Ng(e) con ¢ # 0, —1, completando a clasificacién linear dos modelos tipo 3 chans.

As equivalencias dadas polas afirmacions 1-4 prébanse agora do mesmo xeito
que se fixo na primeira proba do teorema. O

Concluimos esta seccion lembrando que para unha superficie chd, as solucidns
para a ecuacién quasi-Einstein afin son as mesmas independentemente do valor de
w escollido. Daquela, os espazos de solucidns para a ecuacién quasi-Einstein afin
con i € R para as parametrizacions do teorema anterior quedan determinados polos
dados ao principio desta subseccion para u = —1.

7.3 Modelos tipo B con dim{R(M)} =4

En [15] méstrase que un modelo tipo B ten dim{R(M)} = 4 se e s6 se é tamén ti-
po A. Ademais, o anterior tamén € equivalente a que Iio! =0,T99 =0eTy?% =0,
salvo equivalencia linear. Os modelos tipo .A con dim{R&(M)} = 4 foron estudamos
na seccién 6.4, provendo solucidns particulares para cada parametrizacién médulo
equivalencia linear. Non obstante, posto que o noso obxectivo é proporcionar re-
presentantes do espazo de solucidns explicitamente, imos repetir o proceso para as
parametrizaciéns dos modelos tipo B dadas na definicién 7.1 con dim{RK(M)} = 4.

No que segue consideramos todas as parametrizacions da definiciéon 7.1 con
dim R(M) = 4. Ademais, indicamos cal € o seu espazo de solucidns para a ecuacion
quasi-Einstein afin con 4 = —1 e o tensor de Ricci asociado. Omitimos os detalles da
sda obtencién xa que se reducen a facer contas en coordenadas (ver observacién 6.4).
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Parametrizacions dos modelos tipo 53 con dim K(M) = 4

1. Ni(k) := N(2k,1,0,k,0,0) con k ¢ {0, —1},
QN (w)) = span{(a')", (z1)"+1, (a1)*(a? + 2! log z')},
p=(z")?k(1 + k)dz! @ da'.

2. NH(k,0) :== N (26 +6 —1,0,0, %,0,0) con x ¢ {0, -0} e § # 0,
QN (k,0)) = span{(z")", (z")"2?, («1)" 9},
p = (z')2K(0 + r)dz' @ dax'.

3. N§(k) == N(2k — 1,0,0,,0,0) con x # 0,
QN3 (%)) = span{(z')", (z!)"z?, (z")" log 2},
p = (x")2k2%d2! @ dx'.

O seguinte resultado mostra cales son os espazos de solucidns para as anteriores
parametrizacions.

Teorema 7.5. Sexa M un modelo tipo B con dim{R(M)} = 4. Enton, satisfaise
algunha das seguintes posibilidades

1. M é linearmente equivalente a Mi(k), e
E(—1,D) = span(z")*{1, 2!, 22 + 2! log x'}. Ademais
(a) Se T + p11(1 4+ p) # 0, enton E(u, D) = span{(z')*+, (z')*=}, onde
Ozi:%+I{:|: %+;311(1+,u).
(b) Se % +p11(14+p) =0, enton p = —i(l + 4,511)ﬁ1171 e
E(p, D) = span(z!)*T2{1,log z1}.

2. M é linearmente equivalente M3(k,0) e E(—1, D) = span(z!)*{1, 22, (2!)°}.
Ademais

(a) Se (2k + 0)% + 4up1y # 0, entén E(u,

D) = span{(a1)*+, (21)*- }, onde
a4 = = (2/1+0:|: \/ 2k + 0)? —|—4Mp11)

(b) Se (2k + 0)2 + 4pp11 # 0, enton j = —%(2% + 60251 e
B, D) = span(z!)"*2* {1 log'}.

3. M é linearmente equivalente a M3(x) e E(—1, D) = span(z!)*{1, 2* log z'}
1

Ademais E(pi, D) = span{(z!)*+, (x1)*-}, on de ar =Kk +/pr1(1+ p).
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Proba. O feito de que M sexa linearmente equivalente a un dos Z* foi probado
en [15]. Un célculo directo en coordenadas mostra que as funciéns do enunciado sa-
tisf4n a ecuacion quasi-Einstein afin (4.2) co valor de p indicado. Ademais, € claro
que as funcions que aparecen en cada base son linearmente independentes para os va-
lores que se indica. O teorema 7.3 mostra que M é tipo .A. Entén polo teorema 4.17,
tense que dim{F(—1,D)} = 3 e que dim{F(u, D)} < 2 con pu # —1 por ser
p # 0. Polo tanto, é claro que as funcidns de cada un dos enunciados forman unha
base. O

7.4 Modelos tipo 5B con dim{&(M)} =3

Unha superficie semi-riemanniana € de curvatura constante distinta de cero se e s
se o seu grupo de isometrias é 3-dimensional. Entén dim{&(M)} = 3. Se a su-
perficie ten curvatura seccional constante positiva, entén é tipo C. Este suposto foi
estudado na seccién 5.4. Se pola contra a superficie ten curvatura seccional constante
negativa, resultados de [14] mostran entén que € afinmente equivalente a un modelo
tipo B. Ademais, existen modelos tipo 55 con dim{&(M)} = 3 que non son afinmen-
te equivalentes a unha superficie semi-riemanniana con curvatura seccional constante
negativa. Nesta seccion completamos o estudo do espazo de solucidns da ecuacién
quasi-Einstein afin para estes modelos tipo B con dim{&(M)} = 3.

No que segue consideramos todas as parametrizacions da definicién 7.1 con
dim R(M) = 3. Ademais, indicamos cal € o seu espazo de solucions para a ecuacién
quasi-Einstein afin con ;4 = —1 e o tensor de Ricci asociado. Omitimos os detalles da
sta obtencion xa que se reducen a facer contas en coordenadas (ver observacién 6.4).

Parametrizaciéns dos modelos tipo B con dim (M) = 3
L NP (£) =N (-2,0,0,—3,F3,0),
QNP (%)) = {0}, p = £(2!) ?da?® ® da?.
2. NQB(C) = N(_%7 07 17 _%707 2),
QN3 (c)) = {0}, p = (1) 2(3dat A da® + (1 — 2¢)dx? ® da?).
3. N3 =N (-1,0,0,-1,-1,0),
Q(N3) = span{Jl, 27, =0,
4. N} == N(~1,0,0,-1,1,0), p = (z})"2(dz? @ d2? — dz' @ dx').
Q(Néf’) - Span{%? %?7 M}, p = _(x1)72(dxi X d.’I}l)

s
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Observacion 7.6. A conexion de ./\/'?f’ ¢ precisamente a conexién de Levi-Civita da
métrica lorentziana (z')~2{(dx')? — (dx?)?}, polo que N3 é o plano hiperbélico
lorentziano. A conexién de A é precisamente a conexién de Levi-Civita da métrica
{(21)72{(dx')? + (dx?)?}, polo que N} é o plano hiperbélico.

O seguinte ¢é resultado de [15] proporciona, salvo equivalencia linear, todos os
modelos tipo B con dim {&(M)} = 3.

Teorema 7.7. Sexa M un modelo tipo B con dim {&(M)} = 3. Entén M é linear-
mente isomorfo a algin N7 (+), a algiin N3 (-), a N3 ou a N}.

O seguinte resultado mostra cales son os espazos de solucidns para as /\/;3() A
proba reduicese a unha comprobacién en coordenadas.

Teorema 7.8. Sexa M = (Rt x R, D) un modelo tipo B con dim {&(M)} = 3,
enton E(u, D) = {0} excepto nos seguintes casos modulo equivalencia linear:

1. E(0,D) =span{1}.
2. MéN3, p=—-1e E(—1,D) = (z') 'span {1,272, (2?)? + (z')?}.
3. MéN}, p=—-1eE(—1,D) = (z') 'span {1,272, (22)? — (z')?}.

4. MENP(E), p=—Le B(=1,D) = (z")2span{1, 22} .

7.5 Modelos tipo B con dim{&(M)} = 2

Como se dixo na introducién do capitulo, o problema de dar unha clasificacién line-
ar detallada para modelos tipo B con dim{&(M)} = 2 semella dificil de resolver.
Posto que nas seccions precedentes tratamos o resto de posibilidades, salvo equiva-
lencia linear, o que faremos nesta seccion é estudar a ecuacién quasi-Einstein afin
sobre os modelos tipo 5 que non sexan linearmente equivalentes aos xa estudados
anteriormente (ou cando menos, distinguindo cando o son).

A continuacién estudamos ddas familias de modelos tipo 5 con dim{&(M)} = 2
que xorden ao estudar modelos tipo 53 con p = p,. Se M é un modelo tipo A, tense
que dim{R(M)} = 2 é equivalente a rang {p} = 2 (ver [15]). Ademais, o tensor
de Ricci dun modelo tipo A sempre é simétrico, polo tanto determina unha métrica
en M. Esta métrica pode ter sinaturas (2,0), (1,1) ou (0, 2), que son precisamente
0s casos que consideramos na seccioén 6.5. A situacién para os modelos tipo B é
moi diferente partindo simplemente de que o tensor de Ricci non € necesariamente
simétrico. Desta forma, a caracterizacidn asociada ao rango deste tensor tamén deixa
de ser certa para os modelos tipo B. O teorema 7.17 mostra que a parte simétrica do
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tensor de Ricci pode ter rango un ou dous para estes modelos, mais tamén pode ser
cero; isto €, existen modelos tipo B con tensor de Ricci anti-simétrico. Os seguintes
modelos tipo B cumpren que p = p, # 0.

Q.: Cii'=0, Cii’=c, Cia' =1, C122 =0, Cn' =0, C> =1, ceR.
P()i@ t Ot =1F, 01 =¢, Ot =0, Ci2® = F2, Op' = %1, Cx? = £2¢,

conc > 0.

O seguinte teorema de [15] mostra que estes son, salvo equivalencia linear, os
unicos modelos tipo B cumprindo a propiedade anterior e que todos eles, salvo
73;3/\[, cumpren que dim{®(M)} = 2. Ademais, posto que ps = 0, a ecua-

cion quasi-Einstein afin (4.2) reddcese 4 ecuacion de Yamabe Hesy = 0, polo que
E(u. D) = E(0, D).

Teorema 7.9. Sexa M un modelo tipo B con ps = 0. Enton M é linearmente iso-
morfo a algiin Q. ou a algiin Pojfc. Ademais, tense que

1
1. dim{&(P, 3/\[)} 3e 730 /2 é linearmente isomorfo a Ny .

2. dim{R(Q.)} =2e dim{ﬁ(Povc)} = 2, salvo no caso da afirmacion anterior.
3. E(u, D)= E(0,D) = span{1}.

A continuacién introducimos un resultado auxiliar que nos vai permitir anali-
zar as posibilidades restantes para os espazos de soluciéns en modelos tipo B con
dim{&(M)} = 2. Por simplicidade, no sucesivo empregaremos a notacién I';;* =
(l‘l)_lcijk para dar a conexién I' = (:El)_l(clll, 0112, 0121, 0122, 0221, 0222)
dun modelo tipo B a partir das constantes Cijk.

Teorema 7.10. Sexa M un modelo tipo B non chan e sexa f € E(u, D). Se ¢; e ¢;;
denotan constantes arbitrarias, enton cumprese o seguinte

(1) Ddse algunha das seguintes posibilidades:

@) Se f(z!,2%) = (2V)*{(z?)? + 2cip2'2? + c11(2")?}. Enton p = —1 e
E(-1,D) = span{f, (z!)*{z? + c1az'}, (2)*}.
(b) Se f(x!,2?) = (21)*{x? + c12'}. Distinguimos
1 E(p, D) = spandf, (@)}
E(—1,D) = span{f, (z)*, ()%} con B # ae B # a + 1.
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(c) Se f(zt,2?) = (21)® {x + c1log(zh)zt} con ey # 0. Enton p = —1 e
E(-1,D) = span{f, (z1)*, (")} .
(d) Sexa f(x',22?) = f(z'). Temos as seguintes posibilidades:

b,
i. E(p, D) = span{(z')*}.
i, By, D) = span{(«))*, («)
i, 1= —1 e B(1, D) = span{(z")", (') log(z"), (z1)°} con o # f.
iv. E(u, D) = span{(x')®, (')} con a # B.
v. p = —1e E(u, D) = span{(z")®, (1), (x')7} con «, B, distintos
entre Si.

“log(z")}.

(2) As constantes c; e c;;j son todas reais na afirmacion (1). Na afirmacion (1.d-iv),
se a é complexo, enton = a. Na afirmacion (1.d-v), se o é complexo, entén
podemos asumir que 3 = & e ~y real. Nos casos restantes da afirmacion (1), « e
B son reais.

(3) Se (x)1, (212 € E(u, D) con ay # aw, enton

C 1 = 0 0221 = 0, 0222/L = 0,
o? —a;(14+C1Y) = (Cr22 4+ C1'C12% = (C12®)*)p = 0.

Observacion 7.11. Existen exemplos de todas as posibilidades da afirmacion (1) do
teorema 7.10. A afirmacion (1.a) materializase nos teoremas 7.8 e 7.14. A afirma-
cion (1.b) € ilustrada polos teoremas 7.8 e 7.17-(1). As posibilidades das afirma-
ciéns (1.c) e (1.d) aparecen no teorema 7.5.

A afirmacidn (3) materializase no teorema 7.5, onde se presentan modelos tipo B
que son tamén tipo A. Supofiamos que E(u, D) = span{(z')®, (z')?} con o #
5. Entén ou ben o e 8 son reais ou ben 5 = &. No segundo caso, as solucions
reais obtéfiense tomando as partes reais e imaxinarias de (z!)®. A afirmacién (3)
tamén aparece ilustrada polo teorema 7.12-(4) onde E(0, D) = span{1, (z!)¢11' +1}
(] 0222 7& 0.

Proba. Sexa X = x'0,1 + 20,2 ¢ Y := 0,2. Posto que X e Y son campos
afin Killing, X - E(u,D) C E(u,D) e Y - E(u,D) C E(u,D). Polo teore-
ma 4.2, dim{E(u, D)} < 3. Dado que M non é chan o teorema 4.17 mostra que
dim{E(u, D)} = 3seesése u = —1 e M é fortemente proxectivamente chan.
Sexa f € E(u, D). Polo teorema 5.16 podemos asumir que

f= anm 2%) log(z')7 .

O(Z,j
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Escollemos iy maximal de forma que existe ¢, i, j(f) # O para algin « e algin j.
Entén f = Y7, fi(z")(2?)" e fiy(x') # 0. Tense que

Xf=3" cauil@)(@®){(a+1i)log(x) + jlog(z') "1} € E(n, D),

a’l7j

Yf= Z icaj(x)*(x?) " log(x') € E(u, D).

a71/7]

(7.1)

A afirmacidn (1) establécese a partir do estudo da seguinte casuistica.

Caso L. Supofiamos que 79 > 2. Pola ecuacién (7.1), {f,Y f,...,Yif} soni + 1
elementos linearmente independentes de E(u, D). Posto que dim{FE(u, D)} < 3,
io =2e
E(u, D) = span{f = fa(z")(2?)* + fi(z')a? + fo(z1),
Yf=2f(a")a® + fi(z), Y2f =2fo(z")}.

Posto que X f = (X +2) fa(z!))(2?)* + (X + 1) fi(z'))z? + X fo(z') é combi-
nacién linear de {f, Y f, Y2 f}, entén (X + 2) f> é un miiltiplo de f». Daquela, pode-
mos asumir que fo(x!) = (2')% para algtin .. Consecuentemente, Y2 f = 2(z1) €
E(u, D). Tense que

Y(X —a—2)f = (X —a—-1)fia") € B(u,D).

Isto debe ser un multiplo de (z1) e asi f1(z') = c1(z))* + 2c12(2!)*TL. Restando
1c1Y f para asegurar que ¢; = 0, expresamos

f=(@){(@*)? + 2c20'2?} + fo(a').

Tense que (X —a —2)f = (X — a — 2) fo. Daquela (X — a — 2) fo é un mdltiplo
de (z')® e, en consecuencia, fo(x!) = c11(z1)*T2 + c3(x!)®. Restando un mltiplo
apropiado de (2')® podemos asumir que c3 = 0, obtendo

f= (xl)a{(x2)2 + 2cq0xta? + cll(xl)Q}.

Esta é a posibilidade (1.a).

Caso II. Supofiamos que ip = 1 de forma que exista f = fi(z!)z? + fo(z!) €
E(p, D) linear en x2. Supofiamos que {fi, X f1} son linearmente independentes.
Ent6n

f=hha? + fola!), Xf=(X+1Dfi(h)?+ X folz'),
Yf=fiz"), YXf=(X+1)h(!)
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son catro elementos linearmente independentes de E(u, D), o cal é imposible. Ent6n
X f1 é miltiplo de f1 polo que podemos asumir que f; = (z!)® para algin a. Por
conseguinte, f = (z')%? + fo(x!) e asi (z1)* = Y f € E(u,D). Polo tanto
(X —1—a)f = (X —1— a)fo. Existen entén varios casos:

1. Se E(u, D) = span{f = (x!)*2% + fo(z!), (z1)?}, tense que (X — 1 — a)fy
¢ un multiplo de (z!)®. Isto mostra que fo(z') = c(2!)**! + ¢ (2!)®. Restando
un multiplo apropiado de (') obtemos a forma dada en (1.b-i), f = (z!)*z? +
cr(zh)ott = (2hHo{a? + 12t}

2. Se E(p, D) = span{f, (z")®, (z")%} cona # Be B # a + 1. Tense que (X —
a—1)fo = diz® + dox® de onde fy = ¢ (x')*T! + diz® + dox”. Restando
un multiplo apropiado de (2')? e (2!)®, podemos asumir que d; = O e f =
(%) (22 + c12!), obtendo (1.b-ii).

3. Se E(u, D) = span{f, (z1)®, (z')%} con & # B e f = a + 1, obtense que
(X —a—1) fo é combinacién linear de (z')® e (z!)**!. Daquela, fo = di (') +
do (21! + ¢ log(x') (z1)*+!, obtendo (1.c).

Caso III. Supoiiamos que ig = 0, de forma que toda funcién en E(u, D) depen-
de unicamente de x'. Daquela podemos descompofier E(s, A) como suma directa
de autoespazos xeneralizados de X. Tense que unha funcién f pertence a dito au-
toespazo se e s6 se (X — a)?f = 0 para algiin o € C. Dita funcién ten que sa-
tisfacer f = (21)*{co + c1 log(a!) + ¢z log(x!)?}. Suponamos que cz # 0. Posto
que (X — a)2f = 2co(21)®, obtemos que (x1)* € E(u, D). Normalizando obte-
mos (z1)*{e; log(x!) + colog(z!)?} € E(u, D). Un argumento similar mostra que
ca(zt)*log(xt) € E(u, D) e asi calog(x!)? € E(u, D). Isto non é posible xa que
contradi o teorema 4.2. Daquela, ca = 0 e E(u, D) esta xerado por funciéns da forma
(x1)? ou (z1)®log(x!). Isto remata a proba da afirmacién (1) do teorema.

A afirmacién (2) séguese a partir dos argumentos dados para probar a afirma-
cién (1). Posto que a (5.2) € unha ecuacién en derivadas parciais con coeficientes
reais, podemos tomar o conxugado complexo de cada solucién. Se o € C — R, entén
tomando a parte real e imaxinaria de (x!)® e as soluciéns da afirmacién (1), teriamos
solucidns de mdis salvo nos casos expostos. Polo mesmo motivo, as constantes tefien
que ser reais.

Para probar a afirmacién (3) comezamos supofiendo que (z')® € E(u,D) e
(z')? € E(u, D) onde a # 3. Empregando o operador quasi-Einstein afin ,,(f) :=
Hesy — pu fps con f € C*(M) tense que

(a2 *Qu((@)*) — (2)*PQu((=)?)

_ —1+a+p3-Cn' —Cp!
- (Oé - /8) < _0121 _0221 .
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Isto mostra que Cia' = CO»' = 0. Considerando estas relaciéns e impofiendo
9, ((x')%) = 0 obtemos as dltimas ddas relaciéns. O

No que segue, empregamos o resultado anterior para determinar bases dos espa-
zos de soluciéns para os modelos tipo B con dim{R(M)} = 2. Na subseccién 7.5.1
consideramos os soliténs de Yamabe [10]. Estes correspéndense co caso p# = 0 na
ecuacion (4.2) e estdn relacionados cos soliténs de Ricci gradientes afins (ver obser-
vacion 7.13). Na subseccion 7.5.2 estudamos modelos tipo 5 proxectivamente chans.
Na subseccién 7.5.3 empregamos os resultados anteriores para completar a descricién
das solucidns para a ecuacion quasi-Einstein afin sobre modelos tipo B.

7.5.1 Solitons de Yamabe en modelos tipo B

Os soliténs de Yamabe afins definense pola ecuacion Hesy = 0, isto €, a ecuacion
quasi-Einstein afin con ;. = 0. Este tipo de superficies non dan lugar a estruturas
quasi-Einstein propias a partir dunha extension de Riemann. O lema 4.1 de [15] mos-
tra que R;;(df) = 0, de forma que df pertence ao niicleo do operador de curvatura.
Isto proporciona exemplos de modelos tipo B con dim{&(M)} = 2 onde o tensor
de Ricci ten rango un.

Teorema 7.12. Sexa M = (R™ x R, D) un modelo tipo B con dim{&(M)} = 2.
Tense que E(0, D) = span{1} agds nos seguintes casos nos que requirimos adicio-
nalmente que p := (z')?p non sexa cero.

(1) C11t = —1, C1a! =0, Coa' =0, O2 # 0, E(0, D) = span{1, log(z')}.
p11 = —(C12?)? + C12® + C112Ch?, 12 = Co2?, po1 = Pz = 0.

(2) (C112,C12%,C2?%) = (0,0,0), E(0, D) = span{1, 2%},
p11 =0, p12 = 0, pa1 = —C12', oz = (Ci' — 1)Caa" — (C12')*.

(3) (C1?, C12%, C?) = —c1(C11t, Crat, C2t), E(0, D) = span{l,2? + ciz'},
po1 = c1C11 oot — C1o' (1 + e1Ciat), pu1 = e1pon,
p22 = Co2' (C1i' — 1) — (C12')?, pr2 = c1poa.

(4) Cpot =0, Coal =0, Oyt # —1, Cye2 # 0, E(0, D) = span{1, (2})C1'+11},

p11 = —(C122)? + C111 C12% + C12% + C11%2C922, p1o = C22, o1 = poz = 0.
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Proba. Sexa M un modelo tipo B non chan. Entén, dado que 1 € E(0, D), o teo-
rema 4.17 mostra que 1 < dim{E(0, D)} < 2. Consideramos as posibilidades do
teorema 7.10 para atopar as solucions adicionais para a ecuacién Hes; = 0. Posto
que dim{E(0, D)} < 2 certas posibilidades do teorema 7.10-(1) non se dan.

Sexa f(x',2%) = (21)*{cy + c1log(z)} € E(0,D) con c¢; # 0. Entén un
célculo directo mostra que C13' = 0, Coo! = 0, = 1 +Cpyle Oyl = —1.
Ademais, tense que Ca? # 0, pois do contrario M seria tipo A e B 4 vez, e entén
dim{®(M)} = 4, contradicindo que dim{RK(M)} = 2. Isto proba (1).

Supofiamos agora que f(z!,z?) = (21)*{2? + 12!} € FE(0,D). Se a #
0, entén (Cra!, Cosl, Ce?) = (0,0,0) e de novo M é tamén tipo A, polo que
isto non se pode dar. Entén f(x!,2?) = 22 + c12l. Se ¢ = 0, entén obtense
(C112, C122%,C2?) = (0,0,0), probando (2). Se ¢; # 0, entén (C;;2) e (Ci;!) son
linearmente dependentes, dando lugar a (3).

Finalmente consideramos f(z!,2?) = (z!)® € E(0, D) con a # 0. Entén o
teorema 7.10 (3) mostra que Cjo' = 0, C2' = 0, Cy! # —lea =1+ Cpl.
Ademais, tense que Cy92 # 0, Xxa que en caso contrario, unha vez mais, M seria
tipo A e B 4 vez, e asi dim{®(M)} = 4. Isto proba (4), quedando establecido o
teorema. O

Observacion 7.13. Un soliton de Ricci gradiente afin é unha tripla (M, D, f) onde f
¢ unha solucion da ecuacion Hesy 4 ps = 0 sobre unha superficie afin M = (M, D).
O soliténs de Ricci gradientes afins sobre superficies localmente homoxéneas foron
estudados en [15], mostrando que os tnicos exemplos non triviais (i.e., f non cons-
tante) son os seguintes:

1. Unha superficie con dim{&(M)} = 4.

2. Un modelo tipo B linearmente equivalente a P, con a # 0 e dim{&(M)} = 2
dado por

'ngc : 0111 = % (a2 + 4a F 202 + 2) s 0112 =c, 0121 =0,
C12? = % (a? + 2a F 2¢?), Cal = £1, Cy% = +2c.

As superficies con dim{R&(M)} = 4 admiten soluciéns non constantes da ecuacion
quasi-Einstein afin para todos os posibles valores de p (ver seccién 6.4). Pola contra,
unha superficie P(ljfc con a # 0 admite unha solucién non-constante da ecuacién
quasi-Einstein afin se e s6 se © = 0 e (a,c) = (—2,0). Daquela, P;'fc ¢ linearmente
isomorfo a unha superficie dada no teorema 7.12-(3) e £(0, D) = span{1, 2?}.

O anterior mostra que ainda que a ecuacién do solitéon de Ricci gradiente afin
e a ecuacion quasi-Einstein afin sexan similares, o seu comportamento é bastante
diferente.
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7.5.2 Modelos tipo B fortemente proxectivamente chans

Toda superficie fortemente proxectivamente chd cumpre que dim{F(—1, D)} = 3.
Por outra banda, o lema 4.10 mostra que se ddas conexidéns son fortemente proxec-
tivamente equivalentes, entén os tensores de Ricci anti-simétricos coinciden. Polo
tanto, ningunha superficie con p, # 0 pode ser fortemente proxectivamente chd. No
teorema seguinte empregamos o feito anterior para ver cales son os modelos tipo B
con dim{R(M)} = 2 fortemente proxectivamente chans.

Teorema 7.14. Sexa M un modelo tipo B con dim{&(M)} = 2. Enton M ¢é for-
temente proxectivamente chd se e so se é linearmente isomorfo a un modelo tipo B
determinado por

Cul =1+ 2c, 0112 =0, 0121 =0, 0122 =c, 0221 =+1, 0222 =0,
onde ¢ ¢ {—1,0}. Enton p

= (z
E(0,D) = span{1}, E( 1,D) =
{0} noutro caso.

D=2{c(2+¢) da' @ dat :I:cda?2®dx2} e ademais
(z')°span{L,a?, (z')* + (2*)*} e E(u, D) =

Observacion 7.15. Nunha superficie localmente homoxénea con dim{&(M)} < 3 a
nocion de equivalencia linear e afin coinciden (ver [14]). Entén o tinico isomorfismo
posible entre ddas superficies dadas no teorema 7.14 é o cambio linear T'(z!, 2?) =
(2!, az! +b2?). Posto que Cao' = 41, tense que b = +1, e dado que C22? = 0, con-
clufmos que a = 0. Posto que a aplicacién (z', 2?) — (x!, —2?) deixa inalterables
estas estruturas, tense que as superficies dadas no teorema 7.14 son todas linearmente
inequivalentes para cada valor de ¢ # 0. Para ¢ = —1, M correspéndese co plano

hiperbélico e o andlogo lorentziano dado por N3 e N na definicién 7.1.

Proba. O lema 4.8 garante que M ¢ fortemente proxectivamente chd se e s6 se p e
Dp son totalmente simétricos. Para un modelo tipo B tense que

1
Pa = §($1)_2(0121 + C222) da' A dz?.

Daquela p é simétrico se e s6 se C1o! = —Cq92. Consideremos agora Dp. A igual-
dade (Dy , p)(0,2,0,i) — (Do, p)(0p1,0ps) = 0 coni = 1,2 € equivalente ds ecua-
ciéns

(24 Ciit — 2012%)C® — 3C11°Cot = 0,

(7.2)
(2 — 20111 + 40122)0221 + 6(0222)2 =0.

Distinguimos dous casos:
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Caso 1. Oy = 0.

Pola segunda ecuacién obtemos que C22 = 0. Posto que C12' = —Ch9? tense que
C1a' = Cgp' = 092 = 0 e o teorema 5.17 mostra entén que M é tamén tipo A.

Caso 2. Coo! #£ 0.

Se definimos o cambio linear ' = 2! e 2 = ax' + 22, tense que Co! = Cpp! —

a Cy!. Entén, escollendo apropiadamente a podemos asumir que Cia' = 0. Is-
to mostra que Cyp? = 0c¢ empregando a ecuacién (7.2) tense que Cii2 =0e
2 — 2C11' 4+ 4C15' = 0. Desta forma obtemos as relaciéns do enunciado para os
coeficientes C’ijk tras un reescalado apropiado para garantir que Cos' = +1. O re-
ciproco tamén é certo posto que o argumento que empregamos funciona no sentido
contrario.

Fixando y = —1 e tomando f = (z!)® tense que

2

Qoo =+(@)*2(c—a) e Q=) (c—a)lct+2—a).

Asf a = ce obtense que (z!)%span{1, 22, (z!)?+ (2?)?} C E(-1, D). A igualdade
cimprese por teren ambos os espazos a mesma dimensién. Por outra banda, se ¢ #
—2 o tensor de Ricci ten rango dous e consecuentemente o teorema 4.17 mostra que
E(0,D) = span{1} e dim{E(p, D)} = 0 con u ¢ {—1,0}. Tomando ¢ = —2 ¢
f = (z), tense que

Q1 = (@) %a(a+2), Qo =—(2")**(a—2u),
de onde se obtén = —1 e dim{E (i, D)} = 0 noutro caso. O

Nas secciéns anteriores vimos que cando dim{&(M)} > 3, entén tense que
dim{E(—1,D)} > 1 se e s6 se M é fortemente proxectivamente chd. Pola sia
parte, o teorema 4.17 mostra que o caso dim{F(—1, D)} = 2 non pode darse. O
seguinte teorema xustifica a existencia de modelos tipo B con dim{E(—1, D)} = 1.

Teorema 7.16. Sexa M un modelo tipo B con dim{&(M)} = 2 e non fortemente
proxectivamente chan. Entén dim{ E(—1, D)} = 1 se e 56 se é linearmente isomorfo
a algunha das seguintes superficies:

1. Cor =0, Coe? = C1ot # 0. En tal caso, E(—1, D) = span{(z)°12°}.

2. Oy = £1, Ca' = 0, Cp2® = 201> # 0, Ony' = 1+ 2012° + (C1i?)*. En
tal caso E(—1,D) = Span{(xl)(0112)2+0122}'
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Proba. Sexa M unha superficie tipo B non fortemente proxectivamente chd. Da-
quela o teorema 4.17 mostra que dim{F(—1,D)} # 2,3. Supofiamos agora que
dim{E(—1,D)} = 1. Polo teorema 5.16 sabemos que existe a tal que f(z',2?) =
(x1)® xera E(—1, D). Distinguimos dous casos que simplifican a analise e que se
corresponden con Caplt =0e Cxp' #0.

Supofiamos primeiro que Cz! = 0. Entén a ecuacién quasi-Einstein afin redd-
cese 4s seguintes tres ecuacions

0=a*—a(C11' +1) + C12*(C11*t — C12? + 1) + C11*(Cae® — C12Y),
0= 0121(—2(1 + 20122 — 1) + 0222, 0= 0121(0222 — 0121) .

Cando Cj2' =0 a segunda ecuacién mostra que Cy? = 0. Entén Cpa' = Cyo! =
C3% = 0, obtendo, polo teorema 5.17, que M é fortemente proxectivamente cha.
Posto que isto contradi a hipétese, tense que Cj2' # 0 e empregando de novo a
ecuacién quasi-Einstein affn obtemos que C2' = C9? # 0. Finalmente, tomando
a = C12% # 0 climprense as tres ecuaciéns anteriores, obtendo as superficies da
afirmacién 1.

Supofiamos agora que Cas' # 0. En tal caso o cambio de coordenadas &' = x
e 32 = 0121\0221]_1/21'1 + |C’221|1/2z2 permite asumir que Coy! = ¢ = +1l e
C12' = 0. Entén a ecuacién quasi-Einstein afin redicese de novo ds tres seguintes
ecuacions:

1

0=10a%— (Cp11t + 1)a — (C12%)* + C11 10122 + Cra? 4 C112Co?,
020222—2011287 O:a—0111+0122+1.
Das ddas ultimas ecuaciéns obtemos Coo? = 2Ci12c e a = O3t — C122 — 1, e

substituindo isto na primeira delas tense que C11' = 1 + 2C12? + ¢(C11%)?. Desta
forma obtemos as superficies da afirmacién 2, probando asi o resultado. O

7.5.3 Caso xeral

Neste apartado presentamos o caso xeral onde aparecen todas as posibilidades non
recollidas anteriormente, salvo equivalencia linear. Por este motivo imos asumir que

ps #0equep ¢ {—1,0}. Sexa g = (z1)2p.

Teorema 7.17. Sexa M un modelo tipo B con ps # 0 e sexa p € R\ {0, —1}. Enton
dim{E(u, D)} > 1 se e s6 se, salvo equivalencia linear, M é da forma

Co' = £1, Cra' =0, Cp? = £2C11%, A= —-Ci' +Cr® + 1 £0,
p=A"21+2(C1?)? — (Cut — C12?)? + 20127} .
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En tal caso, span{(z')">} C E(u, D) e

_ [ 2(C11?)% + (Ciit = C1a? +1)Cp2? Ci1?
P= —0112 Cll1 - 0122 -1 .

Ademais, dim{E(u, D)} = 2 se e 56 se se M é linearmente equivalente a algunha
das seguintes superficies:

1. Ol =82 — 5, C1i? = ¢, C12' =0, C1p% = § (F82 - 3),

Cool = 41, 02222 =2¢ ¢ #0.
Enton p = —g;ﬁ e E(u, D) = (x!)%span{1, 22 — 2cx'}, onde o = —4c? — %
8 (204 + 02) c >

—c —4c? F2

Ademais p = (

2. Clll = c, C112 =0, 0121 =0, 0122 =c+1, 0221 = =41, 0222 = 0 con

c & {-3,—1}. Enton p = <L e E(p, D) = (2')"*span{1,22}. Ademais,

p = F2dz? ® dz>.

Observacion 7.18. Ningunha das superficies do teorema 7.17 ten dim{&(M)} = 4
Xa que Cy' = +1 en todos os casos. Ademais, as superficies do teorema 7.17-(1)
tefien dim{R(M)} = 2 xa que p, # 0 e rang ps = 2 para todo ¢ # 0.

As superficies dadas no teorema 7.17-(2) tefien dim{£(M)} = 2 para todo ¢ ¢
{—3,—1} agds para ¢ = —%. Neste caso p = —% e M ¢ linearmente isomorfo
a N sen mais que considerar a transformacién (u',u?) = (2!, Fv/222) e asi o
teorema 7.17-(2) redicese ao teorema 7.8-(4).

Proba. Comezamos asumindo que Ca2' = 0 e tomamos f = (z!)® con a # 0.
Ent6n

Qoo(f) = p(x)*>Cra' (Cra' — C2?) .
Tomando C12' = 0 tense que Qia(f) = —%MCQQQ(@”I)‘“_Q. Por tanto M € tamén de
tipO A xa que (0121, 0221, 0222) = (0, 0, 0).
Supofiamos agora que Cas' # 0. Un cambio de coordenadas linear mostra que
Coo! = £1, C12' = 0 Tomando f = (z')® con « # 0, tense que

D12(f) = —31(Co2® F 2C11%) (21)*72,
Qoo(f) = F(xH)*2(a+ u(C11t — C12%2 — 1)).

Daquela Cy? = £2011% e a = pu(1 — C11t + C12?) # 0. Impoiiendo estas condi-
cions, a ecuacion quasi-Einstein equivale 4 anulacién da compoiiente

Qi1 (f) = (@) 2p{(C1i")? F2(C11?)? + (C122)? — 2C12? — 2C11 ' Cr2? — 1
+(1 = Cn' + Cr22)%p}
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que determina os valores admisibles para p. Isto proba o caso xeral no que se ten que

E(u, D) # {0}.
Supofiamos que dim{ F(u, D)} = 2. Sexa

f(zh,2%) = (crat + c22? + e3log(at)) (z)?.

Estudamos as posibilidades do teorema 7.10. A condicién Qa2(f) = 0 mostra que
cs3 + xt(c1 + 2¢2C11%) = 0. Entén c3 = 0 e ¢; = —2c2C112. Consideramos por
separado os casos Cii2=0eCy;? £ 0.

Tomando C11? = ¢ # 0, tense que f(z!,22) = (22 — 2cal)(2!)®, Coo! = +1,
Cra' = 0 e Cyn? = +2¢. Posto que Qi1(f) + 2¢c e Qia(f) = 0, tense que Cy1' =
%(34— 7C12% +4c?). Finalmente, usando Q12(f) = 0 tense que C12? = —3(3+8¢2).
Isto proba (1).

Consideremos agora o caso Cyp! = #1, Cio! = 0, C112 = 0, Cxn? = 0.
Obtemos f(z!, 22) = 2?(2')* e

(C11H)2 +2(C122)% — C12% — 301110122 — 1

9 _

12(/) Cnt—C2?2 -1

Entén C1;! = C122 — 1 ou C1q! = 1 + 2C152. Se se cumpre este tltimo, obtemos
i = —1. Entén, tomando C1;' = ce C122 = ¢ + 1 tense que @ = % Isto
proba (2). ]
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Capitulo 8
Aplicacions da ecuacion
quasi-Einstein afin

Neste dltimo capitulo mostramos algunhas aplicaciéns mdis da ecuacién quasi-Eins-
tein afin sobre superficies localmente homoxéneas. Nunha primeira parte abordamos
o estudo da completitude de campos afin Killing sobre modelos tipo A e tipo B,
mostrando que modelos son afin Killing completos e cales non. Na segunda parte,
estudamos o problema da completitude xeodésica sobre os modelos tipo .4 médulo
equivalencia linear. En ambos os dous casos anteriores a idea é atopar os espazos que
son completos (no sentido correspondente) e a partir diso determinar cales non o son
empregando inmersiéns sobre modelos completos que permitan concluir a incomple-
titude. Os resultados principais relativos a estas cuestions estdn recollidos en [61].

Na tltima seccién do capitulo construimos exemplos irredutibles de variedades
Kihler quasi-Einstein. Para isto empregamos a construcién do teorema 3.19, que
permite obter exemplos de variedades quasi-Einstein a partir de superficies quasi-
Einstein afins. Este resultado forma parte das investigaciéns de [19].

8.1 Introducion

Sexa Af(M) o grupo de Lie de todos os difeomorfismos afins de M. A édlxebra de Lie
de Af(M) é precisamente o espazo de campos de vectores afin Killing completos.
Dicimos que M € afin Killing completo se todos os campos de vectores afin Killing
de M son completos. Isto é equivalente a que a dlxebra de Lie de Af(M) sexa K(M).
Por este motivo, determinar se M ¢ afin Killing completo ten grande interese desde
o punto de vista xeométrico.

Unha curva diferenciable o(t) en M é xeodésica se V4o = 0. Se (z',...,2™)
son coordenadas locais en M e Vy 0, = [i;%0,%, entén o(t) = (z1(), ..., 2™(t))
¢é xeodésica se e so se se satisfai a ecuacion xeodésica

F + 1k =0,

para todo k (para mais detalles, ver seccion 4.3). M dise xeodesicamente completa se
toda xeodésica pode definirse para tempo infinito, i.e. estd definida para todo ¢ € R.
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Se, polo contrario, algunha xeodésica alcanza cando menos un dos seus “limites”
en tempo finito, diremos que M ¢é xeodesicamente incompleta. Toda variedade afin
xeodesicamente completa é Killing afin completa (ver [69]). O reciproco non é certo
como se pode ver comparando os teoremas 8.2 e 8.7.

Sexa M = (M, D) unha superficie afin. Se M ¢é globalmente homoxénea, por
definicién, dados dous puntos en M existe un difeomorfismo globalmente definido
levando un punto noutro e intercambiando as conexioéns. Isto é equivalente a dicir que
Af(M) actda transitivamente en M. Se os difeomorfismos estan definidos localmen-
te, a variedade ¢ localmente homoxénea e a clasificaciéon de superficies localmente
homoxéneas realizado por Opozda en [90] afirma que salvo isomorfismo, hai dous
grupos Lie simplemente conexos de dimensién 2: o grupo de translaciéns de R? e o
grupo azx + b en R* x R. Unha estrutura afin invariante pola esquerda en R? (res-
pectivamente en R™ x R) € tipo A (respectivamente tipo 13). Estas xeometrias son
globalmente homoxéneas, polo que Af(-) actda transitivamente nestas xeometrias.
Toda superficie afin localmente homoxénea estd modelada nunha xeometria de ti-
po A, nunha tipo B ou na xeometria da esfera S? en R? coa conexién de Levi-Civita.

O estudo de campos de afins Killing completos en xeometrias tipo .4 e tipo B fai-
se na seccion 8.2. A completitude xeodésica para as tipo A estddase na seccion 8.3.
Malia que tamén resultaria oportuno estudar a completitude para as tipo B, estd xus-
tificada a ausencia deste caso pola imposibilidade de abordar esta andlise a partir
da ecuacion quasi-Einstein afin por non seren estes modelos proxectivamente chans
en xeral. Pechando o capitulo, a seccién 8.4 recolle exemplos de variedades quasi-
Einstein Kélher que se obtefien a partir de soluciéns da ecuacién quasi-Einstein afin.

8.2 Completitude afin Killing

Neste apartado estudamos en que casos os modelos tipo .A e B son afin Killing com-
pletos. Para facer isto, valémonos da ecuacién quasi-Einstein afin, que nos permite
establecer facilmente aplicacions afins entre unhas estruturas e outras cando estas
son fortemente proxectivamente chas. En particular, tense que un espazo M ¢€ afin
Killing completo se existe unha base B de difeomorfismos afins co mesmo nimero
de elementos que a dimensién de £(M) e tal que B*Q(M) = Q(M).

E un feito ben conecido que toda métrica de Riemann nunha variedade compacta
¢ completa, polo que a esfera € xeodesicamente completa. Tamén € certo que calque-
ra campo de vectores nunha variedade compacta é completo, polo que a esfera é afin
Killing completa. No que segue, estudaremos a completitude xeodésica e afin Ki-
lling para as xeometrias tipo A e tipo 5. Unha variedade é xeodesicamente completa
(respectivamente, afin Killing completa) se as soluciéns do sistema de segunda orde
(respectivamente, de primeira orde) de EDOs non lineares prolonga para todo ¢t € R.

162



8.2 Completitude afin Killing

Mesmo no caso homoxéneo, estas ecuacions poden ser dificiles de resolver. Por esta
razon, en lugar de resolvelas directamente, empregaremos a ecuacién quasi-Einstein
afin para simplificar a sda anélise.

8.2.1 Completitude afin Killing para modelos tipo .4

A continuacién presentamos un resultado auxiliar que nos permite concluir en que
casos, salvo equivalencia linear, un modelo tipo A € afin Killing incompleto. Para
isto introducimos a estrutura M3 (c) := (R%, V) definida de forma que os tnicos
simbolos de Christoffel (que poden ser) distintos de cero son Iyl = (14 02)951 e
I'99% = 2¢. Esta non é unha superficie de tipo .A en R? [92]. Tense que

Q(./\;lé(c)) = span{ecyﬁ2 cos(m2), oz Sen(:z:2), :cl}.

Definimos as seguintes aplicaciéns de R? en R:

@g(xl,xQ) = (2!, 2?), @?(:1:1,:(:2) = (e"’“"l,xzex )
05(zt,2?) = (¥, e7), 0§(al,2?) = (z!,e"),
0f(a!,2?) = (a?, (¢?)? 4+ 221),  Of(a!,2?) = (e cos(a?),e” sen(a?)),

01(c)(a',2?) = (! + 5e(2?)%,2?), O5(c)(a',2?) = (¢
Teorema 8.1. Ciimprense as seguintes afirmacions:
1. @? é un mergullo afin de M? en Mg cont=1,2,3,5.
2. O é un isomorfismo afin de M$§ en M.
3. ©% ¢ un mergullo afin de M7 en M3(0).
4. ©3% é un mergullo afin de M3(c) en Mi(c).
5. ©%(c) é un isomorfismo afin de M3 (c) a M3(0).
6. O%(c) é un mergullo afin de M3(c) en Mvé(c)

Proba. Para ver que aplicaciéns son mergullos, inmersidns ou isomorfismos basta
comprobar que cumpren a definicién. Vexamos agora que tales aplicacions definen
transformacidns afins, € dicir, que conservan a conexién. Posto que todo modelo ti-
po A ten dim Q = 3, tense que é fortemente proxectivamente chan. Por outra banda,
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unha comprobacién directa en coordenadas mostra que as aplicaciéns ©7 intercam-
bian o espazo de soluciéns Q dos modelos onde estan definidas (ver tiboa na sec-
cién 6.1). Entén o teorema 4.19 garante que estas aplicacions son transformacions
afins. O

O seguinte resultado mostra exactamente cales son, salvo equivalencia linear, os
modelos tipo A en R? que son afin Killing completos.

Teorema 8.2. Sexa M = (R?, V) un modelo tipo A. Enton M é afin Killing com-
pleto se e s6 se M é linearmente equivalente a M§, MS, M3(c), Mi(c) ou M3(")
para algiin 1.

Proba. Sexa M un modelo tipo A. En [14] méstrase que dim{&(M)} € {2,4,6}.
Posto que J,1 e 9,2 sempre son campos afin Killing sobre un modelo tipo A, é claro
que se dim{R(M)} = 2, tense que R(M) = span{0d,1,0,2}. Entén, as curvas
do fluxo asociadas aos campos afins Killing son lifias rectas cunha parametrizacién
linear, polo que son completas. Isto mostra que M?() ¢ afin Killing completa. Se
dim{&(M)} = 6, daquela M ¢é ch4. Posto que M$ é o plano euclidiano, tense que
¢ xeodesicamente completo, polo que tamén € afin Killing completo. Empregando o
teorema 8.1 ¢ claro que M§ ¢ afn Killing completo xa que % é un difeomerfismo,
e que M? ¢ incompleto para ¢ = 1,2,3,5 xa que as @? correspondentes non son
sobrexectivas. Resta probar o caso no que dim{&(M)} = 4. Os teoremas 8.1 ¢ 6.15
mostran que todos os modelos con dim R(M) = 4, salvo equivalencia linear, estdn
inmersos Mi(c), M1(0) e Mvg(c) No que segue, probamos que estes tres modelos
son affn Killing completos:

Caso M3(c). Tense que Q(Mi(c)) = span{ec®” e(1t0)7% plecr® Co obxecti-
vo de simplificar as contas consideramos o cambio de coordenadas ®(x!,z?) :=
(zle® 22) = (u',u?) de forma que Q(Mi(c)) = d*span{e’, e(1+o)v® 411,
Definimos

T(a1,b1,c1, dl)(ul, u2) = (e‘“u1 + blecu2 + cle(1+c)“2,u2 +dy).

Tense que T'(ay,b1,c1,d1)*Q(M3(c)) = Q(M3(c)), polo que T(ay, b1, c1,dy) de-
fine un difeomorfismo de R? conservando a estrutura afin. Ademais,

T(al, bl, C1, dl) @) T(ag, bz, Co, dg)
= T(a1 + ag, bae™ + b1e®®, coe™ + ¢+ d) 4 dy)
T(al, bl, c1, dl)_l = T(—al, —ble_al_Cdl, —616_a1+(_1_0)d1, —dl) s

polo que o conxunto dos T'(aq, by, ¢1,d;) forma un grupo de Lie 4-dimensional. Ast,
a alxebra de Lie asociada, que é precisamente o espazo de campos de vectores afin
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Killing completos, tamén € 4-dimensional. Polo tanto, o espazo de campos de vec-
tores afin Killing e o de campos de vectores afin Killing completos coinciden, isto
é, todos os campos de vectores afin Killing son completos. Isto mostra que Mg(c) é
afin Killing completa.

Caso M3(0). Tense que Q(M%(0)) = span{e”’, z2¢*”, 21e*"}. Definimos
T(ay,b1,c1, dl)($1,m2) = (e‘“ac1 +b1a? 4+ ep, 2% + dy) .
Tense que T(a, by, 1, di)*QME(0)) = QML(0)), polo que T(ar, by, c1,di) ¢
un difeomorfismo de R? conservando a estrutura afin. Ademais,
T(a1,b1,c1,dy) o T(ag, by, c2,ds)
=T(a1 + az, by + bae™, c1 + bida + c2e™ , di + da),
T(al, bl, Ci, dl)_l = T(*al, »ble_al 5 6_“1 (bldl — Cl), *dl) .
Pola argumentacién do caso anterior tense que M$(0) ¢ afin Killing completa.

—~ 4 A
Caso M (c). Tense que Q(ME(c)) = span{e®® cos(z?), e sen(z2), z'}. Defi-
nimos

T(ay, by, cr,dy)(zt, 2?) = (et + b’ cos(z?) + e sen(x?), 22 +dy) .

Tense que T'(ay1, b1, c1,dq)* Q(Mg(c)) & Q(ﬂé(c}), polo que T'(ay, b1, c1,d1) é un
difeomorfismo de R? conservando a estrutura afin. Ademais,
T(ay,b1,c1,dy) o T(az, ba,ca,ds)
=T(a1 + ag, by + byec® cos(dsz) + c1ef® sen(ds),
My — byetd? sen(ds) + 165 cos(da),dy + d2),
T(ay,by,c1,dy) ™t = T(—ay, —e~ =4 (by cos(dy) — ¢1 sen(dy)),
—e~ 1™ (b sen(dy) + ¢ cos(dy)), —dy) .

Coma nos casos anteriores, isto mostra que Mvg(c) ¢ afin Killing completa. Daquela
é claro que ﬁ(ﬂ/lv 2(c)) actda transitivamente sobre R? de forma que esta xeometria é
globalmente homoxénea.

Deste xeito é claro que M3(c) e M3(0) son afin Killing completas. Ademais,
posto que a dnica inmersién do teorema 8.1 que define un isomorfismo afin entre
modelos con dim £(M) = 4 é ©F(c), calquera das outras é polo tanto incompleta,
probando asi o resultado. O

O seguinte corolario € consecuencia directa do teorema anterior e da clasificacién
linear dos modelos tipo .4 do teorema 6.9.

Corolario 8.3. Os modelos MS, MS, M§, M8, M{, M3(c) e M2(c) son, salvo
equivalencia linear, todos os modelos tipo A afin Killing incompletos.
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8.2.2 Completitude afin Killing para modelos tipo 5

Neste apartado estudamos, salvo equivalencia linear, cando un modelo tipo B € afin
Killing completo. O procedemento que empregaremos para a nosa andlise é nece-
sariamente diferente ao usado para os modelos tipo .4 do apartado anterior, xa que
agora as estruturas non son necesariamente fortemente proxectivamente chds. Non
obstante, para o estudo da incompletitude, imos empregar de novo a existencia de
inmersions afins. Por este motivo, comezamos definindo as seguintes aplicacidns de
R* x Ren Rt x R:

Uo(£1) (2!, 22) = (22, (z1)? £ (22)?),  W(c)(a!,2?) = (=), (a!)a?),
Ui(z!,2?) = (&, & + log(z!)), wzwaﬂ):(x a? + 2" log(z)),
Wi(z!, %) = (log(z'),2?), Wi(e)(z!,2?) = ((2!)1*¢,2?),

Ui(at,2?) = (a? + ' log(a'), log(z')), Wi(k,0)(a',a?) = (a?,0log(z")),
T5(k)(at,2?) = (22, klog(a)).

Teorema 8.4. Ciimprense as seguintes afirmacions:

1. W8(.) é un mergullo afin de N(-) en M$ para todo i.

2. Wi é un isomorfismo afin de N (k) en M5(k).

3. W3(k, 0) é un isomorfismo afin de N (k,0) en M5(%).

4. Wi(k) é un isomorfismo afin de Nj (k) en M3(0).

Proba. Para ver que as aplicacions son mergullos ou isomorfismos basta comprobar
que cumpren a definicién. Vexamos agora que tales aplicacidns definen transforma-
cions afins. Posto que todos os modelos que aparecen no teorema tefien dim Q = 3,
tense que son fortemente proxectivamente chans. Por outra banda, unha comproba-
cién directa en coordenadas mostra que as aplicacions U/ intercambian o espazo de
soluciéns © dos modelos onde estan definidas (ver seccidns 7.2 € 7.3). Entén o teo-
rema 4.19 garante que estas aplicacions son transformaciéns afins. O

O seguinte resultado mostra cales son, salvo equivalencia linear, os modelos ti-
po B afin Killing completos.

Teorema 8.5. Sexa M un modelo tipo B.
(1) Se dim{R(M)} = 2, entén M é afin Killing completa.

(2) Se dim{R(M)} = 3, enton M ¢ afin Killing completa se e s se M ¢é linear-
mente equivalente ao plano hiperbdlico.
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(3) Se dim{R(M)} = 4, entén M ¢é afin Killing completa.

(4) Se dim{RK(M)} = 6, entén M é afin Killing completa se e s se M ¢ linear-
mente equivalente a Ny ou NP.

Proba. Sexa N un modelo tipo B. Traballamos co teorema 8.4 distinguindo os se-
guintes casos:

Caso 1. Se dim{&} = 6, entén N ¢ linearmente equivalente a N'?. A aplicacién
\I’? ¢ un mergullo afin de /\/'Z-6 no plano euclidiano Ng. Se i # 5, o mergullo non é
sobrexectivo e /\ff ¢ afin Killing incompleto. Se ¢ = 5, ent6én \Ifg ¢ un isomorfismo
afin, polo que A9 ¢ afin Killing completo.

Caso 2. Se dim{&(N)} = 4, entén N € linearmente equivalente a N;}(-). As apli-

caciéns W} son isomorfismos afins de NV;}(-) en M3(-) ou M3(0). Posto que as ddas
dltimas son afin Killing completas polo teorema 8.2, tense que /\ff(-) tamén o é.

Caso 3. Se dim{8&(N)} = 3, entén existe o € {0, +1} tal que
A(M) = span{X = 22'2%0,1 + ((z*)? + o(z")?) 02, 2101 + 220,2,0,2} .
Distinguimos tres casos:

e Para NV} (4) ou N3 (c) tense que o = 0. A curva £(¢) = (x!(t), 22(¢)) é unha curva
de fluxo para X se cumpre que &' (¢) = 22! (t)2?(t) e #2(t) = 2?(t)2. Tomamos
£(t) = (t72,—t~ 1) para resolver estas ecuaciéns e ver que estas estruturas son
afin Killing incompletas.

e Para A temos que o = 1. A curva £(t) = (x'(t),2%(¢)) é unha curva de fluxo
para X se cumpre que &' + 2x'2% = 0 e @2 + (22)? + (2!)? = 0. Resolvemos
estas ecuaciéns tomando z'(t) = 2?(t) = %¢~1. Polo tanto, esta estrutura € affn

Killing incompleta.
e N3} é o plano hiperbélico, polo que ¢ afin Killing completo.

Caso 4. Se dim{&(N)} = 2, entén &(N) = span{x'9,1 + 120,2,0,2} e N é afin
Killing completo. O

8.3 A completitude xeodésica

Nesta seccion estudamos os modelos tipo .4 que son xeodesicamente completos. Pa-
ra isto, imos analizar unha a unha as ecuaciéns xeodésicas das parametrizacions da
definicién 6.1 que recolle, salvo equivalencia linear, todos os modelos tipo .A. O pro-
blema da completitude xeodésica para modelos tipo .4 non chans foi tratado en [47]
cunha andlise diferente 4 que se propén a continuacién.
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O seguinte resultado permite reducir o sistema de ecuaciéns xeodésicas nun mo-
delo tipo A a unha tinica EDO. Isto simplifica a nosa andlise posterior ¢ marca unha
diferenza clara cos modelos tipo B, para os cales este resultado non ten andlogo xa
que se apoia no feito de que as estruturas tipo A son linearmente proxectivamente
chés. Por esta razén e por non contar cunha clasificacién linear clara coa que traba-
llar cos modelos tipo B, o estudo da completitude afin Killing sobre ditos modelos
non é considerado nesta memoria.

Teorema 8.6. Sexa M un modelo tipo A. Entén existe unha funcion linear o tal que
Q(M) = e?span{1, ¢1, ¢2} e tal que a aplicacion (¢, p2) define unha inmersion de
R? en R2. Toda xeodésica en M ten localmente a forma o (t) = &1 (1, (t)uy + vy)
para algunha funcion 1, e para certos vectores uy e vy de R?.

Proba. Sexa M = (R?, D) un modelo tipo A en R2. Polo teorema 5.9 existe unha
funcién linear o con e € Q(M) e tal que M := e 2M & fortemente proxec-
tivamente chd. Posto que e¢ € Q(M) e dim{Q(M)} = 3, tense que Q(M) =
e?span{1l, ¢1, ¢p2}. Sexa Z,(¢) = {@, 10, 0,20}(p) con p € R? un homomor-
fismo de espazos vectoriais. Pola proba do teorema 4.19 tense que =, € un iso-
morfismo de Q(M) a R3. Entén d¢1(p) e doa(p) son linearmente independentes
e ® := (¢1, ¢2) define unha inmersion.
Por outra banda, polo teorema 4.13, tense que

Q(M) = span{1,¢1, ¢s} = ®*span{l,z",2°} = @ Q(M§).

Por tanto, o teorema 4.19 garante que M = @*Mg. Posto que as xeodésicas en
/\/lg son as lifias rectas, estas poden escribirse na forma tu 4+ v con u € v en R2.
Consecuentemente, as xeodésicas en M toman localmente a forma O~ (tu + v).
Posto que M e M son fortemente proxectivamente equivalentes, as xeodésicas non
parametrizadas de ambas as ddas coinciden. Isto proba o resultado. O

O seguinte teorema mostra cales son, salvo equivalencia linear, os modelos ti-
po A xeodesicamente completos. A proba deste resultado emprega a construcion do
teorema 8.6, polo que o espazo de soluciéns Q(M) asociado a cada modelo xoga un
papel crucial nesta andlise. A ecuacion xeodésica dunha superficie reddcese a un sis-
tema con ddas ecuacions diferenciais non lineares nunha variable relacionadas entre
si. O teorema 8.6 reduce este problema a atopar unha tnica funcion dunha variable.
Este procedemento permite obter todas as xeodésicas dos modelos M (-) con j = 4
e j = 6; en contraposicién a isto, para j = 2, obtemos EDOs que non somos capa-
ces de resolver explicitamente, mais si permiten obter a informacién suficiente para
establecer cando son xeodesicamente completas ou non.
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En [47] determindronse os modelos tipo A non chans xeodesicamente comple-
tos empregando unha andlise diferente. O seguinte resultado completa aquel estudo
considerando o caso chan co método arriba descrito.

Teorema 8.7. Sexa M = (R?, V) un modelo tipo A. Entén M é xeodesicamente
completo se e s6 se M ¢é linearmente equivalente a M8, a MS, a Mﬁ(—%) ou a
M3(—1, a) para algiin a.

Observacion 8.8. Sexa M un modelo tipo A. Dicimos que M € esencialmente xeo-
desicamente incompleto se non existe ningunha superficie tipo A modelada en M
que sexa xeodesicamente completa. A través da proba do seguinte resultado mds-
trase que todo modelo tipo .4 non chan que é xeodesicamente incompleto mais non
esencialmente xeodesicamente incompleto € linearmente equivalente a M%(—%) ou
a Mé(O), e que os unicos modelos tipo A non chans que poden ser xeodesicamente
completados son, salvo equivalencia linear, M3(—3) e M2(0). A andlise faise de
forma andloga 4 que consideramos para campos de vectores afin Killing incompletos

na seccion anterior.

Proba. Posto que a proba € algo longa, estudamos separadamente os tres casos po-
sibles segundo o valor do rango do tensor de Ricci. A siia vez cada un destes casos
subdividese no estudo de cada unha das parametrizacién da definicién 6.1 co valor
do rango do tensor de Ricci que lle corresponda. No sucesivo o, (t) denotard a xeo-
désica determinada por o,(0) = 0 e d4(0) = (a,b). Distinguimos os seguintes
casos:

Caso 1. As xeometrias chas M

Todas estas xeometrias son localmente afinmente equivalentes ao plano afin (R?, TS).
Esta xeometria xeodesicamente completa proporciona un modelo local para cada un
dos demais modelos. Posto que ©% con i = 1,2, 3 mergulla M¢ en M§; ©F propor-
ciona un difeomorfismo afin entre M§ e M, e ©f é unha inmersién non sobrexectiva
de M$ en MS. Por esta razén M é xeodesicamente incompleto para i = 1,2,3,5
e Mg ¢é xeodesicamente completo. No que segue empregamos o teorema 8.6 para
determinar explicitamente a xeodésica correspondente para cada modelo /\/l?.

MG

oap(t) = (at,bt). M§ é xeodesicamente completo e define o plano afin chan en R?.
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M3

0ab(t) = (log(1+ at), %) MG é xeodesicamente incompleto, xa que o, ,(t) estd

definida para todo ¢t € R se e s6 se a = 0.
M§

oap(t) = (—log(l—at),log(1+bt)). M§ é xeodesicamente incompleto e ningunha
xeodésica non trivial esta definida para todo ¢ € R.

M5

oap(t) = (at,log(1 + bt)). M§ é xeodesicamente incompleto, xa que 7, () estd
definido paratodot € Rseesdseb = 0.

M

oap(t) = (at — £b?t2, bt), polo que M é xeodesicamente completo.
M

oap(t) = (% log((1 + at)? + b*t?), arctan <~1%)> 0.(t) estende a todo t € R

se e sose b # 0.

Caso 2. As xeometrias M (+)

Para estas xeometrias o tensor de Ricci é da forma Adz? ® dz? con A constante. Su-
poflamos que existe unha superficie afin xeodesicamente completa M modelada en
M}(-). Sexa o unha xeodésica nunha vecifianza dun punto de M () definida por
o(t) = (z*(t), #(t)) que pode transportarse a M. Entén p(&,0)(t) = A(@2(t))? es-
tende a unha funcién analitica real en M que polo tanto estd definida para todo ¢. Se
podemos atopar unha xeodésica tal que - (t) non estea acoutada, entén M () é auto-
maticamente esencialmente xeodesicamente incompleta. No que segue empregamos
de novo o teorema 8.6 para determinar explicitamente a xeodésica correspondente
para cada modelo M (-).

Mi

oun(t) = (—log(1 — “1os@E)y 'L1og(2bt 4+ 1)) seb # 0
@b (—log(1 — at),0) seb=0 |~

Esta xeometria é esencialmente xeodesicamente incompleta.
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M3 (c)

Se ¢ # —%, entén

_1
(log(aLer) . 1og(1 _a(2bct+bt41) 2e+1 )’ 10g(2bct+bt+1)) se b ¢ {_a70}

a+b 2c+1
Oap(t) = (7log(1+b(t+2ii)_)2,iog(l+bt+2bct)) seb=—a#0
(—log(1l —at),0) seb=10
Esta xeometria é esencialmente xeodesicamente incompleta. Se ¢ = —%, enton
(—log(1 — at),0) seb=0
oap(t) =< (—log(a(e — 1) — b) + log(—b),bt) seb<0

(—log(—a(e® — 1) +b) +log(b),bt) seb >0

Esta xeometria é esencialmente xeodesicamente incompleta. Polo teorema 8.1, existe

un mergullo affn de M3(—3) a M3(—3). Posto que a continuacién veremos que

M3 (—1) € xeodesicamente completa, tense que M3(—3) pode ser xeodesicamente

completada.

Mg(c)
Se ¢ # —%, sexa k := 1 + 2¢, entén

_ g((1‘|‘btli)1/"€— 1),k tlog(l +btk)) seb#0
ant) ={ {5, )t

Esta xeometria é esencialmente xeodesicamente incompleta. Se ¢ = —

2’
(%Pt —1),bt) seb#£0
Tap(t) = { (cl;t,O) seb=0 } '

Esta xeometria é xeodesicamente completa.
4
Mi(e)

) = (at,0) seb=0
Tabit) = (— 45 log(1 + 2bt)(—4a + belog(1 +2bt)), 5 log(1 + 2bt))  seb#0 [
Esta xeometria é esencialmente xeodesicamente incompleta.

M5 (c)

Existe un mergullo afin desta xeometria en M3 (c) que non é sobrexectivo M3 (c).
Por tanto, a andlise deste apartado pode abordarse a partir da do caso seguinte, onde
se estuda M2 (c).
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Ms(c)

Tense que p = (1 + ¢?)dz? ® da?. Se ¢ = 0, entén

(at,0) seb=0
oap(t) = { (%sen(bt),bt) seb#0 } '

Esta xeometria é xeodesicamente completa. Se ¢ # 0, entén

(at,0) seb=10
Oapll) = .
a,b( ) <%(1 + 2bct)1/2 Sen(log(lsfbct))7 10g(12+c2bct)) se b ?é 0
Esta xeometria e, consecuentemente, tamén Mé(c), son esencialmente xeodesica-
mente incompletas. Se b # 0, entén 2 non estd acoutado para todo ¢. Por tanto, s6
pode ser completada unha das xeodésicas. Posto que Mé(c) pode mergullarse como
un aberto de M3 (c), isto mostra que M2 (c) tamén & esencialmente xeodesicamente
incompleta se ¢ # 0.

Caso 3. As xeometrias M?(-)

Supofiamos que M é unha superficie afin completa simplemente conexa que esta lo-
calmente modelada en M?(-). Posto que dim{&(M)} = 2, 9,1 e 9,2 estenden como
campos de vectores afin Killing a todo M. Isto mostra que se 7y € xeodésica en /\/lz2 (),
entén p(7, d,i) é unha funcién acoutada. A continuacién estudamos a completitude
xeodésica para as parametrizacions restantes nas que, en xeral, o teorema 8.6 non
consegue resolver o problema de determinar explicitamente as xeodésicas.

M3(ay,az)

Obtemos tres posibles xeodésicas da forma o;(t) = log(t)d; onde

L (L . (I—az,a1) . (a2, 1—a1)
G =———""——, dg=-——", dzg=_——"
14+a;+as 14+a; —as 1—a;+az

A primeira xeodésica estd definida para a1 +a2+1 # 0, a segunda para a; —az+1 # 0
e aterceira para —ai +ao+1 # 0. Polo menos dias destas xeodésicas estan definidas

para cada unha das M3 (a1, as). Tense que & = 1(c,d) con (c,d) € R?\ {(0,0)}.
Entén esta xeometria € esencialmente xeodesicamente incompleta.
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M3(ai,az)

Supoiiamos que a; # —1. Tense que o(t) = log(t)(ﬁ, 0) é xeodésica. Enton
esta xeometria é esencialmente xeodesicamente incompleta. Supofiamos que a; =
—1. Adaptamos un argumento dado por Bromberg e Medina en [9]. As ecuacions
xeodésicas transférmanse en @ = v(2ai — 3(1 + a?)v) e & = v(2u), que en forma
matricial resultan:

Ao F) smsoa (2 B

Se v(tg) = 0 para calquera pardmetro do dominio, entén u(t) = u(tg) e v(t) = 0
resolven esta EDO. Daquela podemos supoifier sen perda de xeneralidade que v non
cambia de signo. Consideramos un novo parametro 7 tal que d,t = v(t) e sexan
U(r) =u(t(r)) e V(1) = v(t(1)). Tense que

o) =a(y)-

Posto que os autovalores de A son —a + v/—1, a solucién da ecuacién anterior é da
forma

( ‘U/ ) —=e T {COS(T) ( 2 > + sen(7) ( —acl_;c%(i;rcf)@ )} .

Entén V' = e "%(ca cos(T) + (—2¢1 + acz) sen(7)). Posto que V' non se anula en
ningln punto, o rango de pardmetros de 7 ten ao sumo lonxitude 7. Isto mostra que
a xeodésica orixinal estd definida para todo ¢t € R.

M3(c) e ME(E)

Tense que 0,0 = (% log(1 4 2at), 0) é xeodésica para estes dous modelos, polo que
son esencialmente xeodesicamente incompletos. O

Observacion 8.9. O estudo da completitude xeodésica para modelos tipo B non se
inclie nesta memoria e ainda constitiie un problema aberto. A dificultade que pre-
senta é que polo momento non dispofiemos de clasificacions lineares apropiadas para
tratar o caso das superficies con dim{&(N)} = 2.

8.4 Estruturas quasi-Einstein Kahler irredutibles

Nesta seccion estudamos exemplos de variedades quasi-Einstein Kdhler obtidos a
partir de superficies quasi-Einstein afins mediante o teorema 3.19.
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Aplicaciéns da ecuacién quasi-Einstein afin

Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana de dimensién n = 2m. Unha
estrutura case-complexa en (M, g) é un tensor J de tipo (1, 1) tal que J2 = —Id. Se
g(JX,JY)=g(X,Y) paratodo X,Y € X(M), dicimos que (M, g, J) é variedade
case-hermitica. Adicionalmente, se V.J = 0 dicimos que (M, g, J) é unha variedade
Kdihler (para mdis informacion, véxase [4, 103]).

A existencia de soluciéns para a ecuacidn quasi-Einstein ant6llase unha condicién
moi restritiva para as variedades Kéhler. O seguinte resultado de [34] mostra esta
situacién en sinatura riemanniana.

Teorema 8.10. Sexa (M, g) unha variedade de Riemann n-dimensional cunha mé-
trica quasi-Einstein Kdhler con i # 0. Entéon M é localmente isométrica a unha
métrica produto My X Ms e a funcion potencial f pode considerarse como funcion
de My, onde M é unha variedade Einstein (n — 2)-dimensional con constante Eins-
tein A e Mo é unha variedade quasi-Einstein 2-dimensional.

O resultado anterior € andlogo no caso indefinido cando a estrutura non € isotrd-
pica, i.e., se ||V f|| # 0. O caso isotrépico, pola contra, ten un comportamento ben
distinto. O noso obxectivo no que segue ¢ ilustrar este feito. Sexa (7%, gp 4) unha
extensiéon de Riemann dunha superficie afin M = (X, D) e sexa J unha estrutura
complexa en M. Tomamos coordenadas locais (2!, 22) en ¥ tales que JO,1 = 0,2 e
denotamos por J a estrutura complexa inducida nas fibras de 73 que en coordena-
das locais (z!, 22, z1/, 7o) queda determinada por

ja:tll = ale ) jaxz/ = _8I1/ .

En [81] prébase que J determina unha estrutura case-hermitica en (7%, gp ¢) cha-
mada estrutura Walker case-hermitica propia determinada por

JO0, = 02 — gD’¢(ax1,3x2)3x1, + %{gp,qs(axl,axl) — gD#s(axQ, 8:02)}8902, ,
jaxQ = _aacl + %{gD@(a’Elaaﬂcl) - gD,(]ﬁ(aan 8:)32)}6361/ + gD,(b(axlvazZ)axg/ .
Empregando isto, obtemos o seguinte resultado.

Lema 8.11. A tripla (T*X, gp.¢, J ) € unha variedade Kihler indefinida se e so se a
tripla (¥, D, J) é unha superficie afin Kiihler.

Proba. As condiciéns para que unha estrutura Walker case-hermitica propia sexa
Kihler foron estudadas en [81]. Entén tense que (1%, gp ¢, J) € Kihler se e s6 se

axl/gD,¢(8x1 ) aﬂcl) = _amlng,qﬁ(axZa 0332) = axg/gD,qﬁ(axl ) axQ) s

8$2/9D,¢<8$178x1) = _aﬂlglgD,¢(8$27812) = _azllgD,¢(8:v1>a:c2) :
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8.4 Estruturas quasi-Einstein Kihler irredutibles

Equivalentemente, os simbolos de Christoffel de M satisfan
Iyt = -Tp' =Tp?and T = —Typ® = -Tp'.

polo que resultados de [24, lema 3.6] mostran que estas son condiciéns necesarias e
suficientes para que (X, D, J) sexa unha superficie afin Kihler. O

Unha superficie afin M admite unha estrutura Kihler se e s6 se a parte simétrica
do tensor de Ricci, pg, é recorrente e det{ps} > 0. Isto é, ps é definido positivo
ou negativo. Entén, os modelos tipo .4 non chans non admiten unha estrutura afin
Kéihler. Os modelos tipo C sempre admiten unha estrutura afin Kihler. Ademais, en
calquera destes casos, a ecuacion quasi-Einstein ten soluciéns non triviais s6 no caso
p = —1 (ver os teoremas 4.17 e 5.22).

Por dltimo consideramos o caso dos modelos tipo B con dim{&(M)} = 2. To-
dos estes modelos tipo I3 con p; = 0 admiten unha estrutura afin Kdhler, mais non
admiten ningunha solucién non constante da ecuacion quasi-Einstein afin. Asuma-
mos que ps # 0. Entén, un resultado de [24, lema 5.6] mostra que se un modelo

th 1
1 > € GL(2,R) e os

tipo B admite unha estrutura Kéhler, entén J = ( " ¢
1 —th

simbolos de Chritoffel satisfan
Ciit = Co' 1 + 2(C2® + 209" th)t'y, Cro' = Ca? + 200" t,
C1i? = (Co? + 205" ) #, C12? = Cor' 4,
Caot # 0.

Tomando CHI = C122 = —C221 75 Oe 0112 = —C222 = —Clgl = 0, a
relacién anterior mostra que t'; = 0et?; = —1. Entdn, a estrutura resultante é
Kihler. Ademais, o teorema 7.17 mostra que a ecuacién quasi-Einstein afin admite
soluciéns non constantes f(z!, z2) = (z1)1+2%1" con yu = 1+2C1, . Sintetizando a
informacidn anterior, obtemos o seguinte resultado que nos proporciona unha familia
de exemplos quasi-Einstein Kéhler.

Teorema 8.12. Sexa (X, D,J) un modelo tipo B Kihler con C11' = Cpp? =
—Col #0e 0112 = —Co9? = —C12' = 0. Entén (T*%, gp,¢, J ) € unha varieda-
de quasi-Einstein Kihler indefinida con funcion potencial f(x',z?) = (31:1)1+20111
para algiin i = 1 + 2C11'. Ademais neste caso non separa unha recta complexa a
diferenza da situacion considerada no teorema 8.10.
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