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Breve descricién do contido

Os modelos de regresion buscan determinar a relacién dunha variable
dependente con respecto a outras variables explicativas ou indepen-
dentes. Unha vez establecido un modelo para dita relacion, é necesaria
a estimacion dos seus parametros. Esta pode levarse acabo por dife-
rentes procedementos en funcién do criterio de axuste, sendo o criterio
de minimos cadrados o méis habitual. No caso do modelo de regresion
linear, este criterio da lugar a un problema de optimizaciéon convexa
para o cal se pode obter a forma explicita da stia solucién. En modelos
mais complexos, como a regresiéon con regularizacién ou os modelos
de regresion non linear, os problemas de optimizaciéon resultantes non
tefien unha solucion explicita. O obxectivo deste traballo é que o alum-
no faga unha revision dos métodos de optimizacién empregados neste

contexto.
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Resumo

O obxectivo deste traballo é a introduciéon de diversos métodos de optimizaciéon para o
célculo de parametros en distintos modelos de regresion, centrandonos especialmente nos
que tefien a propiedade de ser convexos. Para isto, comezamos exponendo os modelos de
regresion lineal, tanto simple como miltiple, plantexandoos como problemas de optimiza-
cion e dando unha solucién explicita do célculo dos seus parametros obtida por minimos
cadrados. No seguinte capitulo, falamos brevemente da regresion Ridge e LASSO, facendo
unha comparacién entre ambos modelos. No terceiro capitulo, introducimos o concepto de
problema, de optimizacién convexa e por que esta propiedade é importante. Ademais, ex-
plicamos os distintos métodos que utilizaremos para resolver ditos problemas. Por tltimo,

aplicaremos estes métodos a exemplos practicos para ver como se comportan.

Abstract

The purpose of this work is to introduce various optimization techniques to calculate
parameters in different regression models, focusing especially on those which have the
property of being convex. To do this, we start exposing the linear regression models, both
simple and multiple, as optimization problems and giving an explicit expression of their
parameters obtained using the least squares criterion. In the next chapter, we discuss
briefly Ridge and LASSO regression, making a comparison between both models. In chapter
three, we define what a convex optimization problem is and the relevance of the convexity.
In addition, we explain different methods to solve these problems. Finally, we use these

methods in some examples to see their perfomance.
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Introducién

A busqueda de solucions para problemas que xorden na practica cautivou a atenciéon dos
matematicos, ocupando un lugar importante no estudo das matematicas. Atopar unha so-
lucién exacta dun problema pode chegar a ser imposible. Cando isto ocorre, perseguiremos
dar respostas ttiles que involucren a bisqueda de resultados aproximados suficientemen-

te bos. Ista é a razén de ser dos métodos numéricos, tendo moitos deles unha larga historia.

Os métodos numeéricos son técnicas matemaéticas que se empregan para resolver pro-
blemas que non se poden resolver, ou que son dificiles de resolver, analiticamente. Unha
solucién numeérica é un valor numérico aproximado da soluciéon. Ainda que as soluciéns
numeéricas son aproximadas, con frecuencia estan moi preto da soluciéon exacta. En moitos
destes métodos os calculos execiitanse de maneira iterativa ata alcanzar unha exactitude

desexada.

Neste traballo centrarémonos en expotier varios métodos iterativos para resolver certos
problemas de optimizacién convexa tendo como base os libros 2] e [1]. Ditos problemas
seran modelos de regresion para os cales facemos uso de [5] e [4] para a sia presentacion.
O interese de estudar estes métodos iterativos é o de mostrar distintas alternativas a4 hora
de estimar pardmetros en modelos de regresiéon xa que pode chegar a ser, nalgunha oca-
sion, moi complicado obter estas estimacién por procesos mais clasicos como o criterio por

minimos cadrados do cal falaremos neste traballo.

A continuacién pasamos a describir brevemente a organizacion do traballo. Comezamos
recordando os modelos de regresiéon lineais e como estes se poden plantexar como proble-
mas de optimizacién convexa. Veremos como podemos obter as estimacions dos pardmetros
empregando o criterio por minimos cadrados e, asi, chegar a unhas ecuaciéns que permiten
calcular ditos parametros de maneira directa. Tamén presentaremos unha alternativa a

este criterio, o método de maxima verosimilitude.

XI



XII INTRODUCION

No segundo capitulo introduciremos os modelos de regresion regularizada, en especial
a regresion Ridge e LASSO. Veremos como estes engaden un termo de penalizacién aos
modelos lineais para, asi, minimizar a influencia dos parametros menos importantes ade-
mais de plantexalos como problemas de optimizacién convexa, ao igual que nos modelos
lineais. Ao final deste capitulo, engadiremos unha secciéon onde formularemos de maneira
diferente estes modelos para poder comparalos ademais de xustificar o porqué dos termos

de penalizacién que empregan.

O seguinte capitulo estarda dedicado & explicaciéon do que podemos entender por un
problema de optimizaciéon convexa e a métodos para resolvelos. Nunha primeira parte do
capitulo, definiremos tales problemas asi como o que entedemos por funcién convexa. De
seguido, exponeremos unha serie de definiciéns e resultados para xustificar a importancia
da convexidade nese tipo de problemas. Continuaremos cuns exemplos de funciéns conve-
xas, demostrando a convexidade das mesmas. Tamén engadiremos un par de exemplos de
problemas de optimizaciéon convexa coincidindo estes cos modelos de regresiéon expostos
nos dous capitulos anteriores. Xa na segunda parte do capitulo dedicaremos unha seccién

aos métodos iterativos que empregaremos para resolver ditos problemas.

Por dltimo, dedicaremos un capitulo a implementar e comparar os distintos métodos
expostos. Nunha primeira seccién, simularemos un modelo de regresién lineal simple que
nos servira para validar e comprobar o comportamento destes métodos. Sera nunha segunda
seccion onde aplicaremos os métodos a un modelo de regresion lineal miltiple con datos

reais e remataremos resolvendo un modelo LASSO con distinto niimero de variables.



Capitulo 1

Modelos de regresion lineal

Neste capitulo explicaremos en que consiste o modelo de regresion lineal, tanto o simple
coma o multiple, asi como o enfoque de minimos cadrados e outros problemas de optimi-

zacion que veremos mais adiante (véxase [5]).

1.1. Regresion lineal simple

A regresion lineal simple é un método estadistico que permite explicar a relacién lineal
que existe entre diias variables. A variable resposta identificase por y e a variable explicativa

ou independente como z. O modelo de regresion lineal simple describese dacordo a ecuacion:
y:ﬁo—i—ﬁl.f‘i‘&' (11)

Na ecuacion anterior, By e 81 son dous parametros desconiecidos que representan o in-

tercepto e a pendente do modelo lineal respectivamente, mentres que € é o erro.

Na gran maioria dos casos, os valores By e 81 son desconecidos. Por tanto, antes de poder
empregar (1.1) para facer prediccions, necesitamos a mostra (x1,y1), (€2,Y2), ..y (Tn, Yn), &
cal representa os n pares de observaciéns do noso modelo para obter, asi, as stias estima-
ciéns BO e ﬁ}. Estas estimacions coniecense como coeficientes de regresion ou least square
coefficient estimates, xa que toman aqueles valores que minimizan a suma dos residuos ao
cadrado, dando lugar 4 recta que pasa méis cerca de todo-los puntos. Definindo a suma de

residuos ao cadrado (RSS) como

RSS=¢el+e3+...+¢c2
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ou equivalentemente

RSS = (y1 — Bo — B1z1)* + (y2 — Bo — B122)* + .. + (Yo — Bo — B1zy)?

podemos plantexar o axuste destes coeficientes como un problema de optimizacién convexa,
o cal explicaremos en que consiste no capitulo 3, da seguinte maneira:

g}%q RSS=cl+ei+..+e2 (1.2)

onde RSS seria a funcién obxectivo. Para calcular os valores de By e 81 que minimizan

dita funcion, podemos proceder directamente sen empregar ningin método iterativo. Na

funcién obxectivo, podemos substituir By por y — S1z e derivar respecto de ;. Feito isto,

igualamos a 0 e despexamos (1. Por ultimo, multiplicamos por — numerador e denominador
n

para obter a seguinte expresion:

doici(wi =) (yi — )
>y (wi — T)?

e podemos expresar a estimaciéon de Sy en funcion da de ;

B =

BO :g_glj7

1 1 . .
onde §j = - Y yieT = - >, x; son as medias muestrais.

Unha recta de regresion pode empregarse para distintos propositos. No caso de querer
medir a relacion lineal entre duas variables, a recta de regresién indicao de forma directa
(xa que calcula a correlacion). Sen embargo, en caso de querer predecir o valor dunha
variable en funcién doutra, non s6 se necesita calcular a recta, senén que ademéis hai que

asegurar que o modelo sexa bo.

1.2. Regresion lineal multiple

A regresion lineal simple é un enfoque 1til para predicir unha resposta en base a unha
Unica variable explicativa. Sen embargo, na practica soemos ter mais de unha destas va-
riables. A regresion lineal multiple permite xerar un modelo no que a variable resposta,
y, determinase a partir dun conxunto de variables independentes chamadas explicativas
(21,2, x3,...). Podemos facer isto dando a cada variable explicativa un coeficiente de pen-
dente separado nun s6 modelo. En xeral, suponamos que temos p variables explicativas

distintas e n obsevaciéns. Entén o modelo de regresion lineal miltiple toma a forma

yi = Bo + Bixi1 + Pomio + ... + Bpxip+&i  i=1,...n (1.3)
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onde By é a ordenada na orixe, o valor da variable dependente y cando todas as varia-
bles explicativas son cero; ; é o efecto promedio que ten o incremento dunha unidade da
variable explicativa x; sobre a variable dependente y cando o resto de variables permanecen

constantes; € é o erro.

Como no caso da regresion lineal simple, os coeficientes Sy, 31, ..., 3, son desconecidos
e deben de ser estimados. Dados os estimadores (g, 31, ..., 5, podemos facer predicions

usando a férmula
Ui :BO+lei1+B2xi2+---+Bp$ip t=1,...,n

Os parametros son estimados co mesmo criterio de minimos cadrados visto para o
modelo simple. Escollemos (g, 51, ..., 8p que minimicen a suma dos residuos ao cadrado.

Dito doutra forma, podemos plantexar esta situacién coma un problema de optimizacién

min RSS = Z(yi — Bo — Biwi — Batiz — ... — BpTip)? (1.4)
BO:ﬁl,m:ﬁP i=1

Para obter a expresion das estimacions dos parametros, podemos reescribir (1.3) de

forma matricial:

Y=XB+¢
onde
1 Bo 1 1 w2 .. oz €1
Y2 B1 1 2z w2 ... 9 €9
Y = s B=1 . X=1. . o | o=
Yn Bp 1 @y @p2 o Ty En

Asi, podemos plantexar (1.4) como
rrgn RSS = (Y — XB)T(Y — XB)

Agora ben, diferenciando respecto de 8 obtemos
ORSS
= = 2XT(v - X

e igualando a cero temos

XT(y -XxB)=0

a cal ten solucién dnica

g=(XTx)"'xTy



4 CAPITULO 1. MODELOS DE REGRESION LINEAL

E habitual considerar o modelo de regresion lineal normal onde os erros se comportan
como variables aleatorias independentes igualmente distribuidas cunha distribucién normal
de media 0 e varianza o?. Neste caso considerando Y como un vector aleatorio e que
Y = XB+¢ con e ~ Ny(0,,0%I,), onde I, é a matriz identidade de orde n, temos que sta

media e matriz de covarianza obténense a partir das de € e son

EY)=XB, Var(Y)=0%I,

1.2.1. Maxima verosimilitude

Ata agora, estivemos vendo como calcular os estimadores, 3, utilizando minimos ca-

drados. Sen embargo, existen outras formas de obter ditos estimadores.

O método de méxima verosimilitude é un procedemento de estimacién que necesita o
coniecemento da distribucion de probabilidade poboacional, a cal se refire a todos os posi-
bles resultados que poida ter unha variable aleatoria, é dicir, describe o comportamento de
dita variable dentro dun intervalo de valores ou de posibles resultados. Para levar a cabo

este procedemento é necesario obter a funcién de verosimilitude.

Sexa a nosa variable aleatoria, p, con probabilidade P(p = a,d) no caso de ser discreta
ou funcion de densidade f(z;0), se é continua. En ambos casos, § é un parametro desco-

necido.

Se se escolle unha mostra aleatoria de tamano n, entén a funcién de verosimilitude

represéntase por L(X;d) e calcilase do seguinte modo:
L(X;0) = f(21;6)... f(xn3 5)

O criterio que se adopta para obter o valor estimado do parametro descofiecido 9, é

escoller aquel estimador que maximiza a funcién de verosimilitude.
L(X;0) = mgix L(X;0)

Sen embargo, como a funcién de verosimilitude é multiplicativa, os calculos pédense
complicar, por esta razén, obténse o valor do pardmetro que maximiza o logaritmo da

funcién de verosimilitude. Para obter dito estimador, hai que seguir os seguintes pasos:
= Derivar o logaritmo da funcién de verosimilitude respecto do parametro descofiecido.

» [gualar a cero a primeira derivada e obter o valor do estimador en funcién dos ele-

mentos da mostra.
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= Obter a segunda derivada do logaritmo da funcién de verosimilitude respecto do

pardmetro. Para que sexa un méximo esta segunda derivada ten que ser negativa.

Se temos méis dun parametro para estimar, o procedemento é similar ao exposto anterior-
mente, pero serd necesario derivar o logaritmo da funcién de verosimilitude respecto de

cada un deles.

Exemplo 1.1. Na regresion lineal multiple, suponendo a normalidade e independencia dos

erros tense
£~ Np(0n,0%,) = Y ~ No(XB,0%1,)

onde o denota a varianza e I, a matriz identidade de orde n.

No caso xeral Y ~ Np(fi,X), a funcién de densidade de Y ven dada por

1(@) = (@n) P[5 eap(— 5 (7 - AT )

Entoén, a funcién de verosimilitude de Y no modelo de regresion lineal multiple é

L(B,0° 1Y, X) = (250%) " eapl— o (Y — XB)' (¥ — X5)}

U(B,0%Y. X) = logL() = ~Zlog(2m) — Flogo® — = (¥ = XB)T (Y — XB)

1
202
Temos que maximizar £(3, 02|, X) con respecto a 3 e o2. Primeiro derivamos para

encontrar os puntos criticos

0 __i T 7T
25° S(XTXp - XTY)

g, n 1 T
902’ = g2 T gy T XA (Y = XE)

Entén

9
—f= XT'xp=xTy
aﬁé 0o = 15}

d

1
—A=0 = o’=-(Y-XB)T(Y-X
= o= (Y - XB)T(Y - XB)
A solucién para o2 depende de § e a soluciéon para B é a mesma que por minimos

cadrados. Entén, se X é de rango completo, os EMV son

B=XTX)"'Y e o2= L Y - X3)T(Y — Xp)

n
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Capitulo 2
Regresion lineal regularizada

Como xa vimos, os modelos de regresion lineal multiple soen axustarse mediante re-
gresion por minimos cadrados, aunque existen outros procedementos como a estimacién
por méxima verosimilitude como vimos ao final do capitulo anterior. Debemos ter en con-
ta dous aspectos & hora de empregar estes procedementos de axuste, o que nos levara a

considerar outras opciéns como veremos neste capitulo. Ditos aspectos son:

= Erro de prediccion: se a relacion existente entre os predictores e a variable resposta
é lineal, as estimacions obtidas polo método de minimos cadrados seran insesgadas.
Se ademais, o nimero de observacions coa que se axusta o modelo é moito maior que o
nimero de predictores (n >> p), as estimacions obtidas por minimos cadrados tenden
a ter pouca varianza. Cumprindose ambas condiciéns, un modelo lineal multiple
xerado mediante minimos cadrados terd unha boa capacidade de predicion. A medida
que o numero de observaciéns deixa de ser moito maior que o niimero de variables
explicativas, a varianza aumenta, ata chegar ao punto no que si p > n, a varianza ¢é

infinita e, polo tanto, o método dos minimos cadrados non debe utilizarse.

= Interpretabilidade do modelo: cantas méis variables explicativas se introduzan
nun modelo, méais complexa se fai a sda interpretacion. Por esta razoén, compre limitar
o modelo a aquelas variables explicativas que tenan unha influencia importante sobre
a variable resposta, excluindo aqueles que son irrelevantes e que engaden complexi-
dade innecesaria. O método de regresion por minimos cadrados dificilmente obtera
estimaciéns de coeficientes que sexan exactamente 0, polo que tendera a considerar

utiles todos os predictores

Asi pois, cando se disp6n de poucas observaciéns ou moitas variables explicativas, com-
pre empregar un método de regresiéon que permita excluir variables irrelevantes ou, mellor

dito, identificar os maéis relevantes. A este proceso conéceselle como seleccion de variables

7
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e os 3 métodos mais empregados son: seleccion de subconzunto, método de penalizacion
ou regularizacion e reduccion da dimension. Neste capitulo centrarémonos nos métodos de
penalizacién ou regularizacion, os cales consisten en axustar o modelo incluindo todos os
predictores pero empregando un método que obrigue a que as estimaciéns dos parame-
tros de regresion tendan a cero, é dicir, que tenda a minimizar a influencia das variables

explicativas menos importantes. Dous dos métodos mais empregados son:

= Regresion Ridge: aproxima a cero os parametros das variables explicativas sen

chegar a excluir ningin.
= Lasso: aproxima a cero os parametros, chegando a excluir variables.

Ambos métodos estan indicados para situacions nas que hai un maior ntimero de va-
riables explicativas que de observacidns. Vexédmolos mais en profundidade, tendo como
base [5] e [4].

2.1. Regresion Ridge

A regresion Ridge é moi similar 4 de minimos cadrados, excepto que os parametros
se estiman minimizando unha funcion lixeiramente distinta. En particular, as estimaciéns
dos parametros da regresion de Ridge, A7, son valores que resolven o seguinte problema
de optimizacion

n p p p
min Y (g —Bo— Y Bxy)* +AY B =min RSS+AD B2, (2.1)
p i=1 j=1 j=1 p j=1
onde A > 0 é un pardmetro de axuste, que se determinara por separado. No seguinte capi-
tulo explicaremos que se trata de un problema de optimizacién convexo, asi como diversas

alternativas para resolvelo.

Ao igual que cos minimos cadrados, a regresion Ridge busca estimacions de coeficientes
que se axusten ben aos datos, facendo o RSS pequeno. Sen embargo, o segundo termo,
A i sz, chamado shrinkage penalty ou termo de penalizacion, é pequeno cando 31, ..., 3,
son proximos a cero. O parametro de axuste A serve para controlar o impacto relativo
de estes dous termos na estimacién dos coeficientes de regresion. Cando A = 0, o termo
de penalizacién non ten efecto, e as estimacidons da regresion Ridge coinciden coas dos
minimos cadrados. Sen embargo, se A — oo, o impacto do termo de penalizacién crece, e
as estimacions dos coeficientes da regresion de Ridge acercaranse a cero. A diferencia dos

minimos cadrados, que xera s6 un conxunto de estimaciéns, a regresién Ridge producira
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un conxunto diferente de estimadores, BR, para cada valor de A. Escoller un bo valor para
A é crucial, para o cal existen diversos métodos como o de validacion cruzada (para mais
detalle véxase [5], capitulo 5).

Notese que no problema (2.1), o termo de penalizacion aplicase aos [, ..., p pero non
ao intercepto, Bp. Queremos reducir a asociacién estimada de cada variable coa resposta;
sen embargo, non queremos reducir o intercepto, que é simplemente unha medida do valor
medio da resposta cando x;1 = ;2 = ... = 73, = 0. Se asumimos que as variables se centra-
ron para ter media cero antes de facer a regresiéon Ridge, entén a estimaciéon do intercepto

tomara a forma By = § = S yi/n.

Agora ben, podemos plantexar (2.1) de forma matricial como segue
min - {[ Y - X5 13 +A 1813} (2.2)

onde || B |l2= O |ﬁj2|)1/ 2 ¢ a norma euclidea. Equivalentemente, podemos plantexar o

problema (2.2) da seguinte maneira
min (V- XB)'(Y - XB) + 1575

de onde se obtenen os estimadores Ridge derivando respecto 8 e igualando a cero,

tomando a seguinte expresion
BE = (XTX —AI)'XTYy

En moitos casos quérese predicir o comportamento da variable resposta e dado que se
desconece como se comporta, escollese un ntmero de variables explicativas considerable-
mente extenso cando, sen embargo, non se conta con demasiada informacion previa, é dicir,
é frecuente que p >> n. Se isto sucede, tanto a regresion lineal como a regresion Ridge,
a pesar de chegar a unha solucién tnica, non alcanzan unha estimacién suficientemente
fiable. Ademais, dado o elevado ntimero de variables explicativas seria interesante obter un
estimador que reflexe claramente cales de estas variables son influintes &4 hora de predicir
a variable resposta, é dicir, resultarfa convinte que o estimador tivera gran parte das stias
componentes nulas, pero esto non acontece na regresion Ridge. Si o faré, sen embargo, se
en 2.2 se toma a norma [; 4 hora de limitar o tamano de . Isto da lugar a un novo modelo
cofiecido como LASSO.

2.2. LASSO

Como acabamos de ver, a regresion Ridge ten unha gran desventaxa xa que inclue to-

das as variables explicativas no modelo. O termo de penalizacion A 6]2- no problema (2.1)
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reducird todos os coeficientes hacia cero, pero ningin deles chegara a cero. Esto non ten
por que ser un problema para a estimaciéon dos parametros, pero pode complicar a inter-

pretacion do modelo cando o ntimero de variables explicativas é moi grande.

O problema de LASSO trata de penalizar, ao igual que a regresiéon Ridge, un tamano
grande de 8 no problema de minimos cadrados para a regresion lineal. A diferencia co
método anterior é que interpreta o tamafio de 8 en funcién da norma I;. O que en prin-
cipio parece unha desventaxa, pois esta restricciéon ven dada a partir dunha funcién non
diferenciable nos puntos de RP con algunha componente nula, proporciona por outro lado
unha maior interpretabilidade do problema ao proporcionar para o caso p >> n soluciéns
con un alto nimero de variables explicativas con valor nulo, o que se conece como seleccion
de variables. Os estimadores BL ASso resolven o seguinte problema de optimizacién que,

como veremos no seguinte capitulo, é convexo

n

P p p
min 3 (i fo = D Bwy) +AY |Gl =min RSSHAD 1G] (23)
i=1 Jj=1 j=1 j=1
Comparando (2.1) e (2.3), vemos que a tnica diferencia entre eles ¢ que o termo de
penalizacion BJQ na regresion Ridge se sustitue por |3;| en LASSO. Noutras palabras, o
método LASSO usa a norma {1 en lugar da norma l5. A norma [; dos coeficientes do vector
f ven dada por || 8 ||i= >_|B;|. Dito esto, outra forma de plantexar o método LASSO é

de forma matricial da seguinte maneira
min ]V - X5 15+ 118 (I} (2.4)

Como dixemos ao comezo da seccion, a norma 1 non é diferenciable. Esto supén que non
podemos calcular os estimadores, BL 4550, utilizando minimos cadrados como estivemos
facendo ata agora, pois este método require derivar respecto de (3. Para solucionar isto,
existen certos métodos para obter o minimo dunha funciéon sen necesidade de que esta sexa
diferenciable, como é o caso do método de Hooke e Jeeves. Verémolos mais en profundidade

no capitulo 3.

2.3. Outra formulacién para a regresiéon Ridge e LASSO

Nesta seccién veremos outro plantexameno para a regresion Ridge e LASSO, a cal nos
axudaré a ver graficamente as disferenzas que existen entre os dous procesos. Tamén vere-
mos a posibilidade de utilizar outras normas e o motivo polo cal se empregan a norma [y

e lg.
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Dito isto, as estimacions dos pardmetros no método LASSO resolven o problema

n

min O (wi—Bo=>_ Bwiy)*} (2.5)
j=1

=1

p
ca Yll<s
j=1

mentres que as estimaciéns obtidas na regresién Ridge resolven

H%l’n {Z(yi — Bo — Z Bjxij)?} (2.6)
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Noutras palabras, para cada valor de A, hai algin s para o cal as ecuacions (2.3) e
(2.5) dannos os mesmos estimadores. De maneira anéaloga, para cada valor A hai un corres-
pondente valor s tal que as ecuacions (2.1) e (2.6) nos calculan os mesmos estimadores.
Cando p = 2, enton (2.5) indica que as estimacions dadas polo método LASSO tefien
o RSS mais pequeno de todos os puntos que se encontran dentro do diamante definido
por |51]| + |B2] < s. Do mesmo modo, as estimacions proporcionadas pola regresion Ridge
tefien o RSS mais pequeno de todos os puntos que se encontran dentro do circulo dado
por B2+ B2 < 5.

Podemos pensar (2.5) da seguinte maneira. Cando usamos o método LASSO, estamos
tratando de encontrar o conxunto de estimaciéns que fan o RSS mais pequeno, suxeito a
limitacién de que hai unha marxe para o tamartio de Y *_,; |3;]. Se s é extremadamente
grande, entén esta marxe non é moi restrictiva e, polo tanto, as estimaciéns dos parame-
tros poden ser grandes. De feito, se s é o suficientemente grande para que a soluciéon por
minimos cadrados caiga dentro desta marxe, entoén (2.5) ten a mesma solucién que por
minimos cadrados. Do mesmo modo, (2.6) indica que cando realizamos a regresion Ridge,
buscamos un conxunto de estimadores tal que o RSS sexa o maéis pequeno posible, suxeito

a que Y_0_) A7 non exceda a marxe s.

Se se escolle s suficientemente pequeno, os valores §; producidos son na stia maioria

nulos, sendo solo uns poucos distintos de cero. Este fendémeno cofiécese como dispersion e
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permite simplificar a interpretacion dos resultados. Podemos plantexarnos a norma [, para

g > 0, o que nos leva o seguinte problema
n P P
mﬁfn > wi—Bo— > Biwi)> + A 1B (2.7)
i=1 j=1 Jj=1

Sen embargo, a eleccién de ¢ = 1 é a xusta se se busca un problema disperso e & vez
convexo. Se ¢ > 1 pérdese a propiedade de dispersion e, se ¢ < 1, a dispersiéon mantense
pero o problema deixa de ser convexo. As ventaxas que ofrece a convexidade xustificaranse
no capitulo 3. Os contornos para un valor constante de ?:1 5|7 mostranse na figura (2.1)
para o caso de duas entradas. Algunhas destas normas tenen nome propio, como pode ser
a norma euclidea cando ¢ = 2, norma valor absoluto cando ¢ = 1, tamén conecida como

norma Manhattan ou a norma infinito cando ¢ = oo.

qg=4 g=2 q 1 g = 0.5 q=10.1

Figura 2.1: Contornos para un valor constante de ?:1 |5j|¢ para distintos valores de gq.
Fonte da imaxe ([4]).

Na figura (2.2) representaronse en duas variables (p = 2) os erros cadraticos de LASSO
e da regresion Ridge dados por (y; — 216)? + (y2 — 223)* = K, con K constante, e as re-
xions || B |2 e || B ||3 respectivas de cada un dos problemas. Apréciase como en LASSO, os
contornos das conicas intersecan primeiro con algiin dos vértices do diamante, onde unha
das variables explicativas é nula; mentres que na regresion Ridge, aunque se quedan cerca
de facer o propio, finalmente intersecan nun punto onde ambas variables son non nulas. Se
o numero de variables é elevado, esto pddese xeneralizar e ocurrird o que xa se comentou: a
solucion BR tenderé a contar con compofientes non nulas e esto dificultara a interpretaciéon
real do modelo. Se tiveramos tres variables (p = 3), a rexion || 8 ||3 da regresion Ridge
convertiriase nunha esfera, mentres que a rexién || 3 ||2 de LASSO seria un poliedro. Cando
p > 3, a rexion na regresion Ridge convirtese nunha hiperesfera e en LASSO obteriamos
un politopo. En particular, LASSO selecciona variables cando p > 2 debido as esquinas do

poliedro ou politopo.
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Bz Bz

By B

Figura 2.2: Interpretacion de LASSO (esquerda) e regresion Ridge (dereita). Fonte da imaxe

(I5])-

Ata agora estivemos vendo que tipos de problemas se nos presentan ao estimar parame-
tros en regresion. No seguinte capitulo veremos en que consisten estes problemas e porqué
son convexos, asi como a ventaxa desta condicion. Ademaéis, veremos algunhas alternativas

ao método de minimos cadrados para resolver ditos problemas.
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Capitulo 3
Optimizacién convexa

Neste capitulo imos ver en que consisten os problemas de optimizaciéon convexa, ade-
mais da importancia da condicién de convexidade, pois son os casos que, habitualmente,
se nos presentan ao estimar parametros en regresion. Por outra parte, veremos métodos

para resolver este tipo de problemas(|2]).

Definicién 3.1. Un problema de optimizacién convexa é da forma

min  fo(Z)

s. a. fi(@) < by, i=1,..,m,
onde as funciéns fo, ..., fm : R™ — R son convexas, é dicir, satisfan

Ji(oZ + (1 = 9)y) < ofi(X) + (1 — ) fi(¥)

para todo Z,§ € R™ e todo ¢ € [0,1]. O problema de minimos cadrados ¢ un bo
exemplo deste tipo de problemas, o cal empregamos na regresiéon lineal tal e como vimos

no capitulo 1.

Agora presentaremos un par de resultados para ilustrar o bo comportamento das fun-
cions convexas. Ademéis, definimos un par de conceptos previos necesarios para a com-

prension de ditos resultados (véxase [3]).

Definiciéon 3.2 (Minimo local). Dado zj € V, dise que é minimo local da funciéon f: V C

R™ — R se existe un entorno de zp, U(zp), tal que
VieU(zo) NV f(a0) < f().

15
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Definiciéon 3.3 (Minimo global). Dado #p € V, dise que é un minimo global da funcion
f:VCR" = Rse
f(@o) < f(&)  VZeV

Proposicion 3.4. Sexa f:V C R" — R convexa. Se & € un minimo local de f enton & €

tamén un minimo global de f.

Demostracion. Sexa T un minimo local de f, sexa 7 € V e sexa ¢ > 0 suficientemente
pequeno para que (1 — @)T + ¢y pertenza ao entorno de & onde este minimiza a funcion.

Enton

f(@) < f(1=9)T+0y) < (1 - ¢)f(Z) + ¢f ()

xa que na primeira desigualdade empregamos que Z é minimo local, e a segunda tense por
ser f convexa. De ditas desigualdades, podemos deducir que f(Z) — (1 — @) f(¥) < ¢f(9)

e, polo tanto, f(Z) < f(¥) verificando a definiciéon de minimo global. O

Proposicion 3.5 (Caracterizacion do minimo dunha funcién convexa). Dados V' C R"
cerrado e convero, U C R™ aberto e f : V — R convexa e diferenciable en U DV, enton

tense que
T € argmingex f(7) & V(@) (T - 7) <0,  VjeV.

Demostracion. Para a condicion suficiente probarase primeiro que
F@) = @) < Vi@ @ -9), VEFEV. (3.1)

Sexa ¢ € [0, 1] e sexa h= ¢(y— ). Para todo &, € V basta ver que se verifica, grazas

4 convexidade de

f((A =)+ oY) — f(T) _

1) < £(@) + 5 = /@ z
@4 f(f—¢(f;§)) D _ gy [EHNZTD gy

S f@)+VF@) T (G—F) cando ¢ — 0(h — 0).

Se existe #* € V tal que para todo i € R", Vf(&*)T (z* — i) < 0 aplicando o anterior
chégase a que f(@*) < f(¥), polo tanto &* € argmingex f(¥).

Para demostrar a condicion necesaria considérase para cada ¢ € V' a funcion real de
variable real h(t) := f(z* + t(§ — Z*)) cuxa derivada é h'(t) = Vf(Z* +t(y — )T (¢ —
*). Dado que h(0) = f(Z*), 0 é un punto minimo da funciéon h. En particular, h’'(0) =
Vf(@)T (5 — &) > 0, de onde se obtén o resultado. O
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Antes de ver algin exemplo de problema de optimizacién convexa, a seguinte seccion
resultaranos de gran utilidade xa que nos amosara informacioén sobre as funciéns que se

nos presentaran neste tipo de problemas.

3.1. Funciéns convexas

Nesta seccién veremos algins exemplos de funciéns convexas que nos seréan de utilidade
para comprender que os problemas de optimizaciéon expostos mais adiante son, efectiva-

mente, convexos.

A aplicaciéon da definicién de convexidade a unha funcién pode resultar complicado,
polo que se recorre 4s caracterizacions, é dicir, a certas condiciéns que poden verificar as
funciéns e que nos permiten ver se son convexas. Para poder comprender un resultado que

daremos a continuacién, necesitamos un par de definiciéns previas.

Definicion 3.6. Sexa f : R” — R unha funcién daas veces continuamente diferenciable. A
matriz hessiana da funciéon f é a matriz cadrada n x n formada polas segundas derivadas
parciales de f. Ademais, o teorema de Schwarz aseguranos que non importa a orde de
derivacién, polo que a matriz hessiana é simétrica. Denotaremos a matriz hessiana de f

nun punto x por Hy(x). Se queremos mais detalles sobre o teorema de Schwarz, véxase (|9]).
Definiciéon 3.7. Dada unha matriz simétrica A € M, (R), tense que:
A & semidefinida positiva < 1 Az > 0, Vx € R™.
En particular,
A & definida positiva < 2T Az > 0, Ve € R™.
Sabendo isto, podemos enunciar a seguinte proposicion:
Proposicion 3.8. Dada unha funcion f: R™ — R diuas veces diferenciable, cimprese que:
[ € conveza se, e 56 se, Hy(x) € semidefinida positiva
onde H € a matriz hessiana de f.

Demostracion. Suponiamos que [ é convexa en todo punto z' € R™. Temos que probar que
#T H(Z)Z > 0 para todo & € R™. Para calquera & € R, Z+ A% € R" para |A| # 0. Agora,

por (3.1) e que f sexa duas veces diferenciable, obtemos as seguintes expresions:

f(Z4+ D) > f(2) +AVf(D)Z, (3.2)
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fE+AD) = f(2)+AVF(2) E+ %/\QfTH(Z)f+ N LE 1P O(N). (3.3)
Substituindo (3.3) en (3.2), obtemos
%/\QfTH(Z)er X Z 2002 > 0.
Dividindo entre A2 e facendo que A tenda a 0, séguese que &' H(Z)Z > 0.

Para a outra implicacion, suponamos que H é semidefinida positiva. Consideramos & e

Z puntos de R™. Enton, polo teorema do valor medio (véxase [8], p. 174), temos
" - AT ooy Lo S N(m
F(@) = f() + VI (@ = 2) + (7= ) H(@) (7 - 2) (3-4)

onde & = AZ+ (1 — \)Z para algin A € (0,1). Como asumimos que H é semidefinida

positiva temos que (Z — )T H(#)(Z — Z) > 0 e, xunto con (3.4), concluimos que
F(@) > f(2) + V) (@ - 2).

Posto que a desigualdade anterior é certa para cada &,y € R™, f é convexa en virtude
de (3.1). O

Dito isto, podemos comprobar que as seguintes funciéons son convexas (ben pola defi-

nicién ou ben, facendo uso da proposiciéon anterior).
= f(z) = x? é convexa, pois a segunda derivada correspéondese con f”(x) =2 > 0.

= As funcions afins f(Z) = AZ + b son convexas. Comprobémolo facendo uso da defi-

nicién:

FOT+ (1 —))) = A(T + (1 — ¢)F) + b= ApT + AF — Apj+b =
= QAT + b + AT — AT+ b — 67 = o f(F) + (1 — ¢) f(7)

= As funcions norma f(Z) =|| 7 ||;= (31—, |:|9)"/7 para ¢ > 1 son funciéns convexas.
A condicién ¢ > 1 é necesaria pois para demostrar que estas normas son convexas,
usaremos a desigualdade triangular que se verifica para estes valores de q.

Entén, pola desigualdade triangular tense que

n 1/q n 1/q n 1/q
(Z |z +yz'|q) < (Z |xi!q> + (Z\yz’\q>
=1 =1 =1
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Polo tanto,

n 1/q
foZ+ (1 =)y =l oT+ (1 = )7 ll4= <Z ¢z + (1 — ¢)y¢"> <
=1

n 1/q n 1/q
< <Z |¢$i|q> + (Z (1 - ¢)yi|q> =
i=1

i=1
1/q

n 1/q n
=6 (Z |:cl-|q> +(1—¢) (Z |yi|q> = ¢f(@) + (1 - ) ()
=1 i=1

= A combinacion lineal con coeficientes positivos (ou combinacion conica) de funcions
convexas é convexa. Sexan f : R” — R e g : R® — R duas funciéns convexas e

a,b € RT. Enton af + bg é convexa xa que
af(¢Z+(1—0)y) +bg(¢T+ (1-¢)y) < a[¢f(Z)+ (1—¢) ()] +blég(Z) + (1 —¢)g(¥)]

Agora que vimos algunhas funciéns convexas, na seguinte seccién veranse problemas

que tratan de minimizar algunha destas funcions.

3.2. Exemplos

A continuacién mostramos un par de exemplos de problemas de optimizacién convexa
que teflen especial interese pois son os que se utilizan na regresion lineal para a estimacién

de parametros tal e como se pode ver en (|2]).

3.2.1. Problema dos minimos cadrados

Tratase dun problema de optimizaciéon sen restricciéons no que, dado un conxunto de
pares ordenados intentamos encontrar a funciéon continua que mellor se aproxime aos datos.
Ao elevar 6 cadrado a funcién obxectivo que queremos minimizar, obtemos o problema de

aproximacioén por minimos cadrados,
, S 2
min || AZ—0b]|

onde a funcién obxectivo é a suma dos residuos ao cadrado que, no caso da regresion
lineal, conecemos por RSS, tal e como vimos no capitulo 1. Este problema pode resolverse

analiticamente expresando a funcién de forma cuadratica convexa

f(@) =7TAT Az — 267 AZ + b b.
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O punto £ minimiza [ se, e s6 se
V(@) =z AT —24Tb=0
é dicir, se, e s0 se, T satisfai as chamadas ecuaciéns normais
AT Az = ATb,
que sempre tefien solucién. Ademéis, se asumimos que as columnas de A son independen-

tes, dito problema ten solucion tnica & = (AT A)~1ATb.

O problema de minimos cadrados é a base para a estimacion de parametros, regresion e
diversos métodos de axuste de datos. O cal se utiliza en moitas técnicas como, por exemplo,

na regularizacion, que veremos a continuacion.

3.2.2. Regularizaciéon

Un problema comtn de regularizacién, especialmente cando se utiliza a norma euclidea,

é reducir o minimo da suma ponderada das normas ao cadrado, é dicir,
min || A7 -5 |>+0 || 7|

onde > 0 é un parametro do problema.

Estes problemas de aproximacion regularizada resolven esta situacion facendo || AZ—b ||

e || Z || pequenos, engadindo un termo de penalizacién asociado & norma de Z.

Os exemplos anteriores son claramente problemas de optimizacién convexa pois as co-
rrespondentes funcidéns obxectivo son convexas como vimos na seccién 3.1. Para resolver
ditos problemas existen diversas formas de conseguilo como, por exemplo, analiticamen-

te. Sen embargo, existen alternativas para resolvelos e que plantexamos na seguinte seccion.

3.3. Meétodos iterativos

Compre destacar que non sempre existe soluciéon analitica, pois se traballamos coa nor-
ma [y de & como ocorre co método LASSO visto na seccién 2.2 do capitulo anterior, esta
non é diferenciable e necesitamos facer uso doutras ferramentas para resolver o problema.
A continuacion, explicaremos unha serie de métodos iterativos para resolver os problemas

de optimizacién mencionados previamente, pero antes, daremos algins criterios teoéricos
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que nos permitan comparar o desempenio dos algoritmos que se empregan nestes métodos.

Dado un algoritmo, o que facemos con él é xerar unha sucesiéon I que tenda 6 6ptimo
do problema. O n-ésimo termo da sucesién xeramolo a partir de minimizar unha funcién
auxiliar dunha soa variable ao longo dunha recta que pasa polo punto 7, _1. A converxencia

do algoritmo vai depender de como converxa a sucesién que xera.

Diremos que un algoritmo ten converexencia global se a sucesién que xera converxe
independentemente do punto inicial £y que se escolla. Se, pola contra, a stia converxencia
depende do punto inicial, dise que ten converxencia local. Para escoller que método utilizar,

necesitamos un criterio para decidir, entre as sucesiéns que xeran, cal converxe mais rapido.

Definicion 3.9. Diremos que unha sucesién converxe linealmente a un punto § se existe
ke (0,1) tal que

| Zna = SI< K[| Zn =5 -

De igual modo, diremos que unha sucesién converxe cuadraticamente se
| Foit = FI< k|| Fn— 52

Diremos que un algoritmo converxe de certa forma se a sucesién que xera converxe
desa forma. Un algoritmo con converxencia cuadratica converxe maéis rapido que un con
converxencia lineal e dados dous algoritmos lineais, converxe méis rapido aquel que tena

un menor k.

Por outro lado, esto s6 nos da un aspecto do desempeno dun algoritmo. Tamén hai que
ter en conta o nimero de evaluaciéns da funcién, do seu gradiente e da matriz hessiana
que se requiren en cada iteraciéon. Dito isto, podemos proceder a explicaciéon dos distintos
métodos, entre os que se encontran o método de Hooke e Jeeves, o descenso por gradiente,

o método de Newton, o método do gradiente conxugado e o dos subgradientes (Véxase [1]).

3.3.1. Meétodo de Hooke e Jeeves

Un dos primeiros métodos que veremos é o de Hooke e Jeeves, pois non necesitamos
calcular nin o gradiente nin a matriz hessiana da funcién que queremos minimizar durante
0 proceso que segue e, polo tanto, dita funcién non necesita ser diferenciable. O algoritmo
comeza dende un punto inicial, a continuacién determinamos mediante unha regra unha

direccion de movemento, e seguimos nesa direccién ata chegar a un minimo da funcién
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obxectivo sobre esa recta. O proceso de biisqueda do minimo sobre a recta chamase bus-
queda lineal. Outros métodos, en ausencia de diferenciabilidade, poden situarse nun punto
non 6ptimo. Para evitar esta situacién podemos introducir unha busqueda na direccién
k11 — Xk en cada paso do algoritmo, para evitar problemas con puntos onde a funcién
obxectivo non é diferenciable. Polo tanto, o método de Hooke e Jeeves emprega dous tipos

de busqueda.

O proceso é o seguinte: dado un punto inicial x1, definese z; = x1. A busqueda lineal
ao longo das direccidons coordenadas produce un novo punto xzs. Despois, a busqueda de
patrons ao longo da direccion zo — 1 conduce ao punto zo. Outra bisqueda exploratoria
empezando en zs danos o punto x3. A seguinte busqueda de patrons realizase ao longo da

direccién x3 — x2, ddndonos o novo punto z3. O proceso vaise repetindo ata a converxencia.

Figura 3.1: Ilustracion do método de Hooke e Jeeves. Imaxe tomada de ([1]).

Un resumo do método é o seguinte:
Paso de inicializacién: Sexan d;, e Jn as direccions coordenadas. Sexa § > 0, un escalar
que determinara cando parar o algoritmo. Ademais, elixese un tamafio de paso A > § e un
factor de aceleraciéon v > 0. Elixese un punto inicial z; e fixase z1 = x1, k = j = 1. Agora,
imos a iteraciéon xeral.

Iteracion k:

1. Se f(z; —|—Ad}) < f(zj), enton sexa zj11 = 2 —l—)\d_)j, e imos ao paso 2. Se, pola contra,

flz + )\ci;) > f(zj), poden pasar dtas cousas:

= Se f(z; — Ac@) < f(#)), sexa zj11 = zj — )\d; e imos ao paso 2.

= Se f(zj — )\cf]) > f(zj), sexa zj41 = 2 € vamos ao paso 2.
2. Se j < n, reemplazamos j por j + 1 e repetimos o paso 1. En caso contrario:

» Imos ao paso 3 se f(zn+1) < f(ak).
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» Imos ao paso 4 se f(zpt1) > f(xk).

3. Sexa xpi11 = Zpt1, € sexa 21 = Trr1 +Y(Trr1 — Tk ). Reemplazamos k por k + 1, faise

7 =1 e volvemos ao paso 1.

4. Se A < §, paramos; z € a solucion. Noutro caso, cambiamos A por A\/2. Sexa z; = xy,

k41 = Tk, sustituimos k por k 4 1, faise j = 1 e volvemos ao paso 1.

Os seguintes métodos que veremos precisaran que a funciéon que se queira minimizar
sexa ata duas veces continuamente diferenciable pois faran uso do gradiente e da matriz

hessiana definida na seccién 3.1.

3.3.2. Descenso por gradiente

O método do descenso por gradiente ([3]) é un dos métodos mais coniecidos para en-
contrar o minimo dunha funciéon f : R™ — R diferenciable. Este método aproveita a
informacion ofrecida polo gradiente dunha funcién, é dicir, cara onde crece a funcion, pa-
ra moverse en sentido oposto, pois o obxectivo é ir descendendo ata encontrar o minimo.

Partindo dun punto &; € R™ realizase a seguinte iteraciéon para cada k > 1
Tpp1 = T, — NV f(T) (3.5)

onde n > 0 é un parametro fixo. A razon da expresién anterior é a de moverse na

direccién de maximo descenso, a cal se corresponde con —V f(Z). Se en cada paso, o
) P paso,
desprazamento realizase na direcciéon @ € R™ unitario, é dicir, de Ty a xx11 = 2f + N,
deséxase que f(Zry1) — f(ZL) sexa o menor posible pois esto indica que o descenso nese
q ket ! p p q

paso é méaximo. Se se define g : R — R por g(n) = f(Z + nd) podese ver, utilizando o
polinomio de Taylor de orde 1 de g que

F(@r41) = f(@r) = g(n) = 9(0) = g'(0)n + O(n*).
Como pola regla da cadea ¢'(n) = V f(Z), + ni)" i obtense

F(@rr1) = f(@) =V f(@) 0+ O

=V (&)
| V(@) I

e o minimizador desta tltima expresiéon en @ unitario é

Agora ben, non sé é importante a direcciéon de busqueda. Unha lonxitude de paso, 7,
imprecisa pode xerar unha demora considerable do proceso ou incluso que nunca se chegue

a alcanzar un minimo con tolerancia menor que un certo € > 0. Hai varias férmulas para
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calcular a lonxitude de paso, as cales se cofiecen como regras de bisqueda lineal. Entre
elas destacan a regra de Wolfe, a regra de Goldstein-Price ou a regra de Armijo, a cal

explicamos brevemente a continuacion (capitulo 8 de [1]).

Suponamos que estamos minimizando algunha funcion diferenciable f : R” — R no
punto Z € R” na direccién d € R" tal que Vf (:E)ch < 0. Por tanto, d é unha direccién de
descenso. Definimos a funcion de bisqueda lineal, 0 : R — R, como 0(\) = f(Z + Ad) para
A > 0. Enton, a aproximacion de primeira orde de 6 en A = 0 ven dada por 6(0) + A6'(0).
Agora, definimos

O(\) = 6(0) + My’ (0) para A > 0,~ € (0,1).

A regra de Armijo determina un intervalo onde se encontran os valores de A\ aceptables.

Para conseguilo, aplica dous criterios. O primeiro consiste en determinar un A que satisfaga

que O(A) esté por debaixo da recta 8(0) + +6'(0), é dicir
0(\) < 0(0) + y\0'(0). (3.6)

Para evitar que o tamafio de paso, A, sexa moi pequeno e, asi, avancemos moi lento,
Armijo suxire comprobar se para multiplos de A se segue verificando (3.6). O procedemento

que se segue é o seguinte: determinase o minimo j € N para o cal
0(2°2) > 6(0) + 72720’ (0).

Enton o intervalo onde A é aceptable ¢ (X, 27)) e adoitase escoller A = 2771

Dito isto, na maioria dos problemas de optimizacion que se tratan, f esta definida en
V' C R” polo que non se ten a certeza de que Zy41 € V na ecuacion (3.5). A forma mais obvia
de solventar dita situaciéon é tomar o punto mais proximo que si cumpre esta propiedade.
Sen embargo, non temos garantias de que este punto sexa tinico. Non obstante, os problemas
de optimizacién que se nos presentan son sen restricciéns polo que non profundizaremos
nese sentido. Por tltimo, engadir que este tipo de métodos son independentes da dimensién,

polo que son bastante atractivos para optimizar en grandes dimensions.

3.3.3. Meétodo de Newton

O método do descenso polo gradiente converxe moi lentamente debido a que sta orde
de converxencia ¢ lineal. A continuacion estudiarase o método de Newton (ou método de
Newton-Raphson) que ten converxencia cuadratica cerca do minimo. Para entrar méis en

detalle sobre os distintos tipos de converxencia véxase ([1], p. 257).
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O método de Newton é un método disenado para converxer nunha soa iteraciéon cando
a funcién a minimizar é cuadratica. O método consiste en minimizar en cada iteracion k
unha funcién cuadratica G (Z) que se obtén ao extender en serie de Taylor a funcion que

queremos minimizar, f, ao redor de xj ata o segundo termo. E dicir, Gi(Z) é igual a

Gi(@) = f(&@) + (7 — T) 'V (@) + %(f — BT H p(8)(F — ).

Para obter o minimo de G(Z), calculamos o seu gradiente e igualamolo a cero
VG(T) = V f(Z) + Hy(T) (T — Tp) = 0,
entén, o minimo alcinzase en
T =7T,— Hf(fk)_1Vf(fk)

sempre que a matriz hessiana de f en I sexa definida positiva. O método de Newton

escolle en cada paso como o punto Zxy1 ao minimo da funcion Gg(Z).

O algoritmo de Newton é o seguinte: Dada unha funcién f ddas veces continuamente

diferenciable nunha vecinanza V' do minimo x*, Zp en V(Z*) e § > 0 como tolerancia:

1. Determinar d; resolvendo o sistema
Hy (&) dy, = =V f(Z). (3.7)
2. Calcular 41 por medio da expresion
Tpy1 = T + d. (3.8)

| Trq1 — @ ||
| Zrepa)

—

< § enton témase & X Tpqq.

3. Se || Vf(Try1) [[< e

4. Se non se cumpre o anterior, regrésase ao paso 1 e calciilase @yo.

Observemos que a expresion (3.7) indicanos que en cada iteracién se escolle como

direccion dy = —H(Z,) "'V f(Z}), polo que Newton é un método de descenso xa que
V(@) i = =V (@) Hy () 7'V f(3) <0

e esto cimprese sempre que H (&) sexa unha matriz semidefinida positiva para cada ite-
racion k. Esta tltima condicion deber restrinxirse a que H (&) sexa estrictamente definida

positiva para garantir que o sistema de ecuaciéns a resolver admita unha tnica solucién.
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Polo tanto, Newton converxerd sempre que a vecianza do minimo que se escolla sexa sufi-
cientemente pequena como para poder garantir que a matriz hessiana, evaluada en calquer

punto de esa vecilanza, sexa definida positiva.

O calculo da direccién require cofiecer a matriz hessiana, polo que se clasifica o método
de Newton como un método de tipo Hessiano en contraste co descenso polo gradiente, que

s6 necesita esta informacién para calcular a direccion.

Por outro lado, o método de Newton pddese modificar para controlar o paso en cada

iteracion. Neste caso, o paso 2 cAmbiase por
Tt1 = Tg + Adg

onde A se pode obter usando a regra de Armijo explicada no anterior método.

Debido &s dificultades que presenta Newton, cémpre considerar outros métodos que

tenian converxencia cuadratica.

3.3.4. O gradiente conxugado

O método do gradiente conxugado ten converxencia cuadratica. Antes de explicar en

que consiste, vexamos a seguinte defincion.

Definicién 3.10. Dise que {dj}}_; son vectores mutuamente conxugados respecto a unha

matriz A simétrica e definida positiva se
dFAd; =0 Vj#k. (3.9)

A idea do método do gradiente conxugado é tomar un método de descenso no que as
direcciéns sexan conxugadas respecto da matriz hessiana da funcién que se dexesa mini-
mizar. Dada unha funcion f : R™ — R duas veces continuamente diferenciable, un punto

inicial %y, dy = —Vf(Zy) e § > 0 para a tolerancia, o algoritmo é o seguinte:

1. Definimos k£ =0, 1, ...
i1 = Tk + ridy,
con =
V(@) Td

Tk = =
dI H dy,



3.3. METODOS ITERATIVOS 27

2. A direccion dg4q calcilase como

dir1 = =V f(Zry1) + crdy,

con .
V(@)  Hydy,
k= o — .
I H dy,
= H fk+1 B fk H z —% = % 2
3. Se | Vf(Zra1) IS d e A < § entén tomamos T = T onde T* é o
T

minimo da funcién f.
4. Se non se cumpre o anterior, regresamos ao paso 2 e calculamos Tjo.

Agora ben, estes métodos (a excepcion de Hooke e Jeeves) necesitan que a funcion
que se queira minimizar sexa ata dias veces continuamente diferenciable. Por este motivo,

veremos o seguinte método que non necesita desta condicién para poder empregalo.

3.3.5. Meétodo do subgradiente

Este método, ao igual que Hooke e Jeeves, non require que a funcién que queremos
minimizar sexa diferenciable e, polo tanto, podemos utilizalo para a estimacién de parame-
tros no modelo LASSO. Sen embargo, antes de explicar este método iterativo necesitamos

a seguinte definicion:

Definicion 3.11. Sexa f : R® — R unha funciéon convexa. Enton £ é subgradiente de f

nun punto x se
fly) > f(x)+(&y—2) VyeR™

O conxunto de tédolos subgradientes en = é conecido como o subdiferencial de z, é

dicir, o subdiferencial de f en z estd definido polo conxunto

Of(x) ={S: fly) = f(z) + (&, y —z),Vy € R"}.
Cabe destacar que no caso de que f sexa unha funcién diferenciable, o subgradiente é

tinico e coincide co gradiente (véxase [7]).

Dito isto, consideramos o problema

min {flq):qeV} (3.10)

onde f : R™ — R é unha funcién convexa non necesariamente diferenciable e asumimos

que existe unha solucién 6ptima.
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Agora, describimos un algoritmo de optimizacién que utiliza subgradientes e que pode
ser visto como unha xeneralizaciéon do método de descenso por gradiente no que a direccién
do gradiente negativo se substitie por unha direccién basada en subgradientes negativos.
Sen embargo, esta tltima direccién non ten por que ser necesariamente de descenso, ain-
da que da lugar a que a nova iteracién estea mais preto dunha solucién éptima para un
tamano de paso suficientemente pequeno. Por esta razén, non realizamos unha bisqueda
lineal ao longo da direccién do subgradiente negativo, senén que prescribimos un tamafo
de paso en cada iteracion. Isto garantiza que a secuencia xerada acabard converxendo a

unha solucién 6ptima.

Dado o iterante g € V e tomando o tamaiio de paso A; ao longo da direcciéon J}c =
=&/ || & ||, onde & pertence & subdiferencial f(qr) de f en g, o punto resultante
Qk+1 = qk + )\kcﬁ; non ten por que pertencer a V. En consecuencia, o novo iterante i1
obtense proxectando gr41 en V, é dicir, encontrar o punto mais cercano en V a qg41.

Denotamos esta operacion como g1 = Py (Gg+1), onde
Py(q) = argmin{|| ¢ - q|: ¢ € V}

A continuacion, expofiemos en que consiste o algoritmo do subgradiente de maneira

esquematizada:

» Paso inicial: Escollemos unha solucion inicial ¢; € V, e sexa UB; = f(q1) o limite
superior do valor obxectivo, e denotamos a solucién por ¢* = g;. Escribimos k=1 e

imos ao paso principal.

» Paso principal: Dado ¢, encontramos un subgradiente & € df(qr) de f en gg. Se
—Ek
| & 17

escollemos o tamano de paso Ay > 0, e calculamos qy+1 = Py (qk+1), onde Gr11 =

&, = 0, entén paramos; g resolve o problema 3.10. Noutro caso, sexa Jk =

qr + Midy. Se f(qr+1) < UByg; ponemos UBj 11 = f(qr+1) € ¢* = qx+1. Noutro caso,
UBy.+1 = UBj e repetimos este paso.

Estes métodos iterativos son dos mais conecidos aunque existen moitos mais (véxa-
se [1]). O motivo polo cal nos centramos nestes é que temos métodos que non requiren de
que a funcion obxectivo sexa diferenciable (necesarios para o caso LASSO), outros requi-
ren do calculo do gradiente e outros da matriz hessiana. No seguinte capitulo, aplicaremos

ditos métodos a casos practicos para ver o seu comportamento.



Capitulo 4

Implementaciéon e comparativa entre

os distintos métodos iterativos

Neste capitulo utilizaremos o software libre R ([6]) para implementar os métodos ex-
plicados anteriormente para os distintos modelos de regresiéon vistos nos dous primeiros
capitulos deste traballo. Obteremos as estimacions dos distintos modelos facendo uso de
diversas funciéns de R e que explicaremos no seu momento para asi, validar os diversos
métodos comparando os seus resultados. Por tltimo, compararemos os métodos entre eles

para observar cal converxe en menos iteraciéns e ver a que resultados chegan.

4.1. Modelo de regresion lineal simple

Neste primeiro caso, de regresiéon lineal simple, simularemos unha serie de datos e fare-
mos regresion sobre eles coa funcion 1m() de R, a cal calcula os pardmetros por minimos
cadrados. A ventaxa de simular os datos é que xa sabemos de antemén os valores de 5y e 1
pois os escollemos noés e polo tanto, podemos comprobar como de ben estiman os diversos
métodos. Para este primeiro exemplo, tomaremos Sy = 2 e 1 = 3 cun erro que segue unha
distribucion normal de media 0 e desviacion tipica 0.2 (véxase o Anexo I). A razon de
escoller este modelo sinxelo é poder ver graficamente como cada método vai converxendo

ao valor dos parametros.

Simulados os datos, estamos en condicién de facer regresion con eles. Ao comezo do
primeiro capitulo obtivemos, de forma analitica, a expresién para ditos estimadores e, re-
producindo ditas férmulas conseguimos os valores Bo = 2,037072 e 51 = 2,863475 que, son
practicamente iguais aos obtidos por minimos cadrados calculados coa funcién 1m(), como

vemos a continuacion

29
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> 1m(y~x)

Call:

Im(formula = y ~ x)

Coefficients:
(Intercept) X
2.037 2.863

onde Bo = 2,037 e Bl = 2,863. Sabendo estos resultados, vexamos como de rapido
converxen os diversos métodos dende o punto (1,4) para este mesmo problema con un
valor de tolerancia fixado, é dicir, un valor fixado para que o método pare. Os resultados

obtidos mostranse na taboa 4.1.

D. por gradiente | G. conxugado | Hooke e Jeeves | M. Newton
N° iteracions 44 82 37 2
Bo 2,037044 2,037037 2,029210 2,037072
B 2,863523 2,863545 2,875757 2,863475

Téaboa 4.1: Ntimero de iteraciéns e solucions obtidas dos distintos métodos dende o punto
inicial (1,4).

Como xa comentamos, a vantaxa de simular os datos é que xa sabemos a que valores
se deben acercar as estimaciéns e, polo tanto, podemos escoller un punto de inicio para os
métodos que esté cerca da soluciéon. Podemos ver que ocorre no caso de escoller un punto

inicial que esté mais alonxado da solucién como, por exemplo, o (10,15) co que obtemos os

seguintes datos:

D. por gradiente | G. conxugado | Hooke e Jeeves | M. Newton
N° iteracions 64 94 242 2
Bo 2,037110 2,037039 2,0230182 2,037072
B 2,863406 2,863541 2,874238 2,863475

Téaboa 4.2: Nimero de iteraciéns e soluciéns obtidas dos distintos métodos dende o punto

inicial (10,15).
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Como era de esperar, o nimero de iteraciéns crece en todos os métodos excepto no de
Newton que segue sendo de dias iteracions. Cabe destacar o caso de Hooke e Jeeves, o
cal pasa de converxer en 37 iteracions a facelo en 242. Isto débese a que é o método mais

lento, en xeral, dos expostos no capitulo 3.

Por ultimo, na figura 4.1 representamos graficamente a converxencia dos distintos mé-

todos.
D. gradiente G. conxugado
o o
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Figura 4.1: Representacion grafica da converxencia dos métodos dende o punto inicial (1,4).

4.2. Regresion lineal multiple

Agora que temos validados os diversos métodos podemos aplicalos a un modelo de

regresion lineal multiple con datos reais. Para isto, o tema escollido sera o cambio climatico,
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mais concretamente como afectan diversos factores 4 temperatura media global dende
1971 ata 2012. Para este propoésito contamos con 42 observaciéns e as distintas variables

esponense a continuacion:
= Variable resposta:
e Temperaturas: Temperatura media global (en °C)
= Variables explicativas:

e CO2: emisions de gases de efecto invernadoiro totais (kt equivalente de CO3)
e Combustibles.fosiles: uso de enerxia (kt equivalente de petroleo per capita)
e Coches: producciéon mundial de vehiculos de motor por cada 100000 habitantes.

e PIB.Mundial: PIB (USS$a precios actuais)

Dito isto, procedemos a facer regresién con estes datos coa mesma funcién 1m() em-

pregada no caso simple, obtendo as seguintes estimacions:
Im(Temperaturas~C02+Combustibles.fosiles+Coches+PIB.Mundial)
Call:

Im(formula = Temperaturas ~ C02 + Combustibles.fosiles + Coches +
PIB.Mundial)

Coefficients:
(Intercept) Cco2 Combustibles.fosiles Coches PIB.Mundial
1.278e+01  1.214e-06 1.692e+00 3.761e-01 -1.014e-06

onde By = 12,78, 1 = 1,214-1076, By = 1,692, B3 = 0,3761 e B4 = —1,014 - 1076, Eses
valores tradicense en que tanto o C'O9, como a produccién de coches e o PIB mundial
non afectan préacticamente nada & temperatura global xa que estdn moi preto do 0. Sen
embargo, podemos observar que un kiloton(kt) de uso de enerxia de combustibles fosiles

aumenta 1,692°C a temperatura global.

Dito isto, aplicamos os distintos métodos iterativos expostos no capitulo 3 dende o
punto inicial (11,1,3,2,-1) cun valor de tolerancia fixado e observamos que valores obtemos,

recollidos na tédboa 4.3.
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D. por gradiente | G. conxugado | Hooke e Jeeves | M. Newton
N° iteracions 71 96 62 2
Bo 12,78145 12,78044 12,77615 12,78271
By 1,217-1076 1,215-1076 1,293 - 1076 1,223-1076
s 1,69264 1,69241 1,70211 1,69295
Bs 0,37614 0,37610 0,37988 0,37622
Ba -1,016-107% | —1,015-107% | —1,019-107% | —1,017-10°¢

Taboa 4.3: Numero de iteracions e soluciéns obtidas dos distintos métodos dende o punto
inicial (11,1,3,2,-1).

Podemos observar que os métodos se acercan con bastante exactitude aos valores obti-
dos coa funcién 1m() a cal, como xa comentamos, procede co criterio de minimos cadrados.
Vemos que os que tefien mellor aproximaciéon son o descenso por gradiente e o gradiente
conxugado cos que coinciden ata en 3 decimais cos obtidos por minimos cadrados. Cabe
destacar que o método de Newton segue converxendo en tan s 2 iteraciéns mentres que
o seguinte en converxer méis rapido é o método de Hooke e Jeeves. Isto débese ao punto
inicial que escollemos pois estd preto do 6ptimo da funcién obxectivo o que orixina esta

situacién, aunque sexa o méis lento dos catro métodos.

4.3. Regresion lineal regularizada

Nesta seccion centrarémonos en resolver o problema LASSO pois para a regresion Rid-
ge, a funcién obxectivo que se quere minimizar é diferenciable e, polo tanto, poderiamos

proceder cos mesmos métodos vistos nas duas seccidéns anteriores.

Por outra parte, a libreria glmnet de R permitenos traballar cos modelos Ridge e
LASSO. A funcién a utilizar é glmnet para a cal é necesario unha matriz de variables
explicativas, X, e un vector resposta Y. Ademais, existe un parametro o para indicar con
que modelo desexamos traballar. No caso de querer utilizar Ridge, introducirfamos o = 0
mentres que para LASSO seria a = 1. Podemos atopar mais informacién sobre esta libreria

na paxina web CRAN! para programacion en R.

Agora ben, para resolver o problema LASSO visto no capitulo 2 implementaremos

o método de Hooke e Jeeves e o descenso por subgradiente vistos no capitulo 3, pois

"https://cran.r-project.org/web /packages/glmnet /glmnet.pdf
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ambos métodos non necesitan que a funcién obxectivo sexa diferenciable, como é o caso.
Centrarémonos s6 no nimero de iteracions que tarda cada método en chegar ao 6ptimo pois
o obxectivo desta seccién e ver como se comportan os métodos segin avanza o nimero de
variables (neste caso explicativas). Para isto, creamos unha matriz X de maneira aleatoria
a partir de valores reais entre 0 e 1 e seguidamente estandarizamola (por comodidade)
restando a cada columna sua media e dividindo a columna resultante entre o valor da
suma ao cadrado das stias componentes. Entenderemos por matriz estandarizada aquela
cuxas columnas estan estandarizadas, é dicir, a suma das stias componentes é 0 e a suma das
stas componentes ao cadrado é 1. O vector resposta serd exactamente ¥ = X /3 LASSO + €,
é dicir, definirémolo a partir de B rAsso € RP sendo p o ntmero de variables explicativas
e un erro aleatorio. Entén, dado un nimero de observaciéns n e un nimero de variables
p utilizaremos a funcién replicate para crear unha matriz con p columnas de vectores
aleatorios de lonxitude n obtidos mediante a funcién runif. A continuaciéon estandarizamos

dita matriz como segue:

matrizdatos<-function(n,p){

X<-replicate(p,runif(n))
X<-X-matrix(rep(apply(X,2,sum)/n,n)nrow=n,byrow=TRUE)

X<-X/sqrt (matrix(rep (apply(X,2,function(x) sum(x~2)),n),nrow=n,byrow=TRUE))
return(X)

}

Para definir o vector Y procedemos como segue:

vectorY<-function(X){

betalS <- c(runif(floor(dim(x) [2]/10), min =-1, max=-0.5),
runif (floor(dim(x) [2]/10), min =.5, max=1),
rep(0,dim(x) [2] - 2*floor(dim(x) [2]/10)))
orden<-sample(1:dim(x) [2],dim(x) [2] ,replace = FALSE)
betalS <- betaLS[orden]

y<-X)*%betalS + rnorm(N)

return(y)

¥

O seguinte paso é aplicar os métodos de optimizacién para resolver o problema LAS-
SO. A partir das funcions matrizdatos e vectorY xeraremos as matrices que definen o
problema de regresion lineal con un numero de filas fixo para a matriz de datos X, e por
ende un tamano fixo para o vector resposta Y, e un niimero de columnas para X, é dicir,

de variables explicativas, que se ira incrementando. Para esta situacion, o valor de A (valor
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de penalizacion no problema LASSO) e de tolerancia seran constantemente iguales a 1 e
a 0,00001 respectivamente. Os métodos executaronse para unha secuencia de valores de
p que vai dende 100 ata 800 aumentando de 100 en 100. Para ambos métodos, iniciando

dende o mesmo punto, obtivemos os seguintes resultados:

p | N°iter. Hooke e Jeeves | N° iter. D. subgradiente
100 543 151
200 2376 249
300 6438 497
400 8997 622
500 10778 952
600 13765 1387
700 17890 1564
800 21800 1673

Téboa 4.4: Nimero de iteraciéns segin nimero de variables explicativas

Como era de esperar, o método por subgradiente é moito méis rapido que o de Hooke
e Jeeves, debido ao algoritmo deste tltimo. O método do subgradiente é facil de imple-
mentar, sen embargo, determinar o subdiferencial de calquera funcién non é simple, polo
que o método do subgradiente, ainda que é facil de implementar, presenta complicaciéns

ao momento de encontrar o subgradiente da funcién en cada iteracion.
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CAPITULO 4. COMPARATIVA DOS METODOS ITERATIVOS



Anexo I: Cédigo en R empregado

#Simulamos datos para unha regresién lineal simple
a<-2

b<-3

n<-100

eps<-rnorm(n,0,0.2)

x<-runif (n)

y<-atb*x+eps
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# Método de Hooke e Jeeves

# Modelo simple con punto inicial (1,4)
iteraciones=1000

t01=0.001

x0=1;y0=4

pO=c (x0,y0)

f=function(betal,betal){
return(sum((y-beta0-betal*x)~2))
}

pl=x0

p2=y0

objetivo=f (x0,y0)
d1=NA

d2=NA

paso=NA

for (i in 1l:iteraciones){
miniml=function(z){
return(f (x0+z,y0))

}

1s1=(optimize (miniml,c(-0.05,0.05),tol=tol ,maximum = FALSE))
minim2=function(z){

return (f (xO+1s1$minimum,y0+z))

}

1s2=(optimize (minim2,c(-0.05,0.05) ,tol=tol,maximum = FALSE))

pO=c (x0+1s1$minimum, yO+1s2$minimum)

direccion_descenso=c(lsi$minimum,1s2$minimum)

plli+1]=x0+1ls1$minimum

p2[i+1]=y0+1s2$minimum
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objetivo[i+1]=f (x0+1s1$minimum, yO+1s2$minimum)
d1[i]=(1s1$minimum)
d2[i]=(1s2$minimum)

paso[i]l=sqrt(direccion_descensoj*/direccion_descenso)

if ((sqrt(sum(c(lsi$minimum,ls2$minimum)~2))/sqrt(sum(c(x0,y0)~2)))<tol) break
minim3=function(z){

return(f (x0+1s1$minimum+z*1s1$minimum, yO+1ls2$minimum+z*1s2$minimum))

}

1s3=(optimize (minim3,c(-0.05,0.05) ,tol=tol ,maximum = FALSE))

x0=x0+1s1$minimum+ls3$minimum*lsi$minimum; yO=yO+ls2$minimum+ls3$minimum*1ls2$minimum

a=cbind(d1,d2)
p=cbind(p1,p2)
total_iteracions=i;i

pO=c(pl[total_iteracions],p2[total_iteracions]);p0

plot(pl,p2,type="p",x1lim=c(0,3),ylim=c(2,5))
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# Descenso por gradiente

# Modelo simple con punto inicial (1,4)

iteraciones=1000
to0l1=0.001
x0=1;y0=4
pO=c(x0,y0)

f=function(betal,betal)q{
return(sum((y-betaO-betal*x)~2))
X

gradif=function(betal,betal){
return(sum(-2+*(y-betaO-betalxx)))
}

grad2f=function(betal,betal){
return (sum(-2*x* (y-betaO-betal*x)))
}

pl=x0

p2=y0

objetivo=f (x0,y0)
d1=NA

d2=NA

paso=NA

for (i in 1:iteraciomes){

if ((sqrt(sum(c(gradif(x0,y0),grad2f(x0,y0))~2)))<tol) break

direccion_descenso=c(-gradlf (x0,y0),-grad2f (x0,y0))

minim=function(z){

return (f (x0-z*gradlf (x0,y0) ,y0-z*xgrad2f (x0,y0)))
}



1s=(optimize (minim,c(-0.05,0.05) ,tol=tol,maximum = FALSE))

pO=c(x0-1s$minimum*gradif (x0,y0) ,y0-ls$minimum*grad2f (x0,y0))

plli+1]=x0-1s$minimum*gradlf (x0,y0)

p2[i+1]=y0-1s$minimum*grad2f (x0,y0)

objetivo[i+1]=f (x0-1s$minimum*gradif (x0,y0) ,y0-1ls$minimum*grad2f (x0,y0))
d1[i]=(-1s$minimum*gradif (x0,y0))

d2[i]=(-1ls$minimum*grad2f (x0,y0))

aso[i]l=sqrt(direccion_descenso¥*%direccion_descenso)
p q

x0=x0-1s$minimum*gradlf (x0,y0); yO0=y0-ls$minimum*grad2f (x0,y0)
}

a=cbind(d1,d2)
p=cbind(pl,p2)
total_iteracions=i;i

pO=c(pl[total_iteracions],p2[total_iteracions]) ;p0

plot(pl,p2,type="p",x1lim=c(0,3),ylim=c(2,5))
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# Método de Newton

# Modelo simple con punto inicial (1,4)

iteracions=1000
to0l1=0.001
x0=1;y0=4
pO=c(x0,y0)

f=function(betal,betal)q{
return(sum((y-betaO-betal*x)~2))
X

gradif=function(betal,betal){
return(sum(-2+*(y-betaO-betalxx)))
}

grad2f=function(betal,betal){
return (sum(-2*x* (y-betaO-betal*x)))
}

hessiana=function(betal,betal){
return(matrix(c(2*n,sum(2*x) ,sum(2*x) ,sum(2*x~2)) ,ncol=2,nrow=2))

}

pl=x0

p2=y0

objetivo=f (x0,y0)
d1=NA

d2=NA

paso=NA

for(i in 1:iteraciomns){

if ((sqrt(sum(c(gradif(x0,y0),grad2f(x0,y0))~2)))<tol) break

direccion_descenso=(-(solve(hessiana(x0,y0))))%*%c(gradlf (x0,y0) ,grad2f (x0,y0))



plli+1]=x0+direccion_descenso[1]

p2[i+1]=y0O+direccion_descenso[2]

objetivo[i+1]=f (x0+direccion_descenso[1],y0+direccion_descenso[2])
di[i]=(direccion_descenso[1])

d2[i]l=(direccion_descenso[2])

paso[i]l=sqrt(sum(direccion_descenso~2))

x0=x0+direccion_descenso[1]
yO=yO+direccion_descenso[2]

¥

a=cbind(d1,d2)
p=cbind(p1,p2)
total_iteracions=i;i

sol=c(pl[total_iteracions],p2[total_iteracions]);sol

plot(pl,p2,type="p",x1lim=c(0,3),ylim=c(2,5))
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# Gradiente Conxugado

# Modelo simple con punto inicial (1,4)

iteracions=1000
to0l1=0.001
x0=1;y0=4
pO=c(x0,y0)

f=function(betal,betal)q{
return(sum((y-betaO-betal*x)~2))
}

gradlf=function(betal,betal){
return (sum(-2* (y-betal-betal*x)))
}

grad2f=function(betal,betal){
return(sum(-2*x* (y-betal-betal*x)))
}

pl=x0

p2=y0

objetivo=f (x0,y0)

d1=NA

d2=NA

paso=NA

if ((sqrt(sum(c(gradif(x0,y0),grad2f(x0,y0))~2)))<tol) break
alpha=0
direccion_descenso=c(-gradilf (x0,y0),-grad2f (x0,y0))

minim=function(z){

return (f (x0-z*gradif (x0,y0) ,y0-z*grad2f (x0,y0)))

}

1s=(optimize(minim,c(-0.05,0.05) ,tol=tol,maximum = FALSE))
pO=c (x0-1s$minimum*gradlf (x0,y0) ,y0-1ls$minimum*grad2f (x0,y0))
xOnew=x0-1s$minimum*gradif (x0,y0)

yOnew=y0-1ls$minimum*grad2f (x0,y0)
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p1[2]=x0-1s$minimum*gradlf (x0,y0)
p2[2]=y0-1ls$minimum*grad2f (x0,y0)
objetivo[2]=f (x0-1s$minimum*gradlf (x0,y0) ,y0-1s$minimum*grad2f (x0,y0))
d1[1]=(-1ls$minimum*gradlf (x0,y0))
d2[1]=(-1ls$minimum*grad2f (x0,y0))

paso[1]=sqrt(direccion_descensoj*/direccion_descenso)

for (i in 2:iteraciones){

if ((sqrt(sum(c(gradif (xOnew,yOnew) ,grad2f (xOnew,yOnew)) "2)))<tol) break
alpha=(c(gradlf (xOnew,yOnew) ,grad2f (xOnew,yOnew) ) * (c (grad1f (xOnew, yOnew) ,
grad2f (xOnew, yOnew) ) -c(gradif (x0,y0) ,grad2f (x0,y0))))/sum(c(gradif (x0,y0),
grad2f (x0,y0))~2)

direccion_descenso=c(-gradlf (xOnew,yOnew) ,-grad2f (xOnew,yOnew))+alpha*direccion_descenso

minim=function(z){

return(f (xOnew+z*direccion_descenso[1] ,yOnew+z*direccion_descenso[2]))
}

ls=(optimize(minim,c(-0.05,0.05) ,tol=tol,maximum = FALSE))
x0=x0Onew

yO=yOnew

xOnew=x0Onew+1ls$minimum*direccion_descenso[1]
yOnew=yOnew+ls$minimum*direccion_descenso[2]

pll[i+1]=xOnew

p2[i+1]=yOnew

objetivo[i+1]=f (xOnew,yOnew)

di[i]l=(direccion_descenso[1])
d2[i]=(direccion_descenso[2])
paso[i]l=sqrt(direccion_descensoj*/direccion_descenso)

}

a=cbind(d1,d42)

p=cbind(p1,p2)

total_iteracions=i;i

pO=c(pl[total_iteracions],p2[total_iteracions]);p0

plot(pl,p2,type="p",x1lim=c(0,3),ylim=c(2,5))
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