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Resumen

La investigacion de la teoria de superficies minimales, atin plenamente vigente, comenzo en el
siglo XVIII con valiosas contribuciones de ilustres mateméticos como L. Euler o J. Lagrange. Ini-
ciamos este trabajo recogiendo los primeros acercamientos y definiciones, a veces desde distintas
perspectivas —como la fisica, la geométrica o la analitica— de las superficies minimales. Uno de
los avances més significativos en esta materia sucedié entre 1861 y 1864 con la incorporacion del
Analisis Complejo al estudio de las superficies minimales, culminando en lo que hoy conocemos
como Representacién de Weierstrass-Enneper, que también tratamos en este texto. Por ultimo,
pasamos a estudiar una de las principales herramientas en el contexto de la teoria de superficies:
el Principio del méaximo. Este resultado permite comparar y distinguir superficies a través del

anéalisis de sus respectivas curvaturas medias.

Abstract

The investigation of the theory of minimal surfaces, which still remains fully in force, began in
the 18th century with valuable contributions from illustrious mathematicians such as L. Euler or
J. Lagrange. We begin this work by collecting the first approaches and definitions, sometimes from
different perspectives —such as physic, geometric or analytic— of minimal surfaces. One of the
most significant advances in this subject occurred between 1861 and 1864 with the incorporation
of Complex Analysis to the study of minimal surfaces, culminating in what we know today as
the Weierstrass-Enneper Representation, which we also discuss in this text. Finally, we move on
to study one of the main tools in the context of surface theory: the Maximum Principle. This
result allows us to compare and distinguish surfaces through the analysis of their respective mean

curvatures.

IX






Introduccion

;,Qué tienen en comin un catenoide y una pompa de jabén? El lector puede pensar que
se trata de objetos sin ningtun tipo de relacién. Sin embargo, bajo esta pregunta de sencillo
planteamiento se esconden siglos de rigurosa investigaciéon en torno a la teoria de superficies
minimales. De hecho, subyace en la propia pregunta que las superficies minimales surgen y se

investigan atendiendo a diferentes perspectivas de las matemaéticas e incluso de la ciencia.

Es mas, la introduccion del Calculo Variacional en el siglo XVII trajo consigo la conviccion de
que muchas de las formas perfectas observadas en la naturaleza, asi como las leyes méas fundamen-
tales de la fisica, podian entenderse como el resultado de optimizar una cantidad sefialada. En
este periodo adquiere particular relevancia el Principio de Fermat, segin el cual la luz se propaga
entre dos puntos siguiendo un trayecto tal que el tiempo empleado es minimo. No obstante, este
principio puede refinarse exigiendo que el tiempo empleado sea, en lugar de minimo, estacionario
frente a variaciones de la trayectoria. De forma analoga, y para contextualizar nuestra pregunta,
en este Trabajo de Fin de Grado caracterizaremos las superficies minimales como aquellas que

constituyen un punto critico para el funcional area.

En esta linea, el catenoide, que mencionandbamos al comienzo de esta introduccién, fue
descubierto en 1741 por L. Euler y constituye el primer ejemplo de superficie de revolucion
que minimiza el area. Dos décadas més tarde, en 1762, J. Lagrange generaliz6 el problema de
encontrar una superficie de area minima. En términos méas precisos, consideremos una superficie
regular definida como el grafo de una funcién diferenciable f: U — R, con U un subconjunto
abierto de R?. Esta superficie tendra area minima si f satisface la que hoy conocemos como

ecuacion de Fuler-Lagrange, es decir,

(L4 I fow = 2fafyfoy + (1 + f2) fyy = 0.

Ademas, y pasando a un punto de vista mas geométrico, esta ecuacidon expresa la anulacion
de una cantidad geométrica asociada a la forma en que se curva una superficie que, en 1776,
J. Meusnier bautizaria como curvatura media. Aunque durante el siglo XVIII esta curvatura
compartia protagonismo con la de Gauss, K, en el estudio geométrico de las superficies, el

teorema Egregium de Gauss reveld, de forma sorprendente, que K es una propiedad intrinseca

XI
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de cada superficie. No obstante, el eje central de este trabajo sera la curvatura media, debido a

las extraordinarias consecuencias que trae consigo.

En cualquier caso, Meusnier, ademéas de descubrir el helicoide como una nueva superficie
minimal —que anos mas tarde E. Catalan identificarfa como la tinica minimal reglada no plana—
estableciese la definicién de superficie minimal que se emplea en nuestros dias y que por tanto

adoptaremos en este texto:
Una superficie regqular M C R® se dice minimal si su curvatura media es nula.

Entre 1784 y 1787, G. Monge y A. M. Legendre introdujeron el Anélisis Complejo en la teoria
de las superficies minimales al proporcionar las primeras formulas de representacion integral para
las componentes de las soluciones de la ecuacion de Euler-Lagrange. Estas formulas inspiraron
a F. Scherk para que, casi 50 afios después, presentase explicitamente cinco nuevas superficies

minimales que hoy llevan su nombre.

En este contexto de desarrollo de férmulas de representacién mediante funciones de variable
compleja, K. Weierstrass y A. Enneper establecieron, en la década de 1860, lo que hoy se conoce
como Representacion de Weierstrass-Enneper. Esta formulacion no solo facilité la obtencion de
nuevos ejemplos —como la superficie de Enneper— sino que también permitié abordar cuestiones
més técnicas sobre la geometria de las superficies minimales completas, como el estudio del
comportamiento de su aplicaciéon de Gauss. En esta linea y motivado por el hecho de que hasta
hace apenas 30 anos todos los ejemplos conocidos de superficies minimales completas cubrian,
bajo su aplicacion de Gauss, toda la esfera salvo a lo sumo cuatro puntos, R. Osserman retomo
el trabajo de Weierstrass y Enneper con el propésito de determinar si esta omisiéon era la mayor

posible. Seria H. Fujimoto [16] quien, en 1988, responderia afirmativamente esta cuestion.

El repertorio de superficies minimales se amplié en 1865 con la incorporaciéon de la primera
superficie minimal no orientable: la superficie de Henneberg. No obstante, habria que esperar
hasta la década de 1980 para que C.C. Chen y F. Gackstatter descubriesen los dos primeros
ejemplos orientables con topologia no trivial. Finalmente, la superficie de Costa marc6 un hito

al tratarse de la primera superficie minimal propiamente embebida.

Aunque el siglo XX no trajo consigo grandes avances en materia de superficies minimales,
cabe destacar el nacimiento y posterior desarrollo de la teoria de integraciéon y de la medida, asi
como la teoria del Anéalisis Funcional. En este contexto se demuestra el teorema de Bernstein [6],
uno de los mas fascinantes resultados en la teoria de las ecuaciones, afirmando que el tinico grafo

minimo definido en todo el plano es el inducido por una funcién afin.

Ademés de la Representacion de Weierstrass- Enneper, otra de las herramientas fundamentales

para trabajar con superficies minimales es lo que hoy conocemos como Principio del mdximo,
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con aplicaciones como el método de reflexion de Alerandrov, que sirvié para caracterizar a la
esfera como la tnica superficie regular conexa y compacta de curvatura media constante; o la
desigualdad isoperimétrica, que caracteriza a la circunferencia como la curva de Jordan I' plana

con longitud fija que encierra mayor area.

Como ya anticipAbamos arriba, y retomando en cierto modo la pregunta con la abrimos esta
introduccién, las superficies minimales admiten méas perspectivas que la de minimizar el area,
resolver la ecuacion de Euler-Lagrange o anular una de las principales nociones de curvatura de

una superficie.

En 1847, J. Plateau aporto el enfoque fisico al estudio de las superficies minimales. Mediante
un contorno de alambre prefijado sumergido en una solucién jabonosa, Plateau observo que era
posible reproducir este tipo de superficies siguiendo la configuraciéon que adopta una pompa de
jabon. De esta manera, al igual que el catenoide, una pompa de jabon representa un modelo fisico
concreto de superficie minimal. A partir de estas observaciones experimentales, Plateau establecio
lo que hoy conocemos como el problema de Plateau. Este problema consiste en demostrar que
cualquier curva cerrada y simple I' C R? puede ser frontera de una superficie minimal. Aunque
la primera prueba de existencia general de solucién en su versién no paramétrica fue obtenida
por el matemético hungaro A. Haar [I8] en 1928 y perfeccionada por su compatriota T. Rado,
la resoluciéon al problema con contorno general llegaria poco mas de un ano después de la mano

de R. Garnier, con posteriores modificaciones de J. Douglas [12, [I3] y Rado [28§].

Aunque el problema ya ha sido resuelto, su relevancia contintia no solo por servir de nexo entre
distintas ramas de las mateméaticas —como la Geometria Diferencial, el Calculo Variacional o el
Anaélisis Complejo— sino también por estar presente en disciplinas tan diversas como la biologia

o incluso la arquitectura o el arte.

Otro de los problemas que ilustran la profundidad de la teoria de las superficies minimales,
y que merece una mencion especial es el problema de Calabi, que consiste en demostrar que no
existe ninguna superficie minimal completa contenida en un semiespacio de R3 que no sea un

plano paralelo a la frontera de dicho semiespacio.

Hoy en dia, dentro de la teoria de subvariedades, las superficies minimales siguen jugando un
papel fundamental, pues tanto su atractivo como enorme dificultad contintian despertando un

gran interés en la comunidad investigadora.
Estructuramos el desarrollo de nuestro estudio en 4 capitulos.

En el Capitulo [I|revisamos brevemente la teoria de variedades diferenciables vista en el grado
con el fin de introducir la nocién de variedad de Riemann y establecer el marco geométrico sobre

el que se asienta la mayor parte de los resultados dados en este texto: las superficies regulares.
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En en el Capitulo 2] presentamos distintas definiciones de superficie minimal que surgieron
a lo largo de la historia y analizamos la relacién entre ellas, probando algunas equivalencias e

indicando las referencias donde encontrar las que omitimos.

Comenzamos el Capitulo [3| con una pequena revision de la teoria del Analisis Complejo para
dar paso a la Representacion de Weierstrass-Enneper y al concepto de superficie minimal global,

sentando asf las bases para el estudio de omisién de puntos en la esfera.

Finalizamos este texto con el Capitulo[] destinado a enunciar y probar el Principio del mdwi-
mo. Para ello, introducimos algunos resultados sobre operadores lineales elipticos, los adaptamos
al operador de curvatura media y establecemos las nociones necesarias para la comparacion de

superficies.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo introducimos la terminologia, notaciéon y resultados de Geometria
Diferencial que serdan empleados a lo largo del texto. Aunque principalmente desarrollaremos
los resultados de este texto sobre superficies regulares, también emplearemos las variedades de
Riemann. Asi, comenzamos en la Seccion revisando el concepto de variedad topoléogica, para
luego ver que trasladar a esta las ideas del célculo diferencial nos lleva de modo natural a la
nociéon de variedad diferenciable. Posteriormente, en la Seccion [1.2] analizamos como dotar de
estructura métrica a una variedad diferenciable, lo que nos lleva precisamente a la idea variedad de
Riemann. Finalmente, la Seccion[I.3abarca, como anticipamos, un elemento clave en el desarrollo
de este texto: las superficies regulares. Estas pueden verse como cierta clase de subvariedades
2-dimensionales del espacio euclideo, pensando este ultimo como una variedad de Riemann con

la métrica usual. En este capitulo seguimos principalmente [21] y [22].

1.1. Variedades diferenciables

Si bien este texto esta principalmente escrito en términos de superficies regulares de R?, para
el desarrollo de nuestro cometido sera de gran utilidad la nocién de variedad de Riemann. Para

formalizar este concepto comenzaremos con la definicion de variedad topoldgica.

Definicion 1.1. Definimos una wariedad topoldgica M como un espacio topologico Hausdorft,

segundo numerable y localmente euclidecﬂ

Definicion 1.2. Una variedad topologica con borde M de dimension n es un espacio topoldgico
Hausdorff, segundo numerable y localmente homeomorfo a un abierto relativo de H" = {z €
R™: x, > 0}. Denotamos el borde de M por M.

!Para cada p € M existe un homeomorfismo ¢: U C M — U C R" entre los abiertos U y U. El par (U, o) se

denomina carta local de M en p.
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En lo que sigue omitiremos, por comodidad, el calificativo “topolégica” cuando nos refiramos
a una variedad de este tipo. Esta definicién sera suficiente para abordar cuestiones topologicas

como la completitud o la compacidad.

A la hora de trasladar las ideas del calculo diferencial a una variedad topolégica M, una
primera dificultad es dotar de sentido al hecho de que una funcion f: M — R sea diferenciable
en p € M. Como primera respuesta, uno puede tomar una carta local (U, ) de M con p e U, y

L es diferenciable en el sentido usual entre abiertos del

decir que f es diferenciable en p si fo ™
espacio euclideo. Ahora bien, ;depende esta definicion de la carta (U, ¢) escogida? Esto motiva

la siguiente definicién.

Definicién 1.3. Diremos que dos cartas (U,¢) vy (V,1) de una variedad topologica M son
compatibles si U NV = () o el cambio de coordenadas 1 o ¢~ 1: (U NV) — (U NV) es un

difeomorfismo.

Recordemos que un atlas en M es una coleccion de cartas {U;, ; }ier tales que UjetU; = M.
En el contexto de variedades diferenciables exigimos, ademés de que las cartas sean compatibles,

una cuestion técnica fundamental: que el atlas diferenciable sea maximal.

Definicion 1.4. Definimos un atlas mazimal en M como el mayor atlas diferenciable, es decir,
el mayor conjunto de cartas diferenciables que cubren M tal que los cambios de coordenadas

siguen siendo compatibles.

De hecho, este atlas maximal serd la estructura diferenciable que buscdbamos para poder

hacer célculo diferencial en nuestra variedad M.

Definicién 1.5. Diremos que un par (M, A), donde M es una variedad y A es un atlas maximal,

es una variedad diferenciable.

Ahora, ya estamos en posicién para dar la siguiente definicion.

Definiciéon 1.6. Sea M una variedad diferenciable y (U, ) una carta local de p € M tal que
©: U — ¢(U) C R"™. Diremos que f: M — R™ es una funcion diferenciable en p si la composicion
fop™
p € M escribiremos f € C*°(M).

: (U) — R™ es diferenciable en ¢(p) en el sentido usual. Si f es diferenciable en todo

Observacion 1.7. Cuando cubrimos una superficie regular de R3 con un atlas de parametrizacio-
nes de abiertos de R? en R?, la estructura diferenciable de R?® garantiza la diferenciabilidad de

todos los cambios de coordenadas (|19, Teorema 2.1.8]).

Definicién 1.8. Decimos que una aplicacion F': M — N entre dos variedades diferenciables

M y N de dimensiones m y n, respectivamente, es diferenciable si para todo p € M existen
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dos cartas (U, ¢) v (V,4) conteniendo a p y F(p), respectivamente, tales que F(U) C V y la
composicion

YoFopt: ) CR™ = (V) CR"

es diferenciable como una aplicacién entre abiertos del espacio euclideo.

En el contexto de variedades diferenciables, el espacio tangente a un punto p € R™ generaliza el
concepto de vector tangente a R™. Sin embargo, cuando consideramos una variedad diferenciable
arbitraria M (no necesariamente contenida en el espacio euclideo), el espacio tangente T,M se

define del modo que sigue.

Definiciéon 1.9. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Definimos una derivacion en p

como una aplicacion lineal v: C*°(M) — R verificando

v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f) para toda f,g € C*(M).

De esta manera, el conjunto de todas las derivaciones de C*°(M) en p € M, llamadas ahora
vectores tangentes a M en p, se denomina espacio tangente a M en p y lo denotamos por 1), M.
Observacion 1.10. Dada (U, = (z!,...,2")) una carta local de M en p € M, definimos

0

A
(31:p

C*(M)—R

0
ozt

()=~

p

f—

(fop™),

»(p)

que resulta ser un elemento del espacio tangente a M en p. Ademas, T,M es precisamente el

espacio vectorial generado por {% b i =1,...,n}. De este modo, todo v € T,M se puede

escribir como v = 2?21 v* azi

para ciertos v; € R.
p

Sin embargo, esta no es la tinica interpretaciéon geométrica de T, M. Sea o: I — M una curva

diferenciable en M definida en un abierto I C R con a(0) = p. Podemos definir
o/(0): C®(M) —» R
f=d(0)(f) = (f o) (0),
una derivacion en p puesto que si f,g € C>(M) entonces
a’(0)(fg) = (fgoa)(0) =[(foa)(goa)]'(0) = f(a(0))(g o a)(0) + g(al(0))(f o @)'(0)
= f(a(0))a’(0)(g) + g((0))a/ (0)(f).

Asi, ¢/(0) € T,M y podemos reinterpretar este espacio tangente como el conjunto de todas las

derivaciones inducidas mediante curvas direrenciables « tales que «(0) = p, es decir

T,M ={a/(0): a: I — M es una curva diferenciable tal que «(0) = p}.
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Definicion 1.11. Sea F': M — N una aplicacion diferenciable entre dos variedades diferencia-

bles M y N. Definimos la diferencial de F' en p como la aplicaciéon lineal
de: TpM — Tp(p)N
v dFy(v): f € CP(N) = dF,(v)(f) = vp(fo F) € R.

Observacion 1.12. En las hipétesis de la Definicion [I.11] definimos el rango de F' en p como el
rango de la aplicacion lineal dF),. De esta manera, si F' tiene el mismo rango para todo p € M

entonces diremos que F' tiene rango constante.

Definicién 1.13. Sea M una variedad diferenciable. Definimos un campo de vectores X en M

como la aplicaciéon que asigna a cada punto p € M un vector tangente X, € T, M, es decir
X:peMw— X, €T,M.

Ademis, si (U, (x!,...,2™)) es una carta de p € M entonces

i=1

donde X = (X!,...,X") y X*: U — R son las funciones componentes de X.

)
p

Observacion 1.14. En las hipotesis de la Definicion diremos que el campo de vectores X es
diferenciable si lo son sus funciones componentes X* en el sentido de la Definicion Ademas,

denotaremos por X(M) al conjunto de todos los campos de vectores diferenciables en M.

1.2. Variedades de Riemann

Ahora que hemos introducido las variedades diferenciables junto con diversas herramientas
para trabajar con ellas, es necesario introducir la nocién de tensor para poder definir una variedad

de Riemann.

En lo que sigue consideraremos V' un R-espacio vectorial de dimension finita, cuyos elementos

se llamarén vectores, y su espacio dual V*, cuyos elementos denominaremos covectores.
Definiciéon 1.15. Definimos un tensor de tipo (k,I) como una aplicaciéon multilineal
T:V*x ExV xV xLxV =R

Ademas T (V) denota el conjunto de tensores de tipo (k,1). En ese caso, diremos que los

elementos de T (V) tienen rango k + 1.

Definiciéon 1.16. Decimos que un tensor de tipo (0,[) es un tensor I-covariante, mientras que

un tensor de tipo (k,0) es un tensor k-contravariante.
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Definicién 1.17. Sea M una variedad diferenciable. Definimos el fibrado de los (k,l)-tensores

en M como la unién disjunta

T®ED () = | | T®(T,M).
peEM

Ademas, un campo de tensores en M es una seccion del fibrado tensorial T (M). Denotaremos

por 7{(M) al espacio de los campos de I-tensores covariantes.

Proposicion 1.18. Sea M una variedad diferenciable. Un campo de tensores l-covariantes en

M serd diferenciable si, y solo si, la aplicacion

T(Xl,...,Xl): M —R
D T(X17 7Xl)(p) = TP(X1’p7 "‘7Xl|p)

es diferenciable, donde X; € X(M) para i € {1,...,1}.

Estamos ahora en condiciones de definir una métrica de Riemann sobre una variedad dife-
renciable M que, como veremos, asigna a cada p en M un producto escalar en T,M que varia

de forma diferenciable a lo largo de la variedad.

Definicion 1.19. Una métrica de Riemann g en una variedad diferenciable M es un campo de
tensores diferenciable 2-covariante, simétrico y defindo positivo. Es decir, para cada p € M se

tiene:

1. gp(v,w) = gp(w,v), para todo v, w € T,M,
2. gp(v,v) > 0, para todo v € T,M \ {0}.

Ejemplo 1.20. El ejemplo més bésico de métrica de Riemann es la métrica euclidea en R™,
dada por
n
g= Z 6ij dr' @ da? = (da')* + ... + (dz™)?,
ij=1
donde &;; denota la delta de Kronecker y (1, ..., 2™) son las coordenadas cartesianas. Si aplicamos

esta métrica a dos vectores v,w € R", con coordenadas (v!,...,v") y (w',...,w"), es claro que

n n
gp(v,w) = Z Sij v @w! = Zvi ‘' = (v, w).
ij=1 i—1

De esta manera, g es un campo de tensores diferenciable 2-covariante que representa localmente

el producto escalar usual en cada punto.

Definiciéon 1.21. Una variedad de Riemann es un par (M, g), donde M es una variedad dife-

renciable y g es una métrica de Riemann en M.



6 1. Preliminares

Aunque en este texto omitiremos la demostracion, se puede probar que toda variedad di-
ferenciable admite una métrica de Riemann (|22, Proposicion 13.3]). Asi pues, toda variedad

diferenciable puede dotarse de estructura de variedad de Riemann.

Definicion 1.22. Sean M y N dos variedades diferenciables, F': M — N una aplicacién diferen-
ciable y g una métrica de Riemann en N. Definimos el pullback F*g como el campo de tensores

diferenciable 2-covariante en M dado por
(F*g)p(v,w) = IF(p) (dFy(v),dFy(w)), conpe My v,weT,M.

Observacion 1.23. En las hipotesis de la Definicion [1.22] si F*g es definido positivo entonces
es una meétrica de Riemann en M, denominada métrica pullback determinada por F. Ademas,
F*g es una métrica de Riemann en M si, y solo si, F' es una inmersion diferenciable ([22,

Proposicion 13.9]) o, equivalentemente, si dFy,: T, M — Tp,) N es inyectiva.

Definicion 1.24. Sea M una variedad diferenciable con dos métricas de Riemann g y g. Diremos

que gy g son conformemente equivalentes si existe una funcion estrictamente positiva f € C*°(M)

tal que g = fg.

Como consecuencia de las dos anteriores definiciones tenemos la siguiente.

Definicion 1.25. Dos variedades de Riemann (M, g) y (M, §) se dicen conformemente equivalen-

tes si existe un difeomorfismo F: M — M tal que la métrica F*§ es conformemente equivalente

ag.

Sea M una variedad de Riemann conexa y p,q € M. Definimos la distancia Riemanniana
d(p,q) como el infimo de las longitudes de las curvas regulares a trozos v: [0,1] — M, con
p=7(0) y ¢ =7(1), que conectan p y gq. De esta manera, (M, d) resulta ser un espacio métrico
(|21, Lema 6.2]).

Definicién 1.26. Decimos que una variedad de Riemann M es completa si (M, d) es un espacio

meétrico completo.

Definicién 1.27. Decimos que una variedad de Riemann M es geodésicamente completa para

todo p € M si toda geodésica maximal, con punto inicial en p, esta definida para cualquier ¢ € R.

Aunque las Definiciones [T.20] y [[.27] pueden parecer de naturaleza independiente, el teorema

que enunciamos a continuacién, y que incluye otras caracterizaciones, establece su equivalencia.

Teorema 1.28 (Teorema de Hopf-Rinow, [9, §7, Teorema 2.8|). Sea M wuna variedad de
Riemann dotada con la distancia Riemanniana d inducida. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:
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1. M es completa,
2. M es geodésicamente completa,
3. La funcion exponencial exp,, estd definida en todo T,M para cualquier p € M,

4. Si U es un subconjunto acotado del espacio métrico (M, d), entonces U es compacto.

Buscamos ahora dar otra caracterizaciéon de completitud, que serd particularmente ttil en
el desarrollo de la Seccion 3.4 Para esto debemos definir lo que entendemos por un camino

divergente.

Definiciéon 1.29. Sea M una variedad de Riemann y v: [0,1) — M una curva tal que para todo
compacto K C M existe un to(K) € [0,1) verificando que () C M \ K para todo t > to(K).

Diremos entonces que v es un camino divergente en M.

Proposicion 1.30. Sea M una variedad de Riemann. Entonces M es completa si, y solo si,

todo camino divergente v: [0,1) — M en M tiene longitud infinita.

Demostracion. Comencemos suponiendo que M es completa y que v es una curva arbitraria
de longitud finita. Asi, v([0,1)) es acotado y, por el apartado 4] del Teorema m ~([0,1)) es

compacto, de donde se sigue que v es un camino no divergente.

Reciprocamente, supongamos que M es no completa. Podemos entonces encontrar, como
consecuencia de los apartados 1| y [2| del Teorema una geodésica v: [0,1) — M tal que
[0,1) es su dominio maximal. Ahora bien, dado que si existiese lim;_,;- y(¢) entonces podriamos
extender v mas alla de t = 1, se tiene que 7 es un camino divergente. Por definicién, el modulo

de la velocidad de 7 es constante, de donde concluimos que la longitud de  sera finita. O

Para acabar con esta seccién proporcionaremos algunos resultados relacionados con el area
de topologia que serdn de gran ayuda en la Seccién Seguiremos para esto la exposicion dada
en [17].

Definiciéon 1.31. Sean X y X dos espacios topologicos. Diremos que una aplicacion continua
7: X — X es una proyeccion de revestimiento de X si todo x € X posee un abierto U tal que
7~ 1(U) es la unién disjunta de abiertos en X, cada uno de ellos homeomorfo a U mediante 7.

En este caso diremos que X es un revestimiento de X.

Se puede probar que si X posee un revestimiento X simplemente conexo, entonces este es
tnico salvo homeomorfismos ([I7, (6.5)]) y se denomina revestimiento universal. Acabamos esta

seccion con el siguiente resultado.

Teorema 1.32 ([17, (6.8)]). Toda variedad diferenciable conexa posee un revestimiento universal.
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1.3. Superficies regulares

La estructura geométrica principal sobre la que escribimos este texto son las superficies
regulares de R3. Estas pueden entenderse como una generalizaciéon bidimensional del concepto
de curva reqular, definiendo esta tltima como una aplicacion diferenciable ov: I € R — R3, donde

I denota un intervalo abierto de R.

Definicién 1.33. Decimos que S C R? es una superficie reqular de R? si para todo p € S existen

un abierto U C R?, con p € U, un abierto V de p en S y una aplicacién diferenciable

X:UcCR? - R?
(u,v) = X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),

denominada parametrizacion, tal que X: U — X(U) =V es un homeomorfismo y dX;: R? — R3

es inyectiva para todo ¢ = (u,v) € U.

Mientras que en el caso de las curvas regulares el interés principal recae en la parametrizacién
utilizada, que en particular nos da una idea de céomo se recorre la imagen, en el caso de las
superficies regulares centraremos nuestra atencion en el subconjunto de R3 que define la superficie
como un objeto independiente de la parametrizacién escogida. Bajo este enfoque, en esta seccion
mostraremos que una superficie regular no es mas que una subvariedad regular 2-dimensional
de R3. Con este fin, es necesario primero introducir algunos conceptos importantes, los cuales se

pueden consultar en [22], §4, §5].

Definicion 1.34. Sea F': N — M una aplicacién diferenciable tal que su diferencial
de: TpN — TF(p)M

es inyectiva para todo p € N, es decir, F' tiene rango n. En este caso decimos que F' es una
inmersion. Si ademés F': N — F(N) es un homeomorfismo con la topologia relativa de F(N)

como subespacio topolégico de M, entonces se dice que F' es un embebimiento.

Ahora bien, consideremos S C M un subconjunto de una variedad diferenciable M dotado
de cierta topologia. Entonces S es una subvariedad diferenciable si es una variedad topologica
respecto a esa topologia y estd dotada de una estructura diferenciable respecto de la cual i: S —

M es una inmersion.

Definicion 1.35. Sea S C M una subvariedad diferenciable de M. Decimos que S es una

subvariedad regular (o embebida) de M si la inclusion i: S < M es un embebimiento.

La siguiente proposicién supone un método natural para obtener subvariedades regulares.
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Proposicion 1.36 (|22, Proposicion 5.2|). Sea F: N — M un embebimiento entre dos varie-
dades diferenciables N y M tal que S = F(N). Entonces, con la topologia relativa, S es una
subvariedad topoldgica que admite una unica estructura diferenciable que la convierte en una

subvariedad reqular de M de igual dimension que N.

Por tanto, se sigue que toda superficie regular de R? es una subvariedad regular de R? 2-
dimensional. Sea X: U C R? — R? la parametrizacion que define a nuestra superficie regular S.
Por definicién, X: U — X(U) = S es un homeomorfismo y dX,: R? — R? es inyectiva para todo
q = (u,v) € U. Asi, por la Proposicion concluimos que toda superficie regular de R? es
una subvariedad regular de R?. En lo que sigue de seccion, M pasara a denotar una superficie

regular.

Una vez resuelta la cuestiéon de como hacer calculo diferencial en nuestra superficie regular,
queremos iniciar el estudio geométrico de la misma. Es en este punto del desarrollo cuando cobra
importancia todo lo expuesto en la Seccién pues es natural entender R? como una variedad
de Riemann dotada con la métrica dada en el Ejemplo el producto escalar usual (-,-). Asi
pues, toda superficie regular M puede verse como una subvariedad regular 2-dimensional de la
variedad de Riemann (R3, (-, -)).

Definicion 1.37. Definimos la primera forma fundamental de M en p como la forma cuadratica
L,: T,M x T,M — R
(v,w) = ]Ip(v,w) = <U,U}>p = <v,w>,

con X(u,v) =p € M. Ademés, se denominan coeﬁcientesﬁ de la primera forma fundamental (E

F y G) a los coeficientes de su matriz de Gram respecto a la base dada por X, y X,,, esto es

» = <Xu7Xu>7 » F'= <XuaXv>, » G = <XvaXv>-

Observacion 1.38. En la anterior definicién y en lo que sigue, entendemos X, = g%g y X, = &,

— ov
Ademas, T, M = span {X,(u,v), X, (u,v)}.

Puesto que T, M es un plano vectorial en el espacio métrico (R?, (-, -)), podemos entender la
primera forma fundamental de una superficie como el producto escalar inducido sobre su tan-
gente en cada punto, convirtiéndose asi en una herramienta fundamental para calcular angulos,

longitudes o areas; en definitiva, para hacer geometria.

Definicién 1.39. Sea R C M una regién de M y X: U — R? una parametrizacion tal que
R C X(U). Definimos el drea de R como

/ / VEG — F2dudv.

2Formalmente se escriben evaluados en (u,v) pero por comodidad omitimos las variables.
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Distinguir una superficie regular de otra a través de invariantes de naturaleza geométrica
constituye una de las cuestiones centrales en del estudio de la geometria de superficies. Por ende,

dedicaremos lo que queda de seccién a profundizar en dicho problema.

Para motivar este analisis geométrico, comencemos considerando curvas planas. Es bien sa-
bido que no podemos diferenciar una curva de otra desde una perspectiva intrinseca; para ello
debemos estudiar sus curvaturas, es decir, la variacion del vector normal a lo largo de la misma.
Este sera el enfoque que seguiremos en el caso de las superficies regulares, con la excepciéon de que
ahora el vector normal es una aplicaciéon definida en un abierto de R? y en lugar de su derivada

analizamos su diferencial.

Dada una superficie regular M localmente definida por una parametrizaciéon X cuyo dominio
de parametros es un abierto U C R?, podemos definir un campo de vectores diferenciable, normal
y unitario
Xu(u,v) x Xy (u,v)

N(X(u,v)) = || Xy (u, v) x Xy (u, v)|]

(u,v) € U, (1.1)

conocido como aplicacion de Gauss. Sin embargo, no siempre es posible definir un campo de
vectores diferenciable, normal y unitario de manera global en M. La superficies regulares para las
que esto es posible se denominan orientables (véase [19, Definiciéon 3.1.3]) y cuando tratamos con
estas en particular, podemos interpretar su aplicaciéon de Gauss como una aplicacion diferenciable

entre dos superficies

N: M — S

Observacion 1.40. Nétese que si p' € S? entonces N(p') = £p'. De esta manera, los tangentes

T

p)82 y T, M son el mismo en cada punto.

Lo que realmente nos interesa, como ya anticipamos, no es tanto la aplicacién N en si, sino
como varia al desplazarnos por la superficie M. Si «: I C R — M es una curva diferenciable en
las condiciones de la Observacion definimos la aplicacién diferencial de N en p € M como

el endomorfismo

dN,: T,M — T,M
d

v = dNp(v) = o7
t=0

(N oa)(t).

Definicion 1.41. Sea M una superficie regular orientada por la aplicacion de Gauss N y p € M.

Definimos el endomorfismo de Weingarten A, de M en p como la aplicacion
Ap = —dNp: T,M — T,M.

Definicion 1.42. Definimos la seqgunda forma fundamental de M en p como la forma bilineal



1.3. Superficies regulares 11

simétrica dada por
Ih,: T,M x T,M — R
(v, w) = Il (v, w) = (Ap(v), w)p = (Ap(v), w).

Ademas, se denominan coeficientes de la sequnda forma fundamental (e, f vy g) a los coeficientes

de su matriz de Gram respecto a la base dada por X, y X,, esto es

= o= (Ap(Xy), Xu), » f={Ap(Xu), X)), g = (4p(Xy), Xp).

La matriz de Gram de la forma bilineal II, recoge la informaciéon geométrica dada por la
diferencial de la aplicacion de Gauss N y nos permitirda entender cémo se encuentra situada la

superficie en R3.

Observacion 1.43. Se puede probar que e = (N, Xyy,), f = (N, Xyp) ¥y 9 = (N, Xpp).

Definicién 1.44. Dado v € T, M unitario, definimos la curvatura normal de M en p en la

direccion de v como ky(p,v) = I, (v) = (Ap(v),v).

La curvatura normal tiene una interpretacién geométrica de gran interés: es la curvatura de
la curva plana que resulta de intersecar M con el plano afin que pasa por p y que esta generado
por v € T,M y por N(p). Esta curva, que resulta ser regular (|19, pag. 116]), se denomina seccion

normal.

Ahora bien, el endormorfismo de Weingarten es una aplicaciéon autoadjunta en cada punto
([19, Proposicion 3.3.2]). De esta manera, su matriz asociada con respecto a una base ortonormal

seré simétrica y, en consecuencia, diagonalizable.

Definicién 1.45. Sea p un punto de la superficie regular M y {ej,e2} una base ortonormal

de T,M que diagonaliza A,. Llamaremos curvaturas principales de M en p a los autovalores
k1(p) = (Ap(er),e1) y ka(p) = (Ap(e2), e2).

Observacion 1.46. Por convenio, k1(p) < ko(p). Ademas, dado que para i € {1,2} se tiene que

ki(p) = (Ap(ei)aei> = Hp(ei> = kn(ei, p),

entonces las curvaturas principales no son mas que las curvaturas normales en las direcciones
e1 v es, denominadas direcciones principales. Asi, las curvaturas principales estan determinadas
salvo el signo, pues la curvatura normal depende de la orientacion de la superficie, variando su
signo segun la eleccion de N. Ademés, constituyen el maximo y minimo de las curvaturas de las

curvas seccion normal ([19, Teorema 3.4.2|).

Definicion 1.47. Sea M una superficie regular orientada por N y p € M. Definimos la curvatura

de Gauss K de M en p como

K(p) = det(A4,) = k1(p)k2(p).



12 1. Preliminares

Asimismo, definimos la curvatura media H de M en p como

_ Fa(p) + ka(p)

H(p) = 5ir(4,) :

Observacion 1.48. Por ser una aplicacion lineal, det(A,) y tr(A,) son invariantes; es decir, no

dependen de la base escogida. Ademas, se puede probar (ver [I, Teorema 13.25]) que

H:;(ea—sz+gE>_ 12

EG — F?



Capitulo 2
Superficies minimales

Como ya menciondbamos en la introduccién de este trabajo, la nocién de superficie mini-
mal surge en el siglo XVIII y es posible aproximarse a ella desde diferentes perspectivas. De
este modo, el objetivo principal de este capitulo es precisamente hacer un recorrido por estas
distintas perspectivas o definiciones del concepto de superficie minimal, asi como analizar las
relaciones o equivalencias entre algunas de ellas. En términos més precisos, y aunque definiremos
las superficies minimales como aquellas de curvatura media nula, veremos que, localmente, no
solo pueden expresarse como grafos de funciones que satisfacen la ecuaciéon de Euler-Lagrange
(Seccion , sino que también se corresponden con puntos criticos de un funcional asociado al
area (Seccion . Ademés, las superficies minimales —junto con las esferas— estan caracteri-
zadas por tener aplicacion de Gauss conforme y, como se mostrara en la Seccion [2.3] admiten
un tipo de parametrizaciones muy especifico: las isotermas armoénicas. Cerramos este capitulo
introduciendo la nocién de superficie conjugada, que mas adelante trataremos en detalle, para
asi dar paso al estudio de la relacion entre la minimalidad y algunas familias importantes de su-
perficies regulares, como las regladas o las de revolucion (Seccion . En este capitulo seguimos

fundamentalmente [I] y [19].

2.1. Nocién de superficie minimal

El problema de encontrar una superficie con contorno prefijado y cuya area fuese minima
cobré cada vez mas importancia como objeto de estudio por algunos de los matematicos mas

relevantes de la historia.

Comencemos por establecer la definicién central de este texto.

Definicién 2.1. Una superficie regular M C R? se dice minimal si su curvatura media es nula.

13
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A pesar de que esta definiciéon de superficie minimal, dada por J. Meusnier en 1776 , es la
que se toma en nuestros dias —y, por tanto, la que adoptaremos en este texto— probablemente
no fue con ella que surgié originariamente el concepto. De hecho, sea M una superficie regular
definida como el grafo de una funcién diferenciable f: U — R, con U C R? un abierto. En 1762,
J. Lagrange se interes6 en minimizar el area de dicha superficie, lo que le condujo a formular la
ecuacion

(L4 f) fuw = 2fufofun + (L4 f) fou = 0, (2.1)
actualmente conocida como ecuacion de Fuler-Lagrange. En el siguiente resultado precisamos la
relacion entre la Definicion (la definicion estandar de superficie minimal) y esta ecuacion. En
términos informales, dicha ecuacién expresa que el numerador de la curvatura media H de la

superficie M, definida como grafo de f, sea nulo.

Proposicion 2.2. Sea M una superficie reqular que admite una expresion local como la grdfica
de una funcion diferenciable f: U C R? = R, donde U es un abierto de R%. Entonces M es una

superficie minimal si, y solo si, f verifica la ecuacion de Fuler-Lagrange dada en .

Demostracion. Si parametrizamos M como X(u,v) = (u,v, f(u,v)), entonces obtenemos por un

lado los coeficientes de la primera forma fundamental:
E=1+f2, F = fufv, G=1+f},

y por otro lado los coeficientes de la segunda forma fundamental:
oS e e
Vi+fi+f3 Vit a4+ £ Vit fa+f2
Ahora bien, aplicando entonces tenemos que
— lfuua + fq?) + fvv(l + fg) — 2fuvafv
2 (1+ £+ f3)3/2 ’

de donde se sigue que H = 0 si, y solo si, fuu(1+ f2) + foo(1+ £2) = 2fuufufo = 0. O

H

Como consecuencia de la Proposicion [2.2] la siguiente definicién de superficie minimal es

equivalente a la Definicion [2.1]

Definicién 2.3. Una superficie regular M C R3? se dice minimal si se puede expresar localmente

como la grafica de una solucion de la ecuacion de Fuler-Lagrange ([2.1)).

2.2. Superficies minimales como puntos criticos del funcional area

Con el nacimiento del Calculo de Variaciones, surgié entre los matematicos de la época la
conviccion de que las formas perfectas de la naturaleza y las leyes mas relevantes desde una

perspectiva cientifica eran aquellas que, de alguna manera, optimizaban una magnitud senalada.
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En el contexto de busqueda de méximos y minimos para el funcional area, definido como
A(t) = Area((X + tuN)(£2)), donde u € C3°(£2), 2 es un abierto simplemente conexo con
clausura compacta en M C R3, X es la parametrizaciéon de la superficie regular y N su vector

normal, la primera formula de variacion del drea proporciona la primera derivada:
A'(0) = —2/ u H dA, (2.2)
9}

donde dAM denota el elemento de area de M.

Definicién 2.4. Una superficie regular M C R3 sera minimal si constituye un punto critico

para el funcional area asociado a cualquier variacién normal con soporte compacto.

Buscaremos ahora probar la equivalencia entre las Definciones [2.1] y 2:4] Para esto, comen-

zaremos introduciendo la siguiente definicion.

Definiciéon 2.5. Sea X: U C R? — R3, con U abierto en R?, una parametrizacion de la superficie
regular X(U) y B C R? una bola abierta con clausura contenida en el abierto U, esto es, B C U.
Asi, X(B) es una superficie regular con parametrizacion X p. Sea ahora h: B — R una funcién
diferenciable tal que h(xz) = 0 si # € 9B. Llamaremos variacion normal de X(B) determinada

por h a la aplicaciéon
¢: B x (—¢,6) = R?
(u,v,t) — ¢d(u,v,t) = X(u,v) + t h(u,v) N(X(u,v)), (2.3)

donde N denota el vector unitario y normal a X(B) y € > 0 es tal que X': (u,v) € B — X!(u,v) =

é(u,v,t) € R3 es una parametrizacion de la superficie regular X*(B) para todo t € (—¢,¢).

Figura 2.1: Variacién normal.

Observacion 2.6. Lo que se consigue con la variaciéon normal es deformar una superficie regular
en R3 desplazando sus puntos en la direccién normal para asi obtener una familia de superficies.
Estas superficies tendran el mismo borde dado que, como h se anula en la frontera, entonces esta

se mantiene invariante (véase la Figura [2.1]).

'Dado p € M y v,w € T,M, se tiene que dA(p)(v,w) = det(v,w, N(p)). Ademas, dA(p) es una forma bilineal

antisimétrica.
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Para poder probar el teorema de caracterizacién de las superficies minimales como puntos
criticos del funcional drea debemos antes establecer un resultado auxiliar que nos asegurara la

existencia de lo que se conoce como funcidn meseta.

Lema 2.7 (Existencia de funciones meseta). Sea B C R? una bola abierta con centro q € B
y radio v > 0. Para todo ¢ > 0 tal que B(q,e) C B existe una funcion meseta h: B > R
verificando:

» sop(h) C B(q,¢) = 0

IN
>
IN
—_

= h=1 en B(q,e/2).

Demostracion. Vamos a construir la funciéon meseta de manera explicita. Definimos para esto

una funcién diferenciable §: R — R como

Ees 3(0) 0 sit <0,
— g(t) =
eVt sit>0.
Sea ahora ¢g: R? — R dada por
=02 2
gle® — ||z
o) — - (€~ Il

(e = lzl?) + g (l«|* - 1¢2)

Es sencillo ver que el denominador nunca se anula, puesto que si €2 —||z[|> < 0y ||z[|* — % <0

entonces 2 < ||z]|? < 162 y esto es imposible. Asf pues, g es también diferenciable.

Ademss, g(x) = 0 si, y solo si, §(e? — [|z]|?), es decir, si, y solo si, ||z|| > €. Se tiene entonces
que g(x) es positivo para todo x € B(0,¢), por lo que sop(g) C B(0,e) y 0 < g < 1. Ahora bien,
si x € B(0,e/2) entonces g(z) = 1.

Acabamos de demostrar que g verifica todas las condiciones de funcién meseta en la bola
B(0,¢). Bastara entonces tomar una traslacion de g como funcion meseta, es decir, definimos
h:R? = R como h(z) = g(z — q). O

Podemos finalmente establecer el teorema que, ademas de caracterizar a las superficies mini-

males como puntos criticos del funcional area, nos daré la equivalencia entre las Definiciones

24

Teorema 2.8 (Caracterizacion de las superficies minimales como puntos criticos del
funcional area). Sea X: U C R? — R3, con U abierto en R?, una parametrizacion de la
superficie reqular X(U) y B C R? una bola abierta tal que B C U. Entonces X(B) es una
superficie minimal si, y solo si, A'(0) = 0, donde A(t) denota el drea de X'(B), para toda

variacion normal ¢ de X(B).
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Demostracion. Comencemos por la primera implicacion. Sea X(B) una superficie minimal. Por

definicion de A(t) se tiene que

A(t) = /X . dA = / /B VEG, — Fdudv. (2.4)

Recordemos de la Definicion que Xt(u,v) = ¢(u,v,t) = X(u,v) + t h(u,v) N(X(u,v)), para

cierta aplicacion diferenciable h: B — R. Ahora bien, como
Xt =Xy +thyN+thN, v X, =X,+thyN+thN,,

entonces se tiene que

B, = (X!, X!) = B —2the + t*(h: + h*(N,, N,)) = E — 2the + t*Ry,

Fy= (X!, X!y = F — 2thf + t*(huhy + h*(Ny, N,)) = F — 2thf + t* Ry,

Gy = (X!, XE) = G — 2thg + t*(hZ 4+ h*(N,, N,)) = G — 2thg + t*R3,
para ciertas funciones diferenciables Ry, Ry, R3. Tomando Ry = t?(R1R3 — R3) —2th(eR3+gR1 —
2fRy) + 4h?(eg — f?) — 2F Ry + GRy + ER3 obtenemos lo siguiente:

E;Gy — F? = EG — F* — 2ht(eG — 2fF + gE) + t*Ry

eG —2fF +gE\
A >+m4

= (EG — F?)(1 — 4htH + R),

= (EG — F?) <1 — 2ht

donde en la ultima igualdad hemos aplicado la ecuacion (1.2) y que R = tQﬁ es tal que
lim;_,o R/t = 0. Sustituyendo ahora en (2.4)) obtenemos

A(t):// VEG — F?\/1 — 4htH + R dudv,
B

y si derivamos

—4hH + 2tR
A’t://\/EG—FQ dudv,
®) 5 oI dnH+ R

con R = Qt%, de donde se sigue que limy_,o R = 0. Tomando ¢ = 0, 2\;% = —2hH

obtenemos la siguiente expresion:
A0) = —2// hH~ EG — F?dudv.
B

Como nuestra hipotesis era que X(B) es una superficie minimal entonces H (X(u,v)) = 0 para

cada (u,v) € B, de donde se sigue que A’(0) = 0.

Pasamos ahora a probar el reciproco. Dada una variacion normal arbitraria de X(B), supon-

gamos que A’(0) = 0 pero que existe un punto p = X(q) en X(B) tal que H(p) # 0. Podemos
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entonces encontrar por continuidad una bola abierta B(g,r1) C B tal que (H o X)|p(g,,) # 0
conservando el mismo signo que H(p) en todos los puntos. Supongamos, sin pérdida de genera-
lidad e invirtiendo la orientacion si es necesario, que H(p) > 0. Por el Lema sabemos que
existe una funcion meseta h: B — R en B(q,r1) diferenciable verificando que 0 < h < 1, con

sop(ﬁ) C B(g,r1) y tal que existe un 79 < r; de manera que MB( =1.

q,72)

Como A’(0) = 0 para cualquier variacion normal de X(B), en particular se anulara para la
determinada por la funcién h definida anteriormente. Podemos entonces escribir

0=A'(0) = —2// hH+ EG — F? dudv = —2// hH+/ EG — F? dudv
B B

(g:r1)

- —2// hH\ EG — F2 dudv — 2// hH EG — F2 dudv < 0,
B(q,r1)\B(q,m2) B

(g.r2)
dado que H y v EG — F? son estrictamente postivos, en la primera integral h>0 y en la segunda

h =1, por lo que esta tultima nunca se anula.

Llegamos asi a una contradicion con el hecho de que A’(0) = 0. Dicha contradiccion viene de
suponer H(p) # 0. Por tanto H(p) = 0 para todo p € X(B), es decir, concluimos que X(B) es

una superficie minimal. O

A la luz del Teorema la siguiente definicién de superficie minimal es equivalente a la
Definicion [271] puesto que, dada una variacién normal arbitraria, la anulacion de la primera
variacion del area implica que, en dominios suficientemente pequenos, la superficie minimiza

localmente el area de entre todas aquellas que comparten frontera.

Definicién 2.9. Una superficie regular M C R? serd minimal si para cualquier punto p € M

existe un entorno que minimiza el drea de entre todas las superficies cuya frontera es la misma.

Observacion 2.10. Aunque no probaremos en detalle en este trabajo la equivalencia entre las
Definiciones y esta propiedad local explica el uso del adjetivo “minimal” para las su-
perficies que trataremos. Cabe mencionar que la minimizacién global del area es una condicién
muy restrictiva y que el plano es la tinica superficie completa en R? que la verifica (consultar
[25]). Ademaés, las Definiciones [2.1]y [2.9| caracterizan a las superficies minimales como el analogo

bidimensional a las geodésicas en la Geometria de Riemann.

En 1847, seria J. Plateau quien aportaria un nuevo punto de vista: el fisico. Junto a T. Young,
Plateau observd que la curvatura media de una membrana que separa dos medios homogéneos
entre si es igual a la diferencia de presiones a ambos lados de la superficie (ley de Laplace- Younyg).
Cuando esta diferencia es cero, como en el caso de las peliculas de jabon, entonces la curvatura

media es nula.

Definicién 2.11. Una superficie regular M C R? sera minimal si todo punto p € M admite un

entorno D), que coincide con la (tinica) pelicula de jabén que forma la frontera 0D,.
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Pese a no analizar la equivalencia entre la Definicion y la en el desarrollo de este

trabajo, el lector puede consultar [27] para mas informacion.

2.3. Conformalidad: parametrizaciones isotermas y conjugadas

Esta seccion estarda dedicada a dar una nueva definicién de superficie minimal en términos
de parametrizaciones isotermas. Estas parametrizaciones son de especial interés puesto que tras-
ladan propiedades geométricas importantes, como angulos y distancias, de la superficie al plano
de parametros. De esta manera, basta con observar el dominio de estas parametrizaciones para

obtener una idea acerca de la geometria de la superficie.

Definicién 2.12. Decimos que un difeomorfismo local f: M — N entre las superficies regulares

M y N es conforme si existe una funciéon A\: M — R positiva tal que
(v, w), = (dfp(v), dfp(w)) = M(p)(v,w) para todop € M y todo v, w € T,M.

Ademas, si existe tal funcidén A entonces esta serd necesariamente diferenciable.

El siguiente resultado caracterizard de manera tnica a las esferas y superficies minimales,
puesto que si la aplicacion de Gauss de una superficie regular es siempre conforme entonces esta

superficie sera o bien una esfera o bien minimal.

Proposicion 2.13. Sea M una superficie reqular sin puntos umbz’lz’coﬂ entonces M serd minimal

st, y solo si, la aplicacion de Gauss es conforme.

Demostracion. Comencemos suponiendo que M es minimal. De las Definiciones y

deducimos que

H(p) = k1(p) -2% k2(p)

para todo p € M, de donde se sigue que k?(p) = k2(p), pues k1(p) = —ka(p). Consideremos

=0

v,w € T,M. Si {e1,e2} es la base ortonormal de direcciones principales de T,M, podemos

escribir v = vie; + v9eo y w = wieq + woes. Un sencillo calculo permite obtener que

(dNp(v), dNp(w)) = (—viki(p)er — vaka(p)ez, —wiki(p)er — waka(p)es)
= viw1 ki (p) + vowak3 (p) = (viwr + vaw2)ki(p)
= k%(p) <U, w>'

Es obvio que A(p) = ki(p) es diferenciable y no nula, puesto que si ki(p) = 0 entonces como

H(p) = 0 se tendria que ka(p) = 0 y el punto seria umbilical.

?Diremos que p € M es umbilico si k1(p) = ka2(p).
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Pasamos ahora a probar el reciproco. Sea A\: M — R una funcién diferenciable no nula tal

que (dN,(v),dN,(w)) = A(p)?{v, w) para v,w € T,M y p € M arbitrarios. En particular,

(p)*(e1,e1) = (dNp(e1), dNp(e1)) = (=k1(p)er, —k1(p), e1) = k1(p)*,
(p)*(ea, €2) = (dNp(e2), dNp(e2)) = (—ka(p)ea, —ka(p), e2) = ka(p)*,

> >

y por tanto \%(p) = k?(p) = k2(p). Como p es no umbilical entonces k1(p) = —k2(p), de donde
0.

se sigue que H(p) O

Observacion 2.14. En las hipotesis de la Proposicion [2.13] dado que A2 = k? = —k1ky = — K,
entonces toda superficie minimal sin puntos umbilicos tiene curvatura de Gauss K estrictamente

negativa.

Introduciremos ahora un nuevo concepto que nos conduciré a una nueva caracterizaciéon de las
superficies minimales: las parametrizaciones isotermas. A continuacién seguiremos la exposicion
dada en [I], §16.7], donde los resultados se enuncian en R", aunque nosotros nos restringiremos al

caso de las superficies regulares M C R? —pues recordemos que estas son las de nuestro interés.

Definicion 2.15. Sea U C R? un abierto, diremos que la parametrizacion X: U — R3 es

1soterma si existe una funcion A: U — R, llamada funcidn escalar, tal que
(X, Xo) = (X, X)) =22y (X, X,) =0. (2.5)

Observacion 2.16. Notese que A es no nula puesto que X define una superficie regular. Ademas, es
claro que X es diferenciable. La primera condicion en ([2.5)) establece que X, y X,, tienen la misma

longitud (E' = G), mientras que la segunda condicion nos dice que son ortogonales (F = 0).

Como consecuencia de la Definiciéon [2.15] se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.17. Una parametrizacion X: U — R3 serd isoterma si, y solo si, considerada como una

aplicacion, X: U — X(U) es conforme.

Surge de manera natural cuestionarse cudles serén las superficies que admiten una parame-
trizacion isoterma. En el caso de las superficies regulares, dado que la parametrizacion que las

define es de clase C2, se puede enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 2.18 (|20, pag. 3]). Sea M una superficie reqular de R3. Entonces eviste una pa-

rametrizacion X: U — M isoterma.

Dado que la demostracion de la Proposicion [2.18] es de considerable dificultad y que las
superficies que nos interesan en el desarrollo de este texto son las minimales, nos limitamos a

enunciar y probar un resultado analogo para nuestro caso particular.
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Proposicion 2.19 ([15, pag. 54]). Sea M una superficie minimal. Entonces, para cada p € M,

existe un abierto U de R? y una parametrizacion X: U — M isoterma.

Demostracion. Comencemos expresando M localmente como la grafica de una funciéon diferen-
ciable f: U — R tal que f(p) = 0, con p C U. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que U C R? es simplemente conexo. Por la Proposicion se tiene que, como M es minimal,

entonces f verifica la ecuacién de Euler-Lagrange (2.1)). Ahora bien, tomando p = f,, ¢ = fy ¥

w= /14 f2+ f2 se tiene que

2
(1 +p ) NENE —%[(1 1) fae = 2 fyfoy + (L4 Syl = O,
Yy

w w

2
<1+f1) _ (@)y e ) e = 2y (L )] =0

w w w
Asi pues, existen dos funciones F,G: U — R tales que

OF 1+4+p*> OF pq 0G 0G 1+ ¢

dr w0y w O Y oy  w

Tomando ahora u(z,y) = x + F(z,y) y v(x,y) = y + G(z,y) entonces

ou 1+p>  Ou pqg _ Ov ov 1_i_l—kq2

%7+w’67y7w78xy8y7 w

y si definimos ¢(z,y) = (u,v) se tiene que Jac(¢) = (1 +w)?/w > 0. Asi, por el teorema de la

funcion inversa, existe un entorno del origen tal que ¢! es diferenciable con matriz jacobiana

Ty Ty 1 1+w+¢? —pq
Yo o) (LHw)? —pqg  l+w+p?)’

De esta manera, la superficie que M definida por X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) tiene por
coeficientes de la primera forma fundamental los siguientes:

2

w
E = <XU7XU> = m = <X’U7XU> = G y F = <XU;XU> = O
Podemos entonces concluir que X es isoterma. O

Observacion 2.20. Como consecuencia de la Proposicion [1.30] podremos suponer, siempre que

sea necesario, que la parametrizaciéon que define a una superficie minimal es isoterma.

Introducimos ahora una definiciéon de superficie minimal que se apoya en una propiedad de

cualquiera de sus parametrizaciones isotermas.

Definicién 2.21. Sea M C R? una superficie regular definida por una parametrizacion isoterma
X. Se dice que M es minimal si las funciones coordenadas de X son armonicas, es decir, si

AX =0, donde AX = (Azy, Az, Az3) denota el laplaciano usual.
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Estableceremos ahora un resultado necesario para posteriormente probar la equivalencia entre

las Definiciones 2.1 y 2:21]

Lema 2.22. Sea X: U — R3 una parametrizacion isoterma de una superficie reqular. Entonces
AX = (Axq, Ay, Axs) = 2)\*HN, (2.6)

donde A es la funcion escalar asociada a X y N es el vector unitario y normal a X .

Demostracion. Dado que X es isoterma, si derivamos la segunda ecuacion en ([2.5) con respecto

a u y v obtenemos
Ko, Xo) + (X, Xpu) =0, (X, Xo) + (X, Xo) = 0,
mientras que si derivamos ahora la primera ecuacién en se tiene que
Ko, Xu) = Ko, Xo) =0, (X, Xup) — (X, X)) = 0.
Sumando, concluimos que

<qu + XUU7XU> = <quaxu> + <XU’U7XU> - <Xvu7XU> - <Xuv7Xv> = 07
<qu + X’UU7XU> = <XUUJX’U> + <XU’U7X’U> - _<Xu7Xvu> + (XUU7XU> =0.

Se sigue entonces que X, + X, serd ortogonal a T, M, es decir, Xy, + X, es un miltiplo de
N. Veamos cual. Dado que (X, + Xyp, N) = (Xyu, N) + (X4, N) = € + g y sabiendo que por

definicion E = G = A2 y F = 0, podemos entonces concluir que

<eG—2fF—|—gE) . et+g . <qu+xv’uaN>

1
H=-
EG — F? 222 22 ’

2

de donde se sigue el resultado. O

El siguiente resultado prueba que la Definicién de superficie minimal adoptada en este

texto es equivalente a la Definicion [2:21] dada en términos de sus parametrizaciones isotermas.

Proposicién 2.23. Sea X: U — R3 una parametrizacion isoterma de una superficie reqular.
La superficie definida por X serd minimal si, y solo si, las funciones coordenadas son funciones

armdnicas, es decir, si, y solo si, AX = 0.

Demostracion. Como estamos suponiendo que X es isoterma entonces, por el Lema[2:22] se tiene
que AX = Xy, + Xy = 2X2HN. Asi pues, la superficie definida por X sera minimal si, y solo si,

H =0 o, equivalentemente si AX = X, + Xy» = 0. En términos de las funciones coordenadas,

AX = qu + X’UU = (xuu + Ty, Yuu + Yovs Zuu + Zvv) = (ACC, Ay7 A.I) = (07 07 0) ]
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2.4. Superficies minimales de revoluciéon y regladas

Dedicamos esta seccién al estudio de la minimalidad en dos casos particulares de superficies
regulares: las de revolucion y las regladas. Para esto, debemos primero introducir la nocién de

superficie conjugada de R3. Seguiremos con este fin la exposicién dada en [I], §22].

Definicién 2.24. Diremos que dos superficies regulares minimales M y N son conjugadas si sus

parametrizaciones isotermas X,Y: U C R? — R3 son armoénicas conjugadas, es decir si
Xy=Y, v X,=-YJ (2.7)

Observacion 2.25. En las hipotesis de la Definicion la superficie conjugada de M esta
univocamente determinada salvo una traslaciéon, dado que si Y = X + ¢, con ¢ € R, entonces se

siguen verificando las ecuaciones en (12.7)).

Definicién 2.26. Sean X, Y: U C R? — R? dos parametrizaciones isotermas de superficies regu-
lares asociadas a las superficies minimales M y N, respectivamente. Llamamos familia asociada
a X e Y a la familia de parametrizaciones que dependen de un solo pardmetro ¢ € R dada por
7' U CR?® - R?
(u,v) = Z'(u,v) = cos(t)X(u,v) + sin(t)Y(u,v).
Observacion 2.27. Se puede ver que la parametrizacion Z! define una superficie regular para

todo ¢t € R.

Proposicion 2.28. Sean M y N dos superficies minimales definidas por las parametrizaciones
isotermas armonicas conjugadas X,Y: U — R3 y sea t € R — Z! la familia asociada dada por
la Definicion . Entonces, para cada t € R, la parametrizacion 7! es isoterma, define una

superficie minimal y tiene la misma primera forma fundamental que X.

Demostracion. Primeramente, como X e Y son parametrizaciones isotermas conjugadas entonces
verifican las ecuaciones en (2.7) y se tiene que X, = Y, y X, = =Y. Derivando Z!(u,v) =
cos(t)X + sin(t)Y obtenemos
7t = cos(t)X, + sin(t)Y, = cos(t)X, — sin(t)X,,
7t = cos(t)X, +sin(t)Y, = cos(t)X, + sin(t)X,,
y como X e Y son isotermas entonces
B = (7 7L = cos? (t)(Xy, Xy) + sin?(£)(X,, X,) = cos?(t)E + sin?(t)G = F,
F' = (7! 7! = cos(t) sin(t) [(Xy, Xu) — (X, X,)] = cos(t) sin(t)(F — G) = 0,
Gt = (7, 7)) = cos? (1) (Xy, X,) + sin?(£)(Xy, Xy) = cos?(t)G + sin?(t)E = E.

3Estas ecuaciones se pueden interpretar como ecuaciones de Cauchy-Riemann y las estudiaremos en detalle en
la Seccion
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Se sigue asi que cada Z! es isoterma y tiene la misma primera forma fundamental que X. Ademas,
como AZ! = 7, + Zt, = cos(t)(Xuy + Xyw) = 0, queda probado que Z! define una superficie
minimal para todo t € R. O

Definicion 2.29. Sea Z!, con t € R, la familia asociada dada por la Definicién Decimos

que Z' es una deformacion isométrica de X en Y.

Acabamos de demostrar que dada una superficie minimal, podemos encontrar su conjuga-
da si la deformamos mediante una familia de superficies minimales localmente isométricas que
dependen de un pardmetro t. Como aplicaciéon de este resultado, consideremos el helicoide y el

catenoide localmente parametrizados mediante las aplicaciones X, Y dadas por la expresiones

X(u,v) = (sinh(v) sin(u), — sinh(v) cos(u),u), (u,v) € R xR,

Y(u,v) = (cosh(v) cos(u), cosh(v) sin(u),v), (u,v) € (0,2m) x R.
respectivamente. Estas dos superficies constituyen los puntos inicial y final de la deformacion
isométrica (ver Figura dada por

Z!(u,v) = cos(t) (sinh(v) sin(u), —sinh(v) cos(u), u) (2.8)

+ sin(¢) (cosh(v) cos(u), cosh(v) sin(u),v), 0<t<m/2.

Figura 2.2: Deformacién del helicoide en el catenoide Znm/16 para 0 <n < 8.
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Notese que el catenoide es la tinica superficie de revolucion de la deformacion isomética Z!
dada en ([2.8). Presentaremos ahora un resultado de unicidad que caracterizara a las superficies

minimales de revolucién distintas del plano.

Proposicion 2.30. Sea M una superficie minimal de revolucion y no plana. Entonces M es un

trozo de catenoide.

Demostracion. Sea X(u,v) = (p(v) cos(u), p(v) sin(u), 1 (v)) una parametrizacion local de nues-
tra superficie minimal de revolucién no plana M, con (u,v) € U abierto de R?, y denotemos por
a(v) = (p(v),0,1(v)) a la curva generatriz. Supongamos que ¢'(v) # 0. Por el teorema de la
funcion inversa, existe 1! inversa de 1) de manera que podemos definir una nueva curva gene-
ratriz B(s) = (a0 ~!)(s) y una nueva parametrizacion Y(u,v) = (h(v) cos(u), h(v)sin(u),v),
con h = ¢ o~L. Ahora bien, como § es una reparametrizacion de a, X e Y tienen la misma
traza. Bastara entonces con probar que la superficie de revoluciéon definida por Y es un trozo de

catenoide.
Tras realizar varios caclulos, las curvaturas principales de la superficie de revolucién definida
al rotar § vienen dadas por
_h// s 1
,—(2)3/2 y  ka(B(s)) = .
(1+H(s)?) h(s)\/1+ W (s)2
Como M es minimal, aplicando las Definiciones y 2.1] obtenemos que

*h”(s) 1
(L+ /()23 h(s)(1+ I (s)%)1/2

k1(B(s)) =

=0,
o equivalentemente,
h(s)h"(s) — ' (s)? = 1. (2.9)
Con el fin de resolver (2.9)), escribimos
2h'h" 20

1+12 b’
y si integramos a ambos lados obtenemos que log(1 + h'?) = log(h?) — log(c?), con ¢ # 0 una

constante arbitraria. Exponenciando se tiene que 1 + k"2 = (h/c)?, de donde se sigue que

h' /e 1

(hfe)2—1 ¢

Si integramos de nuevo ambos lados de la ultima igualdad obtenemos que arcosh(h/c) = (v/c)+0,

de manera que la solucién a la ecuacion diferencial (2.9) viene dada por la catenaria
v
h(v) = c¢cosh (7 + b).
c

Concluimos asi que M es un trozo de catenoide.
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Veamos ahora por qué podemos suponer que ¥’(v) # 0. Si ¢’ fuese idénticamente 0 entonces
a seria una linea horizontal y M estarfa contenida en el plano ortogonal al eje de rotacion,
contradiciendo que M sea una superficie no plana. De igual manera, si ¥(vg) =0y ¢¥(v) # 0, en
particular ¢ (v) > 0 para v < vp, entonces la curva a(v) serfa una catenaria con pendiente ¢/’
y como 9 (vg) = 0 entonces esta se harfa infinitamente grande en vy, lo cual es imposible dado

que h es una funcién de cosh. O

Asimismo, en medio de la época dorada en el estudio de la superficies minimales, E. Catalan
probo entre 1842 y 1843 que el helicoide es la tnica superficie reglada no plana con curvaturas

principales iguales y de signos opuestos.

Proposicion 2.31 ([10]). Sea M una superficie minimal reglada no plana con curvatura media

nula. Entonces M es un helicoide.



Capitulo 3
Representacion de Weierstrass-Enneper

La teoria de superficies minimales vivid, gracias a herramientas del Analisis Complejo, uno de
sus principales impulsos con lo que hoy conocemos como representacion de Weierstrass-FEnneper.
En la Seccién expusimos un método para generar una nueva superficie regular minimal a
partir de una inicial mediante una deformacién isométrica. No obstante, esto plantea un pro-
blema fundamental: uno debe conocer una superficie regular minimal de partida, y por aquel
entonces construir nuevos ejemplos no era facil en absoluto. En este contexto, comenzamos el
capitulo con unos preliminares de variable compleja en la Seccién y tratamos —ahora en
més detalle— la nocién de superficie conjugada en la Seccion El objetivo principal de este
capitulo es precisamente la Representacion de Weierstrass-Enneper que, dicho de forma informal,
nos permite identificar cada superficie minimal con un par funciones variable compleja (véase
la Secciéon para una exposicion detallada), facilitando la obtencién de nuevos ejemplos de
superficies minimales. Por dltimo, en la Seccién aplicamos estas herramientas para investi-
gar la imagen de la aplicacion de Gauss de las superficies minimales completas. En este capitulo

seguimos principalmente [IT].

3.1. Variable compleja

Aunque pueda no resultar muy intuitivo, el Anélisis Complejo desempeinia un papel funda-
mental en el estudio de las superficies minimales. En linea con la exposicion dada en [4] y [§], en
esta seccién motivaremos las ecuaciones de Cauchy-Riemann, que cobraran especial relevancia

en el posterior desarrollo de este texto.

Comencemos considerando v y v dos funciones de R? en R tales que f = u + v y sea

zo = To+1yo un punto en el abierto simplemente conexo {2 C C. Supongamos ademas que existe

27
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la derivada de f en zg, es decir, que existe el limite

lim f(z0 + A2) = f(z0) = f'(20),

Az—0 Az

con Az = Ax+iAy. Teniendo en cuenta que si (Azx, Ay) — (0,0) horizontalmente por los puntos

(Az,0) entonces Ay = 0, se tiene que

, B , f(zo+Az) = f(z0)] . u(xo+ Az,y0) — u(wo, yo)
Relf(20)] = (Ax,AI;I)IL(O,O) Re [ Az = Al Ax ’
) f(z0 + Az) — f(20) . v(zo + Az, yo) — v(xo, Yo)
’ . _
Tml{f(z0)] = (Ax,Algl/I)n—>(O,0) Im [ Az a Alalnrgo Ax ’

De manera anéloga, si (Az, Ay) — (0,0) verticalmente por los puntos (0, Ay) entonces Az = 0.

Obtenemos asf las siguientes ecuaciones:

f'(z0) = ux (o, y0) + ivz(z0,90) o  f'(20) = vy(z0,y0) — tuy(z0, v0), (3.1)

que no so6lo proporcionan la derivada f en zg en términos de derivadas parciales de u y v sino que
también son una condicién necesaria para su existencia. Igualando partes real e imaginaria en las

ecuaciones (3.1)) obtenemos lo que hoy en dia conocemos como ecuaciones de Cauchy-Riemann:
Uy = Uy y Uy = —Vg. (3.2)

Definicion 3.1. Decimos que una funciéon compleja f es holomorfa en {2 C C si posee derivada
en todo zg € 2. En particular, f serd holomorfa en un punto 2y si lo es en un entorno de dicho

punto.

Observacion 3.2. Si f no es holomorfa en un punto zg € §2, decimos que este punto es una
singularidad. Ademas, diremos que una singularidad zg es aislada si f es holomorfa en un entorno

punteado 0 < |z — 29| < r de dicho punto.

Definiciéon 3.3. Sea f una funcién holomorfa en zy € 2 con f(zp) = 0. Si existe un entero
positivo m tal que f™ 1 (z) =0y f™(20) # 0, entonces diremos que zg es un cero de orden m

de f.

Ahora bien, decimos que una funcién f: (z,y) € U C R? = f(z,y) € R, con U abierto, tal
que posee derivadas parciales continuas de primer y segundo orden en un abierto simplemente

conexo {2 es armonica si verifica que

Af:fzx+fyy :07

2 2 . . . ., . . .
donde f,, = % Y fyy = g—yé, es decir si verifica la ecuacion de Laplace. Debido a la simetria
de las derivadas parciales segundas mixtas, se tiene que las funciones u y v verificando (3.2]) son

siempre armonicas y las denominaremos funciones armdnicas conjugadas.
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Ahora bien, si f es una funciéon holomorfa en la corona circular A(ry,rs) centrada en zg € 2

entonces por el teorema de Laurent (|8, §47| sabemos que, para todo z € A(rq,r2)

F6) = S aule = 20)" + 30
n=0

n=1

con

1 ON - 1 fe) o

an = —— ;
" 2m C(zo,r) (Z - ZO)nJrl 2mi C(zo0,r) (Z - 20)7n+1

La parte de la serie Laurent que contiene potencias negativas de (z — zp) se denomina parte

principal de f en zg y es clave en el estudio de las singularidades aisladas de dicha funcién.

Con la notacién establecida, estamos en posicién de introducir los siguientes conceptos.

Definicion 3.4. Sea zp una singularidad aislada de una funcion f holomorfa en 2\ {zp}. Decimos
que 2o es un polo de orden m si existe un entero positivo m tal que b,, # 0 y b = 0 para todo
entero k > m. Ademas, si f es una funciéon holomorfa salvo en un conjunto de polos entonces

diremos que f es meromorfa.

Observacion 3.5. La Definicion es equivalente a que la parte principal de f en zg tenga un
namero finito de términos no nulos, mientras que si posee infinitos términos no nulos entonces

diremos que zg es una singularidad esencial.

3.2. Superficies conjugadas

En lo que sigue, sea M una superficie minimal cuya parametrizacién X esté definida en un

abierto simplemente conexo 2 C R?. Supongamos ademés que X es isoterma armoénica tal que
X: (u,v) € 2 = X(u,v) = (x(u,v), y(u,v), 2(u,v)) € R3,

verificando las ecuaciones ([2.5]).

El lector puede encontrar informacion més detallada acerca de los resultados a continuacion

expuestos en [I1} §3.1].

Definicion 3.6. Llamaremos superficie conjugada de M a la superficie regular M* definida por

la parametrizacion
X*: (u,v) € 2+ X*(u,v) = (2" (u,v),y" (u,v), 2" (u, v))
tal que es solucion de las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

X, =X, X, =-X. (3.3)
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Observacion 3.7. Toda superficie conjugada M* de una superficie minimal M es también mini-

mal. Esto se sigue de la Definicién y las ecuaciones en (2.5) y (3.3]), puesto que
AX* =0, (XX =&,X)) v (X,,X) =0

Definicién 3.8. Diremos que una curva holomorfa ¢: 2 — C3, con 2 C R? un abierto simple-

mente conexo, es isdétropa si (¢, ¢') = 0, donde ¢’ denota su derivada compleja.

Estas curvas fueron estudiadas por primera vez en 1879 por Lie (para informacién mas de-
tallada ver [23]), y suponen una generalizacion de una curva en R™ con la particularidad de que

la velocidad de estas es nula en todo su dominio de definicion.

Definicion 3.9. Sea w = u + iv en el abierto simplemente conexo {2 C C. Los dos operadores

<§u ”ai) . (3.4)

de Wirtinger vienen dados por

o _1(9 .0 0 _1
0w 2\ou ‘o) Y w2

Es claro que estos operadores verifican

0 o0 0 o _
%(W)—la %(W)—Oy %(W)—O y %(W)—la

de manera que si X es una parametrizaciéon isoterma armonica entonces podemos escribir X, = 0
y (X, Xyp) =0.

Observacion 3.10. Notese que una condicién necesaria y suficiente para que una curva holomorfa
¢ = (¢1, pa, ¢3) sea isétropa es que ¢ + ¢F + ¢iZ = 0.

El siguiente resultado relaciona las curvas isétropas con las parametrizaciones isotermas de

superficies minimales.

Proposicién 3.11. Sea M una superficie minimal dada por la parametrizacion X: £2 — R3, con
2 C R? un abierto simplemente conexo, y M* su superficie conjugada, definida por X*. La curva

holomorfa

$: 02— C3 (3.5)
w d(w) = d(u+iv) = X(u,v) +iX*(u,v)

es una curva isdtropa no constante. Reciprocamente, si ¢: 2 — C3 es una curva isétropa no

constante entonces
X(u,v) :=Re[p(u+iv)] y X*(u,v) :=Im[p(u+iv)]

definen dos superficies regulares minimales M y M*.
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Demostracion. Por definiciéon, ¢ es una curva holomorfa tal que

o1(u+iv) = z(u,v) + iz*(u,v), ¢2(u+iv) = y(u,v) +iy*(u,v), ¢3(u+iv) = z(u,v) +iz*(u,v),

y cuya derivada compleja viene dada por ¢’ = X, + iX} = X, — iX,,. Asi pues, por definicion,
(¢, ¢) = (K — Xy, Xy — iXo) = (Xu, Xu) — (X, Xp) — 2i(Xy, X)) = 0.

Reciprocamente, sea w = u + iv € 2. Entonces

ow Oow

ulw) = P55 = Pw) ¥ bulw) = F @) 5 = 6 (),

de donde se sigue que

Xu(u,v) = Re [¢y(u + iv)] = Re[¢/ (w)] = Im [i¢/ (w)] = Im [¢y(u + iv)] = X (u,v)
Xy (u,v) = Re [pp(u + iv)] = Reli¢/ (w)] = —Im[¢' (w)] = —Im [py(u + iv)] = =X (u, v).

Queda asi probado que M y M* son superficies minimales conjugadas. Ahora, como (¢',¢’) =0

entonces

(¢, ") = (X +iXE, X, +iX5)
= (Re[¢'], Re[¢']) — (Im[¢'], Im[¢']) — 2i (Re[¢], Im[¢']) = O,
de donde se sigue que X, x X, # 0 y X x X¥ # 0. Por tanto, X y X* son dos inmersiones que en

particular constituyen dos embebimientos locales ([22, Teorema 4.25]). De esta manera, queda

probado que M y M™ son también superficies regulares. O

Proposicién 3.12. Sea ¢: 2 — C? una aplicacion holomorfa no nula tal que

VT3 +1p5 =0 (3.6)

en el abierto simplemente conexo (2. Si w,wy € §2, entonces
X(w) = X(en) + Re [ $(OdC y X0(w) =X (o) + Im [ 0(0)dg
wo

definen una superficie minimal M y su conjugada M*, respectivamente.

Reciprocamente, si M es una superficie minimal definida por X: £2 — R3, con 2 simplemente

conezxo, entonces existe una aplicacion holomorfa : £2 — C3 verificando (3.6) y tal que

X(w) = X(wo) + Re [ $(Q)dc, (3.7)

wo

para w,wq € 2 arbitrarios.



32 3. Representacion de Weierstrass-Enneper

Demostracion. Dado que ¢ es una curva holomorfa verificando ([3.6)), entonces por la Obser-
vacion se tiene que ¢ = ¢’, donde ¢ es una curva isétropa no constante. Asi pues, por la
Proposicion [3.12] existen dos superficies minimales M y M* de manera que, aplicando el Teorema

fundamental del calculo integral, se obtiene

w w
() = Re[o(w)] = X(wn) + Re [ $(Qd v X'(w) = Im[o(w)] = X" o) +Im | w(Q)dc
wo wo
Reciprocamente, supongamos que M es una superficie minimal y M* su conjugada. De nuevo,
por la Proposicion existe una curva isétropa no constante ¢: 2 — C3, con ¢(u + iv) =
X(u,v) 4+ iX*(u,v), tal que la curva holomorfa 1) = ¢’ verifica (3.6). Ademas, como X(w) =
Re [¢p(w)], entonces 1 verifica (3.7)). O

Observacion 3.13. Sea ahora X: £2 — R? la parametrizacion isoterma armonica que define una
superficie minimal M como X(w) = Re(¢(w)) y ¢ una curva isotropa con derivada ¢/ = ¢ =
(1, 102,13). Como ¢ = 1) = X, —iX,, donde X, = Re(y)) y X,, = Im(2)), entonces ¢ = ¢ = X, +
iX, y se tiene que 1 x ¢ = 2i (X,, x X,,). Ahora bien, sabiendo que a x @ = 2iIm (a2as, azay, a1az)
para todo a € C3, entonces X, x X, = Im(qbyﬁg, 311, 1P199). Asi pues, la aplicacion de Gauss
de M vendra dada por

v KuxXy (@ x9)/(20) _, Im(ats, Y5, ditds)

IXu x Xl [917/2 Y[

3.3. Teorema de Representacion de Weierstrass-Enneper

Siguiendo la notacién de la Seccion [3.2] asi como lo establecido en la segunda equivalencia de
la Proposicion [3.12] nuestro objetivo ahora sera determinar todas las aplicaciones holomorfas no
nulas ¢: £2 — C3 tales que verifican la ecuacién . Posteriormente, utilizaremos estas curvas,
que en particular son la derivada de una curva isétropa, para construir superficies minimales de

manera inmediata. Seguiremos de nuevo la exposicion dada en [11].

Lema 3.14. Sea p una funcion holomorfa no nula y v una funcion meromorfa, ambas definidas
en el abierto simplemente conexo §2 C C, tales que siwg € 2 es un polo de orden n de v entonces

wo es también un cero de u de orden 2n. Ast, las funciones
1 2 i 2
= 5#(1 - ), = 5#(1 +v7) Y g = pv (3.8)

son holomorfas en 2 y la terna ¢ = (1,19,13) # 0 cumple que V3 + 3 + 3 = 0.

Reciprocamente, cada terna 1) = (Y1,12,%3) # 0 de funciones holomorfas tales que 1? +3 +
w% = 0 se puede representar como (3.8)) si, y solo si, 11 — ihs # 0.
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Demostracion. La primera implicacién es inmediata. Para probar la segunda, notese que para

que se verifiquen las ecuaciones ([3.8]) es necesario que ¥; — i) # 0. De hecho,

WP+ 3+ pd = (1 — i) (1 + i) + Y3 = 0. (3.9)
Comencemos suponiendo que 1 — ithy = 0. Por la ecuaciéon (3.9) tendriamos que 13 = 0, de

donde se sigue que g = 0 o bien v = 0. Tomando p = 0 tendriamos que @ = 0, contradiciendo
la hipotesis ¥ # 0. Escogemos entonces v = 0. Por las ecuaciones en (3.8)), Y1 = § y 1o = ik,
de donde se sigue que ¥ = ¥y = 3 = 0, pues 1 + iths = 0. Hemos llegado de nuevo a una

contradicién con la hipoteis ¢ # 0.

Supongamos ahora que 11 — it # 0. Si definimos p y v como sigue

: V3
pr=yPr =iy y Vi= o
Y1 — iy’
entonces p es holomorfa mientras que v es meromorfa y ¢3 = pv. De la ecuacion (3.9) deducimos
que
. —3 2
Py +irhe = > = —uv
1 — 1o ’
y por la definicion de p concluimos que
1 1
vi=opl=vY) vy e =op(l+07).
Finalmente, como uv? = — (11 +1i1b2) entonces pr? es holomorfa, de donde se sigue que si wy € £2
es un polo de orden n de v entonces seré un cero de orden al menos 2n de p. O

Aunque no las abordaremos en el desarrollo de este texto, G. Monge y A.-M. Legendre fueron
pioneros, en 1787, al proporcionar unas férmulas integrales de representacion, en términos de fun-
ciones holomorfas, para las componentes de las soluciones de la ecuacion de Euler-Lagrange .
Estas formulas permitieron que, entre 1831 y 1835, F. Scherk estableciese explicitamente las ecua-

ciones para cinco nuevas superficies minimales.

Recuperando ahora la ecuacion ([3.7]) obtenemos finalmente la representacion de la que toma

nombre este capitulo: la Representacion de Weierstrass-Enneper.

Teorema 3.15 (Teorema de representacion de Weierstrass-Enneper). Sea M una su-
perficie minimal no plana definida por una parametrizacion X = (z,y,2): 2 — R3, con 2 C C
un abierto simplemente conexo. Entonces existen dos funciones no nulas, p holomorfa y y v

meromorfa, tales que pv? es holomorfa y para todo w,wy € §2 se tiene que

w

z(w) = z(wo) + Re/ %,u(l —v?)dc,

() = ylen) + Re [ SulL+ 02 (3.10)

wo
w

z(w) = z(wo) + Re/ prdc.

wo
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Reciprocamente, dadas dos funciones p y v en las condiciones anteriores, entonces estas dan
lugar, mediante las ecuaciones en (3.10)), a una parametrizacion X: 2 — R3 que define una

superficie minimal.

Demostracion. Dado que M es una superficie minimal entonces, por la segunda implicacién de
la, Proposicién existe una funcion holomorfa no nula 1: 2 — C3, con ¥? + 93 + 13 = 0, tal

que

X(w) = X(wo) + Re [ $(Q)dC,

wo
donde wg € 2. Ademés, como ur? # 0 entonces ¢ —itys # 0y, como consecuencia del Lema
la curva v verifica las ecuaciones en ([3.10)).

Reciprocamente, y como consecuencia de la primera implicaciéon del Lema la funcion

definida como

o= (=2 gl )

es holomorfa no nula en §2 y verifica que 13 +13+13 = 0. Ahora bien, por la primera equivalencia
de la Proposicion se tiene que (3.10) define una superficie minimal. O

Observacion 3.16. En las hipotesis del Teorema nos referiremos al par de funciones (u, )

como los datos de Weierstrass de la superficie regular minimal M.

Ejemplo 3.17. Como aplicaciéon de la representacion de Weierstrass-Enneper dada en el Teore-
ma y en la linea de [29, §4.3|, vamos a construir algunos ejemplos de superficies minimales
(ver Figura utilizando los datos de Weierstrass:

(a) Tomando 2 =C, wy =0, u(w) =2y v(w) =0 entonces obtenemos el plano:

X(w) = Re ( / CSu( =) / TS / ) /wdc) — Re|(w, i w,0)]

= (Re(w), —Im(w),0) = (u,v,0).
(b) Tomando 2 = C, wy =0, pu(w) = —ie”™ y v(w) = e entonces obtenemos el catenoide:

X(w) = Re ( [ sna=vhiac [*Luas e, [0 ude) — Re[(cos(w), sin(w), —iw)]

0
= (Re(cos(w)), Re(sin(w)), —Im(w)) = (cosh(v) cos(u), cosh(v) sin(u),v).

(c) Tomando 2 =C, wy =0, pu(w) =e ™ y v(w) = €“ entonces obtenemos el helicoide:

X(w) = Re ( | gu=viac, [*guatac, [0 ude> — Re [(i(cos(w) — 1), sin(w), )]

= (Im(cos(w)), Im(sin(w)), Re(w)) = (sinh(v) sin(u), — sinh(v) cos(u),u) .
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(d) Tomando 2 = C, wy =0, pu(w) =2y v(w) = w entonces obtenemos la superficie de Enneper:

3

w w w 3
X(w) = Re ( /0 Sl — ), /0 L1+ ), /0 w/dC) _Re [(w -~ it z‘%,cﬂ)]

u? 2 v 2 2 2
= u—?—i-uv,—v—i-?—vu,u —v7 .

T

(a) Plano. (b) Catenoide.

(c) Helicoide. (d) Superficie de Enneper.

Figura 3.1: Ejemplos de superficies minimales obtenidas con sus datos de Weierstrass.

Ahora bien, la funcién v posee una interpretacion geométrica de gran interés, pues resulta
ser la proyeccién estereogréfica en el plano z = 0 de la aplicacion de Gauss N de la superficie
minimal definida por X. Para probar esto, comenzaremos escribiendo N en términos de la funciéon

v. Recuperando los calculos hechos en la Observacion 3.13] deducimos que

X X _’¢|2_1 21 2\2 11
1 % Xl = 50 = 211+ ) (3.11)
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Finalmente, como X, x X, = Im(t21)3,¥3t1, 11)2), la aplicacién de Gauss N viene dada por

Xy x Xy 1

N: =
Ky x Kol T+ [P

(2Re(v),2Im(v), [v]* - 1). (3.12)

Identifiquemos ahora el plano complejo C = {x+iy : x,y € R} con el plano z = 0 y denotemos

por C = CU {oo} a la compactificacion de C con el infinito.

Definicién 3.18. Definimos la proyeccion estereogrdfica como la aplicacién o: S? — C que
asocia a cada punto (z,y,2) € S?\ {(0,0,1)} la intersecciéon de la recta que pasa por (0,0,1) y
(z,y,z) con el plano z = 0, esto es

z + 1y

|

o(x,y,2) =

mientras que ¢(0,0,1) = oco.

Sea p: C — S? la inversa de o tal que p(oc) = (0,0,1) y p(€ +in) = (x,y, 2), donde

2¢ 2n 2 +n?-1
Tr = s e 2= 313
+e+p2 VTavere Y 1+ € +n? (3.13)
Tomando w = £ + in € C, podemos escribir las ecuaciones en (3.13)) como
p(w) = — (2 Re(w), 2 Im(w), |w]® — 1) (3.14)
1 + ’w|2 ) b ) *

de donde se sigue que p(w) — (0,0,1) cuando |w| — oco. Obtenemos, de las ecuaciones ((3.12)
y (3.14), que N = p o v, concluyendo asi que v = N o 0.

Figura 3.2: Proyeccion estereografica del polo norte.

3.4. Omisiéon de puntos en la esfera

Dedicamos esta seccién a una cuestion de formulacién aparentemente simple que llamoé la
atencion de S. Bernstein, pero cuya resoluciéon revela una notable complejidad. Si uno considera
una superficie minimal definida sobre un grafo, entonces la imagen de la aplicacién de Gauss
omite como minimo un hemisferio de la esfera. Bernstein se pregunté hasta qué punto esto

podria mejorarse.
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Con el objetivo de responder a esta pregunta, y en linea con la exposicion dada en [I1], es
necesario introducir la nocién de superficie minimal global a través del concepto de superficie de

Riemann. Seguiremos para esto la exposicion dada en [2] y [14].

Definicion 3.19. Una variedad topolégica conexa 2-dimensional se dice superficie de Riemann

si estd ademas dotada de un atlasﬂ maximal {(Uy, 2a) }aca tal que todo cambio de coordenadas
zaoz/;l: 28(Ua NUB) = 20(Ua N Upg), (3.15)

es una aplicacion holomorfa siempre que U, N U # (. Ademaés, todo atlas (no necesariamente

maximal) que verifique esta condicion se denominara atlas holomorfo.

Teorema 3.20. Toda superficie de Riemann es orientable.

Demostracion. Consideremos dos cartas (U, z) y (W,w) de M tales que UNW # (). Entonces se
tiene que
(zow™)(z,y) = ul@,y) + iv(z,y)

es holomorfa y por tanto verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3.2). De esta manera,

2
Yy

de M por abiertos de manera que el cambio de coordenadas siempre tenga jacobiano positivo.

Jac(z o w™l) = wzvy — uyvy = w2 + u2 > 0. Podemos entonces encontrar un recubrimiento

Concluimos asi que M es orientable. O

Observacion 3.21. Si bien el lector puede interpretar las superficies de Riemann como el equiva-
lente a las superficies regulares orientables —pues estas dltimas pueden dotarse de una estructura
compleja que las convierte en superficies de Riemann (|7, §5.8, Teorema 2|)— la literatura exis-
tente y més avanzada considera parametrizaciones definidas en este tipo de superficies. Es por

esto que desarrollamos esta seccion en términos de superficies de Riemann.

De manera analoga al caso real (véase la Definicion [1.8)), podemos establecer la nocion de apli-
cacion diferenciable entre dos superficies de Riemann, que en particular son variedades complejas,

tomando cartas en cada una de ellas.

Definicion 3.22. Sean M y N dos superficies de Riemann. Decimos que una aplicacién continua
F: M — N es una aplicacion holomorfa (o analitica) en p € M si existen dos cartas (U, z) y

(V,¢) conteniendo a p y F(p), respectivamente, tales que la composicion
CoFoz t:2(UNFYV)) = ¢(V),

con UN F~YV) # (), es holomorfa como aplicaciéon de C en C. Ademés, denotaremos por O(M)

al conjunto de aplicaciones holomorfas sobre M.

'Bs decir, {Uas}aca es un recubrimiento por abiertos de M y z4: Uy — C es un homeomorfismo en un abierto

del plano complejo para cada o € A.
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Teorema 3.23 (Teorema de la funcion abierta, |26, Teorema 3.30]). Sea F': M — N una

aplicacion holomorfa y no constante entre dos superficies de Riemann. Entonces F' es abierta.

Teorema 3.24. Sea F: M — C una aplicacion holomorfa y no constante, entonces |F| no

alcanza su mdximo.

Demostracion. Sea a € M tal que |F(a)| > |F(x)| para todo x € M. Se tiene entonces que
F(M) c B(0,|F(a)]) y, como F es abierta por el Teorema/3.23} se sigue que F'(M) C B(0, |F(a)|).

En consecuencia |F(a)| < |F(a)|, llegando asi a una contradicion. O

Ahora bien, de la misma manera que definimos en la Secciéon lo que entendiamos por
variedades de Riemann conformemente equivalentes, definimos a continuacion el analogo para

las superficies de Riemann.

Definicién 3.25. Diremos que dos superficies de Riemann M y N son conformemente equiva-
lentes, y lo denoratemos por M ~ N, si existe un biholomorfismo F: M — N, es decir una

funcién holomorfa, biyectiva y con inversa holomorfa.

El siguiente teorema permite clasificar superficies de Riemann simplemente conexas segiin su

estructura compleja.

Teorema 3.26 (Teorema de uniformizacion de Koebe, [14, §IV.4]). Toda superficie de
Riemann simplemente conexa es conformemente equivalente a C, CU {oo} 0 a D = {z € C:
|z| < 1}.

Estamos ahora en condiciones de definir lo que entendemos por una superficie minimal de

manera global. Seguiremos para esto la exposicion dada en [I1].

Definicion 3.27. Sea (U, ¢) una carta local de una superficie de Riemann M. Diremos que
la aplicaciéon no constante X: M — R? define una superficie minimal si la parametrizacion

X =Xop 1 pU) — R3 es arménica e isoterma, es decir, si
AX =0, (X, X)) = (X0, Xy),  (Xu,X,) =0. (3.16)

En ese caso, decimos que la superficie de Riemann M es una superficie minimal global, que

diremos regular si X = X o ¢! define una superficie regular.

Tomemos ahora como dominio de pardmetros la propia superficie M. Podemos entonces
construir en M una métrica de Riemann ((-,-)) definida como el pullback de la métrica euclidea

(-,-) de R? por medio de la aplicacién X.
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Supongamos que ¢: w € U — o(w) = u' + iu?, entonces la métrica inducida vendra dada
por
2
{&m) =Y gapt®n”,
a,B=1

donde & = (£4,€2) y n = (n*,1?) son dos vectores tangentes a T,M y

g _ <Xu0‘ 9 Xu"‘ > <Xu°‘ 9 Xuﬁ >
PN Ky X)) (X5, X))

con X, = % para k € {«, 3}, es la primera forma fundamental de M.

Definicién 3.28. Diremos que una superficie global regular minimal X: M — R3 es completa si

su dominio M dotado con la métrica de Riemann ((-,-)) es una variedad de Riemann completa.

En lo que sigue, omitiremos el calificativo “global” cuando consideramos superficies minimales

en las condiciones de la Definicién [3.271

Si X: M — R3 define una superficie minimal M y 7: M — M es una proyeccion de revesti-
miento de M tal que M es su revestimiento universal, entonces X = Xonm: M — R3 define de

nuevo una superficie minimal M que llamaremos revestimiento universal de la superficie mini-
mal M.

Observacion 3.29. Noétese que M seré regular si, y solo si, M lo es, y que las imégenes de las

aplicaciones de Gauss de ambas superficies coinciden (pues 7 es sobreyectiva).

Aunque la siguiente proposicién se puede enunciar para superficies minimales arbitrarias
(consultar |11, pag. 188, Proposicion 2|), nos limitaremos a enunciarla y probarla para superficies

minimales globales que en particular son regulares, pues son las de nuestro interés.

Proposicion 3.30. Sea M una superficie reqular minimal definida por X: M — R3 y M re-
vestimiento universal, dado por X: M — R3. Entonces M serd completa si, y solo si, M lo

€s.

Demostracion. Comencemos considerando la proyeccion revestimiendo 7: (M, §) — (M, g). Aho-
ra bien, dado que 7m*g = § entonces el difeomorfismo 7 es, en particular, una isometria local y

por tanto preserva geodésicas. El resultado se sigue de los apartados (1] y [2| del Teorema O
Proposicion 3.31. Sea M una superficie minimal, entonces M nunca es compacta.
Demostracion. Procederemos por reducciéon al absurdo. Sea X: M — R3 la aplicacién que define

a la superficie minimal M. Si M fuese compacta entonces cada componente X7(p) alcanzaria

su maximo en p; € M y dado que, por definicion, las X7(p) son armoénicas en M entonces por
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el Teorema estas funciones serian constantes. Hemos llegado asi una contradiccion con la

definicién de X, dado que no puede ser constante. O

Ahora bien, como consecuencia del Teorema [3.26] y de la Proposicion se tiene que una
superficie de Riemann M simplemente conexa nunca podré ser conformemente equivalente a la

esfera S2.

Proposicién 3.32. Sea M una superficie minimal definida por X: M — R3. Si M es simplemen-

te coneza, entonces M es conformemente equivalente a C o a la bola unidad B = {z : |z| < 1}.

La Proposicion [3.32] nos permite clasificar las superficies minimales globales simplemente

conexas segln su equivalencia conforme. Esta clasificacién nos conduce a la siguiente definicion.

Definicion 3.33. Sea M una superficie minimal definida por X: M — R3. Diremos que M sera
de tipo parabdlico si M ~ C, o bien de tipo hiperbdlico si M ~ B, donde B = {z: |z| < 1}.

Observacion 3.34. Si M no es simplemente conexa entonces serd conveniente pasar su revesti-
miento universal definido por X: M — R3, que sabemos que siempre existe por el Teorema m
pues toda superficie de Riemann es una variedad conexa por definicion. De esta manera M, el
revestimiento universal de la superficie minimal M, serd simplemente conexo por definicion y X

serd de tipo parabolico o hiperbolico segin lo sea X.

Exceptuando el plano, la imagen de la aplicacion de Gauss de cualquier superficie minimal
conocida coincide con la esfera salvo, a lo sumo, cuatro puntos. Presentaremos a continuacion los
resultados que llevaron a matematicos como R. Osserman y H. Fujimoto a consolidar la idea de
que esta era, en efecto, la mejor cota posible para el nimero de puntos exlcuidos. Con este fin, en
lo que sigue consideraremos M una superficie minimal global sin borde; es decir, trabajaremos

con superficies M tales que M = 0.

Teorema 3.35 (Gran teorema de Picard, [31]). Sea M una superficie de Riemann, w € M
y f: M\ {oo} - CU{oo} una funcion holomorfa no constante con una singularidad esencial en

w. Entonces la imagen de f omite a lo sumo dos puntos de CU {oc0}.

Como aplicacion del Teorema se tiene el siguiente resultado, fundamental en la prueba
de la Proposicion [3.37]

Lema 3.36. Sea M una superficie minimal global de tipo parabolico, M ~ C, definida por
X: M — R3 y tal que X(M) no estd contenida en un plano. Entonces la aplicacion de Gauss de

M omite a lo sumo dos puntos de la esfera.



3.4. Omisién de puntos en la esfera 41

Demostracion. Aplicando la Representacion de Weierstrass-Enneper dada en el Teorema [3.15

con wy = 0 obtenemos

w

X(w) = X(0) + Re </Ow %u(l - u2)d§,/0 %u(l +2)d, /Ow ,uudC) , (3.17)

donde 1 es holomorfa, v es meromorfa, ambas son no nulas y uv? es holomorfa en C.

Como hemos visto al final de la Seccion la funcion v verifica que N = o1

o v, donde
o denota la proyeccion estereografica. Ahora bien, si aplicamos el Teorema [3.35] a v entonces
se tiene que v omite como maximo dos puntos de S2. Ademas, si v fuera constante entonces N

también lo seria y por tanto nuestra superficie seria un plano. O

Proposicion 3.37. Sea M una superficie minimal global de tipo parabslico, M ~ C, definida
por X: M — R3 y tal que X(M) no estd contenida en un plano. Entonces la aplicacion de Gauss

de M omite a lo sumo dos puntos.

Demostracion. Por definicién, como M es de tipo parabdlico entonces su revestimiento universal
M, definido por X: M — R3, es tal que M ~ C. Ahora bien, como la imagen por las aplicaciones
de Gauss de M y M coinciden, entonces por el Lema queda probado el resultado. O

Vamos ahora a construir ejemplos utilizando la ecuaciéon dada en el Lema Co-
mencemos tomando C o la bola unitaria abierta, B, como el abierto simplemente conexo 2.
Supongamos ademas que 4 y uv? son holomorfas y no nulas en 2. De esta manera, toda super-
ficie minimal global definida por X: 2 — R? verifica que ds = %|u|(1 + |v|?)|dw|. Podemos asi
comparar el elemento de linea ds en {2 con el elemento de linea euclideo usual |dw|. Ademaés, los
compactos de ({2, ds) se corresponden con los compactos de (2, |dw|) y viceversa, asi como los

caminos divergentes. Recuperando la Definicién de variedad de Riemann completa,

1
[l =5 [+ P)ldel = o
Y 2 Y

Obtenemos asf los siguientes ejemplos:

» Sean u(w) = w? y v(w) = p(w)/w, con p un polinomio tal que grad(p) > 2y p(0) # 0. Asi,
py pr? son funciones holomorfas y v lleva C en C. Ademaés, existe & > 0 tal que [A(z)| > §

para todo z € C. De esta manera, para todo camino divergente «: [0,1) — C se tiene que

/)\\dwl za/uwy,
Y vy

y entonces la parametrizacion en ([3.17)) define una superficie minimal completa cuya apli-

cacién de Gauss no omite ningtn punto de S2.
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» Sean p(w) = ¢, con ¢ # 0, y v(w) = p(w) un polinomio tal que grad(p) > 1. Entonces v
lleva C en C y, razonando de manera similar al anterior caso, la ecuacion (3.17)) define una
superficie minimal completa cuya aplicaciéon de Gauss omite exactamente un punto de S?:

el polo norte. Es mas

» Sean 2 = C, pu(w) =1y v(w) = €. Entonces v omite tnicamente el origen y la ecua-
cion (3.17) define, de nuevo, una superficie minimal completa cuya aplicacion de Gauss

omite dos puntos de S?: el polo norte y el polo sur.

Lema 3.38. Sea f: B — C una funcion holomorfa tal que {w € B : f(w) = 0} es finito.

Entonces existe un camino divergente v: [0,1) — B continuamente diferenciable tal que

/ 1 (@)][d] < oo.
Y

Demostracion. Comencemos suponiendo que f no posee ningtn cero. Por el teorema de la funcién

inversa existe un entorno de 0 € B tal que la funcién
F:weBw F(w / f(¢

es invertible. Sea G(z) la inversa local de F' entorno a z = 0, definida en una bola Br(0), donde
R denota el radio de convergencia del desarrollo de Taylor de G, dado por G(z) = a1z + a2+ ...
Notese que R = oo cuando f(w) = 1. Sea I el conjunto de todos los p € (0, R] tales que
Q, =G (B,(0)) C By la aplicacion G: B,(0) — €, es biyectiva.

Si es G es constante entonces

C(F@) = 555 = 75 ="

por lo que w seria un cero de 1/f y por tanto un polo de f, en contradicciéon con el hecho de

que f es holomorfa y f(w) # 0. Concluimos entonces que G es no constante. Por el teorema
de Liouville, G no puede ser biyectiva en bolas arbitratiamente grandes (pues de serlo seria

constante). Asi r := sup I < oo.

Supongamos que existe zg € 0B,(0) tal que
i =1 1
lim Gi(120)| = 1. (3.18)
de donde se sigue que y(t) := G(tzp), con t € [0, 1], es divergente en B. Sin embargo,

/!f )llde| = /|F/ )| deo| = / dz] = 0] = r < oo,

probando asf el resultado bajo esta hipotesis adicional.
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Por reduccion al absurdo, supongamos que no existe zy € 9B, (0) verificando . Podemos
entonces encontrar una sucesion {t,}, con t, € (0,1) para cada n € N, tal que {t,} — 1y
{G(tnz0)} — wo € B. Como F'(wg) # 0 entonces existe, de nuevo por el teorema de la funcion
inversa, un entorno W de wy en el que F' es invertible. Denotemos por G la inversa de F en W.
Ahora bien, dado que

F(wp) = nh_{rgo F(G(thz0)) = nh_}r{)lo tnzo = 20,

entonces F(W) N B,(0) # 0, de donde se sigue que G es la extension de G en un entorno de
zp. Como 0B,(0) es compacta, G admite una extension holomorfa en cierta bola B, (0), con
r < p' < R, tal que G (By(0)) C D. Ahora bien, por el Principio de continuacién tnica (ver
[30, §16]) deducimos que G es biyectiva en B, (0), pues F(G(z)) = z para todo z € B,(0) con
0 < p < r. Sin embargo, la mera existencia de p’ contradice la definicion de r y entonces el

resultado queda probado para f(w) # 0 en B.

Probémoslo ahora en el caso general de que f posea un ntmero finito de ceros wi, ...,w, € B

de orden vy, ..., vy, respectivamente. La funcién
n — Vi
~ 1—wp w\™
w) = f(w _—
flw) = 1 >k|_|1(w_wk)

no se anula en B. Ademas, para cada a € B, la transformacion

wEB»—>1w_7a €B

— aw

es conforme y cumple que |f(w)| > |f(w)| para todo w € B. Finalmente, existe un camino

divergente v: [0,1) — B tal que
J1r@lao < [ 1Fwlidel < .
Y Y

donde en la dltima desigualdad hemos utilizado que f(w) # 0 en B. Queda asi probado el
resultado. O

El siguiente teorema, enunciado por R.Osserman en 1959 y cuya prueba se basa en el Le-
ma [3.38] facilitard el camino para demostrar el resultado mas relevante de los primeros anos del

siglo XX: el teorema de Bernstein.

Teorema 3.39. Sea M una superficie minimal completa definida por X: M — R? tal que X(M)

no es un plano. Entonces la aplicacion de Gauss de M es densa en la esfera S?.

Demostracion. Pasando al revestimiento universal de M podemos asumir que esta superficie es
conformemente equivalente a C o la bola abierta unitaria B. Procederemos por reduccién al

absurdo, suponiendo que N no es densa en S? y que por tanto omite mas de dos puntos.
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Si M es de tipo parabolico (M ~ C) entonces por la Proposicion se tiene que X(M) esta
contenida en un plano. Ahora bien, como X define una superficie minimal completa concluimos

que X(M) debe ser el plano entero, en contradiccion con el enunciado.

Si M es de tipo hiperbdlico (M ~ B), entonces como la aplicaciéon de Gauss no es densa
en S? se tiene que N omite un abierto. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ese
abierto es un entorno del polo norte de S2. Representando X por la ecuacion , se tiene que
v es una funcion holomorfa acotada en B, de donde se sigue que p no posee ceros en B (aunque
podriamos admitir una cantidad finita de ellos). Por otro lado, la longitud de T" := X o 7 verifica

que
1
L) = [ ds =5 [+ wPldel < e [ lulldo] < oc,
r v Y

para cierto ¢ € R, donde en la ultima desigualdad hemos aplicado el Lema [3.38] a la funcién no
nula p. Esto contradice la completitud de la superficie minimal definida por X, puesto que hemos

encontrado un camino divergente con longitud finita. O

Como consecuencia inmediata del Teorema se tiene el teorema de Bernstein, que esta-
bleci6é que si un grafo minimo esta definido por una funcién afin entonces este es el tinico definido

en todo el plano. Para méas informacion consultar [6].

Teorema 3.40 (Teorema de Bernstein). Sea M una superficie minimal definida por la ecua-

cion z = f(x,y), donde f: R? = R es de clase C>. Entonces M es un plano.

Demostracion. Si nuestra superficie minimal M esta definida por la paramterizacion X(z,y) =
(z,y, f(z,y)) para todo (z,y) € M = R2 entonces M serd una superficie minimal completa.
Ahora bien, como su aplicaciéon de Gauss esté contenida en un tnico hemisferio entonces omite

un abierto de S%. Se sigue asi, del Teorema [3.39, que X(M) es un plano. O

Como consecuencia de los trabajos intermedios de R. Osserman en [25], quien establecié una

primera cota, y de F. Xavier en [32], quien la mejoré a 6, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3.41 (|16, Corolario 1.3]). La aplicacion de Gauss de una superficie minimal completa

no plana M omite, a lo sumo, cuatro puntos de la esfera S?.



Capitulo 4
La curvatura media

Dedicamos este capitulo a introducir una de las herramientas mas importantes para trabajar
con superficies minimales: el Principio del mdzimo. Para ello, iniciamos la Secciéon con unos
preliminares sobre operadores lineales elipticos. A continuacion, en la Seccién vemos c6mo
trasladar estos resultados al operador curvatura media de una superficie regular, a pesar de que
este no sea lineal. En la Seccién introducimos las nociones y terminologia necesaria para
comparar superficies y finalmente, en la Seccion enunciamos y demostramos el Principio del
mdzimo. Por motivos de extensiéon —y aunque se trata de una herramienta clave— no podemos
aplicarlo a problemas concretos, como ciertos resultados vinculados con el teorema fuerte del
semiespacio o la desigualdad isoperimétrica (véase [24], §6, §8]). Asimismo, el alcance de este
principio se extiende a contextos méas amplios como el de superficies de curvatura media constante
con, por ejemplo, la celebrada caracterizacién de la esfera como la tinica superficie regular conexa

y compacta de curvatura media constante [3]. Seguimos la exposicion dada en [24] §5].

4.1. Generalidades sobre operadores lineales elipticos

Para poder trabajar con el operador curvatura media como un operador cuasilineal eliptico,
debemos primero entender los operadores lineales elipticos, asi como enunciar algunos resultados

esenciales para el desarrollo de las posteriores secciones.

Definiciéon 4.1. Sea L: C*(f2) — C*(12)
regulaIEI de R?, tal que para todo u € C°°({2), podemos escribir

2 2
L(u) = Z QU5 + Z biu;,
=1

1,j=1

un operador diferencial lineal, con {2 un dominio

Decimos que 2 C R? es un dominio regular si 942 es la unién finita de curvas regulares de R2.

45
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donde a;j,b; € C®(2) y u; = g—;,uij = %5’;% para i,j € {1,2}. Diremos que L es eliptico si la

matriz A = (a;j)i; es simétrica y definida positiva.
Observacion 4.2. Otra manera de escribir un operador lineal eliptico L es la siguiente:
L(u) = (A, V?u) + (b, Vu), (4.1)

donde b € R? y (-,-) denota el producto escalar usual en R? o en el espacio de matrices simétricas
((A,B) = tr(A- B)), segun corresponda.

Como consecuencia del teorema espectral ([, Teorema 7.29|) se tiene que A es diagonalizable
en {2 C R?. Denotemos ahora por Ai, Ay a los autovalores de A y sea {e1, ea} la base ortonormal

asociada. Mediante un cambio de base obtenemos que

2
(A, V2u) = Ni(V2u)(es ). (4.2)

i=1

Como hasta ahora en este capitulo, seguimos denotando por {2 a un dominio regular en R2.

Lema 4.3. Sea L: C*®(£2) — C>®(£2) un operador diferencial lineal eliptico definido en 2 C R2.

1. Siu € C®(12) es tal que L(u) > 0 en £2, entonces u no puede alcanzar un mdrimo local
en {2.

2. Si 2 es acotado y u € C*(S2) es tal que L(u) > 0 en 2, entonces u < méxyg u.

3. Si 2 es acotado y u,v € C>(§2) son tales que L(u) > 0 y L(v) < 0 en §2, entonces u < v

en 082 implica que u < v en 2.

Demostracion. Supongamos, por reducciéon al absurdo, que g € 2 es un maximo local de u. Por
definicion, Vu(zg) = 0y (V2u)(zg) es semidefinida negativa. Asi

2
L(u)(wo) = (A(x0), (V?u)(w0)) + (b(x0), V(o)) = (A(xo), (V>u)(z0)) = D Xi(VZu)(es, ),
=1
donde en la primera igualdad hemos aplicado la ecuacion (4.1) y en la ultima la (4.2)). Ahora
bien, como A es semidefinida positiva, pues L es eliptico, entonces A\; > 0, i € {1, 2}, pero como
(V2u)(z0) es semidefinida negativa entonces L(u)(xg) < 0 contradice que L(u) > 0, que es la

hipétesis de partida. Esta contradiccién viene de suponer que hay maximo local.

Demostremos ahora el punto [2l Como consecuencia del apartado [Il « no alcanzara el méxi-
mo local en (2. Si suponemos ahora que {2 es acotado entonces {2 también sera acotado y, en

particular, compacto. El resultado se sigue entonces del teorema de Weierstrass.
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Para probar el apartado[3} sea w := u—v. De esta manera, L(w) = L(u—v) = L(u)—L(v) > 0
y por el apartado [2] se tiene que u — v < méxgn{u — v}. Asi, si u — v < 0 en 92 entonces u < v
en {2. O

Lema 4.4. Sea L: C*°(A(r1,r2)) = C*(A(r1,72)) un operador lineal eliptico, donde A(r1,r2) =
{x € R%: 7y < ||z|| <72} con 0 <71 <re. Entonces, existe v € C°(A(r1,72)) tal que:
1. v(z) =0 para todo x en la circunferencia C(0,12).

2. v es una funcion radial, es decir, v es constante sobre cada circunferencia C(0,7), con

r € [ry,re).

3. % >0 en [r1,72] y, en particular, v < 0 en [r1,72).

4. L(v) <0.
Demostracion. Dado un o > 0 a determinar, sea v(zr) = emors — e=ellzll* | Si consideramos
r(@) = ||z|]| y f(t) = e 2 — e~ entonces podemos escribir v = f o r. Asi, es trivial que

v(xz) = 0 para todo x € C(0,r2). Ademaés, si consideramos x € C(0,7), con r € [r1, 73], entonces

2 _ 2 2 2 .
v(r) =e 2 —e allz]IF = g=ary _ g=a" o9 constante. Quedan asi probados los apartados y .

Ahora bien, para todo r € [rq,r] se tiene que
& = 2%rae ™ > 0.

Ademas, si z € C(0,7) con r € [r1,73) entonces v(z) = e "2 — e~ < 0 dado que la funcién

exponencial es una funciéon monotona creciente, concluyendo asi la prueba del apartado [3]

Finalmente, para probar el apartado [4, observemos que como v = for, con r(x) = ||z|| y

ft) = e—ars _ g—at? entonces, para cualesquiera X,Y € R?, se tiene que

Vo=[f'(nVr y (V)(X,Y) = /() (Vr, XUV Y) + f(n)(V)(X,Y),
donde f'(t) = 2ate™ | f"(t) = 2ae~ " — 40212~ Vr = Ly
1 x2 —T1T2
Vi) =V(Vr) == 2 :
(V2r) = V(r) = - (_m 2 )
Asi pues,

1—2azi 2
Vv =2ac "z y (V) = 200" < i 2 ) .

2ccx19 1 — 2041:%,

Podemos entonces calcular L(v) utilizando la ecuacion (4.1)) como sigue:

L(v) = (A, (V) + (b, Vo) = 20e0" (tr(A) — 202’ Az + (b, 7)) , (4.3)
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con x' = (x1,29) € A(r1,72). Ahora bien, como A es definida positiva, A(ry,r2) es compacto y
h(z) = ﬁ;% es continua en la corona circular A(ry,ry), existe p > 0 verificando que z'Ax >

pl|z||? en A(ri, o). De (4.3) se sigue que
L(v) < 20e~" (tr(A) — 2apl|z|]> + (b,z)) < 20e~" (tr(A) — 2auri + (b,z)) .

Finalmente, como tr(A) y (b, z) estan acotados en A(ry,72), entonces podemos tomar un a > 0
suficientemente grande de manera que tr(A) — 2aur? + (b, z) < 0 en A(r1, ). Concluimos asf la

prueba del resultado. O

Definicion 4.5. Definimos el campo conormal unitario exterior a {2 a lo largo de 02 como el

campo diferenciable unitario n: 92 — S! verificando, para todo = € 912,
w 7(z) L 082, » o +tn(z) € 2 parat € (—¢,0).

Observacion 4.6. En la definicién anterior, hemos escogido € de tal manera que nunca nos salimos

de {2 y n apunta siempre hacia fuera.

El Principio del mdzimo débil (apartado [2[ del Lema establece que si u € C(2),u < 0
y L(u) > 0 en {2 acotado, entonces u < maxgpu < 0. Supongamos que existe xg € 912 tal que

u(zg) = 0. Es claro que

‘;;%xo) — (Vu(zo).n(x0)) > 0. (4.4)

Como veremos, el siguiente resultado probara que %Z > 0 bajo la hipotesis L(u) > 0.

Lema 4.7. Sea L un operador diferenciable lineal eliptico en 2 C R? tal que L(u) > 0, para

u € C®(02) yu <0. Si eviste zg € O tal que u(zo) = 0, entonces %(%) > 0.

Demostracion. Como 2 C R? es un dominio regular, tenemos asegurada la existencia de una
bola B C {2 tal que 0B y 0f2 son tangentes en xy. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que B = B(0,r) y, como consecuencia del Lema existe una funcion radial v € C*°(A(r/2,1))
tal que v = 0 en C(0,7r), v < 0 en [r/2,7), 2 > 0 en [r/2,r] y L(v) < 0. Ademds, como
C(0,r/2) es compacto y u < 0 en B, entonces para todo x € C(0,7/2) se tiene que u(z) <
M&X,co(0,r/2) W(T) < 0. Asi, existe ¢ > 0 suficientemente pequefio tal que méax,cco(o,r/2) u(7) <
ev(r/2), de donde se sigue que u < ev(r/2) en C(0,7/2). En C(0,7) se tiene que u <0 =wv(r) y
por tanto podemos concluir que u < v en JA(r/2,r). Ahora bien, si aplicamos el apartado |3| del
Lema a las funciones u y ev, pues L(u) > 0y L(ev) < 0 en A(r/2,7), entonces obtenemos

que u < even A(r/2,r) y u(xg) = ev(zg) = 0.

Aplicando la ecuacion (4.4) a u — v se sigue que
ou ov dv

%(xo) > sa—n(xo) = £%(7“) >0,.

Concluimos asi la prueba del lema. O
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Teorema 4.8 (Principio del maximo fuerte). Sea L un operador diferenciable lineal eliptico
en 2 CR2. Siu € C®(N) es tal que u <0y L(u) >0 en 2, entonces u <0 ou=0 en £2.

Demostracion. Procederemos por reduccion al absurdo. Supongamos que u es una funcién no
nula tal que se anula en algin punto de (2. Cabe destacar que, aunque u alcanza un maximo
local en cada uno de los puntos en los que se anula (sus ceros), no podemos aplicar el apartado

del Lema , pues L(u) no es estrictamente positivo por hipotesis.

Sea X = {z € 2 :u(x) = 0}. Como u es no nula y posee al menos un cero en {2, entonces
X # 2y X # (. Dado que X es cerrado y {2 conexo concluimos que X no puede ser abierto.
Sea z € X \ X. Ahora bien, como {2 es abierto existe un £ > 0 tal que B(z,2¢e) C §2. Ademas,
como z € X \ X , ningtn entorno de z esté contenido en X y podemos encontrar un punto
y € B(z,e) \ X tal que d(y,0(2) > . Si definimos ahora ¢ := d(y, X), entonces es claro que
d #0,pues y ¢ X y X es cerrado. Ademas, 6 < d(y,z) < €y, puesto que § < € < d(y,012),
entonces B(y, ) C (2.

Ahora bien, como B(y,d) C 2\ X se tiene que u < 0 en B(y, ). Por definicion de d(y, X)
existe un xg € 9B(y,0) N X, de donde se sigue que u(zp) = 0. Asi, xp € {2 es un maximo de u
y (Vu)(zg) = 0. Si aplicamos el Lema a uen B(y,d) entonces %:;(SUQ) > 0, contradiciendo el
hecho de que el gradiente de u se anule en xg. O

Observacion 4.9. En las hipotesis del Principio del mdzimo fuerte, u € C*°(£2) no puede alcanzar

su maximo en ningin punto interior de {2 a menos que u = 0.

4.2. El operador curvatura media

Puesto que no podemos aplicar el Teorema [4.8] al operador curvatura media H ya que, como
adelantamos, se trata un operador cuasilineal eliptico —y por tanto no lineal— debemos encontrar
un analogo a este resultado que pueda ser aplicable en nuestro caso. Consideremos con este fin
la aplicacién A: R? — SQ(R)H dada por

1 1+y5 —yye
Alyyg) = — .
W82 = S0 e (—y1y2 L+ g2

De esta manera, A es definida positiva en cada (y1,72) € R? y podemos escribir el operador

curvatura media como

1 1+ u% —UU2 Uil U12 2
H(u) = , = (A(Vu), VZu). 4.5
) = i vl <<—uu 1+u%> <u u>> AVu), Viu). - (49)

2S82(R) denota el conjunto de matrices simétricas reales de orden 2.
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Como viene siendo habitual en este capitulo, denotaremos mediante 2 C R? un dominio

regular.

Definicién 4.10. Diremos que una aplicacion Q: C®(£2) — C*(§2) es un operador cuasilineal

eliptico si para toda u € C*°({2) se tiene que
Q(u) = (A(Vu), V2u) + (b(Vu), Vu),
donde A: R? — S?(R) y b: R? — R? son aplicaciones diferenciables y A(y) es definida positiva

para todo y € R?.

Tal y como hemos definido el operador curvatura media en (4.5)), es claro que H se trata de
un operador cuasilineal eliptico. Sin embargo, los operadores lineales elipticos y los cuasilineales

elipticos estan estrechamente relacionados como muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 4.11. Sea Q: C®(£2) — C*>(£2) un operador cuasilineal eliptico y u1,us € C(£2).

Entonces existe un operador lineal eliptico L, dependiente de la eleccion de uy y ue, tal que
Q(u1) — Q(uz) = L(u1 — u2).

Demostracion. Comencemos considerando uy = tu; + (1 — t)ug, con t € [0, 1], de manera que

% = u1 — us. Aplicando la regla de Barrow se tiene que

Q) - QM) - [ 1 o] a= | 1 AT, T + 5 (0(F). V)|

dt dt dt
—/1 22: aA(VU) Viu Ol = ua) dt—i—/l(A(Vu) V2(uy — ug))dt
- 0 pa 8y1 t)s t al‘l 0 t)s 1 2
—I—/l 22: o0 (Vug), Vu O = uz) dt+/1<b(Vu) V(ug — ug))dt
0 |2\, t), VUt B ; t), V{ur —uz))dt.

Si tomamos A = fol A(Vuy)dt entonces se tiene que

1
/ (A(Vut),VQ(ul —ug))dt = (A, V2(u1 — ug)).
0
Ahora bien, si

b = /01 [<§2(vut),v2ut> + <§; (Vut),vutﬂ dt+/01 b(Vu)dt,

para i € {1,2}, entonces Q(u1) — Q(uz) = L(ui —us), donde L(v) = (A, V) 4 (b, Vv). Ademas,

como A es simétrica y definida postiva en R?, A lo sera también en £2. Queda asi probado que

L es un operador lineal eliptico. O
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Teorema 4.12. Sea Q: C®(2) — C*®(£2) un operador cuasilineal eliptico y ui,us € C®(£2)
tales que Q(u1) > Q(ugz) en 2.

1. Siuy — us alcanza su mdximo en {2, entonces uyp — us es constante.

2. Siuy —ug alcanza su mdximo en xg € 0f2, entonces uyp — us es constante o bien %71(9:0) >

%—‘:}2(370), donde 1 denota el campo conormal unitario exterior a §2 a lo largo de 0f2.

3. Sea {2 acotado. Siu; < ug en 082, entonces u; < ug en {2.

4. Sea 2 acotado, Q(u1) = Q(u2) en 2 y uyp = ug en 92. Entonces up = uz en {2.
Demostracion. Probaremos cada apartado por separado.

1. Por la Proposicion podemos asegurar la existencia de un operador lineal eliptico L tal
que Q(u1) — Q(uz) = L(up —ug). Sea xg € {2 el punto en el que u; — ug alcanza su maximo

¢ := (u1 —u2)(xp). De esta manera, si u :=u; —ug — ¢ € C*(£2), con u < 0, entonces
L(u) = L(u; —uz — ¢) = L(uy —ug) — L(c) = Q(u1) — Q(uz) > 0.

Por el Teorema se tiene que v < 0 o bien u = 0 en {2, pero como u(xg) = 0 entonces

concluimos que u = 0 en {2, de donde se sigue que u; —us = ¢ € R.

2. De manera analoga al apartado sea u 1= up —ug —c € C®(£2), con u < 0 donde x¢ € 412
es tal que (u1 — ug)(wg) = ¢ es el maximo de uj — ug. Si u = 0, entonces u; — ug = ¢ € R
Si u < 0, como consecuencia del Lema [4.7] se tiene que

O oy = 1

Y (20) Ouy
on 0 an

(zo) — on

({L‘()) > 0.

3. Supogamos que {2 es acotado y que u; — us < 0 en 9f2. Si u; — ug alcanza el maximo
en {2, por el apartado [1| se tiene que u; — uo es constante. Si no alcanza el maximo en {2
entonces lo alcanzara en 942 dado que {2 es compacto como consecuencia del teorema de

Heine-Borel.

4. Es consecuencia directa de aplicar el apartado [3] dos veces a u1 — ugs < 0 en 2. O

4.3. Comparacion de superficies

Para el desarrollo de esta seccion seguiremos la exposicion dada en [24, §3.3]. Consideremos
de nuevo una superficie regular M dotada con la métrica inducida de R?, el producto escalar

usual (-,-), que la caracteriza como una variedad de Riemann. Dado p € M, podemos expresar
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localmente la superficie en cuestiéon como el grafo de una funcién diferenciable ¢p: U — M
definida en un abierto U C R? tal que ¢(0,0) = p. Es decir, localmente M viene parametrizada

por la aplicacion
X:UCR* = M
(u,v) = X(u,v) = (u, v, o(u, v)).
Derivando respecto a cada variable obtenemos que X, = (1,0,¢,) v X, = (0,1, ¢,). Como

consecuencia de la Observacion la segunda forma fundamental de M en p, II,, sera el

hessiano de ¢ en (0,0), es decir

#u(0,0) souv<0,0>) |

I, = (V*9)(0,0) = (so (0,0) u(0.0)

En lo que sigue, My y M5 denotaran dos superficies regulares tangentes en p € My N Ms con la
misma orientacion (Ni(p) = Na(p)), definidas localmente por ;1 y @2, respectivamente, y tales

que T,M; = T,Ms = {(x,y,2) € R3: 2 = 0}, de donde se sigue que V1(0,0) = Vi2(0,0).

Con las notaciones que venimos empleando, pasamos a comparar superficies mediante sus

curvaturas.
Definicién 4.13. Diremos que My estd por encima de My, y lo denotaremos por Mo > My, si
© = pa — p1 > 0, es decir si g2 > ¢1 en un entorno de (0,0).

Asi, si ¢ > 0 en un entorno de (0,0), entonces (0,0) es un minimo local de ¢. Como conse-

cuencia del comportamiento local del hessiano en un minimo, se tiene el siguiente resultado.

Lema 4.14. Con la notacion dada anteriormente se tiene, para todo p € M1 N Ms, lo siguiente:

1. Si ]I]If, > ]I]I}D, entonces My > Mo,

2. Si My > My en p, entonces HZ > ]I]Izl7 y, en particular, Hy(p) > Hi(p).

Demostracion. Tomando ¢ = po — 1 se tiene que

(p(()? O) = @2(07 0) - @1(0, 0) =0,
V(0,0) = Vi (0,0) — V1(0,0) = 0,
(V2)(0,0) = (V*2)(0,0) = (VZ¢1)(0,0) = I — I, > 0,
donde I[]I;, denota la segunda forma fundamental de M; en p para i € {1,2}. De esta manera (0, 0)

es un minimo local de ¢, es decir, existe un entorno W de (0,0) tal que ¢(u,v) > ¢(0,0) = 0,

de donde se sigue que @a(u,v) > @1(u,v) para todo (u,v) € W. Concluimos asi que My > M.
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Supongamos ahora que My > M. Si ¢ posee un minimo local en (0, 0) entonces (V2¢)(0,0) >
0, de donde se sigue que ]I]IIQ, — ]I]Ill, > 0. Ahora, como H;(p) = # es la traza de ]I]I]ig, i€ {1,2},
entonces es claro que Ha(p) > Hi(p). O

Acabamos esta seccion con un resultado que establece una caracterizacion de los puntos
eh’pticosﬂ

Lema 4.15. Sea M una superficie reqular y p € M. Entonces K(p) > 0 si, y solo si, existe una

esfera de radio v > 0 y centro p,, Sz%r (r), tangente a M en p tal que M N B(p,,r) es un entorno

de p en M, con B(py,r) denotando la bola abierta de centro p, y radio r.

Demostracion. Sea p un punto eliptico de M, es decir K (p) > 0. Podemos suponer, tras cambiar
de orden las variables la parametrizacion que define localmente a M (y por tanto invertir el signo
de la aplicacion de Gauss) si es necesario, que las curvaturas principales k1(p), ka(p) de M en p
son ambas estrictamente positivas. Dado r» > 0, sea p, = p+ 7N, y consideremos la esfera Sf)r (r)
de manera que es tangente a M y N, coincide con su normal interior en p. Si tomamos ahora
r > 0 tal que k;(p) > %, i € {1,2}, entonces se tiene que la segunda forma fundamental de M en

p sera

I, (v, w) = (Ap(vier + vaea), wier + woez) = viwi(Ap(er), e1) + vowa(Ap(ez), e2)

1 1
= viwiky(p) + vawka(p) > —(viws +vawz) = — (v, w).

Ahora bien, como la segunda forma fundamental de SIQ» es exactamente el dltimo miembro de la

igualdad arriba desarrollada, se sigue por el apartado (1| del Lema que M > SZT(T). Esto es,
si ¢y denota el grafo que representa localmente a M, entonces (x,y, op(x,y)) € B(py,r) para
todo (z,y) en un entorno del (0,0). Podemos asi concluir que M N B(p,,r) es un entorno de p

en M.

Reciprocamente, sea S%T (r) una esfera tal que M N B(p,,r) es un entorno de p en M. Razo-
nando de manera similar a la anterior implicacién se tiene que M > SZT (r) y, por el apartado
del Lema , concluimos que I, > %(, ) > 0. Asi, II, es definida positiva de donde se sigue
que K(p) > 0. O

4.4. El Principio del maximo

Los dos teoremas que enunciaremos y probaremos a continuaciéon constituyen el anélogo

geométrico del Principio del mdximo para funciones armoénicas.

3Decimos que un punto p es eliptico si K(p) > 0.



54 4. La curvatura media

Teorema 4.16 (Principio del maximo interior). Sean M; y My dos superficies con curvatu-
ras medias Hy y Ho, respectivamente, tales que Hy > Ho y My < My en p € My N M. Entonces
existe un entorno W C R? de p tal que MyNW = MyNW.

Demostracion. Alrededor de p podemos expresar las superficies M7 y Ms como la grafica de dos
funciones difenciables u; y ug definidas en un entorno £2 C R? del origen en el plano tangente
comin T, My = T, M>.

Como por hipotesis My < My en p, entonces u; < ug en un entorno de (0,0) en {2, que
podemos suponer sin pérdida de generalidad que es el propio 2. La igualdad u; = uo se da en el
origen dado que u1(0,0) = u2(0,0) = p. Asi pues, u; — ug alcanza un maximo interior en (0,0).
Ahora bien, como Hy > Ha, entonces por el apartado[I] del Teorema[d.12]se tiene que uj —ug =0
en {2 y por tanto existe un entorno W de p donde M; = M. O

Observacion 4.17. Recordemos que para suponer que Ms > M7 en un punto p € My N My es

necesario que los normales a ambas superficies coincidan en p (ver Seccion {4.3)).

Definicion 4.18. Sean M7 y My dos superficies regulares con borde y p € M7 NdMs. Diremos

que My y My son tangentes en p si
» T,My =T,Ms, » T,0M; = T,0Mo>,

en el sentido de que las aplicaciones de Gauss de My y My asi como 71 y 12 (ver Definicion ,

a lo largo de M7 y O0M> respectivamente, coinciden en p.

Definicion 4.19. Sean M; y My dos superficies regulares con borde que expresamos localmente
alrededor de p € OM; N OM, como grafos de dos funciones diferenciables wu;: £2; C T, pOM; —
R,i € {1,2}. Decimos que M; estd por debajo de Mo, My < My, si uy < up en §21 N §2s.

M,

M,

/ /

T,M, = T,M,

— anMl = anMg

Figura 4.1: M; esta por debajo de Ms en p.

Como consecuencia del siguiente teorema, el operador curvatura media H de una superficie
regular M puede entenderse como el equivalente geométrico del operador Laplaciano en funciones.
Esta analogia permite, como consecuencia de la Definicion 2.1} entender las superficies minimales

como soluciones geométricas de la ecuacién de Laplace.
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Teorema 4.20 (Principio del maximo en la frontera). Sean M; y Ms dos superficies
regulares con borde y curvaturas medias H1 y Ho respectivamente, tales que Hy > Ho y My < Mo
enp € OMy N OM,y. Entonces existe un entorno W C R? de p tal que My N W = My N W.

Demostracion. Expresemos localmente ambas superficies alrededor de p como los grafos de dos
funciones diferenciables u1 y uz definidas en un entorno 2 C R? de (0,0) en los semiplanos
cerrados determinados por T,,0M; = T,0Ms dentro de T, My = T,,Mo>.

Como por hipotesis M; estd por debajo de My en p entonces u; < ug en 2y u1(0,0) =
u2(0,0) = p. Asi, u; — u2 alcanza un méximo en (0,0) € 9f2. Ahora bien, como H; > Hj

entonces por el apartado [2 del Teorema [£.12] se tiene que u; — ug = 0 en {2 o bien

8U1 8U2
— — 4.
oy (0:0) > 5°(0,0), (4.6)

donde 7 denota el campo conormal unitario exterior a {2 a lo largo de 9f2. Necesariamente
up —uz = 0 en {2 dado que (4.6) contradice la iguadad T),M; = T,M> pues, para que esta se
cumpla, las derivadas direccionales en cualquier direccién deben coincidir en p. Finalmente, como

u1 — ug = 0 entonces My = Ms en un entorno de p. O
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