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Resumo

Neste traballo modélase o problema de busqueda dunha ruta segura no proceso de
neutralizacion dun incidente quimico. Mediante a resolucién de ecuaciéns en derivadas
parciais obteremos o modelo de dispersion Gaussian Plume, co que daremos forma ao
problema en cuestién. Faremos unha resolucién numérica dun exemplo concreto de interese
utilizando a ferramenta MATLAB e exponeremos as conclusions extraidas durante todo o

proceso.

Abstract

In this paper we model the problem of finding a safe route in the process of neutralizing
a chemical incident. By solving equations in partial derivatives we obtain the Gaussian
Plume dispersion model, with which we will give shape to the problem in question. We will
make a numerical resolution of a concrete example of interest using MATLAB and we will

expose the conclusions drawn during the whole process.
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Introduci6on

Os axentes quimicos como tal tiveron un empuxe no seu uso industrial a finais do
século XIX, e ata 70 produtos quimicos foron utilizados como armas durante o século XX.
Desde este periodo tiveron lugar varios episodios de desastres industriais por incidentes
quimicos, como o escape de gas cloro en Romania no 1939 ou o escape de metil isocianato en
Bhopal (India) que xerou unha nube toxica sobre a cidade no 1984. Ambos acontecementos

causaron numerosas mortes entre a poboacion.

Motivados por este tipo de incidentes, a comunidade cientifica centrouse en definir
modelos de dispersion que describiran con precision a concentracién de contaminante por
zona, tendo en conta as condiciéns de entorno nas que se atopa a area afectada.

Un problema resolto grazas a estes modelos é a determinacién do ratio de accién dun punto
de emision (ou varios) baseandonos nun conxunto de condicions do entorno. Este tipo de

proxectos permite realizar un control de emisiéns a nivel industrial.

Neste traballo faremos uso deses modelos de dispersion, méis concretamente do modelo
Gaussian Plume, para resolver o problema de determinacién do camifio seguro para a

neutralizaciéon dun incidente quimico.

En Espana este tipo de problema estéa recollido no PEE (Plan de Emerxencias Exterio-
res) [2]. Ainda que sempre se desena un plan de prevencion para esta clase de incidentes,
non sempre son eficaces e incluso en ocasiéns é necesaria unha intervenciéon directa. Nese
caso ¢ o grupo ESI (Equipo de Segunda Intervencion) o encargado de facerse cargo da
situaciéon, que non son maéis que os bombeiros cos equipos e medios adecuados. O problema
principal redtcese entén a evitar a contaminacién do persoal do servizo de emerxencia, ou
en todo caso minimizalo. Por iso debe facerse un estudo do entorno e ter en conta todas

as condiciéns climaticas.
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Capitulo 1

Descricion do problema

Neste primeiro capitulo buscamos obter unha ecuacién que modele a dispersiéon dun
contaminante na atmosfera para un tipo de incidente quimico concreto. Nos seguintes capi-

tulos faremos as simplificaciéons pertinentes para chegar a un modelo de dispersién concreto.

Consideremos pois a lei de conservacidn da masa asociada 4 contaminacion,

aC
— . = 5. 1.1
oV T = (1.1)

C: concentracién de masa do contaminante, C(Z, t) [kg/m?| paraun 2 = (x,y, z) € R3 [m]
yt>0]s],t€R.
S: término fonte, S(Z,t) [kg/m3/s|.

J: fluxo de masa do contaminante debido, principalmente, os efectos da advecciéon e da

difusion, T = (2, t)[kg/m? s].

1.1. Difusion

Definimos difusién como o proceso de propagacién das moléculas do componente qui-
mico en cuestion a través dun medio que antes estaba libre de contaminacién. Verase repre-
sentada mediante o termo D. Para obter o coeficiente de difusiéon aplicaremos a cofiecida

como Leide Fick,

oC
Tp = D (1.2)

Asumimos que a difusién do fluxo é proporcional ao gradiente da concentracién. Como
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nos atopamos en R? a Lei fe Fick (1.2) ten a seguinte expresion:
Jp = -DvC, (1.3)

onde D(Z') [m?/s] se corresponde coa matriz de difusions

D, 0 0
D@)=|0 D, 0
0 0 D

z

1.2. Adveccion

O proceso de adveccion consiste no transporte das particulas de contaminante a través
do medio. No noso caso este proceso vese realizado polo vento, que produce unha aportacion

ao fluxo de forma lineal, a cal podemos expresar por

Ta=cC7, (1.4)

sendo @ € R? o vector velocidade do vento [m/s].

1.3. Ecuaciéns principais

Polo tanto, se temos en conta o anterior e xuntamos (1.3) e (1.4), obtemos que:

J="Tp+ Ja=-DVC+ C. (1.5)
Substituindo na ecuacion (1.1) pola nova expresion de J, (1.5), temos que:
%—f + V- (CU)=V-(DVC)+ S, (1.6)

conecida como a Ecuaciéon de Adveccion-Difusion. Se queremos detallar un pouco mais

esta ecuaciéon, tomando

Ov,  Ovy  Ov, 3
= e T 1.
V.U ax+ay+az’V7€R’ (1.7)

(definicion de diverxencia para un vector) enton,

V()= ve-7+ov-7 = 2, %uWL %

. 1.
9 u (1.8)

A ualtima igualdade é consecuencia de suponier que C'V - U = 0, ao considerar que estamos
en niveles baixos da atmosfera (suponemos que se comporta como un fluido incompresible).
Por outra parte:

0 oC 0 oC 0 oC

V- (DVC) = = (Da50) + 5 (D

o7 8y< ya—y)‘f‘ &(Dz%) (1.9)
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Reescribimos pois a ecuacion (1.6)

oc  ac  oCc  9C 9 _9c. & _9C. & 9C
il - — — 1.1
ot T ozt T gyt gt (D=57)+ 8 (1.10)

(D) + 5 (D) + o
ox Oz oy Yoy 0z
Esta sera a ecuacion principal que expresa a evoluciéon da concentraciéon da contaminacion
nun medio. Pasard por uns procesos de simplificacién e plantearemos con ela un problema

en derivadas parciais mais sinxelo, do cal obteremos unha solucién concreta que resultara

ser o conecido como Modelo Gaussian Plume.
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Capitulo 2

Analise matematica

Neste capitulo damos as bases para obter de forma simple o Modelo Gaussian Plume
partindo do traballo realizado por O.F.T. Roberts [11] e O.G. Sutton [17]|. A finalidade &
atopar, unha solucién particular para os problemas de dispersiéon atmosférica suponendo
un conxunto de hipdteses que simplifican o proceso de resolucién: condiciéns de fronteira

e dependencia de parametros.

2.1. Modelo Gaussian Plume

O modelo Gaussian Plume toma o seu nome da forma que adquire o contaminante
no seu proceso de dispersion, en forma de “penacho”(plume) e seguindo unha distribucion

Gaussiana, como podemos observar na figura 2.1.

concentration
profiles

Figura 2.1: Representacion grafica do Modelo Gaussian Plume. (Contido extraido do artigo

The Mathematics of Atmospheric Dispersion Modeling [16]).

Este modelo é a solucién maéis simple dos problemas de dispersiéon atmosférica cando
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tomamos certas condiciéns iniciais e de fronteira. Considérase como a forma mais estandar
do estudio do transporte de particulas contaminantes a través dun medio tendo en conta
os efectos de difusiéon e adveccidon. Correspdndese con un punto fonte que emite un conta-
minante de forma unidireccional, a través do vento e nun dominio de extensién infinita.
Algunha das aplicaciéns méis comiins de este modelo danse nos estudios de emisiéns que
se producen en procesos industrais de gran envergadura, ainda que tamén ten utilidade
para a diseminacién das cinzas volcanicas debido a unha erupcién ou na propagacién do
cheiro que provén de instalaciéns gandeiras.

A continuacion imos ter en conta unha serie de suposicions para poder simplificar a

ecuacion (1.10) e que nos permitan chegar a algunha soluciéon particular.

1. Definicién do término fonte

Consideramos que a substancia contaminante se emite baixo unha tasa constante
Q [kgs™!] desde un tnico punto fonte z = (0,0, H), a unha altura H sobre a super-

ficie. Polo tanto, consideraremos o seguinte termo fonte:
S = Qx)(y)(= — H). (2.1)

onde 0(z) é a distribucion (dual do espazo das funciéns clase infinito con soporte

compacto) Delta de Dirac centrada no cero, que podemos definir formalmente como:

oo, =0,

M@=1y 2 #0.

(2.2)
Por resultados clésicos dos espazos de distribucions (ver [13]), sabemos que a anterior
distribucién pode ser aproximada por unha sucesién regularizante. Dita aproxima-
cion, tal e como veremos mais adiante, serd fundamental para obter a solucién de

forma explicita.

2. Velocidade do vento constante e paralela 6 eixo OX. Tomamos un vector velocidade

20 constante e na direccion do eixo OX.

U = (u,0,0), u > 0.

3. Solucién estacionaria. Suporemos que a concentracién non varia co tempo:

oC

= = 0. (2.3)

4. Difusién constante en todas as direcciéns. Imos considerar que as constantes de di-

fusiéon son iguais en todos os eixos, e que dependen unicamente de z: K, = K, =
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K, = K(z), con K unha funciéon continua en z. Terase entéon que:

0 oC 0 oC 0 oC
V-(KVC) - %(Km%) + a_y(Kxa—y) + a(Kxg)

o ac °c 20
= ey TR Ky

(2.4)

5. Conveccion dominante no eixo OX. Desprezamos os efectos difusores no eixo OX:
0 oC
Ox or

6. Dominio semi-infinito e chan. Imos despreciar tamén as variacions da topografia e

Il

0. (2.5)

considerar que o chan atépase en z = 0, polo tanto estamos tomando:

Q= [0,00] x (—o0,00) % [0,00).

7. Impermeabilidade do chan. Imos considerar que o contaminante non penetra no chan,

oC
K%(x,y,O) = 0. (2.6)

Unha vez consideradas as anteriores simplificacions, podemos reescribir (1.10) da seguinte

forma: 0c 920 920
z@;—K82+K 7 + Qx)d(y)o(z — H), (2.7)

xunto coas seguintes condicions de fronteira e iniciais:

C0,y,2) =

Y

(2.8)

0
0
0
0
0
0

Unha formulacién equivalente de este problema ven dada por

80 820 0%C

onde pasamos o término fonte &s condiciéns de fronteira:

C(0,y,2) = Q(x)d(y)o(z — H),
C(00,y, 2

Y

(xooz

2)
) =
Cla,—00,2) =
00)
0)

(2.10)

C(z,y,00

Kgc(w Y,

o o o o o
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As equivalencias entre os problemas (2.7) e (2.9) venen detalladas en [15]. A idea principal
da que parte esta equivalencia é da relacion existente entre a Fcuacidon de Conduccion da
Calor

M —aViu=0, t>0,
ot (2.11)

u(z,07) = §(x),

e da solucién do problema

9Cw. ) _ g2 = (2)8(0),
ot (2.12)
c=0, t<O,

que ven dada por C(z,t) = ug(t)u(x,t), sendo ug(t) a funcion de Heaviside que trataremos

na secciéon seguinte.

2.2. A transformada de Laplace e as stias propiedades

Posto que empregaremos a Transformada de Laplace para resolver a ecuacion (2.7),
introduciremos nesta seccién a sia definiciéon e propiedades mais importantes. Ningin re-
sultado desta seccién conta con demostracién, para maior comprobacién acudir 4 referencia
[12].

Definiciéon 2.1 (Transformada de Laplace). Sexa f: A C R — R, parat > 0 con
s € R, definimos a Transformada de Laplace de f:

F(s) = L(/(1)) = /0 et f(t)dt
T (2.13)
= lim e St f(t)dt,

r—00 0

cando o limite existe e é finito.

Se non existe este limite, por ser a integral diverxente, non podemos definir a trans-
formada de Laplace. Unha das propiedades méis importantes da transformada de Laplace
é a linealidade, isto &, se f e g son duas funciéns para as cales podemos definir a sda

transformada de Laplace, terase que:
= L(f(2) + L(g(t)) = L(f() + g(t)),
= AL(f(E) = LA S(2)).

Ademais desta propiedade, veremos outras que nos van permitir resolver problemas de
valor inicial asociados a ecuaciéns diferenciais ordinarias e, incluso, ecuaciéns en derivadas

parciais como é o caso que nos ocupa.
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Definicion 2.2. Unha funcién f dicimos que é de orden exponiencial « se existen unhas
constantes M > 0 e « de tal forma que para algin ty > 0,

If()] < Me™, >t (2.14)

Teorema 2.3. Si f é unha funcidn continua definida a trozos en [0,00) e de orden expo-

nencial o, entén a transformada de Laplace L(f) existe para s > c.
Definicion 2.4. Se L(f(t)) = F(s) definimos a inversa da transformada de Laplace como:
LN F(s) = f(1), ¢ >0, (2.15)

que permite obter a partir da transformada a funcién orixinal da que provén.

Teorema 2.5 (de Lerch). Sexan f e g dias funciéns continuas a trozos de orden expo-
nencial o en [0,00) e suporiamos que L(f(t)) = L(g(t)). Enton f(t) = g(t) en todo punto

t no que ambas funcidns son continuas.
A inversa da transformada de Laplace tamén verifica a propiedade de linealidade:
L7 aF(s) +bG(s)) = af(t) + bg(t), (2.16)
con L(f(t) = F(s) e L(g(t)) = G(s).

Exemplo 2.6. Definimos a funcion Heaviside, uy(t), tal que:

Uo(t) = { Lo tza (2.17)

0 t<a
ou
1 t>a
Ug(t) = 2.18
(t {0 o (218)
ua(t)
1y |
0] a t

Figura 2.2: Representaciéon gréfica da funcién Heaviside
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Ambas definicions para u,(t) posien a mesma transformada de Laplace,

e—as

L(uq(t)) =

- (2.19)

Se consideramos a = 0,
(2.20)
e podemos observar que u,(t) = u(t — a).

Os seguintes resultados son moi ttiles para o proceso de obtencion da transformada e

da sda inversa.

Teorema 2.7 (Primeiro Teorema de Traslacion). Se F(s) = L(f(t)) para s > 0, entdon
F(s—a)=L(e"f(t)), a real, Re(s) > a.
Teorema 2.8 (Segundo Teorema de Traslacion). Se F(s) = L(f(t)), enton
L(ug(t)f(t —a)) = e *F(s), a>0.
Este resultado tamén pode ser considerado na forma inversa:
L7 (e F(s)) = ua(t) f(t — a),
para F(s) = L(f(t)), a > 0.

A transformada de Laplace permite resolver ecuaciéns diferenciais dunha forma mais
sinxela, procedemos pois a definir a transformada de Laplace da funcién derivada de f,

L(f'(t)), en términos de L(f(t)).

Teorema 2.9 (Teorema de derivacion). Suponiemos f continua en (0,00) y de orden ezpo-

nencial o, e que [’ é continua a trozos en [0,00), enton:
L(f'(t) = sL(f(t)) = f(OF)  s>a.
Observacion 2.10. Se f é unha funciéon continua temos que f(0) = f(07).

Teorema 2.11. Suporiemos que f é continua en [0,00), excepto en t = t1 > 0 onde ten
unha discontinuidade de salto. Suporiemos tamén f de orden exponencial o, con f' continua

a trozos en [0,00), enton:

L(f'(t) = sLf(1)) — FO0) — "™ (f(t] — f(t1)) -
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Teorema 2.12. Suporiamos que f(t), f'(t), - , f*=(t) son continuas en (0,00) e de orden

ezpotiencial o, mentres que ™ (t) € continua a trozos en [0,00), entdn:
(1) = s"L(F@) = 571 (07) = "2 (0F) = = 770 (07)

A continuaciéon, damos un esquema basico de un método para resolver EDOs ou EDPs

coa transformada de Laplace:

1. Tomamos a transformada a ambos lados da ecuacién e obtemos o que podemos

considerar como ecuacion transformada.

2. Obtemos unha ecuacion L(y) = F(s) onde F é unha expresion alxébrica que depende
de s.

3. Aplicamos o proceso de transformada inversa, y = £~ 1(F(s)).

2.3. A Delta de Dirac

Para definir a Delta de Dirac, J, necesitamos considerar algunhas definiciéns e resulta-

dos relacionados coa teoria das distribucions.

Definiciéon 2.13 (Soporte dunha funcién). Definimos como soporte dunha funcién ao
conxunto de puntos onde a funcién non se anula, A = {2/ f(z) = 0}, ou 4 clausura dese
conxunto A.

Dicimos que unha funcién é de soporte compacto se A é un conxunto pechado e acotado.

Definiciéon 2.14 (Funcions de clase infinito con soporte compacto). Denotaremos por D
ao espacio vectorial formado polas funciéns ¢ en n variables reais, de clase infinito e con

soporte compacto.

Definiciéon 2.15 (Distribucion). Unha distribucion 7" é unha forma lineal continua sobre
D. Denotaremos 6 espazo das distribucions como D’. Dada unha distribuciéon 7' € D’ e un

elemento ¢ € D, existen notaciéns distintas para expresar unha distribucion:
o —T(p) 6 Top 6 <T,p>.
Exemplo 2.16. Dada unha funcién localmente integrable (integrable en calquera com-

pacto) f € L} (R), terase que:

loc
TfiD — R

(2.21)
o — <Tf780>:/ fedx
Rn

¢ unha distribucién.
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Observacion 2.17. Tanto o espazo D, como o espazo D', podense dotar dunha topoloxia.
Neste traballo non abordaremos a sta construcién, empregaremos eso si, a propiedade que
nos garante que unha sucesion de distribucions {7, }nen € converxente a T € D' se e
soamente se:

<Th,p>—0<T,p> VpeD.

Exemplo 2.18 (Delta de Dirac). Definimos a Delta de Dirac, §, como a seguinte distri-
bucién:
6:D — R
(2.22)
e — <4, >= p(0).

E dicir, a Delta de Dirac é unha distribucién que devolve o valor da funcién ¢ na orixe.
Outra forma de obter a Delta de Dirac é vendo que é a derivada no sentido das distribucions
(se T € D', entom, < T/, >= (—1) < T,¢ >, Vo € D) da funcion de Heaviside, (2.18),

para a = O:

Y(t) = uo(t) = { (1) :8_ (2.23)
Agora ben, tomando Y (¢) = /000 o(z) dx,
Vi(g) = <Y() = = [ @a)dn = p(0) = 8o} (2:24)

Temos que, Y/ = §. Podemos empregar este feito xunto coa relacion que existe para a
transformada de Laplace da derivada, para obter, formalmente (non definimos a transfor-

mada de Laplace para distribucions), a transformada de Laplace da Delta de Dirac. En

3

efecto: .
Lt — 1)) = / eSSt — to) = e, Vi >0, (2.25)
0
Por definicién da Delta de Dirac, (2.24), temos que
d
it — to) = =Y (t — to), (2.26)
dt
enton,
& d
L(E = 1)) = / et Ly~ g, (2.27)
0 dt
Realizando o proceso de integracion por partes para u = e %' e dv = %Y(t — tp) dt temos
LG —to) = e Y (t = to)], — Y(t — to) - (—e ") dt
to

_ / et dt (2.28)
to

=e S0 V> 0.



2.3. A DELTA DE DIRAC 13

No seguiente teorema veremos que a Delta de Dirac pode ser aproximada por unha

sucesion de funciéns integrables, sempre e cando cumpran unha serie de condiciéns.
Teorema 2.19 (Aproximaciéon da Delta de Dirac). Seza {h,}nenw C L' (R) tal que,

1. hp(z) >0, Vn € IN,

2. / hn(z)dx =1, Vn e,
R

3 h’m/ (@] ho(2) dz = 0,
enton:

lim hp = 6o, en D'. (2.29)

n—00 R

1

Demostracion. Por unha banda, tense que o espazo L'(R) C L}

(R), polo tanto, calquer
funcion de L'(R) pode ser entendida como unha distribucién empregando a inyeccién
(2.21). Por outra banda, para demostrar a converxencia a Delta de Dirac no espazo de
distribuciéns D', o que temos que ver e que, dada ¢ € D, entén:

lim hn(z)p(x) dz = ¢(0).

n—oo R

Agora ben, empregando as propiedades das funcions {h, },en, en particular o feito de que

/ hn(x) dx = 1, terase que a identidade anterior é equivalente a seguinte:
R

lim hi(z)(p(xz) — ¢(0))dz = 0.

n—oo R

Posto que ¢ € D, en particular, grazas o teorema do valor medio do célculo diferencial,
o(x) — o(0) = ¢'(cz) x, con ¢ € (0,2) ou (z,0) segundo proceda. Tendo en conta esto
altimo:

/ hn () (9(2) — 9(0)) | da < [/ ey / (2] P () di,
R R

onde, neste caso, ||¢'|| Leo(ry = sup |¢'(z)| < oo, xa que ¢’ é, en particular, unha funcion
zeR
continua con soporte nun compacto, sendo entén acotada. Da tultima desigualdade obtense

o resultado, xa que:

/ hn<x>w<x>dx—sa<o>\ < [ faltua)ds 0,

cando n tende a infinito. O
Corolario 2.20. S (z) ! <_$2)t
orolario 2.20. Seza z) = -exp | — |, temos que
907“ m p 4T q
lim ¢, (z) = dp en D'. (2.30)

r—0
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Demostracion. Vexamos que a funcion ¢, (z) verifica as condicions do teorema anterior:
1. ¢p(z) >0, Yz € R, Vr > 0, esta condicion é evidente e non require de proba.

2. / or(r)dx = 1, para demostralo ¢ suficiente con facer o cambio de variable ¢t =
R

x/+/4r e empregar o feito de que / exp(—t?) dt = /7.
R

3. Vexamos por ultimo que HH(])/ |z|@y(2) dz = 0. Por un lado, suposta a converxencia
r— R

da integral impropia,
[yt =~ [ wp@art [ ap@a
R (—00,0] [0,00)

2 0 .2 M
= ﬁ lim exp (w)] — lim exp <$)]
ﬁ M—o0 4r M M—oo 4r 0

~ 2V [l—exp(_M2>] _

\/7_1' M—o0 47’ ﬁ '
Finalmente:
2
lim [ |z|¢p(2)de = lim 2V = 0.
r—0 R r—0 \/77'

O

Observacion 2.21. Se analizamos a demostracion do teorema 2.19, observamos que podemos
prescindir da primeira hipotese, sempre e cando reformulemos a terceira nos seguientes

termos:

lim /|33 hn(z)|dx = 0.
R

n—oo

Esta reformulacién do teorema permitenos ampliar a coleccién de funciéns que converxen

a Delta de Dirac.

2.4. Obtencion da solucién asociada 6 modelo Gaussian Plu-

me

Non debemos esquecer que os coeficientes de difusion dependen altamente das condi-
cions meteoroloxicas, pero debido & dificultade da sitia determinacién na practica é moi

comun facer o seguinte cambio de variable na variable independente,

_1r 2
r=o /0 K(€) de [m?). (2.31)
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de tal forma que a nova variable é méis sinxelo de axustar no caso experimental como
veremos en seccions posteriores.

Comenzamos pois o proceso de cambio de variable sobre o problema (2.9):
Sabemos, gracias o Teorema Fundamental do Calculo Integral, que se temos f : [a,b] C

R — R unha funcion continua e w, v : [¢,d] — [a,b] dias funcions derivables; enton,

d @ / ,
%/1;(3:) f@)ydt = f(v(z))-v'(x) + flu(z)) - u'(z), (2.32)

para todo x € [c,d]. Se aplicamos o resultado anterior a (2.31),

T () = LK) -1+ K(0) 0] (2.33)

Sendo C(x,y, z) := c(r, z,y), aplicando a regra da cadea:

oC _ 0c Or(x) Oc 1
o "o or o uh @ (2:34)

Agora xa temos eliminados os coeficientes K da ecuacion (2.9) e chegamos a

2 2
e _do, o o
As condicions de fronteira son iguais s do problema (2.9) solo que substituimos x por 7.
Isto débese a que considerando o coeficiente de difusion como unha cte (tinica forma na
que se pode dar por vélida a solucion do modelo Gaussian Plume) obtemos que r = %
Resolvemos agora a EDP (2.35).
Aplicamos en primeira instancia o método de “separacion de variables’para y e z en

(2.35):
c(ryz,y) = %a(r, y) - b(r, z). (2.36)

Utilizamos unha pequena variaciéon do que seria o método na stia forma habitual, onde

normalmente considerariamos c(r,y,z) = f(r)g(y)h(z).

Polo tanto
0 0 0b 0
Sern) = o [ Zatr 02| = L (atr)- Gh2) + 00 S0 )
(2.37)
62 82 62
07;(“ Yy 2) = a7 [ga(r,y)'b(r, z)} = %b(r, z) - 87;;(7",3/), (2.38)
826 82 2b

@(r,y, z) = — [%a(r, y) - b(r, z)] = %a(r,y) : @(r, 2). (2.39)
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E asi obtemos dous problemas particulares para as funciéns a e b

Oa 0%a
— = —— < — .
ar(r,y) 8y2(r,y),0_r<oo, 00 <y < 00, (2.40)
a(0,y) = d(y), a(oo,y) = 0, a(r,o0) = a(r,—o0) = 0 (2.41)
e
ob 0%b
— = — < - .
8T(T,Z) aZ2(T,:<:),O_7“<oo, 00 < z < 00, (2.42)
b(0,2) = d(z — H), b(oco,2z) = 0, b(r,00) = 0, %(T, 0) = 0. (2.43)

A obtencion das condicions de contorno para os respectivos problemas é inmediata.

Para a primeira, por exemplo, partimos de que

c(0,y,2) = %5(y)5(z —H)= % -a(0,y) - b(0, z), (2.44)

e polo tanto
a(O,y) = 5(3/)7 (2'45)
b(0,z) = d(z — H). (2.46)

Para o resto de condicions sucede de forma analoga.
En ambos problemas a variable r pode ser considerada como unha wvariable temporal, polo

que cando r = 0 respreséntanse as condiciéns iniciais para cada problema.

2.5. Solucién Gaussian Plume

Imos utilizar a Transformada de Laplace en dominio real para resolver os problemas

(2.40) e (2.42). Empecemos resolvendo para a(r,y).

» Tomamos a transformada de Laplace na EDP (2.40) con respecto a r e denotémola
[e.e]
por a(p,y) := Ly(a(r,y)) = / e " - a(r,y)dr, sendo p a variable transformada.
0

Agora tendo en conta que

£ (52) = peetatran)) - at0.) = i~ a(0.y). (2.47)
0%a 0 oa
L <@) — o Lalr) = 5. (2.48)
obtemos 9

pa —a(0,y) = 02 (2.49)

Y2
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Se aplicamos a condicion incial a(0,y) = §(y) obtemos a EDO

5—;2 —pa = —i(y). (2.50)
Seguidamente aplicamos de novo a transformada de Laplace para (2.50) pero esta
vez con respecto a y, e denotando a(p,y) == L.(a(p,y)) = h e ™ -a(p,y)dy con
7 nova variable da transformada. °

Partindo de novo de que

d%a . . oa
Ly <—2> = 1” Le(alp.y)) —nalp,0) — 5-(p,0)

% oa (2.51)

= n?a(p,n) —nalp,0) — —(p,0),

m-alp,n) =nalp, 0) = 5-(p.0)
L, (pa) = pLy(a) = pa(p,n), 2.52)

chegamos a unha nova ecuacién
2X ~ ad N

n”a(p,n) —na(p,0) — 8—y(p, 0) = pa(p,n) = —1. (2.54)

Observacion 2.22. Ainda que estamos restrinxindo y para valores 0 < y < o0 a

simetria permitirfa estender a solucién para —oco < y < oo.

Tomando en (2.54) ¢1 = a(p,0) e ca = dya(p,0) — 1, podemos escribir

ncy + co

1 (2.55)
nt—p

Q>

(pym) =

Agora debemos aplicar o proceso de calcular a inversa da transformada de Laplace

. 1) nate
alp,y) = Eﬂ{ﬂ}

1
= cﬁrl{ 1 }—c crl{ } 2.56
1 2 —p 2 2 —p ( )

Obtendo asi !

Y

i(p.y) = cicosh(y/py) — = senh(y/py)

7
- 4 [eﬁy I e—ﬁy]p_ 2 [eﬁy _ e—\/ﬁy] ,
2 VP

(2.57)

'Sendo F(s) = L(senh(at)) = =25 e F(s) = L(cosh(at)) = =2

s2 —a? a?
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En base 4s condicions de fronteira, podemos suponer que lim a(p,y) = 0, e polo
Yy—00
c
tanto obtemos que ¢; = —2, o cal reduce a en
[
c
ap,y) = —=e V. (2.58)

NG

Se non temos en conta polo momento que co depende de p realizamos de novo a

inversa da transformada de Laplace para (2.58) pero esta vez con respecto a p, i.e,

-1 e_\/ﬁy
a(r, y) = CQEP < \/ﬁ )7

Cc2 —y2

e . (2.59)

CL(T‘, y) = \/ﬁ

Empregando a propiQedade da funcién de Dirac que probamos no Corolario 2.20,
5(y) = lim E

r—=0 \/Arr

ear , sobre a condicién de inicial (2.41) obtemos

(0.9) = 6(y)| = | lm —Zed = lm o | = |ep =
An5Y) = oy rl—r%\/ﬂ"f‘e _rl—%\/llﬂre @ a)p

e polo tanto
1 —y?
e . (2.60)

CL(T, y) = \/Zm

Realizamos de novo este proceso para o problema (2.42) da funcion b. Primeiro apli-

camos a transformada de Laplace con respecto a r tomando b(p,y) := L.(b(r, 2)) =

/ e " b(r,z)dr
0

52 pb= —6(z — H), (2.61)
e logo aplicamos con respecto a z con b(p, €) := L.(b(p, 2)) = / e b(p, 2) dr,
0
ob

£ — €b(p,0) = 5 (p,0) = ph(p,&) = eI, (2:62)

ob
Aplicando a condicién fronteira de tipo Neumann 8—1)(,0, 0) = 0 temos que
z

fi)(p, 0) - e—fH
E—-p

Agora, aplicando a inversa da transformada de Laplace en £ obtemos

b(p, &) = (2.63)

b(p,z) = b(p,0)cosh(,/pz) — 7 senh(y/p(z — H))
N A W e e b Gl (2:64)

B e >
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Imponendo de novo que lim l;(p, z) =0,
zZ—00

N eVp? + e~ VP? 1 e\/?’(z_H) + e_\/ﬁ(Z_H)

lim b - - — =
PR (2.65)
= b(p,0) 5~ — g=eV" e VP = g,
2 2p
obtemos b(p,0) = ﬁe’\/ﬁH e substituindo en (2.64)
. 1 VPE 4 o= V/PE 1 eVP(z—H) 4 o=/p(z—H)
b(p,z) = L@ Y L e te , (2.66)
/P 2 /P 2
que pode simplificarse como
A 1
b = (e vPlz—H) —vp(z+H) 2.
(02 = 5 (e e ) (2.67)

Finalmente, aplicando a inversa da transformada de Laplace sobre p en (2.67)

1 _ (z—H)? _ (z+H)?
b(r,z) = N e 4 4e 4 . (2.68)

Agora que xa temos as expresions para a(r,y) e b(r,z)2, (2.60) e (2.68) respectivamente, xa

podemos substituilas en (2.36), expresion da concentracién do contaminante

v (z—H)? (z+H)?

e 4 (e  +e A ). (2.69)

c(r,y,z) =

Esta solucion é a conecida como Gaussian Plume.

2.6. FEfectos da variable de difusiéon

No caso de tratar cun modelo mais xeral co Gaussian Plume, debemos sempre ter en
conta a especificacion do coeficiente de difusion K (z). Dado que no modelo requirimos
que K sexa constante, agora debemos permitir que K varie a favor do vento (con respecto
6 eixo x) e que o seu valor se obtena de forma precisa tendo en conta as observacions
experimentais.

E habitual no estudio desta materia empezar substituindo a variable r en (2.69) por

U2ac:g ’ = 2r
@ =2 [ K=o (2.70)

onde o(z) se cofiece como unha desviacion estindar de la concentracion (Gaussiana).

2Podemos atopar outras expresiéns para a e b, obtidas mediante métodos distintos, nas bibliografias
[10] [7]-
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Estes coeficientes son méis sinxelos de determinar de forma experimental que os coeficientes
de difusion K e adquiren numerosas versions de representacion. A mais comun ven dada
por unha lei moi sinxela, 02 = az®.

As posibles estimacions para a e b estan baseadas en diversos procesos experimentais que

tefien en conta a variedade de condiciéns atmosféricas.

Unha posible interpretacién xeométrica para o: unha vez nos afastamos da fonte, o
penacho (plume) de contaminacion se ensancha e polo tanto o valor de o vese incrementado.
Este ancheamento é debido 4 doble direcciéon do vento, con respecto 6 eixo z e 6 eixo y,

como podemos observar na figura 2.1.

De acordo coa definicién® de o, (2.70), o coeficiente de difusién pode escribirse como

1
K(x) = §u%02. No caso para K cte, obtemos directamente de (2.70) que 02 = QKTI
2

. - . . uo .
Observacion 2.23. E moi comtn na practica denotar K(z) = 5, como o coeficiente de
x

difusién, e serd esta a notacion que se empregara de aqui en adiante.

Kz
Partindo de (2.70) de novo, suponendo K cte , se integramos, obtemos r = — e

u
substituindo en (2.69) acadamos unha nova expresion para a concentracion de contaminante
u? (z—H)? (z+H)?

C(];7y,z) = 27?[( e “iKz <e—u 1Kz 4+ e Y 4Rz ) (271)

Facendo a simplificacién da expresion anterior para z = 0 estariamos a calcular a concen-
traciéon ao nivel do chan,

wi+H?)
- %ew%, (2.72)

Esta simplificacién permite facer unha validacién da solucién obtida no modelo Gaussian

C(z,y,0)

Plume, xa que podemos comprobar se se verifica que para z = 0 o punto onde hai un maior
nivel de concentracién é en H = 0, como poderiamos esperar de forma intuitiva.
Cando o punto fonte localizado en (0,0, H) esta elevado (H > 0) somos capaces de

calcular o punto onde a sitia concentracién é méaxima e o valor que acada.

Comenzamos derivando a ecuacion (2.72) con respecto a x

oC Q- 2rK  _, 2+H?) Q (yv? + H)4K _ °+8?)
- 0)= X" . g7u z - oY =
9: @0 = Grgr ¢ TR TV aksr ¢

Q _,urn ( 1 M) (2.73)

g 4Kz —_
K 2 + 4K 23

#Existen outras formas de denotar sigma, [14].
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Procedemos agora a buscar un punto de maximo igualando a ecuacion anterior (2.73) a cero.
H? c. . (o
Despexando z obtemos que z = uy sendo este o valor onde a concentraciéon ¢ méxima,

Tmax. Substituindo este valor de xps¢ na ecuacion (2.72) (tendo en conta y =0 e z = 0)

obtemos que a concentracion maxima en (0,0, H) alcanza un valor de Cpsx =

(ruH?2%e)
Cabe destacar que se facemos tender a velocidade de dispersion a cero
. Q
lim C(z,y,z2) = , 2.74
ui%l%- (2.9,2) 2rKx ( )

o cal pode chegar a contradicir a idea analitica de que a soluciéon do modelo Gaussian
Plume “se rompe’cando u = 0. Esta confusién normalmente estd asociada 4 eleccion de
(2.69), é dicir, tomando a solucién en términos da variable r, na cal aparece unha sin-
gularidade cando u — 0 se esquecemos a dependencia de r sobre a variable velocidade,
r= 1" K(¢)de
Agora ben, é importante lembrar que a solucion do modelo Gaussian Plume s6 ten sentido
fisico cando a velocidade do vento é distinta de cero debido & suposiciéon ntimero 5 (2.5),
onde desprezdbamos os efectos difusivos no eixo x.

Cando queremos considerar seriamente a condiciéon v = 0%, a relacién da concentraciéon
cos efectos de difusion ven dada baixo a Ecuacion estable de difusion (Ecuacion de

Poisson,)
0*C N 0%C N 0*C
Ox? oy? 072

= _%5(@«)5@)5(,2 - H), (2.75)

con soluciéon
1 1

Q N )
\/x2+y2—|—(z—H)2 \/x2+y2+(2—H)2 ’

O($7y, Z) = 47TK <

(2.76)

para o semi-espazo x > 0.

2.7. Variantes da soluciéon do modelo Gaussian Plume

Presentamos nesta seccién algunhas das variantes que podemos obter a partir do Modelo
Gaussian Plume se consideramos distintas suposicions, tanto para o medio como para as

condicions iniciais e de fronteira.

2.7.1. Anisotropic Eddy Diffusivities

Neste caso estamos considerando que os coeficientes de difusiéon K, e K, son distintos,
K, # K., e definidos de forma que

e = %/O Ki(€)de. i€ {y.2).

“Coiiecido como modelo low-wind, [3].
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Usando o procedemento xa descrito anteriormente obtemos,

2 _(=H)? _ (H)?
Clz,y,z) = Le(_m) [e< e ) + e( e >] . (2.77)
AT, /TyT

2.7.2. Absorciéon perfecta do chan

Aqui imos remplazar a condicion impermeabilidade (2.6) por unha condicion de absor-

cion por parte do chan, ¢(r,y,0) = 0. Aplicando algunhas modificaciéns no proceso para

c(ryy, z) = @ e(_ﬁ) [e<_<z4f)2> 4 e(_%)]. (2.78)

drur

b(r,y) obtemos,

2.7.3. Capa de inversion

No limite da capa atmosférica a temperatura do aire decrece a medida que aumentamos
a altitude; sen embargo, existen capas onde se produce o efecto contrario, chamadas capas
de inversion. Nelas a temperatura do aire vese incrementada coa altitude e polo tanto a
concentracién é estable e resistente con respecto 4 mestura vertical. Cando se dan este tipo

de capas producese unha especie de néboa toéxica sobre a poboacion.

mr= v

R T s

(a) Los Angeles, 26 de xullo de 1943 [18].

(b) México, 2 de xufio de 2018.(Fotografia de Ar-
mando Monroy [4]).

Figura 2.3: Dous exemplos de cidades que sofren o efecto das capas de inversion.
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Se substituimos a condicion tipo Dirichlet ¢(r,y,00) = 0 por unha nova condicion
de Neumann K%c(r,y, D) = 0, sendo D a altura & que se produce a capa de inversion.
Facendo unha modificacion nas condicions de contorno para o problema b(r, y) obtemos a

nova solucién °:

c(r,y,z) = %\/ﬁ .e—Z—f B + icos (%) cos (?) e_r(%)Q]. (2.79)
n=1

2.7.4. Linas fonte

Para os estudios sobre a emisién de contaminaciéon dos coches en estradas moi conco-

rridas os modelos de dispersién poden ser aproximados por linas fonte.

As carreteiras que son longas, rectilineas e que tenen direccion perpendicular & direccion
do vento poden ser representadas por unha lina fonte de lonxitude infinita sobre o eixo y,
o que ven a corresponderse coa condicion de contorno ¢(0,y, z) = %5(2). A constante Qr,
[kgm~!s7!] representa o grado de emisién por unidade de lonxitude da carreteira. (Non
confundir coa constante Q).

Coa nova condicién de contorno obtemos a solucioén ,

2 oo 2 2
c(r,y, z) = 253;4 ce / e(_Z_T) dy = % e, (2.80)
—00

Un caso mais realista seria considerar unha carreteira de extension finita L, [6], tomando

a mesma condicion de contorno para |y| < L/2 e ¢(0,y,z) = 0 noutro caso:

iy 2) = —PL_ oo [erf <%) —erf <%>] : (2.81)

x
onde erf(z) = 2%1/2/ e € d¢ ¢ a funcion de erro.
0

SPara mais informaciéon do proceso de construcién da solucién asociada a unha capa de inversiéon con-

sultar a bibliografia [1].
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Capitulo 3

Resoluciéon numérica

Neste capitulo presentaremos a resolucion numérica do problema de optimizacién, co
obxectivo de determinar o mellor dos camifos (en funciéon da concentracion do contami-
nate e a distancia percorrida) para a neutralizacion dun incidente quimico. Utilizaremos a

ferramenta MATLAB, cuxo cédigo asociado pode atoparse no apéndice.

Primeiramente debemos exponer o problema debidamente. Para iso, seguiremos o se-
guinte esquema: na primeira seccién describiremos o problema, detallando os distintos
elementos que o componen (a variable de control, o funcional de coste e a ecuacion de esta-
do). Na segunda seccion veremos como resolver o problema e, na seccion terceira, veremos

unha serie de resultados numéricos.

3.1. Descricién do problema

Representamos a zona afectada por contaminacién sobre a que queremos traballar como
o conxunto {(z,y, Href), (z,y) € 2} sendo  un dominio 2 C R? e Href a altura minima

esixida para os bombeiros, tanto mulleres como homes, en Espana.

O noso obxectivo é atopar un camino sequro que minimice o grao de contaminacién ao
que se ven sometidos os bombeiros (ou o equipo designado) no proceso de neutralizacion
dun incidente quimico. Para parametrizar dito camino, podemos suponer que se trata
dunha curva parametrizada regular a trozos, de forma que cada un dos trozos correspéndese
cun segmento de extremos a determinar. Desta forma, se denotamos por {(z;, y;) }ier C Q 08

puntos extremos dos devanditos segmentos (I serd o conxunto de indices que detallaremos

—Ly Ly
2

5 ], o problema

mais adiante) e supofiemos que o dominio ven dado por Q = [0, L] x |

25
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podese escribir nos seguintes termos:

—

min f(&,9)

(z,y)EQ
suxeito a z; € [0,L1], Viel,
3.1)
—Lo Lo ) (
7 “a ) o | v I7
we[25], e

(@i, i) # (25, y5), se i # j,

onde f : R#¥T2x R#*2 — R & o funcional de coste (que tera en conta a distancia
percorrida e a dose de contaminante & que estan expostos os bombeiros ao longo do cami-
no percorrido), que podemos supor continuamente diferenciable. Tanto o punto de saida
(20, Y0), como o punto de chegada (4741, yxr+1) (punto no que se deberéan situar os bom-
beiros para neutralizar o axente quimico), suponeranse coniecidos, asi como o punto no que
se produce o incidente, as caracteristicas da sustancia quimica, e as variables meteoroloxicas

que infliien na sua dispersion.

3.1.1. Variables de control

Suponamos enton que I = {1,...,n}, o noso problema de minimizacion tera como ob-
xectivo a obtencion das que consideraremos como variables de control, (z1,y1), ..., (Tn, Yn),

que determinan as posiciéns que deben ir seguindo os profesionais sobre o dominio.

(Tnt1, Ynt1)

H ,..~'“ (l‘n, yn)
(af1, 1) '

o
N

®
.

(20, 90)

Figura 3.1: Representacion grafica do problema de minimizacion

Neste traballo imos parametrizar a curva oz, que representard o camino a seguir, en
forma de lifia poligonal, onde as variables de control van ser os punto de inicio e final de
cada segmento de recta que componien a curva. Tomaremos & = (zg, 1, ..., T, Tni1) €

?j: (y07 Yi, o5 Yn, Z/n—i—l) e definimos 0z tal que:
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(z)enl(z) () e
Yo Y1 Yo
G )ren((G)-()) e
oz,5(t) = Y Y2 () (3.2)
(2nl(z) () oo
\ Yn Yn+1 Yn

como vemos representada na figura 3.1

3.1.2. Funcional de coste

Buscamos agora esa funciéon f diferenciable e continua que representa o funcional de
coste nos puntos (z,y, Href), con (z,y) € €. Para construir este funcional de coste teremos

en conta as seguintes achegas:

—

1. Achega debida & concentracion de contaminante sobre a curva, g(Z, ¥)
2. Achega debida 4 distancia total percorrida.

Con respecto a primeira das aportacions, é necesario calcular a concentracién sobre a

curva oz, 7 (1):

n k+1
s@ = [ cas=3 [ Clony)lot 0] (3.3

0z, g k=0 k
desenrolando esta expresion,

n

L k+1
s@ = 3 /k Cloz (D) || o2(t) || dt

n

k
= > /k " Ci(t) - \/(fﬂkﬂ —21)? + (k1 — yr)” dt (3.4)

k=0
n . S e
= > \/($k+1 — k)" + (Yr+1 — Yr) / C(t) dt,
k=0 K

onde

Ci(t) = C(xr + (t = k) (@rpr — 2a), e + (8= K)(Yrrs — vr) (3:5)
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é a concentracion no segmento k-ésimo. Agora ben, xa temos calculada a soluciéon do modelo
Gaussian Plume, (2.69), que esta en funcion de r, y e z, e polo tanto temos que desfacer o

cambio (2.31) en r, de tal forma que si consideramos K cte:

1 [* K U
r= — K&de= —x2 = 2= —,
u/o (£) dg U K
e polo tanto a expresion da concentraciéon ven dada como:
Q _w? | _ -2 _, )2
Clz,y,z) = e 1Kz |e Y iRz 4 e Y iRz | . 3.6
@v.2) = ke (3.6)

Consideramos agora que z = Href, xa que intentaremos determinar o camifio seguro

en base a esa altura, polo que os valores da concentracién pasan s6 a depender de z e y,

C(z,y):

4Kx —|—e 4Kx

2 2 2
_uy _ (Href—H) _ (Href+H)
[e v v } . (3.7)

Durante o proceso de resolucién do problema (3.1) tamén imos precisar as parciais de

concentracion C' con respecto a x e y:

7'u,(H—Hrcf)2 2 7'u.(H+Hrcf)2 2
oC Q —wi [ue  aKs — (H — Href) L ueT ARe (H + Href)
= e T

Oz AKaT 4K 22 4K 22

Q _uy? _ w (H-Href)? _ w (H—Href)?
— 5 € 4Kz | € 4Kz +e iK«x
4K 2?7
Q 5 _uy? _ u(H+Href)? _ u(H—Href)?
plyrere AL EELEN LR G &
oC Q Cwy? [ _w(HHren? o (H-Hren?
oy —Wuye ik= | e iKz  +e 1Kz .
Yy TeT

(3.8)

Para calcular a segunda das achegas, simplemente teremos en conta que a suma

> \/($k+1 — 21)® + Wke1 — w)” (3.9)
k=0

representa a distancia total recorrida. Polo tanto, podemos definir a funcién de coste, da
seguinte forma:

f:R"™2 xR — R
. . ’_’ (3.10)
w = (337 y) — f(lU),

onde:

) = A g(@) + Az 3\ @ — o) + (esr — )’ (3.11)
k=0
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con A1, A2 € R dous niimeros reais tales que A\; + A2 = 1. Ditos pardmetros posibilitardn
un estudio mais pormenorizado da influencia dos termos anteriores nos resultados obtidos.

Debemos ter en conta que o célculo da integral do termo de concentracién non é sinxela,
polo que o emprego dunha férmula de cuadratura, como, por exemplo a Regra do Trapecio

Simple ', destaca como unha opcién viable:

9@ = \/($k+1 —21)” + (yer1 — un)’° % [C(@r,yk) + C(@ps1, yp1)] - (3.12)
k=0

3.2. Aproximaciéon da solucién

Para proceder & resolucion do problema (3.1) faremos uso de técnicas numeéricas de
optimizacién, mais en concreto imos utilizar o Método do Gradiente Conxugado con Pro-
xeccion Ortogonal, que podemos consultar na bibliografia [5].

Para que un problema de minimizacién da forma

min f(x)

suxeitoa x € X

(3.13)

cumpra as condiciéns de converxencia do método tense que verificar que,
= X é un subconxunto de R convexo non vacio.
= A funciéon f é continua e diferenciable sobre o conxunto X.

O proceso iterativo deste método para atopar unha soluciéon x*, para funcions en R (non
cuadraticas), que minimice o valor da funciéon nun dominio convexo e compacto, ven dado

por:
bt =gk 4 ok (Ek — :Uk> , (3.14)

con

¢ = Po(2® — s*Vf(z*)) (proxeccion ortogonal sobre o dominio ), (3.15)

para s¥ € R, o € (0,1]. Existen varias formas de seleccién tanto de o como do paso
sk, Neste traballo imos tomar un o = 1, Vk e s* = scte, Vk = 0, 1, ... , polo que (3.14)

queda:
T8 = 2" = Po(a® — sVf(h)). (3.16)

b
'A regra do Trapecio Simple é un método para aproximar o valor dunha integral definida / f

mediante a integral sobre a funcion lineal que define a recta que pasa por (a, f(a)) e (b,f(ab)),

/b [f(a) + W(‘t — a)| dz. De tal forma que /bf(x)dx ~(b— a)f(a) ‘2i‘ fo)
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O proceso iterativo termina cando atopamos o minimo da funcién 2. O test de parada
que introducimos no algoritmo para probar que se verifica que z* € X é minimo pode

definirse de diversas formas. Na seguinte subseccion especificaremos estes tests.

3.2.1. Algoritmo para a resolucién do problema

Para o noso problema de minimizacién temos que axustar o método para unha funciéon
en varias variables, f : R"*2 x R"*?2 — R.

O punto inicial (zg,y9) e punto final (2,41, Yn+1) se consideran fixos, e denotamos
@ = (x1,..., Tn) € ¥ = (y1,... yn) de tal forma que w’ = (#',3). Tomando s = d € R*

como paso de descenso, o método iterativo ven dado por:

- n+tl —-n+l wWiiwiL 2n —n
@ = Po (@79 - av i@ gm). (3.17)

Imos construir 3 tests de parada simples para o método iterativo. Tomando unha tolerancia,

tol, como un valor real suficientemente pequeno, temos:

= Gradiente nulo,
| V(@ 9) [l2 < tol. (3.18)

= Diferencia de iterantes consecutivos,

—»/nJrl —;n+1 -n

—-mn
| (x ) — (2 Ly ) |2 < tol. (3.19)

= Diferencia no coste asociado a iterantes consecutivos,
@t yn ) — fah, )| < tol. (3.20)

Para o proceso do calculo iterativo imos precisar o valor da compofniente k-ésima do
vector gradiente V f que ven dada pola seguinte expresion:

A1 | oC oC
VHe = 71 [8—% (Tk, k) \/(Zk —ap-1)? + (yk —ye-1) + Doy (T, k) \/(mkﬂ — o) + (k1 — yr)?

Clrr_1,yp—1) + C(x,
+ (xr—1,Y6—1) + C(®k, Y) (= 2p 1) —

\/(ik —wp-1)® + Wk — Ye-1)?

C(zg, +C ,

(k, Yk) ‘ (Tht1, Yk+1) (@ xk)}
\/($k+1 —2k)” + (Yk+1 — Yk)

1 1

J -
\/($k —2p-1)® + (W — ve-1)? \/(%4-1 —21)? + (Yrt1 — yr)?

(Tpg1 — Ik)}

(3.21)

?Consideramos que z* ¢ minimo global de f se f(z*) < f(z), Va € X. Diremos que * ¢ minimo local

se existe € > 0 tal que f(z*) < f(z) para ||z* — z| <e.
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para valores de k = 1...n. Para valores de k = 1,...,n, temos a seguinte expresién nas
correspondentes componentes (V f)gin:

A oC oC
(Vkin = 2 [@ (o) ok = m0)” o (e =m0 + 5 () n =20 + g — )’

RSN SRRSO T Yk = Yr—1) — Olow ye) + ok, 1) Yk —yk)]

\/(wk —2e1)” + Wk — ve—1)” \/(fﬂk+1 — 1) + (Yo — y)?

1 1
+ Az[ (Y — Yr—1) — '(yk+1—yk)]~
\/(fEk —z5-1)” + (Ye — Yp—1)? \/(xk+1 —2)? + (Yrg1 — yr)?
(3.22)

Para o proceso de célculo da proxeccién ortogonal Py(-), no método iterativo (3.17),

imos proceder diferenciando varios casos, como podemos ver na figura 3.2, dependendo de

onde se atope o punto (z, y) que debemos proxectar sobre o dominio Q = [0, L] x [771‘2, %] ,

sendo Ly e Lo as medidas horizontal e vertical do dominio, respectivamente.

G F E
(0%) (le%)
Q
H 2
0 Ly D
(L17_2L2)
A 0.2 B . C

Figura 3.2: Representacion grafica da distribucién do contaminante sobre o dominio {2,

considerando O como punto fonte e Lo e Ly as dimensiéons do dominio.

Sendo P : R? — € a proxecciéon ortogonal sobre o dominio  C R? temos:

= Caso A

o<z <0 L
ST S Pala,y) = <0, —2) (3.23)
—o<ys5*



32 CAPITULO 3. RESOLUCION NUMERICA

= Caso B
O<z <y _L2>
= Po(z,y) = (z,—— 3.24
—oo<y§2Lz} a(z,y) ( 5 (3.24)
s Caso C
L1 <z <00 L2
:>P T, = L y o 325
_Oo<y§%} o(z,y) <1Q> (3.25)
= Caso D
i <r<x
L L, (= Palz.y) = (L1,y) (3.26)
5 <y<3
= Caso E
i <zx< L
Ll x o0 :>PQ(QS7y) = <L17_2> (327)
F <y < oo 2
» Caso F
O<x<L L
F <y < oo 2
s Caso G
— <x <0 )
Loo T < = PQ(x,y) = (()7 _2> (3'29)
F <y < oo 2
» Caso H
—o <z <0
_ = Po(z,y) = (0,y 3.30

Para o caso trivial no que o punto (z,y) € £ temos que Pr, = Idg, sendo Idg a funcion
identidade en Q, i.e, Idg : Q@ — Q con Idg(x,y) = (z,y).
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3.3. Resultados numéricos

Unha vez definido o problema de minimizacién e descrito todo o proceso que debemos
seguir para chegar a unha solucién 6ptima, procedemos a stia resolucién numérica utilizando
a ferramenta MATLAB. O programa principal e as funciéns auxiliares que imos utilizar
nesta secciéon atépanse no Anexo.

Implementamos tanto as funciéns de concentraciéon e de coste, conc.m e funcoste.m,
como os seus respectivos gradientes, gradconc.m e gradfuncoste.m.

Facemos unha declaraciéon de todas as variables globais no arquivo e realizamos unha
asignacion de valores: K = 10 [m/s], Q = 1-10* [kg-s7!], u = 10[m/s], H = 2 [m]e Href =
1.62 [m].

Creamos agora o dominio baixo o que vamos realizar o problema de minimizacion (3.1)
e representamos graficamente a concentracion asociada utilizando a funcién pinta.m.
Tomamos L1 = 10 e Ly = 20,

1100

180

Fosicion eje y {(m)

Conentracion de agente quimico (kg/m 3}

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Posicion eje x (m)
Figura 3.3: Representacion grafica da concentraciéon no dominio €2, que obtemos do arquivo

pinta.m.

Coa finalidade de comprobar que o calculo do gradiente da concentraciéon e o gradiente
do funcional de coste son os axeitados, desenamos dous tests para verificar que ambas

funciéns estan ben definidas.

Sexad >0eeé; =(0,...,1,...,0) o vector n-dimensional da base canoénica cuxa componente

k-ésima é 1:
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m Test 1
IC(z,y)  Clx + 4y — Clz,y)
Oz o ) ’
(3.31)
oy 5 '
= Test 2
of(&@,y) _ f(@+deg,4) — f(Z,9)
ox, ) ’
(3.32)
of (Z,9) - f(Z, 54+ de;) — f(Z,9)

Ok 5 ’

para k=2,....,n.

No arquivo testl.m facemos unha comprobacién do primeiro test, (3.5), para valores

de Ay = Xy = % sobre o punto (5,5) avaliando en varios valores de §. Imos denotar o

gradiente real por GCr = <—acé§’y), _acgz,y)> e GCa = (C(‘”‘S’yg‘c(””’y), C(x’6+yg_c(m’y)>

como gradiente aproximado.

Os resultados venen dados na seguinte téaboa,

Delta |Gr — Gal|2

1.e-01 | 2.152612612501591e-03
1.e-02 | 2.169513253190479e-04
1.e-03 | 2.171179221199909e-05
1l.e-04 | 2.171345674829020e-06
1.e-05 | 2.171367774182412e-07
1.e-06 | 2.175917506800589e-08
1.e-07 | 2.861413758775215e-09
1.e-08 | 5.223957174359925e-09
1.e-09 | 6.236808882507541e-08
1.e-10 | 4.820265064733031e-07

Taboa 3.1: Comprobacién de que a funcién concentracion estd ben definida.

Para o segundo test, (3.32), construimos o arquivo test2.m evaluando esta vez para A\; =
0.1, A2 = 0.9 sobre os vectores ¥ = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) e ¥ = (10, 10, 10, 10, 10, 10, 10,

10,10, 10). Denotamos G fr = (—8]08(2@, _8%@@)) eGfa= (f(f+5e7“’%) - f(f’g), ﬂfg%e? _f(f’g))
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Delta |G fr—Gfall

1.e-01 | 2.655585442152519e-01
1.e-02 | 2.665359824913051e-02
1.e-03 | 2.665761669161933e-03
1.e-04 | 2.665795739694417e-04
1.e-05 | 2.665781444075070e-05
1.e-06 | 2.663474792833409e-06
1.e-07 | 2.602968366441347e-07
1.e-08 | 2.954298935673284e-07
1.e-09 | 2.678165838080255e-06
1.e-10 | 2.917756281254065e-05

Téaboa 3.2: Comprobaciéon de que o funcional de coste estd ben definido.

Agora ben, como podemos observar na figura 3.1, o punto fonte do vertido atépase no
(0,0), noés imos tomar como punto final da ruta 6ptima b = (41, Yn+1) = (1,0), que con-
sideramos suficientemente preto do punto fonde como para proceder & stia neutralizacion,
e ademais conservamos todolos valores xa asignados: K = 10, Q = 1-10%, v = 10, H =
2, Href =1.62, L1 = 10e Ly = 20.

Implementamos o método iterativo para (3.17) na funciéon grad_conz proz.m e o pro-
ceso do célculo da proxeccién ortogonal por casos, tal como observamos previamente na

figura 3.2, na funcién prozeccion.m.

No programa principal main.m describimos 4 rutas iniciais sobre as que realizaremos

diversas probas para comprobar o funcionamento do método iterativo:

= Proba 1: camino mais curto
Consideramos \; = 0 e Ao = 1 e sexa a = (z¢,y0) = (—10,10) o punto de saida da
ruta 6ptima. Tomamos 2= (10, 9.182, 8.364, 7.545, 6.727, 5.909, 5.091, 4.273, 3.454,
2.636,1.818, 1) e o= (-10, -9.090, -8.181, -7.273, -6.364, -5.454, -4.545, -3.636, -2.727,
-1.818, -0.909, 0) como iterantes iniciais, que definen unha curva inicial o, ;. que

vemos representada na figura 3.4.

A nosa funcién de coste asociada neste caso ven dada por:

F@ED) =Y V(@wen — 21)® + (e — ue)> (3.33)
k=0
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(0,-10)| % (10, —10)

Figura 3.4: Representacion grafica dos vectores zg e yp que conforman o camifio éptimo da

Proba 1.

Executado o método iterativo no programa main.m obtemos que na primeira ite-
racion o método da por terminado, como podiamos deducir de forma intuitiva, e
verificando asi a boa construciéon do método. Neste caso concreto obtemos un coste

asociado de 13.4536, como podemos observar na figura 3.5.

e R R

Iteracion 1

Coste asociado 13.4536

Condicion de parada (gradiente} 2.269%e-15
Condicion de parada (iterantes consecutivos) O
Condicion de parada (funciin de coste) 0

A iy R R R R R R R R R R R R R R R R R

Figura 3.5: Saida por pantalla do niimero de iteraciéns realizadas, do valor do funcional
de coste asociado 6 camino 6ptimo e do valor da condicién de parada para a Proba 1 en

Matlab.

= Proba 2: camino mais longo

Consideramos A\; = 0 e A2 = 1, con a = (—10,10), tendo de novo a mesma funcion
de coste que no test anterior, (3.33).

Partimos agora de zp = (8.19,6.4,4.6,2.8,1,1,1,1,1,1) e yp = (—10,—10, —10,
—10,-10,-9,-7.2,-5.4,-3.6, —1.8) cuxa curva asociada o s ven representada

na figura 3.6.
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(0,-10)| ? (10, —10)

Figura 3.6: Representacion gréifica da Proba 2 considerando sé o gradiente como condicién

de parada. Sendo o ; 0 camino inicial a minimizar, e oz 7 0 camino 6ptimo.

Imos considerar primeiro un tnico test de parada, o gradiente, e vemos que neste
test o camifio 6ptimo é o mesmo que na probal, e polo tanto o funcional de coste
toma o mesmo valor. Para esta proba o método precisa de un numero superior de

interaciéns ata chegar 6 camino 6ptimo, como podemos observar na figura 3.7.

B R R R R R R R R R Rl R

Iteracion 1760
Coste asociado 13.4536
Condicion de parada (gradiente)} 9.989%5e-05

Figura 3.7: Saida por pantalla da Proba 2 en Matlab s6 considerando o gradiente como

condicién de parada.

Se agora consideramos todos os tests de parada descritos na seccion 3.2.1 (gradiente
nulo, diferencia de iterantes consecutivos e diferencia de coste) obtemos unha ruta
optima distinta, fig. 3.8. Isto débese a que consideramos unha direccién de descenso
d = 0.01 e unha tolerancia tol = 1-107%. Se aumentamos, por exemplo, a direccion de
descenso en d = 0.2 e tomamos tol = 1-1075, o proceso iterativo resolve o problema

en moitas menos iteraciéons e acadando a mesma ruta 6ptima que na fig. 3.6.
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(0, —10) (10, —10)

Figura 3.8: Representacion grafica da Proba 2 xerada en Matlab | considerando todos os

tests de parada.

Neste caso, o proceso iterativo se interrompe antes debido a que se verifica a condicién
de parada asociada a diferencia de funcién de costes entre iterantes consecutivos,
antes que calquera das outras dias. Isto deixa un coste asociado maior que o que se
obtina utilizando unha tnica condicién de parada, fig. 3.9. Cando se trata de un caso

real haberia que entrar a valorar cal dos caminos compensa.

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

Iteracion 1482

Coste asociado 14.5667

Condicion de parada (gradiente) 0.9%287%

Condicion de parada (iterantes consecutivos) 0.0054544
Condicion de parada (funcidn de coste) 6.8735e-05

e o R R R R R R R R R R R R R R R o R R o R R R Rl

Figura 3.9: Saida por pantalla da Proba 2 en Matlab considerando todos os tests de parada.

s Proba 3

Consideramos A\ = Ay = %, para a = (0,10) e 2o = (10, 8.4, 7.3, 6.4, 5.5, 4.6, 3.74,
2.9,2.23,1.7,1.3,1) e yp = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). A nova funcion de

coste asociada ven dada por:

V(@rer — 21)? + (ker — yr)2 (3.34)
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5 5
O C '0'93072,!0 C i O AR 'O-f:l? o
-5 -5

Figura 3.10: Representacion grafica do camino inicial (drch.) e o camino 6ptimo (izq.) da

Proba 2.

Para esta proba imos obter un camino inicial e final totalmente indénticos, fig. 3.10,
pero sen embargo o proceso iterativo realiza un total de 1324 interacciéns ata chegar

6 que considera a ruta 6ptima, como podemos apreciar na figura 3.11.

Estes resultados débense aos erros de precisién que se producen cando aproximamos
a integral da concentracion mediante a regra do trapecio simple (3.12), tema que

trataremos con mais detalle no capitulo seguinte.

e Ry R R R R R R R R R R R R R R R R R Rl R R R R Rl

Iteracion 1324

Coste asociado 128.735

Condicion de parada (gradiente)} 0.095%931

Condicion de parada (iterantes consecutivos) 0.00059572
Condicion de parada (funcion de coste) 9.9523e-05

A R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R i

Figura 3.11: Saida por pantalla da Proba 3 en Matlab considerando todos os tests de

parada.

s Proba 4

Vexamos que sucede co noso método iterativo cando consideramos Ay =1 e Ay = 0.
Tomamos de novo o punto de partida (10, —10) e o camifio mais curto que definimos

na Proba 1.

O funcional de coste para esta proba depende unicamente da concentracion:

[(Z,9) = g(Z,9) = ;0 \/($k+1 — 1)+ (Y1 — yk)Qé [C (ks yk) + C (Tpt1, Yrtr)] -

(3.35)
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R A R o R R R R R o R R A R R R R R R R R Al

Iteracion 100000

Coste asociado 135.0721

Condicion de parada (gradiente) 29.5423

Condicion de parada (iterantes consecutivos) 0.25429
Condicion de parada (funcidm de coste) 0.75565

i i o R A R o R Rl o R R o R R o W

Figura 3.12: Saida por pantalla da Proba 4 en Matlab.

Neste caso 0 noso algoritmo non é capaz de chegar a unha solucién 6ptima en 100.000

iteraciéns posto que ningunha das condiciéns de parada se verifica, fig. 3.12.

Nas probas anteriores xa puidemos comprobar que a pesaren de obter unha ruta 6p-

tima o método iterativo precisa de numerosas iteraciéons para chegar a unha solucion.

3.3.1. Regra de Armijo

En vista da lentitude de converxencia do método imos considerar un cambio na eleccién

do paso de descenso.
No método co que estamos traballando o paso de descenso d vinia dado como unha cons-
tante calqueira positiva, agora utilizaremos a Regra de Armijo 3 para facer unha seleccion

de paso mais precisa.

Fixamos os escalares? §, ved?. Esta regra estd baseada na reducion sucesiva do paso,

escollemos un paso inicial e se non se verifica que

7 (Pol(ah, ") = dV(a*,59))) < Fab,5%) — Ad |9 f(*, )12, (3.36)

o paso redicese, d® = d*~1§. Este proceso se repite ata que o método converxe a unha

solucién 6ptima.

Realizamos de novo as probas descritas no capitulo anterior sobre o novo programa e

comparamos entre ambos métodos na seguinte taboa:

3 A nova eleccion de paso estd descrita no arquivo Armijo.m que atopamos no Anexo.
4
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Proba 2 Proba 3 Proba 4
Primitivo | Armijo | Primitivo | Armijo | Primitivo | Armijo
Iteracion 457 314 1324 675 nitmax 38
Tempo 2.25 s 2.22 s 6.678 s 4.11s | 421.2686 s | 0.5698 s
Coste 13.454 13.458 128.735 110.13 135.0721 90.0124

41

Observamos que claramente a nova elecciéon do paso mellora o método de forma moi

eficiente.

3.3.2.

A funcién fmincon

Visto que o0 noso algoritmo ten algunhas deficiencias con respecto aos tempos de conver-

xencia, imos considerar outras alternativas para a resoluciéon do problema de minimizacién

sobre o que estamos traballando.

O propio programa Matlab posiie ferramentas para resolucién de problemas de mini-

mizaciéon. No noso caso a que mais se axusta ao noso problema é a funcién fmincon.m, e

coa que faremos unha pequena comparacion.

A funcion fmincon ten as seguintes variables de entrada:

fun: Funcién obxectivo que queremos minimizar.

20: Vector semilla.

A: Matriz asociada as restriciéons de desigualdade.

b: Segundo membro asociado as restriciéns de desigualdade.

Aeq: Matriz asociada as restricions de igualdade.

beq: Segundo membro asociado as restricions lineais.

lb: Cotas inferiores &s que esté restrinxida a solucion.

ub: Cotas inferiores 4s que esté restrinxida a solucién.

nonlcon: Restricions non lineais de desigualdade.

options: Diversas opciéns da propia fmincon que permiten a elecciéon do algoritmo de

minimizacién.

Esta preparado para resolver problemas de minimizacién con restricions de varios tipos,

Az <B
Aeq - x = beq

Ib<zxz<ub

restricién lineal de desigualdade,

restricién lineal de igualdade,

acotaciéon superior e inferior da solucion.
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En options temos a posibilidade de escoller entre varios algoritmos para realizar o
proceso de minimizacion:

interior-point: Algoritmo de puntos interiores

trust-region-reflective: Algoritmo de confianza-rexion-reflexivo

sqp: Programacién cadrética secuencial

active-set: Algoritmo do conxunto activo

Exliquemos brevemente o funcionamento dos algoritmos [9]:

= Algoritmo de Puntos Interiores

Para un problema de minimizacién tal que:

min f(x)
suxeito a h(zx) =0 (3.37)
g(x) <0,

construimos un problema aproximado

min fulz,s) = min f(x) — MZ In(s:)

suxeito a h(z) = 0 (3.38)
g(x) +s=0
si >0 V.

Como p tende a cero o minimo da funcién aproximada f,, debe aproximarse ao

minimo de f. Definimos E In(s;) como a funcion barreira.
i

O algoritmo intenta en cada iteracion a diminuciéon da que se define como “funciéon

de mérito”,
fu(,s) +v|(h(z), g(x) + 5)]|. (3.39)

Utiliza dous pasos distintos para este proceso, un por defecto, paso directo, e outro
para cando non se produce unha diminucién da funcién de mérito, paso do gradiente

conxugado. O algoritmo tamén rechaza unha solucién que devolva un Nan ou un
INF.

= Algoritmo de confianza-rexiéon-reflexivo

Este tipo de método esta baseado no concepto de rexion de confianza. A idea principal
consiste en aproximar a funciéon f a optimizar por unha funciéon méis simple, ¢, que
describa o comportamento de f nun entorno de z, sendo este entorno o que se conece

por rexion de confianza.
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Esta idea deriva nun problema de minimizaciéon da rexiéon de confianza, IV, é dicir
msl'n {q(s), se N}. (3.40)
A funcién fmincon define a rexion de confianza tal que
min {%STHS + STVS, |Ds| < A} , (3.41)

sendo H a matriz Hessiana, D unha matriz de escalamento diagonal e A un escalar
positivo que determina a dimensién da rexién de confianza.
O proceso iterativo se actualiza cando f(z + s) < f(z), se non, reducimos a rexion
de confianza reaxustando A.
= Algoritmo do conxunto activo
Neste algoritmo partimos de un problema de optimizacion tal que
min f(z)
x
suxeito a  G;(x)

0, i=1,..,me (3.42)

Gi(x) <0, i=me+1,...,m,

sendo G(x) unha funcién vectorial que devolve as restricions. Engadimos a maiores
como condiciéns necesarias para a optimizacion as conecidas como ecuaciéons KKT
(Karush-Kuhn-Tucker):

Vi) + > Ai-VGi(z) = 0 (3.43)
=1

)‘i . Gl(l‘) == 0, 1= 1, cee s Mg (344.)

ANi <0, i=me+1,...,m, (3.45)

sendo A; os multiplicadores de Lagrange.

A idea principal de este algoritmo é a formulaciéon dun subproblema de programaciéon

cadréatica baseado nunha aproximaciéon cadratica da funcién de Lagrange,

L(z,\) = f(x) + > i~ Vif(). (3.46)
i=1
Este subproblema ven dado como:
) 1
min 5@ Hd + (f(zx))"d
suxeito a (Vif(zp))Td+ Vif(zp) =0 i=1, ... ,me (3.47)

(Vif(l‘k))Td + Vif(zr) <0 i=me+1, ... ,m.
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= Algoritmo sqgp

Este algoritmo segue a mesma estrutura que o algoritmo active-set pero alberga

unhas pequenas diferencias:

1. Na funcién fmincon o algoritmo sgp pode intentar un paso que “falle”. Antes de
obter un INF, un Nan ou valor complexo o algoritmo intenta dar un paso mais

pequeno.

2. Rutinas de Aalxebra lineal refactorizadas: son mais eficientes en memoria e en

velocidade.

3. Rutinas de viabilidade reformuladas: poden ralentizar a solucién ao requirir mais

evoluciéns das funciéns de restricion non lineais.

O algoritmo interior-point é o que ven por defecto e é o que usaremos neste traballo
posto que da mellores resultados. Cabe destacar que o resto de algoritmos funcionan sobre
o problema de minimizacién que intentamos resolver, pero algins como o sgp ou active-set
chegan 4 solucién moi lentamente ou devolven caminos de dubidosa utilidade. Todo isto se

comentara de con maéis detalle mais adiante neste propio capitulo e no seguinte.

Procedemos agora a realizar co programa fminconp.m as mesmas probas que para o
noso algoritmo, e obtemos:
= Proba 1

Para Ay = 0 e A2 = 1, partindo de novo desde o camino mais curto entre o punto
final (1,0) e o punto de inicio (10, —10).

Optimization completed because at the initial point, the objective function is non-decreasing
in feasible directions to within the default wvalue of the optimality tolerance, and

constraints are satisfied to within the default value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

First-order Norm of
Iter F-count £ {x) Feasibility optimality step
a 1 1.345362e401 0.000e4+00 T7.414e-16

Initial point is a local minimum that satisfies the constraints.

Figura 3.13: Saida por pantalla da Proba 1 en Matlab utilizando a funcién fmincon.

Como caberia esperar, na primeira iteraciéon o algoritmo da por finalizado o proce-
so determinando que o camino inicial é o 6ptimo. Observamos tamén que o coste

asociado é o mesmo que obtivemos co anterior algoritmo.
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Fosicion eje y (m)

Conentracion de agente quimico (kg/m 3}

Posicion eje x (m)

Figura 3.14: Representacion da ruta éptima para a Proba 1 sobre o grafico de concentra-

cions.

= Proba 2

Tomando os mesmos lambdas da Proba 1, e partindo esta vez do camifio mais longo
entre (1,0) e (10,—10), obtemos a mesma solucién que co algoritmo desenrolado

anteriormente.

Posicion ejey (m)

Conerntracion de agente quimico (kg/m 3}
Posicion ejey (

2 4 6 8 10
Posicion eje x (m) Posicion eje x (m)
(a) Camino inicial (b) Camino 6ptimo

Figura 3.15: Representacion grafica da Proba 2.

Para estas daas primeiras probas o problema de optimizacién da ruta éptima redicese

a un problema de minimizacién de distancia que s6 vai depender dos valores que tomemos

Conerntracion de agente quimico (kg/m 3}
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para o punto de saida a = (xg,yp) e o punto final do camino b = (z,,¥y,), sendo a ruta

6ptima a recta que une ambos puntos, independentemente da eleccién do camino inicial,

oz,7(t) = (x0,50) + t((n,yn) — (w0,50)), t€[0,1]. (3.48)

Posicion eje y (m)
Posicion eje y (m)

Posicion eje x (m) Posicion eje x (m)

(a) Saindo desde o (10, —10). (b) Saindo desde o (10, 10).

Fosicion ejey (m)
Caonentracion de agente guimica (kg/m 3}

Posicion eje x (m)

(c) Saindo desde o (10, 0).

Figura 3.16: Representacion grafica do camino 6ptimo para A; = 0 e A2 = 1 con (1,0)
punto final e (0,0) punto fonte. Con K = 1-102.

Conentracion de agente guimico (kg/m 3}
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= Proba 3
Con A\; = A2 = 1 e tomando o camifio méis curto entre o punto (1,0) e (10,0).

Igual que co outro algoritmo, debido 6s problemas de precisiéon que provoca a apro-
ximacién da integral da concentracion, se realizan varias iteraciéns para atopar unha

“solucion dptima’.

De novo observamos que o propio camifo incial é o 6ptimo nesta proba.

140

]
S

=] -
=1 =]
=1

Posicion eje y (m)
[=2]

=
S
Conentracion de agente quimico (kg/m 3}
Posicion eje y (

20

2 4 6 8 10
Posicion eje x (m) Posicion eje x (m)

a) Camino inicial b) Camino 6ptimo
(a) P

Figura 3.17: Representacion grafica da Proba 3.

= Proba 4

Tomamos Ay =1 e Ao = 0 para o camino incial da Proba 1.

Ao contrario que co anterior algoritmo, a funciéon fmincon é capaz de atopar unha

solucion en 85 iteracions, como podemos observar na figura 3.18.

O camino 6ptimo ten asociado neste caso un funcional de coste de 121.8172.

Conentracion de agente quimico (kg/m 3}
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Posicion eje y (m)
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Conentracion de agente quimico [kg.-'mz}
Fosicion eje y (

2 4 & 8 10
Posicion eje x (m) Posicion eje x (m)
(a) Camifio inicial (b) Camino 6ptimo

Figura 3.18: Representacion grafica da Proba 4.

Podemos realizar esta mesma proba partindo desde puntos do dominio que conside-
ramos significativos, e asi analizar con mais detalle a elecciéon de ruta éptima que fai

o algoritmo.

Lembremos que partimos dos valores: K = 10[m/s], Q = 1-10*[kg - s7'],u =
10[m/s], H = 2[m], Href = 1.62[m], en = 10.

Nesta alternativa temos unha nube de concentraciéon na forma maéis estandar de

campana de Gauss sobre o dominio.

Analizando o punto de saida, (xg,yp), sen ter en conta o camino inicial, observamos
que se o punto inicial estd por debaixo do punto fonte o método escolle un camifio por
debaixo da nube de contaminaciéon e & altura da posicién do punto fonte redirixe a
ruta directamente ata arriba e asi minimizar a exposicién ao axente quimico. Ocorre

de forma andloga se o punto inicial estd por enriba do punto fonte.

Sen embargo, se saimos desde un punto & mesma altura que o punto fonte a ruta
Optima vai ser a recta que une o punto de saida co punto fonte. De novo estamos

ante os problemas de aproximacion que comentaremos no capitulo seguinte.

Comparando os costes asociados que obtemos partindo desde distintos puntos do
dominio se observa que saindo desde a mesma altura o coste e moito maior, f(Z,y) =
248.087, ao contrario que se variamos a posicién, tanto por enriba como por debaixo,

f(Z,7) = 134.653.

Conentracion de agente quimico (kg/m 3}
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Posicion eje y (m)
Posicion eje y (m)

Posicion eje x (m) Posicion eje x (m)

(a) Saindo desde o (10, —10) (b) Saindo desde o (10, 10)

(m)

Posicion eje y

Conentracion de agente quimico (kg/m 3}

Posicion eje x (m)

(c) Saindo desde o (10, 0)

Figura 3.19: Representacion grafica do camino optimo para A} = 1 e Ao = 0 con (1,0)
punto final e (0,0) punto fonte. Con K = 10.

Modificamos agora o valor da constante de difusién que pasara a ser K = 1-102. Isto

provoca un ancheamento da campa de Gauss sobre o dominio.

Neste caso saindo desde un punto por enriba ou por debaixo do punto fonte o ca-
mino Optimo resulta ser aquel que intenta entrar o mais de fronte posible & nube
de concentracion. Por iso cando partimos desde a mesma altura entra totalmente de

fronte.

Ao contrario que para K = 10, agora o coste é menor se partimos desde a mesma

Conentracion de agente quimico (kg/m 3}
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altura, f(Z,7) = 34.69, que se partimos desde calquera das outras, f(¥,7) = 43.98.

E E
> 2 ;N
L P
[i¥] 1 [i¥]
g ° -
Ig 2 | Ig
o 8
o T
+ 4
. s
-8
10
Posicion eje x (m) Posicion eje x (m)
(a) Saindo desde o (10, —10). (b) Saindo desde o (10, 10).
E
£
€ :
> =
D o
o t
5 g
3] 3
@ c
&
£
o
5
Q

Posicion eje x (m)

(c) Saindo desde o (10, 0).

Figura 3.20: Representacion grafica do camino 6ptimo para Ay = 1 e A2 = 0 con (1,0)
punto final e (0,0) punto fonte. Con K = 1-102.

Con respecto a Proba 4 debemos destacar que a funcién fmincon non pode xestionar
o aumento do numero de puntos que utilizamos no método iterativo. Imos ver un exemplo

claro de este problema a continuacién.

Para A\; =1 e A2 = 0 na proba 4, se utilizamos un ntimero de nodos moi alto, n = 100,

obtemos unha solucién estrana, figuras 3.21 e 3.22, posto que ao s6 facer depender a

Conentracion de agente quimico (kg.-'m3}
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funcién de coste do valor de concentracion, temos de novo os problemas de precision pola
aproximacion do trapecio simple. Asi pois, para poder resolver o problema de minimizacion
utilizando fmincon debemos facer unha reduciéon de nodos considerable se queremos obter
unha solucién 6ptima con sentido.

Poderiamos considerar que a solucion obtida polo algoritmo trust-region-reflective é “vé-
lida”, pero temos que ter en conta que o proceso de céalculo realizouse en 855.778 s, un
tempo superior ao que precisaron o resto de algoritmos para atopar unha “ruta 6ptima’.
Destacamos tamén que o algoritmo active-set non foi quen de acadar unha solucién, posto

que a metade de proceso devolve valores de tipo NaN.

= T 85
= =
£ &
@ [F])

= = k)
9 e
2 =
w 2]
[=] [=]

o o 95

-10

-10.5

06 0.8 1 12 14 16 18 2
Posicion eje x (m) Posicion eje x (m)
(a) Algoritmo sgp. (b) Zoom sobre o a ruta obtida polo algorimo sgp.

Figura 3.21: Representaciéon grafica xerada por Matlab da Proba 4 utilizando fmincon.

Para 100 nodos e A\; = 1, Ay = 0 utilizando o algoritmo sg¢p.

Por outra banda, conservando o nimero de nodos, se modificamos o valor das lambdas
de tal forma que para A; o seu valor estea preto de 1, obtemos que atopa unha solucién
6ptima de forma rapida para o método sgp, e que atopa unha ruta moi semellante a4 anterior
para o algoritmotrust-region-reflective, como podemos observar na figura 3.23. O método
de puntos interiores contintia obtendo resultados estranios e o algoritmo active-set segue

sen poder chegar a unha ruta 6ptima.

En vista destos resultados podemos seleccionar o algoritmo trust-region-reflective como
o mais indicado neste exemplo. Pero consideramos que ante un alto niimero de nodos,
sempre que ningtn dos lambdas alcance o valor maximo de 1, o algoritmo sqp responde de

mellor forma que ningin outro.

Conentracion de agente guimico (kg/m 3}
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Posicion eje y (m)

|
-]

Posicion eje x (m)

(a) Algorimo de puntos interiores.
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Posicion eje y (m)

Posicion eje x (m)

(b) Algoritmo de confianza-rexién-reflexivo.

Figura 3.22: Representacion grafica xerada por Matlab da Proba 4 utilizando fmincon.

Para 100 nodos e \; =1, Ao = 0.

)

Fosicion eje y (m

!
@

Posicion eje x (m)

m)

Posicion ejey (

o

!
@

Posicion eje x (m)

(a) Algoritmo sgp. Coste asociado de 121.35 e (b) Algoritmo trust-region-reflective. Coste aso-
ciado de 159.613 e tempo de calculo, 837.22 s.

tempo de caculo, 14.25 s.

Figura 3.23: Representacion grafica xerada por Matlab da Proba 4 utilizando fmincon.

Para 100 nodos e A\; = 0.9, Ao = 0.1.

Conentracion de agente quimico (kg/m 3}

Conentracion de agente quimico (kg/m 3}
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3.3.3. Comparacién de Métodos

Podemos facer unha tdboa comparativa bastante esclarecedora sobre que método numé-
rico dos que se trataron no Capitulo 3 € moito mais util para a resolucién do noso problema
de minimizacion, baseAndonos nos resultados obtidos nas probas correspondentes.

Lembramos que estamos realizando as probas tomando K = 10[m/s], @ = 1-10* [kg -
s7Y, u=10[m/s], H = 2[m], Href = 1.62[m], en = 10.

Proba 2 Proba 3 Proba 4
Primitivo* | fmincon | Primitivo | fmincon | Primitivo*™ | fmincon
Iteraciéon 457 24 1324 42 nitmax 70
Tempo 2.25 s 1.14 s 6.678 s 3.18 s 421.2686 s 1.13 s
Coste 13.454 13.454 128.735 | 128.544 135.0721 134.658
Taboa 3.3

*1 Debemos ter en conta as modificaciéons no valor do paso e da tolerancia que explicamos
na seccién anterior.
*2 Resultados obtidos para nitmax = 100000 que non se corresponden coa solucién 6ptima.

Analizaremos estes resultados no capitulo seguinte.
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Capitulo 4
Conclusions

Neste capitulo resumiremos os resultados que obtivemos, poniendo en valor aquelas
cuestions que, ao noso xuizo, suponen aportes positivos e sendo criticos con aquelas cues-
tiéns non tan boas. No caso relativo as deficiencias se exponeran todos os problemas que
nos atopamos despois de realizar as probas numéricas tanto do noso algoritmo como do
algoritmo proporcionado por MATLAB. Exponeremos os posibles motivos polos que se

producen e daremos algunha solucién factible.

4.1. Resultados

Lembremos que o método do gradiente conxugado para o noso problema de minimiza-

cion vina dado por

- n+1 —7n+1
Y

(7 )= Po(@"y") — avi@n.gm), (4.1)

-

con 7/ = (T1,.yn) ey = (y1,...,yn). Para d paso fixo, d € R™.

Debemos destacar ante todo que o algoritmo primitivo desde a stia simplicidade pode
chegar a competir cos resultados obtidos con fmincon ainda que, como puidemos observar
na taboa 3.3, para casos mais complexos queda un paso por detrds. A funcién fmincon
non so realiza o proceso iterativo en moitos menos pasos, senén que ademais iguala ou

mellora o coste asociado & ruta 6ptima en cada unha das probas.

Sen embargo, cando realizamos o cambio de eleccién do paso mediante a Regra de Ar-
mijo o método converxe con mais rapidez, e mesmo “supera’”, hipoteticamente, os resultados

obtidos pola funcién fmincon, como podemos observar na seguinte téaboa.

95
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Proba 2 Proba 3 Proba 4
Armijo | fmincon | Armijo | fmincon | Armijo | fmincon
Iteracion 314 24 675 42 38 70
Tempo 2.22 s 1.14 s 4.11 s 3.18s | 0.5698 s | 1.13 s
Coste 13.458 13.454 110.13 | 128.544 90.012 134.658
Taboa 4.1

Con respecto aos resultados obtidos empregando a funcién fmincon se consideramos
que a funcion de coste depende tanto da contaminacién como da distancia total percorrida,
i,e A1 #0 e A2 # 0, e analizando as figuras 3.19 e 3.20 podemos deducir o seguinte.
Canto mais ancho sexa o “penacho”de contaminacion, fig. 3.20, mais compensa tomar un
punto de saida & mesma altura do punto fonte. Mentres que se temos o caso contrario, fig.
3.19, o camino 6ptimo serd aquel que parta dunha altura distinta do punto fonte e rodee

o maximo tempo posible a nube de contaminacién antes da stia entrada.

4.2. Problemas basicos do Algoritmo Primitivo

No proceso de construcién do método de resolucion os criterios de parada que escolli-
mos son os mais simples que poderiamos tomar. Esto inflie directamente no ntumero de

iteraciéns que precisa o método para converxer a unha solucién 6ptima.

Como puidemos comprobar nas probas realizas no capitulo anterior sobre o algoritmo,
este precisa como minimo un total de 1000 iteraciéns antes de acadar a ruta final. Desta-
caremos sobre todo a Proba 4, para a cal non foi quen de acadar unha solucién antes das
100.000 iteraciéons. Podemos considerar varias maneiras posibles para solucionalo: cambiar
a eleccion do paso (empregando a Regra de Armijo), aumentar o niimero de puntos ou

mellorar a formula de cuadratura. Analicemos mais a fondo a ultima opcion.

No Capitulo 3, no proceso de célculo da funcién de coste, realizamos unha aproxima-
cion mediante a Regra do Trapecio Simple, (3.12). Isto ocasiona uns pequenos erros de
aproximacién que podemos apreciar na Proba 2 para ambos algoritmos, tanto no primi-
tivo, como na funcién fmincon. Observamos que o algoritmo realiza o proceso iterativo

ininterrompidamente a pesaren de que a ruta inicial e a 6ptima son a mesma.

A Regra do Trapecio Simple, como xa vimos, consiste en aproximar o valor dunha
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integral definida da seguinte forma.

Sexa f funcion definida nun intervalo [a, b], a integral / f pode aproximarse por

/ab [f (a) + M(w —~ a)} dz, de tal forma que

b—a
/f e 0 oy [OES0) w2

Para que a Regra do Trapecio Simple non cometa ningtn erro de aproximacion a funciéon f
deberia ser lineal. No noso caso f é a funcion concentracion, C(z,y) (3.7), que claramente

non é lineal®.

Figura 4.1: Representacion grafica da aproximacion da area baixo a curva mediante a Regra

do Trapecio Simple

Para que a aproximacion da integral sexa mais precisa poderiamos mellorar a férmula
de cuadratura (trapecios composto) ou considerar outras opcions a partir das formulas de

Newton-Cotes|19]:

= Regra de Simpson.

con m = CLT‘H’.

= Regra de Newton

/abf(:c)da: ~

'Unha funcién real f dise lineal se pode expresarse como: f(x) = mz + b, con m, b € R

a [f(a,)+3f (2“;1’) " (‘”jb) +f(b)] (4




58 CAPITULO 4. CONCLUSIONS

4.3. Problemas coa funcion fmincon: resultados erréneos

A funcion fmincon proporcionada por MATLAB para a resolucion de problemas de
minimizacién non esta exenta de pequenas deficiencias no momento de calculo da solucién
6ptima para o noso problema da ruta 6ptima. Debemos ter en conta que os algoritmos
tefien por defecto un nimero méaximo de iteraciéns e un méximo de puntos que pode
avaliar sobre a funcién obxectivo, estes parametros teran que ser os apropiados para poder

acadar unha solucién do problema de optimizacion.

Neste caso non podemos modificar nada relativo 6 algoritmo iterativo, polo que as
soluciéns pasan unicamente por modificar os datos de partida, como a variaciéon do niimero
de puntos, nodos... Non podemos esquecer que, de novo, a funcién vese afectada polos erros

de aproximacién da férmula de cuadratura escollida.

Lembremos que no caso de que a funcién de coste dependa altamente da concentra-
cion, se consideramos un alto ntimero de nodos, o algoritmo delvolve unha solucién pouco
realista, fig. 3.21b. A reducion do numero de nodos limita a precision coa que se pode obter
o camino, polo que fai de esta deficiencia un aspecto a ter en conta antes da eleccion de

fmincon como método de resolucion.



Capitulo 5

Linas futuras

Ponendo o punto de mira en como actualizar e mellorar o método de determinacion da
ruta 6ptima para afinar a sta precision, e os tempos de converxencia, expofieremos neste

capitulo varias alternativas que se poden examinar.

En primeira instancia debe considerarse mellorar a aproximacion en dias dimensions do
problema tratado neste traballo. Facendo uso de distintas formulas de cuadratura para afi-
nar na aproximaciéon da integral da concentraciéon e definindo quizais unha parametrizacién

distinta da curva que tomamos como ruta inicial.

O modelo Gaussian Plume € o que se considera un modelo estacionario, xa que estimamos
que o punto fonte emite de forma continua e a unha velocidade constante, entén poderiamos
apreciar tamén a posibilidade substituir este modelo por outro de tipo evolutivo, como
o Gaussian Puff. Este modelo estd baseado nunha ecuacion de Difusion-Adveccion que
depende do tempo, posto que acepta considerar que as emisions desde o punto fonte poden

sucederse nun intervalo de tempo, de forma intermitente ou de forma variable no tempo.

A segunda alternativa de estudo pode ser propor o problema en tres dimensiéns. As-
pectos a ter en conta neste caso: o terreo non ten por que ser chan, o dominio non é
finito, e as hipdteses para atopar a solucién particular non son véalidas, por exemplo, en
escenarios urbanos. Para esta clase de escenarios, é preciso empregar o modelo baseado na
ecuacion en derivadas parciais (1.6), o cal supén unha complexidade engadida xa que, en
xeral, non disponemos de solucién explicita. Esta clase de problemas de optimizacién para
os cales temos que resolver unha ecuacién en derivadas parciais para avaliar o funcional
de coste, enmarcanse dentro da teoria dos problemas de control 6ptimo (ver por exemplo,

a referencia [8]). Que dubida cabe, que ao non dispor dunha solucién exacta do modelo,

29
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necesitamos aproximala dalgunha maneira. Dita aproximacién pddese levar a cabo, por

exemplo, empregando o método dos elementos finitos (ver, por exemplo, [20]) .

Por ultimo debemos estar abertos a posibilidade de empregar estas técnicas en outros
contextos para resolver outro tipo de problemas fisicos. Un exemplo de este tipo poderia

ser o proceso de construir unha ruta de escape en caso de incendios.
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Anexo A

Método do Gradiente Conxugado

con Proxecciéon Ortogonal

Funcién de calculo da concentracion, C(x,y)

DB 5 4 K KA KKK KA KKK KK KA KKK KA KK KA A KKK KA KKK KK KA KKK KA KKK KK KA KKK KA KA KA KK
% Autora: Eva Miranda Barreiro

% Nome da funcion: conc

% Descripcion: calculo da concentracion asociada a solucion do

% modelo Gaussian Plume para z=Href

P ok ke ke kKKK KK IR K KK I I IR KKK KKK IR AR KRR KK I I A AR KKK KK I IR KKK KKK IR KKK K

% z=Href, sendo Href a altura minima exzisida para os bombeiros

% tanto en mulleres como en homes.

function C=conc(x,y)

% Declaracion de wariables

; global Q K u H Href

C=(Q/ (4 pi*Ksx) ) xexp((—uxy~2) /(4*Kxx) ) *(exp((—ux(Href-H) ~2) /(4«Kxx)) +...
exp((—ux(Href+H) ~2) /(4xKxx)));

end

Funcién de calculo do gradiente da funcién concentracién, VC(x,y)

TG K KKK KKK KKK KK KKK KKK KKK AR AR K KA KK KKK KA KK KA KKK KK KK KK KA KKK KA KK
% Autora: Eva Miranda Barreiro

% Nome da funcion: gradconc

% Descripcion: calculo do gradiente da concentracion

I TTTTTTTTTTTITTITIITTTITI
% z=Href
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o function Gc=gradconc(x,y)

10 % Declaramos as wvariables

11 global Q H u K Href

12 % Construimos o vector gradiente

13 Ge=zeros (1,2);

14 % Primeira componente

15 Ge(1)=(Qrexp(—(u*xy~2)/(4*Kxx) ) * ((uxexp(—(ux(H — Href) "2)/(4xKxx)) *...
16 (H — Href)"2)/(4xK%x"2) + (uxexp(—(ux(H + Href)"2)/(4xKxx)) ...

17 (H + Href)"2)/(4xKxx"2))) /(4*Ksxxpi) — (Qrexp(—(u*y~2)/(4xKxx)) ...
18 (exp(—(ux(H + Href)"2)/(4xKxx)) + exp(—(u*x(H — Href)~2)/(4xKxx)) ...
19 )) /(4%Ksx"2xpi) + (Qruxy 2xexp(—(uxy~2)/(4xKxx)) ...

20 (exp(—(ux(H + Href)"2)/(4xKxx)) + exp(—(ux(H — Href) ~2)/(4xKxx))) ...
21 ) /(16%K~2xx"3xpi) ;

22 % Segunda componente
23 Ge(2)=—(Qxruxyxexp(—(uxy~2)/(4*Kxx) ) *(exp(—(ux(H + Href) 2)/(4xKsx)) +...
24 exp(—(ux(H — Href)"2)/(4xKxx)))) /(8K 2%x"2xpi);

25 end

—Lo L2}

Representacion grafica da concentracion sobre o dominio Q = [0, L] x [ 22 5

P ok k ko dk k kXK KKK IR AR RK KK IR AR K KK IR AR KRR KKK I AN KKK KK I IR KKK KKK KRR KKK K

% Autor: Eva Miranda Barreiro

w

% Nombre del script: pinta

% Descripcion: Realiza unha grafica da dispersion do contaminante

'S

%<*************************2l<*****************************************

7 clear all;

s format long e;

10 % Declaramos as variables globais

11 global K % Coeficiente de difusion

12 global Q % Termino fonte

13 global u % Velocidade do wento

11 global H % Altura do punto de descarga

15 global Href % Altura de referemcia para o calculo do coste

17 % Asignamos walores
18 K=1.el;

19 Q=1.e4;

20 u=10;

21 H=2;

22 Href=1.62;

N

% Definimos os valores para a representacion



o=
25

26

or
27

28

29

30

31

%]

N
[

N=20; % Numero de divisions na malla

IMAX=10; % Dimension do dominio

% Xeramos a malla
[xx,yy] = meshgrid(linspace (0.5 ,LMAX N) ,linspace(—LMAX,LMAX,2xN)) ;

% Calculamos a concentracion nos nodos do mallado
cc—(Q./(4xpixKxxx)).xexp((—uxyy."2)./(4xKxxx)).*(exp((—u*x(Href—H) ~2)./(4%Kx
xx)) ...
+exp((—ux(Href+H) ~2)./(4xKxxx)));

% Realizamos a representacion grafica
[cs,ch] = contourf(xx,yy,cc);
colormap jet

clabel(cs)

xlabel ('Posicion eje x (m)’)

ylabel(’'Posicion eje y (m)’)

¢ = colorbar;

c.Label.String — ’Conentracion de agente quimico (kg/m~3)’;
grid on

Funcién de calculo do funcional de coste, f(x,y)

TG K KKK KKK KKK KKK KKK KKK KK KKK KKK A KK KK KKK KKK KA KK KKK KK KKK KKK KKK KK KKK K
% Autora: Eva Miranda Barreiro

% Nome da funcion: funcoste

% Descripcion : funcion de coste a minimizar

%(*******************************************************************
function F=funcoste (x,y)

% Declaracion de wvariables globais
global lambdal lambda2 n

% Creamos unha matriz nzl, C, de concentracions
% en cada parella (z,y)
C=zeros(n+2,1);
for i=1:n+2
C(i)=cone (x(i),¥(1));

7 end

% Inicializamos a variable de saida

F=0.0;

% Calculamos a funcion de coste
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23 for i=1in+1 % Calculamos a derivada parcial con respecto ao punto z(i+1)

% Calculamos a distancia entre o punto (z(i),y(i)) e (z(i+1),y(i+1))
li=sqrt ((x(i+1)—x(i)) " 2+(y(i+1)—y(i))"2);

% Calculamos a aportacion da concentracion sobre a curva
F=F+lambdal*(1/2) %(C(1)+C(i+1))*1i;
% Calculamos a aportacion da distancia total da curva
F—F+lambda2x1i ;

end

end

Funcién de calculo do gradiente da funcién de coste, Vf(x,y)

%********************—***********************************************
% Autora: Eva Miranda Barreiro

% Nome da funcion: gradfuncoste

% Descripcion: gradiente da funcion de coste

Qo sk 5 sk ok KKK KKK KKK KK R KKK KKK KKK KRR K KKK KKK KKK KRR KKK KKK KKK KKK AR
function Gf=gradfuncoste (x,y)

% Declaracion de variables globais
global lambdal lambda2 n

% Creamos o vector columna gradiente

3 Gf=zeros(2#*n,1);

% Creamos unha matriz nz2, GC, que contena o gradiente de concentracin en
% cada parella (z,y)
GC=zeros(n,2) ;
for i=1:n
GC(1i,:)=gradconc (x(i+1),y(i+1));

end

% Creamos unha matriz nX1, C, que contena a concentracion en cada parella

%(z,y)

C=zeros(n+2,1);

for i=1:n+2
C(i)=conc(x(i),y(i));

27 end

% Engadimos as componentes a Gf

for i=1:n % Calculamos a derivada parcial con respecto ao punto z(1+1)
% Calculamos a distancia entre o punto (z(i),y(i)) e (z(i+1),y(i+1))
li=sqrt ((x(i+1)—x(i)) " 2+(y(i+1)—y(i))"2);



end

> end

% Calculamos a distancia entre o punto (z(i+1),y(i+1)) e

% (x(i+2),y(i+2))

lipl=sqrt ((x(i+2)—x(i+1)) " 2+(y(i+2)—y(i+1))"2);

% Calculamos a derivada da distancia entre o punto (z(i),y(i)) e
%o punto (z(i+1),y(i+1)), con respecto z(i+1)
lixipl=(x(i+1)—x(i))/li;

% Calculamos a derivada da distancia entre o punto (z(i),y(i)) e
%o punto (z(i+1),y(i+1)), con respecto y(i+1)
liyipl=(y(i+1)=y(i))/1i;

% Calculamos a derivada da distancia entre o punto (z(i+1),y(i+1))
%e o punto (z(i+2),y(i+2)), con respecto a z(i+1)
liplxipl=—(x(i+2)—-x(i+1))/lipl;

% Calculamos a derivada da distancia entre o punto (z(i+1),y(i+1))
%e o punto (z(i+2),y(1+2)), con respecto a y(i+1)
liplyipl=—(y(i+2)-y(i+1))/lipl;

% Calculamos a componente i do gradiente
Gf(i)=lambdal«(1/2)*(GC(i,1)=*1i...
+GC(i,1)*1lipl ...
+(C(1)+C(i+1))=*lixipl ...
+(C(i+1)+C(i+2))*liplxipl) ...
+lambda2«(lixipl+liplxipl);
% Calculamos a componente n+i do gradiente
Gf(i+n)=lambdal*(1/2)*(GC(i,2)=*1i ...
+GC(i,2)*lipl ...
+(C(i1)+C(i+1))*liyipl ...
+(C(i+1)4C(i+2))*liplyipl) ...
+lambda2=(liyipl+liplyipl);

—~ ~ o~

Test para verificar a definicién da funcién conc.m

T ok ke ke k k kXK KKK I IR KKK IR AR KKK KKK I IR K KR KKK IR AN KKK KKK IR KKK KK KRR AR KKK

% Autora: Eva Miranda Barreiro

% Descripcion: test para wverificar a boa definicion da funcion

% concentracion , conc.m

%<>k>k>k>k>k>k>k***>I<****2l<****2l<****2l<****2l<************************************

% Cambiamos a precision para os calculos

clear all;

format long e;

% Declaramos as wvariables globais
global K % Coeficiente de difusion
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3 global Q % Termino fonte

global u % Velocidade do wvento

5 global H % Altura do punto de descarga

global Href % Altura de referencia para o calculo do coste
global lambdal % Coeficiente asociado a concentracion mo coste
global lambda2 % Coeficiente asociado a distancia no coste

global ndeltac

% Asignamos valores
K=1.el;

3 Q=1.e4;

u=10;

H=10;
Href=1.62;
lambdal=1/2;
lambda2=1/2;

% Xeramos un wvector cos incrementos
ndeltac=10;
deltac—zeros(ndeltac ,1);
for i—=1:ndeltac
deltac(i)=(0.1)"1;

end

% Declaramos unha tabla para almacenar os resultados
RESULTADOS=zeros (ndeltac ,6) ;

% Calculamos o gradiente no punto e a concentracion no (5,5)

xp=[5,5];

> gerll=gradconc(xp(1l) ,xp(2));

crll=conc(xp(1l) ,xp(2));

gcall—zeros(size(gcrll));

% Realizamos un bucle nos delta

7 for i—1:ndeltac

% Imprimimos informacion por pantalla

disp ([ 'Calculamos la fila ’ ,num2str(i)])

% Aprozimamos o valor do gradiente empleando diferencias finitas
gcall(1l)=(conc(xp(l)+deltac(i),xp(2))—crll)/deltac(i);

gcall (2)=(conc(xp(1l) ,xp(2)+deltac(i))—crll)/deltac(i);

% Almacenamos cada fila na matriz RESULTADOS
RESULTADOS(i,1)=deltac(i); % delta

RESULTADOS(i,2)=gcall(1); % gradiente de concentracion aprozimado =z
RESULTADOS(i,3)=gcall(2); % gradiente de concentracion aprozimado y
RESULTADOS(i ,4)=gcrll1(1); % gradiente de concentracion real z
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RESULTADOS(i ,5)=gcrll1(2); % gradiente de concentracion real y
RESULTADOS(i ,6)=sqrt ((gcall (1)—gecrll(1))=*(gcall(1)—gerll (1)) +...
(gcall(2)—gerl1(2))=*(gcall(2)—gecrll(2))); % diferencia

end

% Graficamos os erros
plot (RESULTADOS(: ,1) ,RESULTADOS(: ,6) , %) ;

Test para verificar a definicién da funcién funcoste.m

DG+ % H K KA KK A KA KKK AKKFAF KA KK KA KKK AF KA K KA K KA FKFAF KA FFHIAFFFAF KA A KA

% Autora: Eva Miranda Barreiro

% Descripcion: test para wverificar a boa definicion do funcional de coste,
% funcoste.m

%<*******************************************************************

% Cambiamos a precision para os calculos
clear all;

format long e;

% Declaramos as wvariables globais
global K % Coeficiente de difusion
global Q % Termino fonte

global u % Velocidade do wvento

s global H % Altura do punto de descarga

global Href % Altura de referencia para o calculo do coste

; global lambdal % Coeficiente asociado a concentracion no coste

global lambda2 % Coeficiente asociado a distancia no coste

global n % Numero de nodos

% Asignamos wvalores

K=1.el; % Coeficiente de difusion
Q=1.e4; % Tasa de descarga

u—10; % Velocidad do wento

s H=2; % Altura a que se produce el wvertido

Href=1.62; % Altura o que se realiza a medicion (c(z,y,Href))
L1=10; % Dimension horizontal do dominio de calculo

L2=20; % Dimension vertical do dominio de calculo

n=10; % Numero de nodos

lambdal=0.1; % Coeficiente asociado ao termino de concentracion

lambda2=1-lambdal; % Coeficiente asociado ao termino de distancia

% Xeramos un vector cos incrementos
ndeltac=10;
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deltac=zeros(ndeltac ,1);

for

end

i=1l:ndeltac
deltac(i)=(0.1)"1;

% Definimos os vectores de posicion T e y
x—=10:—-1:1;

y=10%ones (size(x));

n—length (x)—2;

% Calculamos o wvector gradiente da funcion coste evaluado na ruta

gfcr=gradfuncoste(x,y);

gfca=zeros(size(gfcr));

% Dimensionamos a variable de erros

ERRORES=zeros (ndeltac ,2) ;

% Realizamos un bucle nos delta

for

end

j=1l:ndeltac

% Imprimimos informacion por pantalla
disp ([ ’Calculamos la fila ’ ,num2str(j)])
% Acutalizamos a variable de erros
ERRORES(j ,1)=deltac(j);

ERRORES(j ,2) =0.0;

% Calculamos o gradiente aprozimado con diferencias finitas

for i=1l:n % Aprozimacion da derivada parcial con respecto a w(i+1)

% Calculamos o wvector modificado para a derivada con respecto a =x

xp=x; xp(i+1)=xp(i+1)+deltac(j);
yp=Yy;
% Calculamos a aprozimacion con diferencias finitas

gfca(i)=(funcoste (xp,yp)—funcoste(x,y))/deltac(j);

% Calculamos o wvecor modificado para a derivada con respecto a y

Xp—X;
ypy; yp(i+1)=yp(i+1)+deltac(j);
% Calculamos a aproxzimacion con diferencias finitas
gfca (i+n)=(funcoste (xp,yp)—funcoste (x,y))/deltac(j);
% Actualizamos a wvariable de erros
ERRORES(j ,2)=ERRORES(j,2) ...
+(gfca(i)—gfer(i)) ~2....
+(gfca(nt+i)—gfcr(nt+i)) ~2;
end
% Actualizamos a variable de erros
ERRORES(j ,2)=sqrt (ERRORES(j,2) ) ;



Funci6én de proxeccién sobre o dominio, Pg

1 % EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEESESEEESEEEEEEEEEEEEEEERERERERESERESESESE

o> % Autora: Eva Miranda Barreiro

3 % Nome da funcion: prozeccion

i % Descripcion: prozveccion do vector w no dominio obtido mo metodo iterativo

5 %da funcion grad_conz_proz.m

6 T,k ke kk kAR KKK KK I IR KKK KK IR AR K KK I AR R KK IR R KK KRR R X% T

¢ function [xp,yp|-proxeccion(x,y)

% Declaramos as variables globais
global L1 % Dimension horizontal do dominio de calculo

global L2 % Dimension vertical do dominio de calculo

% Calculamos a proreccion en funcion dos casos
if ((x<=1)&&(y<=L2/2)) % Caso A
xp=1;
yp=—L2/2;
elseif((1<x)&&(x<=L1)&&(y<—L2/2)) % Caso B
Xp—X;
yp—L2/2;
elseif ((Ll<=x)&&(y<—L2/2)) % Caso C
xp—L1;
yp=L2/2;
elseif ((Ll<=x)&&(-L2/2<=y)&&(y<=L2/2)) % Caso D
xp=L1;
Yp=y;
elseif ((L1<=x)&&(y>=L2/2)) % Caso E
xp=L1;
yp=L2/2;
elseif((1<=x)&&(x<=L1)&&(y>=L2/2)) % Caso F
Xp=X;
yp-L2/2;
elseif ((x<=1)&&(y>=-12/2)) % Caso G
xp—1;
yp=L2/2;
elseif ((x<=1)&&(-L2/2<=y)&&(y<=L2/2)) % Caso H
xp=1;
yp=y;
else
Xp=X;
Yp=y;
end
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Funcién de cilculo para calcular o paso mediante a Regra de Armijo

%*********************************************************
% Autora: Eva Miranda Barreiro

% Nome da funcion: armijo

% Descripcion: Algoritmo de Armijo para a busqueda do paso

Tookk Rk ok Kk R IR KRR IR R IR R K IR R IR KK IR R IR KRR KRR IR KRR KKK

function [alpha armijo| = armijo (alpha,x,y, gradfc,fc ,gamma, delta)
% Declaramos as wvariables globais

global n % Numero de nodos

global a; % Almacenamos a coordenada z do punto de inicio e fin

global b; % Almacenamos a coordenada y do punto de unicio e fin

% Calculamos a norma do gradiente ao cuadrado (en columna)
d=transpose(gradfc)xgradfc;
% Inicializamos a wvariable do bucle
i=1
% Bucle while, salimos cuando se cumpla a condicion de Armijo
while (j=>0)
% Definimos o novo iterante
x_new — x—alphaxgradfc(1l:n);

y_new = y—alphaxgradfc(n+1:2%n);

% Realizamos a prozreccion ortogonal de w
for i=1:n
[x_new(i),y new(i)]=proyeccion(x_new(i),y new(i));

end

% Comprobamos a condicion de Armijo

if (funcoste([a(1l);x new;b(1)],[a(2);y new;b(2)])<=fc-gammaxalpha=xd)

=0
alpha armijo = alpha;
else
alpha — alphaxdelta;
end
end

end

Método do Gradiente Conxugado con Proxeccién Ortogonal

%*********************************************************
% Autora: Eva Miranda Barreiro

% Nome da funcion: metodo

% Descripcion: metodo do gradiente conzugado con prozeccion sobre a funcion



% funcoste
DGk %k kKR A KKK A K KA KR A KA A KA KK AFFKHIAF KA AF KA KKK KA KA A KA

function [ejex ,ejey| = metodo(x,y)

% Declaramos as wvariables globais

global n % Numero de nodos

global a; % Componente z do punto de partida e fin

global b; % Componente y do punto de partida e fin

global nitmax % Numero de iteracions mazima para o algoritmo

global tol % Tolerancia para o algoritmo iterativo

alpha0=1; % Paso incial para o algoritmo de armijo
delta=0.5; % Constante delta para o algoritmo de Armijo
, gamma=le —2; % Costante gamma para o algoritmo de Armijo
d=0.001; % Paso fizo para o metodo

N
w

hed k x % kKKK AFFKAAFKAA KA AN K
% Seleccionamos que tipo de paso queremos utilizar

ipaso=2; % (1.— Paso fijo, 2.— Armijo)

% Incializamos o metodo

k—=1:nitmax

% Evaluamos o funcional de coste
fc=funcoste ([a(1);x;b(1)],[a(2):y;b(2)]);

% Evaluamos o gradiente do funcional de coste

gradfc=gradfuncoste ([a(1);x;b(1)],[a(2);y;b(2)]);

% Calculamos la direccion de descenso
if (ipaso==1)
desc—d.*x gradfc;

else
% Chamamos a Armijo

alfa=armijo (alpha0 ,x,y, gradfc , fc ,gamma, delta);

% Actualizamos a direcion de descenso
desc=alfa .xgradfc;

end

% Calculamos o movo iterante
wl=[x;y[;

w=w0+desc;
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% Realizamos a prozeccion ortogonal de w

wp=zeros (size (w0));

for i=1:n
x1=w(1i);

yl=w(n+i);

[xp,yp]=proyeccion (x1,y1);

wp(i)=xp;
wp(n+i)=yp;
end

% Test de parada 1 sobre o gradiente

templ=norm( gradfuncoste ([a(1l);wp(l:n);b(1)],[a(2);wp(n+1:2%n);b(2)]))

% Test de parada 2 sobre a diferencia de iterantes

temp2=norm(wp—[x;y]) ;

% Test de parada 3 sobre a diferencia de costes

temp3—abs(funcoste ([a(1l);wp(l:n);b(1l)],[a(2);wp(n+1:2%xn);b(2)])—1fc);

% Mostramos a evolucion do algoritmo por pantalla

diSp( Tk ok ok ok K ok ok ok K ok ok ok K ok oK o R ok ok o R ok ok K R ok ok K Rk ok K R ok K K Rk ok o Rk koK Rk K K Rk 7) N

disp ([ "Iteracion

> num?2str (k) |) ;

disp (| 'Coste asociado

disp ([ alpha ’ ,num2str(alfa)]);
disp (|

disp (|

disp (| 'Condicion de parada (funcion de coste)

AisD (7 %k s skookookok ok ok o ok ok kiR R K oK KKK R KR KK R KR KK R R R kKRR R Rk )

% Comprobamos a condicion de parada

> num2str(fc)]) ;

"Condicion de parada (gradiente)

" ;num?2str (templ) ) ;

"Condicion de parada (iterantes consecutivos)

)

if ((templ<tol)||(temp2<tol) ||(temp3<tol))

z=wp(1:n);

y—wp(n+1:2xn) ;

break
else
x=wp(1l:n);
y=wp(n+1:2%n);
alphalO=alfa;
end

end

% Final da funcion,
ejex=[a(l);x;b(1)];

asignamos

valores

as

variables

,num2str (temp3)])

de saida

)

)

’ ,num?2str (temp2) |)

)
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ejey=[a(2);y;b(2)];

end

Programa principal para a resolucién do problema de minimizacién me-

diante o Método do Gradiente Conxugado con Proxeccién Ortogonal

DB KAk Kok KA KA KA KA KA KA KA A KA KA KA KA KA KKK KA KA KA A KA KA AK
% Programa PRINCIPAL para a estimacion da RUTA OPTIMA
% Autora: Eva Miranda Barreiro

% EEEEEREREEEREEEEEREEEEEEEEEEEREEEEEREEREEE R EEREEEEREEREEEREEEERSE]

clear all;

format long e;

% Declaramos as wvariables globais

global K % Coeficiente de difusion

global Q % Termino fonte

global u % Velocidade do vento

global H % Altura do punto de descarga

global Href % Altura de referencia para o calculo do coste

global lambdal % Coeficiente asociado a concentracion no coste

; global lambda2 % Coeficiente asociado a distancia no coste

global n % Numero de nodos

s global L1 % Dimension horizontal do dominio de c?lculo

global L2 % Dimension vertical do dominio de calculo

global nitmax % Numero de iteracions mazima para o algoritmo
global tol % Tolerancia para o algoritmo iterativo

global a; % Almacenamos la coordenada z del punto de inicio y fin

global b; % Almacenamos la coordenada y del punto de unicio y fin

% Asignamos valores

K—=1.el;
Q—1.e4;

o u=20;
H=2;
Href=1.62;
L1=10;

13 L2=20;
n=14;
lambdal=1;

lambda2=1-lambdal;
nitmax=100000;
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38 tol=1.e—4,;
30 a=zeros(2,1); % Punto de saida
10 b=zeros(2,1); % Punto de chegada

13 % Asignamos valores o punto de chegada
4 b(1)=1
15 b(2)=

w7 % Inicializamos os puntos da ruta de partida

10 % Test basico considerando lambdal=0 e partindo
50 % do camino mais curto desde (10,—10)

51 a(l)=L1;

52 a(2)=L2/2;

53 x0temp=linspace(a(l),b(1) ,n+2);

54 yOtemp=linspace(a(2),b(2) ,n+2);

55 x0=transpose (xOtemp (2:n+1));

56 y0=transpose (yOtemp (2:n+1));

55 % Test basico considerando lambdal=0 e partindo

50 % do camino mais longo desde (10,—10)

6 % a(1)=L1;

6l % a(2)=L2/2;

2 % zOtemp=linspace (a(1),b(1),n/2+1);

6z % yOtemp=a(2)*ones(size (z0temp));

61 % z0temp (n/2+2:n+2)=b(1);

s % yOtemp (n/2+2:n+2)=linspace (a(2)+1,b(2) ,n/2+1);
66 % z0=transpose (z0temp (2:n+1));

67 % yO0=transpose (yOtemp (2:n+1));

60 % Test basico considerando lambdal—=0 e partindo

70 % do camino mais longo desde (10,10)

% a(1)=L1;

™ % a(2)=L2/2;

= % z0temp=linspace (a(1),b(1),n/2+1);

% yOtemp=a(2)+*ones(size (z0temp));

5 % z0temp (n/2+2:n+2)=b(1);

w % yOtemp (n/2+2:n+2)=linspace (a(2)—1,b(2) ,n/2+1);
% zO0=transpose (z0temp (2:n+1));

s % yO0=transpose (yOtemp (2:n+1));

s0 % Test basico considerando lambdal=lambda2=1/2
st % partindo do camino mais longo desde (0,10)
2 % a(1)=10;a(2)=0;



% zO0temp=linspace (a(l),b(1),n+2);
% yOtemp=zeros (size (z0temp) ) ;

% z0=transpose (z0temp (2:n+1));

% yO0=transpose (yOtemp (2:n+1));

% Deburamos a ruta inicial
plot ([a(1);x0;b(1)],[a(2);y0;b(2)])
axis ([0,11,—-11,11])

% pause;

% Chamamos ao algoritmo de optimizacion
tic
[ejex ,ejey]=metodo(x0,y0);

toc

% Graficamos a ruta optima
plot (ejex ,ejey)
axis([0,11,—-11,11]) % Reazuste ds eizos na

grafica

7
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Anexo B
Funcion fmincon

Funcién obxectivo asociada a fmincon

U TB H kK kK KKK KKK KKK KK KKK KKK KK KKK KK KKK KKK KKK KK KKK KKK KKK KK KKK KK KK KKK AR
> % Autora: Eva Miranda Barreiro

3 % Nome da funcion: objetivo

+ % Descripcion: funcion que evalua o coste e o gradiente

5 OTEAAAAAAAAKAKAKAKAKKKAKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK KKK KKK KKK KKK KKK KKK KKK FF
7 function [fc,gc]=obxectivo (wp)

9 % Declaramos as wvariables globais

global n % Numero de nodos
global a; % Componente z do punto
global b; % Componente y do punto

% Chamamos a funcion de coste

fc=funcoste ([a(1l);wp(l:n);b(1l)],[a

% Comprobamos se e mnecesario evaluar o gradiente do coste

if nargout > 1

de partida e fin
de partida e fin

% Calculamos o gradiente do coste

gc=gradfuncoste ([a(1);wp(l:n);b(1)],[a(2);wp(n+1:2xn);b(2)]);

end

> end

Programa para a resolucién do problema de minimizacién mediante a

funcién fmincon

R R I I I I

% Autora: FEva Miranda Barreiro

% Descripcion: Programa no que resolvemos o problema de minimizacion a

79

(2)5wp(n+1:2%n) ;b (2) |) ;
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% traves da funcion, fmincon.

%t*******************************************************************

clear all;

format long e;

% Chamamos ao arquivo de datos
datos

% Asignamos valores o punto de partida e a prozeccion do punto de
% vertido (imonos mover polo plano z=Href)

a=zeros (2,1);

b=zeros(2,1);

7 b(1)=1;
: b(2)=0;

% Inicializamos os puntos do camino de partida

% Test basico considerando lambdal=0 e partindo

% do camino mais curto desde (10,—10)

% a(1)=L1;

% a(2)—L2/2;

% z0temp=Ilinspace (a(1),b(1),n+2);

% yOtemp=linspace (a(2),b(2),n+2);

% z0=transpose (z0temp (2:n+1));

% yO0=transpose (yOtemp (2:n+1));
% Test basico considerando lambdal=0 e partindo
% do camino mais longo desde (10,—10)

% a(1)=L1;

% a(2)=—L2/2;

% z0temp=linspace(a(1),b(1),n/2+1);

% yOtemp—a(2)*ones(size (x0temp));

% zOtemp (n/2+2:n+2)=b(1);

% yOtemp (n/2+2:n+2)=linspace (a(2)+1,b(2) ,n/2+1);

% z0=transpose (z0temp (2:n+1));

% yO=transpose (yOtemp (2:n+1));
% Test basico considerando lambdal=0 e partindo
% do camino mais longo desde (10,10)

% a(1)=L1;

% a(2)=L2/2;

% z0temp=linspace (a(1),b(1),n/2+1);

% yOtemp=a(2)+*ones(size (z0temp));

% z0temp (n/2+2:n+2)=b(1);



% yOtemp (n/2+2:n+2)=linspace (a(2)—1,b(2) ,n/2+1);
% zO0=transpose (z0temp (2:n+1));
% yO0=transpose (yOtemp (2:n+1));

% Test basico considerando lambdal=lambda2=1/2
% partindo do camino mais curto desde (0,10)
a(1l)=10;a(2)—0;
x0temp—linspace(a(1) ,b(1) ,n+2);
yO0temp—zeros (size (xOtemp) ) ;
x0=transpose (xOtemp (2:n+1));
yO0=transpose (yOtemp (2:n+1));

% Inicializamos o wvector de partida

w0=[x0;y0];

% Inicializamos as opciones para o algoritmo iterativo

5 Aneq = []; % Matriz asociada as restriccions de desigualdade

bneq = []; % Segundo membro asociado as restricciones lineais
7 Aeq = []|; % Matriz asociada as restriccions de igualdade

beq = []; % Segundo miembro asociado as restriccions de igualdade
nonlcon = []; % Restricciones non lineais de desigualdade
lb—zeros(size (w0)); % Inicializamos as restriccions da cota inferior

Ib(1:n)=1.0; % Cota inferior para a componente z

Ib(n+1:2%n)=-L2/2; % Cota inferior para a componente y

3 ub=zeros(size(w0)); % Inicializamos as restriccions da cota superior

ub(1:n)=L1; % Cota superior para a componente x
ub(n+1:2%n)=+L2/2; % Cota superior para a componente y

fun = @obxectivo; % Funcion que evalua o coste e o gradiente

% Establecemos as opcions do algoritmo de optimizacion

) 3

options = optimoptions(’fmincon’,’ Display’, ’iter’ ,...

)

"SpecifyObjectiveGradient ’ ;true , ’Algorithm’ | interior —point ’,
MaxIterations’ 2000,  MaxFunctionEvaluations’,10000) ;

% options — optimoptions (’fmincon ’, 'Display ’, "iter 7, ...

% "SpecifyObjectiveGradient ’, true , "Algorithm ’, "trust—region—reflective
MazIterations ’,1000) ;

% options = optimoptions (’fmincon ', 'Display ’, "iter ~,...

% 'SpecifyObjectiveGradient ’, true, "Algorithm ', "sqp ') ;

) ’

% options = optimoptions ( ’fmincon ', 'Display ’, "iter ~,...

)

% "SpecifyObjectiveGradient ’, true, "Algorithm ’, "active—set ') ;
% Dimensionamos as variables asociadas ao experimento

%m=10; % Numero de componentes do vector de lambdal

% wop=zeros (2+n,m); % Matriz cos caminos optimos

% lambda—linspace (0.0,1.0,m);

81
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92 % wop=zeros (2xn,1);

93 % for i=1m

91 % % Modificamos os wvalores de lambda 1 e 2

95 % lambdal=lambda (i) ;

96 % lambda2=1—lambdal ;

97 % Resolvemos o problema de optimizacion

s % wop (:,4)=fmincon (fun , w0, Aneq,bneq,Aeq,beq,lb ,ub,nonlcon,options);
9 % end

00 tic

101 wop=fmincon (fun ,w0, Aneq, bneq, Aeq, beq,lb ,ub,nonlcon ,options);
102 toc

103 % Graficamos os resultados

w4 % for i=1:m

w5 % pinta (wop (:,1i))
w6 % pause
107 % end

108 pinta (wop)
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