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Resumen

El concepto matemático de módulo cruzado fue introducido por J. H. C. Whitehead en
1949 con el objetivo de modelizar los espacios 2-tipo homotópicos. Los módulos cruzados
existen para una gran variedad de estructuras algebraicas; en este trabajo se considerará
exclusivamente la estructura de grupo.

En este contexto, un módulo cruzado de grupos es un homomorfismo de grupos µ : M →
N junto con una acción del grupoN sobre el grupoM por automorfismos tal que se cumplen
dos condiciones fundamentales: la equivarianza de µ y la identidad de Peiffer.

Los módulos cruzados poseen diversas propiedades algebraicas y son equivalentes, en
sentido categórico, a estructuras como los Cat1-grupos, los 2-grupos estrictos y los grupos
categóricos estrictos. Describir tales propiedades y equivalencias será el objetivo funda-
mental de este trabajo.

Abstract

The mathematical concept of a crossed module was introduced by J. H. C. Whitehead
in 1949 with the aim of modeling spaces of homotopy 2-type. Crossed modules exist for
a wide variety of algebraic structures; in this work, we will consider exclusively the group
structure.

In this context, a crossed module of groups is a group homomorphism µ : M → N

together with an action of the group N on the group M by automorphisms, such that two
fundamental conditions are satisfied: the equivariance of µ and the Peiffer identity.

Crossed modules have different algebraic properties and are categorically equivalent to
structures such as Cat1-grupos, strict 2-groups, and strict categorical groups. Describing
these properties and equivalences will be the main objective of this work.

vii





Introducción

Desde sus inicios, los módulos cruzados han jugado un papel importante en varias áreas
de las matemáticas, especialmente en la teoría de homotopía, homología y cohomología de
grupos, K-teoría algebraica, homología cíclica, teoría combinatoria de grupos y geometría
diferencial.

El origen de esta estructura se remonta a finales de los años 40 del siglo pasado cuando
J. H. C. Whitehead, matemático británico, introdujo la noción de módulo cruzado de
grupos como un modelo algebraico para espacios de homotopía de tipo 2 (es decir, espacios
conexos con grupos de homotopía triviales en dimensión mayor que 2); véase [15, 16]. Más
específicamente, al estudiar la homotopía relativa π2(X,A)1 junto con su acción por π1(A),
Whitehead descubre que π2(X,A) adquiere una estructura algebraica adicional mediante
un morfismo de grupos junto con una acción compatible, lo que dará lugar posteriormente
a la noción de módulo cruzado, que captura las propiedades de dicha acción.

Desde entonces, los módulos cruzados han adquirido importancia no solo en el ámbito
de la topología algebraica, sino también en áreas como la teoría de categorías o la geometría
diferencial. Esto se debe a su utilidad para describir estructuras algebraicamente enrique-
cidas. En el caso particular de los grupos, que será el que nos ocupe en este trabajo, los
módulos cruzados se pueden entender como una generalización del concepto de extensión
de grupos con una acción compatible. Además, generalizan al mismo tiempo los conceptos
de subgrupo normal y módulo sobre un grupo. Cabe destacar que los módulos cruzados
no solo han sido estudiados en el contexto de grupos, sino también para álgebras de Lie,
álgebras de Leibniz o álgebras asociativas; véase [3, 4].

Los módulos cruzados admiten descripciones equivalentes, en sentido categórico, a di-
ferentes estructuras entre las cuales destacan los Cat1-grupos y los 2-grupos estrictos. Los
Cat1-grupos y, en general, la noción de Catn-grupo para n ≥ 1, fueron introducidos por

1π2(X,A) es el segundo grupo de homotopía de un espacio topológico X con base el subespacio A.
Dicho grupo clasifica las aplicaciones continuas de la esfera bidimensional S2 en X, por homotopía relativa
con respecto al subespacio A.
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x INTRODUCCIÓN

J.-L. Loday en [9] motivado por el hecho de que la categoría de CW-complejos2 conexos con
πi(X) trivial para i ̸= n es equivalente a la categoría de grupos si n = 1 y a la de grupos
abelianos si n ≥ 2; véase [10]. De manera general, un Catn-grupo se trata de un grupo
G junto con n subgrupos, {Ni}ni=1, de G y 2n homomorfismos de grupos si, bi : G → Ni,
i = 1, . . . , n, tales que

(i) si|Ni = bi|Ni = idNi ,

(ii) [ker si, ker bi] = {1G},

(iii) sisj = sjsi, bibj = bjbi y bisj = sjbi para todo i ̸= j, i, j = 1, . . . , n.

En la presenta memoria simplemente nos centraremos en estudiar el caso n = 1 y su
relación con la categoría de módulos cruzados. Por otro lado, la estructura de 2-grupos
estrictos fue introducida por R. Brown y C. B. Spencer en 1978 ([2]) mediante un proceso
de categorificación vertical de la estructura de grupo. A grandes rasgos, la categorificación
vertical es un procedimiento a través del cual las estructuras se generalizan del contexto
de la teoría de conjuntos a la teoría de categorías, o de la teoría de categorías a la teoría
de categorías superiores (n-categorías).

Hoàng Xuân Sính finalizó su tesis con Grothendieck en el año 1973, donde introdujo
los grupos categóricos, bajo el nombre de gr-categories. Ella probó que toda gr-categorie
es equivalente a un 2-grupo estricto. El término grupo categórico también se conoce como
un objeto grupo en la categoría de categorías pequeñas. En el artículo de R. Brown y
C. B. Spencer ([2]) no usan el término de grupo categórico. Usan el término de G-grupoide
y prueban la equivalencia entre G-grupoides y módulos cruzados.

Este manuscrito se estructura de la siguiente manera. Se comienza con un primer capí-
tulo de preliminares el cual está dividido en cuatro secciones donde se presentan conceptos
fundamentales para el posterior desarrollo del trabajo. En la primera sección se recuerdan
nociones básicas de teoría de grupos, mientras que la segunda está dedicada al estudio de
las acciones de grupos. En ella se introduce formalmente el concepto de acción φ de un
grupo N sobre un conjunto M y se demuestra que, dada una acción de N sobre M , se ob-
tiene una representación de N por automorfismos de M , y viceversa, de tal manera que dar
una acción es equivalente a proporcionar una representación por automorfismos. Además
se define el producto semidirecto de grupos, que será importante en ciertas construcciones
que se llevarán a cabo en capítulos posteriores. En la tercera sección se introduce la de-
finición de sucesión de grupos y de sucesión exacta corta. La cuarta y última sección de

2Un CW-complejo es un espacio topológico que se construye mediante un proceso inductivo añadiendo
discos Dn por pegado a lo largo de sus bordes, que son esferas Sn−1.
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este capítulo preliminar presenta una introducción a la teoría de categorías, definiendo los
conceptos de categoría, funtor, transformación natural y equivalencia de categorías, junto
con ejemplos que ilustran tales nociones.

El segundo capítulo está dedicado a la introducción formal del concepto de módulo
cruzado de grupos, proporcionando numerosos ejemplos procedentes de diversos contextos,
incluyendo casos en los que la acción es trivial, ejemplos con productos semidirectos, con
grupos cíclicos o con subgrupos normales con el propósito de mostrar la versatilidad de
esta noción. Asimismo, se estudian construcciones adicionales sobre módulos cruzados,
tales como la noción de equivalencia y la suma de dos módulos cruzados.

El capítulo final está dedicado al estudio de diferentes descripciones equivalentes de la
estructura de módulo cruzado. Se introducirán tres categorías diferentes, Cat1-grupos, 2-
grupos estrictos y grupos categóricos estrictos, para luego construir funtores que relacionan
cada una de ellas con la categoría de módulos cruzados. El objetivo central de este trabajo
es demostrar que los funtores en cuestión inducen una equivalencia entre las categorías
consideradas y la categoría de módulos cruzados.
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Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo reúne los conceptos fundamentales que servirán como base para el desa-
rrollo teórico en los capítulos posteriores.

Se comienza con una revisión de la teoría de grupos, una estructura algebraica esencial
para el desarrollo del trabajo. Posteriormente, se examinan las acciones y extensiones de
grupos, las cuales resultarán fundamentales en la formulación de conceptos posteriores.
Finalmente, se presenta una introducción a la teoría de categorías, proporcionando un
marco abstracto que permitirá interpretar y conectar diversas construcciones matemáticas.

1.1. Grupos

Con el fin de establecer una base sólida para los conceptos que se desarrollarán en este
trabajo, se comenzará recordando algunos resultados fundamentales de la teoría de grupos.
Algunas de las definiciones y resultados de esta sección se encuentran desarrolladas con
mayor detalle en [7].

Definición 1.1. Un grupo es un par (N, ·), donde N es un conjunto y · es una operación
interna

· : N ×N → N

(x, y) 7→ x · y,

que verifica:

(i) La propiedad asociativa, es decir, x · (y · z) = (x · y) · z para todo x, y, z ∈ N .

(ii) Tiene elemento neutro, es decir, existe 1 ∈ N tal que x · 1 = x = 1 · x para todo
x ∈ N.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

(iii) Todo elemento de N tiene inverso, es decir, para todo x ∈ N , existe x′ ∈ N tal que
x · x′ = 1 = x′ · x.

Un grupo (N, ·), se dice abeliano o conmutativo si · también verifica la propiedad
conmutativa, i.e., x · y = y · x para todo x, y ∈ N.

Sea (N ′, ∗) otro grupo. Una aplicación f : N → N ′ es un homomorfismo de grupos
si:

f(x · y) = f(x) ∗ f(y)

para todo x, y ∈ N . Además, se dirá que f es un endomorfismo de grupos en el caso
de que N = N ′.

Dado un grupo (N, ·), de ahora en adelante, y siempre que no exista posibilidad de
confusión, este se denotará únicamente mediante N y la operación interna del grupo se
escribirá mediante yuxtaposición de elementos: x · y = xy para todo x, y ∈ N .

Definición 1.2. Dado un grupo (N, ·) y un subconjunto H ⊂ N , se dice que H es un
subgrupo de N , (H < N), si (H, ·) es un grupo.

Definición 1.3. Sea N un grupo y H un subgrupo de N . Se dice que H es un subgrupo
normal de N , (H �N), si:

aH a−1 ⊂ H, para todo a ∈ N.

Definición 1.4. El centro de un grupo N es el conjunto de los elementos del grupo que
conmutan con todos los elementos del mismo:

Z(N) := {x ∈ N tal que x · y = y · x, para todo y ∈ N}.

Definición 1.5. Sea µ : M → N un homomorfismo de grupos, el conúcleo de µ es:

Coker(µ) := N/ Im(µ).

Teorema 1.6 (Primer Teorema de Isomorfía). Sean N y N ′ dos grupos. Si f : N → N ′

es un homomorfismo de grupos, entonces:

N

ker(f)
≃ Im(f).
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1.2. Acciones de grupos

Definición 1.7. Sea N un grupo con neutro 1 y M un conjunto. Una aplicación

φ : N ×M → M

(n,m) 7→ nm,

es una acción de N sobre M si:

1m = m, (1.1)
n1n2m = n1(n2m), (1.2)

para todo m ∈M y para todo n1, n2 ∈ N . En esta situación se dice que N actúa sobre M
a través de la acción φ.

Observación 1.8. Supongamos que N actúa sobre M a través de la acción φ. Para cada
n ∈ N la aplicación fn : M → M , fn(m) := nm es una aplicación biyectiva. En efecto, si
fn(m1) = fn(m2), i.e., nm1 =

nm2, entonces:

m1
(1.1)
= 1m1 =

n−1nm1
(1.2)
= n−1

(nm1)

= n−1
(nm2)

(1.2)
= n−1nm2 =

1m2
(1.1)
= m2.

Así, fn es inyectiva. Además, dado x ∈M , se tiene que:

fn(
n−1

x) = n(n
−1
x)

(1.2)
= nn−1

x = 1x
(1.1)
= x.

Por lo tanto, fn es también sobreyectiva.
Sea

Aut(M) := {f : M →M tal que f es biyectiva}

y considérese la aplicación φ : N → Aut(M) tal que φ(n) = fn. Esta aplicación se denomina
representación de N por automorfismos de M y se trata de un homomorfismo de
grupos. En primer lugar, veamos que Aut(M) es un grupo con la operación composición:

(i) Verifica la propiedad asociativa, es decir, (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h) para todo f, g, h ∈
Aut(M).

(ii) Tiene elemento neutro, es decir, existe idM ∈ Aut(M) tal que f ◦ idM = f = idM ◦f
para toda f ∈ Aut(M).

(iii) Todo elemento de Aut(M) tiene inverso, es decir, para todo f ∈ Aut(M), existe
f−1 ∈ Aut(M) tal que f ◦ f−1 = idM = f−1 ◦ f.
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A continuación, se prueba que, en efecto, φ es un homomorfismo de grupos:

φ(n1n2)(m) = fn1n2(m) = n1n2m
(1.2)
= n1(n2m) = fn1(fn2(m)) = (φ(n1) ◦ φ(n2))(m)

para todo n1, n2 ∈ N y m ∈M .

Así, dada una acción φ deN enM , tenemos una representación deN por automorfismos
de M .

Además, dada cualquier representación φ de N en M , se tiene una acción de N en M ,
dada por nm := φ(n)(m). Lo que indica que se pueden ver las acciones como representa-
ciones y las representaciones como acciones.

Definición 1.9. Sea N un grupo actuando sobre otro grupo M por automorfismos. El
producto semidirecto de M y N , denotado por M ⋊N , es el grupo sobre el conjunto
M ×N con la operación definida por:

(m1, n1) · (m2, n2) := (m1
n1m2, n1n2)

para todo m1,m2 ∈M y n1, n2 ∈ N.

El neutro del producto semidirecto es (1M , 1N ) y el inverso de un elemento (m,n) ∈
M ⋊N viene dado por

(m,n)−1 = (φ(n−1,m−1), n−1). (1.3)

En efecto,

(m,n) · (φ(n−1,m−1), n−1) = (m,n) · (n−1
m−1, n−1)

= (m n(n
−1
m−1), nn−1)

(1.2)
= (m nn−1

m−1, nn−1)

= (mm−1, nn−1)

= (1M , 1N ).

Ejemplo 1.10. Sea la acción trivial, es decir, nm := m, (en este caso la representación de
dicha acción por automorfismos es φ(n) = idM para todo n ∈ N), entonces el producto
semidirecto es el producto directo:

(m1, n1) · (m2, n2) := (m1m2, n1n2).

Ejemplo 1.11. Sea Cn = Z/nZ el grupo cíclico de orden n. Consideremos el producto
semidirecto de los grupos cíclicos C3 = {0, 1, 2} y C4 = {0, 1, 2, 3}, definido mediante un
homomorfismo

φ : C4 → Aut(C3)
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donde Aut(C3) es el grupo de automorfismos de C3, que se puede identificar con el grupo
multiplicativo (Z/3Z)∗ ∼= Z/2Z.

En este caso, φ es el único homomorfismo no trivial desde C4 hacia Aut(C3). El grupo
C3 tiene solo dos automorfismos: id : C3 → C3 y ·2: C3 → C3 que lleva:

0 7→ 0, 1 7→ 2, 2 7→ 1.

Así el homomorfismo φ se define como sigue,

φ(0) = id, φ(1) = ·2, φ(2) = id, φ(3) = ·2.

Este comportamiento se puede escribir también como:

φ(x mód 4) = (−1)x mód 3.

Entonces el producto semidirecto C3 ⋊ C4 tiene la siguiente operación:

(a, b) · (c, d) := (a+ (−1)b c, b+ d), a, c ∈ C3, b, d ∈ C4.

Definición 1.12. Sea N un grupo y x, y ∈ N . El conmutador de los elementos x e y es:

[x, y] = xyx−1y−1,

donde
[x, y]−1 = [y, x] = yxy−1x−1.

En el caso de ser M y G dos subgrupos de un grupo N , el subgrupo generado por todos
los conmutadores de la forma [m, g] es el conmutador. Esto es,

[M,G] = ⟨[m, g] tal que m ∈M, g ∈ G⟩.

1.3. Extensiones de grupos

La presente sección toma como referencia principal [8], cuya formulación teórica ha
servido como fundamento para el desarrollo formal de los resultados presentados.

Definición 1.13. Una sucesión de grupos es una secuencia de grupos Nn con homo-
morfismos entre ellos αn, de forma que Im(αn−1) ⊂ ker(αn).

· · · αn−2−−−→ Nn−1
αn−1−−−→ Nn

αn−−→ Nn+1
αn+1−−−→ · · ·

La sucesión de grupos Nn junto con los homomorfismos αn se dice que es una sucesión
exacta en Nn si Im(αn−1) = ker(αn). La sucesión se dice exacta si es exacta en cada
Nn. Una sucesión exacta de término finito del tipo:

1
f−→ H

α−→ N
β−→ K

g−→ 1,
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con el 1 representando el grupo trivial, es llamada una sucesión exacta corta.
Así, decir que la sucesión anterior es exacta implica que, por un lado, Im(f) = 1H =

ker(α), lo que equivale a decir que α es inyectiva, y por otro lado, que Im(β) = ker(g) = K,
lo que conlleva que β sobreyectiva.

En particular, se probará a continuación que α(H) es un subgrupo normal de N .
Como H es un grupo y α un homomorfismo, se tiene que α(H) es un subgrupo de N ,

en efecto:

(i) α(H) ⊂ N.

(ii) Dados h1, h2 ∈ H entonces α(h1h2) = α(h1)α(h2) ∈ α(H).

(iii) Sea el neutro de H: 1H , se tiene que α(1H) = 1N , pues α es un homomorfismo de
grupos.

(iv) Para h ∈ H, se tiene que h−1 es su inverso, luego como α es un homomorfismo:
α(h−1) = α(h)−1 ∈ α(H).

Visto que α(H) es un subgrupo de N , faltaría ahora probar que dicho subgrupo es normal.
Para que α(H) sea normal en N se debe verificar que para todo n ∈ N y para todo

h ∈ H:
nα(h)n−1 ∈ α(H).

Ahora bien, por ser la sucesión exacta ker(β) = Im(α), luego:

α(H) = ker(β) = {n ∈ N tal que β(n) = 1K}.

Queremos ver nα(h)n−1 ∈ ker(β) para todo n ∈ N y h ∈ H. En efecto, por ser β un
homomorfismo:

β(nα(h)n−1) = β(n)β(α(h))β(n−1) = β(n)β(α(h))β(n)−1.

Como α(H) = ker(β) tenemos que β(α(h)) = 1K . Luego:

β(nα(h)n−1) = β(n)1Kβ(n)
−1 = 1K .

Llegando así a que nα(h)n−1 ∈ ker(β) = α(H).
La sucesión exacta corta anterior es también denominada como una extensión de H

por K.

Ejemplo 1.14. Sea S3 = {id, (12), (1, 3), (2, 3), (123), (132)} el grupo de todas las permu-
taciones de tres elementos y A3 = {id, (123), (132)} el subgrupo de S3 formado por las
permutaciones pares. Se tiene la siguiente sucesión exacta:

1 −→ A3
i−→ S3

χ−→ {1,−1} −→ 1,
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donde i es la aplicación inclusión y χ es la aplicación que toma los valores 1 o -1. Notar
que A3 es un grupo cíclico de orden 3 y {1,−1} es un grupo cíclico de orden 2.

Otra extensión de un grupo cíclico de orden 3 por un grupo cíclico de orden 2 es:

1 −→ Z3
i−→ Z6

q−→ Z2 −→ 1,

donde Z3 está incluido como un grupo de orden 3 en Z6 y q es la correspondiente aplicación
cociente. Notar que S3 no es isomorfo a Z6.

Definición 1.15. Una extensión E de H por K dada por

E ≡ 1 −→ H
α−→ N

β−→ K −→ 1,

se denomina extensión central si α(H) ⊆ Z(N).

Sea (M, ·) un grupo. Se denota mediante conjm el siguiente Aut(M):

conjm : M → M

n 7→ conjm(n) := mnm−1.

Esto define un homomorfismo de grupos,

conj : M → Aut(M)

m 7→ conjm

cuyo núcleo es:

ker(conj) = {m ∈M | conjm = idM}

= {m ∈M | conjm(n) = idM (n), n ∈M}

= {m ∈M | mnm−1 = n, n ∈M}

= {m ∈M | mn = nm, n ∈M}

= Z(M).

Se tiene entonces la siguiente sucesión exacta corta:

ker(conj) = Z(M) M Aut(M)

Inn(M)

Aut(M)
Inn(M) := Out(M)

i conj p
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donde i es la inclusión de Z(M) en M y p es la proyección canónica al cociente, mientras
que Inn(M) y Out(M) se definen como sigue:

Definición 1.16. El conjunto de automorfismos internos de M , denotado por Inn(M),
está formado por los automorfismos definidos por conjugación en M :

Inn(M) := {conjm tal que m ∈M},

es decir, Inn(M) es la imagen de conj .

Definición 1.17. El cociente entre los automorfimos de M , Aut(M) y los automorfismos
internos de M , Inn(M), son los automorfismos externos de M :

Out(M) :=
Aut(M)

Inn(M)
.

1.4. Introducción a la teoría de categorías

En esta sección se dará una breve introducción a la teoría de categorías describien-
do los conceptos necesarios para el desarrollo de la memoria. Para ello se ha empleado
fundamentalmente [12].

Definición 1.18. Una categoría C consiste en:

una colección Ob(C) cuyos elementos se denominan objetos de la categoría,

una colección Mor(C) constituida por los morfismos de la categoría,

verificando los siguientes axiomas:

existe idX : X → X el morfismo identidad para todo X ∈ Ob(C),

si f : X → Y, g : Y → Z ∈ Mor(C), entonces existe g ◦ f : X → Z ∈ Mor(C) el mor-
fismo composición. Además, la composición debe cumplir las siguientes propiedades:

• si f : X → Y ∈ Mor(C), entonces idY ◦f = f = f ◦ idX ,

• es asociativa, es decir, si f : X → Y, g : Y → Z, h : Z →W ∈ Mor(C), entonces
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

Dados X, Y ∈ Ob(C), se denotará mediante HomC(X,Y ) a la subcolección de Mor(C) tales
que X es el dominio e Y es el codominio.
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Ejemplo 1.19.

(i) La categoría de conjuntos Set, donde los objetos son los conjuntos y los morfismos
son las aplicaciones entre conjuntos.

(ii) La categoría de grupos, Grp, donde los objetos son los grupos y los morfismos son los
homomorfismos de grupos.

(iii) La categoría de espacios vectoriales, VectK , donde los objetos son los K-espacios
vectoriales y los morfismos las aplicaciones K-lineales.

Ejemplo 1.20. Sean C y D categorías. La categoría producto cartesiano C ×D es aquella
donde:

la colección Ob(C × D) = Ob(C)×Ob(D),

la colección Mor(C × D) verifica:

HomC×D((X,Y ), (X ′, Y ′)) = HomC(X,X
′)×HomD(Y, Y

′), (X,Y ), (X ′, Y ′) ∈ Ob(C×D).

Definición 1.21. Sean C, D categorías. Un funtor F : C → D consiste en un par de
aplicaciones:

F : Ob(C) → Ob(D) y F : Mor(C) → Mor(D),

verificando las propiedades siguientes:

F (idX) = idF (X), para todo X ∈ Ob(C),

si f : X → Y ∈ Mor(C), entonces F (f) : F (X) → F (Y ) ∈ Mor(D),

si f : X → Y, g : Y → Z ∈ Mor(C), entonces F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Ejemplo 1.22.

(i) El funtor partes de un conjunto.

Sea P : Set −→ Set la correspondencia dada por la expresión:

P(A B)
f

= PA PB,Pf

donde PA es el conjunto de partes de A (es decir el conjunto de todos los subconjuntos
de A) y Pf es una aplicación definida por:

Pf(X) := f(X) := {y ∈ B tal que existe x ∈ X ∧ f(x) = y}, para todo X ⊂ A.
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(ii) El funtor producto G×− : Grp −→ Grp, (G×−)(H) := G×H, donde para todo grupo
H, la estructura de grupo sobre G×H está definida componente a componente, i.e,
G ×H está dotado de la estructura de producto directo, y dado un homomorfismo
de grupos f : H1 → H2, (G×−)(f) := 1G × f , donde (1G × f)(g, h) := (g, f(h)).

(iii) El funtor producto tensor V ⊗− : VectK −→ VectK , (V ⊗−)(W ) := V ⊗W , donde
para todo espacio vectorial W , la estructura de espacio vectorial V ⊗W está definida
por el producto tensor, y dada una aplicación lineal f : W1 → W2, (V ⊗ −)(f) :=

1V ⊗ f , donde (1V ⊗ f)(v, w) := v ⊗ f(w).

(iv) El funtor doble dual (−)∗∗ : VectK −→ VectK , (−)∗∗(V ) := V ∗∗, donde para todo
espacio vectorial V , y dada una aplicación lineal f : V →W , f∗∗ : V ∗∗ →W ∗∗, donde
f∗∗(τ) := τ ◦f∗, con τ ∈ V ∗∗, y f∗ : W ∗ → V ∗, definida para β ∈W ∗, f∗(β) := β ◦f .

Definición 1.23. Sean F, G : C → D funtores. Una transformación natural α : F ⇒ G

es una familia de morfismos en D

{αX : F (X) → G(X)}X∈Ob(C)

de tal manera que, dado cualquier f : X → Y ∈ Mor(C), es conmutativo el diagrama
siguiente:

F (X)
F (f) //

αX

��

F (Y )

αY

��
G(X)

G(f) // G(Y ).

Se dice que α : F ⇒ G es un isomorfismo natural si αX es un isomorfismo en D, para
todo X ∈ Ob(C).

Ejemplo 1.24.

(i) Sean los funtores idSet,P : Set → Set, identidad y conjunto de partes. Existe una
transformación natural α : idSet ⇒ P tal que αA : A → P(A), αA(a) := {a}, para
cada a ∈ A.

(ii) Sean los funtores 1Vect, (−)∗∗ : VectK −→ VectK , identidad y doble dual. Existe una
transformación natural α : 1Vect ⇒ (−)∗∗ tal que αV : V → V ∗∗, αV (v) := v∗∗, donde
v∗∗(σ) := σ(v), para cada σ ∈ V ∗.

Definición 1.25. Sea F : C → D un funtor. F es una equivalencia de categorías si
existe G : D → C un funtor e isomorfismos naturales α : G ◦ F ⇒ idC y β : idD ⇒ F ◦ G.
En este caso, se dice que las categorías C y D son equivalentes.
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Ejemplo 1.26. Sea la categoría fVectK la categoría de espacios vectoriales finitos sobre
el cuerpo K. Sea MatK la categoría de matrices sobre K, cuyos objetos son el conjunto de
los números naturales N y los morfismos entre dos objetos m y n, A : m→ n, son todas las
matrices n ×m con entradas en K. La composición m

A−→ n
B−→ p = m

BA−−→ p viene dada
por el producto de matrices.

Las categorías fVectK y MatK son equivalentes. El funtor F : MatK → fVectK dado
por:

F (n) := Kn, el espacio vectorial de vectores columna sobre K,

F (A) :=MA, para todos los morfismos m A−→ n, MA : Km → Kn,

está dado por MA(v) := Av, v ∈ Km,

y el funtor G : fVectK → MatK dado por:

G(V ) = dim(V ), donde V es un espacio vectorial de dimensión finita sobre K,

G(f) =Mf , donde Mf es la matriz de la aplicación lineal f : V →W,

con respecto a las bases elegidas BV y BW de V y W , respectivamente,

definen la equivalencia de categorías.

Definición 1.27. Sea C una categoría y dado un diagrama en C de la forma,

X

f
��

Y g
// Z

se denomina pullback a un objeto P ∈ Ob(C) acompañado de morfismos

α : P → X y β : P → Y

haciendo el siguiente diagrama conmutativo:

P
α //

β
��

X

f
��

Y
g // Z.

es decir, g ◦ β = f ◦ α, y verificando la siguiente propiedad universal: si existe P ′ ∈ Ob(C)
junto con morfismos α′ : P ′ → X y β′ : P ′ → Y tal que f ◦ α′ = g ◦ β′, entonces existe un
único h : P ′ → P tal que α ◦ h = α′ y β ◦ h = β′. Usualmente P se denota por X ×Z Y .
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Observación 1.28. En Set, Grp y VectK , el pullback viene dado por:

P = {(x, y) | f(x) = g(y)} ⊂ X × Y,

donde X × Y es el producto directo.

Con el fin de hacer más sencilla la notación, denótese por G0 la clase de todos los
objetos en C, y por G1 la clase de todos los morfismos en C. Considérense las aplicaciones
target, source e identity como sigue:

s : G1 → G0 t : G1 → G0 i : G0 → G1,

donde
s(x

f−→ y) = x, t(x
f−→ y) = y, i(x) = x

idx−−→ x.

Además, si se denota como G1 ×G0 G1, al pullback del diagrama:

G1

s

��
G1 t

// G0

se define la aplicación composición como

◦ : G1 ×G0 G1 → G1

Con esta notación, los axiomas para que C sea una categoría introducidos en la Defi-
nición 1.18, pueden expresarse únicamente en términos de diagramas. Estos axiomas son
equivalentes a la conmutatividad de los siguientes diagramas:

G0
idG0

}}
i
��

idG0

!!
G0 G1s
oo

t
// G0

G1 ×G0

idG1
×i

��

G1

idG1
×s

oo
t×idG1 //

idG1

��

G0 ×G1

i×idG1

��
G1 ×G0 G1

◦ // G1 G1 ×G0 G1
◦oo

(1.4)

G1

s

��

G1 ×G0 G1
π2oo π1 //

◦
��

G1

t
��

G0 G1
soo t // G0

G1 ×G0 G1 ×G0 G1

◦×idG1//

idG1
×◦
��

G1 ×G0 G1

◦
��

G1 ×G0 G1 ◦
// G1

(1.5)

G0 ×G0 G1

i×G0
idG1 //

π2
**

G1 ×G0 G1

◦
��

G1 ×G0 G0

idG1
×G0

i
oo

π1
tt

G1.

(1.6)
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Por otro lado, dadas dos categorías C y C′ y un funtor F : C → C′ tal que:

F0 : G0 → G′
0 y F1 : G1 → G′

1,

se tiene que dichas aplicaciones son compatibles con las aplicaciones source, target, identity
y la aplicación composición como se ha introducido en la Definición 1.21. Esto significa
que los siguientes diagramas conmutan:

G0

F0

��

G1
soo t //

F1

��

G0

F0

��
G′

0 G′
1s′

oo
t′
// G′

0

G0
i //

F0

��

G1

F1

��
G′

0
i′ // G′

1

G1 ×G0 G1
◦ //

F1×F1

��

G1

F1

��
G′

1 ×G′
0
G′

1 ◦′
// G′

1.

(1.7)
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Capítulo 2

Módulos cruzados de grupos

En este capítulo se presentará la definición formal de módulo cruzado, junto con ejem-
plos que faciliten su comprensión. También, se desarrollarán resultados fundamentales que
caracterizan su comportamiento y propiedades, y que permitirán establecer conexiones con
otras estructuras algebraicas. El capítulo se basa fundamentalmente en el desarrollo pre-
sentado en [14], el cual constituye la referencia principal para la organización y contenido
del mismo.

Definición 2.1. Un módulo cruzado de grupos es una terna (M,N, µ) donde M y
N son grupos, y µ : M → N es un homomorfismo de grupos. Además, se considera una
representación de N por automorfismos de M , denotada por φ:

φ : N → Aut(M)

n 7→ φ(n) : M →M

m 7→ φ(n)(m) = nm

tal que, para todo n ∈ N y todo m,m′ ∈M satisface:

µ(nm) = nµ(m)n−1, (2.1)
µ(m)m′ = mm′m−1. (2.2)

La propiedad (2.2) es la conocida como Identidad de Peiffer.
Los módulos cruzados de grupos dan lugar a una categoría cuyos morfismos se definen

como sigue. Sean (M,N, µ) y (M ′, N ′, µ′) módulos cruzados de grupos, un morfismo de
módulos cruzados de grupos es un par

(f, g) : (M,N, µ) → (M ′, N ′, µ′)

donde:

15
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(i) f : M →M ′ es un homomorfismo de grupos,

(ii) g : N → N ′ es un homomorfismo de grupos,

verificando las siguientes condiciones:

µ′ ◦ f = g ◦ µ, (2.3)

f(nm) = g(n)f(m). (2.4)

Equivalentemente, la condición (2.3) se verifica cuando el siguiente diagrama es con-
mutativo:

M

f

��

µ // N

g

��
M ′

µ′
// N ′.

Sea φ la acción de N sobre M y φ′ la acción de N ′ sobre M ′, la condición (2.4) equivale
a que el siguiente diagrama sea conmutativo:

N ×M

g×f

��

φ //M

f

��
N ′ ×M ′

φ′
//M ′.

La categoría de módulos cruzados de grupos se denotará por XMod.

Definición 2.2. Sea N un grupo y X e Y conjuntos tales que N actúa sobre X a través de
una acción φ, y N actúa sobre Y a través de otra acción ψ. Sea f : X → Y una aplicación.
Se dice que f es N-equivariante si el siguiente diagrama es conmutativo:

N ×X N × Y

X Y .

idN ×f

φ ψ

f

Es decir, ψ(n, f(x)) = f(φ(n, x)) para todo n ∈ N y todo x ∈ X.
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Observación 2.3. La propiedad (2.1) significa que el homomorfismo µ es equivariante con
respecto a la N -acción vía φ de M y la acción por conjugación de N sobre sí mismo que
está dada por:

conj : N ×N → N

(n, h) 7→ nhn−1.

Es decir, que el siguiente diagrama es conmutativo:

N ×M N ×N

M N.

idN ×µ

φ conj

µ

En efecto, µ(φ(n,m)) = µ(nm)
(2.1)
= nµ(m)n−1 = conj(n, µ(m)).

Observación 2.4. Por la propiedad (2.1), Im(µ) es un subgrupo normal de N . En efecto,
por ser µ : M → N un homomorfismo de grupos Im(µ) es un subgrupo de N y además
nµ(m)n−1 = µ(nm) ∈ Im(µ) lo que implica que Im(µ) es un subgrupo normal de N .

Observación 2.5. Por la propiedad (2.2), µ(m)m′ = mm′m−1 y dado un m ∈ ker(µ) es decir
que µ(m) = 1 y entonces m′ = mm′m−1 o m′m = mm′ para todo m′ ∈ M. Sea Z(M) el
centro del grupo M , se tiene entonces que ker(µ) ⊆ Z(M) y, consecuentemente, ker(µ) es
abeliano.

A continuación, se verán ejemplos de módulos cruzados:

Ejemplo 2.6. Sean M y N dos grupos, y sea:

µ : M → N

m 7→ 1N .

Se tiene que la terna (M,N, µ) es un módulo cruzado si y solo si M es abeliano.
En efecto, de la propiedad (2.2) se deduce que:

m′ = 1Nm′ = µ(m)m′ (2.2)
= mm′m−1.

La igualdad previa solo se cumple si M es abeliano.

Ejemplo 2.7. SeanM yN grupos abelianos con µ : M → N y tal queN actúa trivialmente
sobre M (mediante la acción φ), es decir que nm = m. Se tiene que la terna (M,N, µ) es
un módulo cruzado. En efecto,
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(i) Se verifica la propiedad (2.1) pues:

µ(m) = µ(nm) = nµ(m)n−1 = µ(m),

donde en la última igualdad se emplea que N es un grupo abeliano.

(ii) La verificación de (2.2) es también inmediata teniendo en cuenta que M es abeliano.
En efecto,

m′ = µ(m)m′ = mm′m−1 = m′.

Ejemplo 2.8. Sea H un subgrupo normal de G (H � G) y sea i : H → G la inclusión.
Se considera, por un lado la acción φ : G × H → H tal que φ(g, h) := ghg−1 donde
ghg−1 ∈ H por ser subgrupo normal y por otro lado la acción conjugación conj. Se probará
a continuación que la terna (H,G, i) es un módulo cruzado:

(i) Se debe probar primero que i es G-equivariante, es decir, que el siguiente diagrama
es conmutativo:

G×H G×G

H G.

idG ×i

φ conj

i

Por un lado φ(g, h) = ghg−1 y, por otro lado, conj(g, h) = ghg−1. Es decir i(φ(g, h)) =
conj(g, i(h)) tal y como queríamos ver.

(ii) Ahora se debe comprobar la identidad de Peiffer. Esta se cumple ya que el siguiente
diagrama es conmutativo:

H ×H G×H

H.

i× idH

conj φ

Luego como por un lado (i × idH)(h, h′) = (i(h), h′) y φ(i(h), h′) = i(h)h′ = hh′h−1

y por otro lado conj(h, h′) = hh′h−1, se tiene que el diagrama es conmutativo verifi-
cando así que la terna (H,G, i) es un módulo cruzado.
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Un caso particular aplicable al anterior ejemplo podría ser considerar como H el grupo
de las permutaciones pares de orden 3 (A3) y como G el grupo de las permutaciones de
orden 3 (S3). Claramente, A3 es un subgrupo normal de S3 (A3 � S3).

Ejemplo 2.9. Sean M y N grupos cíclicos de orden 4, M = ⟨m⟩ y N = ⟨n⟩. Sea el
homomorfismo de grupos dado por µ : M → N tal que µ(m) = n2. Se considera la acción
φ : N ×M → M tal que φ(n,m) = m−1 := nm y conj la acción conjugación. Veamos que
la terna (M,N, µ) es un módulo cruzado:

(i) Se comprueba primero la condición de N -equivariante probando que el siguiente
diagrama es conmutativo:

N ×M N ×N

M N

idN ×µ

φ conj

µ

En efecto, se tiene que por un lado (idN ×µ)(n,m) = (n, µ(m)) = (n, n2) y conj(n, n2) =

nn2n−1 (a)
= n2 y por otro φ(n,m) = m−1 := nm y µ(m−1)

(b)
= (µ(m))−1 = (n2)−1 (c)

=

n2.

En (a) se ha empleado la conmutatividad del grupo cíclico N , en (b) se ha empleado
el hecho de que µ es un homomorfismo de grupos y en (c) que al ser N un grupo
cíclico de orden 4 se tiene que n2n2 = n4 = 1 lo que implica que (n2)−1 = n2.

Con todo, se concluye que el diagrama conmuta por lo que se tiene que µ es N -
equivariante.

(ii) Se debe comprobar ahora la Identidad de Peiffer.

M ×M N ×M

M

µ× idM

conj φ

Donde por un lado (µ × idM )(m,m) = (µ(m),m) = (n2,m) y φ(n2,m) = n2
m =

nnm
(1.2)
= n(nm) = nm−1 (a)

= (nm)−1 = (m−1)−1 = m, y por otro conj(m,m)
(b)
=
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mm−1m = m. En (a) se emplean las propiedades de los automorfismos y en (b) la
conmutatividad del grupo cíclico M .

Luego se ha demostrado que el diagrama anterior es conmutativo y por tanto se
verifica la Identidad de Peiffer.

Se concluye entonces que la terna (M,N, µ) es un módulo cruzado.

Ejemplo 2.10. Sean M = ⟨m⟩ y N = ⟨n⟩ grupos cíclicos de orden 4. Sea el homomorfismo
de grupos dado por µ : M → N tal que µ(m) = n2. Se considera la acción φ : N ×M →M

trivial, i.e. φ(n,m) := m. Entonces el par (µ, φ) es un módulo cruzado.

Ejemplo 2.11. Sea una extensión central

E ≡ 1 −→ H
α−→ N

β−→ K −→ 1,

con α(H) ⊆ Z(N) (véase 1.15). Esta situación define un módulo cruzado con la acción
α(h)h′ = hh′h−1. Se comprobará a continuación que esta acción está bien definida.

Sean h1, h, h′ ∈ H. Se supone que α(h1) = α(h) y se desea comprobar si α(h)h′ = α(h1)h′

es decir, si hh′h−1 = h1h
′h−1

1 . Como α(h1) = α(h) y α es un homomorfismo de grupos,
se tiene que α(h1h−1) = 1 lo que implica que h1h−1 ∈ ker(α). Por la observación (2.5),
ker(α) ⊆ Z(H) luego z := h1h

−1 ∈ Z(H) y en particular h1 = hz con z ∈ Z(H). Entonces,

h1h
′h−1

1 = hzh′z−1h−1

y como z ∈ Z(H), se tiene que zh′ = h′z, por lo que:

h1h
′h1 = hzh′z−1h−1 = hh′zz−1h−1 = hh′h−1,

lo que prueba que la acción está bien definida, es decir, no depende del representante
escogido.

Por otro lado, un módulo cruzado simplemente conexo (i.e. α es sobreyectiva) es una
extensión central.

En particular, H conj−−→ Inn(H), h 7→ conj(h), con la acción, conj(h)h′ = hh′h−1, es un
módulo cruzado de grupos, donde Inn(H) denota los automorfismos internos de un grupo
H.

Ejemplo 2.12. Para un grupo (G, ·) se considera el producto semidirecto G ⋊ G con la
multiplicación (g1, g2)(x1, x2) = (g1g2x1g

−1
2 , g2x2). Entonces (G,G ⋊ G,µ) es un módulo

cruzado, donde µ(g) = (g−1, g), y la acción de G⋊G en G está dada por gx = gxg−1.
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Ejemplo 2.13. Sea el homomorfismo de grupos

µ : Z/4Z = {0, 1, 2, 3} → Z/2Z = {0, 1}
n 7→ µ(n) = 0,

y sea la acción de Z/2Z sobre Z/4Z:

Z/2Z× Z/4Z → Z/4Z

(x, n) 7→ xn =

n si x = 0,

2n si x = 1.

Se verificará el cumplimiento de las propiedades (2.1) y (2.2) para determinar si (Z/4Z,Z/2Z, µ)
se trata de un módulo cruzado.

(i) Se comenzará probando que se cumple la propiedad (2.1). Dado que Z/nZ es un
grupo abeliano respecto de la suma, se adoptará en lo sucesivo la notación aditiva.

Se obtiene por un lado que µ(xn) = 0 y por otro que, teniendo en cuenta que el grupo
es abeliano, x+ µ(n)− x = µ(n) = 0. Es decir,

µ(xn) = x+ µ(n)− x.

De lo anterior se deduce que la propiedad (2.1) se satisface.

(ii) A continuación se verificará la propiedad (2.2) (identidad de Peiffer), la cual permitirá
concluir que la estructura en cuestión constituye un módulo cruzado.

Por un lado, µ(n)m = 0m = m y por otro lado, por ser el grupo abeliano, n+m−n =

m. Consecuentemente,

µ(n)m = n+m− n = m.

Esto corresponde, precisamente, a la propiedad (2.2).

Observación 2.14. A cada módulo cruzado de grupos µ : M → N se le puede asociar una
sucesión exacta de cuatro términos:

0 −→ V
i−→M

µ−→ N
π−→ G

p−→ 1,

donde, por ser la sucesión exacta, ker(µ) = Im(i) = i(V ) = V y como Coker(µ) = N/ Im(µ)

y por ser la sucesión exacta, Im(µ) = ker(π) se tiene que Coker(µ) = N/ ker(π). Ahora,
aplicando el Primer Teorema de Isomorfía y teniendo en cuenta que por ser la sucesión
exacta Im(π) = ker(p) = G, se tiene que N/ ker(π) = Im(π) = G. Con todo, G = Coker(µ).
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Observación 2.15. (i) Considérese µ : M → N un módulo cruzado de grupos y la suce-
sión exacta asociada:

V = ker(µ)
i−−→M

µ−−→ N
π−−→ G =

N

Im(µ)
.

Se define a continuación:

G → Aut(M)
p−→ Out(M)

n 7→ φ(n) : M →M

m 7→ φ(n)(m) := nm.

Se desea verificar si esta aplicación es un homomorfismo de grupos, ya que eso sería
equivalente a comprobar que define una acción de G sobre M .

(1) En primer lugar, se comprobará si la aplicación anterior está bien definida,
es decir, que no depende del representante tomado. Sean n, n′ ∈ N tales que
n = n′, se tiene:

(φ(n) ◦ (φ(n′))−1)(m)
(a)
= (φ(n) ◦ φ((n′)−1))(m)

(b)
= φ(n(n′)−1)(m)

(c)
= φ(µ(m′))(m)

(d)
= µ(m′)m

(e)
= m′m(m′)−1 = conjm′(m).

(2.5)
En (a) y en (b) se ha empleado que φ es un homomorfismo de grupos. En (c) se
tiene en cuenta que si n = n′ en G entonces n(n′)−1 ∈ Im(µ) y esto implica que
existe un m′ ∈ M tal que µ(m′) = n(n′)−1. En (d) se usó que φ(n)(m) := nm

y en (e) la propiedad (2.2).

Las igualdades establecidas en (2.5) implican que :

φ(n) ◦ (φ(n′))−1 = conj′m =⇒ φ(n) = conj′m ◦ φ(n′).

De donde, tomando clases módulo Inn(M), se llega a que:

φ(n) = conjm ◦ φ(n′) =⇒ φ(n) = φ(n′).

(2) A continuación, se verificará si la aplicación constituye un homomorfismo de
grupos. Se quiere comprobar que si dados π(x) = nr, π(n) = n y π(r) = r con
nr = n r, entonces se cumple que:

φ(x) = φ(n) ◦ φ(r)

=⇒ φ(n) ◦ φ(r) ◦ (φ(x))−1 = idM

=⇒ φ(n) ◦ φ(r) ◦ φ((x)−1) = idM

=⇒ φ(nrx−1) = idM .
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Por un lado,

π(nrx−1)
(a)
= π(n)π(r)π(x)−1 = nr(nr)−1 = 1N

=⇒ nrx−1 ∈ ker(π)
(b)
= Im(µ) =⇒ nrx−1 = µ(m) para cierto m ∈M.

En el paso (a) se usa el hecho de que π es un homomorfismo de grupos y en el
(b) que la sucesión es exacta.

Por lo tanto,

φ(nrx−1)(m′) = φ(µ(m))(m′) = µ(m)m′ = mm′m−1 =⇒ φ(nrx−1) = conjm
Tomando clases

=⇒ φ(nrx−1) = conjm = idM .

Es decir, en general, la aplicación G → Aut(M) no es un homomorfismo de grupos
lo que implica que no define una acción de G sobre M , pero sí que lo es cuando se
toman clases módulo Inn(M). Por lo tanto, de acuerdo con la Definición 1.17, φ se
trata de una acción externa.

(ii) Ahora bien, si se realiza el mismo procedimiento que en el apartado anterior pero
tomando V = ker(µ) en vez de todo M , sí que se obtiene una acción de G sobre V .

G× V → V

(n,m) 7→ nm, con n tal que π(n) = n.

A continuación, se demostrará que dicha aplicación constituye una acción. Para ello,
se verificará que está bien definida y que satisface los axiomas correspondientes a una
acción.

(1) Para demostrar que está bien definida, se deben verificar dos condiciones: en
primer lugar, que nm pertenece a V ; y en segundo lugar, que el valor obtenido
es independiente del representante escogido.

Por un lado,

µ(nm)
(2.1)
= nµ(m)n−1 (a)

= nn−1 = 1N =⇒ nm ∈ ker(µ) = V.

En (a) se ha empleado que m ∈ V = ker(µ) lo que implica que µ(m) = 1N . Con
esto, la primera condición queda demostrada.

Por otro lado,

n = n′ =⇒ n−1n′ ∈ Im(µ)

=⇒ existe m ∈M | n−1n′ = µ(m) =⇒ n′ = nµ(m).
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Entonces,

n′
m′ = nµ(m)m′ (1.2)

= n(µ(m)m′)
(2.2)
= n(mm′m−1)

(b)
= nm′.

En (b) se ha empleado que m′ ∈ V ⊂ Z(M), por ser V = ker(µ) un gru-
po abeliano. Se tiene entonces que la segunda condición también se cumple,
concluyendo así que no depende del representante escogido.

(2) Es claro que la aplicación cumple con los axiomas de acción, dado que ha sido
definida como tal.

(1N ,m) → 1Nm = m,

(nr,m) → nrm = n(rm).

Definición 2.16. Sean µ : M → N (con una acción φ) y µ′ : M ′ → N ′ (con una acción
φ′) dos módulos cruzados tales que ker(µ) = ker(µ′) =: V y Coker(µ) = Coker(µ′) =: G,
son equivalentemente elementales si Φ: M → M ′ y Ψ: N → N ′ son homomorfismos
de grupos compatibles con las respectivas acciones, esto es,

Φ(φ(n)(m)) = φ′(Ψ(n))(Φ(m)),

para todo n ∈ N y todo m ∈M , y tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

0 V M N G 1

0 V M ′ N ′ G 1.

i µ π

i′ µ′ π′

idV Φ Ψ idG

Notar que la relación de equivalencia elemental es reflexiva y transitiva. En efecto,

(i) Propiedad reflexiva. Tomando Φ = idM y Ψ = idN :

0 V M N G 1

0 V M N G 1.

i µ π

i µ π

idV idM idN idG

Se tiene que idN ◦µ = µ = µ ◦ idM .
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(ii) Propiedad transitiva.

0 V M N G 1

0 V M ′ N ′ G 1

0 V M ′′ N ′′ G 1.

i µ π

i′ µ′ π′

i′′ µ′′ π′′

idV

idV

Φ1

Φ2

Ψ1

Ψ2

idG

idG

El primer diagrama conmuta (por ser µ y µ′ equivalentemente elementales):

Ψ1 ◦ µ = µ′ ◦ Φ1.

Y el segundo diagrama también conmuta (por ser µ′ y µ′′ equivalentemente elemen-
tales):

Ψ2 ◦ µ′ = µ′′ ◦ Φ2.

Componiendo a ambos lados, se obtiene:

(Ψ2◦Ψ1)◦µ = Ψ2◦(Ψ1◦µ) = Ψ2◦(µ′◦Φ1) = (Ψ2◦µ′)◦Φ1 = (µ′′◦Φ2)◦Φ1 = µ′′◦(Φ2◦Φ1).

Esto demuestra que el diagrama total, compuesto por los dos anteriores, también
conmuta. Es decir, se cumple la propiedad transitiva.

La relación de equivalencia anterior es reflexiva y transitiva como se ha visto pero no es
simétrica en general, ya que los homomorfismos Φ y Ψ no tienen por qué ser invertibles.

Se llama equivalencia de módulos cruzados a la relación de equivalencia generada
por la equivalencia elemental. Es decir, dos módulos cruzados son equivalentes si existe
un zigzag de equivalencias elementales que va de uno al otro (donde las flechas no van
necesariamente en la misma dirección), lo que garantiza el cumplimiento de la propiedad
simétrica. El siguiente diagrama ilustra esta situación:

0 V M ′ N ′ G 1

0 V M N G 1

0 V M ′′ N ′′ G 1.

i′ µ π′

i µ′ π

i′′ µ′′ π′′
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Se denota por crmod(G,V ) al conjunto de clases de equivalencia de módulos cruzados
con núcleo fijo V y con conúcleo fijo G.

Se consideran ahora los dos módulos cruzados µ : M → N y µ′ : M ′ → N ′ con el
mismo núcleo V y el mismo conúcleo G y sus correspondientes sucesiones exactas de cuatro
términos:

0 −→ V
i−→M

µ−→ N
π−→ G −→ 1

y
0 −→ V

i′−→M ′ µ′
−→ N ′ π′

−→ G −→ 1.

Se denota por K := {(v,−v) | v ∈ V } al núcleo de la aplicación adición:

V ⊕ V → V

(v, v′) 7→ v + v′.

Notar que la diagonal △V : V → V ⊕ V, v → (v, v), seguida de la aplicación cociente
V ⊕ V → (V ⊕ V )/K identifica V con el cociente (V ⊕ V )/K.

La identificación se hace de la siguiente manera:

V
△V−−−→ V ⊕ V −→ (V ⊕ V )/K, v 7→ (v, v) 7→ (v, v).

Nótese, que esta correspondencia, es claramente inyectiva, ya que si (v, v) = (0, 0),
entonces (v, v) ∈ K, y por lo tanto v = −v, y así v = 0.

Además, es sobreyectiva, ya que (v1, v2) = (v1+v2
2 , v1+v2

2 ), pues (v1, v2) = (v1+v2
2 , v1+v2

2 )+

(v1−v2
2 ,−v1−v2

2 ).
El conjunto K puede ser considerado como un subespacio en M ×M ′ mediante i× i′.

Como V es central en M y M ′, entonces K es un subgrupo normal de M ×M ′.
La restricción de π × π′ a N ×G N

′ toma valores en la diagonal:

△G := {(g, g) | g ∈ G},

que es isomorfa a G mediante (la restricción de) la aplicación diagonal △G : G → △G ⊂
G×G. Teniendo en cuenta los preliminares anteriores, se obtiene la siguiente definición:

Definición 2.17. La suma de dos módulos cruzados µ : M → N y µ′ : M ′ → N ′

tales que ker(µ) = ker(µ′) = V y Coker(µ) = Coker(µ′) = G es por definición el módulo
cruzado:

0 −→ V
(i⊕i′)◦△V−−−−−−→ (M ×M ′)/K

µ×µ′
−−−→ N ×G N

′ (△G)−1◦(π×π′)−−−−−−−−−−→ G −→ 1.

La acción de N ×G N
′ en (M ×M ′)/K está inducida por el producto de las acciones de

los dos factores. Las propiedades (2.1) y (2.2) se verifican en el producto directo, y por lo
tanto, en la suma del módulo cruzado. En efecto:
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(i) En primer lugar se quiere probar que se verifica la propiedad (2.1). Es decir, que para
[(m,m′)] ∈ (M,M ′)/K y (n, n′) ∈ N ×G N

′,

(µ× µ′)((n,n
′)(m,m′)) = (n, n′)(µ(m), µ′(m′))(n, n′)−1.

La acción de (n, n′) sobre (m,m′) es por componentes:

(n,n′)(m,m′) = (nm, n′
m′),

aplicando µ× µ′, se obtiene:

(µ× µ′)((n,n
′)(m,m′)) = (µ(nm), µ′(n

′
m′)).

Dado que µ y µ′ son módulos cruzados que cumplen (2.1):

(µ(nm), µ′(n
′
m′))

(2.1)
= (nµ(m)n−1, n′µ′(m′)n′−1) = (n, n′)(µ(m), µ(m′))(n, n′)−1.

Probando así que efectivamente se verifica la propiedad (2.1).

(ii) En segundo lugar, se quiere demostrar la propiedad (2.2),

(µ(m),µ′(m′))(m⋆,m
′
⋆) = (m,m′)(m⋆,m

′
⋆)(m,m

′)−1.

Como la acción es componente a componente, y µ y µ′ satisfacen (2.2):

(µ(m),µ′(m′))(m⋆,m
′
⋆) = (µ(m)m⋆,

µ′(m′)m′
⋆) =

(2.2)
= (mm⋆m

−1, m′m′
⋆m

′−1)

= (m,m′)(m⋆,m
′
⋆)(m,m

′)−1.

Como se quería demostrar.

Lema 2.18. La suma de módulos cruzados define una estructura de grupo abeliano en el
conjunto de clases de equivalencia de módulos cruzados crmod(G,V ) con núcleo fijo V y
conúcleo fijo G.

Demostración. Se debe probar que la suma de módulos cruzados define una estructura de
grupo abeliano en el conjunto de clases de equivalencia, es decir, que cumple la propie-
dad asociativa, tiene elemento neutro, inverso y además cumple la propiedad conmutativa
(abeliano).

Es claro que la suma de módulos cruzados es asociativa y conmutativa (hasta equiva-
lencia, es decir, que estas propiedades se cumplen para las clases de equivalencia), ya que
está inducida por el producto directo. En efecto, sean A,B y C grupos, el producto directo
cumple:
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(i) Asociatividad:

(A×B)× C ∼= A× (B × C)

(ii) Conmutatividad:

A×B ∼= B ×A

Entonces, si la suma de módulos cruzados se define mediante el producto directo (con cier-
tas condiciones adicionales, como que el núcleo sea V y el conúcleo sea G), esas propiedades
se heredan naturalmente, aunque sólo hasta equivalencia.

Igualmente, es evidente que la suma es compatible con la relación de equivalencia,
ya que podemos tomar el producto de los morfismos que inducen las equivalencias. Esto
significa que si dos módulos cruzados µ : M → N y µ′ : M ′ → N ′ son equivalentes a otros
dos µ⋆ : M⋆ → N⋆ y µ′⋆ : M ′

⋆ → N ′
⋆, entonces los productos (M ×M ′)/K y (M⋆ ×M ′

⋆)/K⋆

serán también equivalentes. Esto es así pues, la siguiente operación sobre las clases de
equivalencia está bien definida:

[µ] + [µ′] := [µ⊕ µ′]

Es decir, la suma respeta las clases de equivalencia.
Ahora falta por demostrar que existe un elemento neutro y un inverso para cada módulo

cruzado. Definimos el módulo cruzado cero, con núcleo V y conúcleo G como:

0 −→ V
idV−−→ V

1−→ G
idG−−→ G −→ 1,

donde la aplicación 1: V → G lleva los elementos de V a la unidad 1 ∈ G. Sea [µ] un
módulo cruzado en el conjunto de clases de equivalencia tal que µ : M → N y tal que
hay acciones sobre M y N . Al sumar este módulo cruzado con el módulo cruzado cero es
evidente que la acción del módulo cruzado cero no modifica los elementos de M ni de N
pues:

(i) Acción sobre M : La acción de idV sobre V no cambia los elementos de V , y la
aplicación 1 lleva los elementos de V a 1 ∈ G lo que no afecta a la estructura de los
elementos de M .

(ii) Acción sobre N : Análogamente, la acción de N de la aplicación idG no cambia los
elementos de N .

De tal forma que:

[µ] + [0] = [µ] = [0] + [µ].

Concluyendo así que el módulo cero es el elemento neutro.
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Por otro lado, el inverso de un módulo cruzado

0 −→ V
i−→M

µ−→ N
π−→ G −→ 1,

está definido por
0 −→ V

−i−−→M
µ−→ N

π−→ G −→ 1,

La demostración de que dicho módulo cruzado es inverso al dado se puede ver en [14].
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Capítulo 3

Definiciones equivalentes de módulos
cruzados

El concepto de módulo cruzado admite múltiples formulaciones equivalentes que surgen
de manera natural en distintos marcos algebraicos y categóricos.

En la primera sección se analiza la equivalencia entre los Cat1-grupos y los módulos
cruzados, estableciendo correspondencias estructurales precisas entre estas dos nociones.
Para el desarrollo de esta parte se emplean como referencias principales [3], [5] y [6]. Se
dedica la segunda sección a los 2-grupos estrictos, presentando su interpretación como una
forma categórica de los módulos cruzados; para ello se siguen los enfoques propuestos en
[11] y [14]. Finalmente, la tercera sección está dedicada al análisis de los grupos categóricos
estrictos, cuya interpretación y relación con los módulos cruzados se apoya en los resultados
y técnicas desarrolladas en [13].

3.1. Cat1-grupos y módulos cruzados

Definición 3.1. Un Cat1-grupo (G,P, i, s, t) consiste en dos grupos G y P , una inclusión
i : P → G y dos homomorfismos sobreyectivos s, t : G→ P satisfaciendo:

s ◦ i = t ◦ i = idP , (3.1)

[ker(s), ker(t)] = {1G}. (3.2)

Los Cat1-grupos dan lugar a una categoría cuyos morfismos se definen como sigue. Sean
(G,P, i, s, t) y (G′, P ′, i′, s′, t′) Cat1-grupos, un morfismo de Cat1-grupos es un par

(x, y) : (G,P, i, s, t) → (G′, P ′, i′, s′, t′)

donde

31
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(i) x : G→ G′ es un homomorfismo de grupos,

(ii) y : P → P ′ es un homomorfismo de grupos,

verificando las siguientes condiciones:

y ◦ s = s′ ◦ x, (3.3)

y ◦ t = t′ ◦ x, (3.4)

x ◦ i = i′ ◦ y. (3.5)

Equivalentemente, las condiciones (3.3), (3.4) y (3.5) se verifican cuando el siguiente dia-
grama es conmutativo:

G

x

��

s //
t

// P

y

��

i

ee

G′
s′ //

t′
// P ′.

i′

ee

La categoría de Cat1-grupos se denotará por Cat1.

Observación 3.2. La propiedad (3.1) es equivalente a que s|P = idP y t|P = idP .

Lema 3.3. Para un Cat1-grupo (G,P, i, s, t),

G ∼= ker(s)⋊ P.

Demostración. Sea ϕ : G → ker(s) ⋊ P con ϕ(g) := (gi(s(g−1)), s(g)) = (gs(g−1), s(g)) y
ψ : ker(s) ⋊ P → G con ψ(c, p) := ci(p) = cp, donde se está identificando i(a) = a para
todo a ∈ P . Se comprobará que ϕ y ψ son homomorfismos y que ψ = ϕ−1. En efecto,

(i) Se quiere ver que ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2). Por un lado,

ϕ(g1g2) = (g1g2s((g1g2)
−1), s(g1g2))

por otro lado,

ϕ(g1) = (g1s(g
−1
1 ), s(g1)) y ϕ(g2) = (g2s(g

−1
2 ), s(g2)).

Ahora bien, teniendo en cuenta que:

φ : P × ker(s) → ker(s)

(p, a) 7→ pa := i(p)a = i(p)ai(p)−1 = pap−1,
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y empleando el producto semidirecto construido a partir de la acción φ, dicho pro-
ducto viene dado por:

(a1, p1)(a2, p2) = (a1
p1a2, p1p2) = (a1p1a2p

−1
1 , p1p2).

A partir de lo anterior,

ϕ(g1)ϕ(g2) = (g1s(g
−1
1 ), s(g1))(g2s(g

−1
2 ), s(g2))

= (g1s(g
−1
1 ) s(g1)(g2s(g

−1
2 )), s(g1)s(g2))

=
(
g1s(g

−1
1 ) s(g1) g2s(g

−1
2 ) (s(g1))

−1, s(g1)s(g2)
)

=
(
g1g2s(g

−1
2 )s(g−1

1 ), s(g1)s(g2)
)
,

donde se ha empleado que s es un homomorfismo de grupos, y entonces s(g−1
1 ) =

s(g1)
−1.

Ahora bien, se obtuvo que

ϕ(g1g2) = (g1g2s((g1g2)
−1), s(g1g2)),

teniendo en cuenta que s es un homomorfismo de grupos y por tanto s(g1g2) =

s(g1)s(g2) y que s((g1g2)−1) = s(g−1
2 g−1

1 ) = s(g−1
2 )s(g−1

1 ) se tiene el resultado, con-
cluyendo que ϕ es un homomorfismo de grupos.

(ii) Se demostrará a continuación que ψ((c1, p1)(c2, p2)) = ψ(c1, p1)ψ(c2, p2).

Empleando el producto semidirecto,

(c1, p1)(c2, p2) = (c1
p1c2, p1p2) = (c1p1c2p

−1
1 , p1p2)

entonces

ψ((c1, p1)(c2, p2)) = ψ(c1p1c2p
−1
1 , p1p2) = c1p1c2p

−1
1 p1p2 = c1p1c2p2

y
ψ(c1, p1)ψ(c2, p2) = c1p1c2p2.

Con lo cual, queda demostrado que ψ es un homomorfismo de grupos.

(iii) Por último, falta comprobar que ψ = ϕ−1.

Por un lado, se demostrará que ψ(ϕ(g)) = g. En efecto,

ψ(ϕ(g)) = ψ(gs(g−1), s(g))

= gs(g−1)s(g)

= gs(g)−1s(g)

= g.
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Por otro lado, hace falta ver que ϕ(ψ(c, p)) = (c, p).

ϕ(ψ(c, p)) = ϕ(cp) = (cps((cp)−1), s(cp))

= (cps(p−1c−1), s(cp)) = (cps(p−1)s(c−1), s(c)s(p)).

Teniendo en cuenta que s(p−1) = s(p)−1 = p−1 y s(p) = p debido a (3.1), entonces:

(cps(p−1)s(c−1), s(c)s(p)) = (cpp−1s(c−1), s(c)p) = (cs(c−1), s(c)p).

Ahora bien como c ∈ ker(s) entonces s(c) = 1 y s(c−1) = s(c)−1 = 1−1 = 1 luego,

(cs(c−1), s(c)p) = (c, p).

De este modo, se obtiene el resultado deseado y, por lo tanto, ψ = ϕ−1.

Los módulos cruzados y los Cat1-grupos son dos formalizaciones algebraicas que, aunque
definidas de manera diferente, representan esencialmente la misma estructura, es decir,
existe una equivalencia de categorías entre ellas. En lo que sigue, presentaremos de manera
detallada la correspondencia categórica que establece la equivalencia entre los módulos
cruzados y los Cat1-grupos.

Proposición 3.4. Existe un funtor

F : XMod −→ Cat1

actuando como sigue en objetos y morfismos:

F : Ob(XMod) → Ob(Cat1) F : Mor(XMod) → Mor(Cat1)

(M,N, µ) 7→ (M ⋊N,N, i, s, t), (f, g) 7→ (f × g, g),

donde i : N → M ⋊ N ; i(n) = (1, n), s : M ⋊ N → N ; s(m,n) = n y t : M ⋊ N → N ;
t(m,n) = µ(m)n.

Demostración. Dado un módulo cruzado (M,N, µ) se comprobará que (M ⋊N,N, i, s, t)

es un Cat1-grupo. Se procederá, por tanto, a la verificación de las propiedades (3.1) y (3.2).

(i) Se tiene que: s(i(n)) = s(1, n) = n = idN y t(i(n)) = t(1, n) = µ(1)n = n = idN con
lo cual, (3.1) se cumple.
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(ii) Se probará a continuación que [ker(s), ker(t)] = {1M⋊N}. Se tiene que ker(s) =

{(m, 1) | m ∈ M} y ker(t) = {(m,n) | µ(m)n = 1} = {(m,n) | n = µ(m)−1} =

{(m,µ(m)−1) | m ∈M}. Entonces,

[ker(s), ker(t)] = [(m1, 1), (m2, µ(m2)
−1)]

= (m1, 1)(m2, µ(m2)
−1)(m1, 1)

−1(m2, µ(m2)
−1)−1.

Ahora bien, tenemos que por (1.3), (m1, 1)
−1 = (φ(1,m−1

1 ), 1) = (m−1, 1) y que
(m2, µ(m2)

−1)−1 = (φ(µ(m2),m
−1
2 ), µ(m2)) = (µ(m2)m−1

2 , µ(m2)). Luego,

[ker(s), ker(t)] = (m1, 1)(m2, µ(m2)
−1)(m−1

1 , 1)(µ(m2)m−1
2 , µ(m2)).

A continuación, se procederá a realizar las operaciones paso a paso empleando el
producto semidirecto y teniendo en cuenta que φ(n,m) = nm.

(m1, 1)(m2, µ(m2)
−1) = (m1

1m2, µ(m2)
−1) = (m1m2, µ(m2)

−1),

(m1m2, µ(m2)
−1)(m−1

1 , 1) = (m1m2
µ(m2)−1

m−1
1 , µ(m2)

−1),

y por último

(m1m2
µ(m2)−1

m−1
1 , µ(m2)

−1)(µ(m2)m−1
2 , µ(m2))

= (m1m2
µ(m2)−1

m−1
1

µ(m2)−1
(µ(m2)m−1

2 ), µ(m2)
−1µ(m2)).

Ahora bien, teniendo en cuenta que por ser µ homomorfismo, µ(m2)−1
m−1

1 = µ(m−1
2 )m−1

1

y por la propiedad (2.2), µ(m−1
2 )m−1

1 = m−1
2 m−1

1 m2 se tiene que:

(m1m2
µ(m2)−1

m−1
1

µ(m2)−1
(µ(m2)m−1

2 ), µ(m2)
−1µ(m2)) =

(m1m2m
−1
2 m−1

1 m2m
−1
2 , 1) = (1, 1) = {1M⋊N},

de donde se concluye que (M ⋊N,N, i, s, t) es un Cat1-grupo.

Por lo tanto, se ha demostrado que el funtor F está bien definido en objetos. Se verá que
dicho funtor también está bien definido en morfismos. Dado el morfismo (f, g) : (M,N, µ) →
(M ′, N ′, µ′) en XMod, se verá que (f × g, g) : (M ⋊N,N, i, s, t) → (M ′ ⋊N ′, N ′, i′, s′, t′)

es un morfismo en Cat1.

En primer lugar, se debe comprobar que tanto f × g como g son homomorfismos de
grupos. Nótese que g ya es homomorfismo de grupos debido a como están definidos los
morfismos en XMod. Se probará entonces que f × g también es homomorfismo de grupos,
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es decir si (f × g)((m1, n1)(m2, n2)) = (f × g)(m1, n1)(f × g)(m2, n2). En efecto,

(f × g)((m1, n1), (m2, n2)) = (f × g)(m1
n1m2, n1n2)

= (f(m1
n1m2), g(n1n2))

= (f(m1)f(
n1m2), g(n1)g(n2))

(2.4)
= (f(m1)

g(n1)f(m2), g(n1)g(n2))

= (f(m1), g(n1))(f(m2), g(n2)) = (f × g)(m1, n1)(f × g)(m2, n2).

Se debe demostrar ahora que el par (f × g, g) verifica las propiedades (3.3), (3.4) y (3.5).

(i) Para comprobar (3.3), se debe verificar si g ◦ s = s′ ◦ (f × g). Por un lado,

(g ◦ s)(m,n) = g(s(m,n)) = g(n),

y por otro lado,

(s′ ◦ (f × g))(m,n) = s′(f(m), g(n)) = g(n),

con lo que se obtiene la igualdad.

(ii) En el caso de (3.4) se debe comprobar si g ◦ t = t′ ◦ (f × g). Por un lado,

(g ◦ t)(m,n) = g(t(m,n)) = g(µ(m)n) = g(µ(m))g(n),

y por otro lado,

(t′ ◦ (f × g))(m,n) = t′(f(m), g(n)) = µ′(f(m))g(n),

teniendo en cuenta que (f, g) : (M,N, µ) → (M ′, N ′, µ′) es un morfismo de módulos
cruzados se tiene por la propiedad (2.3) que µ′ ◦f = g◦µ, luego g(µ(m)) = µ′(f(m)),
concluyendo así la prueba de la igualdad (3.4).

(iii) Para la propiedad (3.5) se debe probar que (f × g) ◦ i = i′ ◦ g. En efecto,

((f × g)) ◦ i(n) = (f × g)(i(n)) = (f × g)(1, n) = (f(1), g(n)),

(i′ ◦ g(n)) = i′(g(n)) = (1, g(n)),

y, como f es un homomorfismo de grupos, f(1) = 1, luego se obtiene la igualdad.

Se ha probado que, dado el morfismo (f, g) en XMod, el morfismo (f × g, g) es de Cat1-
grupos, concluyendo así la demostración.
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Por otro lado se construirá ahora un funtor en el otro sentido, de la categoría de Cat1-
grupos en la categoría de módulos cruzados.

Proposición 3.5. Existe un funtor

G : Cat1 −→ XMod

actuando como sigue en objetos y morfismos:

G : Ob(Cat1) → Ob(XMod) G : Mor(Cat1) → Mor(XMod)

(G,P, i, s, t) 7→ (ker(s), P, t|ker(s)), (x, y) 7→ (x|ker(s), y),

donde la acción de P sobre ker(s) se define por pa := i(p)a = i(p)ai(p)−1, para todo
a ∈ ker(s) y para todo p ∈ P.

Demostración. Dado un Cat1-grupo (G,P, i, s, t) se comprobará que la terna (ker(s), P, t|ker(s))
es un módulo cruzado, donde P actúa sobre ker(s) a través de la acción pa := i(p)ai(p)−1,
i.e., por conjugación.

Que la aplicación t|ker(s) es un homomorfismo de grupos es obvio puesto que se trata de
la restricción de un homomorfismo de grupos, t, a un subgrupo del dominio, ker(s) < G.

Se probará a continuación que se verifican las dos propiedades de módulo cruzado.

(i) En primer lugar, se debe comprobar si t(pa) = pt(a)p−1. En efecto:

t(pa) = t(i(p)ai(p)−1)
(a)
= t(i(p))t(a)t(i(p)−1)

(3.1)
= pt(a)p−1, para todo p ∈ P, a ∈ ker(s).

En (a) se emplea que t es un homomorfismo de grupos. Por tanto, la igualdad (2.1)
se verifica.

(ii) Se comprobará ahora la propiedad (2.2), es decir, t(a)b = aba−1.

Sean a, b ∈ ker(s). Por un lado, por la propiedad 3.1, t◦i = idP y por otro lado se tiene
que i(t(a−1))a ∈ ker(t), ya que t(i(t(a−1))a)

t hom.
= t(i(t(a−1)))t(a) = t(a−1)t(a) = 1.

Por la propiedad (3.2), [ker(s), ker(t)] = {1G}, entonces se tiene que:

bi(t(a−1))a = i(t(a−1))ab,

y por lo tanto

t(a)ba = i(t(a))bi(t(a−1))a = i(t(a))i(t(a−1))ab = ab.

Así, tenemos
t(a)b = aba−1, para todo a, b ∈ ker(s).

Se concluye que la propiedad (2.2) también se cumple y por tanto, queda demostrado
que (ker(s), P, t|ker(s)) es un módulo cruzado.
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Se ha demostrado que el funtor está bien definido en objetos. Se verá que también está
bien definido en morfismos. Dado el morfismo (x, y) : (G,P, i, s, t) → (G′, P ′, i′, s′, t′) en
Cat1, se verá que (x|ker(s), y) : (ker(s), P, t|ker(s)) → (ker(s′), P ′, t′|ker(s′)) es un morfismo en
XMod.

En primer lugar, se debe comprobar que tanto x|ker(s) como y son homomorfismos de
grupos. Por definición, y es un homomorfismo de grupos. Como ker(s) es un subgrupo de
G y x es un homomorfismo de grupos, se tiene que x|ker(s) es claramente un homomorfismo
de grupos.

A continuación se probará que Im(x|ker(s)) ⊆ ker(s′). Sea a ∈ ker(s), se tiene que:

s′(x(a))
(3.3)
= y(s(a))

(a)
= y(1)

(b)
= 1 =⇒ x(a) ∈ ker(s′).

En (a) se ha empleado el hecho de que a ∈ ker(s) y en (b) que y es un homomorfismo de
grupos.

Ahora se debe comprobar si se verifican las propiedades de morfismo de módulos cru-
zados de grupos, las igualdades (2.3) y (2.4).

(i) Para ver que se verifica (2.3), se debe comprobar si t′|ker(s′) ◦x|ker(s) = y ◦ t|ker(s). Por
un lado,

t′|ker(s′) ◦ x|ker(s)(a) = t′|ker(s′)(x|ker(s)(a))

por otro,
y ◦ t|ker(s)(a) = y(t|ker(s)(a)).

Como (x, y) : (G,P, i, s, t) → (G′, P ′, i′, s′, t′) es un morfismo de Cat1-grupos, se ve-
rifica la propiedad (3.4) donde y ◦ t = t′ ◦ x y teniendo en cuenta que ker(s) es un
subgrupo de G se llega al resultado.

(ii) Se debe comprobar a continuación la verificación de la propiedad (2.4), es decir si
x|ker(s)(pa) = y(p)x|ker(s)(a). Por un lado,

x|ker(s)(pa) = x|ker(s)(i(p)ai(p)−1)
(x hom. de grupos)

= x|ker(s)(i(p))x|ker(s)(a)x|ker(s)(i(p))−1,

y por otro lado,

y(p)x|ker(s)(a) = i′(y(p))x|ker(s)(a)i′(y(p))−1,

ahora como (x, y) : (G,P, i, s, t) → (G′, P ′, i′, s′, t′) es un morfismo de Cat1-grupos,
se cumple la propiedad (3.5), es decir que x ◦ i = i′ ◦ y lo cual permite obtener el
resultado deseado.



3.1. Cat1-GRUPOS Y MÓDULOS CRUZADOS 39

Teorema 3.6. Los funtores F y G inducen una equivalencia entre las categorías XMod y
Cat1.

Demostración. Sean los funtores

G : Cat1 → XMod, (G,P, i, s, t) → (ker(s), P, t|ker(s))

y
F : XMod → Cat1, (M,N, µ) → (M ⋊N,N, i, s, t)

donde i : N →M⋊N con i(n) = (1, n), s : M⋊N → N con s(m,n) = n, y t : M⋊N → N

con t(m,n) = µ(m)n.
Se comienza calculando la composición G ◦ F . Para un objeto (M,N, µ) ∈ XMod, se

tiene:
(G ◦ F )(M,N, µ) = G(M ⋊N,N, i, s, t) = (ker(s), N, t|ker(s)),

donde el núcleo de s viene dado por:

ker(s) = {(m,n) ∈M ⋊N | s(m,n) = 1N} = {(m,n) ∈M ⋊N | n = 1N}

= {(m, 1N ) | m ∈M} =M × {1N} ∼=M.

Además, la restricción de t a ker(s) satisface:

t|ker(s)(m, 1N ) = µ(m)1N = µ(m).

Por tanto, se concluye que
G ◦ F = idXMod .

Se considera ahora la otra composición, F ◦G. Dado un objeto (G,P, i, s, t) ∈ Cat1, se
tiene:

(F ◦G)(G,P, i, s, t) = F (ker(s), P, t|ker(s)) = (ker(s)⋊ P, P, i, s, t).

En virtud del isomorfismo establecido en el Lema 3.3, se dispone de una aplicación

ϕ : G→ ker(s)⋊ P, ϕ(g) = (gi(s(g−1)), s(g)),

la cual induce el morfismo de Cat1-grupos (ϕ, idP ) : (G,P, i, s, t) → (ker(s)⋊P, P, i′, s′, t′).

Para concluir que (ϕ, idP ) es un morfismo de Cat1−grupos se debe comprobar que se
verifican las propiedades correspondientes (3.3), (3.4) y (3.5).

(i) Se debe comprobar que idP ◦s = s′ ◦ ϕ, donde s′ : ker(s)⋊ P → P está definida por
s′(a, p) = p. En efecto,

(idP ◦s)(g) = idP (s(g)) = s(g),

(s′ ◦ ϕ)(g) = s′(ϕ(g)) = s′((gi(s(g−1)), s(g))) = s(g),

por lo que ambas expresiones coinciden.
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(ii) Para demostrar la propiedad (3.4), se debe comprobar que idP ◦t = t′ ◦ ϕ, donde
t′ : ker(s)⋊ P → P está dada por t′(a, p) = t|ker(s)(a)p. Por un lado,

(idP ◦t)(g) = idP (t(g)) = t(g)

y por otro lado,

(t′ ◦ ϕ)(g) = t′(ϕ(g)) = t′(gi(s(g−1)), s(g))

= t|ker(s)(gi(s(g−1)))s(g)
(a)
= t(gi(s(g−1)))s(g)

(b)
= t(g)t(i(s(g−1)))s(g)

(c)
= t(g)s(g−1)s(g) = t(g),

donde en (a) se ha empleado que g is(g−1) ∈ ker(s). Esto se tiene ya que, por un
lado, s es un homomorfismo de grupos y por otro, al tratarse de un Cat1-grupo
se verifica la propiedad (3.1), es decir, s ◦ i = idP . De lo anterior, se obtiene que
s(g(is(g−1))) = s(g)s(g−1) = 1 y por tanto g is(g−1) ∈ ker(s).

En (b) se usa que t es un homomorfismo de grupos y en (c) la propiedad (3.1) es
decir que t ◦ i = idP por tanto t(i(s(g)−1)) = id(s(g−1)) = s(g−1).

(iii) Por último, se debe comprobar que ϕ ◦ i = i′ ◦ idP , donde i′ : P → ker(s) ⋊ P está
dada por i′(p) = (1, p). En efecto,

(ϕ ◦ i)(p) = ϕ(i(p)) =
(
i(p)i(s(i(p)−1)), s(i(p))

)
empleando que i es un homomorfismo de grupos y que se cumple la propiedad (3.1)
es decir que, s ◦ i = idP , se tiene que:(

i(p)i(s(i(p)−1)), s(i(p))
)
= (i(p)i(p−1), p) = (1, p).

Por último,

i′ ◦ idP (p) = i′(p) = (1, p).

Es decir, se llega a que efectivamente (ϕ, idP ) es un isomorfismo de Cat1−grupos y por
tanto se concluye la demostración.

3.2. 2-grupos estrictos y módulos cruzados

Definición 3.7. Dada una categoría C con pullbacks, se dice que la tupla de objetos y
morfismos en C, G = (G0, G1, s, t, i, ◦) es una categoría interna en C si los diagramas en
(1.4) y (1.5) conmutan.
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Definición 3.8. Un funtor interno en C entre dos categorías internas G y G′ consiste
en un par de morfismos en C, (F0 : G0 → G′

0, F1 : G1 → G′
1), tal los diagramas (1.7)

conmutan.

Definición 3.9. Un 2-grupo estricto es una categoría interna en la categoría de grupos.

Ejemplo 3.10. Todo grupo (G, ·) da lugar a un 2-grupo estricto dado por la tupla
(G,G, idG, idG, idG, ·).

Ejemplo 3.11. Para un grupo dado G, se puede construir un 2-grupo cuya estructura es
la siguiente:

G0 = Aut(G), G1 = G⋊Aut(G), s(g, F ) = F

t(g, F ) = conjg ◦F, i(g) = (1, g),

donde conjg(h) = ghg−1 y (g′, F ′) ◦ (g, F ) = (g′g, F ). Esta estructura se conoce como el
2-grupo de automorfismos de G.

Definición 3.12. Un morfismo de 2-grupos estrictos es un funtor interno en la cate-
goría de grupos.

Con los elementos anteriores, 2-grupos estrictos constituye una categoría que se deno-
tará por 2-Grp.

Proposición 3.13. Existe un funtor

T : XMod −→ 2-Grp

actuando como sigue en objetos y morfismos:

T : Ob(XMod) → Ob(2-Grp) T : Mor(XMod) → Mor(2-Grp)
(M,N, µ) 7→ (N,M ⋊N, s, t, i, ◦), (f, g) 7→ (g, f × g),

donde s : M ⋊ N → N tal que s(m,n) = n, t : M ⋊ N → N con t(m,n) = µ(m)n e
i : N → M ⋊ N tal que i(n) = (1, n). Además, la composición se define como (m′, n′) ◦
(m,n) = (m′m,n).

Demostración. La demostración de este resultado es análoga a la demostración de la Pro-
posición 3.4 puesto que las construcciones son idénticas.

Observación 3.14. En el contexto anterior, la composición ◦ definida enM⋊N por (m′, n′)◦
(m,n) = (m′m,n) está bien definida si y sólo si se cumple que el target del primer morfismo
coincide con la source del segundo, es decir, t(m,n) = s(m′, n′), luego la composición solo
es posible si µ(m)n = n′. Suponiendo que dicha condición se cumple, se verificará que la
composición respeta las funciones source y target.
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(i) s(m′m,n) = n = s(m,n).

(ii) t(m′m,n) = µ(m′m)n
(a)
= µ(m′)µ(m)n

(b)
= µ(m′)n′ = t(m′, n′), donde en (a) se usa

que µ es un homomorfismo de grupos y en (b) que µ(m)n = n′.

Proposición 3.15. Existe un funtor

S : 2-Grp −→ XMod

actuando como sigue en objetos y morfismos:

S : Ob(2-Grp) → Ob(XMod) S : Mor(2-Grp) → Mor(XMod)

(G0, G1, s, t, i, ◦) 7→ (ker(s), G0, t|ker(s)), (x, y) 7→ (y|ker(s), x),

donde la acción de G0 sobre ker(s) se define por ga := i(g)ai(g)−1, para todo a ∈ ker(s) y
para todo g ∈ G0.

Demostración. La demostración de este resultado es análoga a la demostración de la Pro-
posición 3.5 puesto que las construcciones son idénticas.

Teorema 3.16. Los funtores S y T inducen una equivalencia entre las categorías XMod y
2-Grp.

Demostración. Sean los funtores S y T construidos en las proposiciones anteriores (3.13 y
3.15):

S : 2-Grp → XMod, (G0, G1, s, t, i, ◦) → (ker(s), G0, t|ker(s)),

T : XMod → 2-Grp, (M,N, µ) → (N,M ⋊N, s, t, i),

donde i : N →M ⋊N con i(n) = (1, n), s : M ⋊N → N con s(m,n) = n y t : M ⋊N → N

con t(m,n) = µ(m)n.
Se comienza considerando la composición S ◦ T . Para un objeto (M,N, µ) ∈ XMod, se

tiene:
(S ◦ T )(M,N, µ) = S(N,M ⋊N, s, t, i) = (ker(s), N, t|ker).

Dado que s(m,n) = n, el núcleo de s viene dado por:

ker(s) = {(m,n) ∈M ⋊N | s(m,n) = 1N} = {(m,n) ∈M ⋊N | n = 1N}

= {(m, 1N ) | m ∈M} =M × {1N} ∼=M.

Además, la restricción de t a ker(s) satisface:

t|ker(s)(m, 1N ) = µ(m)1N = µ(m).
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Por tanto, se concluye que

S ◦ T = idXMod .

Se considera ahora la otra composición T ◦S. Dado un objeto (G0, G1, s, t, i, ◦) ∈ 2-Grp,
se tiene:

(T ◦ S)(G0, G1, s, t, i, ◦) = T (ker(s), G0, t|ker(s)) = (G0, ker(s)⋊G0, s
′, t′, i′).

Este objeto no coincide estrictamente con el objeto original, pero se puede construir un
isomorfismo natural:

(idG0 , ϕ
−1),

donde ϕ está definida por:

ϕ : G1 → ker(s)⋊G0, ϕ(a) = (ai(s(a))−1, s(a)),

es un isomorfismo de grupos. En efecto,

(i) Es homomorfismo de grupos. Para ello se debe comprobar que ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) para
todo a, b ∈ G1,

ϕ(ab) = (abi(s(ab))−1, s(ab))

pero como s es homomorfismo de grupos s(ab) = s(a)s(b), luego

ϕ(ab) = (abi(s(a)s(b))−1, s(a)s(b)).

Ahora bien, aplicando el producto semidirecto:

ϕ(a)ϕ(b) = (ai(s(a))−1, s(a))(bi(s(b))−1, s(b))

= (ai((s(a))−1) s(a)(bi(s(b))−1), s(a)s(b))

donde
s(a)(bi(s(b))−1) = i(s(a))(bi(s(b))−1)i(s(a))−1,

entonces

ϕ(a)ϕ(b) = (ai((s(a))−1) i(s(a))(bi(s(b))−1)i(s(a))−1, s(a)s(b))

= (ab i(s(b))−1 i(s(a))−1, s(a)s(b)),

por ser i un homomorfismo entonces i(s(b))−1 i(s(a))−1 = i(s(a)s(b))−1 y por tanto
se obtiene el resultado.
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(ii) Es biyectiva.

Sea ϕ : G1 → ker(s)⋊G0 definida como ϕ(a) = (ai(s(a))−1, s(a)) se debe comprobar
que

ϕ−1(h, g) = hi(g)

es su inversa. En efecto,

ϕ(ϕ−1(h, g)) = ϕ(hi(g)) = (hi(g)i(s(hi(g)))−1, s(hi(g)))

como s(h) = 1 pues h ∈ ker(s) y s(i(g)) = g, se tiene que:

ϕ(hi(g)) = (hi(g)i(g)−1, g) = (h, g).

ϕ−1(ϕ(a)) = ϕ−1((ai(s(a))−1, s(a))) = ai(s(a))−1i(s(a)) = a.

Luego, ϕ es un isomorfismo.

A continuación, se comprobará que (idG0 , ϕ
−1) es un morfismo en 2-Grp. En efecto,

(i) Compatibilidad con el morfismo source:

Se tiene que s : G1 → G0 y se quiere comprobar que s(hi(g)) = g.

Dado que h ∈ ker(s), entonces s(h) = 1, y además s(i(g)) = g. Así que,

s(hi(g)) = s(h)s(i(g)) = g.

(ii) Compatibilidad con el morfismo target :

Se tiene que t : G1 → G0 y se quiere comprobar que t(hi(g)) = t(h)g.

Como t es un homomorfismo de grupos y t(i(g)) = g, se tiene que:

t(hi(g)) = t(h)t(i(g)) = t(h)g.

(iii) Compatibilidad con el morfismo identity :

Se tiene que i : G0 → G1 y se quiere ver que ϕ(i(g)) = (1, g).

ϕ(i(g)) = ϕ(i(g)i(s(i(g)))−1, s(i(g))) = ϕ(i(g)i(g)−1, g) = (1, g).

Por tanto, (idG0 , ϕ
−1) es un isomorfismo en 2-Grp lo que concluye la prueba del teorema.
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3.3. Grupos categóricos estrictos y módulos cruzados

La noción de categoría es una categorificación de la noción de conjunto. De igual ma-
nera, la noción de categoría monoidal es una categorificación de la noción de monoide.
Se recuerda que un monoide es una estructura más débil que la de un grupo ya que la
existencia de un inverso no es requerida. Un monoide M es un conjunto con una operación
de multiplicación (x, y) → x · y, asociativa (x · y) · z = x · (y · z) con un elemento 1 tal que
1 · 1 = 1 y las aplicaciones 1·, ·1: M → M son biyecciones. Es fácil probar que la última
condición es equivalente al axioma unitario habitual 1 · x = x · 1 = x. Véase [1].

Ejemplo 3.17.

(i) Los números naturales N− {0} con el producto y el 1 es un monoide.

(ii) Los números naturales N con la suma y el 0 es un monoide.

Como es habitual en teoría de categorías, para categorificar la definición de un monoide,
se deberán substituir las igualdades en la definición de un monoide (la asociatividad (x ·y) ·
z = x · (y · z) y la ecuación 1 · 1 = 1) por isomorfismos que satisfagan algunas propiedades
de consistencia, y la palabra “biyección” por la palabra “equivalencia” (de categorías). Esto
nos conduce a la siguiente definición.

Definición 3.18. Una categoría monoidal (o tensorial) es una 6-tupla C = (C,⊗, a, I, l, r)
donde C es una categoría, ⊗ : C ×C −→ C es un funtor, aX,Y,Z : (X⊗Y )⊗Z −→ X⊗ (Y ⊗Z)
es un isomorfismo natural llamado el asociator, que satisface un diagrama de coherencia
asociativo (axioma del pentágono):

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W

X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W ) X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W )

aX,Y,Z⊗idW

aX,Y ⊗Z,W

idX ⊗aY,Z,W

aX,Y,Z⊗W

aX⊗Y,Z,W

I ∈ Ob(C) (objeto unidad), y l : I ⊗X −→ X, r : X ⊗ I −→ X son isomorfismos naturales
(llamadas las unidades izquierda y derecha, respectivamente), que también satisfacen para
todo X,Y ∈ Ob(C) los diagramas de coherencia de la unidad (ecuación del triángulo).
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(X ⊗ I)⊗ Y
aX,I,Y //

rX⊗idY ''

X ⊗ (I ⊗ Y )

idX ⊗lYww
X ⊗ Y.

Una categoría monoidal es llamada estricta si los isomorfismos a, l y r son los morfis-
mos identidad. En este caso tenemos que (X⊗Y )⊗Z = X⊗ (Y ⊗Z), X⊗I = X = I⊗X.

Ejemplo 3.19.

(i) Sea la categoría C = Set de conjuntos. Para cualesquiera dos objetos X,Y en Set, el
producto tensor X ⊗ Y := X × Y , es el producto cartesiano.

El isomorfismo aX,Y,Z es la biyección (X × Y ) × Z −→ X × (Y × Z), ((x, y), z) 7→
(x, (y, z)), el objeto unidad es I = {∗} el conjunto con un elemento, que es único
salvo una biyección. La unidad izquierda l : I ×X → X es la biyección (∗, x) 7→ x y
la unidad derecha a r : X × I → X es la biyección (x, ∗) 7→ x.

Así, (Set,×, a, {∗}, l, r) es una categoría monoidal.

(ii) Sea la categoría C = VectK de espacios vectoriales. Para cualesquiera dos espacios
vectoriales V,W en VectK , el producto tensor V ⊗W := V ⊗K W , es el producto
tensor de espacios vectoriales.

El isomorfismo aV,W,Z es (V ⊗W )⊗Z −→ V ⊗ (W ⊗Z), (v⊗w)⊗ z 7→ v⊗ (w⊗ z),
el objeto unidad es I = K el cuerpo. La unidad izquierda l : K ⊗ V → V es el
isomorfismo λ ⊗ v 7→ λv y la unidad derecha a r : V ⊗ K → V es el isomorfismo
v ⊗ λ 7→ λv.

Así, (VectK ,⊗, a,K, l, r) es una categoría monoidal.

Definición 3.20. Un grupo categórico C es una categoría monoidal en la que todo
morfismo es invertible y, para cada objeto X existe un objeto X∗ con un isomorfismo
εX : X ⊗X∗ → I, i.e. todo objeto tiene inverso.

Un grupo categórico es estricto cuando es estricto como una categoría monoidal, y εX
puede ser elegido como la identidad, i.e. los isomorfismos naturales son identidades.

Grupos categóricos estrictos son grupos internos en la categoría de categorías pequeñas
(categorías donde los objetos forman un conjunto).

Así, en un grupo categórico estricto C, tenemos las igualdades:

(g1 ⊗ g2)⊗ g3 = g1 ⊗ (g2 ⊗ g3),

I ⊗ g = g = g ⊗ I,
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y para todo objeto g existe un objeto g∗ tal que g ⊗ g∗ = I = g∗ ⊗ g.
Un morfismo entre dos grupos categóricos estrictos F : C → C′ es un funtor monoidal

F = (F, F2, FI) : C → C′ con

FX,Y
2 : FX ⊗ FY → F (X ⊗ Y ), FI : I → FI,

entre las categorías monoidales C y C′. Así, tenemos la categoría de grupos categóricos
estrictos, que denotaremos Gcs.

Teorema 3.21 (Brown-Spencer [2]). Existe una equivalencia de categorías entre grupos
categóricos estrictos y módulos cruzados.

La prueba del teorema puede verse en [2] y con más detalle en [13]. Aquí, solo daremos
la construcción de los funtores:

T : Gcs −→ XMod, S : XMod −→ Gcs

que proporcionan la equivalencia de categorías.
• Construcción del funtor T .
Sea C un grupo categórico estricto. Construimos el módulo cruzado (M,G, µ), con φ

la acción de G sobre M de la siguiente manera:

Sea G el conjunto de objetos de C, con estructura de grupo por el producto tensor.

Sea M el conjunto de morfismos X f−→ I, de objetos arbitrarios de X ∈ C en el
objeto unidad I ∈ C, µ es la función source f 7→ X, con estructura de grupo por el
producto tensor,

(X
f−→ I) · (Y g−→ I) := X ⊗ Y

f⊗g−−−→ I ⊗ I = I.

Sea µ : M → G la aplicación que lleva cualquier morfismo f : X → I a su source
X ∈ G, i.e. µ(f) = X.

φ(X)f = idX ⊗f ⊗ idX−1 .

• Construcción del funtor S.
Sea el módulo cruzado (M,G, µ), con φ la acción de G sobre M .

C es la categoría cuyos objetos son los elementos de G.

El producto tensor de dos objetos de C es la multiplicación en G.
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Un morfismo g m−−→ g′ es un elemento m ∈ M con g = µ(m)g′, la composición es la
multiplicación en M , el tensor producto tensor está dado por:

g ⊗ g′ := gg′ y (g1
m1−−→ g′1)⊗ (g2

m2−−→ g′2) := g1g2
m1

g′1m2−−−−−−→ g′1g
′
2,

Otra manera de ver los morfismos y su composición es la siguiente:

El conjunto de morfismos de C es el producto semidirectoM⋊G, con la multiplicación
dada por:

(m, g)⊗ (m′, g′) := (m, g)(m′, g′) = (m gm′, gg′).

El producto tensor de morfismos es la multiplicación en el producto semidirecto.

Consideramos el par (m, g) como un morfismo µ(m)g
(m,g)−−−−→ g, g, µ(m)g ∈ C, y

definimos la composición de morfismos:(
µ(m)g

(m,g)−−−−→ g
)
◦
(
µ(m′)g′

(m′,g′)−−−−−→ g′
)
:= µ(m)g

(mm′,g′)−−−−−−→ g′.
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