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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Algebra

Titulo: Introduccién de coordenadas en un plano afin

Breve descripcion de contenido

El proposito de este trabajo es unir dos enfoques diferentes de la geometria
afin: el enfoque algebraico (o analitico) de la geometria de coordenadas y el
enfoque axiomaético de la geometria sintética.

Para cualquier anillo de divisién R, el plano de coordenadas R? es un plano
afin Desarguesiano.

El objetivo principal de este trabajo es mostrar lo contrario: que todo plano
afin Desarguesiano puede ser considerado como un R? al renombrar a sus
puntos como pares ordenados de elementos de un anillo de division R y

asociar una ecuacién lineal con cada recta.
Se manejaran los siguientes temas: Axiomas del plano afin. Dilataciones y
traslaciones. Construccion del cuerpo. Teorema de Desargues. Teorema de

Pappus.
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Resumen

El objetivo de este trabajo es relacionar la geometria sintética con la geometria analitica
coordinatizando un plano afin. Para ello partiremos de una geometria plana, y formulare-
mos tres axiomas geométricos, que asumiremos como verdaderos; y que nos garantizaran
la existencia de suficientes puntos y rectas. A continuacion introduciremos los conceptos
de dilatacién y de traslacién, con los que, junto con un cuarto axioma, construiremos un
cuerpo. Todo esto nos permitird describir los puntos a través de coordenadas, y las rectas
mediante ecuaciones lineales, definiendo asi la geometria afin sobre un cuerpo dado, lo cual
es el principal objetivo del trabajo. Culminaremos presentando dos teoremas: el Teorema
de Desargues y el Teorema de Pappus, y aiadiremos también dos ejemplos de planos afines

que no verifican los dos ultimos resultados.

Abstract

The aim of this work is to relate synthetic geometry to analytic geometry by coordi-
natizing an affine plane. For that purpose, we will start from plane geometry, and we will
formulate three geometrical axioms, which we will assume as true; and which will guaran-
tee the existence of sufficient points and lines. Afterwards, we will introduce the concepts
of dilatation and translation, with which, alongside a fourth axiom, we will construct a
field. All of this will permit us to describe points through coordinates, and lines by linear
equations, defining this way the affine geometry based on a given field, which is the main
purpose of the work. We will culminate by presenting two theorems: Desargues’ Theorem
and Pappus’ Theorem, and we will also add two examples of affine planes which do not

verify the two last results.
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Introduccion

Cuando uno piensa en geometria, lo primero que le viene a la cabeza es la geometria
Euclidiana, que Euclides describié en su libro Los Elementos sobre el ano 300 A.C. Par-
tiendo de sus famosos cinco axiomas, desarrollé un conjunto de definiciones y teoremas que
le llevarfan a construir una de las geometrias mas usadas y conocidas de la historia.

FEn el siglo XIX se desarrollaron otro tipo de geometrias, como la geometria hiperboli-
ca, formulada de forma independiente por los mateméaticos Janos Bolyai y Nikolai Ivano-
vich Lobachevsky; y la geometria eliptica, descubierta por el matematico Georg Friedrich
Bernhard Riemann. Ambas satisfacen los cuatro primeros axiomas de Euclides, pero no
el famoso quinto postulado, el referente a las paralelas, que ha dado lugar a controversia
durante siglos, y ha supuesto un verdadero quebradero de cabeza para muchos grandes
matematicos.

Sin embargo esto no nos concierne, pues trabajaremos con una generalizacién de la
geometria euclidiana, la geometria afin.

Los gedmetras griegos introdujeron el “4dlgebra geométrica” sumando y multiplicando
longitudes de segmentos en el plano euclidiano. René Descartes (1596-1650) formalizo el
algebra geométrica cuando representd el plano sintético euclidiano como el plano de coorde-
nadas reales. En particular, los puntos de los ejes x e y estdn en correspondencia biyectiva
con los numeros reales; estos puntos se pueden sumar y multiplicar geométricamente. La
adicién se realiza mediante desplazamientos paralelos, mientras que la multiplicacién utiliza
segmentos proporcionales.

Descartes publicé en 1637 La Géométrie, en la que esbozaba lo que hoy se denomina
geometria analitica (o cartesiana). La idea es bastante sencilla. Se puede asociar a cada
punto del plano euclidiano un par de numeros reales (o coordenadas) de tal manera que
toda recta estd representada por una ecuacion lineal de la forma ax+by = ¢, donde a, by ¢
son constantes (a, b # 0). Las circunferencias y las secciones conicas son representadas por
ecuaciones cuadraticas de la forma ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0. Descartes comenz
su libro afirmando que “cualquier problema de geometria se puede reducir a términos tales

que sblo se necesita conocer las longitudes de ciertas lineas rectas” para resolverlo.

IX
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En su Geometric Algebra (1957) [I], Emil Artin plantea el problema de coordinatizar
un plano afin en los siguientes términos. ;Qué es lo minimo que tenemos que suponer sobre
un plano afin, desde el punto de vista geométrico, para poder describir sus puntos por pares
de elementos de un cuerpo, y sus rectas por ecuaciones lineales?

Esto sugiere una cuestién mas general.

., Qué axiomas de la geometria afin daran una estructura que sea equivalente a la de
un espacio vectorial (de dimension arbitraria) de tal manera que las rectas del espacio
vectorial (es decir, las variedades lineales de dimension 1) correspondan a las rectas de la

geometria?

Artin da cuatro axiomas relativos a los puntos, a las rectas y a un cierto grupo de
transformaciones llamadas dilataciones; i.e. (intuitivamente) el grupo que consiste en am-
pliaciones desde los puntos y traslaciones (ampliaciones desde el infinito). Estos axiomas

le permiten introducir las coordenadas.

En este caso nuestro enfoque es el siguiente: dada una geometria plana cuyos objetos son
puntos y rectas, y donde se suponen ciertos axiomas de naturaleza geométrica, jes posible
encontrar un cuerpo K tal que los puntos de la geometria dada puedan ser descritos por
coordenadas de K y las rectas mediante ecuaciones lineales? Artin elige cuatro axiomas y
luego comienza a construir el cuerpo. Al hacerlo, tiene la oportunidad de estudiar el grupo
de las dilataciones y su subgrupo normal, el grupo de las traslaciones. Luego demuestra
que el conjunto K de todos los homomorfismos que conservan la traza es un cuerpo (el
Teorema de Hilbert de que el cuerpo K es conmutativo si y sélo si se cumple el Teorema
de Pappus es probado mas tarde). Las coordenadas se introducen mediante el uso de un

punto fijo y dos traslaciones con trazas diferentes.

A continuacion se ataca el problema inverso, en el que se da un cuerpo K y se construye
una geometria afin. El cuarto axioma, en presencia de los otros tres, es equivalente al
Teorema de Desargues en el plano. Por lo tanto, la geometria que se ha considerado es una

geometria Desarguesiana.

Los planes afines més obvios, que se llaman los planos afines clasicos, son aquellos que
estan coordinatizados por cuerpos conmutativos, como R, C, Q o GF(q), el cuerpo de ¢
elementos, donde ¢ = p", con p un ntmero primo. Todos estos planos son Desarguesianos
v Pappianos. Mostramos el plano afin sobre el cuerpo de los cuaternios de Hamilton, no
conmutativo (i.e. un anillo de division), y por lo tanto no Pappiano. También mostraremos
algiin plano no Desarguesiano, el Plano de Moulton, y que existen muchos planos afines
diferentes de los clasicos, por ejemplo, existen siete planos afines de orden 9, incluyendo
el plano Desarguesiano asociado al cuerpo de 9 elementos GF'(9); que no existen planos

afines de orden 6 y 10 y, que actualmente, no se sabe si existen planos afines de orden 12.
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Procederemos ahora a describir la organizaciéon y contenido del trabajo. Comenzaremos
el primer capitulo definiendo la relacién binaria entre punto y recta, y la notacién. Formu-
laremos tres axiomas geométricos que nos dan la definicién de plano afin. Introduciremos
también los conceptos de orden de un plano afin, v haz de rectas paralelas, y probaremos
algunos resultados sobre planos afines finitos. Concluiremos con una secciéon de ejemplos,
empezando por el plano euclidiano y el plano afin mas pequeno (de orden 2), y terminando
con un plano afin de orden 9. Con los teoremas de Bruck-Ryser y de Lam-Thiel-Swiercz,
afirmamos que no existe un plano afin de érdenes 6 y 10, entre otros. Destacamos también
que existen siete planos afines de orden 9, aunque nosotros sélo expondremos uno de ellos,
el asociado al cuerpo de Galois de 9 elementos, que es Desarguesiano; y que, a dia de hoy,
no se conoce ningun plano afin de orden 12.

En el capitulo 2 introduciremos dos aplicaciones: las dilataciones y las traslaciones,
definiendo también su traza y su direccién, respectivamente. Veremos que se determinan
de forma tunica, y demostraremos que el conjunto de las dilataciones es un grupo, y que
el de las traslaciones es su subgrupo normal. Formularemos y probaremos algunos resul-
tados sobre estos grupos segiin sus puntos fijos. Para finalizar el capitulo, enunciaremos y
demostraremos un teorema que especifica que el subgrupo de traslaciones es conmutativo
cuando existen dos traslaciones con direcciones distintas.

Después de haber enunciado nuestros tres axiomas en el primer capitulo, nos falta un
cuarto y ultimo axioma, que dividiremos en dos partes. Comenzaremos el tercer capitulo
formulando la primera parte del cuarto axioma, Definiremos el concepto de
homomorfismo que conserva la traza, ilustrandolo con algunos ejemplos. A continuacién
introduciremos dos aplicaciones, que llamaremos o« + 8 y « - 8, y una serie de teoremas
referentes a estas y al conjunto de homomorfismos K que conservan la traza. Remataremos
el capitulo demostrando que este conjunto K es un cuerpo.

La segunda parte del cuarto axioma la formularemos en el capitulo 4 como
y[Axioma 4b P| demostrando acto seguido que ambos enunciados son equivalentes. Expon-
dremos un teorema relativo a dos traslaciones con distinta direccién, que nos servird para
cumplir el propoésito de este trabajo: introducir coordenadas. Describiremos asi, a través
de coordenadas, y apoyandonos para ello en dos traslaciones con direcciones distintas; los
puntos y las rectas de un plano afin. Finalmente construiremos una geometria afin sobre
un cuerpo, expresando todos los conceptos vistos a lo largo del trabajo (haz de rectas pa-
ralelas, los axiomas, las dilataciones, etc.), en términos de coordenadas sobre el cuerpo de
los homomorfismos. Concluiremos el capitulo justificando la unicidad de las coordenadas

salvo isomorfismos.
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El quinto capitulo girara en torno al Teorema de Desargues, publicado por primera vez
en 1648 por Girard Desargues (1591-1661). Lo enunciaremos primeramente, distinguiendo
dos casos: en el que las tres rectas dadas son paralelas, y en el que las tres rectas intersecan
en un punto. Demostraremos la equivalencia de estos con los Axiomas 4b y 4b P, respecti-
vamente. Terminaremos el capitulo exponiendo el Plano de Moulton, ilustrando que es un
plano afin no Desarguesiano.

En el dltimo capitulo enunciaremos el Teorema de Pappus, la base para la geometria
proyectiva moderna, formulado por el matematico de la antigua Grecia, Pappus de Ale-
jandria (290-350 A.C.). Probaremos seguidamente el Teorema de Hilbert, i.e., el cuerpo
construido es conmutativo si y sélo si es Pappiano. Expondremos tres teoremas, entre los
que destacamos el Teorema de Hessenberg (1905), que nos garantiza que si un plano afin es
Pappiano, entonces es Desarguesiano. Finalizaremos el trabajo con el Plano de Hamilton,
el plano afin sobre el conjunto de los cuaternios, justificando que no es Pappiano con el
Teorema de Hilbert.



Capitulo 1

Axiomas del plano afin

1.1. Geometria afin

Tendremos un conjunto de puntos, un conjunto de rectas, y una relacién binaria entre
ellos: “P estd en [”.

Asi pues, dado un punto P y dos rectas [, m, introduciremos la siguiente notacion:

1. Si la recta [ pasa por P, diremos que “P estd en [” y lo denotaremos por P € [. En

caso contrario se denotara por P ¢ [.
2. 8Si P €l, P € m, diremos que “l y m se cortan en P”, y lo denotaremos por P € [Nm.

3. 5i P es el Gnico punto tal que P € I N'm, diremos que “[ y m intersecan en P’ y lo

denotamos por P =1Nm.

Definicion 1.1. Sean [ y m dos rectas tales que [ = m, o [ y m no tienen ningin punto
en comun, se dice que “/ 'y m son paralelas”, y lo denotamos por [ || m. En caso contrario,

se denota [ Jf m. Ademas, si [ }f m entonces existe al menos un punto P € [ N'm.
Dicho esto, introduciremos tres axiomas geométricos:

Axioma 1. Dados P, Q) dos puntos distintos, existe una tunica recta l tal que P y Q) estdn
en l. Se denota por | := PQ.

e Si L}t m entonces existe un unico punto P € lN'm.

e Sien lNm hay mds de un punto, entonces | = m.
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Axioma 2. Dados un punto P y una recta l, existe una unica recta m tal que m || 1 y

P e m.

P

Axioma 3. Existen tres puntos distintos P,Q, R tal que PQ no pasa por R; o lo que es

lo mismo, existen tres puntos no alineados.

P Q

Definiciéon 1.2. Un plano afin es un par ordenado (£2,.%), donde & es un conjunto no
vacio de elementos llamados puntos, .Z es una coleccioén no vacia de subconjuntos de &

llamados rectas, y en el que se verifican los Axiomas [I} 2] y B

Estos tres axiomas son independientes entre si. Vedmoslo con los tres siguientes ejem-

plos:

Ejemplo 1.3. Este plano de cuatro puntos y cuatro rectas cumple los Axiomas 2]y [3] pero

no verifica el Axioma
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Ejemplo 1.4. Este plano de cinco puntos y ocho rectas satisface los Axiomas [I] y [3| pero
no el Axioma 2] pues por el punto F' se pueden trazar dos rectas 1 y l2 paralelas a la recta
l.

Ejemplo 1.5. Este plano de dos puntos y una recta verifica los Axiomas[I]y [2l pero no el
Axioma [3|

Teorema 1.6. “Ser paralelo” es relacion de equivalencia.

Demostracion.

» Propiedad reflexiva: [ || [ inmediato por definicién.
» Propiedad simétrica: [ || m entonces m || [ inmediato por definicion.

» Propiedad transitiva: Sil || m y m || r entonces:
Si no hay ningtun punto P en [ Nr, entonces [ || r por definicién.

Si por el contrario [ y r se cortan en un punto P, puesto que ! || m y m || r por

hip6tesis, entonces | = 7 por unicidad de la recta paralela (A2)), luego I || .

O

Definicion 1.7. A la clase de equivalencia de rectas paralelas la denominamos “haz de

rectas paralelas”.
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Teorema 1.8. Supongamos que existen tres haces de rectas paralelas distintos wy, wo, 3.
Entonces cualquier otro haz w contiene el mismo nimero de rectas, y dicho nimero es igual

al nimero de puntos en cualquier recta.

Observacion 1.9. Notese que con el Axioma [3| podemos concluir que:
RP ) PQ QR Y} RP

lo que nos garantiza la existencia de tres haces de rectas paralelas distintos dados tres

puntos no alineados.

P Q

N

R

Definiciéon 1.10. Si cada recta de un plano afin (finito) contiene exactamente n puntos,

entonces se dice que el plano es de “orden n”.
Teorema 1.11. Sea un plano afin de orden n, entonces:

(i) tiene exactamente n?® puntos.

(ii) cada punto estd en n+ 1 rectas.

(i%i) cada haz contiene n rectas.

(iv) el nidmero total de rectas es n(n + 1).

(v) hay n+ 1 haces de rectas paralelas.
Demostracion.
(i) El plano contiene ezactamente n? puntos.

Sean [ una recta que contiene a los puntos Pi, Ps, ..., P,, vy Q un punto que no esta en

I, m = P1Q, y m; la recta paralela (y tnica) a my que pasa por P; para cadai = 2,...,n.

Py my Q

o

Proe—— mo
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Cada una de las rectas mq,mo,...,m, contiene n puntos, pues este es el orden del
plano. Ninguna de estas n rectas tiene puntos en comun con las demas. Luego el ntmero
total de puntos es de n?.

Sea R un punto cualquiera del plano. Entonces o R estid en mq, o existe una recta t
paralela a m; que contiene a R. De ser como en el iltimo caso, entonces ¢ y [ intersecan
en uno de los puntos P;, luego t = m; para algin i = 2,...,n. Asi pues, cualquier punto

del plano estara en una de estas rectas m;, luego tiene exactamente n? puntos.

(17) Cada punto estd en n+ 1 rectas.

Sea de nuevo [ la recta que contiene a los puntos Py, P, ..., P,, y supongamos que

es un punto arbitrario que no estd en dicha recta.

Sean las rectas [; = QF; para cada ¢ = 1,...,n; v l,41 la recta paralela a [ que pasa
por Q.
Pl'
Iy
ch
la
' Q
l
ln
Pre ln+1

Todas estas rectas son distintas. Ademas, cualquier recta que pase por ), o interseca

con [ (en cuyo caso serd una de las rectas [;), o es paralela a [ (luego sera la recta l,+1).

(1i1) Cada haz contiene n rectas.
Sea [ una recta cualquiera, P; un punto en [ y P> un punto que no esta en [. Los puntos
de la recta P; P, pueden escribirse de la forma Pi,..., P,. Sea [; la recta paralela a [ que

pasa por P, coni=2,...,n.
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Py ln
PP

Py 3

PQ"*ZQ

Pllbil

Como los puntos P, ..., P, son todos distintos, entonces estas n — 1 rectas también lo
son, luego tenemos un total de n rectas.

Veamos que son exactamente n.

Sea t cualquier recta paralela a [, entonces debe intersecar con la recta P;Ps, pues [
es la dnica recta paralela a ¢t que contiene a P} ( Entonces t interseca con Py Py en P;
para algtin ¢, y as{ t = [; para algin ¢ = 2,...,n.

Concluimos que las rectas ls, . . ., l,, son las tinicas rectas paralelas a [, y por tanto cada

haz contiene n rectas.
(1v) Hay un total de n(n + 1) rectas.

Sea @@ un punto cualquiera y l1,...,l,4+1 las n + 1 rectas que pasan por Q.

la
lny1 I

Cada una de estas rectas pertenece a un haz distinto, y por el apartado anterior, cada
uno de estos haces contiene n rectas paralelas, ya demostrado en el anterior apartado. Esto

nos da un total de n(n 4 1) rectas distintas.
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Para cualquier recta m, puede ocurrir una de las siguientes cosas:

= m contiene a @), en cuyo caso m = [; para algun i, y entonces ya la hemos contado.

= m no contiene a (), entonces por ( existe una tinica recta paralela a m que pasa
por (Q, que serd una de las rectas l;. Asi m pertenece al haz de rectas paralelas que

contiene dicha I;, ya mencionada en el apartado anterior.

Con esto, deducimos que el nimero total de rectas es exactamente n(n + 1).
(v) Hay n+ 1 haces de rectas paralelas.

Puesto que cada una de estas n(n + 1) rectas estd en un y sélo un haz, y cada haz

contiene n rectas; entonces hay n + 1 haces.

O

1.2. Ejemplos

En esta seccién presentaremos algunos ejemplos de planos afines. Notese que para
6rdenes primos p, los unicos planos conocidos son los asociados al cuerpo GF(p), que
ademés son Desarguesianos. Si se conocen otros planos afines para potencias de un primo,
exceptuando los 6rdenes 4 y 8. También se sabe que existen siete planos afines de orden
9, de los cuales s6lo describiremos el tinico Desarguesiano. Por ultimo, destacamos que

todavia no se ha podido encontrar ningin plano afin de orden 12.
Teorema 1.12 (Teorema de Lam-Thiel-Swiercz). No existe un plano afin de orden 10.

Teorema 1.13 (Teorema de Bruck-Ryser). Sin =1 02 mdéd 4, y n no es la suma de

dos cuadrados, entonces no existe un plano afin de orden n.

Como consecuencia del Teorema de Bruck-Ryser no existen planos afines de orden 6,
14, 21, 22, ...
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Ejemplo 1.14. El plano euclidiano.

Figura 1.1: Plano euclidiano

Este plano verifica los tres axiomas, luego es un plano afin.

Ejemplo 1.15. A%(Zy).

Este es el plano afin mas pequenio.

z+y=1

Figura 1.2: Plano afin A%(Z,)
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(1,1)

(0,1) r+y=1 (1,0)
3
Figura 1.3: Plano afin A%(Z,)

Cada recta contiene dos puntos, luego este plano es de orden 2. Asi pues, por el Teore-
ma [L.TT] sabemos:

(i) El plano contiene 22 = 4 puntos: (0,0), (1,0), (0, 1), (1,1).
(7i) Cada punto estard en 2 + 1 = 3 rectas.
(7i7) Cada haz contendré 2 rectas.

(7v) El numero total de rectas es 2(2 + 1) = 6, las cuales podemos asociar con una

ecuaciones como se muestra en la Tabla [[LI5

(v) Habra 2 + 1 = 3 haces de rectas paralelas, representados en la Figura como

1,2, T3, con los distintos colores correspondiendo a las rectas que contienen.
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Para expresar cada una de las rectas como una ecuacién, simplemente tenemos en
cuenta que estas serdn de la forma ax + by + ¢ =0 con a,b,c € Zo = {0,1}. Asi pues, las

6 rectas de este plano afin son las siguientes:

Rectas (a,b,c)
z=0 (1,0,0)
y=0 0,1,0)
r=1 (1,0,1)
y=1 (0,1,1)
z+y=0 (1,1,0)
v+y+1=0](1,1,1)

Ejemplo 1.16. A3(Z3).

Este plano es de orden 3, luego por el Teorema tendremos lo siguiente:

(i) El plano tiene 3% = 9 puntos.

(7i) Cada punto estara en 3+ 1 = 4 rectas. Por ejemplo, el punto (0,0) esta en las rectas
z=0y=2,z4+y=2,2x+y=2.

(7i7) Cada haz contendréa 3 rectas.
(iv) El namero total de rectas es 3(3+ 1) = 12, cuyas ecuaciones vemos en la Tabla

(v) Habra 3 4+ 1 = 4 haces de rectas paralelas, que en la Figura se corresponden con

los distintos colores.

r+y=0

Figura 1.4: Plano afin A3(Z3)
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Podemos obtener las ecuaciones de las rectas de forma analoga al Ejemplo [1.15] con la

diferencia de que a, b, ¢ estan en Zs = {0,1,2}:

Rectas (a,b,c)
=0 (1,0,0)
z+2=0 | (1,0,2)
z+1=0 | (1,0,1)
y=0 (0,1,0)
y+1=0 |(0,1,1)
y+2=0 |(0,1,2)
r+y=0 (1,1,0)
z+y+1=0 | (1,1,1)
z+y+2=0 | (1,1,2)
2 +y=0 |(21,0)
2e+y+1=01 (2,1,1)
2 +y+2=0](2,1,2)

Ejemplo 1.17. A(GF(4)).

En este plano afin sobre el cuerpo de Galois de 4 elementos, GF(4), se describen los
puntos como los pares ordenados de GF'(4) x GF(4), y las rectas como los conjuntos de
puntos que verifican las ecuaciones lineales con coeficientes en GF(4).

Recordemos que este cuerpo (GF(4),+, ) es de la forma GF(4) = {0,1,«,1+ a}, con
a raiz del polinomio X2 + X +1 (irreducible sobre Zs), y con las dos operaciones definidas

como en las siguientes tablas:

+ 0 1 « 1+« 0 1 « 1+a
0 0 1 « 1+ o 0 0 0 0 0
1 1 0 l+4a «o 1 0 1 o 14+«
« « 14a 0 1 «@ 0 « 1+a 1
l+4a|l+a « 1 0 l4a |0 14+a 1 a
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Como el plano es de orden 4, de nuevo el Teorema nos garantiza lo siguiente:

(i) Este plano tiene 4> = 16 puntos.

(1) Cada punto estard en 4 + 1 = 5 rectas.
(7i7) Cada haz contendra 4 rectas.
(tv) El ntmero total de rectas es 4(4 4+ 1) = 20.

(v) Habra 4 4+ 1 = 5 haces de rectas paralelas.

Igual que en los ejemplos anteriores, podemos dar las ecuaciones de las rectas como
sigue. Cada fila corresponderd a las 5 rectas paralelas pertenecientes a cada uno de los 5

haces distintos:

r = 0,1,a,1+aq.

y = 0,101+

z+y = 0,1L,a,1+ 0.
r+ay = 0,1,a,1+a.
z+(14+a)y = 0,1,0,1+ 0.

Ejemplo 1.18. A(Zs).

Los puntos de este plano son los pares ordenados de Zs x Zs, y las rectas son los con-
juntos de puntos que verifican las ecuaciones lineales con coeficientes en Zs = {0, 1,2, 3, 4}.
Como el plano es de orden 5, el Teorema nos dice:

(i) Este plano tiene 52 = 25 puntos.

(1) Cada punto estard en 5+ 1 = 6 rectas.
(7i7) Cada haz contendrd 5 rectas.
(tv) El namero total de rectas es 5(5+ 1) = 30.

(v) Habra 54 1 = 6 haces de rectas paralelas.
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Las ecuaciones de las rectas se reflejan a continuacion. Cada fila corresponderd a las 5

rectas paralelas pertenecientes a cada uno de los 6 haces distintos:

z = 0,1,2,3,4.
y = 0,1,2,3,4.
4y = 01,2 3,4.
r4+2y = 0,1,2,3,4.
z+3y = 0,1,2,34.
r4+4y = 0,1,2,3,4.

Ejemplo 1.19. A(Zy).

El plano afin de orden 7 se construiria de la misma manera que los anteriores.

Ejemplo 1.20. A(GF(8)).

En este plano afin sobre el cuerpo de Galois de 8 elementos, GF(8), los puntos se
describen como los pares ordenados de GF(8) x GF(8), y las rectas como los conjuntos de
puntos que verifican las ecuaciones lineales con coeficientes en GF(8).

Recordemos que este cuerpo (GF(8), +, ) es de la forma GF(8) = {0,1,, %, 1+a, 1+
a1+ a+a?, a+a?}, con a raiz del polinomio X3 + X + 1 (irreducible sobre Zs), y con

las dos operaciones definidas como en las siguientes tablas:
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+ 10 1 « a?
00 1 oY a?
1|1 0 1+« 1+ a?
ala 1+« 0 a+a?
a? | a? 1+a? o+ o? 0
l4+4a |1+« « 1 1+ a+a?
1+a? | 1+ a? a? l+a+a® 1
l+a+a? | 14+a+a? a+a? 1+a? 1+«
a+ao? | a+a? l+a+a? o? o
+ | 1+a 1+ a? l+a+a? a+a?
0|1+« 1+ a? l+a+a? a+a?
1|« a? a+a? 14+a+a?
a |1 l+a+a®> 1+a? a?
| 14+a+a® 1 1+« o
1+al|0 a+a? a? 1+a?
1+a? | a+a? 0 o' 1+«
1+a+a? | a? a 0 1
a+a? |1+ a? 14+« 1 0
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0 1 « o

010 0 0 0

10 1 o o?

a0 @ a? 14+«

a? |0 a? 1+« a+a?
1+4a |0 14+« a+a? 14+ a+a?
1402 |0 1+ a2 1 «@
a+a? |0 a+a? l+a+a? 1+a?

l+a+a? |0 l+a+a? 142 1
14+« 1+ o? a4+ o? 14+ a+a?

010 0 0 0

114+« 1+ o? a4+ o? 14+ a+a?

a | a+ao? 1 l+a+ao®> 1+4+a?

| 1+a+ae? «a 1+ o? 1
l+a|14+a? a? 1 «
14+a? | a? l+a+a? 1+4+a o+ a?
a+a? |1 1+« o o?

l+a+a? | a a+a? a? 1+ o

Como el plano es de orden 8, por el Teorema [I.11] se verifica que:

(i) Este plano tiene 8 = 64 puntos.

(73) Cada punto estard en 8 + 1 = 9 rectas.

(7i7) Cada haz contendré 8 rectas.

(t7v) El ntmero total de rectas es 8(8 + 1) = 72.

(v) Habra 8 +1 =9 haces de rectas paralelas.

15

Aunque es posible dar las ecuaciones para las 72 rectas, expondremos solamente 16 de

ellas, pertenecientes a dos de los haces de rectas paralelas, m; y ma:

m: x

T Y

= 0,1,a,a2,1+a,1+a2,1+a+a2,a+a2
= 0,1,a,0’,1+a,1+a%1+a+ao% a+a?
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Ejemplo 1.21. A(GF(9)).

CAPITULO 1. AXIOMAS DEL PLANO AFIN

Los puntos de este plano son los pares ordenados de GF(9) x GF(9), y las rectas los

conjuntos de puntos que verifican las ecuaciones lineales con coeficientes en GF'(9).

Recordemos que este cuerpo es de la forma GF(9) = {0,1,2,a,a + 1, + 2, 2c,

200 + 1,2 + 2}, con « raiz del polinomio X? + 1 (irreducible sobre Z3), y con las dos

operaciones definidas como en las siguientes tablas:

+ 0 1 2 « a+1
0 0 1 2 « a+1
1 1 2 0 a+1l a+2
2 2 0 1 a+2 «

« o a+1 a+2 2c0 200+ 1
a+1 a+l a+2 « 20+1 2a+4+2
a+2 |a+2 « a+1l 2042 2«
2a 2a 2+1 2a+2 0 1
20+1 | 2a+1 2a+2 2 1 2
20+ 2 | 2a+2 2« 2+1 2 0

+ a+2 2« 20+1 2a+2

0 a+2 2« 20+1 2a+2

1 «Q 20+1 2a0+2 2«

2 a+1 20+ 2 2« 200 + 1

« 20+2 0 1 2

a+1l | 2a 1 2 0

a+2 |2a+1 2 0 1

2ce 2 o a+l a+2

2+1 1|0 a+l a+2 «

20+2 | 1 a+2 « a+1
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0 1 2 Q a+1
0 0 0 0 0
1 0 1 2 « a+1
2 0 2 1 2a 20042
« 0 o 2a 2 a—+2
a+1 0 a+1l 2a+2 a+2 2«
a+ 2 0 a+2 2a+1 2a+2 1
2c 0 2c « 1 2041
204+1 | 0 204+1 a+2 a+1 2
2+2 | 0 20+2 a+1 2041 «
a+2 2« 20+1 2a+2
0 0 0 0 0
1 a+ 2 2c 20+1 2a+2
2 20+1 « a+2 a+1
@ 20+2 1 a+1l 2a+1
a+1 1 20+1 2 «
a+?2 |« a+1l 2« 2
2a a+1 2 200+2 a+2
2+1 | 2« 20+2 « 1
2004+2 | 2 a+ 2 1 2c

Como el plano es de orden 9, por el Teorema, sabemos que:

(i) Este plano tiene 92 = 81 puntos.

(73) Cada punto estard en 9 + 1 = 10 rectas.

(7i7) Cada haz contendra 9 rectas.

(tv) El niumero total de rectas es 9(9 4+ 1) = 90.

(v) Habra 9+ 1 = 10 haces de rectas paralelas.

17
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Uno de los haces estaria constituido por las siguientes 10 rectas:

r = 01,2, a,a+1,a+2,20,2a0+ 1,200 + 2

Este plano afin no es el tnico que se conoce de este orden, hay exactamente siete planos

afines. Sin embargo, este es el unico de ellos que es Desarguesiano.



Capitulo 2

Dilataciones y Traslaciones

2.1. Dilataciones

Definicion 2.1. Una dilatacion es una aplicacion o que lleva puntos en puntos y que
cumple ademds que: dados dos puntos distintos P, Q); sus imagenes P’ = o(P), Q' = o(Q)

y I’ una recta que pasa por P’y paralela a PQ, entonces Q' € [I'.

Denominaremos dilatacion degenerada a aquella que lleva a todos sus puntos en

uno, es decir o(P) = P’ para todo P.

Teorema 2.2. Una dilatacion o queda determinada de forma tinica por las imdgenes P’ Q)
de dos puntos P, Q) distintos.
e Si P =@, entonces o es una dilatacion degenerada que lleva todos los puntos a P'.

e Si P # @', enlonces o es biyectiva.

Demostracion.
e Veamos que o queda determinada de forma tinica por las imagenes de dos puntos distintos.
Para ello tomaremos un punto arbitrario R y veremos que su imagen queda determinada
de forma tnica.

(7) Si R un punto que no esta en la recta PQ.

Por (AB) sabemos que RP }f PQ }f QR }f RP.

19
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Sea I’ la recta que pasa por P’ y paralela a RP, entonces R’ € I’ por definiciéon de

dilatacion. Sea I” la recta que pasa por Q' y paralela a RQ, entonces de nuevo por definicion
de dilatacion R € 1”.

PP Q Q

Rl

Puesto que I y 1" se cortan en Ry que I’ Jy I”, entonces por el Axioma |1} I’ y "

intersecan en R'. Luego la imagen o(R) = R’ queda determinada de forma tnica.

(74) Si R un punto sobre la recta PQ.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que R # P. Tomamos un punto S que no
esté en PQ).

P R Q
S

Si R estd en PS, entonces ambos puntos R y P estan en las rectas PS v PQ, y por
tanto PQ = PS por el Axioma [I] Esto contradice con la eleccion del punto S, luego R no
esta en la recta PS.

Tenemos entonces un punto S que no esta en la recta PQ. Como vimos en el apartado
(i), la imagen S’ = o(S) queda determinada de forma tnica. Asimismo, sabemos que R no
estd en la recta PS y las imagenes P’, S’ estan determinadas. Usando de nuevo el apartado

(i), R’ queda determinada de forma tnica.
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e Si P/ = @', entonces o es degenerada y o(P) = P’ para todo P.
Sea 7 la dilatacion degenerada que lleva todo punto en P’ de la misma manera que o
en Py Q.

o(@Q)=Q =P =71(P)=0(P)
Por unicidad, ya vista en el apartado anterior, o = 7.

e Veamos que si P’ # @Q’, entonces o biyectiva.
Tenemos que demostrar que existe un punto R tal que o(R) = R’. Sea R’ un punto
dado.

s Si R’ no esté en la recta P'Q’.
Por el Axioma [3|tenemos que P'Q" }f Q'R }f R'P' }f P'Q’.

Sean [y la recta paralela a P'R’ que pasa por P, y Iy la recta paralela a Q'R que
pasa por Q. Como P'Q" Jy Q'R entonces 1 }f l2, luego por el Axioma [l| existe un

dnico punto R en la interseccién.

P P Q  Q
I v I
R/

R

Veamos que dicho punto cumple que R’ = o(R). Supongamos para ello que R esta en
PQ. Puesto que los puntos P y R estan en ambos en las rectas PQ y [, entonces por

el Axioma [l| PQ = [l;. Analogamente con los puntos @), R, deducimos que PQ = Is.
Como por hipotesis 1 es paralela a P'R’, y I3 a Q'R/, entonces deducimos que:
PR\L[IPQIL|QR.

Luego P'R' || Q'R', lo que contradice con la suposicién de que R’ no esta en P'Q)’.

Con lo cual P'Q’ s pasa por R,y por el apartado (i) tenemos que R’ = o(R).
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» Si R estéa en la recta P'Q’.

Tomamos un punto S’ que no esté¢ en P'Q)’. Anélogamente al apartado (ii), encon-

tramos el punto S tal que o(S) = S’ y procedemos de la misma manera.

Que o inyectiva es claro, pues dados dos puntos P, @) iguales, entonces que o(P) = 0(Q)
ya demostrado en el apartado (ii), concluyendo asi la demostracion.
O

Corolario 2.3. Si una dilatacion o tiene dos puntos fijos, entonces o = 1 es la aplicacion
identidad.

Demostracion. Si P # @ puntos fijos de o, i.e. 0(P) = Py 0(Q) = Q, es inmediato por el
Teorema [2.2| que o = 1. O

Definicion 2.4. Sea o una dilatacion no degenerada y P un punto. Una recta que contenga
a Py o(P) se denomina traza de P.

Si P # o(P), entonces la traza es tinica y se denota por Po(P).

P P o(P)
; : Po(P)
P=o0(P) P #0(P)

Teorema 2.5. Sea o una dilatacion no degenerada, P un punto y | la traza de P. Si Q

estd en 1, entonces o(Q) también estd en .

Demostracion. Supongamos que P # . Como [ es la traza de P, y Q) estd en [ por

hipétesis, entonces | = PQ).

Si o(P) = o(Q), por el Teorema [2.2] o es degenerada, luego o(P) # o(Q).

Tenemos pues que Q # P, 1 || PQ y P’ €, luego por definicion de dilatacion Q' esté en .
O
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Corolario 2.6. La interseccion de dos trazas no paralelas es un punto fijo. Las posibles

trazas de una dilatacion o no degenerada son:

1. 0 =1« Todas las rectas.

2 Si 0#1

P punto fijo de U} = Todas las rectas que pasan por P.

P=o0(P)

De hecho, puesto que o # 1 no puede tener mds de un punto fijo, cualquier recta que

pase por P serd una traza, y cualquier otra no podrd serlo.

8. St o no tiene puntos fijos = Un haz de rectas paralelas.

S S

Sean P,(Q dos puntos distintos, l1 y lo sus trazas respectivamente (no paralelas). En-

Demostracion.

tonces por el Axioma [I] existe un tinico punto R en la interseccion.
Puesto que [; traza de P, y R esté en [y, entonces por el teorema anterior o(r) esta
en /1. Analogamente con @ y l2, deducimos que o(R) esta en ly. Asi pues, nuevamente el

Axioma [I| nos garantiza que o(R) = R por unicidad, y asi R es punto fijo de o.

1. 0 =1 & Todas las rectas.
LL:>77

Si 0 = 1 entonces o(P) = P para cualquier punto P, luego todos los puntos son

puntos fijos.

Sea [ una recta cualquiera que pasa por P. Como P es punto fijo de o, entonces o(P)

estd en [, luego [ es traza de P.
LL<:77
Sean [, m dos rectas, por hipétesis son trazas de o.

Si I }f m, entonces por el Axioma [l| existe un Gnico punto R en la interseccion de las

dos rectas, y ademés es un punto fijo (ya demostrado en el apartado anterior).
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Supongamos que P # o(P). Por definicion de traza tenemos que l; = Po(P), y como

Ry o(R)y R estan en [y, entonces por unicidad tenemos que Ro(R) = ;.

Por otro lado R y o(R) estan en lg, luego ls = Qo(Q) es traza de R. Por unicidad
de traza tenemos que Qo(Q) = Po(P), lo cual contradice con la hipdtesis, y asi
P =o(P).

Puesto que P = o(P) y R = o(R), entonces por el Teorema tenemos que o = 1.

p pugtioofﬁi de U} = Todas las rectas que pasan por P.
De hecho, puesto que o # 1 no puede tener mas de un punto fijo, cualquier recta que

pase por P serd una traza, y cualquier otra no podra serlo.

Sea | una recta arbitraria que contiene a P. Como P es un punto fijo de o por

hipotesis, entonces o(P) también esté en [, luego [ es traza de o.

Si existe otro punto fijo Q@ = o(Q), entonces por el Corolario O‘ = 1, contradicciéon

con la hipétesis inicial, luego P es el tnico punto fijo.

Supongamos ahora que [ es una traza que no contiene a P. Podemos tomar una de
las trazas de P, m, que no sea paralela a [, luego intersecan en un punto, que sera
un punto fijo como hemos demostrado en el primer apartado. Como no puede haber

dos puntos fijos, entonces [ no es una traza de o.

. 5i 0 no tiene puntos fijos = Un haz de rectas paralelas.

Sean P, @ dos puntos cualesquiera y distintos. Como ¢ no tiene puntos fijos, entonces
P #0(P)yQ # o(Q), luego las trazas Po(P) y Qo(Q) son tnicas. Si estas se cortan,
la interseccion seria un punto fijo de o, lo cual contradice la hipdtesis, luego las trazas

son paralelas. Asi pues, las trazas de o son un haz de rectas paralelas.

Traslaciones

Definicion 2.7. Una dilatacion no degenerada 7 se denomina, traslacién si 7 =1 o si no

tiene puntos fijos.

Si ademéas 7 # 1 entonces las trazas de 7 forman un haz de rectas paralelas, que

denominamos direccién de .
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Teorema 2.8. Una traslacion T queda determinada de manera inica por la imagen de un
punto P.
Ndétese que no afirmamos la existencia de traslaciones con una imagen previamente asig-

nada.

Demostracion.

Sean P un punto, [ la traza de T que contiene a P, y I’ recta paralela a [.

Si 7 = 1 entonces por el Corolario I’ también es traza de 7.

Si 7 # 1, 7 no tiene puntos fijos por definicién de traslacion, luego por Corolario I
también es traza de 7.

Entonces cualquier recta I’ paralela a [ también serd una traza de 7. Asi pues, dado un
punto @ en ', tendremos que 7(Q) = Q' también estd en I

Seam = PQ y m' la recta paralela a m que pasa por 7(P). Por definicion de dilatacion,
7(Q) esta en m/. Puesto que [ Jf m, entonces I’ }f m y por tanto I’ }f m’. Como 7(Q) esté

en m' y en I', tenemos que 7(Q) queda determinado de forma unica.

Puesto que una dilatacion queda determinada de forma tnica por la imagen de dos

puntos (Teorema [2.2]), concluimos asi la demostracion. O

Observacion 2.9. De ahora en adelante asumiremos que una dilatacion es siempre no
degenerada (a no ser que se especifique lo contrario). Podremos entonces simplificar la

Definicion [2.1] como se expone a continuacion.

Definicion 2.10. Una aplicacion o es una dilatacidn si, dados dos puntos P, ) distintos,

entonces o(P) # o(Q) y PQ || o(P)o(Q).

Teorema 2.11. El conjunto de las dilataciones D forma un grupo, y el de las traslaciones
T un subgrupo normal de D.
Ademds, dada una dilatacion o y una traslacion T # 1, entonces T y oro ! tienen la

maisma direccion.
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Demostracion.
e D es un grupo:

A 0109 estaen D.

Sean 01,09 dos dilataciones y P, dos puntos distintos. Como o9 es una dilatacién,
por Definicion [2.10}

02(P) # 02(Q).
PQ || 02(P)o2(Q).

Anilogamente para o1:

o1(02(P)) # 01(02(Q))-
02(P)o2(Q) || o1(02(P))o1(02(Q))-

Concluyendo que:

o1(02(P)) # 01(02(Q)).
PQ || o1(02(P))o1(02(Q))-

Ao lestaen D.
Puesto que o(P) # o(Q), entonces por el Teorema o biyectiva, luego existe su
inversa o~ 1.

Como o~ Y(a(P)) = Py o1 (c(Q)) = Q, entonces tenemos:

P+£Q.
a(P)o(Q) || PQ.

e T es un grupo:
A 770 estden T.
Supongamos que la composicién 7172 tiene un punto fijo P, i.e. 71(m2(P)) = P. Entonces

To(P) = Tl_l(P), luego 7 = 7'1_1. De esto se deduce que 7i79 =1, y asi 7179 estd en T

A7 lestaenT.
Sea 7 una traslacion, entonces existe su inversa 7! y es biyectiva. Supongamos que P’
es un punto fijo de 771, i.e. 771(P’) = P’. Como T es biyectiva, entonces existe un punto

P tal que 7(P) = P’. Juntando estas dos igualdades:

T(P)=P =7rP)=7"17(P)) = P.

Luego P = 771(P). Tenemos pues que P y P’ son puntos fijos de 771, luego por el

Corolario 771 =1, y entonces 7! es una traslacion.
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e T’ es un subgrupo normal de D.

L' — 7 es una traslacion.

Sean ¢ una dilatacion y 7 una traslacién, veamos que o170~
Si 71 tiene un punto fijo P, i.e. o170 !(P) = P, entonces basta aplicar c~! por la
izquierda para deducir que o~!(P) es un punto fijo de 7. Con esto sacamos que 7 = 1, y

por lo tanto o7o~! = 1, luego es una traslacion.

e La direccién de 7y 070! es la misma.

Por hipoétesis 7 # 1, y sean 7 la direccion de 7 y P un punto.

La recta 0~} (P)7(c 71 (P)) es la traza de o' (P), y por tanto esta en 7. Por definicién
de dilatacion, las rectas o' (P)7o Y (P) v (¢~ (P))o(r(¢~ (P))) = Poro~!(P) son
paralelas.

Entonces Poro~!(P) también estd en 7, y es la traza de 070! que pasa por P. Luego
7y oro~ ! tienen la misma direccién, concluyendo asi la demostracion.

O

Teorema 2.12. La identidad y las traslaciones T con un haz w de rectas paralelas como

direccion forman un grupo.

Demostracion.

I es una traslacion.

o7

Si 7 # 1 entonces P7(P) = 7(P)7~(7(P)) es la traza de T que pasa por P y la traza
de 77! que pasa por 7(P), luego 77! tiene m como direccion.
e 7179 es una traslacion.

Si 71,72 tienen la direccion m y 71 # 1 # 7o, entonces P1o(P) esta en 7 y contiene a
To(P), luego por el Teorema [2.5| también contiene a 775 (P).

Si 11 (12(P)) = P entonces 1172 = 1 por definiciéon de traslacion.

Si 11 (12(P)) # P, como 1172(P) estd en P1o(P) entonces Pro(P) = Pri(m2(P)), que
es la traza de 717, Asi pues 17y tiene a m como direccion.

O

Teorema 2.13. Si existen traslaciones con direcciones distintas, entonces T es un grupo

conmutativo.
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Demostracion.
(1) Supongamos que 71, T2 traslaciones con direcciones distintas.
Por el Teorema TIT2T] ! tiene la misma direccion que 7o, y por tanto la misma
que 75 L
Si 717271_172_1 # 1, entonces por el Teorema la direccion de 717271_172_1 v T9 es la
misma.
Analogamente 7'27'1_17'2_1 tiene la misma direccién que 71, por lo que 717'27'1_17'2_1 tam-
bién tiene la direccién de 71. Esto contradice la suposiciéon inicial de que 71 y 7o tienen

direcciones distintas, luego T o7 17'2_ V=1, yasi mm = mr.

(73) Supongamos que 71, 72 tienen la misma direccion.

Por hipétesis existe una traslaciéon 73 con distinta direccién a la de 7 y 7, luego
T3T1 = T17T3 COmo vimos en (7).

Por otro lado, la direccién de 1273 tiene que ser distinta a la de 71, pues si no 7, LTy =
73 tendria la misma direccion que 7. Sabemos entonces que (7172)73 = 71 (7273) = (T273)T1 =
To(1371) = To(T173) = (T271)T3, luego ToT3T1 = ToT173. Concluimos asi que 7T = ToT.

O



Capitulo 3
Construccion de un cuerpo

Llegados a este punto, necesitamos introducir un cuarto axioma para conseguir una

geometria con suficientes simetrias.

3.1. Nuevo axioma

Dividiremos este axioma en dos partes, [Axioma 4a] y [Axioma 4b)] e introduciremos la

primera en este capitulo, mientras que la segunda la formularemos en el siguiente.
Recordemos que una traslaciéon queda determinada de forma tnica por la imagen de

un sélo punto.
Axioma 4a. Dados P,(Q) dos puntos, existe una tnica traslacion tpg que lleva P en Q).

Observacion 3.1. Puesto que existen traslaciones con direcciones distintas, el Teore-

ma nos garantiza que el grupo T serd conmutativo.

Observacion 3.2. De ahora en adelante, la imagen de una traslacién 7 a través de una

aplicacion a: T' — T la denotaremos por a(7) := 7.

Definicion 3.3. Una aplicacion «: T'— T es un homomorfismo que conserva la traza
(H.C.T.) si:

(T1) Es un homomorfismo de T: (1172)* = 7075

(T2) Las trazas de 7 estan entre las trazas de 7, es decir: 7¢ = 1 0 7 y 7 tienen la misma

direccién.

Al conjunto de todos los homomorfismos que conservan la traza lo denotaremos por K.

29
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Veamos algunos ejemplos de este tipo de homomorfismos.

Ejemplo 3.4. La aplicacién que lleva a toda traslacién en la identidad estd en K. La

denotaremos por o := 0, pues la relacién 7° = 1 nos es de sobra conocida.
0: T —T,7—7°=1paratodo T eT.

(T1) 70 =1=(nm)".

(T2) 79(P) = P, luego conserva la traza.

Ejemplo 3.5. La aplicacién identidad, que denotaremos por a := 1, estd en K.
1: T —T,7+ 7' = 7 para todo 7 € T.

Ejemplo 3.6. La aplicacién que lleva una traslaciéon 7 en su inversa 7! estd en K. La

denotaremos por a := —1.

—1: T —T,7+ 7! para todo 7 € T.

1,_ -1

(T1) (7'17'2)_1 = 7'2_171_1 =7 T, .

(T2) T conmutativo, luego 7 y 7~ ! tienen la misma traza.

1

Ejemplo 3.7. La aplicacién « que lleva una traslacion 7 en o7o™", con o una dilatacién

fijada, estd en K.
a:T —=T,7— 7 =0710"! para todo 7 € T.

1 1 1

(T1) (mm)* =0ommo " =ono om0 = =175,

(T2) 7y oro! tienen la misma direccién por el Teorema, m

3.2. Construccién de un cuerpo

Definicion 3.8. Sean «, 5 € K, definimos las siguientes aplicaciones:
a+B8:T—=T1— 700 =178
a-B:T =T, 178 = (T’B)O‘

Teorema 3.9. Sia, 5 son dos elementos de K, entonces a+ y a-8 también son elementos
de K.

Con este resultado, K con la aplicacion 1 como elemento neutro es un anillo asociativo.
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Demostracion.

o o+ [ estden K:

(T1) (1172)8 = (1ym)%(Tim)? = Tf“TQO‘TfTQB = Tf‘Ting‘TZ’B = f+67'2a+*8.

(T2) Si 7 =1, entonces 7® = 77 = 1, luego 77 = 1.

Si T # 1y 7 su direccién, entonces por Definicién de H.C.T., la direccién de 7

esta entre las trazas de 7% y entre las de 77. Asi pues, 7 est4 entre las trazas de
7o B = roth,

e - [ estden K:
(T1) (nm)*? = (nm)?)* = (1) = () (7)* = 7777

(T2) Las trazas de 7 estan entre las trazas de 77, luego también estan entre las trazas de
(7'/3)0‘ = 7B,

e (K,+) es un grupo abeliano:

s Elemento neutro:

o __

Ot 0.7¢ =1.7% = 7% Deducimos que 0 + o = .

T =TT

= Elemento inverso:

rot(=Da — zo (Do — ra . (7e)=1 =1 = 70 Entonces o + (—1)ar = 0.

= Propiedad asociativa:
7—(01+B)+'Y — 7—Oé+6 7Y = 7. Tﬁ T = 7. T/B+’Y = Ta+(ﬁ+7)_ Luego

(a+B)+v=a+(B+7).

= Propiedad conmutativa:

7otB = ro . B = 7B . o = pBte De esta forma a+ 8 = B+ a.

e (K,+,-) es un anillo asociativo:

= Elemento neutro:

=) =7 = (1) =7 porloque 1 -a=1=a-1.

= Propiedad asociativa:

@By = (7128 = (7)P) = (781 = 720 luego (aB)y = a(BY).
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= Propiedad distributiva:
Por la derecha:

Fo(B+7) — (7-6-5-7)06 — (757-"/)0‘. Como « es un homomorfismo, entonces (7577)0‘ =
(72)%(77)%, y entonces TP = 7aBrar = raftey quego (B + ) = af + ay.
Por la izquierda:

Bt — (rayBty = (70)B ()Y = pBapye = pBetre Entonces (6 +7)a = fa+ o
0

Teorema 3.10. Sean a un elemento de K distinto de 0 y P un punto dado. Entonces

existe una tnica dilatacion o con P como punto fijo y tal que 7% = oo~ para todo T en

T.

Demostracion.
e Unicidad de o.
Supongamos que existe dicha dilatacién o, y sea @ un punto cualquiera. Tomamos 7pg

para la traslacién 7, y entonces por hipotesis:
TPQ = oTpgo L.
Aplicandolo a P, punto fijo de o por hipotesis, tenemos:
Tho(P) = oo Y(P) = o1pg(P) = (Q).
Luego deducimos que:

0(P) = o(Q). (3.1)

Esto muestra como dar la imagen de un punto @Q a través de o. Puesto que el

nos garantiza que la traslacion 7pg es Unica, entonces o es Unica.

e [xistencia.
.o(P)=P.
Definimos una aplicacion o en el punto @ de la forma (3.1)). Notese que existe la

posibilidad de que dicha dilatacién sea degenerada.
Sean @, R dos puntos distintos, por el existen las traslaciones T7pg, TQr ¥

son dnicas. Si aplicamos la, composicién a P:

TQr7PQ(P) = Tr(Q) = R.
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Entonces, de nuevo por el [Axioma 4a] 7gr7pq = Tpr. Aplicando o a ambos lados de las

igualdad, y teniendo en cuenta que es un homomorfismo, nos queda:
TQRTPQ = TPR-
v aplicando a P a ambos lados de la ecuacién:
T0r(TPq(P)) = TpR(P).
Usando (3.1]) obtenemos:
79r(0(Q)) = TGr(Tpo(P)) = TpR(P) = o(R).
Y por tanto:

6r(0(Q)) = o(R). (3.2)

Sea [ la recta paralela a QR que pasa por o(Q).

o(Q)

l
Q R

l es la traza de TQg, y también es la traza de TsR, pues « conserva la traza. Entonces o(Q)
estd en esta traza de 75, luego su imagen o(R) también lo esta. Pero esta es precisamente
la condicién para ser dilatacion segun la Definicion

Como 7pp(P) = P, y una traslaciéon queda determinada por la imagen de un tunico
punto (Teorema [2.8), entonces 7pp = 1, y con (3.1]) tenemos:

o(P) = 18,(P) = 1%(P) = 1(P) = P.

En el caso de que o sea degenerada, entonces lleva todo punto a P, y usando la igualdad

BD:
TgQ(P) =o0(Q)=P.
Entonces TgQ = 1 para todo ). Como toda traslacién 7 es de la forma 7pg, entonces:

7 =1 para todo T €T.
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Luego a = 0. Si a # 0, entonces o es no degenerada.

TY=0TO0 .

Sea a # 0. Como ya sabemos que P es punto fijo de o, podemos reescribir la igualdad

(3.1) de la forma:

Q= U—ngng) = U’ngQU(P).

Esta igualdad nos dice que la traslacién o~!

(Axioma 1a):

TPQO lleva a P en @, luego por unicidad

U_IT%QU = TpQ-
Aplicando o por la izquierda y o~ por la derecha en ambos lados de la igualdad,
obtenemos que Tpg = aTgQa_l.
Puesto que cualquier traslaciéon 7 es de la forma 7pg, finalmente tenemos
que 7 = oro~! para todo 7 € T, concluyendo asi la demostracion.

O

Observacion 3.11. Recordemos el Ejemplo de homomorfismos que conservan la traza,
definido de la forma 7@ = 070!, donde ¢ es una dilatacion.
Si a = 0 entonces o070~ ' =1, y asf 7 = 1. Luego el teorema no se cumple para todo 7.

Asi pues a #£ 0. Esto nos muestra que el reciproco del Teorema no se verifica.

Teorema 3.12. K es un cuerpo (probablemente no conmutativo para la multiplicacion,

i.e. un anillo de division).

Demostracion.
Puesto que ya hemos probado que K es un anillo asociativo (Teorema [3.9)), so6lo nece-

sitamos demostrar que todo elemento de K tiene inverso para la multiplicacién.

Sea o # 0 el homomorfismo que conserva la traza que lleva 7 en oro™!, con ¢ una

1 1

dilatacion. La aplicacion que lleva 7 en 070 = 0~ !7(¢~!)~! también es un elemento de

_ _ -1 _
K, que llamaremos o~!. Tenemos entonces que 7* = ot~ ! y 7% = o 70, de lo que

deducimos:

n 70T = (o = (57176) = g lrgoTl = 7 = 7L

= (oro ) ' =07 loro o =1 =1L

De estas dos cadenas de igualdades obtenemos que a-a~! = a™! - a = 1, luego todo

elemento de K tiene inverso para la multiplicacién, y por lo tanto es un cuerpo.
O
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Observacion 3.13. Sea a # 0 el homomorfismo definido en el Ejemplo que lleva 7 en

1 1

oro~!. Si K es conmutativo, entonces 7® = o010~ ! = 700~! = 7, luego o = 1 para todo

7,0 T = 1. Esto muestra que K no es un cuerpo conmutativo.
Teorema 3.14.
(1) Si se cumple que 7 =1 para algin o, T concretos, entonces a =0 o 7 = 1.
(i) Si se cumple que 7% = 8 para algin o, 8, T concretos, entonces a =0 o7 = 1.

Demostracion.

(i) Supongamos que 7% = 1y a # 0. Aplicando a~! tenemos:
(r9)* =1 =1.
Y entonces ocurre una de las siguientes:
T=1.
a-a =0

Como hemos supuesto que « # 0, entonces 7 = 1.

(74) Supongamos ahora que 7% = 7. Multiplicando por 7—? por la derecha a ambos lados

de la igualdad:
OB =B =70 =1,

Sia—g=0071=1.

Notese que para cualquier anillo con la propiedad distributiva se cumple que -0 = 0;
pero puede comprobarse también de la forma: 750 = (798 = 1# = 1 = 70 y entonces
B-0=0.

O
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Capitulo 4

Introduccion de coordenadas

Nuestra geometria todavia no es suficientemente simétrica. Necesitaremos un axioma
mas, que formularemos de dos maneras distintas, probando posteriormente la equivalencia

entre ambas como un teorema adicional.

4.1. Ultimo axioma

Axioma 4b. Si 7,70 son traslaciones con las mismas trazas y 1 # 1 # 70 # 1, entonces

existe un tinico elemento o en K tal que 7 = 7{".

Observacion 4.1. La unicidad de « se sigue del Teorema Ademas, la tnica condicion

realmente necesaria es 7 # 1, pues:
= Si 79 = 79, entonces o = 7'11. Por tanto o = 1 es el homomorfismo buscado.
» Si 7 =1, entonces 72 = 1 = 7{. El homomorfismo buscado es o = 0.

Anadimos las demas condiciones para formular el axioma de la forma mas general

posible.

Axioma 4b P. (Para un punto P dado). Dados dos puntos Q, R tal que P #Q # R # P
pero alineados (sobre una misma recta), entonces existe una tnica dilatacion o, con P

como punto fijo, que lleva a QQ en R. Fs decir:
(1) o(P) = P.
(ii) o(Q) = R.

Observacion 4.2. La unicidad de o se sigue del Teorema pues una dilatacién queda

determinada de forma tnica por la imagen de dos puntos distintos.

37
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Teorema 4.3.

(i) Si se cumple el|Azioma 4b P|para un punto P, entonces se verifica el [Azioma 40|
(13) Si se cumple el entonces se verifica el [Azioma 4b P| para todo P.

Mds esquemdticamente:

Azroma 46 P| para P dado = |Azioma 4b
Azioma 40 P| para todo P <= |Azioma 4b

Demostracion.
44 :77
Supongamos que se cumple el para cierto punto P.
Sean T, To traslaciones que satisfacen las hipotesis del y pongamos que:

T1(P) = Q, luego 71 = 7pQ.
T9(P) = R, luego 75 = TpR.

Puesto que 1 # 1 # 19 # 1 y 71, T2 tienen las mismas trazas por hipo6tesis, entonces
P+#Q+#R# Py P,Q,R estan alineados. Estamos pues en las condiciones del
4b Pl

Sea ahora o una dilatacion con P como punto fijo tal que o(Q) = R. La composicion
orio~! es una traslaciéon (Teorema . Si la aplicamos a P:

om0 1 (P) = om(P) = 0(Q) = R.

Asi pues o110 ! es la traslacion que lleva a P en R, luego por unicidad 7 = oo L.

1

Sea «a el elemento de K que lleva 7 en 70~ ", entonces:

— -1 _
T =0T10” " = To.

« 77
<=

Supongamos que se verifica el [Axioma 4b|] Sean P, Q), R puntos distintos y alineados, y
tomemos 71 = TpQ, T2 = Tpr. Tenemos entonces que:

= P Q, R alineados, y por tanto 71 y 7o tienen las mismas trazas.

= P, Q, R distintos, luego 1 # 7 # 1 # 1.
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Pero estas son justamente las hipotesis del [Axioma 4b] y por consiguiente existe un
unico o en K distinto de 0 tal que 7 = 77*.
Por el Teorema [3.10] existe una unica dilatacién ¢ con P como punto fijo y tal que

7% = oro~ ! para todo 7 € T. Si elegimos 7 = 71 entonces:

=10 =0omn0o"},

luego o0 = o1y. Si aplicamos a P a ambos lados de la ecuacion, teniendo en cuenta que

P es punto fijo de o:
To(P) = 10(P) = o11(P),
y por la eleccion de 7 = Tpg y T2 = TpR, entonces tenemos:

R =1(P) =o71(P) =0(Q),

luego o(Q) = R. Asi pues o es la dilatacion buscada.
0l

Teorema 4.4. Sean 71 # 1 # 7o traslaciones con direcciones distintas. Para cualquier

traslacion T € T, existen o, f € K tdnicos tal que T = 7{17'25 = 57‘10‘

Demostracion. La conmutatividad es inmediata, pues T es conmutativo.
e Existencia:

Sea P un punto cualquiera, y supongamos que 7(P) = Q. Sean [y la traza de 71 que
pasa por P,y Iy la traza de 15 que pasa por ). Como 7 y 7o tienen direcciones distintas
por hipotesis, entonces Iy }f lo, y por tanto [ y l2 se cortan el menos en un punto R.

P n(P) R
ly

m2(Q)

Si P = R deducimos que la traslacion 7pp = 1, y si P # R que 7pr y 71 tienen la
misma direccion. Puesto que 71 # 1 por hipdtesis, entonces estamos en las condiciones del
Axioma 4b| (teniendo en cuenta la Observacion [4.1]), luego existe un tunico « en K tal que

Tpr = Ti'. Andlogamente existe un tnico § en K tal que Trg = 5.
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Si componemos ambas traslaciones, y la aplicamos a P:
TQBTf‘(P) = TroTPrR(P) = TrRQ(R) = Q.

Por unicidad 7'26 *(P) = Tp@, que es precisamente nuestra eleccion inicial para la traslacion
T.
e Unicidad:
Si 726710‘ = 7,70, entonces 707° = 7P por lo que o — § = v — B.
Si 77 # 1, tenemos que 7;" | y 71 tienen la misma direccion. El Teorema nos
garantiza que o = . Anéalogamente deducimos que § = .
O

Con todos estos resultados, tenemos ya las suficientes herramientas como para intro-

ducir coordenadas.

4.2. Introduccién de coordenadas

En la geometria ordinaria describimos las coordenadas seleccionando primeramente
un origen 0, dibujando dos ejes, y marcando en ellos ciertos “puntos unidad”. Nosotros lo
haremos de la misma manera. Nuestro origen serd un punto 0, y tomaremos las traslaciones

71 # 1 # 7. La interpretacion de estas serd la siguiente:
= La traza de 7 que pasa por 0 serd un eje de coordenadas.
= La traza de 7 que pasa por 0 serd el otro eje de coordenadas.

» Los puntos 71(0) y 72(0) seran los “puntos unidad” de cada uno de los ejes, respecti-

vamente.
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072(0)

72(0)

. » 071(0
(0,0) 71(0) Tl( )

e Descripciéon de un punto.

Sea pues P un punto cualquiera, escribiremos la traslacién 7gp como sigue:
Top = 7'157'277 .
con &,7n € K tnicos (Teorema [4.4). Asignaremos a P el par de coordenadas (&,n).

= Para P=0: 190 =1= T{)TS, luego el origen de coordenadas es (0,0), entendiéndolo

como £ = 0,7 =0, i.e. el 0 como elemento de K.
= Para (1,0): 7{70 = 71 = 7op = 71(0) es el “punto unidad” del primer eje.

» Para (0,1): 7079 = 72 = 190 = 72(0) es el “punto unidad” del segundo eje.
e Descripcion de una recta.

Sea ahora una recta cualquiera [, P = (o, ) un punto en [ y 7 = 7)1 # 1 una
traslaciéon que tiene a [ como traza.

Sea @ = (£, 7n) en [ otro punto, y tomamos Tpg, que tendrd la misma direcciéon que 7.

Puesto que 1 # 7, el [Axioma 4b|nos garantiza, teniendo en cuenta la Observacion que
Tpg = 7' para algin t € K.
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072(0)

071 (0
(0,0) > Tl( )

Reciprocamente dado ¢ en K, encontraremos la recta [ entre las trazas de 7%; 7¢(P) =
Q € | que muestra que toda 7' es de la forma 7pg con Q en .

Asi pues, tenemos que:

TPQ = 7t

— .0
T=T)Ty.

Top = Tf‘Tzﬁ .
Con esto, podemos obtener las coordenadas del punto @ de la siguiente manera:

6
T0Q = TPQTOP = T Top = (TYTg)tTféTzﬁ = T1t7+a75 e
Luego las coordenadas del punto son Q = (ty + o, td + ).
Puesto que P = («,3) puede ser cualquier punto, entonces a y f son arbitrarios.
=1/ 7'3 debe ser una traslacion distinta de 1, lo que significa que v # 0 # J. Si este es el
caso, entonces la recta que pasa por Py que es una traza de 7, es la recta (ty + o, td + )

cuando t recorre K.
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Podemos abreviarlo en notaciéon vectorial.
Sea A = (v7,9) y P = (a,5). Entonces Q = P + tA, con t recorriendo K, nos da los

puntos de la recta. La tinica restriccion es que A # 0, pues entonces P = ).

Tenemos de esta manera cubiertas las descripciones usuales de rectas y puntos con

coordenadas.

4.3. Geometria afin sobre un cuerpo

Supongamos que K es un cuerpo dado, y construiremos una geometria afin sobre K.

» Definimos un punto P como el par ordenado (£,1) con £ y 1 elementos de K.

» Una recta [ la definiremos como el conjunto de puntos {P + tA}, con P un punto

dado, A # 0 un vector dado, y t recorriendo K.

= La relacion “Q estd en [” significard que @ es un elemento del conjunto de puntos
{P +tA}.

Nuestro problema ahora es demostrar que esta geometria satisface todos los axiomas
descritos anteriormente.

Consideremos primeramente las posibles intersecciones entre dos rectas P+tAy Q+uB,
con A # 0 # B vectores; t,u recorriendo K.

Si ambas rectas intersecan, tendremos que P +tA = Q + uB, es decir:

tA—uB=Q—P. (4.1)
e Interseccion de dos rectas.
Ay B son linealmente independientes por la izquierda. Esto es lo mismo que decir que
sixA+yB = 0 entonces r =y = 0.

Los elementos t, u que resuelven la ecuacion (4.1), son tnicos; lo que significa que la

interseccién es un Gnico punto.
e Rectas paralelas.

A y B son linealmente dependientes por la derecha. Esto es lo mismo que decir que
existen « y 3 distintos de 0 y tal que Aa + B = 0.
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Si Aa+ B = 0 entonces a # 0, pues de lo contrario B = 0, luego 5 = 0, pues hemos
supuesto que B # 0. Analogamente 3 # 0. Entonces B = —3 'aA con —3 'a # 0.

Podemos entonces simplificar la recta ) + uB como sigue:

Q+uB=0Q—uflad =Q+vA.

con v = —ufta, si u recorre K, también lo hara v.

Asumiremos que B = A, luego la intersecciéon de las rectas P +tA, QQ + tA sera:

(t—uA=Q—P. (4.2)

Si @ — P no es un “multiplo por la izquierda” de A, no es posible resolver la ecuacion,
luego las rectas no intersecan, son paralelas.

Si @ — P = A es un “miltiplo por la izquierda” de A, entonces Q = P+ A, y la recta
Q@ + uA se convierte en P+ (u+ d)A. Si u recorre K, también lo hard u + v, y vemos que
las dos rectas son iguales, y por tanto paralelas.

Concluimos entonces que dos rectas P+tA y QQ +uB son paralelas si y sélo si B = vyA

con v # 0 un elemento de K.
e Haz de rectas paralelas.

Un haz de rectas paralelas consiste en las rectas P +tA, para un A fijado si P recorre

todos los puntos.
e Axioma

Dados P, @ dos puntos distintos, entonces @ — P # 0, luego P 4 ¢(Q) — P) es una recta.

Para t = 0 tenemos P, para t = 1 tenemos (). Entonces esta recta es tinica.
e Axioma [2

Sean P + tA una recta y @ un punto dado. Entonces @ + uA recta paralela a P+ tA

que contiene a () (para u = 0). Nuestra discusion muestra la unicidad.
e Axioma [3

Sean A = (0,0), B = (1,0) y C = (0, 1) tres puntos. Como A # B entonces A+t(B—A)

recta que contiene a A y B pero no a C. Asi pues existen tres puntos no alineados.
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e Definicion de Dilatacion.
Sea ¢ una aplicacién, o un elemento de K y C cualquier vector. Pongamos:

o(X)=a(X)+C. (4.3)
» Si a =0 entonces o(X) = +C, luego todo punto va a C'y o es una dilatacion.
= Sia#0:

La imagen de la recta P+ tA a través de o es:

o(P+tA)=a(P+tA)+C =a(P)+a(tA)+C
= (a(P)+C)+ a(t)A = (a(P) + C) + uA,

con u = «(t) recorriendo K si t recorre K.
Luego la imagen de P + tA a través de o es la recta (a(P) + C) + uA. Puesto que
u = «(t) y a es un H.C.T., entonces las dos rectas son paralelas. Asi pues, o lleva una

recta en otra recta, luego es una dilatacion, y ademads es no degenerada.
e Definiciéon de Traslacion.

Los puntos fijos de o deben satisfacer:

X=0X)=aX)+C. (4.4)
Es decir (1 — «)(X) = C. Distinguimos dos casos:
1. a # 1. Por lo tanto (1 — a)~!(C) es el tinico punto fijo.
2. a = 1. Entonces 0(X) = C. Puede ocurrir una de las siguientes cosas:

= Si C # 0 entonces no tiene puntos fijos.

= Si C =0 entonces 0 = 1 es la aplicaciéon identidad.

Vemos que estas son las condiciones de la Definicion de traslacién. Luego una

traslacion serd de la forma 7: X — X + C. Asi pues, las denotaremos por 7¢.
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Dados P, @ dos puntos, obsérvese que:
TQ,p(P) =P+ (Q — P) = Q.

Luego el [Axioma 4a] se verifica, y muestra que las traslaciones 7¢ son todas las trasla-

ciones de nuestra geometria.

e [Axioma 4b Pl

Sean P, @, R puntos distintos y alineados. Puesto que R esta en la recta P+ ¢(Q — P),

que pasa por P v @), entonces podemos determinar « de tal forma que:

P+a(@Q@—-P)=R.
Puesto que R # P entonces a # 0. Con este «, formamos la dilatacion:
o(X)=a(X)+ P —«a(P).

Claramente:

o(P)=«a(P)+P—«a(P)=P ie. o(P)=P.
Q) =a(@Q+P-a(P)=a(Q-P)+P=R-P+P=R  ic o(Q) =R

Esto muestra que el se cumple para todo P, y también que cualquier
dilatacién con P como punto fijo es de esta forma. Sabemos entonces que la ecuacion (4.3)

nos da todas las dilataciones de nuestra geometria.
e Determinar los homomorfismos del grupo de traslaciones T que conservan la

traza.

Tomamos como punto P el origen (0,0).

Si la dilatacién o tiene a P como punto fijo, entonces:

(0,0) = o(0,0) = «(0,0) + C.

Como vimos en (4.4), debe ocurrir que C' = (0,0). Asi pues, las dilataciones o con P

como punto fijo seran de la forma:

o(X)=a(X) cona#0.
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Asf pues, o determina a a de forma tunica. Por el Teorema [3.10] los H.C.T. son aque-
llos distintos de 0 que llevan 7 en o7o~ !, y distintas dilataciones o nos daran distintos
homomorfismos a.

Tomemos 0~ 1(X) = a~!}(X). Sea la traslacién 7¢, su imagen a través de o serd:

orco N (X) = orc(a (X)) = o(a 1 (X) + O)
=ala(X)+0)=ac HX)+a(C)=X +a(0) = Ta(C)-

Vemos que, para un homomorfismo « # 0 dado, la aplicacién que lleva 7¢ en 7,0 es
el H.C.T. buscado. A esto debemos anadir la aplicacién 0 que lleva a cada 7¢ en 7o) =
70 = 1.

Concluimos que los H.C.T. de nuestra geometria, que denotaremos por &, son de la

forma:

a: T — T,1c— 18

El cuerpo de todos estos H.C.T. lo denotaremos por K.
e K y K son isomorfos.
Ya hemos visto que a +— & es una correspondencia inyectiva entre el cuerpo K y el

cuerpo K.

Veamos que en efecto es un isomorfismo. Para ello, tendremos que demostrar que:

Sean las aplicaciones:
a: T = T,7c = Ta(c)-

B: T —=T,1¢c = Tg(C)-

Entonces & + 3 (por definicién de adicion en K) es la aplicacion:

d+B: T—T, 10 = To(C) * TB(C)-
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Por otra parte:

Ta()T8(c)(X) = To(o) (X + B(C)) = X + B(C) + a(C)
=X +(a+B)(C) = T(atp)(c)(X).

Por consiguiente, & 4+ 3 = « + 3, pues ambas llevan a la traslacién 7¢ en T(a+8)(C)-

(ii) a- B =a-B.

Tenemos que:

B:T =T, 70— TB(C)-
a-B:T—T,7c— Tg’B = TaB(C)-
a-B:T —=T,7c Tg? = TaB(C)-
Luego & - 3 = a - §, concluyendo asi la demostracion.

Asi pues, los cuerpos K v K seran isomorfos bajo la correspondencia a +— @.
e Coordenadas en el cuerpo K.
Seleccionamos el origen (0, 0) como 6 para las coordenadas en K. Tomamos los puntos

C=(1,00yD=(0,1);y 1 =170, 2 = TD-
Sea P = (£,m) un punto dado. Entonces:

=y
I

(‘“?mu
Il

T TE(C)'
7'2 - Tg = Tn(D)'

Si componemos ambas traslaciones y la aplicamos al origen, tenemos:
Te(0)T(0)(0) = Te(c)(n(D)) = n(D) + &(C) = (§,n) = P.
Asf pues, la traslacion 7¢(o)7,(p) llevard el origen a P, i.e. 7¢)T(p) = Top, con lo cual

las coordenadas de P sobre K son el par ordenado (&,7).

Esto significa que las coordenadas de un punto cualquiera son tinicas salvo isomorfismos.
Ademas, nos muestra que en conjunto hemos recuperado nuestro cuerpo original K. Notese

que el isomorfismo K <+— K es un isomorfismo canénico.



Capitulo 5
Teorema de Desargues

Asumiremos que solamente se verifican los tres primeros axiomas para nuestra geome-
tria. El siguiente teorema puede verificarse o no en ella (ver Figuras y p.2).

Teorema 5.1 (Teorema de Desargues).
Sean l1,ls y l3 tres rectas distintas, que ademds son paralelas o intersecan en un punto
P. Sean Q,Q' dos puntos en li; R,R' en ly; y S,S" en l3, distintos de P en caso de

interseccion.
SiQR || Q'R yQS || QS', entonces RS || R'S".
Observacion 5.2.

w Sily || l2] 3] &1 lo llamaremos Teorema (D,).

Q Q' I

I

S S’ I3

Figura 5.1: Teorema (D,)
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» Si P =1;NlyNI3, lo llamaremos Teorema (DP).

S/

Figura 5.2: Teorema (DP)

Habra distintos casos triviales en los que el teorema si se verifica.

Ejemplo 5.3. Si Q = @Q’, entonces QR = Q'R’, y puesto que Il y QR tienen el punto R
en comin, pero no @, se sigue que R = R y S = S5’. Por tanto podremos suponer que los

puntos son distintos.

Ejemplo 5.4. Si Q, R, S estan alineados, entonces ', R’, S’ estan alineados, y por tanto

el teorema se verifica.

Teorema 5.5. El[Azioma 4d implica (D), y el[Azioma 4b P|implica (DP).

Demostracion.

Sea o la traslacion que lleva a Q en Q' (D,,), o la dilatacion con P como punto fijo que
lleva a @ en Q" (DP). Como o(Q) = @', y la recta l; contiene a QQ y a ', entonces por
definicion [y es la traza de o que pasa por Q y por Q.

Puesto que [, [2,l3 paralelas por hipotesis (D, ), entonces estaran entre las trazas de
o. Como QR || Q'R = 0(Q)c(R), entonces por definicion de dilatacion QR || o(Q)o(R),

y entonces:

QR || o(Q)o(R) = Q'o(R).



ol

Como por hipdtesis QR = Q'c(R), entonces por unicidad (Axioma [2) Q'R = Q'c(R),
de lo que se sigue que o(R) = R'. Anélogamente obtendremos que o(S) = 5.

Con esto, puesto que

RS || o(R)o(S) = R'S',

entonces RS || R'S’, concluyendo asi la demostracion. O

Teorema 5.6. (D,) implica el[Azioma 4d, y (DP) implica el[Azioma 4b P|

Demostracion.

Tomemos primeramente el plano afin més pequefio, A?(Zs), sobre el cuerpo Zo = {0, 1}

visto en el Ejemplo [I.15
Este espacio afin cumple, segin el Teorema lo siguiente:

(i) Tiene exactamente 22 = 4 puntos.
(ii) Cada punto estd en 2 4+ 1 = 3 rectas.
(iii) Cada haz contiene 2 rectas.
(iv) El namero total de rectas es 2(2 + 1) = 6.

(v) hay 2+ 1 = 3 haces de rectas paralelas.

En este espacio afin se verifican todos los axiomas, especialmente: [Axioma 4a], [Axioma 4b]|

y [Axioma 4b P}

Podemos entonces asumir que cada recta contiene al menos tres puntos. De esto se

sigue que dadas dos rectas, podremos encontrar un punto que no esté en ninguna.

(i) (Dq) implica [Axioma 4a]

Supongamos que se verifica (D,). Cualquier par de puntos distintos @, Q’, podran ser
asociados con la aplicaciéon TQ’Q/, que estard bien definida solamente para los puntos R
que no estén en la recta QQ’.

Sea [ la recta paralela a QQ’ que pasa por R. Puesto que R no estd en la recta QQ’,
entonces [ y QQ' son distintas.

Sea m la recta paralela a QR que pasa por QQ'. Entonces m y [ no son paralelas, luego

se cortan en un punto R'.
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\& \@Q'

R R’

A\ l A\

Puesto que R’ estd en [ pero no en QQ’, y como R’ esta en m pero no es QR; entonces
deducimos respectivamente que R # Q' y R’ # R.

Puesto que R y R’ estan el [, entonces por unicidad I = RR', luego RR' y QQ’ son
paralelas. Analogamente Q' y R’ estan en m, luego Q'R' = m, y asi Q'R’ y QR también
son paralelas.

Esto describe la imagen de R a través de 7@ 7@Q (R) = R

De la misma manera, con el par de puntos R, R’ podemos describir la aplicacién 7
TH(Q) = Q.

Sea ahora un punto S que no esta ni en RR’' nien QQ’, y S’ suimagen a través de Q'

R,R’
)

Analogamente al caso anterior, deducimos que Q@' || SS’, teniendo asi RR', QQ’, SS’ tres
rectas paralelas y distintas. De nuevo de manera anédloga al caso anterior, tenemos que
QS || Q'S’. Puesto que por hipétesis (D,) se verifica, entonces RS || R'S".

Tenemos pues RR' || SS" y RS || R'S’, lo que significa que 777 (S) = §. Las aplica-

/ / . . . , . . .,
RRy 1@Q" coinciden dondequiera que estén definidas. La aplicacion buscada T

/
+R.R 7

ciones T

, . ., Q Q/ S.S! . . ,
serd la combinacién de 7<% 72 donde para cualquier punto, su imagen a través
de 7 deberd ser la imagen a través de una de estas tres aplicaciones.

R,R’

Supongamos que T = T sin pérdida de generalidad. Como hemos visto al describirla,

esta aplicacién tiene la propiedad de que:
7(Q) ="(Q) = Q"

Si probamos que 7 es una dilatacién, entonces es claro que es una traslacion, pues todas
las trazas son paralelas.

En el caso trivial de que Q = @Q’, la aplicacién buscada sera la identidad 7 = 1.

Veamos que esta aplicacion es una dilatacién.

Sean U, V dos puntos distintos. Supongamos sin pérdida de generalidad que, de las tres
rectas, es QQ’ la que no contiene ni a U ni a V. Asf pues 7 = 7@’

Si UV y QQ' son paralelas entonces U’ y V' estan en UV. Supondremos entonces que
UV y QQ' no son paralelas. Entonces dichos puntos estéan en las mismas hipotesis exigidas
para los puntos R y S, para los cuales hemos probado que RS || R'S’. Asi pues, T es una
dilatacion, y por tanto es la traslacién buscada, por lo que se verifica el
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(i) (DP) implica [Axioma 4b P}
Si suponemos que (DP) se verifica, entonces podemos probar el [Axioma 4b P|de forma
andloga al caso anterior, con la pequena diferencia de que en vez de las rectas paralelas a

QQ’, deberemos tomar las rectas que pasan por P.
O

5.1. Plano de Moulton

El Plano de Moulton es un plano afin (£2,.%), con & el conjunto de pares de puntos

ordenados de R, y .Z el conjunto de rectas que se definen de la siguiente manera:

= Las rectas verticales y horizontales del plano real.
= Las rectas con pendiente negativa del plano real.

= Las rectas quebradas del plano real euclidiano que tienen pendiente positiva m por

encima del eje x, y pendiente 2m por debajo del eje x.

P <

y=mz+b

y=2mx+b

Figura 5.3: Plano de Moulton
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En la siguiente figura, podemos observar que QR || Q'R y RS || R'S’. Sin embargo,

QS y Q'S’ no son paralelas, se cortan en el punto P.

Y

S/

Q' R’

l2
I l3

Vemos que este es un ejemplo de un plano afin que satisface los axiomas, pero que no

verifica el Teorema de Desargues.



Capitulo 6
Teorema de Pappus

En un plano Desarguesiano, la multiplicacién no tiene por qué ser conmutativa. Sin
embargo, su equivalente geométrico es el Teorema de Pappus, que se enuncia a continuacioén,

v que nos garantiza la conmutatividad.

Teorema 6.1 (Teorema de Pappus). Sean [ y m dos rectas que se cortan en un punto P;
R, R y S tres puntos distintos en la recta m; y Q, Q" y T tres puntos distintos en la recla

l. Entonces:

Si RQ' | R'T y R'Q | Q'S = RQ|| ST.

Figura 6.1: Configuraciéon de Pappus
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Teorema 6.2 (Teorema de Hilbert).
El cuerpo K es conmutativo si y solo si se verifica el Teorema de Pappus.

Demostracion.

Tomamos un punto arbitrario P. Por el Teorema [3.10] un elemento o de K distinto de
cero queda determinado por una Unica dilatacion, o, que tiene a P como punto fijo, y tal
que para toda traslacion 7, 7% = o470, L

Si tenemos otro elemento 3 distinto de a en K de tal manera que 77 = 057'0[;1;

entonces, por un lado, tenemos:

7 = (rP)e = (057051)0‘ = UaagTaglagl = 0,05T(0008) 1.

Y por otro lado tenemos:

T8 = OaBTOL5-
Puesto que o, queda determinada de forma tnica por «, tenemos que o,8 = 0,03.
Esto significa que el grupo multiplicativo de elementos no nulos de K es isomorfo al grupo
de dilataciones que tienen a P como punto fijo. K serd conmutativo si y sélo si este grupo

de dilataciones es conmutativo.
Veamos ahora que D es conmutativo.

Tomamos dos rectas [ y m que pasan por P,y sea @) cualquier punto en [ distinto de
P.




o7

Si o1 es una dilatacion que tiene a P como punto fijo, entonces [ es una 01— traza,

y ademés el punto 01(Q) = Q' sera distinto de P, y por el [Axioma 4b P} sera cualquier

punto de la recta [.

Entonces o1 queda completamente definida por 01(Q) = @Q'.

Analogamente, sean R, R’ puntos en m distintos de P, y definamos una segunda dila-
tacion o9, que tenga a P como punto fijo, por o2(R) = R’ (ver Configuracion de Pappus
en Figura .

Construiremos primeramente los dos puntos S y T' de la forma S = g102(R) y T =

0201(Q). De esta manera, quedan completamente determinados, pues:

QR || 01(Q)o1(R) = Q'7102(R) = Q'S.
RQI H O'Q(R)O’Q(Q/) = R/UQO'1(Q) = R/T.
Para tener o109 = 09071 es necesario y suficiente que 0102(Q) = 0201(Q) o que

0102(Q) = T. Puesto que o102(Q) esta en [, queda determinada por:

QR | Q'S.
RQ' || R'T.

Veamos ahora que QR || T'S:

Tenemos seis rectas en esta configuracion: QR', R'T, TS, SQ’, Q'R y RQ, que podemos
pensar como un hexégono inscrito en el par de rectas [ y m, con nuestros seis puntos como
vértices. QR ' y Q'S, Q' Ry R'T, RQ y T'S serian los pares de lados opuestos del hexagono.

O

Teorema 6.3 (Frobenius, 1877). Las tnicas dlgebras de divisidn asociativas reales son

R,C y H.
Hessenberg probé, en 1905, el siguiente resultado:

Teorema 6.4. Si en un plano afin se verifican el Teorema de Pappus, entonces también

se verifica el Teorema de Desargues.

Realmente, el Teorema de Pappus se verifica en cualquier plano afin Desarguesiano que
sea finito, y esto se puede probar utilizando métodos algebraicos. La demostracion mas

conocida la realizé el matematico Wedderburn en 1905, utilizando el siguiente resultado:

Teorema 6.5 (Teorema de Wedderburn). Todo cuerpo con un nimero finito de elementos

es conmutativo.
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6.1. Plano de Hamilton

El Plano de Hamilton A(H) es el plano afin sobre el conjunto de los cuaternios H,

definido de la siguiente manera:
= Los puntos son los pares H?2.

= Las rectas son los conjuntos de la forma:

{(z,y) € H? | za+yb+c=0con a,b,c € Hy a y b no simultaneamente cero}

Recordemos que los cuaternios H se definen como el conjunto:

H = {a + bi + ¢j + dk con a,b,c,d € R}.

La suma y la multiplicaciéon se definen considerando los elementos de este conjunto
como polinomios en 4, j y k. Asi pues, la suma de dos cuaternios se define de la siguiente

manera:
(a+bi+cj+dk)+(ad +Vi+dj+dEk)=(a+ad)+O+V)i+ (c+)j+ (d+d)k.

De forma similar, la multiplicacién se define como la de los polinomios, teniendo en

cuenta las siguientes reglas:

ij = —ji =
jk=—-kj=1
ki = —ik =

Con esto, la multiplicaciéon de dos cuaternios se define como sigue:

(a+bi+cj+dk)-(a+bi+j+dk)=ad —bb —cd —dd + (ab/ + ba’ + cd' — dc')i
+(ac’ + ca’ + db' — bd')j + (ad + da’ + b — b )k

Puesto que H no es conmutativo (pues ij # ji), entonces por el Teorema este plano
afin no verifica el Teorema de Pappus.
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