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1. Introducción

El ser de las ecuaciones diferenciales funcionales:
Física y no localidad

“La siguiente idea caracteriza la independencia relativa de dos objetos distanciados
en el espacio, A y B: la influencia externa en A no tiene influencia directa en B;
esto es conocido como el Principio de Acción Local, que se usa de forma consistente
solamente en teoría de campos. Si este axioma fuese abolido por completo, la idea
de la existencia de sistemas casi cerrados, y por consiguiente la posibilidad de pos-
tular leyes que pudiesen ser verificadas empíricamente en el sentido comúnmente
aceptado, se volvería imposible.”

Albert Einstein
Quanten-Mechanik und Wirklichkeit

Dialectica 2:320-324, 1948

Con estas palabras, Albert Einstein rechazaba la idea de que la física pudiese ser no local
en el sentido que acabamos de ver. En términos de ecuaciones diferenciales, que son las
que gobiernan las leyes de la física, la localidad en este sentido equivaldría a postular que
cualquier ley física formulable en términos de ecuaciones diferenciales puede expresarse
con una ecuación en la cual sólo intervengan la función incógnita evaluada en un punto t y
sus derivadas en dicho punto. Cualquier otra cosa (una ecuación diferencial funcional, por
ejemplo, que la función estuviese evaluada en −t) no podría constituir una ley física salvo
que fuese equivalente a otra ecuación en las condiciones antes expuestas.

La discusión sobre la localidad o no localidad del espacio venía de antiguo. Durante más
de doscientos años se admitió que la fuerza de la gravedad, tal y cómo había sido descrita
por Newton, actuaba a distancia. El mecanismo por el cuál esto sucedía era desconocido y
permaneció siendo un misterio hasta que, en 1916, fue el propio Einstein quien desmontó
la teoría de Newton y devolvió la localidad al espacio con su Teoría General de la Relatividad.
En ella, la gravedad, en vez de ser una fuerza a distancia, no es más que una deformación
del espacio que se propaga a la velocidad de la luz y con esto quedó sentado el asunto de
la localidad brevemente, hasta que apareció la mecánica cuántica.

Cuando Einstein escribió ese texto estaba apelando más a la razón y al espíritu filosófico
de sus lectores que a las conclusiones de la teoría a las que él, junto a Podolsky y Rosen,
habían llegado en 1936. La paradoja EPR establecía que, si los principios de la mecánica
cuántica eran ciertos, entonces el espacio no podía ser local. Lo que en principio era un
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argumento en contra de la teoría cuántica se fue convirtiendo, poco a poco y ante el estupor
de Einstein, en un arma de doble filo. Años más tarde, en 1964, Bell estableció su famoso
teorema ofreciendo a su vez una forma de demostrarlo de forma empírica y, en 1972, se
realizó el primer experimento que confirmó la no localidad del espacio.

Einstein, quizás por suerte, no vivió para conocer el teorema de Bell ni su comprobación
experimental, pero de hacerlo probablemente habría mirado la física con otros ojos y habría
comenzado a pensar en nuevas teorías y a considerar nuevas ecuaciones.

Si nos alejamos de la física, observamos que las ecuaciones diferenciales funcionales
aparecen también en otras ramas de la ciencia, como por ejemplo la biología [3, 9, 18], y
es de esperar que aparezcan también en un futuro cercano en aquellos campos científicos
en los cuales la descripción del sistema a estudiar sea necesariamente global y no local,
obligando así al estudio de ecuaciones diferenciales no ordinarias.

1.2. Breve historia de las ecuaciones diferenciales con in-
voluciones

El estudio de las ecuaciones diferenciales con involuciones comienza con la resolución
de la ecuación x ′(t) = x

�

1
t

�

por parte de Silberstein en 1940 [24]. Éste es un ejemplo de
ecuación diferencial con una involución, es decir, una función que compuesta consigo misma
es la identidad, como es el caso de la función f (t) = 1

t .

Wiener también fue uno de los pioneros en este campo y realizó grandes avances en él*.
Es él quien demuestra en [30] que las soluciones de la ecuación de Silberstein satisfacen la
ecuación singular de Euler t2 x ′′(t)+ x(t) = 0 y resuelve varios casos más generales de éste
problema.

En algunos casos, las ecuaciones con involuciones pueden transformarse unas en otras
y, haciendo el cambio de variable y(t) = x(et), la ecuación de Silberstein puede expresarse
como y ′(t) = e−t y(−t) donde f (t) = −t es otra involución llamada reflexión. Šarkovskĭı
muestra en [27] que las ecuaciones con reflexión tienen aplicaciones en el estudio de la
estabilidad de las ecuaciones diferenciales y en diferencias. Además, estas ecuaciones tienen
propiedades muy interesantes que estudiaremos a fondo en esta memoria, como que la única
solución de la ecuación del oscilador armónico x ′′(t)+m2 x(t) = 0, con condiciones iniciales
x(0) = x0, x ′(0) = −m x0, para cualquier x0 ∈ R, es la única solución de la ecuación de
primer orden con reflexión x ′(t) +m x(−t) = 0, x(0) = x0 y viceversa.

Son Wiener y Watkins en [33] los que estudian la solución de la ecuación x ′(t)−a x(−t) =
0 con condiciones iniciales. La ecuación x ′(t)+a x(t)+b x(−t) = g(t) es estudiada por Piao
en [21,22] y en [14,23,28,31,33] aparecen varios resultados para transformar problemas
con involuciones y condiciones iniciales de segundo orden, o sistemas de dos ecuaciones y
primer orden, en EDO de segundo orden y condiciones iniciales, garantizando que la solu-
ción del segundo problema es solución del primero. Por otra parte, también se han estudiado
las propiedades asintóticas y la acotación de las soluciones de problemas de primer orden y
condiciones iniciales como se puede ver en [29] y [1] respectivamente. El estudio de proble-
mas de segundo orden con condiciones de contorno aparece recogido en [11,12,20,31] para

*En la Sección 3.1 se detallan estos avances.
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condiciones de contorno tipo Dirichlet y Sturm-Liouville. En [19] se estudian ecuaciones de
orden superior.

A pesar de todo este progreso en el campo y hasta donde nuestro conocimiento alcanza,
el caso de las ecuaciones diferenciales con reflexión y condiciones de contorno periódicas
no ha sido considerado. Éste será el principal tema de estudio en esta memoria, en la que
usaremos algunos de los métodos descritos en [5, 6] para encontrar una expresión de la
solución de la ecuación x ′(t) +m x(−t) = h(t) con condiciones de contorno periódicas, en
forma de la integral de lo que llamaremos la función de Green de la ecuación. Este estudio
nos permitirá obtener principios del máximo y del antimáximo que presentan numerosas
aplicaciones a la hora de resolver problemas de ecuaciones diferenciales con involuciones
más generales.

Este trabajo se estructurará de la siguiente manera: en lo que queda de Introducción
motivaremos el uso de involuciones con un problema sencillo apelando a su relación con
las simetrías. En el Capítulo 2 definiremos formalmente el concepto de involución en el
campo del análisis matemático y nos adentraremos en sus propiedades. Además, estudiare-
mos los operadores diferenciales con involuciones, los cuales, a partir de unas observaciones
básicas, se amoldan a una teoría algebraica que nos permitirá manejar más fácilmente los
conceptos y adentrarnos en la comprensión de la estructura de las ecuaciones. El Capítulo
3 está destinado a las ecuaciones diferenciales con involuciones. Por una parte, vamos a
recoger los resultados previos en este campo de estudio. Muchos de los autores que apare-
cen en él ya han sido mencionados en esta introducción y sus resultados nos sirven de base
para obtener nuevos teoremas y generalizar los ya existentes. Por otra, tenemos el bloque
principal de esta memoria y la mayor parte del trabajo de investigación que contiene. En
él se resuelve la ecuación x ′(t) +m x(−t) = h(t) con condiciones de contorno periódicas,
se halla su función de Green y se estudian sus propiedades y aplicaciones. Finalmente, el
Capítulo 4 contiene una breve descripción de varias líneas de investigación que se podrían
seguir a partir de este trabajo.

1.3. Ecuaciones diferenciales y simetrías

El objetivo de esta sección es motivar el interés de las ecuaciones diferenciales con in-
voluciones a partir de un problema sencillo.

Supongamos que x(t) = a t+ b, donde a, b ∈ R, es una recta en el plano real. Entonces,
usando la fórmula de la pendiente entre los puntos (−t, x(−t)) y (t, x(t)), tenemos que

x ′(t) =
x(t)− x(−t)

2t
. (1.1)

Toda recta satisface esta ecuación, sin embargo, obsérvese que en ningún momento se pi-
de que la pendiente sea constante. Surgen, por tanto, varias preguntas de forma natural:
¿son todas las soluciones de la ecuación (1.1) rectas?, ¿cómo se resuelven las ecuaciones
diferenciales de este tipo, es decir, de la forma x ′(t) = f (t, x(t), x(−t))?, ¿cuándo pue-
de garantizarse que estas ecuaciones tienen solución?, ¿cómo afecta a las soluciones de la
ecuación del hecho de que x ′ dependa tanto el punto t como de la imagen de t por una
simetría, o, más generalmente, de una involución de la recta real?
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Para responder a la primera pregunta estudiaremos las funciones pares e impares –cada
una con una propiedad de simetría distinta– y cómo actúa el operador derivación sobre
ellas.

Definición 1.1. Sean G, H grupos, A ⊂ G tal que A−1 ⊂ A. Diremos que f : A→ H es una
función simétrica o par si f (x−1) = f (x) ∀x ∈ A. Diremos que f es una función antisimétrica
o impar si f (x−1) = ( f (x))−1 ∀x ∈ A.

Observación 1.1. f no tiene por qué ser un homomorfismo de grupos en las definiciones
anteriores. Es más, si f es un homomorfismo, entonces es antisimétrica, y si f es un homo-
morfismo simétrico, entonces f (G) es una potencia del grupo Z2.

Observación 1.2. El conjunto de funciones simétricas –respectivamente antisimétricas– de
A⊂ G a un grupo H es un grupo con la operación punto a punto inducida por la operación
de H.

Proposición 1.1. Sea G un grupo, A ⊂ G tal que A−1 ⊂ A, V un espacio vectorial sobre un
cuerpo F de característica distinta de 2†. Entonces existen dos aplicaciones fe : A→ (V,+) y
fo : A→ (V,+), simétrica y antisimétrica respectivamente, de forma que f = fe + fo. Además,
esta descomposición es única.

Demostración. Basta definir

fe(x) :=
f (x) + f (x−1)

2
, fo(x) :=

f (x)− f (x−1)
2

.

Es evidente que fe y fo son simétrica y antisimétrica respectivamente y que f = fe + fo, con
lo cual la existencia es obvia. Supongamos que existen dos descomposiciones f = fe + fo =
f̃e + f̃o. Entonces fe − f̃e = f̃o − fo, pero fe − f̃e es simétrica y f̃o − fo antisimétrica, luego
fe − f̃e = f̃o − fo = 0 y la descomposición es única. ■

A partir de ahora, dada una función f : A→ V , fe indicará su parte simétrica y fo su
parte antisimétrica.

Corolario 1.2. En las condiciones de la proposición anterior, el espacio vectorial F (G, V ) :=
{ f : G → V} se descompone en la suma directa de los espacios vectoriales Fe(G, V ) := { f :
G → V | f simétrica } y Fo(G, V ) := { f : G → V | f antisimétrica }, es decir, F (G, V ) =
Fe(G, V )⊕Fo(G, V ).

Sea a partir de ahora A⊂ R tal que −A⊂ A. Dada la expresión de fe y fo en la descompo-
sición podemos afirmar que D(A,R) = De(A,R)⊕Do(A,R) donde D(A,R) son las funciones
diferenciables de A en R y De(A,R) y Do(A,R) aquellas funciones que son diferenciables
pares e impares respectivamente.

La siguiente proposición es un resultado elemental de cálculo diferencial.

Proposición 1.3. El operador derivada actúa de la siguiente manera

De(A,R)⊕Do(A,R)
D
−−−→ De(A,R)⊕Do(A,R)

( g , h ) −−−→
�

0 D
D 0

��

g
h

�

= (h′, g ′).

†Esta condición se toma para poder dividir entre 2 en el espacio vectorial.
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Corolario 1.4. Para toda f ∈ D(A,R) se verifica

(1) ( f ′)e = f ′ ⇐⇒ f = fo + c, c ∈ R,

(2) ( f ′)o = f ′ ⇐⇒ f = fe.

Ahora estamos en condiciones de resolver el “problema de la recta”. La ecuación (1.1)
puede escribirse como

x ′(t) =
x(t)− x(−t)

2t
=

xo(t)
t

,

y puesto que xo(t)
t es simétrica, teniendo en cuenta la Proposición 1.3, tenemos el sistema

(xe)
′(t) = 0,

(xo)
′(t) =

xo(t)
t

.

Por lo tanto, xe(t) = c, xo(t) = k t con c, k ∈ R, es decir, x es la recta x(t) = k t + c, lo cual
responde a la primera pregunta que nos planteábamos.

Más adelante usaremos el método de descomposición en parte par e impar para encon-
trar soluciones a problemas con ecuaciones diferenciales con reflexión más complejos.





2. Propiedades de las involuciones y su
relación con las ecuaciones diferencia-
les

Las involuciones, como veremos, tienen propiedades muy especiales. Esto se debe a su
doble naturaleza analítica y algebraica. Este capítulo está por tanto dividido en dos secciones
que explorarán los dos tipos de propiedades, llegando en la última a un cierto paralelismo
entre las involuciones y los números complejos por su propiedad de descomponer ciertos
polinomios (ver Observación 2.4).

2.1. Involuciones y sus propiedades

2.1.1. El concepto de involución

El concepto de involución es fundamental para la teoría de grupos y álgebras*, pero al
mismo tiempo, al ser un objeto del análisis matemático, sus propiedades analíticas nos per-
miten obtener información a mayores acerca de este objeto. Para ser más claros al respecto,
empezaremos por definir lo que es en este contexto analítico.

Definición 2.1. Sea A⊂ R un conjunto con más de un punto y f : A→ A tal que f no es la
función identidad Id. Entonces se dice que f es una involución si

f 2 ≡ f ◦ f = Id

o, equivalentemente, si
f = f −1.

Si A= R, f se dice una involución fuerte [31].

Ejemplo 2.1. Las siguientes involuciones son los ejemplos más comunes [31,33]:

(1) f : R→ R, f (x) = −x es una involución fuerte conocida como reflexión.

(2) f : R\{0} → R\{0}, f (x) = 1
x conocida como inversión.

*Para esta sección se ha seguido principalmente [31,33].



12 2.1. Involuciones y sus propiedades

(3) Sean a, b, c ∈ R, c b+ a2 ̸= 0, c ̸= 0,

f : R
/na

c

o

→ R
/na

c

o

, f (x) =
ax + b
cx − a

es una familia de involuciones conocidas como involuciones bilineales. Si a2+ b c > 0,
la involución se dice hiperbólica y tiene dos puntos fijos.

La definición de involución se puede extender de forma natural a conjuntos arbitrarios
(no necesariamente de números reales) o, de la siguiente manera, a involuciones de orden
n [31].

Definición 2.2. Sean A ⊂ R, f : A → A, k ∈ N, k ⩾ 2. Entonces se dice que f es una
involución de orden n si

(1) f n ≡ f ◦
n
⌣
· · · ◦ f = Id,

(2) f k ̸= Id ∀k = 1, . . . , n− 1.

Ejemplo 2.2. Este es un ejemplo de una involución definida en un conjunto que no es un
subconjunto de R:

f : C→ C, f (z) = e
2π
n i es una involución de orden n en el plano complejo [31].

Ejemplo 2.3.

f (x) =







x , x ∈ (−∞, 0)∪ (n,+∞),
x + 1, x ∈ (0, 1)∪ (1,2)∪ · · · ∪ (n− 2, n− 1),
x − (n− 1), x ∈ (n− 1, n)

es un involución de orden n en R\{0, 1, . . . , n} [31].

Obsérvese que f no está definida en un conexo ni admite extensión continua a un cone-
xo. Esto tiene que ver con el Teorema 2.4.

2.1.2. Propiedades de las involuciones

Ahora estableceremos una serie de resultados útiles a la hora de estudiar involuciones.

Proposición 2.1. Sea f : A→ A una involución de orden n, entonces f es invertible.

Demostración. Si la composición h◦ g es biyectiva, entonces h es sobreyectiva y g inyectiva,
por tanto, dado que f ◦ f n−1 = f n−1 ◦ f = Id, f es biyectiva (invertible). ■

La siguiente proposición es una generalización de los resultados de [33].

Proposición 2.2. Sea A⊂ R conexo y f : A→ A una involución continua. Entonces

(1) f es estrictamente decreciente,

(2) f tiene un único punto fijo.
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Demostración. (1). Por ser f invertible, es estrictamente monótona. Puesto que f ̸= Id,
existe x0 ∈ A tal que f (x0) ̸= x0. Supongamos que f es creciente. Si x0 < f (x0), por ser A
conexo, f (x0) < f 2(x0) = x0 (contradicción) y lo mismo ocurre si f (x0) < x0, por tanto, f
tiene que ser decreciente.

(2). Por ser A conexo, A es un intervalo. Sea a ∈ A, entonces f (a) ∈ A. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que f (a) > a. Entonces [a, f (a)] ⊂ A y f ([a, f (a)]) = [a, f (a)].
Sea g = f − Id, g es continua y g(a) = f (a)− a > 0, g( f (a)) = a − f (a) < 0 luego, por el
teorema de Bolzano, existe α ∈ (a, f (a)) tal que g(α) = 0, i.e. f (α) = α.

Puesto que f es estrictamente decreciente, dicho punto fijo es único. ■

Observación 2.1. Si A no es conexo, el punto (2) de la Proposición 2.1 tiene por qué cum-
plirse. Por ejemplo, las involuciones bilineales tienen 0 ó 2 puntos fijos.

Ahora demostraremos un teorema que ilustra la importancia de las involuciones ordi-
narias (de orden dos). Para demostrarlo, necesitaremos un teorema clásico de la teoría del
caos: el Teorema de Šarkovskĭı.

Teorema 2.3 (Šarkovskĭı, [26]). Consideremos el siguiente orden en N:

1Ã 2Ã · · ·Ã 2n Ã · · ·Ã 2n · 7Ã 2n · 5Ã 2n · 3Ã · · ·Ã 2 · 7Ã 2 · 5Ã 2 · 3Ã · · ·Ã 7Ã 5Ã 3

Si A es un conexo en R y f : A→ A una función continua que presenta puntos periódicos de
primer periodo k, es decir, tales que f k(x0) = x0 y f j(x0) ̸= x0 ∀ j = 1, . . . , k − 1, entonces f
tiene puntos periódicos de primer periodo r para todo r Ã k, r ∈ N.

Teorema 2.4. Las únicas involuciones continuas definidas en conjuntos conexos de R son de
orden 2.

Demostración. Sea A un conexo de R y f : A → A una involución continua de orden n.
Demostraremos en varios pasos que n= 2.

(a) n es par. Demostraremos primero que f es decreciente. Puesto que f ̸= Id, existe
x0 ∈ A tal que f (x0) ̸= x0. Supongamos que f es creciente. Si x0 < f (x0), por ser A conexo,

x0 < f (x0)< f 2(x0)< · · ·< f n−1(x0)< f n(x0) = x0,

lo cual es absurdo, y lo mismo ocurre si f (x0)< x0, por tanto f tiene que ser decreciente.

La composición de dos funciones que son ambas crecientes o decrecientes es una función
creciente. Si una es creciente y la otra decreciente, entonces la composición es una función
decreciente. Así, si n es impar y f es decreciente, f n es decreciente lo cual es absurdo ya
que f n = Id.

(b) n = 2m con m impar. En caso contrario, n = 2k m donde k ∈ N, k ⩾ 2 y m es
un número natural impar. Entonces, si g = f 2k−1m, g2 = Id y por la Proposición 2.2 g es
decreciente, pero eso es absurdo ya que 2k−1m es par.

(c) n = 2. Si n = 2m con m impar, m ⩾ 3, entonces 2n Ã n. Según el Teorema de
Šarkovskĭı, existe al menos un punto x0 ∈ A tal que f k(x0) ̸= x0, k = 1, . . . , 2n−1 y f 2n(x0) =
x0, pero esto es absurdo ya que f n(x0) = x0. ■
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La demostración de la Proposición 2.2 nos sugiere una forma de construir un método
iterativo convergente al punto fijo de la involución. Esto lo ilustra el siguiente teorema.

Teorema 2.5. Sea A⊂ R conexo, f : A→ A una involución continua, α el único punto fijo de
f y f de clase dos en un entorno de α. Entonces el método iterativo

�

x0 ∈ A,

xk+1 = g(xk), k = 0, 1, . . .

donde g := f +Id
2 , es globalmente convergente a α y de orden al menos 2.

Demostración. Consideremos el intervalo cerrado entre xk y f (xk) que denotaremos por
[xk, f (xk)]. Dado que xk+1 es el punto medio del intervalo [xk, f (xk)], xk+1 ∈ [xk, f (xk)] y
además, puesto que f ([xk, f (xk)]) = [xk, f (xk)], f (xk+1) ∈ [xk, f (xk)]. Entonces tenemos

| f (xk+1)− xk+1|⩽
1
2
| f (xk)− xk|⩽ · · ·⩽

1
2k+1
| f (x0)− x0|.

Así,

|xk+1 − xk|=
�

�

�

�

f (xk) + xk

2
− xk

�

�

�

�

=
1
2
| f (xk)− xk|⩽

1
2k
| f (x0)− x0|.

Por tanto,

|xk+m − xk|⩽ |xk+m − xk+m−1|+ · · ·+ |xk+1 − xk|⩽
m−1
∑

j=0

1
2k+ j
| f (x0)− x0|

=
1

2k−1

�

1−
1

2m

�

| f (x0)− x0|⩽
1

2k−1
| f (x0)− x0|.

Por consiguiente (xk)k∈N es una sucesión de Cauchy en [x0, f (x0)] y por tanto convergente.
Esto demuestra que el método es globalmente convergente en A.

Por otra parte, f ( f (x)) = x para todo x ∈ A y, por tanto, f ′( f (x)) f ′(x) = 1. Así,

1= f ′( f (α)) f ′(α) = ( f ′(α))2.

Puesto que f es decreciente por la Proposición 2.2, f ′(a) = −1. Así pues, g ′(α) = 0 y, por
tanto, haciendo el desarrollo de Taylor hasta el orden 2 de g en α, tenemos que

g(x) = α+ g ′(α)(x −α) +
g ′′(ξx)

2
(x −α)2 = α+

g ′′(ξx)
2
(x −α)2,

donde ξ es un punto en el intervalo [α, x]. Como consecuencia, si c es una cota para el valor
absoluto de g ′′ en un entorno de α,

|xk+1 −α|= |g(xk)−α|=
�

�

�

�

α+
g ′′(ξxk+1

)

2
(xk −α)2 −α
�

�

�

�

⩽
c
2
|xk −α|2,

para k suficientemente grande, lo cual demuestra que el método es de al menos orden 2. ■
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2.2. Operadores diferenciales con involuciones

2.2.1. Teoría algebraica

Sea A⊂ R un conjunto sin puntos aislados. Vamos a considerar ahora una serie de ope-
radores lineales en el espacio de funciones C∞(A,R). Para empezar, el operador diferencial

C∞(A,R)
D
−−−→ C∞(A,R)

f −−−→ f ′

que asigna a cada función su derivada. Así definido, el operador lineal D es sobreyectivo.

Sea ϕ ∈ C∞(A, A). Entonces podemos considerar el pullback por ϕ

C∞(A,R)
ϕ∗

−−−→ C∞(A,R)

f −−−→ f ◦ϕ

Sea a ∈ C∞(A,R). Tenemos también la multiplicación –punto a punto– por a

C∞(A,R)
a
−−−→ C∞(A,R)

f −−−→ a · f

Estos operadores están bien definidos y presentan la propiedad asociativa de la compo-
sición, pero en general no conmutan. Para ser exactos, se tienen las siguientes igualdades:

Da = a′ + aD, (2.1)

ϕ∗a = ϕ∗(a)ϕ∗, (2.2)

Dϕ∗ = ϕ′ϕ∗D, (2.3)

para todo a ∈ C∞(A,R), ϕ ∈ C∞(A, A). De éstas se deducen las siguientes:

DaD = a′D+ aD2, (2.4)

Daϕ∗ = a′ϕ∗ + aϕ′ϕ∗D, (2.5)

ϕ∗aD = ϕ∗(a)ϕ∗D, (2.6)

ϕ∗aϕ∗ = ϕ∗(a)(ϕ∗)2. (2.7)

Estas igualdades nos permiten expresar cualquier composición de los operadores en
cuestión como la composición en un determinado orden. Dicho de otro modo, si fijamos
ϕ ∈ C∞(A, A) tal que ϕk ̸= Id ∀k ∈ N y consideramos Aϕ como el C∞(A,R)-módulo li-
bre generado por {(ϕ∗)i D j}i, j⩾0 (elevar a 0 es la identidad), éste es un R-álgebra asociativa
unitaria con la composición.

Supongamos ahora que ϕ es una involución de orden n. En este caso el álgebraAϕ está
generada por {(ϕ∗)i D j}i=0,...,n−1

j⩾0
.
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2.2.2. Ecuaciones diferenciales lineales con involuciones

Vamos a exponer ahora un método inspirado en el método del anulador que nos ayu-
dará a resolver ecuaciones diferenciales lineales con involuciones. Nos interesa por tanto
pensar en una forma de pasar de expresiones en Aϕ a expresiones en el anillo de poli-
nomios C∞(A)[D], ya que las ecuaciones del tipo Lx = 0 son de solución conocida para
L ∈ C∞(A)[D] (i.e. L un operador diferencial lineal ordinario). Dicho de otro modo, ¿Existe
para todo L ∈ Aϕ un R ∈ Aϕ tal que RL ∈ C∞(A)[D]? Además, es conveniente que dicho
R sea “minimal” en algún sentido que concretaremos luego, pues si la diferencia entre el
núcleo de L y el núcleo de RL es pequeña podemos acercarnos a las soluciones de la ecua-
ción Lx = 0 a través de las de RLx = 0. El caso ideal sería aquel en que ambos núcleos
coincidiesen.

Proposición 2.6. Sea ϕ ∈ C∞(A, A) involución y D + cϕ∗ + d ∈ Aϕ, c(t) ̸= 0 ∀t ∈ A.
Entonces existen a, b,α,β ∈ C 1(A,R) tales que

(D+ aϕ∗ + b)(D+ cϕ∗ + d) = D2 +αD+ β ∈ C∞(A)[D]

Demostración. Usando las igualdades (2.1) – (2.7), se tiene que

(D+ aϕ∗ + b)(D+ cϕ∗ + d) = D2 + (b+ d)D+ b d + d ′ + aϕ∗(c) + (a+ cϕ′)ϕ∗D
+ (c′ + b c + aϕ∗(d))ϕ∗

Por tanto tenemos que resolver el sistema lineal de cuatro ecuaciones y cuatro incógnitas















b+ d = α,

b d + d ′ + aϕ∗(c) = β ,

a+ cϕ′ = 0,

c′ + b c + aϕ∗(d) = 0,

que tiene por única solución



































a = −cϕ′,

b = ϕ′ϕ∗(d)−
c′

c
,

α= d +ϕ′ϕ∗(d)−
c′

c
,

β = d
�

ϕ′ϕ∗(d)−
c′

c

�

+ d ′ − cϕ′ϕ∗(c).

■

Observación 2.2. La proposición anterior sigue siendo válida simplemente considerando que
todas las funciones son diferenciables.

Observación 2.3. La condición de queϕ sea involución es necesaria, ya que en caso contrario
la ecuación c′+ b c+ aϕ∗(d) = 0 se dividiría en dos: c′+ b c = 0 y aϕ∗(d) = 0, forzando así
a = 0, lo cual es incompatible con a = −cϕ′.
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Corolario 2.7. En las condiciones de la proposición anterior, si d = 0, tenemos
�

D−ϕ′cϕ∗ −
c′

c

�

(D+ cϕ∗) = D2 −
c′

c
D−ϕ′ϕ∗(c)c.

Observación 2.4. En este corolario, si c es contante y ϕ es la reflexión tenemos que

(D+ cϕ∗) (D+ cϕ∗) = D2 + c2.

Obsérvese el paralelismo entre esta expresión y

(D+ ic) (D− ic) = D2 + c2.

donde i denota la unidad imaginaria.

Definición 2.3. Sea ϕ ∈ C∞(A), L :=
∑m,n

i, j=0αi j(ϕ∗)i D j ∈ Aϕ tal que αmk,αln ̸= 0 para
algún k ∈ {0, . . . , n} y algún l ∈ {0, . . . , m}. Llamamos grado de L a ∂ L := (m, n).

Pongamos ahora que ϕ es una involución de orden p. Sean L, R ∈ Aϕ tales que LR ∈
C∞[D]. Entonces, si ∂ R = (m1, n1), ∂ L = (m2, n2) y ∂ (LR) = (0, n3), tenemos que 0 ⩽
m1, m2 ⩽ p − 1 y n1 + n2 = n3, lo cual supone que tenemos que resolver un sistema de
(1+n1+n2)mı́n{p, m1+m2+1} ecuaciones con (m2+1)(n2+1)+n3 incógnitas. Suponiendo
m1 = m2 = p − 1, tenemos (1+ n1 + n2) ecuaciones y p(n2 + 1) + n1 + n2 incógnitas. Así,
si pretendemos encontrar un operador “minimal” como decíamos antes, buscaremos que
el número de ecuaciones sea igual al número de incógnitas, de forma que la solución del
sistema lineal que se plantea al hacer LR = 0, si existe, sea única, lo cual ocurre si y sólo si
n2 = n1(p− 1).

En el caso en queϕ sea una involución, p = 2 y por tanto nuestra condición es n2 = n1. El
caso n1 = n2 = 1 lo ilustra la Proposición 2.6. Por supuesto, la complejidad de las ecuaciones
y su resolución aumentan a medida que aumenta el grado de R.

Usaremos ahora la Proposición 2.6 para estudiar un ejemplo con el que trabajaremos
durante el resto de esta memoria.

Ejemplo 2.4. Sea T ∈ R+, I = [ϕ(T ), T] ⊂ R donde ϕ es una involución diferenciable en I ,
m, h ∈ C 1(I), m(T ) = m(ϕ(T )) y m(t) ̸= 0 ∀t ∈ I . Consideremos el operador L = D+mϕ∗

y el problema de contorno
Lx(t) = h(t) ∀t ∈ I ,

x(ϕ(T )) = x(T ).
(2.8)

Obsérvese que la condición de contorno puede expresarse, con nuestra notación, como (T ∗−
(ϕ(T ))∗)x = 0 y que Lx(t) = x ′(t) + m(t)x(ϕ(t)). Según la Proposición 2.6, si R = D −
mϕ′ϕ∗ − m′

m , entonces se tiene que

RL = D2 +
m′

m
D−ϕ′ϕ∗(m)m.

Recordemos que ϕ(ϕ(T )) = T , por lo que tenemos que

x ′(T )− x ′(ϕ(T )) = (T ∗ − (ϕ(T ))∗)Dx = (T ∗ − (ϕ(T ))∗)(L −mϕ∗)x
= (T ∗ − (ϕ(T ))∗)Lx − (T ∗ − (ϕ(T ))∗)mϕ∗x
= h(T )− h(ϕ(T ))−m(T )x(ϕ(T )) +m(ϕ(T ))x(ϕ(ϕ(T )))
= h(T )− h(ϕ(T ))−m(T )x(ϕ(T )) +m(T )x(T ) = h(T )− h(ϕ(T )).
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Por tanto, cualquier solución del problema (2.8) es solución del problema

RLx = Rh,

x(ϕ(T )) = x(T ),
x ′(T )− x ′(ϕ(T )) = h(T )− h(ϕ(T )).

Escrito de otro modo,

x ′′(t) +
m′(t)
m(t)

x ′(t)−ϕ′(t)m(ϕ(t))m(t)x(t) = h′(t)−m(t)ϕ′(t)h(ϕ(t))−
m′(t)
m(t)

h(t),

x(ϕ(T )) = x(T ),
x ′(T )− x ′(ϕ(T )) = h(T )− h(ϕ(T )),

lo cual es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones de contorno no
homogéneas. El problema de decidir si una solución de este sistema es solución de (2.8) es
mucho más complicado y sólo lo podremos garantizar en ciertos casos como veremos más
adelante.



3. Ecuaciones diferenciales con involucio-
nes

Este nuevo capítulo está dividido en dos partes: La primera está dedicada a recoger de
la bibliografía los resultados más importantes hasta la fecha en el campo de las ecuaciones
diferenciales con involuciones. Las demostraciones de dichos resultados se pueden encon-
trar en la bibliografía señalada en cada caso. Lo interesante es ver la progresión y el tipo de
resultados obtenidos para después compararlos con los nuevos que aporta esta memoria.

De dichos nuevos resultados versa la segunda parte del capítulo, donde expondremos el
grueso de la investigación realizada y destacaremos los avances en el campo.

3.1. Reseña sobre ecuaciones diferenciales con involucio-
nes

3.1.1. Las bases del estudio

Como indicamos en la introducción, el estudio de las ecuaciones diferenciales con invo-
luciones comienza con la resolución de la ecuación de Silberstein en 1940 [24]. El teorema
es el siguiente.

Teorema 3.1 (Solución de la ecuación de Silberstein). La ecuación

x ′(t) = x
�

1
t

�

, t ∈ R+

tiene por únicas soluciones

x(t) = c
p

t cos

�p
3

2
ln t −

π

6

�

, c ∈ R.

En el artículo original de Silberstein aparecía π
3 en vez de π

6 , lo cual aparece corregido
en [30,31]. Además Wiener nos proporciona una resultado más general [31].

Teorema 3.2. Sea n ∈ R. La ecuación

tn x ′(t) = x
�

1
t

�

, t ∈ R+
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tiene por únicas soluciones

x(t) =























c t si n= −1,

c t(1− 2 ln t) si n= 3,

c(tλ1 +λ1 tλ2) si n< −1 ó n> 3,

c t
1−n

2

�

cos
�p

(n+1)(3−n)
2 ln t
�

+
q

n+1
3−n sen
�p

(n+1)(3−n)
2 ln t
��

si n ∈ (−1,3),

donde c ∈ R y λ1 y λ2 son las raíces del polinomio λ2 + (n− 1)λ+ 1.

Es Wiener [30, 31] también el que formaliza el concepto de ecuación diferencial con
involuciones*.

Definición 3.1. Una expresión de la forma

f (t, x(ϕ1(t), . . . , x(ϕk(t)), . . . , xn)(ϕ1(t)), . . . , xn)(ϕk(t))) = 0

Donde ϕ1, . . . ,ϕk son involuciones y F es una función real de n k + 1 variables reales se
llama ecuación diferencial con involuciones.

El objetivo inicial en la investigación de estas ecuaciones fue encontrar la forma de re-
ducirlas a ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. En este sentido,
Wiener demuestra los siguientes resultados de existencia de soluciones [30,31].

Teorema 3.3. Consideremos la ecuación

x ′(t) = f (t, x(t), x(ϕ(t))) (3.1)

y supongamos que se satisfacen las siguientes hipótesis:

La función ϕ es una involución fuerte continuamente diferenciable con un punto fijo t0.

La función f (t, y, z) está definida y es continuamente diferenciable en el espacio donde
toman valores sus argumentos.

La ecuación (3.1) es resoluble de forma única respecto a x(ϕ(t)), i.e. existe una única
función g(t, x(t), x ′(t)) tal que

x(ϕ(t)) = g(t, x(t), x ′(t)).

Entonces la solución de la ecuación diferencial ordinaria

x ′′(t) =
�

∂ f
∂ t
+ x ′(t)

∂ f
∂ y
+ϕ′(t) f (ϕ(t), g(t, x(t), x ′(t)), x(t))

∂ f
∂ z

�

(t, x(t), g(t, x(t), x ′(t)))

con condiciones iniciales
x(t0) = x0, x ′(t0) = f (t0, x0, x0)

es una solución de la ecuación (3.1) con condición inicial x(t0) = x0.

*En esta sección seguiremos principalmente [31].
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Corolario 3.4. Supongamos que en la ecuación

x ′(t) = f (x(ϕ(t))) (3.2)

la funciónϕ es una involución continuamente diferenciable con un punto fijo t0 y que la función
f es monótona y continuamente diferenciable en R. entonces la ecuación diferencial ordinaria

x ′′(t) = f ′( f −1(x ′(t))) f (x(t)) f ′(t),

con condiciones iniciales
x(t0) = x0, x ′(t0) = f (x0),

es una solución de la ecuación (3.2) con condición inicial x(t0) = x0.

Corolario 3.5. El Teorema 3.3 y el Corolario 3.4 siguen siendo válidos cuando ϕ es una in-
volución hiperbólica y la ecuación está considerada en una de las componentes conexas de su
dominio.

En el Lema 3.18 tendremos un resultado más general que el Corolario 3.4. En él proba-
remos la equivalencia de ambas ecuaciones.

Luc̆ić, por su parte, obtiene los siguientes teoremas más generales [16,17].

Teorema 3.6 ([17]). Consideremos la ecuación

f (t, x(t), x ′(t), . . . , xn)(t)) = x(ϕ(t)), (3.3)

donde

ϕ es una involución de orden m, (m− 1)n veces diferenciable en un abierto A de R y tal
que ϕ′(t) ̸= 0 ∀t ∈ A,

f es una función definida en A×Rn, (m− 1)n veces diferenciable y tal que su primera
derivada parcial respecto a la última variable nunca se anula.

Entonces existe una ecuación diferencial ordinaria de orden m n tal que si u es una solución de
(3.3) m n veces diferenciable, u es solución de dicha EDO.

Teorema 3.7. Consideremos la ecuación

f (ϕ1(t), x(ϕ1(t)), . . . , x k1)(ϕ1(t)), . . . , x(ϕn(t)), . . . , x kn)(ϕn(t))) = 0, (3.4)

donde

ϕ1 = Id y ϕk es una involución de orden n, p = máx{k1, . . . , kn} veces diferenciable en
un abierto A, tal que ϕ′k nunca se anula en A para todo k = 2, . . . , n.

f es p veces diferenciable y tal que su primera derivada parcial respecto a una de sus
variables, sin ser ésta la primera, nunca se anula.

Entonces existe un sistema de EDO tal que si u es una solución de (3.4) p veces diferenciable, u
es una componente de una solución de dicho sistema.
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Por otra parte, Šarkovskĭı [27] estudia la ecuación x ′(t) = f (x(t), x(−t)) y, denotando
y(t) := x(−t), llega a la conclusión de que las soluciones de dicha ecuación son soluciones
del sistema

x ′(t) = f (x , y),
y ′(t) = − f (y, x),

con la condición x(0) = y(0). Nosotros llegaremos a esta expresión por otra vía con la
Proposición 3.21.

3.1.2. Ecuaciones lineales

En esta sección vamos a estudiar las ecuaciones de la forma

Lx(t)≡
n
∑

k=0

ak(t)x
k)(t) = x(ϕ(t)) + h(t), (3.5)

donde ϕ es una involución [31].

Teorema 3.8 ([33]). Consideremos la ecuación (3.5) con condiciones iniciales

x k)(t0) = xk, k = 0, . . . , n− 1, (3.6)

y supongamos que

ϕ es una involución fuerte o hiperbólica, de clase n, con fijo t0 y cuya primera derivada
nunca se anula si n> 1,

ak es de clase n en R, k = 0, . . . , n.

Entonces, si M denota el operador

M :=
1

f ′(t)
d

d t
,

la solución de la EDO lineal

n
∑

k=0

ak(ϕ(t))M
k Lx(t)− x(t) =

n
∑

k=0

ak(ϕ(t))M
kh(t) + h(ϕ(t))

con condiciones iniciales

x k)(t0) = xk, k = 0, . . . , n− 1,

M k Lx(t0) = xk +M kh(t0), k = 0, . . . , n− 1,

es una solución del problema (3.5)–(3.6).

Gracias a este resultado, Wiener [30,31] estudia varios ejemplos, variaciones de la ecua-
ción de Silberstein.
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Ejemplo 3.1. La ecuación

xn)(t) = x
�

1
t

�

tiene un sistema fundamental de soluciones de la forma

ta(ln t) j sen(b ln t), ta(ln t) j cos(b ln t),

donde a, b ∈ R y j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.
Ejemplo 3.2. La ecuación

x ′(t) = x
�

1
t

�

+ h(t), t ∈ (0,+∞), h ∈ C 1(0,+∞),

con condición inicial x(1) = x0 tiene por solución

x(t) = x0

p
t cos

�p
3

2
ln t

�

+
2
p

3

� x0

2
+ h(1)
�p

t sen

�p
3

2
ln t

�

+
2
p

t
p

3

∫ t

1

u−
3
2 sen

�p
3

2
ln

t
u

�

�

u2h′(u)− h
�

1
u

��

d u.

De la misma forma demuestra que el problema

x ′(t) = αtβ x
�

1
t

�

, t ∈ (0,+∞),

x(1) = x0,

donde α, β ∈ R, más general que la ecuación del Teorema 3.2, tiene solución representable
de forma cerrada y obtiene su expresión.

Luc̆ić [16] también obtiene resultados para el caso de ecuaciones lineales con involucio-
nes de orden n, como es el caso del siguiente teorema.

Teorema 3.9. Consideremos la ecuación

x ′(t) = a(t)x(ϕ(t)) + b(t), (3.7)

donde ϕ es una involución de orden n definida sobre un abierto A y las funciones a, b y ϕ son
m − 1 veces diferenciables en A. Entonces, las soluciones de (3.7) m veces diferenciables son
soluciones de una EDO lineal de orden m.

También podemos plantear sistemas de ecuaciones lineales. Tenemos por ejemplo el
siguiente teorema.

Teorema 3.10 ([31]). Consideremos el sistema con condiciones iniciales

X ′(t) = AX (t) + BX (c − t), X
� c

2

�

= X0 (3.8)

donde X (t) ∈ Rr , A, B ∈Mr(R) son conmutativas y B es no singular. Entonces la solución del
sistema de EDO con condiciones iniciales

X ′′(t) = (A2 − B2)X (t), X
� c

2

�

= X0, X ′
� c

2

�

= (A+ B)X0

es solución del problema (3.8).



24 3.1. Reseña sobre ecuaciones diferenciales con involuciones

Castelán e Infante [8] obtienen resultados para ecuaciones con matrices, como es el caso
del siguiente teorema.

Teorema 3.11. La ecuación diferencial

Q′(t) = AQ(t) + BQT (τ− t), t ∈ R

donde Q(t), A, B ∈Mr(R) y τ⩾ 0 tiene n2 soluciones linealmente independientes. Si le añadi-
mos la condición inicial

Q
�τ

2

�

= K ∈Mn(R),

entonces tiene solución única.

3.1.3. Problemas diferenciales con reflexión

Cuando consideramos que la involución es una reflexión, el estudio de las ecuaciones
diferenciales se simplifica y podemos obtener más resultados. En la literatura se han seguido
principalmente dos líneas de investigación: la búsqueda de soluciones acotadas [1,31] y los
teoremas de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales con reflexión
y condiciones de contorno [11,12,31,32].

Teorema 3.12 ([1]). Considérese la ecuación

x ′(t) = f (t, x(t), x(−t)), t ∈ R, (3.9)

y supongamos que

f (·, 0, 0) es acotada en R,

∂ f
∂ x y ∂ f

∂ x existen en R3,

∂ f
∂ x ⩾ −a y ∂ f

∂ y ⩾ −b,

∂ f
∂ x +

∂ f
∂ y ⩽

qλ2

|a|+|b| − (a+ b) para cierto q ∈ (0,1),

donde a y b son constantes reales y λ2 = a2 − b2, λ > 0. Entonces la ecuación (3.9) tiene una
única solución acotada en R.

Establecemos las siguientes definiciones para entender el enunciado del próximo teore-
ma.

Definición 3.2. Sea A⊂ R. A se dice relativamente denso si existe ε ∈ R+ tal que A∩ (x , x +
ε) ̸= ; ∀x ∈ R.

Definición 3.3. Una función f : R→ R se dice casi periódica si para cada ε ∈ R+ existe un
conjunto relativamente denso Tε tal que | f (t +τ)− f (t)|< ε ∀t ∈ R, ∀τ ∈ Tε.

Teorema 3.13 ([1]). Consideremos el sistema diferencial

X ′(t) = f (t, X (t), X (−t)), t ∈ R, (3.10)

donde f : R×Rn ×Rn→ Rn y supongamos que



3. Ecuaciones diferenciales con involuciones 25

f (t, x , y) es casi periódica en t, uniformemente con respecto a X e Y en cualquier con-
junto acotado de Rn ×Rn,

〈 f (t, X , Y )− f (t, Z , Y ), X − Z〉⩾ K1∥X − Z∥2,

∥ f (t, X , Y )− f (t, X , Z)∥⩽ K2∥Y − Z∥,

donde K1, K2 ∈ R+ y K1 − K2 > 0. Si X es una solución acotada de (3.10), entonces X es casi
periódica.

Los siguientes resultados analizan la existencia de solución para el problema

x ′′(t) = f (t, x(t), x(−t)), (3.11)

con dos tipos de condiciones de contorno,

x(−a) = x0, x(a) = x1, (3.12)

ó
x ′(−a) = h x(−a), x ′(a) = k x(a), (3.13)

donde h, k ⩾ 0, h+ k > 0.

Teorema 3.14 ([31]). Si f es acotada en [−a, a]×R2, entonces el problema (3.11), (3.12)
tiene solución.

Teorema 3.15 ([31]). Si se cumplen las siguientes condiciones

| f (x , y1, z1)− f (x , y1, z1)|⩽ L1|y1− y2|+ L2|z1−z2| ∀(x , y1, z1), (x , y2, z2) ∈ [−a, a]×
R2 donde L1, L2 ∈ R+,

a2(L1 + L2)< 2, entonces el problema (3.11), (3.12) tiene solución única.

Teorema 3.16 ([31]). Si se cumplen las siguientes condiciones:

existen r, m ∈ R+ tal que sup | f (x , 0, y)|⩽ r π
2−4ma2

2πa2 para todo x ∈ [−a, a], |y|⩽ r,

la segunda derivada respecto a y de f (x , y, z) existe en [−a, a] × R2 y ∂ f
∂ y (x , y, z) ⩾

−m> −π
2

4a2 para x ∈ [−a, a], y ∈ R, |z|⩽ r,

entonces la ecuación (3.11) con condiciones de contorno (3.12) homogéneas x(−a) = x(a) = 0
tiene solución.

Teorema 3.17 ([31]). Si se cumplen las siguientes condiciones:

existen r, m ∈ R+ tal que sup | f (x , 0, y)|⩽ mr para todo x ∈ [−a, a], |y|⩽ r,

la segunda derivada respecto a y de f (x , y, z) existe en [−a, a]×R2 y ∂ f
∂ y (x , y, z) ⩾ m

para x ∈ [−a, a], y ∈ R, |z|⩽ r,

entonces el problema (3.11), (3.13) tiene solución.

Es en este campo de las ecuaciones diferenciales con reflexión en el que más nos vamos
a centrar en este trabajo y en el que obtendremos un mayor número de resultados nuevos.
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3.2. Nuevos resultados para ecuaciones diferenciales con
involuciones

Estos nuevos resultados para ecuaciones diferenciales con involuciones se recogen en
[7].

3.2.1. Reducción de ecuaciones diferenciales con involuciones a EDO

Veamos en primer lugar un resultado que prueba la equivalencia entre un problema
inicial con involución de primer orden y una EDO de orden dos. Consideremos las ecuaciones

x ′(t) = f (x(ϕ(t))), x(c) = xc (3.14)

y
x ′′(t) = f ′( f −1(x ′(t))) f (x(t))ϕ′(t), x(c) = xc, x ′(c) = f (xc). (3.15)

Entonces tenemos el siguiente lema que mejora el Corolario 3.4.

Lema 3.18. Sea (a, b) ⊂ R y sea f : (a, b) → (a, b) un difeomorfismo. Sea ϕ ∈ C 1((a, b))
una involución y c el punto fijo de ϕ. Entonces x es una solución de la ecuación diferencial
de primer orden con involución (3.14) si y sólo si x es una solución de la ecuación diferencial
ordinaria de segundo orden (3.15).

Demostración. Que las soluciones de (3.14) son soluciones de (3.15) se tiene de forma di-
recta. Las condiciones de contorno se justifican por el hecho de que ϕ(c) = c. Puesto que al
diferenciar (3.14) obtenemos

x ′′(t) = f ′(x(ϕ(t))) x ′(ϕ(t))ϕ′(t)

y teniendo en cuenta que x ′(ϕ(t)) = f (x(t)) por (3.14), obtenemos (3.15).

Recíprocamente, sea x una solución de (3.15). La ecuación implica que

( f −1)′(x ′(t))x ′′(t) = f (x(t))ϕ′(t). (3.16)

Integrando de c a t en (3.16),

f −1(x ′(t))− xc = f −1(x ′(t))− f −1(x ′(c)) =

∫ t

c

f (x(s))ϕ′(s)d s (3.17)

y, por tanto, definiendo g(s) := f (x(ϕ(s)))− x ′(s), concluimos de (3.17) que

x ′(t) = f

�

xc +

∫ t

c

f (x(s))ϕ′(s)d s

�

= f

�

x(ϕ(t)) +

∫ t

c

( f (x(s))− x ′(ϕ(s)))ϕ′(s)d s

�

= f

�

x(ϕ(t)) +

∫ ϕ(t)

c

( f (x(ϕ(s)))− x ′(s))d s

�

= f

�

x(ϕ(t)) +

∫ ϕ(t)

c

g(s)d s

�

.
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Fijemos ahora t > c tal que x(t) está definido. Probaremos que (3.15) se satisface en
[c, t] (de forma análoga se prueba para t < c). Recordemos que ϕ tiene que ser decreciente,
por tanto ϕ(t)< c. Además, puesto que f es un difeomorfismo, la derivada de f es acotada
en [c, t], por tanto f es lipchitziana en [c, t]. Puesto que f , x , x ′ yϕ′ son continuas, podemos
definir

K1 := ı́nf

¨

α ∈ R+ :

�

�

�

�

�

f

�

x(ϕ(r)) +

∫ ϕ(r)

c

g(s)d s

�

− f (x(ϕ(r)))

�

�

�

�

�

⩽ α

�

�

�

�

�

∫ ϕ(r)

c

g(s)d s

�

�

�

�

�

∀r ∈ [c, t]

«

y

K2 := ı́nf

�

α ∈ R+ :

�

�

�

�

f

�

x(r) +

∫ r

c

g(s)d s

�

− f (x(r))

�

�

�

�

⩽ α
�

�

�

�

∫ r

c

g(s)d s

�

�

�

�

∀r ∈ [c, t]

�

.

Sea K =máx{K1, K2}. Entonces tenemos que

|g(t)|=

�

�

�

�

�

f

�

x(ϕ(t)) +

∫ ϕ(t)

c

g(s)d s

�

− f (x(ϕ(t)))

�

�

�

�

�

⩽ K

�

�

�

�

�

∫ ϕ(t)

c

g(s)d s

�

�

�

�

�

⩽ −K

∫ ϕ(t)

c

|g(s)|d s = −K

∫ t

c

|g(ϕ(s))|ϕ′(s)d s.

Aplicando esta desigualdad en r = ϕ(s) dentro de la integral se deduce que

|g(t)|⩽ −K

∫ t

c

K

�

�

�

�

∫ s

c

g(r)d r

�

�

�

�

ϕ′(s)d s ⩽ −K2

∫ t

c

∫ t

c

|g(r)|d r ϕ′(s)d s

= K2|ϕ(t)−ϕ(c)|
∫ t

c

|g(r)|d r ⩽ K2(c − a)

∫ t

c

|g(r)|d r.

Por tanto, por el Lema de Grönwall, g(t) = 0 y en consecuencia (3.14) se satisface para
todo t < b donde x está definido. ■

Obsérvese que, como una consecuencia inmediata de este resultado, tenemos que la
única solución de la ecuación

x ′′(t) =
Æ

1+ (x ′(t))2 senh x(t), x(0) = x0, x ′(0) = senh x0,

coincide con la única solución de

x ′(t) = senh x(−t), x(0) = x0.

Además, el Lema 3.18 puede ser extendido, con una demostración muy parecida, al caso
con condiciones de contorno periódicas. Consideremos las ecuaciones

x ′(t) = f (x(ϕ(t))), x(a) = x(b) (3.18)

y
x ′′(t) = f ′( f −1(x ′(t))) f (x(t))ϕ′(t), x(a) = x(b), x ′(a) = x ′(b). (3.19)
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Lema 3.19. Sea [a, b] ⊂ R y sea f : [a, b] → [a, b] un difeomorfismo. Sea ϕ ∈ C 1([a, b])
una involución tal que ϕ([a, b]) = [a, b]. Entonces x es una solución de la ecuación diferencial
de primer orden con involución (3.18) si y sólo si x es una solución de la ecuación diferencial
ordinaria (3.19).

Demostración. Sea x una solución de (3.18). Puesto que ϕ(a) = b deducimos que x es una
solución de (3.19).

Sea x una solución de (3.19). Al igual que en la demostración del lema anterior, tenemos
que

x ′(t) = f

�

x(ϕ(t)) +

∫ ϕ(t)

b

g(s)d s

�

,

donde g(s) := f (x(ϕ(s)))− x ′(s).

Sea K1, K2 con en la demostración del Lema 3.18 pero cambiando c por a y [c, t] por
[a, b]. Sean K ′1, K ′2 como K1, K2 pero cambiando c por b. Sea K = máx{K1, K2, K ′1, K ′2}.
Entonces, para t en [a, b],

|g(t)|⩽ K

�

�

�

�

�

∫ ϕ(t)

b

g(s)d s

�

�

�

�

�

⩽ −K

∫ t

a

|g(ϕ(s))|ϕ′(s)d s ⩽ −K

∫ t

a

K

�

�

�

�

∫ s

a

g(r)d r

�

�

�

�

ϕ′(s)d s

⩽ K2|ϕ(t)−ϕ(a)|
∫ t

a

|g(r)|d r ⩽ K2(b− a)

∫ t

a

|g(r)|d r,

y concluimos de forma análoga a como lo hicimos en la otra demostración. ■

Sea I := [−T, T] ⊂ R. En el caso de un problema del tipo

x ′(t) = f (t, x(−t), x(t)), x(−T ) = x(T ), (3.20)

podemos pensar en otros métodos para reducir el problema a un sistema de EDO de primer
orden que no se obtiene del problema con EDO de segundo orden (3.15). Por lo visto en la
introducción, cualquier función real g : I → R puede ser expresada de forma única como
g = ge + go donde ge, go : I → R son una función par y una impar respectivamente.
Recordemos que ge y go se pueden expresar como

ge(t) =
g(t) + g(−t)

2
, go(t) =

g(t)− g(−t)
2

para todo t ∈ I ,

y que esta descomposición nos permite establecer un sistema de dos ecuaciones diferencia-
les.

Si consideramos ahora el automorfismo ξ : R3→ R3 definido como

ξ(t, z, w) = (t, z −w, z +w) ∀z, w ∈ R,

y con inversa

ξ−1(t, y, x) =
�

t,
x + y

2
,

x − y
2

�

∀ x , y ∈ R,

queda claro que

f (t, x(−t), x(t)) = ( f ◦ξ)(t, xe(t), xo(t)) y f (−t, x(t), x(−t)) = ( f ◦ξ)(−t, xe(t),−xo(t)).
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Por otra parte definimos

ge(t) := fe(t, x(−t), x(t)) =
f (t, x(−t), x(t)) + f (−t, x(t), x(−t))

2

=
( f ◦ ξ)(t, xe(t), xo(t)) + ( f ◦ ξ)(−t, xe(t),−xo(t))

2
y

go(t) := fo(t, x(−t), x(t)) =
( f ◦ ξ)(t, xe(t), xo(t))− ( f ◦ ξ)(−t, xe(t),−xo(t))

2
,

que son una función par y una impar respectivamente.

Además, puesto que xe es par, xe(−T ) = xe(T ) y dado que xo es impar, xo(−T ) =
−xo(T ). Teniendo en cuenta la Proposición 1.3, podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema 3.20. Si x es una solución del problema (3.20) e y(t) = x(−t), entonces (z, w) :
I → R2 tal que satisface (t, z, w) = ξ−1(t, y, x) es una solución para el sistema de EDO con
condiciones de contorno

z′(t) =
( f ◦ ξ)(t, z(t), w(t))− ( f ◦ ξ)(−t, z(t),−w(t))

2
, t ∈ I ,

w′(t) =
( f ◦ ξ)(t, z(t), w(t)) + ( f ◦ ξ)(−t, z(t),−w(t))

2
, t ∈ I ,

(z, w)(−T ) = (z,−w)(T ).

(3.21)

Podemos llevar esto un paso más lejos tratando de “deshacer” lo que hemos hecho:

x ′(t) = (z +w)′(t) = ( f ◦ ξ)(t, z(t), w(t)) = f (t, y(t), x(t)) ∀t ∈ I ,
y ′(t) = (z −w)′(t) = −( f ◦ ξ)(−t, z(t),−w(t)) = − f (−t, x(t), y(t)) ∀t ∈ I ,

(y, x)(−T ) = ((z −w)(−T ), (z +w)(−T )) = ((z +w)(T ), (z −w)(T )) = (x , y)(T ).

Obtenemos entonces el siguiente resultado.

Proposición 3.21. (z, w) es una solución del problema (3.21) si y sólo si el par de funciones
(y, x) tal que ξ(t, z, w) = (t, y, x) es una solución para el sistema de EDO con condiciones de
contorno

x ′(t) = f (t, y(t), x(t)),
y ′(t) = − f (−t, x(t), y(t)),

(y, x)(−T ) = (x , y)(T ).
(3.22)

El próximo corolario también puede ser obtenido de forma directa sin pasar a través del
problema (3.21).

Corolario 3.22. Si x es una solución del problema (3.20) e y(t) = x(−t), entonces (y, x) :
I → R2 es una solución del problema (3.22).

Resolviendo los problemas (3.21) ó (3.22) podemos comprobar si x , obtenida a partir
de la relación (t, y, x) = ξ(t, z, w) es una solución de (3.20). Desgraciadamente, no toda so-
lución de (3.21) –ó (3.22)– es una solución de (3.20), como vamos a mostrar en el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 3.3. Consideremos el problema

x ′(t) = x(t) x(−t), t ∈ I ; x(−T ) = x(T ). (3.23)

Usando la Proposición 3.21, sabemos que las soluciones de (3.23) son aquéllas que re-
suelven el problema

x ′(t) = x(t) y(t), t ∈ I ;
y ′(t) = x(t) y(t), t ∈ I ;

(y, x)(−T ) = (x , y)(T ).
(3.24)

Resulta fácil comprobar que las únicas soluciones del problema (3.24) definidas en I son
aquellas de la forma

(x , y) =
�

cec t

ec t + 1
,

c
ec t + 1

�

,

con c ∈ R. Sin embargo, si c ̸= 0, x(T ) ̸= x(−T ) y, como consecuencia, ninguna de ellas es
solución de (3.23).

Es más, usando la Proposición 3.21 de nuevo, concluimos que x ≡ 0 es la única solución
de (3.23).

De forma completamente análoga, podemos estudiar el problema

x ′(t) = f (t, x(−t), x(t)), x(0) = x0. (3.25)

En tal caso tendríamos las siguientes versiones de los resultados previos:

Teorema 3.23. Si x : (−ε,ε) → R es una solución del problema (3.25) e y(t) = x(−t),
entonces (z, w) : (−ε,ε) → R2 tal que (t, z, w) = ξ−1(t, y, x) es una solución del sistema de
EDO con condiciones iniciales

z′(t) =
( f ◦ ξ)(t, z(t), w(t))− ( f ◦ ξ)(−t, z(t),−w(t))

2
, t ∈ I ,

w′(t) =
( f ◦ ξ)(t, z(t), w(t)) + ( f ◦ ξ)(−t, z(t),−w(t))

2
, t ∈ I ,

(z, w)(0) = (x0, 0).

(3.26)

Proposición 3.24. (z, w) es una solución del problema (3.26) si y sólo si (y, x) tal que ξ(t, z, w)
= (t, y, x) es una solución del sistema de EDO con condiciones iniciales

x ′(t) = f (t, y(t), x(t)),
y ′(t) = − f (−t, x(t), y(t)),

(y, x)(0) = (x0, x0).
(3.27)

Corolario 3.25. Si x : (−ε,ε) → R es una solución del problema (3.25) e y(t) = x(−t),
entonces (y, x) : (−ε,ε)→ R2 es una solución del problema (3.27).

Observación 3.1. La relación y(t) = x(−t) ya es usada por Šarkovskĭı (ver pg. 22) y también
se usa en [31] para estudiar condiciones bajo las cuales el problema

x ′(t) = f (t, x(t), x(−t)), t ∈ R,

tiene una única solución acotada.
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3.2.2. Soluciones de la ecuación x ′(t) +m x(−t) = h(t)

En esta sección resolveremos una ecuación lineal de primer orden bajo una condición de
contorno periódica. Más precisamente, consideraremos la siguiente ecuación diferencial:

x ′(t) +m x(−t) = h(t), t ∈ I , (3.28a)

x(T )− x(−T ) = 0, (3.28b)

donde m es una constante real distinta de cero, T ∈ R+ y h ∈ L1(I).

En el caso homogéneo, esto es, h≡ 0, y siguiendo el Ejemplo 2.4, llegamos a la conclu-
sión de que cualquier solución de (3.28) tiene que satisfacer el problema

x ′′ +m2 x = 0, x(T )− x(−T ) = x ′(T )− x ′(−T ) = 0.

Consideremos ahora la siguiente ecuación diferencial ordinaria con condiciones de contorno
homogéneas.

x ′′(t) +m2 x(t) = f (t), t ∈ I ,
x(T )− x(−T ) = 0,

x ′(T )− x ′(−T ) = 0,
(3.29)

donde f es una función continua sobre I .

Se ha escrito mucho sobre como resolver este problema y las propiedades de la solución
(véase, por ejemplo, [2,5, 6]). Es bien sabido que para todo m2 ̸= (kπ/T )2, k = 0,1, . . ., el
problema (3.29) tiene una única solución dada por la expresión

u(t) =

∫ T

−T

G(t, s) f (s)d s,

donde G se conoce como función de Green.

Esta función es única en tanto que satisface las siguientes propiedades:

(1) G ∈ C (I2,R),

(2) ∂ G
∂ t y ∂ 2G

∂ t2 existe y son continuos en {(t, s) ∈ I2 | s ̸= t},

(3) ∂ G
∂ t (t, t−) y ∂ G

∂ t (t, t+) existen para todo t ∈ I y satisfacen

∂ G
∂ t
(t, t−)−

∂ G
∂ t
(t, t+) = 1 ∀t ∈ I ,

(4) ∂ 2G
∂ t2 +m2G = 0 en {(t, s) ∈ I2 | s ̸= t},

(5) a) G(T, s) = G(−T, s) ∀s ∈ I ,

b) ∂ G
∂ t (T, s) = ∂ G

∂ t (−T, s) ∀s ∈ (−T, T ).

La solución del problema (3.29) es única siempre que T ∈ R+\{ kπ
|m|}k∈N, por lo tanto la solu-

ción de (3.28) es única en tal caso. Asumiremos a partir de ahora condiciones de unicidad
para dicha solución.

La siguiente proposición nos proporciona más propiedades de la función de Green para
el problema (3.29).
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Proposición 3.26. Para todo t, s ∈ I , la función de Green asociada al problema (3.29) satis-
face las siguientes propiedades:

(6) G(t, s) = G(s, t),

(7) G(t, s) = G(−t,−s),

(8) ∂ G
∂ t (t, s) = ∂ G

∂ s (s, t),

(9) ∂ G
∂ t (t, s) = − ∂ G

∂ t (−t,−s),

(10) ∂ G
∂ t (t, s) = − ∂ G

∂ s (t, s).

Demostración. (V I). El operador diferencial L = d2

d t2 +m2 asociado a la ecuación (3.29) es
autoadjunto, por lo que, de forma análoga a como se hace en [2, Chapter 33], deducimos
que la función G es simétrica.

(V I I). Sea u una solución de (3.29) y definamos v(t) := u(−t), entonces v es una solu-
ción del problema (3.29) con f (−t) en vez de f (t). De esta forma

v(t) =

∫ T

−T

G(t, s) f (−s)d s =

∫ T

−T

G(t,−s) f (s)d s,

pero también se tiene que

v(t) = u(−t) =

∫ T

−T

G(−t, s) f (s)d s,

por tanto
∫ T

−T

[G(t,−s)− G(−t, s)] f (s) = 0

y, puesto que el conjunto de funciones continuas es denso en L2(I), G(t,−s) = G(−t, s) en
I2, esto es,

G(t, s) = G(−t,−s) ∀t, s ∈ I .

Para demostrar (V I I I) y (IX ) es suficiente con derivar (V I) y (V I I) con respecto a t.

(X ) Supongamos que f es diferenciable. Sea u una solución de (3.29), entonces u ∈
C1(I) y v ≡ u′ es una solución de

x ′′(t) +m2 x(t) = f ′(t), t ∈ I ,
x(T )− x(−T ) = 0,

x ′(T )− x ′(−T ) = f (T )− f (−T ).

Por tanto,

v(t) =

∫ T

−T

G(t, s) f ′(s)d s− G(t,−T )[ f (T )− f (−T )],

donde el segundo término en el lado derecho aparece por la no homogeneidad de las con-
diciones de contorno y las propiedades (I I I), (IV ) y (V ) (a).
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Así, por (V )(a) y (V I), se tiene que

v(t) = G(t, s) f (s)
�

�

s=T

s=−T −
∫ t

−T

∂ G
∂ s
(t, s) f (s)d s−
∫ T

t

∂ G
∂ s
(t, s) f (s)d s

−G(t,−T )[ f (T )− f (−T )]

= G(t,−T )[ f (T )− f (−T )]−
∫ T

−T

∂ G
∂ s
(t, s) f (s)d s− G(t,−T )[ f (T )− f (−T )].

Por otra parte,

v(t) = u′(t) =
d

d t

∫ t

−T

G(t, s) f (s)d s+
d

d t

∫ T

t

G(t, s) f (s)d s =

∫ T

−T

∂ G
∂ t
(t, s) f (s)d s.

Puesto que el conjunto de funciones diferenciables es denso en L2(I), concluimos que

∂ G
∂ t
(t, s) = −

∂ G
∂ s
(t, s). ■

Ahora estamos en condiciones para probar el principal resultado de esta sección, en el
cual deducimos la expresión de la función de Green relativa al problema (3.28).

Proposición 3.27. Supongamos que m ̸= kπ/T, k ∈ Z. Entonces el problema (3.28) tiene
una única solución dada por la expresión

u(t) :=

∫ T

−T

G(t, s)h(s)d s, (3.30)

donde

G(t, s) := m G(t,−s)−
∂ G
∂ s
(t, s)

es la función de Green relativa al problema (3.28).

Demostración. Como habíamos resaltado previamente, el problema (3.28) tiene a lo sumo
una solución para todo m ̸= kπ/T , k ∈ Z. La existencia de solución se deduce del Teo-
rema de la Alternativa. Veamos ahora que la función u definida en (3.30) satisface (3.28)
(asumimos t > 0, el otro caso sería análogo):

u′(t) +mu(−t) =
d

d t

∫ −t

−T

G(t, s)h(s)d s+
d

d t

∫ t

−t

G(t, s)h(s)d s

+
d

d t

∫ T

t

G(t, s)h(s)d s+m

∫ T

−T

G(−t, s)h(s)d s

= (G(t, t−)− G(t, t+))h(t) +

∫ T

−T

�

m
∂ G
∂ t
(t,−s)−

∂ 2G
∂ t∂ s

(t, s)
�

h(s)d s

+m

∫ T

−T

�

m G(−t,−s)−
∂ G
∂ s
(−t, s)
�

h(s)d s.
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Usando (I I I) y (X ), deducimos que esta última expresión es igual a

h(t) +

∫ T

−T

�

m
∂ G
∂ t
(t,−s)−

∂ 2G
∂ t∂ s

(t, s) +m2G(−t,−s)−m
∂ G
∂ s
(−t, s)
�

h(s)d s.

que es, por (IV ), (V I I), (IX ) y (X ), igual a

h(t) +

∫ T

−T

�

m
�

∂ G
∂ t
(t,−s)−

∂ G
∂ s
(−t, s)
�

+
∂ 2G
∂ t2
(t, s) +m2G(t, s)

�

h(s)d s = h(t).

Por tanto, (3.28a) se satisface.

Las condiciones (V ) y (X ) nos permiten verificar la condición de contorno:

u(T )− u(−T ) =

∫ T

−T

�

m G(T,−s)−
∂ G
∂ s
(T, s)−m G(−T,−s) +

∂ G
∂ s
(−T, s)
�

h(s) = 0. ■

Como la función de Green original, G satisface varias propiedades.

Proposición 3.28. G satisface las siguientes propiedades:

(1) ∂ G
∂ t existe y es continua en {(t, s) ∈ I2 | s ̸= t},

(2) G(t, t−) y G(t, t+) existen para todo t ∈ I y satisfacen G(t, t−)− G(t, t+) = 1 ∀t ∈ I ,

(3) ∂ G
∂ t (t, s) +mG(−t, s) = 0 para casi todo t, s ∈ I , s ̸= t,

(4) G(T, s) = G(−T, s) ∀s ∈ (−T, T ),

(5) G(t, s) = G(−s,−t) ∀t, s ∈ I .

Demostración. Las propiedades (I ′), (I I ′) y (IV ′) son directas a partir de las propiedades
análogas de la función G.

(I I I ′). En la demostración de la Proposición 3.27 mostramos implícitamente que la fun-
ción u definida en (3.30), y por tanto la única solución de (3.28), satisface

u′(t) = h(t) +

∫ T

−T

∂ G
∂ t
(t, s)h(s)d s.

Por tanto, puesto que u′(t)− h(t) +mu(−t) = 0,

∫ T

−T

∂ G
∂ t
(t, s)h(s)d s+m

∫ T

−T

G(t, s)h(s)d s = 0

esto es,
∫ T

−T

�

∂ G
∂ t
(t, s) +mG(t, s)

�

h(s)d s = 0 para todo h ∈ L1(I),
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y entonces
∂ G
∂ t
(t, s) +mG(−t, s) = 0 para casi todo t, s ∈ I , s ̸= t.

(V ′). Este resultado se demuestra usando las propiedades (V I)− (X ):

G(−s,−t) = m G(−s, t)−
∂ G
∂ s
(−s,−t) = m G(t,−s) +

∂ G
∂ t
(−s,−t)

= m G(t,−s)−
∂ G
∂ t
(s, t) = m G(t,−s)−

∂ G
∂ s
(t, s) = G(t, s).

■

Observación 3.2. Debido a la expresión de G dada en la siguiente sección, las propiedades
(I I) y (I ′) pueden ser mejoradas añadiendo que G y G son analíticas en {(t, s) ∈ I2 | s ̸= t}
y {(t, s) ∈ I2 | s ̸= |t|} respectivamente.

Usando las propiedades (I I ′) − (V ′) obtenemos el siguiente corolario de la Proposi-
ción 3.27.

Corolario 3.29. Supongamos que m ̸= kπ/T, k ∈ Z. Entonces el problema

x ′(t) +m x(−t) = h(t), t ∈ I := [−T, T],
x(−T )− x(T ) = λ,

donde λ ∈ R, tiene una única solución dada por la expresión

u(t) :=

∫ T

−T

G(t, s)h(s)d s+λG(t,−T ).

3.2.3. Signo constante de la función G

Ahora daremos un resultado sobre la positividad o negatividad de la función de Green
para el problema (3.28). Para conseguir esto, necesitamos un nuevo lema y la expresión
explícita de la función G.

Sea α := mT y Gα la función de Green para el problema (3.28) para un valor particular
del parámetro α. Obsérvese que sign(α) = sign(m) porque T siempre es positivo.

Lema 3.30. Gα(t, s) = −G−α(−t,−s) ∀t, s ∈ I .

Demostración. Sea u(t) :=
∫ T

−T
Gα(t, s)h(s)d s una solución del problema (3.28). Sea v(t) :=

−u(−t). Entonces v′(t)−m v(−t) = u′(−t) +mu(t) = h(−t) y, por tanto,

v(t) =

∫ T

−T

G−α(t, s)h(−s)d s.

Por otra parte, por definición de v,

v(t) = −
∫ T

−T

Gα(−t, s)h(s)d s = −
∫ T

−T

Gα(−t,−s)h(−s)d s,

así que concluimos que Gα(t, s) = −G−α(−t,−s) para todo t, s ∈ I . ■
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Corolario 3.31. Gα es positiva si y solo si G−α es negativa en I2.

Con este corolario, para hacer un estudio completo de la positividad y la negatividad
de la función, es suficiente averiguar para qué valores α ∈ R+ la función G es positiva y
para cuáles no lo es. Esto será muy útil a la hora de enunciar principios del máximo y del
anti-máximo para el problema (3.28) debido a la forma en la que expresamos su solución
como una integral con núcleo G.

Usando el algoritmo descrito en [6] podemos obtener la expresión explícita de G:

2m sen(mT )G(t, s) =

¨

cos m(T + s− t) si s ⩽ t,
cos m(T − s+ t) si s > t.

Por tanto,

2 sen(mT )G(t, s) =



















cos m(T − s− t) + sen m(T + s− t) si t > |s|,
cos m(T − s− t)− sen m(T − s+ t) si |t|< s,
cos m(T + s+ t) + sen m(T + s− t) si − |t|> s,
cos m(T + s+ t)− sen m(T − s+ t) si t < −|s|.

(3.31)

Obsérvese que G es continua en I2\{(t, s) ∈ I2 | t ̸= s}. Haciendo el cambio de variables
t = Tz, s = T y , podemos simplificar esta expresión a

2sen(α)G(z, y) =



















cosα(1− y − z) + senα(1+ y − z) si z > |y|,
cosα(1− y − z)− senα(1− y + z) si |z|< y,

cosα(1+ y + z) + senα(1+ y − z) si − |z|> y,

cosα(1+ y + z)− senα(1− y + z) si z < −|y|.

Usando la identidad trigonométrica cos(a− b)± sen(a+ b) = (cos a± sen a)(cos b± sen b),
podemos factorizar esta expresión de la siguiente manera:

2 sen(α)G(z, y) =



















[cosα(1− z) + senα(1− z)][senαy + cosαy] si z > |y|,
[cosαz − senαz][senα(y − 1) + cosα(y − 1)] si |z|< y,

[cosα(1+ y) + senα(1+ y)][cosαz − senαz] si − |z|> y,

[cosαy + senαy][cosα(z + 1)− senα(z + 1)] si z < −|y|.

Si usamos ahora la identidad trigonométrica cos a+ sen a =
p

2cos(a− π4 ), la expresión se
reduce a

sen(α)G(z, y) =



















cos[α(1− z)− π4 ] cos(αy − π4 ) si z > |y|,
cos(αz + π4 ) cos[α(y − 1)− π4 ] si |z|< y,

cos(αz + π4 ) cos[α(1+ y)− π4 ] si − |z|> y,

cos[α(z + 1) + π4 ] cos(αy − π4 ) si z < −|y|.

(3.32)

La Figura 3.1 ilustra la gráfica de G para α= π
4 .
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Obsérvese que

cos
�

ξ−
π

4

�

> 0 ∀ξ ∈
�

2kπ−
π

4
, 2kπ+

3π
4

�

, k ∈ Z

cos
�

ξ−
π

4

�

< 0 ∀ξ ∈
�

2kπ+
3π
4

, 2kπ+
7π
4

�

, k ∈ Z

cos
�

ξ+
π

4

�

> 0 ∀ξ ∈
�

2kπ−
3π
4

, 2kπ+
π

4

�

, k ∈ Z

cos
�

ξ+
π

4

�

< 0 ∀ξ ∈
�

2kπ+
π

4
, 2kπ+

5π
4

�

, k ∈ Z

(3.33)

Usando la expresión (3.32) y las fórmulas (3.33) podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 3.32. Sea α ̸= kπ ∀k ∈ Z.

(1) Si α ∈ (0, π4 ) entonces G es estrictamente positiva en I2.

(2) Si α ∈ (−π4 , 0) entonces G es estrictamente negativa en I2.

(3) Si α = π
4 entonces G se anula en P := {(−T,−T ), (0, 0), (T, T ), (T,−T )} y es estricta-

mente positiva en (I2)\P.

(4) Si α= −π4 entonces G se anula en P y es estrictamente negativa en (I2)\P.

(5) Si α ∈ R\[−π4 , π4 ] entonces G no es ni positiva ni negativa en I2.

Demostración. El Lema 3.30 nos permite restringir la demostración a estudiar valores posi-
tivos de α.

Estudiaremos aquí los valores positivos de G(z, y) en A := {(z, y) ∈ [−1,1]2 | z ⩾ |y|}.
El resto de los casos se realizan de forma análoga. Sean

B1 :=
⋃

k1∈Z

�

1−
π

α

�

2k1 +
3
4

�

, 1−
π

α

�

2k1 −
1
4

��

, B2 :=
⋃

k2∈Z

π

α

�

2k2 −
1
4

,2k2 +
3
4

�

,

C1 :=
⋃

k1∈Z

�

1−
π

α

�

2k1 +
7
4

�

, 1−
π

α

�

2k1 +
3
4

��

, C2 :=
⋃

k2∈Z

π

α

�

2k2 +
3
4

,2k2 +
7
4

�

,

B := {(z, y) ∈ B1 × B2 | z > |y|}, y C := {(z, y) ∈ C1 × C2 | z > |y|}.

Obsérvese que B ∩ C = ;. Además, tenemos que G(z, y)> 0 en A si y sólo si A⊂ B ⊔ C .

Para probar el caso A⊂ B, es condición suficiente y necesaria que [−1,1] ⊂ B2 y [0, 1] ⊂
B1.

[−1,1] ⊂ B2 si y sólo si k2 ∈
1
2(
α
π −

3
4 , 1

4 −
α
π) para algún k2 ∈ Z, pero, dado que α > 0,

esto sólo ocurre si k2 = 0. En tal caso [−1,1] ⊂ π
4α(−1, 3), lo cual implica α < π

4 . Por tanto,
π
α > 4, luego [0, 1] ⊂ (1− 3

4
π
α , 1+ 1

4
π
α ) =
�

1− πα
�

2k1 +
3
4

�

, 1− πα
�

2k1 −
1
4

��

para k1 = 0. Por
consiguiente, A⊂ B.

Repetimos este estudio para el caso A⊂ C y todas las otras subdivisiones del dominio de
G, probando así el teorema. ■
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Fig. 3.1. Gráfica de la función G(z, y) para α= π
4 .

Las siguientes definiciones [4] llevan a un corolario directo del Teorema 3.32.

Definición 3.4. Sea Fλ(I) el conjunto de las funciones reales diferenciables definidas en I
tales que f (−T )− f (T ) = λ para cada f ∈ Fλ(I). Un operador lineal R :Fλ(I)→Fλ(I) se
dice

(1) fuertemente inverso-positivo en Fλ(I) si Rx ≻ 0⇒ x > 0 ∀x ∈ Fλ(I),

(2) fuertemente inverso-negativo en Fλ(I) si Rx ≻ 0⇒ x < 0 ∀x ∈ Fλ(I),

donde x ≻ 0 y x ≺ 0 simbolizan x > 0 y x < 0 en casi todas partes, respectivamente.

Corolario 3.33. El operador Rm :Fλ(I)→Fλ(I) definido como Rm(x(t)) = x ′(t)+m x(−t),
con m ∈ R\{0}, satisface

(1) Rm es fuertemente inverso-positivo si y sólo si m ∈ (0, π4T ] y λ⩾ 0,

(2) Rm es fuertemente inverso-negativo si y sólo si m ∈ [− π4T , 0) y λ⩾ 0.

Este último corolario establece un principio del máximo y del antimáximo (cf. [4, Lem-
ma 2.5, Remark 2.3]).

La función G tiene una expresión bastante complicada que no nos permite ver de forma
directa su dependencia de m. Esta dependencia puede ser analizada, sin calcular ni estudiar
la derivada respecto a m, simplemente usando las propiedades de la ecuación (3.28a) en
aquellas regiones en las que el operador R es inverso-positivo o inverso negativo. Un método
distinto del usado aquí pero persiguiendo un propósito similar puede ser encontrado en [5,
Lemma 2.8] para la función de Green relativa a la ecuación de Hill de segundo orden.

Proposición 3.34. Sean Gmi
: I → R la función de Green y ui la solución al problema (3.28)

con constante m= mi, i = 1, 2 respectivamente. Entonces se tienen las siguientes propiedades:
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(1) Si 0< m1 < m2 ⩽
π

4T entonces u1 > u2 en I para todo h≻ 0 y Gm1
> Gm2

en I2.

(2) Si − π4T ⩽ m1 < m2 < 0 entonces u1 > u2 en I para todo h≻ 0 y Gm1
> Gm2

en I2.

Demostración. (1). Sea h≻ 0 en la ecuación (3.28a). Entonces ui > 0 i = 1,2. Tenemos que

u′i(t) +miui(−t) = h(t) i = 1,2.

Por tanto,

0= (u2 − u1)
′(t) +m2u2(−t)−m1u1(−t)> (u2 − u1)

′(t) +m1(u2 − u1)(−t),
(u2 − u1)(T ) = (u2 − u1)(−T ) = 0,

y así, por el Corolario 3.33, u2 < u1 en I .

Por otra parte, para todo t ∈ I , se satisface que

0> (u2 − u1)(t) =

∫ T

−T

(Gm2
(t, s)− Gm1

(t, s))h(s)d s ∀h≻ 0, i = 1,2, (3.34)

Esto deja claro que 0≺ Gm2
≺ Gm1

en I2.

Para demostrar que Gm2
< Gm1

en I2, sea s ∈ I fijado, y definamos vi : R→ R como la
extensión 2 T–periódica a la recta real de Gmi

(·, s).

Usando (I ′) y (I I ′), se tiene que v1 y v2 son dos funciones continuamente diferenciables
en Is ≡ (s, s + 2 T ). Usando (I I I ′), tenemos que v′i (t) + mi vi(−t) = 0 en Is para i = 1,2.
Como consecuencia v′′i (t) +m2

i vi(t) = 0 para todo t ∈ Is. Es más, usando (IV ′), sabemos
que

(v2 − v1)(s) = (v1 − v2)(s+ 2 T ), (v2 − v1)
′(s) = (v1 − v2)

′(s+ 2 T ).

Por consiguiente, para todo t ∈ Is, tenemos que

0= (v2 − v1)
′′(t) +m2

2 v2(t)−m2
1 v1(t)> (v2 − v1)

′′(t) +m2
1 (v2 − v1)(t).

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno periódicas y el hecho de que para este
rango de valores de m1 el operador v′′ +m2

1 v es fuertemente inverso-positivo (ver [4, 5]),
concluimos que v2 < v1 en Is, esto es, Gm2

(t, s)< Gm1
(t, s) para todo t, s ∈ I .

(2). Esta parte se obtiene de forma directa usando la parte (1), el Lema 3.30 y el Teore-
ma 3.32:

Gm2
(t, s) = −G−m2

(−t,−s)< −G−m1
(−t,−s) = Gm1

(t, s)< 0 ∀t, s ∈ I .

Por la ecuación (3.34), u2 < u1 en I . ■

Observación 3.3. En (1) y (2) podíamos haber añadido que u1 < u2 ∀h ≺ 0. Éstas son
consecuencias directas del resto de la proposición.

3.2.4. Aplicaciones

Esta sección está dedicada a algunas aplicaciones de los resultados previos para la exis-
tencia de soluciones de problemas de contorno periódicos no lineales.
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Método monótono

Los métodos de sub y sobresoluciones son un amplio conjunto de técnicas que proporcio-
nan información acerca de la existencia –y a veces también construcción– de las soluciones
de ecuaciones diferenciales. Dependiendo del tipo particular de ecuación diferencial y de
las condiciones de contorno a las que la sometamos, estas técnicas cambian, pero son en
general válidas –con las modificaciones adecuadas– para otros casos.

Para esta aplicación seguiremos los pasos de [4] y usaremos el Corolario 3.33 para esta-
blecer condiciones bajo las cuales el problema más general

x ′(t) = f (t, x(−t)) ∀t ∈ I , x(−T ) = x(T ), (3.35)

tiene solución. Aquí f : I×R→ R es una función de Carathéodory, esto es, f (·, x) es medible
para todo x ∈ R, f (t, ·) es continua para casi todo t ∈ I , y para todo R> 0, existe hR ∈ L1(I)
tal que, si |x |< R, entonces

| f (t, x)|⩽ hR(t) para casi todo t ∈ I .

Definición 3.5. Decimos α ∈ AC(I) es una subsolución del problema (3.35) si α satisface

α′(t)⩾ f (t,α(−t)) para casi todo t ∈ I , α(−T )−α(T )⩾ 0.

Definición 3.6. Decimos que β ∈ AC(I) es una sobresolución del problema (3.35) si β
satisface

β ′(t)⩽ f (t,β(−t)) para casi todo t ∈ I , β(−T )− β(T )⩽ 0.

Establecemos ahora un teorema, en la línea del método monótono de sub y sobresolu-
ciones, que demuestra la existencia de soluciones de (3.35) bajo algunas condiciones adi-
cionales.

Teorema 3.35. Sea f : I × R → R una función de Carathéodory. Si existen α ⩾ β sub y
sobresoluciones de (3.35) respectivamente y m ∈ (0, π4T ] tales que

f (t, x)− f (t, y)⩾ −m(x − y) para casi todo t ∈ I con β(t)⩽ y ⩽ x ⩽ α(t),

entonces existen dos sucesiones monótonas (αn)n∈N, (βn)n∈N, decreciente y creciente respectiva-
mente, con α0 = α, β0 = β y tales que convergen uniformemente a las soluciones extremales
en [β ,α] de (3.35) respectivamente†.

Además, la cota m = π
4T es óptima en el sentido de que hay problemas cuya única solución

está fuera del intervalo [α,β] para m> π
4T .

Demostración. Consideremos el problema

x ′(t) +m x(−t) = f (t,γ(−t)) +mγ(−t) para casi todo t ∈ I , x(−T ) = x(T ), (3.36)

donde γ ∈ L1(I), β ⩽ γ⩽ α. Entonces,

(α− x)′(t) +m(α− x)(−t)⩾ f (t,α(−t))− f (t,γ(−t)) +m(α− γ)(−t)⩾ 0,

†Las soluciones extremales en [β ,α] de (3.35) son un par de soluciones umin, umax de (3.35) tales que
β ⩽ umin ⩽ umax ⩽ α y cualquier otra solución u de (3.35) satisface umin ⩽ u⩽ umax .
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(α− x)(−T )⩾ (α− x)(T ).

Por tanto, x ⩽ α. Análogamente, podemos demostrar que x ⩾ β .

Sea ui = Tγi la única solución del problema (3.36) para γ = γi ∈ L1(I). Supongamos
que β ⩽ γ1 ⩽ γ2 ⩽ α. Entonces,

(u2 − u1)
′(t) +m(u2 − u1)(−t) = f (t,γ2(−t))− f (t,γ1(−t)) +m(γ2 − γ1)(−t)⩾ 0,

(u2 − u1)(−T ) = (u2 − u1)(T ).

Por consiguiente, u1 ⩽ u2. Como consecuencia, podemos construir las sucesiones (αn)n∈N y
(βn)n∈N de la siguiente manera. Sean α1 = α, β1 = β , αn+1 = Tαn, βn+1 = Tβn para todo
n ∈ N. (αn)n∈N y (βn)n∈N son decreciente y creciente punto a punto respectivamente.

Para comprobar la optimalidad de la cota, supongamos que m > π
4T . Consideremos el

problema
x ′(t) = f (t, x(−t)) para casi todo t ∈ I , x(−T ) = x(T ), (3.37)

donde f (t, y) = −my + h(t), h ∈ L1(I).

Es fácil comprobar que α ≡ 1 y β ≡ 0 son sub y sobresoluciones del problema (3.37)
respectivamente siempre y cuando 0⩽ h⩽ m.

Sea G la función de Green para (3.37). Dado que m > π
4T , existe (t0, s0) ∈ I2 tal que

G(t0, s0)< 0. Simplemente teniendo en cuenta la expresión de G, sabemos que G es negativa
en un entorno (t0−ε, t0+ε)×(s0−ε, s0+ε) de (t0, s0) para algún ε ∈ R+. Por tanto, tomemos
una función h ∈ L1(I) tal que sop(h) ⊂ (s0 − ε, s0 + ε), h(s0)> 0, 0⩽ h⩽ m. Entonces,

x(t0) =

∫ T

−T

G(t0, s)h(s)d s =

∫ s0+ε

s0−ε
G(t0, s)h(s)d s < 0.

Por tanto, β ̸⩽ x . ■

De forma análoga se puede probar el siguiente teorema.

Teorema 3.36. Sea f : I × R → R una función de Carathéodory. Si existen α ⩽ β sub y
sobresoluciones del problema (3.35) respectivamente y m ∈ [− π4T , 0) tales que

f (t, x)− f (t, y)⩽ −m(x − y) para casi todo t ∈ I con α(t)⩽ y ⩽ x ⩽ β(t),

entonces existen dos sucesiones monótonas (αn)n∈N, (βn)n∈N, creciente y decreciente respectiva-
mente, con α0 = α, β0 = β , las cuales convergen uniformemente a las soluciones extremales en
[α,β] de (3.35) respectivamente.

Además, la cota m= − π4T es óptima en el sentido de que hay problemas cuya única solución
está fuera del intervalo [α,β] para m< − π4T .

Existencia de soluciones vía el Teorema de punto fijo de Krasnosel’skĭı

En esta sección implementaremos los métodos usados en [13] para la existencia de so-
luciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden para demostrar nuevos resultados
de existencia para el problema

x ′(t) = f (t, x(−t), x(t)) ∀t ∈ I , x(−T ) = x(T ), (3.38)
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donde f : I ×R×R→ R es una función de Carathéodory en L1 y 2T -periódica en t.

Establezcamos primero el teorema de punto fijo que vamos a usar [13].

Teorema 3.37 (Krasnosel’skĭı). Sea B un espacio de Banach, y sea P ⊂ B un cono en
B . Supongamos que Ω1, Ω2 son subconjuntos abiertos de B con 0 ∈ Ω1, Ω1 ⊂ Ω2 y sea
A : P ∩ (Ω2\Ω1) → P un operador completamente continuo tal que una de las siguientes
condiciones se satisface:

(K1) ∥Au∥⩽ ∥u∥ si u ∈ P ∩ ∂Ω1 y ∥Au∥⩾ ∥u∥ si u ∈ P ∩ ∂Ω2,

(K2) ∥Au∥⩾ ∥u∥ si u ∈ P ∩ ∂Ω1 y ∥Au∥⩽ ∥u∥ si u ∈ P ∩ ∂Ω2.

Entonces, A tiene al menos un punto fijo en P ∩ (Ω2\Ω1).

De aquí en adelante, sea m ∈ R\{0} y G la función de Green para el problema

x ′(t) +m x(−t) = h(t), x(−T ) = x(T ).

Sea M =máx{G(t, s) : t, s ∈ I}, L =mı́n{G(t, s) : t, s ∈ I}.

Teorema 3.38. Sea m ∈ (0, π4T ). Asumamos que existen r, R ∈ R+, r < R tales que

f (t, x , y) +m x ⩾ 0 ∀x , y ∈
�

L
M

r,
M
L

R
�

, para casi todo t ∈ I . (3.39)

Entonces, si alguna de las siguientes condiciones se satisface,

(1)

f (t, x , y) +m x ⩾
M

2T L2
x ∀x , y ∈
�

L
M

r, r
�

, para casi todo t ∈ I ,

f (t, x , y) +m x ⩽
1

2T M
x ∀x , y ∈
�

R,
M
L

R
�

, para casi todo t ∈ I ;

(2)

f (t, x , y) +m x ⩽
1

2T M
x ∀x , y ∈
�

L
M

r, r
�

, para casi todo t ∈ I ,

f (t, x , y) +m x ⩾
M

2T L2
x ∀x , y ∈
�

R,
M
L

R
�

, para casi todo t ∈ I ;

el problema (3.38) tiene una solución positiva.

La demostración sigue los pasos de [25].

Demostración. Por el Teorema 3.32, sabemos que M > L > 0. La ecuación (3.38) puede ser
escrita como

x ′(t) +m x(−t) = f (t, x(−t), x(t)) +m x(−t).

Definamos

Ω1 := {x ∈ C (I) : ∥x∥< r} , Ω2 :=
§

x ∈ C (I) : ||x ||<
M
L

R
ª

,
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P :=
§

x ∈ C (I) : mı́n
t∈I

x(t)>
L
M
∥x∥
ª

,

donde ∥ · ∥ es la norma del supremo. Ω1 y Ω2 son conjuntos abiertos y P un cono abierto
en el espacio de BanachB = (C (I),∥ · ∥∞).

Podemos comprobar fácilmente para x ∈ P ∩ (Ω2\Ω1) que

L
M

r ⩽ x(t)⩽
M
L

R ∀t ∈ I . (3.40)

Defínase el operador completamente continuo A :B →B tal que, para todo x ∈B ,

(Ax)(t) :=

∫ T

−T

G(t, s)[ f (s, x(−s), x(s)) +m x(−s)]d s.

Las soluciones del problema (3.38) no son más que los puntos fijos del operador A. Por tanto,
es suficiente probar que las hipótesis del Teorema 3.37 se satisfacen.

Usando (3.39) y (3.40) tenemos que

(Ax)(t)⩾ L

∫ T

−T

[ f (s, x(−s), x(s)) +m x(−s)]d s

⩾
L
M

∫ T

−T

máx
z∈I

G(z, s)[ f (s, x(−s), x(s)) +m x(−s)]d s =
L
M
∥Ax∥.

Por consiguiente A(P ∩ (Ω2\Ω1)) ⊂ P .

Supongamos que (1) se satisface (para (2) la demostración es análoga). Si x ∈ ∂Ω2∩P ,
entonces ∥x∥= M

L R y R⩽ x(t)⩽ M
L R para todo t. Así,

(Ax)(t)⩽ M

∫ T

−T

[ f (s, x(−s), x(s)) +m x(−s)]d s ⩽ M
1

2T M

∫ T

−T

x(s)d s ⩽
M
L

R= ∥x∥.

Si x ∈ ∂Ω1 ∩P , entonces ∥x∥= r y L
M r ⩽ x(t)⩽ r para todo t. Por tanto,

(Ax)(t)⩾ L

∫ T

−T

[ f (s, x(−s), x(s)) +m x(−s)]d s ⩾
M

2T L

∫ T

−T

x(s)d s ⩾ r = ∥x∥.

En consecuencia, por la condición (K1) del Teorema 3.37, existe una solución x ∈ P ∩
(Ω2\Ω1) para (3.38) y, por tanto,

L
M

r ⩽ x ⩽
M
L

R,

por lo que, en particular, x es positiva. ■

Presentamos ahora dos corolarios (análogos a los de [25]). El primero se obtiene refor-
zando las hipótesis y haciéndolas más fáciles de comprobar.

Corolario 3.39. Sea m ∈ (0, π4T ), f (t, x , y) ⩾ 0 para todo x , y ∈ R+ y para casi todo t ∈ I .
Si alguna de las siguientes condiciones se satisface:
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(1)

ĺım
x ,y→0+

f (t, x , y)
x

= +∞, ĺım
x ,y→+∞

f (t, x , y)
x

= 0,

(2)

ĺım
x ,y→0+

f (t, x , y)
x

= 0, ĺım
x ,y→+∞

f (t, x , y)
x

= +∞,

uniformemente para casi todo t ∈ I , entonces el problema (3.38) tiene una solución positiva.

El segundo corolario se obtiene sin más que hacer el cambio de variables y = −x .

Corolario 3.40. Supongamos que existen r, R ∈ R+, r < R, tales que

f (t, x , y) +m x ⩽ 0 ∀x , y ∈
�

−
M
L

R,−
L
M

r
�

, para casi todo t ∈ I .

Entonces, si alguna de las siguientes condiciones se satisface,

(1)

f (t, x , y) +m x ⩽
M

2T L2
x ∀x , y ∈
�

−r,−
L
M

r
�

, para casi todo t ∈ I ,

f (t, x , y) +m x ⩾
1

2T M
x ∀x , y ∈
�

−
M
L

R,−R
�

, para casi todo t ∈ I ;

(2)

f (t, x , y) +m x ⩾
1

2T M
x ∀x , y ∈
�

−r,−
L
M

r
�

, para casi todo t ∈ I ,

f (t, x , y) +m x ⩽
M

2T L2
x ∀x , y ∈
�

−
M
L

R,−R
�

, para casi todo t ∈ I ;

el problema (3.38) tiene una solución negativa.

Resultados parecidos a estos –con demostraciones análogas– pueden establecerse cuan-
do la función de Green es negativa.

Teorema 3.41. Sea m ∈ (− π4T , 0). Supongamos que existen r, R ∈ R+, r < R tales que

f (t, x , y) +m x ⩽ 0 ∀x , y ∈
�

M
L

r,
L
M

R
�

, para casi todo t ∈ I .

Entonces, si alguna de las siguientes condiciones se satisface,

(1)

f (t, x , y) +m x ⩽
L

2T M2
x ∀x , y ∈
�

M
L

r, r
�

, para casi todo t ∈ I ,

f (t, x , y) +m x ⩾
1

2T L
x ∀x , y ∈
�

R,
L
M

R
�

, para casi todo t ∈ I ;
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(2)

f (t, x , y) +m x ⩾
1

2T L
x ∀x , y ∈
�

M
L

r, r
�

, para casi todo t ∈ I ,

f (t, x , y) +m x ⩽
L

2T M2
x ∀x , y ∈
�

R,
L
M

R
�

, para casi todo t ∈ I ;

el problema (3.38) tiene una solución positiva.

Corolario 3.42. Supongamos que existen r, R ∈ R+, r < R, tales que

f (t, x , y) +m x ⩾ 0 ∀x , y ∈
�

−
L
M

R,−
M
L

r
�

, para casi todo t ∈ I .

Entonces, si alguna de las siguientes condiciones se satisface,

(1)

f (t, x , y) +m x ⩾
L

2T M2
x ∀x , y ∈
�

−r,−
M
L

r
�

, para casi todo t ∈ I ,

f (t, x , y) +m x ⩽
1

2T L
x ∀x , y ∈
�

−
L
M

R,−R
�

, para casi todo t ∈ I ;

(2)

f (t, x , y) +m x ⩽
1

2T L
x ∀x , y ∈
�

−r,−
M
L

r
�

, para casi todo t ∈ I ,

f (t, x , y) +m x ⩾
L

2T M2
x ∀x , y ∈
�

−
L
M

R,−R
�

, para casi todo t ∈ I ;

el problema (3.38) tiene una solución negativa.

Podríamos enunciar corolarios análogos al Corolario 3.39 para el Teorema 3.41 y los
Corolarios 3.40 y 3.42.

Ejemplos

Analizaremos ahora dos ejemplos a los cuales les podemos aplicar los resultados previos.
Obsérvese que ambos ejemplos no caen bajo las hipótesis de los teoremas de existencia de
soluciones acotadas para ecuaciones diferenciales con reflexión del argumento en [31] ni
en aquellos más resultados más generales que se pueden encontrar en [1,23,28,29,33].

Ejemplo 3.4. Considérese el problema

x ′(t) = λ senh (t − x(−t)), ∀ t ∈ I , x(−T ) = x(T ). (3.41)

Es fácil comprobar que α≡ T y β ≡ −T son sub y sobresoluciones respectivamente del pro-
blema (3.41) para todoλ⩾ 0. Puesto que f (t, y) := λ senh (t − y) satisface que | ∂ f

∂ y (t, y)|⩽
λ cosh (2 T ), para todo (t, y) ∈ I2, sabemos, por el Teorema 3.35, que el problema (3.41)
tiene soluciones extremales [−T, T] para todo

0⩽ λ⩽
π

4 T cosh (2 T )
.
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Ejemplo 3.5. Consideremos el problema

x ′(t) = t2 x2(t)[cos2(x2(−t)) + 1] ∀t ∈ I , x(−T ) = x(T ). (3.42)

Definiendo f (t, x , y) como la extensión 2T -periódica en t de la función t2 x2(cos2(y2)+
1), podemos aplicar el Corolario 3.39 y deducimos que el problema (3.42) tiene una solución
positiva. Usando el corolario análogo para el Corolario 3.42, sabemos que también tiene una
solución negativa.



4. Futuras líneas de investigación

A lo largo de los capítulos de esta memoria han ido surgiendo nuevas incógnitas y proble-
mas. La investigación en ecuaciones diferenciales con involuciones está aún en sus comien-
zos y muchos de sus caminos aún están por explorar. Este último capítulo de la memoria
analiza brevemente unas pocas líneas de investigación que se podrán seguir en un futuro
cercano.

Ecuaciones con involuciones y geometría

Una posible línea de investigación es intentar plantear ecuaciones con involuciones en
variedades. Para ello podemos optar por varias opciones. La primera es darse cuenta de
que las ecuaciones con condiciones periódicas no son más que ecuaciones en la circunferen-
cia. De este modo podemos pensar la ecuación en una región cerrada de Rn (el intervalo
unidad, un rectángulo, una variedad piramidal* embebida en Rn...) de forma que las con-
diciones de contorno nos permitan tomar su cociente de manera que se identifiquen puntos
de la frontera de la región. En este caso la involución estaría definida sobre la región de
Rn (recordemos una de las generalizaciones de involución) y plantear la ecuación sobre la
variedad no sería más que considerar una ecuación en derivadas parciales con condiciones
de contorno periódicas†.

Ejemplo 4.1. Ecuaciones en el toro T2:

Sea ϕ : R2→ R2 tal que ϕ(t, s) = (−t, s). ϕ es una involución en R2. Vamos a plantear
el problema (3.28) en I2 de forma que garanticemos que la solución x : I2→ R factorice a
través de la proyección al cociente p : [−T, T]2→ T2.

∂ x
∂ t
(t, s) +m x(−t, s) = h(t, s), t, s ∈ I ,

x(−T, s) = x(T, s), s ∈ I ,
x(t,−T ) = x(t, T ), t ∈ I ,

(4.1)

donde
h(t,−T ) = h(t, T ) ∀t ∈ I . (4.2)

*El estudio de variedades variedades piramidales es muy parecido al de variedades con borde. Una mo-
nografía interesante es [15].

†Ya hay estudios sobre ecuaciones en derivadas parciales con involuciones. Ver, por ejemplo, [31].
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Fijemos s0 ∈ I y supongamos que Gs0
denota la función de Green asociada al problema

∂ x
∂ t
(t, s0) +m x(−t, s0) = h(t, s0), t ∈ I ,

x(−T, s0) = x(T, s0).
(4.3)

Entonces la solución del problema (4.1) viene dada por

u(t, s) =

∫ T

−T

Gs(t, r)h(r)d r.

Obsérvese que esto tiene sentido ya que en condiciones de unicidad de solución para (4.3)
G−T = GT por la condición (4.2).

La otra aproximación entra en el campo de las variedades de Riemann. Si M es una
variedad de Riemann completa, podemos plantear las ecuaciones en involuciones sobre las
geodésicas que parten de un punto. Si no queremos que el punto sea destacado, podemos
pensar en variedades de Riemann homogéneas o simétricas. El problema principal de esta
aproximación es que no controlamos a priori cuando esas geodésicas son cerradas y cuando
no, y en el caso en el que fuesen cerradas, las condiciones de contorno deberían ser tales
que reflejasen este hecho, de lo contrario podríamos encontrarnos con problemas que no
tuviesen solución.

Ejemplo 4.2. Sea M una variedad de Riemann completa, p ∈ M . Sea Γp el conjunto de
geodésicas pasando por p parametrizadas por longitud de arco. Entonces podemos plantear
el problema análogo a (3.28)

(x ◦ γ)′(t) +mx(γ(−t)) = h(γ(t)), γ ∈ Γp, t ∈ [0,+∞),
x(p) = x0,

(4.4)

donde x y h son funciones de M en R.

En este ejemplo denotaremos por Fγ a la función F ◦γ. Así, si g(t) = h′(t)+m h(−t), el
problema (4.4) puede reducirse a

x ′′
γ
(t) +m2 xγ(t) = gγ(t), γ ∈ Γp, t ∈ [0,+∞),

x(p) = x0,

x ′
γ
(0) = h(p)−mx0.

La solución general de x ′′
γ
(t) +m2 xγ(t) = gγ(t) se obtiene usando el método de variación

de constantes y es

xγ(t) =

�

c1 −
1
m

∫ t

0

gγ(s) sen(ms)d s

�

cos(m t) +

�

c2 +
1
m

∫ t

0

gγ(s) cos(ms)d s

�

sen(m t),

donde las constantes c1 y c2 se determinan usando las condiciones iniciales x(p) = x0 y
x ′c(0) = h(p)−mx0, de forma que c1 = x0 y c2 =

h(p)
m − x0. Además, para que la solución x

sea diferenciable en t, necesitamos que las geodésicas γ(t) y γ(−t) “peguen bien”, de esta
forma tenemos el sistema

(x ◦ γ)′(0) +mx(γ(0)) = h(γ(0)),
−(x ◦ γ)′(0) +mx(γ(0)) = h(γ(0)),
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con lo cual necesitamos x0 =
h(p)

m o, equivalentemente, c2 = 0. Por tanto,

xγ(t) =

�

x0 −
1
m

∫ t

0

gγ(s) sen(m s)d s

�

cos(m t)+
sen(m t)

m

∫ t

0

gγ(s) cos(m s)d s, t ∈ [0,∞).

Supongamos ahora que M = R2. Las geodésicas en el plano pasando por el origen vienen
dadas por γθ (t) = (t cosθ , t senθ ) donde θ es un ángulo en [0,2π). Así, dado un punto
q = (q1, q2) ∈ R2, éste determina una geodésica γθ y un t de forma que t = ∥q∥, cos(θ ) = q1

∥q∥
y sen(θ ) = q2

∥q∥ . De esta forma la solución del problema (4.4) viene dada por

x(q) =

�

x0 −
1
m

∫ ∥q∥

0

g
�

q1s
∥q∥

,
q2s
∥q∥

�

sen(m s)d s

�

cos(m∥q∥)

+
sen(m∥q∥)

m

∫ ∥q∥

0

g
�

q1s
∥q∥

,
q2s
∥q∥

�

cos(m s)d s, q ∈ R2\{0},

x(0) =x0.

Algo interesante a tener en cuenta es que existen involuciones continuas de orden n de-
finidas en conexos que no son subconjuntos de R, como se pudo observar en el Ejemplo 2.2,
lo cual supone que en variedades de dimensión n ⩾ 2, podemos estudiar ecuaciones con
este tipo de involuciones. En esta línea, también se puede realizar el estudio de ecuaciones
con involuciones en los números complejos.

Estudio del álgebra Aϕ

Respecto a la reducibilidad de ecuaciones diferenciales funcionales a sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias ya se han encontrado resultados de caracterización (ver, por
ejemplo, [10]), sin embargo la forma de reducir el sistema puede ser crucial a la hora de
resolverlo, como podemos recordar de la Sección 3.2.1. El álgebra asociativa Aϕ intro-
ducida en la Sección 2.2.1, pude ayudar a encontrar formas sencillas de reducción en el
caso lineal, sin embargo, no es de esperar encontrar una reducción de ese tipo de forma
que la nueva ecuación sea equivalente a la primera. De hecho, el caso que estudiamos,
x ′(t) +mx(−t) = h(t), parece ser un caso particular en este sentido ya que para él existe
correspondencia de soluciones. Si cambiamos la involución o hacemos que m no sea cons-
tante se puede reducir la ecuación, pero no podemos garantizar que las soluciones de la
ecuación reducida (con sus correspondientes condiciones de contorno) sean soluciones del
problema original.

Estudio de ecuaciones con involuciones no continuas

Las involuciones en subconjuntos deR no continuas pueden ser de orden n para n⩾ 2. El
mismo efecto ocurre cuando el dominio de definición no es conexo. Se han estudiado casos
particulares de este fenómeno como reflejan los resultados de Wiener para involuciones
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hiperbólicas [31], sin embargo, el caso de involuciones con discontinuidades aún está por
estudiar. En esta línea pueden intentar aplicarse los teoremas para ecuaciones diferenciales
de la forma x ′(t) = f (t, x(t)) donde f es discontinua o se puede intentar un enfoque caso
por caso en el cual se separa el dominio en aquellas componentes en las que la función es
continua. Esto lo ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3. Consideremos la involución

ϕ(t) =

¨

t − 1 si t ∈ [0, 1],
t + 1 si t ∈ [−1, 0),

y la ecuación
x ′(t) = x(ϕ(t)), (4.5)

con condición inicial x(0) = x0. Ya que ϕ tiene una discontinuidad de salto en el 0, no es
de esperar que alguna solución al problema sea diferenciable en tal punto. Buscamos por
tanto una solución

x ∈ C ([−1, 1])∩C 2([−1,1]\{0}).

Derivando y sustituyendo en la ecuación (4.5), obtenemos la ecuación reducida x ′′(t) =
x(t), cuya solución, considerando las dos partes del dominio en las que la involución es
continua, toma la forma

x(t) =

¨

a1et + b1e−t si t ∈ [0, 1],
a2et + b2e−t si t ∈ [−1,0),

cuya derivada es

x ′(t) =

¨

a1et − b1e−t si t ∈ [0, 1],
a2et − b2e−t si t ∈ [−1,0).

Si imponemos ahora la ecuación (4.5), tenemos que a1et + b1e−t = a2et−1 − b2e1−t (pues
x(t) = x ′(ϕ(t)) por ser ϕ involución) para todo t ∈ [0, 1] y por tanto a2 = e a1 y b1 = −e b2.
Sean a := a1, b := b2. Entonces tenemos

x(t) =

¨

a et − b e1−t si t ∈ [0, 1],
a et+1 + b e−t si t ∈ [−1,0).

y

x ′(t) =

¨

a et + b e1−t si t ∈ [0, 1],
a et+1 − b e−t si t ∈ [−1,0).

Si ahora imponemos que x sea continua, es decir x(0+) = x(0−), concluimos que b = 1−e
1+e a,

por lo que la función queda como

x(t) =

¨

a
�

et − 1−e
1+e e1−t
�

si t ∈ [0, 1],
a
�

et+1 + 1−e
1+e e−t
�

si t ∈ [−1,0).

Finalmente, tenemos que a = e+1
e2+1 x0, y, por consiguiente,

x(t) =
x0

e2 + 1

¨

(e+ 1)et + (e− 1)e1−t si t ∈ [0, 1],
(e+ 1)et+1 − (e− 1)e−t si t ∈ [−1,0).
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Resultados de existencia vía el teorema de punto fijo de
Krasnosel’skĭı con función de Green con signo cambiante

Los resultados que obtuvimos en esta memoria usando el teorema de Krasnosel’skĭı pue-
den ser ampliados si utilizamos conos distintos, así, con conos apropiados, podríamos estu-
diar los casos en los que la función de Green (3.31) cambiase de signo. Un ejemplo de conos
que sería interesante estudiar son aquellos de la forma

Kσ =

¨

x ∈ C ([0, T]) :

∫ T

0

a(t) x(t) d t ⩾ σ∥x∥

«

,

donde σ ∈ R. Otra forma de abordar este problema sería introducir pequeñas modi-
ficaciones en el teorema de punto fijo de Krasnosel’skĭı para poder considerar casos más
generales.
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