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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Geometria y Topologia

Titulo: Variedades de Lorentz y operador de d’Alembert

Breve descripcion del contenido

1. Tendra que hacerse una introduccion a las distribuciones (funciones ge-
neralizadas) en variedades, operadores diferenciales hiperbélicos, espacio
de Minkowski y geometria de Lorentz.

2. Se estudiara el operador de d’Alembert en el espacio de Minkowski, su
relacion con las distribuciones de Riesz, y la generalizacion a variedades
de Lorentz.

3. Si hubiese tiempo, se usaria lo anterior para iniciar el estudio de la ecua-
cién de ondas en variedades de Lorentz con el operador de d’Alembert.

Recomendaciones

Es conveniente cursar la materia Variedades Diferenciables. En el caso de es-
tudiantes del doble grado de Matematicas y Fisica, es interesante cursar las
materias de Electromagnetismo y Teoria Cuantica de Campos.
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Resumen

En este trabajo fin de grado nos centraremos en el estudio del espacio de Min-
kowski, cominmente conocido como espacio-tiempo de Minkowski, introducido en
matematicas por el matematico aleman Hermann Minkowski en 1908. Lo enfocare-
mos en la fisica haciendo un repaso a la relatividad especial, la cual fue desarrollada
por Albert Einstein en 1905 y que sustent6 con dos postulados. Posteriormente, es-
tudiaremos dicho espacio, que esta asociado a la relatividad especial, con todas sus
propiedades. Por ultimo, veremos el operador de d’Alembert, que es el operador de
Laplace del espacio de Minkowski.

Abstract

In this final degree project we will focus on the study of Minkowski space, com-
monly known as Minkowski space-time, introduced in mathematics by the German
mathematician Hermann Minkowski in 1908. We will focus on physics by reviewing
the special relativity, which was developed by Albert Einstein in 1905 and supported
by two postulates. Later, we will study this space, which is associated with special
relativity, with all of its properties. Finally, we will see the d’Alembert operator,
which is the Laplace operator of the Minkowski space.
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Introduccion

Cuando uno piensa en el espacio de Minkowski, lo primero que se nos viene a la
cabeza es de dénde proviene o sobre qué se sustenta. En este punto es donde nos en-
contramos en el primer capitulo del trabajo, la denominada teoria de la Relatividad
especial que fue publicada en 1905 por el fisico alemén Albert Einstein (1879-1955),
en la cual generalizaba la relatividad de Galileo Galilei explicando que tanto la velo-
cidad como el tiempo medidos por un observador dependen del movimiento relativo
respecto de otro observador. Por otra parte, establecié que la velocidad de la luz es
constante para todos los observadores.

En el segundo capitulo nos encontramos en el estudio del espacio de Minkowski,
introducido por el matematico aleman Hermann Minkowski (1864-1909). Plasmare-
mos las propiedades de este espacio junto con el conocido diagrama de Minkowski
en distintas fases, es decir, cuando el observador esta en reposo y cuando esta en
movimiento. Todo esto lo estudi6 Minkowski ya que estaba muy interesado en la
teoria de la Relatividad especial de Einstein, la cual formaliz a través de conceptos
geométricos.

Por ltimo, en el tercer capitulo veremos el operador de d’Alembert, también
llamado operador de Laplace en el espacio de Minkowski, que lleva el nombre del
fisico francés Jean le Rond d’Alembert (1717-1783). Aqui estudiaremos la ecuacién
de ondas en la cuerda vibrante y daremos una solucion mediante el método de
variables separadas.

X






Capitulo 1

Relatividad Especial

En este primer capitulo voy a dar un breve rapaso a la Relatividad Especial, vere-
mos el caracter relativista de distacia y tiempo, y obtendremos las transformaciones

de Lorentz. Para ello utilizaremos sobre todo [2] y [5].

1.1. Introduccién historica

A finales del siglo XIX | los fisicos pensaban que la mecanica clasica de Newton,
la cual estaba basada en la relatividad de Galileo Galilei, describia los conceptos de
velocidad y fuerza para todos los sistemas de referencia. Ademas, Hendrik Lorentz
observo que la Teoria de Maxwell no cumplia las transformaciones de Galileo cuan-
do el sistema de referencia inercial varia. En especial, las ecuaciones de Maxwell
requerian que la velocidad de la luz fuera constante, pero fue el experimento de
Michelson y Morley el que confirmé que la velocida de la luz permanecia constante
para cualquier velocidad.

Entonces, en este momento, se abria un problema tedrico asociado a las transfor-
maciones de Galileo, para el cual Lorentz encontré que las transformaciones que
garantizaban la invarianza son las que actualmente se conocen como transformacio-

nes de Lorentz.
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Durante los siguientes afios estas transformaciones de Lorentz quedaran inexpli-
cadas hasta que el fisico Albert Einstein, en 1905, fue capaz de darles una solucion
considerando el caracter relativo del tiempo y es espacio. De hecho, fue en su articu-
lo “Sobre la electrodinamica de los cuerpos” donde se introdujo lo que hoy en dia
conocemos como teoria de la Relatividad Especial.

Esta teoria estaba basada en el principio de relatividad y en la constancia de la ve-
locidad de la luz en cualquier sistema de referencia inercial. De este hecho Einstein
dedujo las ecuaciones de Lorentz, que veremos mas adelante.

La Relatividad Especial no solo ofrece una nueva manera de ver la fisica, sino que
incluso implica una vision nueva de la estructura del espacio y el tiempo, combina-
dos en una sola entidad cuadrimensional, llamado el espacio-tiempo, o el espacio de
Minkowski.

1.2. Postulados de la Relatividad Especial

El esfuerzo de Einstein por conciliar el principio de relatividad y la electrodinami-
ca le llevd a elaborar en el articulo mencionado anteriormente una teoria sustentada

por dos postulados fundamentales.

= Primer postulado.- Todas las leyes de la Fisica son invariantes respecto a las

transformaciones entre sistemas de referencia inerciales.

= Segundo postulado.- La velocidad de la luz en el vacio es siempre la misma

para cualquier sistema de referencia inercial.

El primer postulado se conoce como Principio de la relatividad especial, 1o que se
pretende es indicar que en todos los sistemas inerciales todos los fenémenos acurren
de la misma forma, es decir, tienen el mismo comportamiento. Por lo tanto todos
los sistemas inerciales resultan absolutamente equivalentes e indistinguibles.
Ademas, no hay ninguna posibilidad de determinar cual estd en reposo o en mo-
vimiento. Por lo que, este primer postulado hace innecesaria la existencia de un

sistema de referencia absoluto.



1.3. LA RELATIVIDAD DEL TIEMPO Y EL ESPACIO 3

En el segundo postulado se acepta la constancia de la velocidad de la luz susten-
tada en resultados experimentales, dando como resultado la clave para vincular dos
sistemas inerciales, ya que permite encontrar las transformaciones de coordenadas

necesarias para que la velocidad de la luz sea la misma en ambos sistemas.

Llevar estos dos postulados hasta las tltimas consecuencias implica abandonar

las ideas intuitivas del espacio y el tiempo.

1.3. La relatividad del tiempo y el espacio

1.3.1. Dilatacién del tiempo

Definicion 1.1 De acuerdo con la teoria de la relatividad, la dilatacién del tiempo
es una diferencia en el tiempo transcurrido medido por dos observadores, ya sea
debido a una diferencia de velocidad relativa entre si, o por estar situado de manera

diferente en relacion con un campo gravitacional.

Veamos esta definicién plasmada en un experimento ficticio:

Consideramos un tren que se mueve con velociadad v, con respecto al andén de
una estacién. Sea O el pasajero que viaja en el tren, el cual dispone de un reloj
de luz que consiste en dos espejos, colocados uno encima del otro a una altura d y
un pulso de luz que viaja continuamente entre los dos espejos. Luego O’ medira el

tiempo, At’, que tarda la luz en subir y bajar entre los dos espejos, es decir,

At = —.
C

Por otra parte tenemos un observador O en el andén, que vera que la luz sale del
espejo de abajo pero llega al espejo de arriba después de un tiempo At/2 cuando el
tren se ha desplazado una distancia vAt/2, y llega al espejo de abajo despues de un
tiempo total At cuando el tren se ha desplazado una distancia total vAt.

Para este observador O, como la luz recorre una trayectoria mas larga y se mueve a
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velocidad ¢, tenemos que la distacia que recorre al subir es
cAt 2_ vAt 2+d2
2 )]\ 2
de donde tenemos

2d/c At

A= \/1—112/02 - \/1—1)2/02.

Para obtener esta expresion hemos tenido que suponer que v < c.
Podemos observar que el tiempo At que tarda la luz en recorrer un ciclo observado
por el observador que estd en el andén, es mas largo que el tiempo At’ del viajero.
Este efecto se conoce como la dilatacion del tiempo.
Ademéds sabemos que el coeficiente 1/1/1 — v?/c? aparece en tantas férmulas relati-

vistas que hasta se le da su propio simbolo v :

1

T

Puesto que la velocidad v siempre es mas pequena que ¢, el denominador es

siempre menor o igual a 1 y, por tanto, v > 1.
El factor v = 1 se verifica si v = 0. Es decir, cuanto mayor hagamos v, mayor seréd

vy, si v se aproxima a c, el valor de v aumenta sin limite.

Por lo tanto, la situacion que acabamos de describir es simétrica entre los dos
observadores. Luego cada uno ve el reloj del otro ir mas lento que el suyo, puesto
que cada uno ve el otro en movimiento. Es decir, no hay manera de saber cual de

los dos va mas lento, ya que esto depende del punto de vista del observador.
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1.3.2. Contraccion de Lorentz

Los postulados de la Relatividad nos han llevado a deducir que el tiempo depen-
de del sistema de referencia en el que se mide. Luego podemos usar este hecho para
mostrar que se debe aplicar lo mismo a las distancias. Es decir, la distancia medida

entre dos sucesos depende del sistema de referencia respecto al que se mide.

Mostraremos esto con el mismo experimento imaginario que utilizamos ante-
riormente.
Consideremos de nuevo los dos observadores, O en el andén y O’ en un tren que se
mueve a velocidad v respecto al andén. Ahora supongamos observadores en O y en
O’ midiendo la longitud del tren.
Para el observador O esta medida se obtiene facilmente puesto que para él el tren
esta en reposo. En cambio, para el observador O en el andén la medicién es mas
dificil ya que el tren estd en movimiento. Quizas lo mas sencillo sea cronometrar el
tiempo transcurrido desde que pasa el principio del tren por P hasta que vuelve a

pasar por el final del tren P, es decir :

Si t; y te son los tiempos del principio y del final del tren a su paso por P,

siendo At =ty — t1, entonces O puede calcular la longitud [ como
= vAt. (1.1)

Para comparar esta longitud con la medida [’ obtenida por O debemos obtener I’
con un procedimiento similar.

Luego, si nos situamos en el tren, el punto P, que esta en el andén, estd moviéndose
hacia la izquierda con velocidad v, y los observadores en el tren pueden medir el
tiempo para que P se mueva del principio al final del tren.

Esto requiere dos observadores en el tren, uno en el frente P; y otro al final P,. Si
llamamos t/ al tiempo que marca el reloj de Py cuando P pasa frente a él, y ¢, al
tiempo que marca el reloj de P al pasar P por su lado, entonces At' =t/ —t' es el

tiempo que tarda P en recorrer la longitud del tren. Por lo tanto,

' =vAt. (1.2)
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Si comparamos (1.1) y (1.2) inmediatamente podemos observar que puesto que los
tiempos At y At’ son diferentes, debe verificarse lo mismo de las longitudes  y I'.
Para calcular la diferencia necesitamos relacionar At y At’ usando la féormula de la

dilatacion del tiempo

At

V1 —v%/c?

En este experimento los dos sucesos de interés, P al principio del tren y P al

At =

final del tren, ocurren en el mismo sitio en O. Por consiguiente, At es el tiempo
propio y la formula de dilatacién del tiempo implica que At = yAt. Comparando
(1.1) y (1.2) vemos que
[ = l—/ < (1.3)
Y

La longitud del tren medida en O es menor a la longitud medida en @', ya que la
igualdad sélo se da si v = 0. Este resultado es asimétrico, es decir, el sistema O’
es especial puesto que es el tinico sistema donde el objeto medido estd en reposo.
Para resaltar esta asimetria y para evitar confusion sobre qué sistema es cada uno,

lo podemos reescribir de la siguiente manera:

donde indicamos con el subindice 0 que [y es la longitud de un objeto medido en
su sistema en reposo mientras [ se refiere a la longitud medida en cualquier otro
sistema. A la longitud [y se le llama longitud propia del objeto. Como [ < [y, suele

recibir el nombre de contraccién de la longitud (o contraccion de Lorentz).
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1.4. Transformaciones de Lorentz

1.4.1. Introduccién histérica

Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) fue un fisico nativo de Arnhem, Holanda.
Recibié un doctorado de fisica de la Universidad de Leyden en 1895 y en esta misma
universidad fue profesor honorario.

En 1902, recibi6 el premio nobel en la fisica, compartido con uno de sus discipulos,
Pieter Zeeman, quién habia hecho las verificaciones de la teoria de Lorentz sobre la
estructura atémica.

En 1903 desarroll las famosas transformaciones de Lorentz, las cuales ayudaron a
Einstein en la formulacion de la teoria de la relatividad. También estudio el electro-
magnetismo, la gravitacion, la termodinamica, la radiacién y la energia cinética.
Es bastante justo, de parte del mundo de la fisica teorica, considerar a Hendrik
Antoon Lorentz como el alma que complet6 la labor tedrica pendiente de sus pre-
decesores y prepard el terreno para que se genere una recepcion a nuevas ideas con
base en la teoria cuantica. En las transformaciones de Lorentz se encuentra, entre
otras cosas, la velocidad de la luz.

Por lo tanto, al final del siglo XIX es cuando Lorentz dedujo sus ecuaciones de

transformacion.

1.4.2. Transformaciones de Lorentz para las coordenadas

Con todo lo que hemos visto hasta el momento, ya estamos en condiciones de
averiguar las coordenadas x’,y’, 2’ y ' de un suceso medido en un sistema S’ si
sabemos las coordenadas x,y, z y el tiempo ¢ de un suceso medido en un sistema S.
Consideremos, por lo tanto, dos sistemas S y S’, en los cuales S estd ligado al suelo y
S’ esta ligado a un tren que viaja con velocidad v respecto a S. Puesto que las leyes
de la Fisica son todas independientes de nuestra eleccion del origen y la orientacion,
somos libres de elegir ambos ejes OX y OX’ a lo largo de la misma recta, paralela
a v. Podemos incluso elegir los origenes del tiempo de modo que ¢t = t' = 0 en el
momento en el que O’ pasa O. Nos referimos a esta colocacién de sistemas S y S’

como la configuracion estandar.
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Ahora consideraremos un suceso en la posicion z,y,z y tiempo t medido en S.
Nuestro problema es calcular, en términos de x,v, z,t, las coordenadas 2’,v/, 2/, t/
del mismo suceso medido en S’.

En primer lugar, sabemos que t=t' segtin la Mecanica Newtoniana. Por lo tanto, la
Mecéanica Newtoniana dice que la relacién entre los dos sistemas de referencia viene

dada por las transformaciones de Galileo, es decir,

T =x — vt
Yy =y
2=z
t =1

(1.5)

Estas cuatro expresiones transforman las coordenadas x, vy, z,t de cualquier su-

ceso observado en S en las correspondientes coordenadas x’, 9/, 2, t’ observadas en S’.

La transformacién de Galileo no puede ser la relaciéon relativista correcta entre
x,y,z, tyx',y, 2, t'. Ademas se adectia perfectamente con nuestra experiencia diaria
y por tanto debe ser correcta cuando la velocidad v es pequena comparada con c.
Asi, la relacion correcta entre x,y, z,t vy 2,3/, 2/, t' tendra que reducirse a la relacion
de Galileo cuando v/c es pequefio.

Para obtener la relacién correcta entre x,y, z,t v «’,y, 2',t' consideramos que las

distancias perpendiculares a v son las mismas medidas en S y en §’. Asi que
y =y, 2=z, (1.6)

exactamente como en la transformacién de Galileo. Para encontrar z’ es util pre-
parar una explosion cuyas coordenadas estamos discutiendo para que produzca una
pequena quemadura en la pared del tren en el punto P’ donde ocurre. La distancia
horizontal del origen O’ a la marca en P’, medida en ', es precisamente la coorde-
nada deseada z’.

Luego, la misma distancia, medida en S, es x — vt (puesto que x y vt son las dis-

tancias horizontales de O a P’ y de O a O en el instante ¢t medidas en S). Asi que,
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de acuerdo con la férmula de la contracciéon de la longitud x — vt = 2’ /~, es decir

' = ~(z — vt). (1.7)

Esto nos expresa 2’ en términos de x y ¢, y es la tercera de nuestras cuatro ecuaciones
requeridas. Notemos que si v es pequena, entonces v &~ 1y la relacién (1.7) se reduce
a la primera de las relaciones de Galileo, tal y como se pedia.
Por 1ltimo, para obtener ¢’ en términos de x,v, z,t, podemos repetir el argumento
mediante el cual obtuvimos (1.7) pero con los papeles de S y S’ invertidos. Es decir,
dejamos a la explosién hacer una marca en el punto P fijada a S y, razonando como
antes, tenemos que

x =y(z" +ot). (1.8)

(Esto se puede obtener directamente de (1.7) cambiando x,t por 2/, y reempla-
zando v por —v). La ecuacién (1.8) no es ain el resultado buscado, pero podemos

combinarlo con (1.7) para eliminar 2’ y hallar ¢'. Insertando (1.7) en (1.8), obtenemos

r =[y(z —vt) + ot'].

Despejando t' tenemos

2
-1
t =yt — B x,
Yv
(6]
vr

Esta es la expresion buscada para t’ en términos de z y t. Cuando v/c es mucho
menor que 1 podemos despreciar el segundo término y, puesto que v = 1, obtenemos
t' ~ t de acuerdo con la transformacién de Galileo.

Si tenemos en cuenta (1.6), (1.7) y (1.9) obtendremos nuestras cuatro ecuaciones

buscadas:
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' =y(x —vt)

I
Z,; (1.10)
=t =)

Estas ecuaciones reciben el nombre de Transformacion de Lorentz, o Transforma-
cion de Lorentz-Einstein, en honor al fisico holandés Lorentz, que las propuso por
primera vez, y de Einstein, que fue el primero que las interpreté correctamente. La
transformacion de Lorentz es la modificacion relativista correcta de la transforma-
cién de Galileo (1.5).

Si uno quiere saber z, v, z,t en términos de z’,vy’, 2/, t' |, se pueden permutar las
) ) ) ) ) ) )

variables con prima por aquellas sin prima, y viceversa, y cambiar v por —v, para dar

x =y(z' + ot')
y=1y
=

t=~(t' + ”c%/)

Estas ecuaciones se denominan la Transformacion inversa de Lorentz.

1.4.3. Aplicaciones

En este apartado vamos a probar una aplicacion muy interesante, que serd ver
que la ecuacion de ondas electromagnética permanece invariante bajo las transfor-
maciones de Lorentz.

Para ello consideramos la ecuacion de ondas en tres dimensiones

Ugg + Uyy + Uzy — gutt =0.

Por lo tanto vamos a pasar del sistema S’ al sistema S y tenemos que las transfor-
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maciones vienen dadas por las siguientes relaciones (que obtuvimos anteriormente):

1

con vy = m

En primer lugar, tomamos derivadas parciales sobre las transformaciones de Lorentz

y obtenemos los siguientes resultados preliminares:

Tenemos ademas:

oz’ _ 1

or [1—v2/c2’
o _ _ v

ot [1—v2/c2’
o' _ v/c

c
ox /1,1)2/02 )

ot 1

o T e

o0z __
5 = L
_ oz _ oy _
0z oz

Ahora recurrimos a la regla de la cadena para derivadas parciales:

dp 09 871‘/
or  Ox' Ox

26 oy, 00
oy’ dx 07

02 oo o
or Ot Oz’
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Utilizando los resultados anteriores obtenidos con las ecuaciones de transformacio-
nes de Lorentz, obtenemos el resultado siguiente para la derivada parcial de ¢ con

respecto a la variable x:

0¢ do v 09

1
or 1—02/c2 0

ole v 0¢p
x/

Tomando la segunda derivada parcial de la expresion anterior tenemos lo siguiente:

06> 1 R AW T
ox?2  Aot? 2 — 2 0x'0t"

or? 1 _ v2/c?

Recurriendo a la regla de la cadena y simplificando, obtenemos la primera derivada

parcial de ¢ con respecto a la variable t:

6 _ v oo 1 o
o N 2/ 0% [T 2/ 0

de lo cual obtenemos lo siguiente al tomar la segunda derivada parcial,

oLy _ 1 .2 AN 20 D*¢ .
o2 1—v?/c2 \ 0z  Ot”? 1 — v2/y2 0x'0t

Por otra parte, tenemos que los siguientes resultados son los més faciles de obtener

y deben resultar obvios:

%6 _ 9?9
8y2 - 8y/27
%y _ 0%¢
0z2 = 022"

Sustituyendo las expresiones obtenidas en la ecuacién de ondas electromagnética
original, obtenemos el siguiente resultado:

o Pp  Po 1%

Or'? 8y/2 022 c2 Ot2 o
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Después de la transformacion, esta ecuacion es idéntica a la ecuacién original. Se
concluye entonces que la ecuacion de ondas electromagnética permanece invariante

bajo las transformaciones de Lorentz.






Capitulo 2

Espacio de Minkowski

En este capitulo estudiaremos el espacio-tiempo de Minkowski con todas sus

propiedades. La principal referencia que hemos utilizado en este capitulo serd [6].

2.1. Introduccién historica

En fisica matemadtica, el espacio de Minkowski (o espacio-tiempo de Minkowski)
es una combinacién de espacio y tiempo euclidianos tridimensionales en una varie-
dad de cuatro dimensiones donde el intervalo espacio-tiempo entre dos eventos es
independiente del sistema de referencia inercial en el que se registran. Aunque en
un principio desarrollado por el matematico Hermann Minkowski para las ecuacio-
nes de electromagnetismo de Maxwell se demostré que la estructura matematica del
espacio-tiempo de Minkowski es una consecuencia inmediata de los postulados de la
Relatividad Especial.

El espacio de Minkowski esta asociado con la teoria de la relatividad especial de
Einstein, y es la estructura matematica mas comun sobre la cual se formula la relati-
vidad especial. Mientras que las componentes individuales en el espacio y el tiempo
euclidianos pueden diferir debido a la contraccion de la longitud y la dilataciéon del

tiempo, en el espacio-tiempo de Minkowski todos los sistemas de referencia estaran

15
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de acuerdo en la distancia total en el espacio-tiempo entre eventos, debido a que
trata el tiempo de manera diferente de lo que trata las 3 dimensiones espaciales, el
espacio de Minkowski difiere del espacio euclidiano de cuatro dimensiones.

En el espacio euclidiano tridimensional, el grupo de isometrias es el grupo eucli-
diano. Esta generado por rotaciones, reflexiones y traslaciones. Cuando el tiempo
se modifica como una cuarta dimension, se agregan las transformaciones adiciona-
les de las traducciones en el tiempo y los impulsos galileanos. El grupo de todas
estas transformaciones se llama grupo galileano. Todas las transformaciones galilea-
nas conservan la distancia euclidiana tridimensional. Esta distancia es puramente
espacial. Las diferencias de tiempo también se conservan por separado. Todo esto
cambia en el espaci-tiempo de la relatividad especial, donde el espacio y el tiempo
estan entrelazados.

El espacio-tiempo estéd equipado con una forma bilineal indefinida no degenerada,
llamada métrica de Minkowski, norma de Minkowski al cuadrado o producto interno
de Minkowski en funcién del contexto.

El producto interno de Minkowski se utiliza para producir el intervalo de espacio-
tiempo entre dos eventos cuando se les da su vector de diferencia de coordenadas
como argumento. Conteniendo este producto interno, el modelo matematico del
espacio-tiempo recibe el nombre de espacio de Minkowski. El andlogo del grupo de
Galileo para el espacio de Minkowski conservando el intervalo espacio-tiempo es el

grupo de Poincare.

Todo esto quiere decir que, el espacio-tiempo galileano y el espacio-tiempo de
Minkowski son lo mismo. Se diferencian en que otras estructuras se definen en ellos.
El primero tiene la funcién de distancia euclidiana y el tiempo (por separado) junto
con sistemas inerciales cuyas coordenadas estan relacionadas por transformaciones
galileanas, mientras que el segundo tiene la métrica de Minkowski junto con los
sistemas inerciales cuyas coordenadas estan relacionadas por transformaciones de

Poincare.
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2.1.1. Espacio-tiempo complejo de Minkowski

En 1905-1906 Poincare mostré como las transformaciones de Lorentz pueden vi-
sualizarse como rotaciones ordinarias de la esfera euclidiana de cuatro dimensiones
ya que se tomo el tiempo para ser una cuarta coordenada imaginaria espacio-tiempo,

ict, donde c es la velocidad de la luz e i es la unidad imaginaria.

En la relatividad especial se establece que la cantidad
2?4+ + 2% + (ict)?

es invariante bajo transformaciones de Lorentz.

En realidad, Poincare establece ¢ = 1 por conveniencia. Las rotaciones en planos
generados por dos vectores de unidades espaciales aparecen en el espacio de coorde-
nadas, asi como en el espacio-tiempo fisico como rotaciones euclidianas, y se inter-
pretan en el sentido ordinario.

En un plano generado por un vector unitario espacial y un vector unitario temporal
formalmente, una rotacion sigue teniendo el sentido de Lorentz en el espacio-tiempo
fisico con coordenadas inerciales reales. La analogia con las rotaciones euclidianas
es sblo parcial ya que el radio de la esfera es realmente imaginario, lo que convierte

las rotaciones en rotaciones en el espacio hiperbélico.

Esta idea fue detallada por Minkowski en un articulo en aleman en 1908 titulado
“Las ecuaciones fundamentales para procesos electromagnéticos en cuerpos en movi-
miento”. El uso de esta formulacién reafirmo la teoria de la relatividad de Einstein.
En particular, al reafirmar las ecuaciones de Maxwell como un conjunto simétrico de
ecuaciones en las cuatro variables (z,y, z,ict) combinadas con variables vectoriales
redefinidas para cantidades electromagnéticas, pudo mostrar su invarianza bajo la
transformacion de Lorentz. También us6 la notacion matricial por primera vez en
este contexto. A partir de su reformulacién, concluyé que el tiempo y el espacio
debian ser tratados por igual, y asi surgi6é su concepto de eventos que tienen lugar

en espacio-tiempo unificado de cuatro dimensiones.
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2.1.2. Espacio-tiempo real de Minkowski

En un desarrollo posterior, Minkowski dio una formulacién alternativa de esta
idea que usaba una coordenada en tiempo real en lugar de una imaginaria, que re-
presentaba las cuatro variables (z,y, z,t) de espacio y tiempo en forma coordinada
en un espacio vectorial real de cuatro dimensiones. Los puntos en este espacio co-
rresponden a eventos en el espacio-tiempo. En este espacio-tiempo, hay un cono de
luz definido con cada punto, y los eventos se clasifican por su relaciéon con el cono
de luz como espaciales o temporales. Principalmente, esta vision del espacio-tiempo
es la que se usa hoy en dia, aunque la vision mas antigua que involucra el tiempo

imaginario también ha influido en la relatividad especial.

La herramienta principal de Minkowski es el llamado diagrama de Minkowski y
lo utiliza para definir conceptos y demostrar propiedades de las transformaciones de
Lorentz, y para proporcionar una interpretacion geométrica de la generalizacion de

la mecénica newtoniana a la mecanica relativista.

2.2. Diagrama de Minkowski

El concepto unificado de espacio-tiempo, introducido por H. Minkowski en 1908,
es una mera simplificaciéon matematica. El espacio y el tiempo son completamente
diferentes, se miden de formas muy distintas y los percibimos también de distinto

modo.

Ahora bien, en realidad no se analizan las localizaciones de objetos en el espacio,
sino sucesos que estan localizados en el espacio y en el tiempo: para especificar un
suceso hay que decir donde (tres dimensiones espaciales) y cuando (una dimensién
mas, el tiempo). Minkowski propuso concebir el mundo como una red espaciotem-

poral tetradimensional. Esta vision tiene dos ventajas:

Primero, nos lleva a una resolucién grafica muy sencilla y practica de las trans-
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formaciones de Lorentz, haciendo uso de los diagramas espacio-tiempo o diagramas

de Mikowski, que estudiaremos a continuacion.

Segundo, los diagramas espacio-tiempo nos permiten visualizar la pelicula com-

pleta de la evolucién de un objeto en el espacio y el tiempo: su linea de universo.

2.2.1. Observador en reposo

rayos de luz
ta

linea de universo
de un objeto a gran
velocidad uniforme

Figura 2.1: Diagrama espacio-tiempo para un observador O

En realidad nos referimos a un observador inercial cualquiera, ya que, segtn el
principio de relatividad no existe un observador privilegiado. Lo llamamos asi para
especificar el observador que se halla en reposo respecto a la via (considerando el
ejemplo del tren visto anteriormente). Nétese que un observador no es mas que un

sistema de referencia, unos ejes de coordenadas espaciotemporales (figura 2.1)

Localizamos un suceso A mediante un punto cuyas coordenadas espacial, x, y
temporal, ¢, se pueden leer sobre los ejes de coordenadas del diagrama espacio-tiempo
(Fig. 2.1). La coordenada t indica el tiempo propio del suceso y la z es la distancia
medida desde el origen que se toma como punto de referencia. Recuérdese que ¢ no
es la hora en la que O ve el suceso sino el tiempo medido en el sistema comun de
tiempos.

El eje x es el conjunto de sucesos simultaneos que ocurren a ¢ = 0. Una paralela
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cualquiera al eje x (t = T') indica sucesos simultdneos que ocurren en otro instante
de tiempo T.

El eje t es el conjunto de sucesos que ocurren en el mismo lugar, z = 0. Cada paralela
al eje t (r = X) indica sucesos que ocurren en otro lugar X.

Elegiremos las escalas de modo que ¢ = 1. De este modo, longitudes y tiempos tienen
las mismas unidades (metros, por ejemplo). Asi, ¢ = 1 m es el tiempo que tarda la
luz en recorrer un metro segin O (un metro-luz).

Los rayos luminosos (lineas de universo de la luz) se representan por lineas inclinadas
45°, pues para ellos t = x 6 t = —z (segun la luz viaje de izquierda a derecha o de
derecha a izquierda, respectivamente), ya que hemos tomado ¢ = 1.

La linea de universo de un objeto que se mueva con velocidad uniforme v es una
linea recta (t = v/x) que forma un angulo ¢ = arctanv con el eje ¢. El signo es
positivo o negativo segiin se mueva de izquierda a derecha o de derecha a izquierda,
respectivamente. Veremos que el angulo ¢ en valor absoluto es siempre |¢| < 45°. Si

la linea de universo del objeto no es recta entonces el movimiento no es uniforme.

2.2.2. Observador en movimiento relativo: Transformacio-

nes de Lorentz

Hasta ahora hemos descrito las cosas tal y como las mediria un observador en
reposo respecto a la via. Veamos como dibujar el diagrama espacio-tiempo para otro
observador (', que se mueve uniformemente en un vagén a gran velocidad, v, segtin
el eje x. Seguimos tomando ¢ = 1. Hacemos coincidir, por simplicidad, el origen de
coordenadas de ambos obervadores.

El eje 2’ es el conjunto de sucesos simultaneos que ocurren a t' = 0, lo que es lo
mismo que la recta t = vx. Por tanto, forma un angulo ¢ = arctanv con el eje x.
El eje t’ es el conjunto de sucesos que ocurren en =’ = 0, lo que es lo mismo que la
recta t = %x Por tanto, forma el mismo angulo ¢ = arctanv, esta vez el eje t.

Las coordenadas espaciotemporales de un suceso, por ejemplo el suceso A de antes,
se hallan trazando paralelas a los ejes x e y, que ahora no seran perpendiculares
entre si (Fig. 2.2).
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Para O’, S
A ocurre en 0

este instante M b

%5 e

i
)
. Paral@j8
. A ocurre aqui

Figura 2.2: Diagrama espacio-tiempo para un observador mévil O’

2.2.3. El intervalo y la calibracién de los ejes

Figura 2.3: Calibrado de los ejes del observador O’

No todo es relativo al observador. Ya hemos visto que la velocidad de la luz
es la misma para cualquier observador. Ademas hay otra cantidad muy importante
que también es invariante. Se trata del intervalo entre dos sucesos, que cualquier
observador puede determinar facilmente a partir de sus medidas de la localizacion en
el espacio y en el tiempo de dos sucesos cualesquiera. Supongamos, por simplicidad,
que uno de los dos sucesos es el origen espaciotemporal, que lo tomamos coincidente
para dos observadores inerciales, O y O, y sean (z,t) y (2/,t') las coordenadas de

otro suceso A, segiin cada observador. Entonces se define el intervalo como
As® = (ct)? — 2*.

Es facil comprobar usando las transformaciones de Lorentz que esta igualdad se
cumple.

El intervalo nos ayuda a calibrar los ejes: las distancias entre las marcas de referencia
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de los ejes de cada observador no miden lo mismo (Fig. 2.3):
Para encontrar la relacién entre las marcas de los ejes temporales (recordemos que
tomamos ¢ = 1) basta mirar dénde cortan las hipérbolas t2z? = 1 al eje ¢/, dado por
t=1g.

v
Para los ejes espaciales hay que mirar dénde cortan las hipérbolas t?2% = 1 al eje x,

dado por t = vx.

2.3. Estructura

En esta seccion vamos a ver cual es y explicaremos la estructura de los vectores
en el espacio de Minkowski.
Por una parte tenemos que v es la velocidad, y z, vy, z son coordenadas cartesianas
en el espacio tridimensional, ¢ es la constante que representa el limite de velocidad

universal, ¢ es el tiempo y el vector de cuatro dimensiones
v=(ct,x,y,z) = (ct,r)

se clasifica segtn el signo de ¢*t*> — 2. Un vector es temporal si c*t*> > r?, espacial
si c’t® < r?, y nulo si ¢*t® = r?. Esto también puede expresarse en términos del
signo de la norma de v pero dependeria de la signatura. La clasificacion de cualquier
vector serd la misma en todos los sistemas de referencia que estan relacionados por
una transformacion de Lorentz debido a la invarianza del intervalo.

Por ejemplo, el conjunto de todos los vectores nulos en un evento del espacio de
Minkowski contituye el cono de luz de ese evento. Dado un vector temporal v, hay
una linea de velocidad constante asociada con él, representada por una linea recta
en un diagrama de Minkowski. Una vez que se elige una direccion de tiempo, los
vectores temporales y nulos se pueden descomponer atin mas en varias clases.

Para vectores temporales tenemos:

1. Vectores temporales dirigidos hacia el futuro cuya primer componente es posi-

tiva.

2. Vectores temporales dirigidos por el pasado cuya primer componente es nega-
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tiva.

Los vectores nulos los dividiremos en tres clases:

1. Vector cero, cuyas componentes en cualquier base son (0,0,0) (origen).

2. Vectores nulos dirigidos hacia el futuro cuya primer componente es positiva

(cono de luz superior).

3. Vectores nulos dirigidos al pasado cuya primer componente es negativa.

Junto con los vectores espaciales, hay 6 clases en total.

Una base ortonormal para el espacio de Minkowski consiste necesariamente en un
vector temporal y tres vectores unitarios. Si se desea trabajar con bases no orto-
normales, es posible tener otras combinaciones de vectores. Por ejemplo, uno puede
construir facilmente una base (no ortonormal) constituida completamente por vec-
tores nulos, llamada base nula.

Los campos vectoriales se denominan temporales, espaciales o nulos si los vectores

asociados son temporales, espaciales o nulos en cada punto donde se define el campo.

2.4. Propiedades de los vectores temporales

Los vectores temporales tienen especial importancia en la teoria de la relatividad,
ya que corresponden a eventos que son accesibles para el observador en (0,0,0,0) con
una velocidad menor que la de la luz. De mayor interés son los vectores temporales
que se dirigen de manera similar, es decir, todos en los conos hacia adelante o
hacia atras. Dichos vectores tienen varias propiedades que no comparten los vectores
espaciales. Estos surgen porque los conos temporales hacia adelante y hacia atras

son convexos, mientras que la regién similar espacial no es convexa.
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2.4.1. Producto Escalar

Definicién 2.1 FEI producto escalar de dos vectores temporales vy = (t1,x1,y1, 21)

Y Uz = (t2>372ay2722) €s

2
(ur,ug) = uy - ug = c“tyty — T1T2 — Y1Ya — 2122

Una propiedad importante es que el producto escalar de dos vectores temporales si-
milares es siempre positivo. Esto se puede ver a partir de la desigualdad de Cauchy
invertida. De ello se deduce que si el producto escalar de dos vectores es cero, al
menos uno de estos debe ser no temporal.

El producto escalar de dos vectores espaciales puede ser positivo o negativo, como
se puede ver al considerar el producto de dos vectores espaciales que tienen compo-

nentes espaciales ortogonales y tiempos de signos diferentes o iguales.

Utilizando esta propiedad de positividad de los vectores similares temporales,
es facil verificar que una suma lineal con coeficientes positivos de vectores similares
temporales también se dirija al mismo tiempo (la suma permanece dentro del cono

de luz debido a la convexidad).

2.4.2. Norma y desigualdad de Cauchy invertida

Definicién 2.2 La norma de un vector temporal u = (t,z,y,2) se define como

lull = \/(uyu) = \Je2t2 — a2 — 2 — 22

La desigualdad de Cauchy invertida es otra consecuencia de la convexidad de cual-
quier dominio de vectores temporales similares. Para dos vectores distintos tempo-

rales similares uq, us se tiene

(w1, ug) > |Jug]] - [luzll
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o algebraicamente,

2
Ctity — 19 — Y1Yo — 2129 > \/(CQt% — 23—y} — 23)(*3 — 23 — y3 — 23)

De esto se puede ver la propiedad de positividad del producto escalar.

2.4.3. Desigualdad del triangulo invertido

Para dos vectores temporales de direccion similar v y w, se cumple la desigualdad
[+ w|| = [l + [Jw],

donde la igualdad se tiene cuando dos vectores son linealmente dependientes.

La prueba utiliza la definicién algebraica con la desigualdad de Cauchy invertida:
lu+wl* = [Jull® + 2(u, w) + [Jw]|* = Jull* + 2[jul|Jwll + [Jw]* = (] + [w]])?

Si tomamos raices cuadradas a ambos lados de la desigualdad obtenemos la des-

igualdad buscada.

2.5. Estructura Matematica

A continuacién se supone que el espacio-tiempo esta dotado de un sistema de
coordenadas correspondiente a una referencia inercial. Esto proporciona un origen,
que es necesario para poder referirse al espacio-tiempo como modelo de un espa-
cio vectorial. No estd realmente motivado fisicamente por que un origen canénico
deberia existir. Uno puede tener menos estructura, la de un espacio afin, pero es-
to complicaria innecesariamente la discusion y no se reflejaria en el espacio-tiempo
plano.

Para una vision general, el espacio de Minkowski es un espacio vectorial real de 4
dimensiones equipado con una forma bilineal simétrica no degenerada en el espacio
tangente en cada punto del espacio tiempo, aqui simplemente llamado el producto

interno Minkowski, con signatura métrica (+ - - - ) o (- + + +). El espacio tangente
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en cada evento es un espacio vectorial de la misma dimension que el espacio-tiempo,

es decir, 4 dimensiones.

2.5.1. Vectores tangentes

En la préctica, no es necesario preocuparse por los espacios tangentes. La natura-
leza del espacio vectorial del espacio de Minkowski permite la identificacién canénica
de vectores en espacios tangentes en puntos (eventos) con vectores (puntos, eventos)
en el mismo espacio Minkowski. Estas identificaciones se realizan rutinariamente en

matematicas. Se pueden expresar formalmente en coordenadas cartesianas como

(2%, 2", 22, %) +— 2Oep|,+ater |, +aea|, +ades], > 20l tater| 1 Pe] 2 e,

con vectores base en los espacios tangentes definidos por

1
eulp = 51, © eo|p:(§), etc.

Aqui p y q son dos eventos y la ultima identificacién se conoce como transporte
paralelo. La primera identificacién es la identificaciéon canodnica de vectores en el
espacio tangente en cualquier punto con vectores en el mismo espacio. La aparicion
de vectores base en espacios tangentes como operadores diferenciales de primer or-
den se debe a esta identificacién. Esta motivado por la observacion de que un vector
tangente geométrico puede asociarse de manera individual con un operador derivada
direccional en el espacio de funciones. Esto se extiende a una definiciéon de vectores
tangentes multiples no necesariamente integrados en R”. Esta definiciéon de vectores
tangentes no es la tnica posible ya que por ejemplo también se pueden usar n-tuplas

ordinarias.

Definicién 2.3 Se puede definir un vector tangente en un punto p, en este caso
especializado para coordenadas cartesianas en referencias de Lorentz, como vectores
columna, v, 4 x 1, asociados a cada referencia de Lorentz relacionados por transfor-
maciones de Lorentz A de modo que el vector v en una referencia relacionada con

otra referencia por A se transforma de acuerdo con v — Av. FEsta es la misma
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forma en que se transforman las coordenadas ¥*. Fxplicitamente,

w v
't = Abz¥,

vt = AtyY,

Esta definicion es equivalente a la definicion dada anteriormente bajo un isomorfis-

mo candnico.

Para algunos propositos, es deseable identificar vectores tangentes en un punto p
con vectores de velocidad de desplazamiento en p, lo cual es admisible esencialmente

por la misma identificaciéon canonica.

2.5.2. Signatura de la métrica

La signatura métrica se refiere al signo del producto interno de Minkowski cuan-
do se le da una base de vectores espaciales y temporales como argumentos.
Veamos la manera de la eleccion de la signatura métrica:

En general, los matematicos y los relativistas generales prefieren los vectores es-
paciales para obtener un signo positivo, ( - + + +), mientras que los fisicos de
particulas tienden a preferir los vectores temporales para producir un signo positi-
vo, (+ - - -). Autores que cubren varias areas de la fisica, como Steven Weinberg
y Landau y Lipshitz ((- + + +) y (+ - - -) respectivamente) se adhieren a una
opcién independiente del tema. Los argumentos a favor para la primera convencion
anterior incluyen continuidad del caso euclidiano correspondiente al limite no rela-
tivista ¢ — oco. Los argumentos a favor de la tltima convencién incluyen que los
signos -, que de otro modo se encuentran en todas partes en la fisica de particulas,
desaparecen. Sin embargo, otros autores, especialmente de textos introductorios, no
eligen una signatura en absoluto, sino que optan por coordinar el espacio-tiempo de
manera que la coordenada del tiempo sea imaginaria. Esto elimina la necesidad de
la introduccion explicita de un tensor métrico, y no es necesario preocuparse por los
vectores covariantes y los vectores contravariantes que se describen mas adelante. En
cambio, el producto interno se efectiia mediante una extension directa del producto
escalar en R? a R? x C. Esto funciona en el espacio-tiempo plano de la relatividad

especial, pero no en el espacio-tiempo curvo de la relatividad general.
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2.5.3. Meétricas pseudo-euclidianas

Excepto para los vectores temporales, el producto interno de Minkowski no es
un producto interno, ya que no es definido positivo, es decir, la forma cuadratica
n(v,v) no necesita ser positiva para v. La condicién definida positiva ha sido re-
emplazada por la condicién mas débil de la no degeneracion. Se dice que la forma
bilineal es indefinida. La métrica de Minkowski n es el tensor métrico del espacio
de Minkowski. Es una métrica pseudo-euclidiana, o mas generalmente una métrica
pseudo-riemanniana constante en coordenadas cartesianas. Como tal, es una forma
bilineal simétrica no degenerada, un tensor de tipo (0,2). Acepta dos argumentos,
Uy, Vp, vectores en T,M, p € M, que es el espacio tangente de p en M. Debido a la
identificacion canénica mencionada anteriormente de 7,M con M, acepta los argu-
mentos u,v con vy v en M.

Como convencion de notacion, los vectores v en M, llamados 4-vectores, se denotan
en cursiva.
La definicién

u-v=mn(u,v)

produce una estructura similar a un producto interno en M llamado producto interno
de Minkowski, similar al producto interno euclidiano, pero describe una geometria
diferente. También se le llama el producto relativista. Si los dos argumentos son
iguales,

weu=n(u,u) = flul® = u?,

la cantidad resultante se llamara la norma Minkowski al cuadrado.
El producto interno de Minkowski satisface las siguientes propiedades:
1. Linealidad en el primer argumento:
n(au + v, w) = an(u, w) + n(v,w) ,YVu,v € M ,Va € R
2. Simetria: n(u,v) = n(v, u)
3. No degeneracion: n(u,v) =0,YVv € M = u =0

Las dos primeras condiciones implican bilinealidad. La diferencia entre un producto

pseudo-euclidiano y un producto interno propiamente dicho es que no se requiere
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que el primero sea definido positivo, es decir, se permite n(u,u) < 0.

La caracteristica mas importante del producto interno y la norma al cuadrado es que
estas son cantidades que no se ven afectadas por las transformaciones de Lorentz.
De hecho, se puede tomar como la propiedad definitoria de una transformacion de
Lorentz que preserve el producto interno. Este enfoque se toma de manera mas
general para todos los grupos clasicos definidos de esta manera en el grupo lineal
general. En nuestro caso, el grupo clasico O(3,1) (el grupo de Lorentz) esta formado
por las matrices que conservan el producto interior 7, que también se expresa como
una matriz, como se mostrara a continuacion.

Se dice que dos vectores v y w son ortogonales si n(v,w) = 0.

Un vector e se llama vector unitario si n(e,e) = £1. Una base para M formada por
vectores unitarios mutuamente ortogonales se denomina base ortonormal.

Para un sistema inercial dado, una base ortonormal en el espacio, se puede combi-
nar con un vector unitario temporal para formar una base ortonormal en el espacio
de Minkowski. El niimero de vectores unitarios positivos y negativos en cualquiera
de tales bases es un par fijo de ntimeros, igual a la signatura de la forma bilineal
asociada con el producto interno. Esta es la ley de inercia de Sylvester.

La métrica de Minkowski es una métrica pseudo-Riemanniana, mas especificamente.
El término métrica de Lorentz se reserva para el espacio-tiempo plano de 4 dimen-

siones con la ambigiiedad de la convencion de la signatura.

2.5.4. Métrica de Minkowski

Del segundo postulado de la relatividad especial, junto con la homogeneidad del
espacio-tiempo y la isotropia del espacio, se deduce que el intervalo espacio-tiempo

entre dos eventos arbitrarios llamados 1y 2 es:

Vet — 1) = (a1 = 22)* = (g1 — 1) — (21 — 22)°

La invarianza del intervalo bajo transformaciones coordinadas entre referencias iner-

ciales se deriva de la invarianza de

+[*t? — 2 — 1y — 2]
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siempre que las transformaciones sean lineales. Esta forma cuadrética se puede usar

para definir una forma bilineal
u-v = E[Ptity — T122 — Y1y2 — 212

a través de la identidad de polarizacion. Esta forma bilineal a su vez puede escribirse
como

u-v=u[nv

donde [n] es una matiz 4 x4 asociada con 7). La matriz se obtiene de la forma bilineal

explicita como

-1 0 0 0
S 1 00
010

0 01

usando

u-v=mn(u,v).

Para mayor precisién y presentacién mas corta, la signatura (- + + +) se adopta a
continuacion. Esta eleccion no tiene implicaciones fisicas. El grupo de simetria que
conserva la forma bilineal con una opcién de signatura es isomorfo con el grupo de
simetria que conserva la otra opcion de signatura. Esto significa que ambas opcio-
nes estan de acuerdo con los dos postulados de relatividad. Cambiar entre las dos

convenciones es sencillo, basta sustituir n por -n.

Formalismo de la métrica de Minkowski

El proposito actual es mostrar semi-rigurosamente como se puede aplicar formal-
mente la métrica de Minkowski a dos vectores y obtener un nimero real, es decir,

mostrar el papel de las diferenciales y como desaparecen en un calculo.

Veamos un enfoque formal de la métrica de Minkowski:
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Una version completa de la métrica de Minkowski en coordenadas como un campo

tensorial en el espacio-tiempo es de la forma
N dat @ dx” = n,,, dz"" © dx” = n,, dz" dx”

Vamos a dar una breve explicacién de como se obtiene esta version de la métrica de
Minkowski.

Las diferenciales de coordenas son campos de 1-formas. Se definen como la derivada
exterior de las funciones de coordenadas x*. Estas cantidades evaluadas en un punto
p proporcionan una base para el espacio cotangente en p. El producto tensorial
(denotado por el simbolo ®) produce un campo tensorial de tipo (0,2), es decir, el
tipo que toma dos vectores contravariantes como argumentos. En el lado derecho,
se ha tomado el producto simétrico (denotado por el simbolo ®). La igualdad se
mantiene ya que, por definiciéon, la métrica de Minkowski es simétrica. La notacion
en el extremo derecho también se usa a veces. Los vectores tangentes son, en este
formalismo, dados en términos de una base de operadores diferenciales de primer

orden,

0
@hﬁ
donde p es un evento. Este operador aplicado a una funcién f nos da la derivada
direccional de f en p en la direcciéon de aumentar z*. Proporcionan una base para
el espacio tangente en p. La derivada exterior df de una funcién f es un campo
de referencia, es decir, una asignacién de un vector cotangente a cada punto p de

manera que

df(X) = X f

para cada campo vectorial X. Un campo vectorial es una asignaciéon de un vector

tangente a cada punto p. En un sistema de coordenadas X se puede expresar en

cada punto p en la base dada por aiu p-
Aplicando esto con f=z"y X = agy, se obtiene
0 oxt
dx" = = 0.
oxVv ox?

Dado que esta relaciéon se mantiene en cada punto p, los covectores da*|, forman

una base para el espacio cotangente en cada p y las bases da'|, y 6%,\7, son duales
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entre si, es decir,

0
dm“lp <W|p> = o

en cada p. Ademads, uno tiene

a® f(a,b) = afa)(b)

para formas generales en un espacio tangente, «, 3, y vectores tangentes generales,
a,b.
Por lo tanto, cuando el tensor métrico recibe dos campos de vectores a, b, ambos
expresados en términos de la base de coordenadas de los campos de vectores, tenemos
el siguiente resultado

Nuwde! ® dz”(a,b) = n,a"'b”,

donde a*,b” son las funciones coeficientes de los campos vectoriales. La ecuacion
anterior se cumple en cada punto p, y se puede considerar para la métrica de Min-
kowski en p aplicada a dos vectores tangentes en p.

Tal y como hemos mencionado anteriormente, en un espacio vectorial, como el que
modela el espacio-tiempo de la relatividad especial, los vectores tangentes se pue-
den identificar canénicamente con vectores en el mismo espacio, y viceversa. Esto
significa que los espacios tangentes en cada punto se identifican canénicamente con
elementos del espacio vectorial. Esto nos explica como el lado derecho de la ecuaciéon
anterior puede emplearse directamente, sin tener en cuenta el punto del espacio-
tiempo.

Toda esta situacion cambia al pasar de la relatividad especial a la relatividad general.

Se tiene
g(p)w,dx“|pdx”|p(a, b) = g(?)uva#byv

donde g sigue siendo un tensor métrico pero ahora depende del punto p en el espacio-
tiempo y es una soluciéon de las ecuaciones de Einstein. Ademas a, b deben ser vec-

tores tangentes en el punto p y ya no se pueden mover libremente de punto.
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2.5.5. Base estandar

Definicién 2.4 Una base estandar para el espacio de Minkowski es un conjunto de

cuatro vectores mutuamente ortogonales { ey, ey, ea,e3} de modo que

—77(60760) = 77(61761) = 77(62, 62) = 77(63, 63) =L

Estas condiciones se pueden escribir de forma compacta usando

77<€w 6,,) = Nuv-

En relacion con una base estandar, tenemos que las componentes de un vector v se

escriben (v, v!,v% v3) donde la notacién de Einstein se usa para escribir

— b
v =1"¢e,.

La componente v° se denomina componente temporal de v, mientras que las otras
tres componentes se denominan componentes espaciales. Las componentes espaciales
de un 4-vector v se pueden identificar con un 3-vector v = (vy, vy, v3).

En términos de componentes, el producto interno de Minkowski entre dos vectores

v y w viene dado por

n(v,w) = uorw’ = "0’ + et + v*w? + v3w?

N(v,0) = v’ = =(0°) + (v1) + (%) + (v)%

En este caso se utilizo la reduccién de un indice con la métrica.

2.6. Generalizaciones

Una variedad lorentziana es una generalizacioon del espacio de Minkowski. El

nimero total de dimensiones espacio-tiempo no estd restringido a cuatro (2 o més)
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y una variedad Lorentziana no necesita ser plana, es decir, permite la curvatura.

Espacio generalizado de Minkowski

El espacio de Minkowski se refiere a una formulaciéon matematica en cuatro di-
mensiones. Sin embargo, las matematicas se pueden ampliar o simplificar facilmente
para crear un espacio de Minkowski generalizado analogo en cualquier cantidad de
dimensiones. Sin > 2, el espacio de Minkowski n-dimensional es un espacio vectorial
de dimensién real n en el que hay una métrica de signatura constante (n-1, 1) 6
(1,n-1). Estas generalizaciones se usan en teorfas donde se supone que el espacio-

tiempo tiene mas o menos de cuatro dimensiones.

Curvatura

Como un espacio-tiempo plano, las tres componentes espaciales del espacio-
tiempo de Minkowski siempre obedecen al Teorema de Pitagoras. El espacio de
Minkowski es una base adecuada para la relatividad especial, una buena descripcion
de los sistemas fisicos sobre distancias finitas en sistemas sin gravitacion significa-
tiva. Sin embargo, para tener en cuenta la gravedad, los fisicos utilizan la teoria
de la relatividad general, que se formula en las matemaéaticas de una geometria no
euclidiana. Cuando esta geometria se usa como modelo de espacio fisico, se conoce
como espacio curvo. Precisamente, la curvatura representa la gravedad.

Incluso en un espacio curvo, el espacio de Minkowski sigue siendo una buena descrip-
cién en una regiéon infinitesimal que rodea cualquier punto, para el cual el espacio
tangente a cualquier punto es un espacio de Minkowski de 4 dimensiones. Por lo
tanto, la estructura del espacio de Minkowski sigue siendo esencial en la descripcion

de la relatividad general.

Geometria

Es siginificado del término geometria para el espacio de Minkowski depende en

gran medida del contexto. El espacio de Minkowski no estd dotado de una geo-
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metria euclidiana, ni de ninguna de las geometrias riemannianas generalizadas con
curvatura intrinseca, las expuestas por los espacios modelo en geometria hiperboélica
(curvatura negativa) y la geometria modelada por la esfera (curvatura positiva). La
razén es la indefiniciéon de la métrica de Minkowski. El espacio de Minkowski no
es, en particular, un espacio métrico ni una variedad riemanniana con una métrica
riemanniana. Sin embargo, el espacio de Minkowski contiene subvariedades dotadas
de una métrica riemanniana que produce geometria hiperbélica.

Los espacios modelo de geometria hiperbdlica de baja dimension, digamos 2 o 3,
no pueden embeberse isométricamente en el espacio euclidiano con una dimension
més, es decir, R® o R?* respectivamente, con la métrica euclidiana y, lo que impide la
visualizacién facil. En comparacion, los espacios modelo con curvatura positiva son
solo esferas en el espacio euclidiano de una dimensién superior. Sin embargo, resulta
que estos espacios hiperbdlicos pueden embeberse isométricamente en espacios de
una dimensién mas cuando el espacio de inclusion estda dotado con la métrica de

Minkowski 7.

Podemos definir H}%(") C M"™™ como la ldmina superior del hiperboloide en el

espacio de Minkowski generalizado de dimension n+1, es decir
HE = {(ct,z', - ,a") € M": A% — (") — -+ — (2")% = R?, ¢t > O}

Esta es una de las hipersuperficies de transitividad del grupo generalizado de Lo-

rentz. La métrica inducida en esta subvariedad sera

siendo 7 la métrica de Minkowski, es una métrica riemanniana. Con esta métrica
H{™ es una variedad riemanniana.

Uno de los espacios modelo de la geometria riemanniana es el espacio hiperbdlico.
Es un espacio de curvatura negativa constante -1/R?. El 1 en el indice superior se
refiere a una enumeracion de los diferentes espacios modelo de geometria hiperbdlica,

y el n para su dimensién.






Capitulo 3

Operador de d’Alembert

En este capitulo introduciremos el operador de d’Alembert en el espacio de Min-
kowski, junto con la ecuacion de ondas para cuerdas vibrantes. Las principales re-
ferencias de este capitulo son [1] y [3]. El lector que quiera obtener una visién més

profunda sobre este operador puede consultar [4].

En relatividad especial, electromagnetismo y teoria de ondas, el operador de
d’Alembert (denotado por un recuadro O) también llamado d’Alembertiano, operador
de ondas u operador de caja, es el operador de Laplace del espacio de Minkowski. El
operador lleva el nombre del matematico y fisico francés Jean le Rond d’Alembert.

En el espacio de Minkowski, en coordenadas estandar (¢, x,y, z), tiene la forma

1 9 0? 0? 0? 1 02 1 9
O=0"9, =g"0,0, = — — —— 2> 2 2 _y2__"2_ _A
w=9 ooz otrr 0x2 Oyr 022 o2 c? Ot?
Aqui V? := A es el Laplaciano tridimensional y ¢g"” es la métrica inversa de Min-

kowski con

go=1,81 =02 =g9g33=—-1,8, =0para u#v

Tenemos que tener en cuenta que los indices de p y v varian de 0 a 3. Por lo tanto

hemos asumido unidades tales que la velocidad de la luz es ¢ = 1. (Algunos fisicos

37
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utilizan la signatura métrica negativa (- + + +) con goo = —1, g11 = g22 = g33 = 1).
Las transformaciones de Lorentz dejan la métrica de Minkowski invariante, por lo
que el d’Alembertiano produce un escalar de Lorentz. Las expresiones de coordena-
das anteriores siguen siendo validas para las coordenadas estandar en cada sistema

inercial.

Por otra parte, tenemos una gran variedad de notaciones para el d’Alembertiano.
El mas comun es el simbolo del cuadrado (O) cuyos cuatro lados representan las cua-

tro dimensiones del espacio-tiempo.

En el siguiente apartado vamos a ver un ejemplo de la resolucion de la ecuacion

de ondas para pequenas vibraciones.

3.1. Cuerda vibrante finita

Consideramos la ecuacién de ondas en una dimension para pequenas vibraciones,
2
Ocu(z,t) = Uy — Uy = 0, (3.1)

es decir, uy = c?u,, definida para —oo <z < ooyt > 0.

Este problema describe la propagacién de ondas transversales a lo largo de una
linea, la cual hacemos coincidir con el eje X. En este contexto u(z,t) representa la
desviacion del eje X de la cuerda (su altura) en el punto z al tiempo ¢, es decir,
u(z,t) describe el desplazamiento. La constante ¢ serd la magnitud de la velocidad
de propagacion de las ondas sobre la linea.

Para resolver esta ecuaciéon se puede llevar a cabo un cambio de variables indepen-

dientes

Si las introducimos en u(z,t) se obtiene u(u(z,t), n(z,t)). Ahora, usamos la regla
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de la cadena para derivar u respecto a x y a t. De esta forma obtenemos

Uy = Uy g + Uy Nz,

Up = Uy fly + Uy

Derivando nuevamente se tiene

Ugy = Upg + Uy hza + Uz N + UnNzzx,

Upt = Upefle + Uyl + UgeNe + Uy Nt

39

(3.2)

(3.3)

en donde las derivadas mixtas ., Une, Uuz, Uy deben calcularse usando la regla de

la cadena ya que u, y u, son funciones de (u(z,t),n(x,t)). Se obtiene
Upe = Uppfle + UpnTe,

Une = Unufbe + UnyNe,
Upt = Uppfbt + Upy Tt

Upt = Upp e + UppTt-
Si sustituimos (3.4) y (3.5) en (3.2) tenemos
Ugye = (uuu,ua: + u;u]ﬁx)ﬂx + Uy foe + (un,u,ux + unnnx)nx + UnNzz =

= uuuﬂ2($) T UMl + Upflaz + UppflaNz + Unn772 () + UpNee =
= Uuuﬂi + 2upp ey + urmng + Upfhaz + UpTlza,

(3.8)

donde hemos supuesto u de clase €. Andlogamente, sustituyendo (3.6) y (3.7) en

(3.3) obtenemos

Ut = (uuu,ut + ulmnt);ut + Uy prr + (un,u/lt + unnnt)nt + Uy =
= UWMQ(t) T Uy Me ot += Wy et = Uy fla e + unan(t) + Uy =
= uuuﬂ? + 2um7,ut77t + unnntz + Uy e + UnNyt-

(3.9)
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Veamos que, en particular, para una transformacion lineal de la forma
= Axr + Bt,

n = Cx + Dt,

con A, B,C, D constantes, se tiene

pe = A,
e = B,
Ne = C,
ne =D,

Hex = Pt = Nax = Nt = 07

de tal forma que en este caso las ecuaciones (3.8) y (3.9) se reducen a
Upy = AZUW +2ACuy,, + C'Qum,

Uy = By, + 2BDuyy, + D*u,y,,

Al sustituir éstas en la ecuacién de ondas original, uy — c*ug, = 0, se reduce a
(B? — *A*)u,, + 2(BD — AC)u,, + (D* — C?)u,, = 0. (3.10)

Notemos que una transformacion 1til es la que anula dos de los tres términos, de
lo contrario convierte el problema en otro del mismo o mayor grado de dificultad.
Analizando los sistemas de tres ecuaciones algebraicas asociados a los coeficientes
de wyy, Uy, ¥ Uy, en (3.10) se concluye que las tnicas transformaciones no singulares
que anulan los dos primeros (y andlogamente los dos ultimos) términos, en realidad
anulan los tres términos (con lo cual convierten la ecuacién en la identidad
0 = 0). Por otra parte, la transformacion que anula el primer y tercer términos debe
satisfacer B = +cA y D = £cC', de donde se sigue que va a ser no singular sélo si
B=cAyD=—-cC6B=—-cAy D =cC,con A,C # 0. Escogemos la segunda
opcion, esto es:

uw=A(x — ct), (3.11)

n=C(z+ct), (3.12)
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que si sustituimos en (3.10) obtenemos
—4c® ACuy, =0, (3.13)
o bien, observando que 4c?AC # 0, se tiene
Uy = 0. (3.14)
Si integramos parcialmente respecto a 1 se encuentra

u, = f(p),

con f una funcion escalar arbitraria. Ahora, integrando ésta parcialmente respecto
a i da
u(p,n) = /f(u) dp+ G(n),

donde G es otra funcién escalar arbitraria. Por lo tanto, la solucién general es

u(p,m) = F(u) + G(n),

donde F'y G son funciones escalares arbitrarias. En términos de las variables origi-

nales la solucién es
u(z,t) = F(x — ct) + G(z + ct) (3.15)

con F'y G funciones escalares arbitrarias.

Esta solucién tiene una interpretacion fisica interesante:
F(z — ct) representa una onda de forma que F'(z) se mueve a la derecha con veloci-
dad ¢ sin sufrir cambios. Andlogamente, G(x + ct) representa una onda de forma que
G(z) se mueve a la izquierda con velocidad ¢ e igualmente sin presentar cambios.
Para concluir vale la pena observar que la transformacion lineal que permitio resolver
este problema, dada por las ecuaciones (3.11) y (3.12), depende de los pardmetros
no nulos Ay C. Si A = C la dependencia es s6lo de uno, pero si A # C' la depen-

dencia es de dos. Si denotamos k1 = A,w; = cA, ks = C' v wy = cC, entonces las



42 CAPITULO 3. OPERADOR DE D’ALEMBERT
tranformaciones lineales (3.11) y (3.12) se escriben como

w=kix —wt,
N = kox + wot,

donde wq,ws, ki, ke > 0. Si sustituimos estas variables en la solucién general que

obtuvimos anteriormente de la ecuacién de ondas unidimensionas es
u(z,t) = F(kix — wit) + G(kax + wot)

con F'y G funciones escalares arbitrarias. Los nuevos parametros son llamados
nimero de onda (k) y diferencia angular (w), y su relacién (w = ck) es llamada

relacion de dispersion para las ondas descritas por la ecuacion (3.1).
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