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Problemas de optimizacion en redes

Neste esencial imos facer un pequeno percorrido polas ver-
sions mais sinxelas dalguns dos problemas cldsicos de opti-
mizacion en redes. Debido a que gran cantidade dos asuntos
que nos rodean se organizan en redes, esta clase de proble-
mas ten infinidade de aplicaciéns, entre outras, as seguintes:

e desefio de rutas de vehiculos ou de autoestradas, que
minimicen a distancia entre dous vértices dados,

e 0 desefio de redes de comunicacidons, coma o trazado
de redes de fibra dptica de maneira que se cubran os
vértices da maneira mdis econdmica posible,

e determinar a cantidade maxima de enerxia que se pode
enviar a través dunha rede eléctrica.

Matematicamente, para a modelizacion deste tipo de situa-
cions é preciso introducir o concepto de grafo. Un grafo
gueda determinado por un conxunto de vértices ou nodos,
gue denotaremos por N, que estan conectados mediante
0s arcos ou arestas (no caso de grafos non dirixidos) ou
as conexioéns (no caso de seren dirixidos) no conxunto M.
Neste contexto, denominase fluxo a calquera ben que cir-
cule polas conexions ou arcos do grafo.

A historia da teoria de Grafos: desde o problema das pontes de Kénigsberg ata a intelixencia artificial

Historicamente, a orixe remoéntase a 1736, ano no
gue Euler publicou un artigo no que resolvia o pro-
blema das pontes de Kénigsberg (a actual Kalinin-
grado).

Esta cidade tifia duas illas e sete pontes sobre
o rio Pregel e o problema era atopar un camifio
gue empezase nun punto calquera e retornase ao
mesmo punto pasando unha Unica vez por cada
unha das sete pontes. Euler foi quen de probar que
non habia camifio ningln con esas propiedades.

De feito, probou que, dado un grafo calquera, o
anterior problema ten solucién se e sé se o nimero
de arcos que inciden en cada nodo é par.

Desde entdn, os grafos e as sUas aplicacions sus-
citaron o interese de moitos matematicos. Sirvan
como exemplo Konig ou Egervary, da escola de
matematicos hdngaros, que se aplicaron ao estudo
dos grafos bipartitos, ou Kuhn, que propuxo un
algoritmo que resolve os problemas de asignacién
que veremos madis adiante. Actualmente, na era
da intelixencia artificial, o desefio de heuristicas e
metaheuristicas é un campo de grande interese,
onde o problema do axente viaxeiro, que presen-
tamos na ultima seccién do esencial, é un continuo
referente e fonte de ideas.

Pontes sobre o rio Pregel, Konig e Egervdry

Para a resolucién desta clase de problemas, cabe destacar
que se poden modelar coma un problema de programa-
cion lineal (enteira ou non). Este feito permite a resolucién
destes problemas mediante algoritmos xerais de progra-
macion lineal e enteira, como o simplex ou ramificacion
e acotacion. Adicionalmente, a estrutura de rede subxa-
cente permite definir algoritmos especificos e altamente
competitivos desde un punto de vista computacional.

No que segue abordaremos diferentes situacions cldsicas
no contexto dos problemas de optimizacion en redes. Ade-
mais de modelizalos matematicamente, ilustrarémolos
mediante exemplos reais e presentaremos recursos para a
sua resolucién mediante o emprego do software R.




1. O problema de fluxo en redes a custo minimo

Nesta seccidn estudarase o problema de fluxo en redes
con custo minimo. Este consiste en determinar o fluxo que
pasara por cada arco de maneira que o custo asociado sexa
minimo e que se cumpran as restriciéns de conservacion
de fluxo e as impostas polas capacidades.

Cabe dicir que este é un problema moi xeral, de tal forma
gue os problemas que imos ver nas catro secciones seguin-
tes son casos especiais.

Sexa G=(N,M) o grafo subxacente & rede. Denotamos por
M, ao conxunto de conexions que se orixinan no nodo i e
por M, ao conxunto de ligazdns que se rematan no nodo i.
Desta forma, o problema de fluxo en redes a custo minimo
admite a seguinte formulacioén.
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onde B € a cofiecida matriz de incidencia, que permite
representar matricialmente o grafo G, e que queda defi-
nida por b =1, se i é o nodo inicial de f, b,=-1, se i € o nodo
final defk e 0, noutro caso. Ademais, ¢ = (ck) ;. e )y denota
o vector de costes asociado a cada arco.

A funcion obxectivo € o custo que supon o fluxo dos f,. Por
outro lado, a primeira lista de restriciéns son as restricidns
de conservacion de fluxo, unha por nodo. Estas indican que
todo os fluxos que entran polas conexidns incidentes nun
nodo, saen polas conexidns que se orixinan nel. Por cada
conexion k, temos duas restricions de capacidade, unha para
as cotas superiores, u,, e outra para as cotas inferiores, lk.

mLEemplo

O grafo asociado 4s principais ruas dunha cidade mds-
trase a continuacién, indicando para cada conexién o
numero maximo de vehiculos permitidos. Cada hora,
uns 900 vehiculos cruzan a cidade dende o nodo 1 ao 6.

400

600

600

En primeiro lugar, introducimos en (R os elementos
gue definen o problema. Cabe destacar que, por como-

> nnodes<-6; nedges<-10

> costes<-c (10, 50, 70, 30, 30, 30, 60,

Se o tempo en atravesar cada conexion se mostra na
seguinte taboa, buscase minimizar o tempo total requi-
rido polos 900 vehiculos para cruzar a cidade.

Arco Tempo

(1,2) 10

(1,3) 50

(2,5) 70

(2,4) 30

(5,6) 30

(4,5) 30

(4,6) 60

(3,5) 60

(3,4) 10

didade, introduciuse a conexion artificial (6-1) con custo
0 e capacidade minima e maxima de 900 vehiculos.

60, 10, 0)
>>>
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> upper bound = ¢ (800, 600, 100, 600,
> lower bound = c(rep(0,9),900)

> from = ¢(1, 1, 2, 2, 5, 4, 4, 3, 3,
> to = c¢(2, 3, 5, 4, 6, 5, 6, 5, 4, 1)

> for

Para a resolucion do problema de fluxo maximo a custo
minimo asociado, usamos a libraria 1pSolve do sof-

> library (lpSolve)
> pfcm<- make.lp(nnodes, nedges)

> set.objfn(pfcm,costes)

> solve (pfcm)

[1] O

> get.objective (pfcm)
[1] 95000

> get.variables (pfcm)

[1] 700 200 100 600 500 400 400 0 200

A vista da solucidn obtida, os 900 vehiculos tardaran
uns 95 000 minutos ao seguir a distribucién de fluxos de
vehiculos que se indica: 700 vehiculos, entre os nodos 1

> B<-matrix (0,ncol=nedges,nrow=nnodes)

600, 600, 400, 400, 300, 900)

(J in l:nedges) {B[from[j],J]<-1;B[to[7],]J1<--1}

tware (), tratdandoo como un problema de programa-
cion lineal basico.

B(3,1,7=", 0)}

> for (j in l:nnodes) {add.constraint (pfcm,
> set.bounds (pfcm, lower = lower bound)
> set.bounds (pfcm, upper = upper bound)

900

e 2;200,entreoleo3;100, entreo 2eob5; 600, entre
02e04;500,entreo5e06;400entreod4e5eo4de
6;0,entreo3eo05;e200entreo3eod.

2. O problema de fluxo maximo

Nesta seccion estudarase o problema de fluxo maximo.
Este consiste en maximizar o fluxo que pasara entre dous
nodos prefixados da rede cando as conexions tefien limi-
tada a sUa capacidade.

Dendtase por F ese fluxo maximo a determinar e supofie-
remos, sen perda de xeneralidade, que queremos enviar
fluxo do nodo 1 (nodo fonte) ao nodo n (nodo sumidoiro).

F
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Supofiamos que queremos organizar o envio de camidns
entre Santiago de Compostela (s) e Tui (t) e a capacidade
de cada conexidn no seguinte grafo asociado, repre-

senta o nimero de camidns que poden ir pola estrada
que representan cada hora.

Santiago

Para a resolucién do problema de fluxo maximo aso-
ciado, usamos a libraria igraph do software R.

c(4,6,20),c(5,6,4))

> colnames (E) <- c(“from”, “to”,

> max flow(g, source=V(qg)I[1l],
[1] 23
> max flow(g,

[1] 12 11 0 12 0 11 7 19 4

source=V(g) [1],

Unha vez resolto, sabemos que o fluxo maximo que
soporta a rede é de 23 camiodns a vez, con 12 camions na

>E<-rbind(c(1,2,16),c(1,3,13),c(3,2,4),c(2,4,12),c(4,3,9),c(3,5,14),c(5,4,7),
“capacity”)
> g <- graph from data frame (as.data.frame (E))

target=V(g) [6]) Svalue

target=V(g) [6])Sflow

En E, gardase a informacion relativa ds conexidns (nodo
de orixe, de destino e de capacidade).

conexién 1-2; 11, na conexién 1-3; 12, na conexion 2-4;
11, na conexién 3-5; 7, na 5-4; 19, na 4-6; e 4 na 5-6.

3. O problema do transporte

Nesta seccion estudarase o problema do transporte. Para
a sUa definicion formal introducimos a seguinte notacién.
Dado un grafo dirixido G = (N, M), dise que G é un grafo
bipartito se o conxunto de nodos se pode dividir en dous
subconxuntos N, e N, tales que todos os arcos se orixinan
en N, e rematan en N,. Nun problema do transporte, cada
nodo i de N, chamase nodo de subministracion e tera aso-
ciada unha capacidade s, > 0 e cada nodo j de N, chamase
nodo de demanda e tera asociada unha demanda a’J > 0.
Cada arco k = (i, j) representa unha canle de distribucion
cun custo asociado c,.

Sexa G = (N, M) un grafo bipartito con nodos de submi-
nistracion e demanda dados por N, e N, respectivamente.
Dado un vector de custos ¢ e vectores de demandas s e d,
o problema do transporte consiste en usar os puntos de
subministracién para satisfacer todas as demandas a custo
minimo.

O problema de programacion lineal que o modela admite
a seguinte formulacién.

C
ZkeM kfk
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Para que o problema tefia soluciéon, as demandas non
poderdn exceder as subministraciéns, é dicir, debe cum-
prirse que Zl_ele,. szedej' Tipicamente, no problema do
transporte temos que os nodos de N, representan alma-
céns e os nodos en N, tendas ou clientes. A primeira res-
tricion indica que do elemento i de N, poden sair, como
moito, s, unidades. A segunda restricion dinos que a cada
elemento j de N, deben chegar a’J unidades.



Supoiilamos que unha empresa produtora de barras de
pan ten dous almacéns, Al e A2, desde os que debe
enviar pan a tres panadarias, P1, P2 e P3. As ofertas e as
demandas (en unidades de barras de pan) e os custos

library (lpSolve)

row.signs<-rep (“=",2)
row.rhs<-c (2000, 2500)
col.signs<-rep (“=", 3)
col.rhs<-c(1500,2000,1000)

vV V V V V V

lp.transport (costes,
[1] 2950

\\minl/,

> lp.transport (costes,
(11 [,21 [,3]
[1,] 1500 0 500
[2,] 0 2000 500

\\minll ,

2 000 unidades a P2 e 500 a P3.

row.signs, row.rhs,

row.signs,

de envio danse no seguinte grafo. Se identificamos cada
arco k co par (i), onde i€ {1,2} e Jj 6{1,2,3} o pro-
blema do transporte neste caso ten un grafo como segue:

A continuacién, resolvemos o problema de asignacidn que resulta usando a libraria 1pSolve no software R.

costes<-matrix(c(8,6,10,10,4,9),nrow=2,byrow=T)

col.signs, col.rhs)S$Sobjval

row.rhs, col.signs, col.rhs)S$solution

A solucién éptima indicanos que do almacén Al saen 1 500 unidades & panadaria P1 e 500 & P3, e do almacén A2,

4. O problema de asignacion

Nesta seccién estudarase o problema de asignacién, que
pode verse coma un caso particular do problema do trans-
porte. Novamente, consideramos un grafo bipartito no
que N, e N, tefien o mesmo numero de elementos e as
demandas son unitarias (|N,| = | N, s =d = (1, ..., 1)).
Cada arco k € M ten un custo asociado c,.

Sexa G = (N, M) un grafo bipartito, particionado a tra-
vés dos conxuntos N, e N,. Dado un vector de custos c,
o problema de asignacidn consiste en emparellar, a custo
minimo cada elemento de N, cun Unico elemento de N,.

Para a sua modelizacién, consideramos o seguinte pro-
blema de programacion lineal e enteira con variables
binarias.

ZkeMc"f"
Zk% fi=LieN,

ZkeMTj'f}c - l"] € N2

minimizar
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O primeiro grupo de restriciéns indica que cada elemento
de N, ten que ser asignado exactamente a un elemento
de N,. O segundo grupo de restricions dinos que cada ele-
mento de N, ten que ser asignado a un unico elemento de
N,. Por ser un caso particular do problema del transporte,
a restricién de que os fluxos han de ser binarios podera
substituirse por unha condicidn de non negatividade.




Supofiamos que catro contratistas concursan para
conseguir a construcién de catro edificios, de maneira
que cada edificio debe ser asignado a un un Unico con-
tratista. O tempo que cada contratista precisa para
construir cada edificio vén dado na seguinte tdboa. O
problema de asignacion busca aquela asignacion que
minimiza a suma total do tempo empregado na cons-
trucién dos catro edificios.

> library(lpSolve)

> Tempos<-matrix (c (58,48, 54, 66, 70,
> lp.assign (Tempos)

Success: the objective function 219
> lp.assign (Tempos) $solution

(11 [,21 [,3]

[1,] 010

[2,] 1 0O

[3,17 001
E dicir, ao contratista C1 foille asignado o edificio E2

(x,,=1), ao C2, o E1 (x,,=I) e ao C3 o0 E3 (x,,=/), cun
custo asociado de 219.

El E2 E3
C1 58 48 54
C2 66 70 78
c3 106 104 95

A continuacion, resolvemos o problema de asignacién
que resulta usando a libraria 1pSolve no software “R.

78, 106, 104, 95), nrow=3, byrow=TRUE)

5. O problema do camiiio mais curto

O problema do camiifio mais curto é un grafo dirixido
G = (N, M) con custos ¢ € R" sobre o que atopar o camifio
de menor custo do nodo 1 ao nodo n de G. O custo dun
camifio é a suma dos custos dos arcos que o forman.

A funcion obxectivo € o custo que supén o fluxo dos f,. Por
outro lado, a primeira lista de restricidns son as restricions
de conservacién de fluxo, unha por nodo.

I c
minimizar ZkeM Si
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fi<LkeM
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Retomando o exemplo da Seccién I, queremos saber Arco Tempo
cal é o camifio que menos tempo require para cruzar a
cidade, é dicir, cal é o camifio entre o nodo 1 e o nodo (1,2) 10
(1,3) 50
(2,5) 70
(2,4) 30
(5,6) 30
(4,5) 30
(4,6) 60
(3,5) 60
(3,4) 10

>>>
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Para determinar o camifio mais curto facemos uso do paquete igraph de R

> library (igraph)

> nodes <- data.frame(id = c(1:6))
> edges <- data.frame(from = c(1, 1, 2, 2, 5, 4, 4, 3, 3),
to = c(2, 3, 5, 4, 6, 5, 6, 5, 4),
lower bound = O,
upper bound = 1,
time = ¢(10, 50, 70, 30, 30, 30, 60, 60, 10))

> g <- graph from data frame(d =

[[1]]
+ 4/6 vertices,

[1] 1 2 4 6

named, from 1768974:

nodos 2 e 4.

edges,directed =

> shortest paths (g, from=V(g) [1],to=V(g) [6])

Do resultado que se proporciona, o camifio entre os nodos 1 e 6 que menos tempo require é o que pasa polos

TRUE, vertices = nodes)

6. O problema da arbore de expansion minima

Para a definicién do problema da arbore de expansion
minima (en inglés, minimum spanning tree, abreviada-
mente MST), partese dun grafo non dirixido no que os
distintos arcos tefien asignado un custo. Este problema

consiste en seleccionar un conxunto de arcos, que consti-
tua unha arbore, que involucre a todos os nodos do grafo
e cuxo custo sexa minimo. O problema de programacién
lineal que o modela admite a seguinte formulacién.

N c
minimizar ZkeM Wi

suxeito a Zkerk =n-1
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Para cada arco temos que elixir se o introducimos na
arbore ou non, o que dd lugar a un problema de programa-
cion enteira con variables binarias. A funcidon de custo é a
habitual e estda encamifiada a minimizar os custos de cone-
xion. O numero de arcos é exactamente n-1 e ningun sub-
conxunto de N estard conectado mediante tantas arestas

como nodos ten o conxunto e desta forma asegurdmonos
gue non habera ciclos. Grazas a estas restriciéns a estru-
tura final serd unha arbore. Ainda que este é un problema
altamente combinatorio a sua estrutura permite resolvelo
mediante algoritmos moi rapidos.




g emplo

Coa idea de mellorar a velocidade das conexiéns a
internet desde os distintos edificios do campus, a Uni-
versidade de Santiago de Compostela decidiu redobrar
o cableado de fibra dptica. Para iso, quere conectar un
novo cableado de ultima xeracion que, para ser efec-
tivo, deberda conectar entre si a todos os 5 edificios do
campus. Doutra banda, dada a delicada situacién eco-
ndémica que atravesa a institucion, non quere gastar

>library (igraph)

Observando os datos introducidos en @, vemos que é
posible conectar entre si directamente calquera par de
edificios, a diferentes custos. A solucién éptima reside

>g <- make graph(edges = c¢(1,2, 1,3, 1,4, 1,5, 2,3, 2,4,

2,5, 3,4, 3,5, 4,5), n=5, directed = FALSE) ,
>distancias<-c (42, 98, 37, 106, 61, 30, 64, o1, 10, 71)

>mst (g, weights=distancias, algorithm=NULL) é

[1] 1--4 2--4 3--4 3-5 / \‘
>g <- make graph(c(1,4, 2,4, 3,4, 3,5), n =5, directed= Q

FALSE) %>% ‘/

>set edge attr(“color”, value = “red”)

>plot (g, vertex.size=40, vertex.label.cex=3)

mais do necesario na nova instalacion. O custo de ins-
talar o novo cableado entre calquera par de edificios é
proporcional & distancia entre eles.

Usando o software @, cargamos a libraria igraph,
introducimos as conexidns que compoiien o grafo e as dis-
tancias de cada conexion. Co comando mst () obtemos
a solucién do problema que tamén podemos visualizar.

Arbore de
expansion minima

en conectar ao edificio 4, os edificios 1, 2 e 3 e conectar
tamén a este ultimo o edificio 5.

Como mostra dun algoritmo especifico para resolver pro-
blemas de optimizacidon en redes presentamos, pola sua
sinxeleza, o algoritmo de Prim que resolve o problema da

Algoritmo de Prim

arbore de expansion minima. Este algoritmo aplicado ao
exemplo anterior proporciona unha solucién idéntica a
brindada por R

Paso 1. Eliximos un nodo arbitrario i e definimos o conxunto X={i}.

Paso 2. Buscamos un nodo de N\X de entre os mais préximos a X, sexa este nodo ;.
Engadese o nodoj a X.
Engadese 4 drbore o arco que une j a X'a minimo custo.

Repitese o PASO 2 mentres que X sexa distinto de V.

7. O problema de emparellamento de maxima cardinalidade

No problema de emparellamento de maxima cardina-
lidade (maximal matching en inglés) buscase un empa-
rellamento dous a dous dos nodos dun grafo bipartito
non dirixido, por medio de arestas que non teflan nodos
en comun e conseguindo emparellar o maior numero
de nodos. Este problema pddese transformar nun de
fluxo maximo ou resolverse directamente por medio dun
modelo de programacion enteira binaria. O modelo mds-
trase a continuacién:

maximizar Zkerk

Z f.<lLieN
keM , iek

fi€{0,1}

suxeito a

Para cada arco temos que elixir se o introducimos no cion obxectivo esta encamifiada a maximizar o numero

emparellamento ou non, o que da lugar a un problema
de programacion enteira con variables binarias. A fun-

de nodos emparellados e as restriciéns impiden que cada
nodo forme parte de mais dun arco do emparellamento.



g emplo

Exemplo. Unha compafiia que manufactura altofalan-
tes estéreo debe asociar 10 altofalantes individuais en
parellas antes de poder vendelos como un pack. O fun-
cionamento dos altofalantes depende da sua resposta
de frecuencia. A compaiiia detectou sete posibles pare-
llas por mor de garantir unha pequena diferenza entre
as respostas dos dous altofalantes do pack a certas fre-
cuencias. Deséxase seleccionar as parellas de altofalan-

>library (igraph)

#arco 7: (5:10)
altofalantes<- make.lp (3, 7)

set.objfn(altofalantes,c(1,1,1

set.row(altofalantes,1,c(1,1,0

set.row(altofalantes,2,c(0,0,0

(0,0,0

1))

14 14 14

~

’

~
~

o o
<
o o
<
o

~

~

set.row(altofalantes, 3, c
set.rhs(altofalantes,c (1,1,

14 14 14

VVVVVVYVVYVVVYVYVYVYVYV+

“binary”)

> solve(altofalantes)

[1]1 O

> get.variables (altofalantes)
[11 01 1 01 01

Como vemos na solucién proporcionada por (), pofie-
rianse a venda 4 packs cos altofalantes 2 e 6,3 e 7,4

> g <- make graph(c(l,6, 2,6, 3,7, 4,8,
4,10, 5,10), n = 10, directed=
+ FALSE) %>%

set edge attr(“color”, value = “red”)

plot (g, vertex.size=40, vertex.label.cex=3)
library (lpSolveAPI)

#arco 1: (1:6)

farco 2: (2:6)

#arco 3: (3:7)

#arco 4: (4:8)

#arco 5: (4:9)

#arco 6: (4:10)

~ N 0~
o= O

~

set.constr.type (altofalantes, rep (“'<=",3))
> set.type(altofalantes,c(1,2,3,4,5,6,7),

> lp.control (altofalantes, sense="max")

tes de modo que se maximice o numero deles que se
pofen & venda.

Coa libraria igraph de @ debuxamos o grafo cos 10
nodos (altofalantes) e os sete arcos (posibles parellas de
calidade). Como cada altofalantes s6 pode entrar nun
pack coa libraria 1pSolveAPI obtemos o emparella-
mento de maxima cardinalidade.

Grafo de posibles parellas
de altofalantes

4191

—_ — — ~—
—_ — — ~—

e9e5e10e osaltofalantes 1 e 8 non serian seleccio-
nados.

O problema de emparellamento pddese ver como unha
xeneralizacién do problema de asignacion onde o grafo
subxacente non é bipartito. Ademais esta relacionado con
outros problemas. Un deles e con moitas aplicacions é o
de cobertura de vértices que consiste en determinar un
conxunto de nodos que inclua, polo menos, un extremo de
cada aresta do grafo. Unha cobertura minima de vértices é
un tal que ningun outro tefla menos vértices. Para o caso
dun grafo bipartito, debemos a Kénig o seguinte resultado.

Teorema

Hai moitas demostracidns deste teorema e unha fai uso
do problema do fluxo maximo. No exemplo anterior é facil
ver que unha cobertura de vértices minima é {3, 4, 5, 6}.
Existen outras variantes do problema de emparellamento
e todas elas contan con interesantes aplicacidéns practicas
ademais de que algunhas delas constitien unha etapa
dentro de algoritmos que resolven outros problemas mais
complexos, como o que presentamos a continuacion.

En calquera grafo bipartito, o nimero de arestas nun emparellamento méaximo é igual ao nimero de vértices nunha

cobertura de vértices minima.



8. O problema do axente viaxeiro

Nesta seccidon abdrdase o problema do axente viaxeiro.
Para iso, introducimos algins conceptos necesarios. Un
circuito hamiltoniano nun grafo G é unha secuencia de
vértices na que sé o primeiro e o Ultimo coinciden e que
contén a todos os vértices de G. Un grafo que contén a un
circuito hamiltoniano chamase grafo hamiltoniano.

O problema do axente viaxeiro (en inglés, traveling sales-
man problema ou TSP) consiste en determinar un circuito
hamiltoniano en G que minimice o tempo que se tarda en
percorrelo. Na practica, o axente viaxeiro ten que visitar
todos os nodos (as cidades) e quere tardar o menor tempo
posible sen repetir cidades.

O problema de programacion lineal que o modela admite
a formulacidn da dereita.

Buscase minimizar o fluxo na rede, de tal maneira que se
satisfaga a conservacion de fluxo. Isto é, se o axente visita

minimizar ZkEMCkfk
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unha cidade, este debe sair e non volver visitala. A terceira
das restricidns permite evitar a formacion de subciclos.

A diferenza dos problemas das secciéns anteriores, o pro-
blema do axente viaxeiro é ben cofiecido pola dificultade
da sua resolucion a pesar da sinxeleza da stia formulacion.

Sexa G o grafo que se mostra a continuacion e que des-
cribe un problema do axente viaxeiro, en termos das
posibles arestas e os seus custos asociados. O noso
axente conduce o camién dunha cooperativa agricola
galega e debe visitar as cidades nas que vende os pro-
dutos da cooperativa. Asi debe visitar 4 cidades a custo
minimo, de forma que visite todas as cidades sen repe-
tir ningunha e volvendo ao punto do que partiu.

A continuacién, resolvemos o problema do axente
viaxeiro que resulta usando a libraria TSP no software
(R.en primeiro lugar, construimos a matriz de distan-
cias entre os nodos, facendo que esta resulte simétrica

costes<-c(3,2,4,3,7)
from = c(1, 2, 2, 3,
to = c(2, 3, 4, 4, 3)
M<-matrix (Inf,ncol=4,nrow=4)
for (j in 1:5){
M[from[j],to[]j]l]<-costes[]]
M[to[J],from[]j]]<-costes[]]
}

1)

+ + + V V V V V

Para obter a solucidn, facemos uso da funcién TSP () .
> library (TSP)

> tps=TSP (M)

> axente=solve TSP (tps,”two_opt”)

> names (axente)

[1] \\2// \\1// \\3// \\4//

> axente

object of class ‘TOUR’
result of method ‘two opt’
tour length: 17

for 4 cities

(é dicir que a distancia entre i e j sexa a mesma que
entre j e 7). Dado que a conexién (1-4) non existe, asig-
namoslle un custo infinito.

>>>
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Pddese comprobar que o axente, se comeza na segunda
cidade, debe volver & primeira, para despois visitar a
terceira e a cuarta respectivamente.

A libraria ten implementados diversos algoritmos de
resolucidon. A continuacién resolvemos o exemplo

> names (axente)

[1] W37 247 w27 w17

> tour lenght (axente)

> axente

object of class ‘TOUR'

result of method ‘cheapest insertion’
tour length: 17

Cabe dicir que na actualidade non se conseguiron resol-
ver de maneira exacta problemas do axente viaxeiro
con mais de 86 000 cidades. Os algoritmos aproxima-
dos e, sobre todo, os heuristicos son os mais utilizados

> axente=solve TSP (tps,”cheapest insertion”)

usando un algoritmo de insercién no canto do 2-opt.
O custo total do circuito € o mesmo coas duas solu-
cioéns: 17.

for 4 cities

e as suas variantes, incluindo os denominados xeneri-
camente problemas de rutas de vehiculos de grande
importancia na organizacidon industrial. Finalizamos
cunha interesante recension histérica do problema do
axente viaxeiro.

na practica para resolver o problema do axente viaxeiro

A primeira referencia cofiecida ao problema do axente
viaxeiro atdépase no manual Der Handlungsreisende - wie er
sein soll und was er zu thun hat, um Auftraege zu erhalten
und eines gluecklichen Erfolgs in seinen Geschaeften gewiss
zu sein - Von einem alten Commis-Voyageur, publicado en
1832. Este manual non contén un tratamento matematico
do TSP, pero si unha descricion precisa do problema. Nun
artigo de Schrijver, preséntase un exemplo dun TSP de 45
cidades do manual alten Commis-Voyageur.

As cidades alemds aparecen de novo na solucién récord do
TSP de Groetschel para un caso de 120 cidades en 1977 e
en 2001 Applegate, Bixby, Chvatal, and Cook atopan unha
viaxe 6ptima para 15 112 cidades de Alemafia.

Na figura presentamos as tres viaxes alemas. O percorrido
do alten Commis-Voyageur aparece en verde, o de Groets-
chel en azul e o das 15 112 cidades en vermello.

Conclusions

Os grafos constitien unha poderosa ferramenta que unida
as técnicas de investigacion operativa serve de apoio a
toma de decisidéns en moitos problemas que aparecen na
vida real e suscita multitude de problemas matematicos de
grande interese. Hai outros problemas que non se tratan
aqui como o chamado da mochila, coloreado de grafos...

Contamos ademais con ferramentas informaticas de libre
acceso que poden facilitar a representacion e resolucién
destes problemas. Para profundar e ampliar os contidos
aqui presentados pddese facer uso de bibliografia como a
gue citamos mais abaixo.
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