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PRÓLOGO

Presentamos al público este libro poseídos del natu­
ral temor que debe acompañar á quien, por primera vez, 
somete los humildes y quizá no sazonados frutos de su 
trabajo al examen y censurado los hombres de ciencia; 
temor que se convierte en duda y desaliento al conside­
rarlas múltiples condiciones que debe reunir un tratado 
elemental de Matemáticas, y la dificultad de satisfacer­
las, aun para inteligencias más altas y mejor cultivadas 
que la nuestra.

Tanto influyen en nuestro ánimo dichos sentimien­
tos, que después de escrita esta obra, colección en 
su origen de apuntes y notas sueltas, sacadas muchas 
de los mejores autores y resultado algunas de nuestras 
largas meditaciones, acaso hubiera permanecido inédita 
mucho tiempo, á no obligarnos á su pronta publicación 
la apremiante necesidad de conciliar las doctrinas del 
libro elegido para texto con nuestras explicaciones, sin 
recurrir al penoso y casi estéril trabajo de modificarlo, 
ya ampliándolo, ya reduciéndolo, ya hasta cambiando 
su propio carácter, por medio de apuntes, que pocos 
alumnos redactan con exactitud y los menos consultan 
con fruto.

Esta necesidad, sentida á cada curso, y el deseo 
de facilitar á nuestros discípulos el estudio de las Mate' 



míticas, son los móviles que nos impulsan á publicar 
nuestros modestos trabajos.

Acojan con benevolencia los que nos conocen estas 
consideraciones y disculparán seguramente la atrevida 
decisiou de acometer una empresa tan superior á nues­
tras facultades, y que exige juicio maduro y larga prác­
tica de la enseñanza, cualidades ambas ditíciles de 
hermanar con los pocos anos.

Convencidos plenamente deque todo ramo del saber 
humano imprime en la inteligencia de los que asidua­
mente le cultivan un sello particular y propio, visi­
ble en todas ¡las manifestaciones de aquella’, y de 
que las Matemáticas, obedeciendo á ley tan cierta 
acaso mas que otras ciencias, ejercen paulatinamente 
su poderoso indujo en el entendimiento, mejorando el 
juicio, desarrollando el amor á la verdad, formando 
espíritus rectos, capaces de internarse con planta firme 
en los dominios de la razón, hemos procurado con 
ahinco, al escribir la presente obra, que los alumnos á 
quienes está destinada alcancen con su estudio el truto 
más precioso que tienen derecho á esperar: el desarro­
llo de sus facultades úytelectuales.

k este fin, hemos cuidado muy especialmente de 
presentar enunciados exactos y claros, y demostraciones 
rigurosas, procurando en lo posible que los razonamien­
tos nazcan sin violencia ni artificio de la naturaleza do, 
la cuestión, porque así, á la vez que piten tizan una 
verdad, muestran la razón íntima de su existencia; y 
las proposiciones necesarias para que los alumnos pue­
dan adquirir conocimiento de lo más tundamental en 
cada teoría, se han enlazado de modo que el conjunto 
resulte sólido y capaz de servir de base, por la firmeza 
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é íntima trabazón de sus partes, á las teorías subsi­
guientes.

Aunque damos la preferencia al fin puramente ra­
cional indicado arriba, no hemos descuidado las aplica­
ciones prácticas. Tanto en la Aritmética como en el 
Algebra se tratan con la debida extensión las cuestio­
nes de aquel género más comunes en la vida del hom­
bre y en el ejercicio de algunas profesiones, y todos 
los libros llevan al final un número suficiente de proble­
mas en cuya resolución podrán ejercitarse los alumnos.

La extensión déla obra es, á nuestro juicio, sufi­
ciente para que pueda servir de preparación a los que 
deseen emprender con éxito el estudio de las Matemá­
ticas superiores. Podría encerrar más doctrina, es indu­
dable: pero la corta duración del curso, la edad de los 
alumnos, y sobre todo, la índole general de la segunda 
enseñanza, determinan límites <pie no debíamos
traspasar. . ,

No mencionaremos ahora las reformas que introdu­
cimos en la Aritmética y Álgebra: la sucinta enumera­
ción que podríamos hacer aquí nos parece insuhciente 
para dar idea de ellas á los que sólo lean este prólogo, y 
superfina para los que nos dispensen la honra de leer 
todo el libro. .

Si los últimos tienen á bien comunicarnos sus razo­
nadas observaciones, y con su ayuda llegase esta obra 
á ser de alguna utilidad á la enseñanza, nuestro reco­
nocimiento sería grande y nuestras aspiraciones queda­
rían satisfechas.

L Orense, Agosto 1875.

^lanasio CasaU.
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h o c io íie s de l ó g ic a
convenientes para estudiar con fruto las Matemáticas.

I. ATENCION es el acto por el que nuestra inteligencia se 
detiene en la consideración de un *)hJeto;

[pe a  es la simple pereepcion de^i a eos. .
Los objetos que percibe el ente relativa,

mismos con vida propia, o tiei , Vs seo'undos son las 
Los primeros se llaman ■
'nmlAtlácles ó máAitféstaciMs de la sustancia.
^ íleas .simple son aquellas cuyo objeto no puede (te 

son las que constan dennos elemento. ■ 
Las ideas de color, .forma, direcctou son simples, , 

libro mesa, circulo son compuestos. aíreceteLamieras solo se adhieren PO^iMXnS  ̂
mente; las secundas pueden ser .trasnutidab 1 
una descripción ó de una. definición. , un S(;r

Ideas úbdir;ideales son las que adqumm . ,
deteÉárales, las que abracan todos los objetos de una 

Clil Las ideas de tal hombre, tal libro son individuales: las de 
'"^^instó^ies consideraos^- 
comunes á un genero de objetos, y haciendo abstracción do 
10S tóSwson las que adquirimos de tos mnnífcto- 
ciones ó propiedades de los seres considerándolas en . i ■ 
mas. corno separadas de estos.

La. ^ci^denn cuerpo, la (.
consideradas en sí, con entera independencia de cru p 
del paseo, son ideas abstractas. , w-np-

Las Matemáticas puras no contienen mas que id t. . o - 
rales y abstractas. , . •
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IL Co mpa r a c ió n  es el acto por el que nuestra inteligencia 

considera simultáneamente dos objetos.
JfjZGAR es percibir una relación entre dos objetos, ó refe­

rir de algún modo una cosa á otra.
Juicio es la percepción de una relación entre dos ideas.
Co n o c e r  es juzgar, tener conciencia de una relación entre 

dos objetos.
Si consideramos simultáneamente la idea de nie-oe v la de 

lluucura, procurando relacionarlas, comparapios; si percibi­
mos. que estas ideas se relacionan, juzgamos; y como resul­
tado del juicio adquirimos este conocimiento.: la alcoe es 
blanca.

Pr o po s ic ió n es el enunciado de un juicio por medio del 
lenguaje.

Las Matemáticas son ciencias, es una proposición.
Consta de tres elementos, que son: sujeto, el sér de quien 

se afirma ó niega alguna cosa; predicado, lo que se afirma ó 
niega del sujeto; cópula, la afirmación ó negación. Así, Ma­
temáticas es el sujeto, ciencias el predicado, son la cópula.

III. Ra c io c in io  es la percepción de una relación entre dos 
juicios.

La relación entre dos juicios extremos se percibe en el 
mayor número de casos por una serie de relaciones inter­
medias.

El raciocinio puede ser deductivo é inductivo.
Es deductivo cuando va de lo general á lo particular, é 

inductivo cuando va de lo particular á lo general.
Cuando se conoce un principio general y se aplica á un 

caso particular, el procedimiento es deductivo; si sabemos, 
por ejemplo, que todos los cuerpos son pesados, y afirmamos 
que un cuerpo tiene peso, el raciocinio es deductivo.

Cuando observando varios hechos particulares formula­
mos un principio general, el procedimiento es inductivo; si 
observamos, por ejemplo, que varios cuerpos son pesados y 
afirmamos que todos los cuerpos pesan, el raciocinio es 
inductivo. '

Ra z o n a mie n t o  es el enunciado de un raciocinio por medio 
del lenguaje.

El razonamiento deductivo mas común es el de tres 
términos ó silogismo.

Sil o g is mo  es ün razonamiento compuesto de tres términos 
ó proposiciones tales que de dos de ellas, llamadas premisas, 
sededuce la tercera, llamada conclusión.

u
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Por ejemplo: todo Itomlre moTtat: -yo soy Komlre, lueg-o 

soij mortol. Las premisas son:^ hombre es mortal y yo soy 
hombre; y la conclusión soy mortal. - . . .

Una de las premisas enuncia comunmente un principio 
o-eneral, la otra expresa que un caso particular está com­
prendido en el general, y la conclusión que el principio ge­
neral conviene al caso particular. ,

las premisas sou ciertas, la conclusión es cierta; por­
que es claro que la verdad solo contiene la verdad, no pu- 
diendo engendrar el error.'

rSi la. conclusión es falsa, las premisas son .falsas, esto 
es, un principio que conduce lógicamente á una conclusión 
absurda, es tubsurdo; porque un'absurdo no puede estar con­
tenido en la verdad, que siempre engendra verdad.

IV. Cie n c ia es una serie de conocimientos verdaderos 
dependientes unos de otros, apoyada en principios evidentes.

La ciencia forma un organismo completo cuyas partes se 
prestan mutuo apoyo y se enlazan estrechamente mediante 
la demostración y él método. . .

De mo s t r a c ió n  es un raciocinio que hace ver con evidencia 
la verdad de una. proposición. . . . . . .

Sin demostración no hay conocimientos ciertos m ciencia.
La demostración es simple cuando tiene la forma del silo­

gismo, v compuesta cuando consta de varios silogismos.
Se llama demostración directa la que se funda en una 

relación entre un principio evidente y la proposición que se 
demuestra; y demostración indirecta ó ad, abs'-uraum la que, 
se funda eií que todas las proposiciones que se oponen a la 
propuesta son absurdas. ' . .

La demostración debe patentizar que la proposición 
enunciada está contenida en otra mas general evidente por 
sí misma ó en otra demostrada antes, con sujeción á las 
mismas condiciones.

El razonamiento debe dar por resultado la verdad de la 
proposición tal como se enunció, sin ampliarla ni res­
tringirla. ' . . . .

Mé t o d o  es el órdbn que sigue la inteligencia en la adqui­
sición de la verdad. ,

El método procede siempre de lo conocido a lo des­
conocido. , , , . . ,

Si marcha de lo compuesto á lo simple, de lo particular 
v determinado á lo general é. indeterminado, se llama mctotio 
analítico; si por el contrario, partiendo de lo simple y gene­

u



ral desciende á lo c'ómpuesto y particular, se llama método 
siiil/'tfco.

El priinero es mas ventajoso cuando se trata de descubrir 
una verdad, y el segundo cuando se quiere ordenay ó trasmi­
tir A otros los conocimientos adquiridos.

En la organización yexposicion de la ciencia se emplean 
estos dos métodos, que se completan mutuamente.

V. De f in ic ió n  es la exposición verbal de la idea clara de 
un objeto:

Definir es analizar un objeto en sus elementos mas sini- 
ples; por esto las ideas simples no pueden definirse.

Ax io ma  es una verdad evidente por si misma.
Por ejemplo: el todo es wa^or- xni" uim parle.
Po s t u l a d o  es una- verdad de carácter práctico, no evidente 

y <pie no puede demostrarse.
' TuonEMA es una verdad que debe demostrarse.

En un teorema se distingue dos partes: el euuuciado de 
la verdad y la d*,mostTacio)i.

El enunciado consta de hipótesis, que es un supuesto, y 
conclusión, que es una afirmación.

La demostración se funda en los axiomas, en la hipótesis, 
en las definiciones y en los teoremas ya demostrados; su fin 
es evidenciar la conclusión.

Un teorema es reciproco de otro cuando el primero tiene 
por hipótesis la conclusión del segundo; y por conclusión la 
hipótesis.

Co r o l a Mó  es una verdad que se deduce, de un teorema 
inmediatamente ó por medio de un raciocinio muy sencillo.

Le ma  es un teorema, auxiliar que sirve para facilitar la 
demostración de otro teorema ó el desarrollo de una teoría., 

Te o r ía  es el conjunto sistemático de proposiciones relati­
vas á un misnio objeto particular.

Es c o l io  es una advertencia ú observación sobre un objeto 
cualquiera;

Pr o b l e ma  es una. cuestión práctica en que se propone 
determinar cosas desconocidas, llamadas incógnitas, por 
medio de sus relaciones con otras conocidas, llamadas datos.

Resolver un problema es determinar las cosas desconocidas.
En el problema hay una propuesta, un procedimiento ó 

rrsnlucinn para, obtener el fin propuesto, y este fin ó sea la 
solución.

Después de resolver un problema es necesario demostrar 
que la solución satisface á las condiciones de la propuesta.
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]. Si nuestra
de un ser u objeto, limitado, <1 ■ t o . wio qUe ei sér 
testaciones ó propiedades; peiube P- d P Velocidad, 
se manifiesta por su peso, longitud, volumen,

de est^ mamté» hace 
descubrir en ellas un caiactei com ■ ¡ P _ ma_

"“^SL «« Vr^^r la
& los sores limitados se c o mc íí’íí ’W"’'» y tienen un 

•2. Las manifestaciones. m™«o"^s¿tes . “Tas, como el 
carácter común, presentan o^os esto es.
peso y la longitud, pueden lelac ' ‘ 'comparar con otro 
dado un peso ó una longitud . t ], , modo su relaciónpeso ú o¿a longitud, d^ne» o de^te modo^u t ó

colores se componen.

se
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La propiedad en virtud de la cual se relacionan y deter­
minan algunas manifestaciones de los seres es la cantidad.

Cx x t id a ii ex u.na propiedad por la que algunas manifesta- 
dones dn los seres limitados son determinaíoles.

Debemos advertir que las mismas manifestaciones de los 
seres se llaman con frecuencia magnitudes, si poseen la 
propiedad de poder ser mayores y menores, y cantidades si 
además son susceptibles de determinación.

3. Para determinar una cantidad se compara, concibién­
dola descompuesta en partes, con otra de igual naturaleza 
determinada á su vez por medio de un tipo ó patrón arbitra­
rio; de modo que conociendo este tipo y el resultado de la 
comparación, se tiene la medida de la cantidad.

Si, por ejemplo, queremos determinar la longitud de un 
paseo, y vemos que puede considerarse descompuesta en dos­
cientas longitudes iguales á la del metro, este resultado 
doscientos, unido al conocimiento del término de compara­
ción. distingue y separa la longitud propuesta de cualquie­
ra otra. .

Hay, según vemos, en la determinación de fas cantida­
des. uña cosa que se compara con otra y una relación ó 
resultado de la comparación. " ,

La cosa que se compara es la. cantidad, el cuánto de 
cierta manifestación de un ser; el término de comparación, 
la unidad; y el resultado, el -número.

La unidad, es necesariamente de. igual naturaleMi que la 
cantidad, de lo contrario la comparación es imposible.

El valor de la unidad es arbitrario, pues no hay nada 
que lo fije en absoluto. v .

El valor que demos á la unidad debe ser invariable hasta 
el fin de la comparación. ,

* Un id a d  es uña. cantidad arbitraria que sirve de término de 
comparación al medir las cantidades de su especie.,

Nú me r o  es la expresión del resultado que se obtiene com­
parando una cantidad con la unidad.

4. Una propiedad sin la que no pueden existir los cuer­
pos es la extensión.

Ex t e n s ió n  es la. propiedad qu^ tienen los cTterpos de ocu­
par un luqar en el espacio. ■ .

5. Ma t e má t ic a s son las ciencias que exponen las propie­
dades ?/ relaciones de la. cantidad.

Las Matemáticas puras consideran la cantidad de tres 
modos:
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Representándola por números y viendo en estos relajo­

nes abstractas entre la. cantidad y la unidad, no la expn sion 
<le una cantidad concreta y deteiminada.

Esto modo de considerar la cantidad origina una parte de. 
las Matemáticas, llamada AniTMÉrii a . •

Estodtando ¿us leyes generales, sin representarla por 
'‘^Sd^oía parte, que se llama X™.

Tratando las propiedades de la extensión con entera 
independencia de los cuerpos matenales.

Lo que forma otra ciencia, llamada Ge o ml ik  a .
fi Las propiedades que constituyen estas ciencias pm - 

cíales tienen inmensas aplicaciones Pr51^ ’̂ i' (|c
llega á éstas se considera el minero como U » de 
una magnitud determinada y concreta, y la txtmi. K n . 
combina con otras propiedades de /idndu 361
origen á las ciencias llamadas Matemáticas mutas.
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se
UM\Otí:DADZ





ARITMETICA.

Definiciones y división. '

7 M comparar una cantidad con la unidad elegida para 
medir las de su especie, pueden ocurrir tres casos:

1/ Oue separando de. la cantidad, mientras sea posible, 
partes iguales todas á la unidad, no quede ningún resto.

El número se llama en tal caso entero. ..j j , 
Nú me r o  e n t e r o  c s el que egresa, que la caututad es una 

totalidadj de unidades de la misma especie. ,
2 o Que efectuando la separación mencionada cuantas 

veces sea posible, quede todavía un resto menor que la uni­
dad. Entónces se divide ésta en partes iguales de tal modo 
que una de ellas esté contenida exactamente en el resto; 
esta parte será una unidad nueva, que comparada con la 
cantidad, dará un número entero de partes iguales de la 
unidad primitiva. ,

El número que resulta en este caso se llama Jiac- 
ClOn'^\y^n f r a c c io n a r io  es el que expresa que la cantidad cs 
una totalidad de partes de la. unidad iguales entre si

3.° Que la unidad no esté exactamente contenida en a 
cantidad y haya un resto como en el caso anterior, siendo 
además imposible encontrar una parte de la unidad capaz ae . 
estar contenida exactamente en el resto.

En este caso la cantidad no es una totalidad de unidades 
ni de partes de la unidad, no puede expresarse con exactitud, 
y so dice que la cantidad y la unidad son tuconmensuraGles, 
ésto es, que no tienen meclida común.

SC
Di S.YVriACO

u
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Sin embarga, dividiendí) la unidad en un número de par­

I . 'S bastante crecido para que sean muy pequeñas, y separan- 
en una de éstas de la cantidad cuantas veces sea posible, el 
r»sto, que obtendremos necesariamente, será menor que di- 

H v- c ha parte, y despreciándolo, la expresión de la cantidad pro­
puesta disminuida en el resto será en general un número 
/Accionario. Dividiendo la unidad por segunda vez de modo 
que las nuevas partes sean menores que el primer resto, y 
separando una. de éstas de la cantúkid mientras sea posible, 
el resto que obtendremos será menor que el primero; si lo 
ilespreciamos, la expresión de la cantidad propuesta dismi­
nuida en el nuevo resto, será en general otro número frac­
cionario. Continuando de este modo, obtendremos números 
iraccionarios que representarán cantidades cada vez mas pró­
ximas á la propuesta, podiendo por tanto considerarse como 
expresiones aproximadas de la misma.

hl límite de estos números fraccionarios se llama número 
Taconwensuraíle.

Nú me r o  ix c o n me n s e r  a b l e  es el limíte á que tienden los n?i- 
meros fraccionarios que expresan, con, aproximación crecien­
te, el resultado demuliT una cantidad, que no tiene medida, 
común con la elegida pa.ra término de comparación.

Los números enteros y fraccionarios se comprenden bajo 
la denominación común de ■núm''m¿ conmensura lies.

8. Con los números se efectúan diversas combinaciones 
que se reducen á componerlos y descomponerlos; pero estas 
combinaciones serian imposibles si no consiguiéramos ante 

' todo representarlos con palabras y por escrito. *
9. Las combinaciones de los húmeros entre sí, ó sea su 

composición y descomposición, es el fin de la Ai-itmétíca, 
que se define diciendo:

Ar it mé t ic a  es la ciencia de los 'núm,,ros.
_ Para su estudio la dividimos en tres libros ó partes prin­

cipales: la i)rimera tratará del número entero, la segunda 
<lel número fraccionario y Inter-cera del número inconmen­
surable.

u



LIBRO PRIMERO.
IÓER0S EXTEROS.

CAPÍTULO PRIMERO.

NUMERACION.

10. Nu me r a c ió n  es el arte de 'representar los números.
Consta (le dos partes: la primera tiene por objeto repre­

sentar los números con palabras, y se llama numeiacnai 
■terial to hablada; la segunda escribirlos, y se llama numera­
ción escrita.

I,—Numeración verbal.

11. Si de una cantidad puede separarse la unidad una 
sola vez exactamente, el resultado de la comparación es un 
número, que se llama -uno; si la unidad puede separarse de 
Ja cantidad una vez y después otra sin quedar residuo, el 
número se llama dos; si podemos separar dos unidades y 
después otra, el número se llama tres etc. _

Vemos pues, que un número cualquiera se forma aña­
diendo una unidad al anterior; y como esta operación pode­
mos repetirla siempre, resulta que la sene de los nunneros 
enteros es ilimitada. ,

De aquí se desprende naturalmente que cada numeio no 
puede recibir un nombre particular arbitrario, .poique nei e- 
sitariamos infinidad de nombres; luego es preciso combinar, 
con sujeción ú leves determinadas, un corto numero de pala­
bras, de tal modo que sus diversas combinaciones den nom­
bres distintos que expresen todos los números imaginables.
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12. El artificio de estas combinaciones es el sie-uienfe- 

reCÍben n°mbreS P^-^esar-

Kj w , í/o s tres cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez' 
llainando dos a la reunión de una unidad y otra unidad tres

nn^T11 de Í OS uí\ldade8 y otra unidad, cuatro k la de 
ímp p C a< es Otr? unidad’ y así sucesivamente hasta diez, 
que es la reunión de nueve unidades y una unidad.

hl conjunto o reunión de diez unidades se considera como 
•lnidaíl' 1]au!ada decena ó unidad numerativa de

Para dlsting-iürla de la anterior, que es de 
pmmer oí don o simple; y se cuenta por decenas del mismo 
modo que se ha contado por unidades; asi diremos: '
una decena, dos decenas, tres decenas,....... diez decenas 
que el uso ha querido expresar por

dtez, , veinte, treinta,................... ciento.
La reunión de diez decenas se considera como una nueva 

unid,id, que se llama centena ó unidad numerativa de tercer 
orden; y se cuenta por centenas desde una hasta diez lo mis­
mo que por unidades y decenas; asi diremos: 
una centena, dos centenas, tres centenas,..... diez centenas 
que abreviadamente se enuncian............................................. ’

ciento, dos cientos, • tres cientos,.......... mil
La reunión de diez centenas ó mil unidades sé'corisidera 

como una nueva unidad llamada millar ó unidad numera­
tiva d". cuarto orden;y se cuenta por millares desde uno has- 
íxínn qUe Se ha contado P°r unidades; tendremos

Lili LuLU •

ux\llar' ......................................................
una decena de mxllar, dos decenas de millar... diei decenas de millar 

. una centenada millar, dos centenas demillar... dicscentenas dcmillar.

Las decenas, centenas y millares de millar, se llaman 
unidades numerativas de quinto, 

sexto y setimo'orden ó millones. > :
Contando por millones desde uno hasta un millón forma­

remos una nueva unidad, que será el millón de millones ó • 
al mi ,on de billones llamaremos trillan etc.

1 d. be habra obsen-ado que una unidad de un orden cual- 
epuera esta reunión de diez unidades del órden inmediato 
luyior.pero esto es convencional,pudiendo establecerse que 
< >st fies, cuaLro etc. unidades de un órden cualquiera com­
pilan la superior inmediata. De aquí proceden los dile- 
1 entes si--temas de numeración, los cuales se fundan todos en 

u



que cieTto ’rtiiw.ero de u'iMaíles de n.n. Arden campan en vnft 
lenidad del órden inmediato superior, y se distinguen entre 
sí por aquel número, que se llama liase del sistema.

En el sistema que exponemos la base es die'z, y se llama 
por esto sistema decimal de numeraciou.

14. Habiendo formado ya las unidades numerativas, pa­
semos á la formación de los demás números.

Observemos para esto que un número mayor que diez y 
menor que veinte se compone de una decena y cierto núme­
ro de unidades que no llegará á diez; un número mayor que 
veinte y menor que treinta se compone de dos decenas y un 
número de unidades que no llega á diez; en general* un 
número menor que ciento se compondrá de cierto número de 
decenas y cierto número de unidades, no llegando á diez ni 
las unas ni las otras.

Luego con las palabras unidad y decena y los nombres 
de los nueve primeros números se podrán expresar todos los 
menores que ciento.

También observaremos que un número mayor que ciento 
y menor que mil se compone de un número de centenas 
inferior á diez y de un número de unidades inferior á cien; 
y como los números inferiores á cien se expresan con las 
palabras unidad y decena y los nombres de los nueve prime­
ros números, los menores que mil se expresarán con las 
palabras unidad, decena, centena y los nombres de los nueve 
primeros números.

Como este razonamiento se extiende sin dificultad á nú­
meros menores que diez mil, cien mil, un millón etc., resul­
ta que el número de unidades de un órden es siempre inferior 
d diez, por consiguiente con las palabras unidad, decena, 
centena, millar, millón etc., y los nombres de los nueve pri­
meros números, pueden expresarse todos los enteros.

Asi, el número compuesto de seis millones, cuatro cente­
nas de millar, dos decenas y tres unidades se enunciará: seis 
millones cuatro cientos miÍDeintitres.

II.—Numeración escrita.

15. Ocupémonos ahora de la escritura de los números.
Así como cada número no puede recibir un nombre par­

ticular arbitrario, tampoco puede escribirse con un signo



16 
particular, sino por combinaciones convenientes de un corto 
número de ellos.

Estos sig-nos, llamados cifras ó g-uarismos. son:
1. 2. 3, 4. 5, (>, 7, 8, 9,

que representan respectivamente los números
uno. dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve.
Éstas cifras se llaman siguí jicaticas.
Además hay otra cifra 0 llamada cero, qne no representa 

valor alg-uno y se llama no significa ti d u .
16. Con las nueve cifras sig-nificativas y el cero, se escri­

ben .todos los números en virtud del sig-uiente principio con­
vencional: una cifra colocada. « la derecha de un númeTo 
escrito, le hace representar unidades dies reces niagorcs.

Tiene pues cada cifra dos valores: uno absoluto, que es'el 
que expresa la figura de la misma; otro relattco, que depen­
de del lugar que ocupa.

Así la cifra 1, que representa por su figura una unidad, 
simple, seguida de un cero será 10 y representará una dece­
na: esta seguida de un cero será 100*y representará una cen­
tena, Del mismo modo 1000 será un millar, 10000 una dece­
na de millar. En el número 4 esta cifra vale cuatro unidades, 
en 45 vale cuatro decenas, en 478 vale cuatro centenas etc.

17. El principio enunciado en la numeración verbal que 
dice: el número de unidades de un órden es siempre inferior 
á diez, y el convencional de la numeración escrita, permiten 
escribir todos los números con solo el cero y las nueve cifras 
sig’nificativas que conocemos.

Bastará para esto expresar el número de unidades de cada ■ 
órden por una de estas nueve cifras y colocar cada una en el 
lugar correspondiente á las unidades numerativas que deba 
re])resentar. Ocupará el primer lugar de la derecha la cifra 
que deba representar unidades simples, el segundo la de las 
decenas, el tercero la de las centenas y así sucesivamente: cté 
modo que sabiendo de que' órden son las unidad^ que répre'- 
s-uta una cifra, sabremos el lugnr que debe ocupar y reci­
procamente.

Cuando el número dado no tenga- unidades de un órden, 
el lugar correspondiente se ocupará, con un cero.

Para escribir un itUmero entero se descompone en, sus 
'ira i da des simples, decenas, centenas, etc., g s° escriben las 
cifras que expresan el ndinero de unidades de cada orden 
unas al lado de otras, empezando por las de orden superior, 
g cuidando de ocupar con ceros los lugares correspondientes
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¿ las wiiaad.es wiwerfltivas de <pie carezca el wweTO dado

Ejemplo. Escribir el número drei y ocho millones cuatro 
cientos veinte mil treinta y siete.

Este número se compone de una. decena de millón, ocho 
unidades de millón, cuatro centenas de millar, eos d.-cenas 
de millar, Adecenas y unidades simples, ,nPf0 ^ 
escribirá con las cifras significativas 1, 8, 4, 2. 3, 7 ? dos 
ceros, que ocuparán los lugares correspondientes a los mi­
llares y centenas; el número será pues:

J 18420037. . ,
18. En la lectura de los números distinguiremos dos 

casos: 1." que el número no tenga mas de tres cifras; que. 
tenga mas de tres. , ,

Si el número que se trata de leer no tiene mas de ti e. 
cifras se enunciará sucesivamente todas las si.gmjcatvras? 
empezando por la izquierda, y dando a cada una 
nación que le corresponda, según el orden de unidades qk^

Si tiene mas de tres, se dividirá en periodos de tres cijras, 
empezando por la derecha; el primer periodo constara oe 
unidades simples, el segundo de millares, el tercero ae milLO­
nes etc.; se leerá sucesivamente todos los grupos, empega neo 
por la. izquierda, sequn la. regla, anterior, aiiadzendo a cac a» 
uno la denominación que le corresponda, según, el orden de 
unidades principales que representé;

Eiemplo. Leer el número 327.
Él tres representa centenas ó cientos, el o os decenas y el 

siete unidades: será pues tres cientos veinte y siete.
Otro ejemplo. Leer el número 23.570.089.064.
Dividido el número en grupos de tres cifras, empezando 

por la derecha, el primer grupo vale 64 unidades, e.^segun­
do 89 millares, el tercero 570 millones, y el cuarto -3 mi a­
res de millón; empezando la lectura, por estos últimos seia. 
veintitrés mil quinientos setenta millones ochenta y uv- ie 
mil sesenta y cuatro.

2 se
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CAPÍTULO SEGUNDO.

OPERACIONES.

I.—Adición.

19. La  a d ic io m r.v una. operación que tiene por objeto reu­
nir en un solo n úmero el valor d,e dos ó nuls.

En esta operación se conocen dos ó mas números, y se 
basca otro (pie represente por sí solo el conjunto de las canti­
dades representadas por los primeros.

Los números dados se llaman sumandos y el que se 
busca suma.

Para expresar que varios números deben sumarse, se escri­
ben unos á continuación de otros separados por el signo H- 
que se lee mas. Asi. la suma de los números 3. 5 y 7 se ex­
presa por 3 H- 5 + 7, y se lee tres mas cinco mas siete.

20. En la adición distinguiremos dos casos: 1/ que los 
sumandos sean números menores que 10; 2.° que sean núme­
ros cualesquiera.

21. Pr ime r  c a s o . Se pueden sumar varios números meno­
res que diez añadiendo al primero las unidades del segundo 
una á una,al resultado las unidades del tercero, también una 
á una. y así sucesivamente hasta añadir todas las unidades 
del último.

Es evidente que de este modo se obtiene un número que 
contiene las unidades de todos los sumandos.

Ejemplo. Para sumar los números 3, 5 y 7, añadiremos 
al 3 las 5 unidades del segundo sumando y obtendremos el 
número 8, y á este resultado agregaremos las 7 unidades del 
tercer sumando. La suma será, pues, igual á 15.

Este resultado se llama suma efectuada, para distinguirle 
de la expresión 3 -U 5 + 7. que sé llama suma indicaba.

La igualdad de dos cantidades se expresa por el signo = 
que se lee iqual d; tendremos, pues,

* 3 + 5 + 7 = 15.
Esta expresión se llama igualdad v consta de dos miem­

bros, llamados primero y segundo. Primer miembro es toda 
la. cantidad colocada á la izquierda del signo igual, y segun­
do miembro la colocada á su derecha.

Escolios. 1/ Todos tenemos desde los primeros años un
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modo especial do añadir á un número cualquiera, otro menor 
que diez, lo qü'e evita, el empleo dél procedimiento explicado 
v abrevia mucho la operación de sumar. ,

2." Kn la numeración formábamos los números por la 
anTegacion de sumandos iguales á la unidad; en la adición 
se forman ó componen por la agregación de sumandos cua­
lesquiera.. , .

22. Se g u n d o  c a s o . Los sumandos son mayores que. ate. o
unos mayores?/oíros menores. . .

Sabemos, por el pritfier caso, sumar las unidades simples 
de é® números’ asi como sus decenas, centenas, etc., y es 
evidente que. la reunión de estas sumas parciales sera la. suma 
total. Nada se opone á que algunas de estas sumas parém-es- 
sean mayores que nueve, esto es, á que la suma contenga 
mas de nueve unidades de algunos órdenes, lo (pie hace im­
posible su representación por un solo número si no vanamos 
su forma, puesto que tanto la lectura, como la escritura de 
los números,exigen que las unidades de cada orden no pasen 
de nueve.Esta diheultad se evita descomponiendo cada suma 
parcial en decenas y unidades, escribiendo estas en la suma, 
total v reservando aqüéllás para, agregarlas a la suma nnr- 
cial siguiente, con la que se repite después la misma, 
composición, y continuando asi hasta la última suma, 
se escribe tal como se obtiene.

Ejemplo. Sumar los números 7o78, 19634 y J878,

par­

que

19634
9878

37090
otrosSé colocan, para mayor comodidad, unos debajo de 

de modo que las cifras de las unidades simples ésten en co­
lumna vertical; es claro que bastará esto para que las cifras 
de las decenas, centenas, etc. lo estén igualmente. La suma 
se acostumbra á separar de los sumandos por una raya 
1101 Sumando por columnas resultan 20 unidades simples 17 
decenas, 19 centenas, 25 millares y 1 decena de millar. I ara 
expresar por un solo número este resultado, diremos: 20 um- 
dades valen ¿o.y decenas y cero unidades; escribo un cero en 
la columna de las unidades y reservo dos decenas para la 
suma parcial siguiente; esta consta de 17 decenas y dos re­
servadas son 19, ó sea una, centena y decenas; escribo

umv3s:da
u
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éstas y reservo la centena para agregarla A la suma de las 
centenas etc. .

Luego -paro swnár rarios nvmerox suman, las vmdadfs 
simples (le todos los sumaiulos, después sus decenas, cente­
nas, etc. Las sumas menores que diei se escriben, sin alterar­
las, ij de las mayores ó iguales solo se escriben las unidades, 
reserrando las decenas para agregarlas d la suma parcial 
siguiente. La última suma se escribe según se obtiene.

23. . Se llama prueba de una operación una segunda ope­
ración, cuyo objeto es cerciorarse de la exactitud del resulta­
do obtenido en la primera. .

La prübba de la adición consiste en repetir la operación 
variando el órden de los sumandos: lo mas sencillo es sxnnar 
de abajo arriba, si antes se había hecho de arriba abajo, y 
los dos resultados deben ser iguales, si la operación y la 
prueba están bien hechas.

La prueba no demuestra la exactitud de la primera ope- 
racion: útiieamente aumenta en sumo grado las probabi­
lidades. . ..

21. Es c o l io . Al sumar dos números cualesquiera, ningu­
na suma parcial puede ser mayor que 1<S; si es menor que 10 
se escribe sin alteración, y si es igual ó mayor solo se escri­
ben las unidades. En este caso, la suma parcial siguiente 
aumenta en una unidad.

De aquí se deduce que una cifra de la suma total repre­
senta la. suma parcial de las cifras del mismo órden de los 
sumandos, ó la cifra de las unidades de esta, suma parcial; 
pero si la suma anterior contiene, una decena, deberá dismi­
nuirse la cifra que consideramos en una unidad para que 
tenga la representación indicada, y si dicha cifra es cero se 
pondrá un nueve en su lugar.

II.—Sustracción.

25. La susmAcciox tiene por objeto descomponer una 
suma, en dos sumandos, siendo conocido uno de estos.

En esta operación se conoce la suma de dos números y 
uno de estos, y se busca el otro.

La sumase llama QÚinuendo, el sumando conocido sus- 
traendo, y el resultado resto, exceso ó difmucia.

Según la. definición, el minuendo es igual á la suma del 
sustraendo y del resto.

u
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Es claro que el resto es lo que falta al sustraendo para 

valer el minuendo,ó sea el exceso de éste sobre aquel, ó bien 
la diferencia entre ambos, por consiguiente restar es hallan 
la cliferencia entre dos -números. .

Para indicar esta diferencia, se escribe^! minuendo y a 
continuación el sustraendo, separados por el signo —, que se 
lee mc-nos. Así la diferencia de los números 15 y 8 se indica 
ñor 15—8, y se lee 15 menos 8. o

‘26 En la sustracción distinguiremos dos casos: 1. que eL 
minuendo y el sustraendo sean menores que 100 y su dile- 
rencia menor que 10; 2/ que sean números cualesquiera.

27 Pr ime r  c a s o . Se pueden restar dos números quitando 
del mayor todas las unidades del menor una á una, pero el 
primer caso de la adición abrevia mucho su conrespondiente 
en la sustracción. Sabemos, en efecto, añadir a un numero 
cualquiera otro menor que 10; luego.restaremos dos núme­
ros menores que 100 y cuya diferencia no llegue a 0, bus­
cando el número que debe añadirse al menor para hallar el 

pimplo. Hallar la diferencia entre 67 y 59. El número 
que sumado con 59 da 67 es 8, luego este es la diferencia 
buscada. Podemos, pues, escribir 6/—.>9—8.El número 8 se llama diferencoa efectuada, para distin­
guirle de 67-59, que se llama di, ferenci.a indicada

‘>8. Se g u n d o  c a s o . Restar los números 47o89 y 186J4. .
47589 
18694 
288'95

Para mayor comodidad colocamos el sustraendo debajo 
del minuendo de modo que se correspondan las unidades con 
las unidades, las decenas con las decenas, etc., y trazamos 
una rava horizontal por debajo <lel sustraendo.

Ahora recordando que el minuendo es la suma uei su. - 
traendo y del resto, y el escolio del número 24, vemos que 
si sumásemos estos números la primera suma paicial sen. . , 
puesto que la cifra 4 del sustraendo sumada con otra que no 
es mayor que 9 no puede dar 19. luego las unidades del resto 
son 5,* único número que sumado con 4 da 9. La segunda 
suma parcial es 18, puesto que uno de los sumandos 'a e 
por sí solo, luego el otro sumando es 9. Esta suma ha da<k 
una céntima, por consiguiente la suma de las centenas na 
sido 4 ó 14; 4 es imposible, por ser 6 uno de los sumandos, 

ul
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lueg'O será 14, por consiguiente el otro sumando es & Del 
misino modo vemos que la cuarta suma parcial es lf> y por 
consiguiente 8 el sumando desconocido, y que la última 
suma, es 3 y 2 el sumando desconocido.

Vemos, pues, que si la cifra del sustraendo es menor que 
la correspondiente del minuendo, su diferencia es la cifra del 
mismo órden del resto; y que si la cifra del sustraendo es 
mayor que la del minuendo, se añaden á esta 10 unidades, ó 
sea "úna del órden superior inmediato, teniendo después cui­
dado de disminuir en esta unidad la cifra de dicho órden.

En la práctica no se efectúa esta disminución, pero en 
cambio se aumenta La cifra del sustraendo en una unidad, lo 
que <ia el mismo resultado.
1 Ejemplo. * Bestar los números ‘345729 y 273854.

345729
273854

71875
Diremos: de 4 á 9 van 5; de 5 á 2 no se puede restar, aña­

diremos al 2 una centena ó sea 10 decenas y diremos, de 5 á 
12 van 7; añadiremos otra centena al sustraendo y serán 9; 
de 9 á 7 no se puede restar, de 9 á 17 van 8; y continuando 
de este modo obtendremos las cifras restantes."

El procedimiento explicado se resume en la siguiente 
regla. ,

Para, restar aos mimaros enteros cualesquiera se resta 
cada cijrá del sustraendo de la del mismo órden del minuen­
do, empegando por la derecha; cuando una ci fra del sus- 
traenao es mayor que su correspondiente en el minuendo, se 
aareqan-d esta diez unidades y se efectúa la sustracción, 
cuidando después de aumentar en 'una unidad la cifra 
siguiente del sustraendo.

" La pimeba de la sustracción consiste en sumar el sus- 
tr-vmdo con la diferencia; es evidente que si la operación y 
la prueba están bien hechas, la suma será igual al minuendo.

IIL—Multiplicación.

29. La  mk l t ipl ic a c io n  tiene por objeto, dad.os dos númoros 
hallar un tercero que sea respecto de uno de los dados, lo que 
el otro es respecto de la unútad.

En esta operación se conocen dos números, y se busca

u
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Atrn oue comparado con uno de los primeros, dé el mismo 
r ultado uue se obtiene comparando el otro con la unidad.

busca se llama .proteto, y los nmue- 
r°S ^^^nSMrodueto se llama ^ti- 

une se compara con la unidad, multiplicador.^"fndicael producto dedos mímeros poniendo entre ellos 
el si^o X 6 • qi» * 7 ?VV"

de los números 7 y o se expresa por 7 X o ó 7 . o, > se lee i 
m"^^toZ5en escribir primero el número que se 

t030 PB“ia1nmltípli^ de 7 X 5 el producto ha de ser

ÍeUí)e aqüuedednc^qne el producto de ira mlmero cuol- 
otieTO mr otro entero ¿sima suma de tontosnimerosiguales 
al multiplicando como unidades tiene el multiplicador, y la 
SÍgSVS1C’“ cualquiera por otro entero es 
hacer el primer número tantas reces mayor como unidades 
tiene eltogimdo. m1,ttipK do culquic-
ra de los dos factores, sin que el producto ^^ter®.

Sean los factores 5 y 3; vamos á demostrar que u X 3 -

En efecto: examinemos el siguiente cuadro
111 1

1 1 1
1

1
1

1
1

v veremos que cada linea horizontal contiene cinco unida, es 
v que. hav tres lineas, luego la. reunión de todas las unidades 
;iPl cuadro vale a + ó + 5 = 5X3: pero cada columna, 
vertical contiene 3 unidades y hay 5 columnas hu-go la 
reunión de todas las unidades vale también 3 + ■ + 3 -b i । 3 — 3 y 5 pero es evidente que el numero total de mu 
dudes del cuadro es el mismo, cualquier^ que sea el orden en 
(iu 1 so cuenteii. luego 5 X 3 — a X ■-1-

En la multiplicación distinguiremos tres casos prin­
cipales: 1." multiplicar dos números menores que 10.

se
um'oís:dacc

u
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multiplicar un número mayor que, 10 por otro meno?; 3.* 
multiplicar dos números mayores que 10.

Todos estos casos pueden"resolverse sumando tantos nú­
meros iguales al multiplicando como unidades tiene el mul­
tiplicador; pero este método tiene el inconveniente de ser 
muy largo. Nuestro objeto actual es hallar un procedimiento 
para obtener brevemente las sumas de números iguales.

33. Pr ime r  c a s o . Si los números son menores que 10, su 
producto debe saberse de memoria. La tabla que encierra 
estos productos es la siguiente.

Tabla de Pltágeran.

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

! 2 4 6 8 10 12 14 16 18 i

: 3 6 9
s

12 15 18 21 24 27

1 4 8 12 16 20 24 28 32 36

i 5 10 15 20 25 30 35 40 45 :

| 6 12 18 24 30 36 42 48 54 1

1 7 14 21 28 35- 42 49 56 63

| 8 16 24 32 40 48 56 64 72

1 9 18 27 36 45 54 63 72 81 "

Se forma escribiendo en línea horizontal los nueve pri­
meros números, que serán los productos de los mismos por 1; 
sumando cada número de estos consigo mismo, se halla la 
segunda línea, que evidentemente contiene los productos de 
Jos números de la primera por 2; sumando por columnas los 
números de estas dos líneas, se obtiene la. tercera,que contie­
ne los productos por 3, y se continúa del mismo modo hasta 
hallar la novena línea.

u
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Para hallar, en esta tabla, el prodncfn de dos n-umeros, 

se lusca, uno de ellos en la primera linea tyrrwmtal y el otro 
en la nrimera vertical, y se desciende por la columna TciPcal 
enraletada por el primero hasta llegar en frente del segundo. 
Pn el punto donde nos detengamos se hallara d producto. _ 

Riemplo. Para hallar el producto 5X7 buscaremos el -> 
en la primera línea horizontal, y descendiendo por la colum­
na vertical que empieza por 5 hasta llég-ar enirente de/, 
encontramos el número 35, que es el producto buscado.

34. Se g u n d o  c a s o . El multiplicando es mayor que 10 y el 
multiplicador menor.

Sea 3528 el primero y 4 el segundo. .
El producto será la suma de cuatro sumandos iguales a

3528. 3528
3528
3528 

_3528 
14112

Efectuando esta suma se ve que la cifra 8 de las unidades 
debe repetirse cuatro veces por sumando, lo que equivale a 
multiplicarla por 4; lo mismo la cifra 2 tiene que repetirse 
cuatro veces por sumando, lo que equivale a inultiplicaila 
por 4, y así todas las demás.

El producto de cada cifra del multiplicando por el multi­
plicador 4 sabe hallarse por el primer caso, y siendo inútil y 
hasta embarazoso escribir el 3528 cuatro veces, se dispone a 
operación del modo siguiente, mucho mas breve y comodu, 

1 3528
4 

14112
y se dice: 4 por 8, 32. escribo un 2 y reservo 3 decenas: 4 por 
2, 8: 8 v 3, 11, escribo 1 y reservo 1 centena; 4 por o, .0: 2U
V1,21, escribo 1 v reservo 2 millares, etc.
" Vemos que este procedimiento es en el fondo el mismo de 
la adición, solo que lo abreviamos considerablemente,en vn- 
tud de haber aprendido ya de memoria las sumas de cada 
columna vertical, que equivalen siempre a productos de
números menores que 10.

Para maPiníicar uu numero mayor qve 10 'Pn\?f'n p7 
-nor, rp hallan los yrodAictns ele cada o-fra del mulU^bcando 
-poy el multiplicador, empelando por la derecha, y se esa toen

ulse
uxi\oís:dadz
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lax lyii^atles de cadti producto parcial, respirando 

las deccwis para añadirlas al sigitiente. '
3."í Te r c e r  c a s o . Mnlliplicañdo y multiplicador son ma- 

•yor *s que 10.
Consideremos ante todo dos casos particulares.

I." Multiplicar un número por la unidad seyuida de ceros, 
por ejemplo, 3527 X 100.

Seg-un el principio convencional de la numeración escri­
ta |I6|, si escribimos dos ceros á la derecha del número pro­
puesto, representará unidades 100 veces mayores que ante- 
riormenté ó se habrá hecho 100 veces mayor, luego

Para multiplicar un número por la unidad seguida de 
teros, se colocan á la derecha del número tantos ceros como 
siguen á la unidad.

Multiplicar un número cualquiera por una cifra sig-- 
nili -ativa seguida de ceros, por ejemplo, 547 X 300.

El producto se compondrá de 300 sumandos iguales á 547, 
que pueden distribuirse en 100 grupos de 3 sumandos; cada 
grupo equivale al prodiieto de 547 X 3, ó sea 1041. y los 100 
grujios al producto de 1041 por 100, ó sea á 164100; luego

Para, multiplicar un número cualquiera por una cifra 
sigiüfcatira seguida de ceros, se multiplica: el número por 
la cVfra signi ficatita y se aTiade al producto tantos ceros 
como siguen á "esta.

Consideremos, ahora, dos números cualesquiera, por 
ejemplo, 4728 y 346.

Et producto es la suma de 346 sumandos iguales á 4728, 
que pueden distribuirse en un grupo de 300, otro de 40 y otro 
de 6. La suma de los 300 sumandos se obtiene multiplicando 
el número 4728 por. 300; la de los 40 sumandos se obtiene 
multiplicando el mismo número por 40; por último, la suma 
de 6 sumandos es el ]>roducto de 4728 por (?. La reunión de 
los tres productos mencionados, es el producto que se busca.

En la practica se empiezan estas multiplicacionespavcia- 
por la cifra de las unidades simples del multiplieadur/ 

deponiendo la operación del modo siguiente:
4728

346
Procfocto del multiplicando por 6.... 28368

Id. ¡d. por 40....  180Í20
Id. id. por 300.... 1418400

Producto total................................. . . . 1635888



Observando que. los ceros en que terminan los productos 
parciales no afectan á la suma, no se escriben; pero debere­
mos cuidar de que la primera cifra signiñcativa esté en el 
lug-ar correspondiente, lo que se consigue colocándola en 
línea vertical con la cifra del multiplicador que haya produ­
cido el producto parcial que se considera.

De lo dicho se deduce la siguiente regla.
Paira muUuplÁcar dos uáiMros mayores que 10, se liallau 

sucesivamente ios productos parciales del multiplicando por 
las unidades, decenas, centenas, etc. del multiplicador, y se 
s u ma n estos wroducto^ pare i a les.

36. Es c o l io . El prouuctÓ total se compone de tantos pro­
ductos parciales como cifras tiene el multiplicador, y cada 
uno de ellos es un número justó de unidades numerativas del 
mismo órden (pie la cifra del multiplicador que le ha produ­
cido, esto es, el pniuéS-'ó representa unidades simples, el 
segundo decenas, el tercero centenas, etc.

37. La prueba de Ja multiplicación consiste en repetir la 
operación, tomando para multiplicando el número que ha 
servido de multiplicador. Si la operación y la prueba están 
bien hechas, los dos productos serán iguales [31 ¡.

38. Te o r e ma . El producto de dos números; tiene tantas 
cifras como los dos factores ó tantas menos una.

Sean los números 459 y 78.
Su producto es menor que 459 X 100, ó sea 45900, luego 

no puéde tener mas de cinco cifras; y mayor que 459 X 10. ó 
sea 4590, luego no puede tener menos de cuatro cifras. Por 
consiguiente, el producto tiene cuatro ó cinco cifras, esto es, 
tantas como los dos factores 6 una menos.

39. Un número es múltiplo de otro cuando es el producto 
de este por un número entero.

Asi, 30 es múltiplo de 5, porque es el producto de 5 por 
el nú mero entero G.

El producto de un número por 2 se llama duplo de dicho 
número: el producto por 3, se llama triplo: el producto por 
4, cuadruplo, el producto por 10, décuplo, etc..

40. Para expresar el producto de una suma ó diferencia 
indicada por un número, sin efectuar la suma ó diferencia, 
se coloca esta dentro de un paréntesis, y el número por que 
debe multiplicarse, fuera del mismo.

Así, el producto de 14 +6 4-5 por 8 se expresa por .
• . • :(14+6+5)X8. . ,

41. Te o r e ma . Para multiplicar una suma indicada por
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Qm 'ntimepo, se multip?ica cada samando por este número y 
se Suman los productos.

Vamos á demostrar que
(3 + 5 + 8) X 4 = 3 X 4 4- 5 X 4 + 8 X 4.

En efecto: Según dijimos en el número 30, el producto 
propuesto es una suma de 4 sumandos iguales á 3 4-5 4~ 8; 
pero cada número 3, 5 y 8 está repeti^ó en la suma 4 veces, 
ó lo que es igual, multiplicado por 4: luego

(3 + 5 + 8) X 4 = 3 X 4 4- 5 X 4 4- 8 X 4.
Es c o l io . Este teorema puede enunciarse diciendo: /S7 todos 

los sumandos de ■una suma se multiplican por un número, la 
suma, queda multiplicada por el mismo número.

42. Te o r e ma . Para multiplicar una diferencia indicada 
por un númnro, se multiplican el minuendo y el sustrdendo 
por dic^o número y se restan los productos.

Queremos demostrar que
(15 —.8) X 6 = 15 X 6 — 8 X 6.

En efecto: 15 — 8 = 7, luego [25] 7 4-8 = 15; pero si 
dos cantidades iguales se multiplican por el mismo número 
los productos son iguales, luego

(7 4- 8) X 6 = 15 X 6 ó 7 X <) 4- 8 X 6 = 15 X 6, 
y restando de estas dos últimas cantidades iguales el produc­
to 8 X G, las diferencias serán iguales, luego

7X6 = 15X6-8X6; . '
poniendo ahora en el primer miembro en vez de 7 su igual 
15 — 8, resulta por último

(15-8)X6=15X6-8X6, 
lo cual debíamos demostrar.

Es c o l io . Puede enunciarse este teorema diciendo: Aii el 
minuendo y sustraendo se multiplican por un. mismo número, 
la di ferencia queda multiplicada por dicho número.

43. Si en todos los términos de una suma ó diferencia in­
dicada entra un mismo número por factor, puede darse á 
la expresión otra forma mas sencilla, colocando dentro 
de un paréntesis los téripinos de la suma ó diferencia, pres­
cindiendo del factor común, y escribiendo éste, fuera del 
paréntesis. Así, las expresiones

3 X 44-5 X 44-8 X4, 15 X 6 - 8 X 6
pueden expresarse respectivamente por

(3-4 5+8) X 4, (15 —8)X6.
Sabemos, en efecto, por los teoremas precedentes, que 

estas expresiones son iguales á las propuesuis.

u
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44. Te o r e ma . Para muUlplicar Kit p'odv.ctn de dos fac­

tores por un. número, se rnultvphca cualq uiera de los Jacio- 
res por dicho número. i,.

En efecto: si tomamos para multiplicando aquel de los 
dos factores que se supone multiplicado por un número, el 
producto será una suma de tantos sumandos iguales a dicho 
factor como unidades tenga el otro; como el primero de estos 
factores se multiplica por un número, cada sumando resulta, 
multiplicado por el mismo número, luego la suma esta en 
igual caso [41], y como ésta no es mas que el producto pro­
puesto, el teorema queda demostrado. , .

Es c o l io . Es muy común enunciar esta verdad diciendo: 
,Si uno de los . factores de un producto se multiplica por un 
número, elq/roducloqueda ncultiplicadopor el 'mismo numero.

IV.—División.

45. La  d iv is ió n  tiene qior objeto descomponer un producto 
dado en dos factores, siendo conocido uno de estos. ,

En esta operación se conoce el producto de dos números y 
uno de estos, y se busca el otro. . .

El producto se llama dividendo, el factor conocido dmt- 
sor. y el factor que se busca, ó sea el resultado de la opera­
ción* cociente. . .

Según la definición, el dividendo es igual al producto del 
divisor por el cociente. .

La división de dos números se expresa poniendo entre, 
ellos el signo : (pie se lee dividido por: así la división de 12 
por 4 se escribe 12 : 4, y se lee 12 divididopor 4.

46. Hemos dicho [30] que un producto de números ente­
ros equivale á una suma de tantos sumandos iguales al mul­
tiplicando como unidades tiene el multiplicador; por tanto, 
éste indica las veces que el producto contiene al multiplican­
do; luego el dividendo, que es un producto, es uno suma, de 
tantos números iguales al divisor como unidades tiene el 
cociente. Por esto se dice con frecuencia: dividir un número 
cualquiera por otro entero, es hacer el primero tantas veces 
menor como unidades tiene el segundo.

Indica, pues, el cociente las veces que el dividendo con­
tiene al divisor, y se hallará su valor restando éste de aquel 
cuantas veces sea posible.

u
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Así, para liallar el cociente de 52 por 13, tendremos:

52
13

39 . . . 1.a sustracción.
13

2G............ 2/ id.
13

13............ 3/ id.
13

00............ 4.a id.
Donde vemos que 52 contiene al 13 cuatro veces exacta­

mente, luego e! cociente de estos dos números es 4.
halfémus del mismo mudo el cociente de 57 por 13.

57
13

44.............1/ sustracción.
13

31............ 2/ id.
13

18............ 3.* id.
13

5.............4.* id.
Vemos que 57 contiene á 13 cuatro veces y sobran ade­

más 5 unidades. El cociente es. pues, mayor que 4 y no 
llega á 5; por consiguiente no puede ser un número entero.

Como solo nos ocupamos ahora de estos números, no es 
posible.:ha llar el cociente con exactitud, debiendo limitarnos 
á obtener el numero entero de. veces que el dividendo con­
tiene al divisor. ,

A este número se llama enciente entero ó incompleto para 
distinguirle del obtenido en el ejemplo anterior, que se 
llama, exacto ó completo. El último resto 5 se llama residuo. 
y vemos que en la di-rision incompleta, el dividendo es igual 
al producto del divisor por el cociente mas el resi,dúo.

Estas divisiones incompletas provienen de tomar para

u
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dividendo un número que no puede ser el producto del divi­
sor por un número culero.

47. En la división de enteros distinguiremos tres rasos: 
1/ que el divisor sea menor (pie 10 y el dividendo menor que, 
diez veces el divisor: *í." (pie el divisor sea mayor que 10 y el 
dividendo menor (pie diez veces el divisor; 3.° que el divisor 
sea un número cualquiera, y el dividendo mayor que. diez 
veces el divisor. _ ,

Todos estos casos pueden resolverse restando el divisor 
<lel dividendo cuántas veces se pueda; pero siendo muy lariro 
en ¿renera! semejante procedimiento , expondremos otro 
mucho más breve.

48. Pr ime r  c a s o . El dinisor es menor que 10 y el dtti- 
dendo menor que diet reces el divisor.

Sabiendo la tabla de la multiplicación, los productos se. 
presentan fácilmente á la memoria. Por ejemplo, si quere­
mos dividir 48 por 6, la memoria nos dice que el número 8 
es el cociente, puesto que multiplicado por 6 da 48.

49. Le ma . LTn ibúmnro cualquiera es menor que. la uni­
dad, seguidla d" tantos ceros como cifras tiene.

EÍ caso mas desfavorable es aquel en que todas las cifras 
del número son nueves.

Ahora bien,
10= 9 + 1, iuepo 10 > 9 1

100 = 99 + 1, lufígo 100> 99
1000 = 999 + 1, luego 1000 > 999

Por consiguiente el lema es cierto.
Obsérvese, que la menor diferencia entre el número pro­

puesto y la unidad numerativa es uno.
50. Se g c m -o  c a s o . El divisor es mayor que 10 y el divi­

dendo menor qup diei veces el divisor.
Propongámonos dividir (>548 por 729.
El dividendo no contiene diez veces al divisor, porque. 

6548 es menor que 729 X 10 = 7290, luego el cociente ten­
drá una cifra.

6548!729

716!
Prescindamos en el-divisor de todas las cifras que siguen

1 El signo >- se loe mayor que.

UMV31SIDAD
u
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á la. primpra, y de otras tantas en el dividendo, y conside­
rando los números 65 y.7 que resultan, reduciremos el caso 
presente al anterior.

Demostremos ahora que el cociente de los números dados 
no puede ser mayor que el de 65 por 7, esto es. que 9.

En efecto, un cociente mayor que 9, multiplicado por las 
7 centenas del divisor, daría un núrhero de centenas mayor 
que 65. y por lo tanto mayor que el dividendo, que no puede 
valer 66 centenas [49].

. Pt-ro el cociente verdadero puede ser menor que 9; en 
efecto, las 65 centenas del dividendo pueden contener, ade­
más de las centenas que resultan de multiplicar el cociente 
por las 7 del divisor, otras centenas resultantes de multipli­
car el cociente por las decenas y unidades del divisor, y las 
del residuo; solamente las últimas pueden ascender á 7, lue- 
g’O la cifra 9 podrá ser mayor que la verdadera.

Para comprobarla se multiplica por el divisor, y si el 
producto es mayor que el dividendo, como sucede en este 
caso, el cociente evidentemente es menor que 9; por lo tanto 
debemos disminuir esta cifra en una unidad, y someter el 
número 8 á la misma comprobación.

El producto de 8 por el divisor es 5832, que puede restarse 
del dividendo, luego 8 es el verdadero cociente. Restando 
5832del dividendo, se obtiene el residuo 716.

Advinirémos que la cifra 8 pódria también ser mayor que 
la verdadera, y que entonces debía disminuirse en otra uni- 
dad.y comprobar el cociente 7,continuando del mismo molo 
hasta obtener un producto menor que el dividendo.

Este es el procedimiento en su parte esencial, pero exis­
ten reglas que lo facilitan y abrevian.

1 .* El dividendo y divisor se separan por una línea verti­
cal. y debajo del último se traza una horizontal, para sepa­
rarle del cociente, que se coloca debajo.

2 .a Si la segunda cifra del divisor es máyor que 5, se con­
sidera. aumentada la pi imera en una unidad; es evidente que 
si. por ejemplo, el divisor es 487, se acerca mas á cinco que 
á cuatro centenas, luego tomando el 5 para divisor nos 
aproximaremos mas al cociente verdadero.

3 .* El producto de la cifra que se comprueba por el divi­
sor, y la. diferencia entre este producto y el dividendo se ob­
tienen simultáneamente. En el ejemplo propuesto diremos: 
8 por 9, 72; de 72 á 78 van 6: 8 por 2, 16; y como el minuen­
do ha sido aumentado en 7 decenas, se añaden también al 
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sustraendo, 16 y 7, 23; de 23 á 24, 1; 8 por 7, 56; 56 } 2, 58; 
de 58 á 65, 7. . .

Ya podemos enunciar la siguiente regla.
Para dividir un número por otro, _ cuando el cociente es 

menor que 10, se prescinde en el divisor de todas las cifras 
que siguen á la primera, y de otras tantas de la derecha, en el 
dividendo, y se efectúa la división de los números que resul­
tan. El cociente obtenido se multiplica por el divisor, y si el 
producto puede restarse del dividendo, dicho cocien te sera el 
verdadero: pero si el producto es mayor que el dividendo, se 
disminuirá en una unidad la cifra del cociente, somct/iendo 
después la nueva cifra á la misma comprobación. Conti­
nuando de este modo se hallará un producto que podra res­
tarse dnl dividendo, y la operación quedará terminada ejec- 
tuando la sustracción. ,

Si la cifra del cociente se ha puesto por tanteo, podra ser 
menor que la verdadera, lo que se conoce por el residuo, que 
es en tal caso igual ó mayor que el divisor.

Te r c e r  c a s o . El divisor es un número cualquiera y el 
dividendo mayor que diez veces el divisor.

Propongámonos dividir 34595 por 129. ,
El divisor 129 multiplicado por TOO da 12900, numero 

menor que el dividendo, luego éste contiene cien veces cuan­
do menos al divisor. Si éste se multiplica por 1000 resulta 
129000, número mayor que el dividendo, luego éste no con­
tiene mil veces al divisor.

Por consiguiente, el cociente es mayor que 100 y menor 
que 1000; tendrá, pues, tres cifras. . , .

Siendo el dividendo un producto del divisor por el cocien­
te, se compone [36] de tres productos parciales, que son los 
que resultan de multiplicar el divisor por las unidades, dece­
nas y centenas del cociente. Además, si la división no es 
exacta, el dividendo contendrá el residuo. .

Si del dividendo lográsemos separar sucesivamente los 
tres productos parciales, bastaría dividirlos por el divisor 
para hallar las cifras correspondientes del cociente. Estas di­
visiones parciales pertenecerían al segundo caso, puesto que 
los cocientes tendrían una sola cifra. .

Veamos hasta qué punto es posible separar sucesivamente 
del dividendo los productos parciales mencionados.

El último de estos es un número exacto de centenas, 
puesto que resulta de multiplicar el divisor por las centenas 
del cociente [36], y forma parte del dividendo; pero este con­



tiene en general algunas otras centenas, que proceden de los 
demás productos parciales y aun del residuo, las cuales agre­
gándose al producto parcial último, impiden aislarle.

, Sin embargo, las centenas agregadas no bastan para que 
dividiendo la suma de unas y otras, esto es, todas las del di­
videndo, por el divisor, resulte una cifra mayor que la pri­
mera del cociente. En efecto, las que siguen á ésta forman 
un número menor que una centena' |49], luego el producto 
de este numero por el divisor, que es la suma de los produc­
tos parciales, excepción hecha del último, será menor que 
129 centenas, faltándole por lo menos 129 unidades simples, 
y no pudiendo el residuo alcanzar este valor, porque necesa­
riamente es menor que el divisor, resulta que elniimero de 
coitenas agregadas al lUlimo -producto parcial no llega d 
componer úna tes el divisor, y como dicho producto vale á 
lo mas nueve veces el divisor, se infiere que el número de 
centenas del dividendo es menor que el décuplo del divisor. 
Además es evidente que dicho número de centenas debe ser 
igual ó mayor que el divisor.

De estas conclusiones se deduce:
1 * Dividiendo las centenas del dividendo por el divisor, 

se obtendrá- precisamente la primera cif ra del cociente.
2 ." Para separar en el dividendo las unidades numerati­

vas del mi^mo órden qu" las superiores del cociente, se toma­
rán de la izquierda de aquel las cifras necesarias para for­
mar wn. número igual ó mayor que el divisor y menor que el 
decuplo de este.

Es evidente que estas cifras serán tantas como tiene el 
divisor ó una mas.

345.95 129
258 00 2^)8

879.5 
774 0 
105 5 
103 2

2 3
Separemos, pues, las tres primeras cifras, y dividamos 

345 por 129; el cociente es 2. Multiplicando 2 centenas por el 
divisor se obtiene el último producto parcial, y restando 
éste, que es 258 centenas, del dividendo, la diferencia 8795 
es la suma de los demás productos parciales y riel residuo.

Aplicando á 8795 el razonamiento anterior, se vería que



separando sus 879 decenas y dividiendo este numero por el 
divisor, se obtienen las 6 decenas del cociente.

Multiplicando 6 decenas por el divisor se obtiene el se- 
yundo producto parcial 774 decenas, y restándolo de 8/9a, 
la diferencia 1055 será el primer producto parcial mas el 
^Finálmeníé, dividiendo 1055 por el divisor se obtiene la 
cifra 8 del cociente, que multiplicada por el .divisor da el 
primer producto parcial, y restando éste de 1055, la diferen­
cia 23 es el residuo de la operación.

Obsérvese que los números que se han dividido por KJ 
han sido 345,879 y 1055, podiendo formarse estos dos últimos 
restando del dividendo parcial anterior el productode la cifra 
del cociente, en su valor absoluto.por el divisor, y colocando 
á la dereQha de la diferencia la cifra siguiente del dividendo. 
Ademas, las sustracciones pueden efectuarse al mismo tiem- 
i)O une los productos, como se explicó en el segundo caso.

La disposición práctica de la operación es como sigue.
345.95 129
87 9
10 5o

23 . .
Los razonamientos anteriores conducen á la siguiente

regla. , , ,
Para dividir dos números, cuaud.o eu divisor es un nume­

ro cualquiera y el dividendo mayor que. diez reces el dirtsor, 
se separan de lo, uquinTda, del dividendo tantas cifras como 
tiene el divisor, ó una mas, si las primeras forman un nu­
mero menor que. el divisor; se difide pl número sepa.raao por 
el divisor, con lo que se obtiene la cifra de orden superior a el 
cociente; el producto de esta, cifra por el divisor se resta del 
dividendo parcial, y ala derecha, del resto se coloca la prime­
ra cifra de las no separadas; dividiendo el número que asi se 
forma por el divisor, se obtiene la segunda, cifra dpl cocien- 

*tc, con la que se repiten las mismas operaciones que se hicie­
ron con la primera; continuando de. este modo hasta que so 
hayan empicado sucesivamente, todas las cifras no separadas 
del dividendo, se obtendrá el cociente entero, y el resto ae la 
última sustracción será, el residuo de la operación.

iSi alguno de. los dividendos parciales fuese mepor que ci 
divisor, la cif ra correspondiente del cociente será cei’o, y se 
colocará d la derecha de dicho dividendo parcial la siguiente 
del total, continuando después d,cl modo dicho.





37
dp modo que todavía faltará una unidad para completar las 
$67 decenas; luego , .. .

las decenas de un numero por el dirisor, se 
obtienen las decenas del cociente. .

Si restamos del dividendo el producto del divisor por las 
decenas del cociente, el resto contendrá, el producto del divi­
sor por las unidades del cociente y además el residuo de la 
operación. Dividiendo aquel resto por el divisor, obtendre­
mos las unidades del cociente; el producto de estas por el 
divisor restado del dividendo parcial dará el residuo; juego

Para- di-nidir dos números se dividen las decenas del drri- 
dendo por el divisor, y se obtendrán las decenas del cociente; 
para hallar las unidades, se resta del dw%d»-ndo elprod-ucto 
del divisor por las decenas del cociente, y se divide La aije- 
rencía por el divisor.

34572 267 
26I0_ 129 

787 
_j53£_

2532 
2403

129
Según esta regla, debemos dividir 3457 por 26/; y como 

el cociente contiene á su vez decenas y unidades, dividire­
mos 345 decenas por 267, v obtendremos 1 para cifra de las 
decenas. Multiplicando 1 decena por el divisor y restando el 
producto de. 3457, se obtiene el resto 787, que dividido por 
267 da. las unidades. Multiplicando 2 por el divisor y restan­
do el producto 534 del resto anterior, se obtiene el resto 2o3 
de la división de 3457 por 267. .

El cociente obtenido 12 representa las decenas de la. divi­
sión total, luego debemos multiplicarle por el divisor y res­
tar el producto del dividendo; sin embargo, esta sustracción 
la hemos efectuado va en parte, puesto que se ha. restado de 
3457 el producto de 267 por 12 unidades; para completarla, 
observaremos que el producto de 267 por 1'2 decenas se forma 
añadiendo un cero al de 267 X 12, y que poniendo la ultima 
cifra 2 á la derecha, de 3457. se tiene, el dividendo total; lue­
go la diferencia que buscamos se obtendrá colocando la cura 
2 á la derecha, del resto 253; resulta así el número 2532, que 

dividido por 267 da la última cifra del cociente.

u



Dr nste nuevo razonamiento se deduce la misma regla 
que del primero.

54. La prueba de la dÁvmnu consiste en multiplicar el 
cociente por el droisor y añadir el producto el residuo: la 
suma será igual al dividendo [46], si la operación y la prue­
ba están bien hechas.

55. Si se suprime uno ó mas ceros de la derecha de un 
número, quedará éste dividido por la unidad seguida de 
los ceros suprimidos.

En efecto: si suprimimos los ceros del número 37000. cada 
cifra significativa adquiere un valor mil veces menor [16], 
luego el número queda dividido por 1000.

56. Caso particular. Si el dividendo tiene varias cifras y 
el divisor una sola, se simplifica mucho el procedimiento del 
tercer caso omitiendo los restos y los dividendos parciales, 
que se encomiendan á la memoria*

Por ejemplo, para dividir 37249 por 7, diremos:
37249 7
5321 

2
la sétima parte de 37 es 5 y sobran 2, que con la cifra si­
guiente del dividendo componen 22; la sétima parte de 22 es 
3 y sobra 1, que con la cifra siguiente forma 14; la sétima 
parte de 14 es 2 y no sobra nada; la sétima parte de 9 es 1 y 
sobran 2, que es el residuo de la operación.

57. Un número es divisible por otro, cuando la división 
del primero por el segundo es exacta.

El primer número es múltiplo del segundo y éste á su 
vez es factor, divisor toparte alícuota del primero.

Así, 24 es divisible por 6, y 6 es divisor, factor ó parte 
alícuota de 24.

58. Te o r e ma . Para, dividir una suma indicada por un 
factor de todos los sumandos, se divide cada uno de estos por 
el factor común, y se suman los cocientes.

Vamos á demostrar que ,
(15 + 18 4- 27) : 3 = 15 : 3 + 18 : 3 + 27 : 3.

, El cociente ha de ser un número que multiplicado por 3 
dé 15-4184-27; pero si multiplicamos 15 : 34-18 : 34-27 : 3, 
que es una suma indicada, por 3, el producto de multiplicar 
cada cociente de los que componen la suma por el divisor 3 
<iebe dar el dividendo respectivo, Juego

(15 : 3 4- 18 : 3 4- 27 : 3) X 3 = 15 4- 1$ 4- 27. 
Lo que demuestra el teorema.
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Esta verdad se enuncia con frecuencia diciendo: Si todos 

los sumandos de una sum,a se disiden io o t  un factor común, 
la suma quedará dividida-por dicho factor. ,

59. Te o r e ma . Para dividir la diferencia entre, dos nú­
meros por un factor de ambos, se divide cada uno de ellos 
por el factor común, y se restan los cocientes.

Queremos demostrar que
(28- 16) : 4 = 28 : 4 - 16 : 4.

En efecto,(28 : 4— 16 : 4) X 4 = 28— 16, 
que es la diferencia dada; luego 28:4—16 : 4 es el cociente.

También podemos decir: iSi el minuendo p el sustraf’rf o 
se dividen por un factor común, la diferencia queda dividi­
da por dicho factor. ,

60. Te o r e ma . Para dividir un producto de dos números 
por un divisor de uno de tos factores, se divide este factor 
por su divisor. ,

En efecto: si consideramos como multiplicando el factor 
que se supone dividido, el producto será una suma de tantos 
números iguales á dicho factor como unidades tiene el otro; 
dividiendo el primero por un número, cada sumando queda 
dividido por el mismo número, luego la suma está en igual 
?.aso [58], y como la suma no es mas que el producto pro- 
auesto, el teorema queda demostrado. , 
' Esta verdad puede también enunciarse diciendo: M uno 
le los factores de un producto se varte por un divisor suyo, 
ü producto q uedará partido por el mismo divisor.

61. Expongamos una aplicación importante de este teo-
VXYXCuando uno ó los dos factores de un producto terminan 

»n ceros, para efectuar la multiplicación, se prescinde de 
estos, se multiplican los números que resultan, y a la dere­
cha del producto se añaden tantos ceros como tienen los fac­
tores propuestos. Annnn

Si queremos, por ejemplo, multiplicar 56300 por 43000, 
se multiplica solamente 563 por 43, y se añaden cinco ceros 
al producto 24209.

En efecto: suprimiendo dos ceros en el multiplicando, se 
divide por 100 [55], luego el producto quedará dividido por 
100; suprimiendo tres ceros en el multiplicador, se divide 
jor 1000; luego el producto se hace 1000 veces menor. 1 or 
consiguiente.para que el producto sea el verdadero, hay que 
lacerle 100 veces mayor y después 1000 veces mayor, lo que 

u SC



40
se consig-ue añadiendo cinco ceros, precisamente tantos como 
tienen los dos factores.

Será, pues, 56300 X 43000 = 2420900000.

V.—Producto de varios factores enteros.

62. Le ma . Tinproducto de dos Jactares uo se altera, diri- 
diendo uuo de los .factores por un divisor suyo, y multipli­
cando el otro factor por dicho divisor.

En efecto: dividiendo uno de los factores por un divisor 
suyo, el producto queda dividido por dicho divisor [60]; pero 
multiplicando el otro factor por el mismo número, el produc­
to queda multiplicado [44]; y como estas alteraciones del pro­
ducto se destruyen mútuamente, dicho producto no varía.

63. Una expresión de la forma
, 2 X 3 X 5 X 4

se llama producto de varios factores, y significa que el pri­
mero de ellos 2 debe multiplicarse por "el siguiente 3, el pro­
ducto 6 por el tercer factor 5, y el producto 30 de los tres 
primeros por el cuarto 4. De modo que

. . 2X3X5X4=120.
Por consiguiente, un producto de varios números 2X3 

X 5 X 4 puede considerarse compuesto de dos factores sola­
mente. siendo uno de ellos el valor efectuado de 2 X 3 X 5 y 
4 el otro. De modo que

. 2X3X5X4 = (2.3.5)X4.
Siempre que escribamos un producto de varios factores 

en una de las formas .
(2.3.5) X 4 ó 2.3.5 X 4, 

se entenderá que lo consideramos como el producto de las 
cantidades separadas por el signo X •

64 , Te o r e ma . Para multiplicar un 'numero por un pro­
ducto de varios factores, se multiplica el número sucesiva­
mente por cada, uno de los factores.

Si los factores son dos, el teorema es cierto.
En efecto: 3 X (2.5) = (3.2) X 5 [62];

pero es evidente que (3.2) X 5 = 3.2 . o;
luego 3 X (2 . "d = 3.2.5.

Si el teorema es cierto cuando el producto consta de va­
rios factores, lo será igualmente cuando el producto tenga 
un factor mas.

u
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Supongamos que3X(2.5.... 4) = 3.2.o.... 4:

vamos á demostrar que el teorema sera también cierto si al 
producto 2.5 .... 4 se añade un factor nuevo 7, esto es, que 

3 X (2.5 .... 4.7) = 3.2.5 .... 4 . /.
El producto 2.5 .... 4.7 puede considerarse compuesto 

de solo dos factores: 2.5 .... 4 y 7;'si lo dividimos por el.fac- 
tor 2.5 .... 4, el cociente sera 7; según esto y el lema 6621,
tendrem^X(2.5....4.7) = ?>p.5^^ 
pero suponemos que 3 X 2 • 5 .... 4 i . 2 . a 
luego la anterior igualdad se convierte en

3 X Í2 • 5 .... 4.7) = (3.2 . o .... 4) X 7; 
(3.2.5...-4)X7=3.2.5... 
3X(2.5 .... 4.7) = 3.2.o ...

4;

4.7, 
4.7.. pero es evidente que 

luego finalmente . .. ,
Ahora bien, como el teorema es cierto para dos factores, 

lo será igualmente para tres; siendo cierto para tres, lo sera 
para cuatro, y asi sucesivamente; luego es siempre cierto.

65 Tf o r e mx . Para multiplicar entre si dos productos 
indicados, se multiplica el prionero sxicesicamente por caaa 
uno de los factores del segundo.

Queremos demostrar que(3.5.2) X (4-6.7) = 3.5.2.4.6. 7.
En efecto: 3.5.2 puede sustituirse por su valor efectua­

do 30. y tendremos „(3.5.2) X(4.6.7) = 30X(4.6./)= 30.4.6.7=3.5.2.4.6.7.
66 Te o r e ma  . Para muítipíicar un product-o indicado por 

•un número, se multiplica cualquiera de sus factores por 
<7í/''vainoTáO‘demostrar que para multiplicar el producto 
2.3.5.4 por 7, basta multiplicar cualquiera de sus tacto­
res, el 3 por ejemplo, por 7.

Sabemos [65] qne3 ^4 = 2 ;!x5 4

lue.o-0 (2.3.5.4) X 7 = (2.3 X o . 4) X 7; ,
pero se multiplica un producto de dos factores por un nume­
ro, multiplicando cualquiera de los factores; luego
(2.3X5.4) X7 = 2. 3.7X5.4 = 2. 3. 7. o. 4. =2. 21 .a.4.

67. Te o r e ma . Vnproducto de Daríos factores no se altera 
rariando el orden de los factores.

Si estos son dos, el teorema esta ya demostrado [311. . 
Supongamos que sean mas de dos, y probemos, en pn- 
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raer lugar, que uno cualquiera de ellos puede colocarse el • 
ultimo.

pero

Sea el producto 2.3.5.4.7; digo que el factor 5 puede 
ocupar el ultimo lugar.

En efecto: 2.3 . 5.4.7 = 2.3 X 5.4.7 [641- 
pero 5.4.7 = 5X4.7 = 4.7X5 = 4.7.5; 
luego 2.3.5.4.7 = 2.3 X 4.7.5 = 2.3.4 . 7 . 5.

demostremos ahora que el último factor puede ocupar 
un lugar cualquiera.

El producto 2.3.4.7 . 5 puede considerarse compuesto 
de los factores 2.3.4.7 y 5; pero habiendo demostrado que 
para multipjcar un producto por un número, se multiplica 
cualquiera de los factores por dicho número, tendremos

(2.3.4.7) X 5 = 2.3 . (4.5) . 7 = 2.3.4.5.7.
Acabamos de ver que todo factor puede ocupar el último 

lugar y de éste pasar ¿ otro cualquiera, luego se puede 
alterar arbitrariamente el órden de los factores, sin que 
varíe el valor del producto.

68. Te o r e ma , i ara disidir un, producto indicado por un. 
divisor de Una de factores, se divide este factor vor su 
divisor.

Sea 2 . 8 . I.) . 7 el producto que se. quiere dividir por 5; 
vamos á demostrar que basta dividir el factor 15 por 5, esto 
es, que

(2.8 . 15.7) : 5 = 2.8.3.7.
_ En efecto: multiplicando el segundo miembro de esta 
igualdad por el divisor 5, para lo cual basta multiplicar por 
este número el factor 3, resulta el dividendo 2.8 . 15.7, 
luego e! menciona Jo segundo miembro es el cociente buscado.’

69. Te o r e ma . Dividiendo un mmero por uno de sus fac­
tores. d cociente por uno de los sui/os, el segundo cociente 
por otro, factor etc., el ültizno cocvnte es el mismo que se 
ootendria dividiendo el número dado por el producto de todos 
«os divisores.

Supongamos que se divide 840 por 2, el cociente 420 por 
3, el t-egnndo cociente 140 por 5; vamos á demostrar (pie el 
tercer cociente 28 es el mismo que se obtendría dividiendo 
1-40 por 2.3.5.

En efecto: mij'.tTp’ir'Rndo e1 tercer cociente 28 pór 5 se 
obtiene ei segundo; multiplicando éste por 3, se obtiene el 
primero; y multiplicando este por 2 se obtiene el número 
¿ado 840. Pero habiendo multiplicado 28 sucesivamente, por 
5, 3 y 2,se ha multiplicad j  por el producto 2.3. 5; luego28

u Si
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PS el cociente de 840 por el producto 2.3.5 de los divisores. 

' 70- Los productos de factores iguales dan origen á las 
^OtpoTENciA do un numero es el ‘producto de varios Jactares 

^^SUo^factoTe^iguales son dos, la notencia se 
nunda ó cuadrado; si son tres, tercera ó cubo; si son cuatro, 
cinco etc., se llama cuarto, ((Uiuta etc.

Así 5 X 5 es la segunda potencia ó ei cuadrado de •>, 
5 X "> X 5 es la tercera potencia ó el cubo de 5, 
5 X 5 X o X 5 es Ia cuarta potencia de 5 etc.

Con objeto de abreviar la expresión de las potencias se 
escribe el factor una sola vez y á su derecha, un poco eleva­
do, un número que indica las veces que el propuesto se rep - . 
te por factor.

De modo que .. rs
el cuadrado de 5, que es q . o, se escrib , 
el cubo de 7, que es 7.7.7, se escribe /e. ,

Las expresiones 59,75 se enuncian respectivamente di­
ciendo" claco elevado al cuadrado, siete elevado al cubo.

¿oí de una potencia es el número ordinal que expresa 

es el taTM corrM' 
pondpotencia de quinto grado de 2, el exponente es a.

Para hallar la potencia de cierto grado de un número se 
multiplica éste por si mismo tantas veces menos ™ como 
unidades tiene el exponente: puesto ^en^na .
contiene dos factores, dos multiplicaciones, tres, en tin, el 
número de multiplicaciones es inferior en una unidad al de 
"mpre que un número quiera expresan enferma de 
nntenria convendremos en asignarle el exponento 1, asi o 
5'. y diremos: la primera potencia de un numero es el mismo 

//í?7Í^ Te o r e ma . Para multiplicar dos potencias de un mix- 
mo número, se eleva ésto, á una potencia cuyo exponente sea 
la suma de los exponentes de los factores.

En efecto: o 0 9 9 9^972^ X 2‘ - 2 ■ 2.2 X 2 • 2.2 . 2=2 . 2.2.2.2 . 2.2-=~ .

" Ü|
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CAPÍTULO TERCERO.

PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS NÚMEROS 
ENTEROS.

I.—Divisibilidad.

72. Te o r e ma - Todo número divisor de otros varios es 
divisor de su suma. ’

Sea 3 el número divisor de 15, 21 y 30; queremos demos­
trar que 3 es divisor de 15 4- 21 + 3o.

En efecto: el cociente de 15 + 21 + 30 por 3 es la suma. 
de que se obtienen dividiendo cada sumando
por 3 [o8J, pero estos cocientes son exactos por hipótesis, lue­
go el de 15 4- 21 -p 30 es también exacto, ó lo que es igual 
3 es divisor de 15 + 21 + 30.

/3. Ie o r e ma . un número es divisor de un sumando y 
no lo es del otro, no es divisor de la suma.

1 es divisor de 35 y no lo es de 27; queremos demostrar 
que 1 no es divisor de 35 4- 27.

Sabemos que 35 = 5.7, '■ 27 = 3.74-0- 
sumando miembro a. miembro estas igualdades, resulta 

- r 4- 27 = 5.74- 3.7 4- 6 = (54- 31.7 + 6;
si dividimos 35 + 27 por 7, el cociente será 5 + 3 y quedará 

® f^^huo, luego la suma de los números propuestos no es 
divisible por 7.

Es c o l io . El residuo correspondiente á la suma 35+27, es 
el misino que se obtendría, dividiendo el segundo sumando.

74. I e o r é ma i Todo divisor de un iiúmoro, es también di­
visor d" cualquier múltiplo de este número.
i ^es b^boor de 15; vamos á demostrar que también lo es- 
de lo . 4.

, En efecto: 15.4 = 15 + 15 + 15 + 15;
siendo 5 divisor de todos estos sumandos, es divisor de la 
suma, o sea del producto 15.4.

Conviene enunciar también esto teorema de la manera 
.siguiente: lodo múltiplo do un número, es también múlti/nlo 
tle cualquier divisor <le dicKo número. '

1- . -to es. siendo lo . 4 múltiplo de 15, es también múltiplo 
de cualquier divisor de 15, de 5 por ejemplo.

u
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75. Te o r e ma . Todo divisor de dos ndme^, es también 

dicisor de su diferencia. _ .
Sea 7 el número, divisor de *3 5 y 14, decimos que 7 es 

también divisor de 35 — 14.
En efecto: el cociente de 35 — 14 por 7 es ,a diferencia de 

los cocientes que se obtiene dividiendo el minuendo y el sus- 
traendo por 7 1591; pero estos cocientes son exactos poi hipó­
tesis, luego el de 35 — 14 por 7 es también exacto, o lo que 
t-s igual, 7 es divisor de la diferencia.

76. Te o r e ma . /S'i un número es divisor M mmuendo y no 
lo es del sustraendo, -no es divisor de la deferencia.

En efecto: la diferencia mas el sustráendo es igual al mi­
nuendo- si la diferencia fuese divisible por el numero pro­
puesto, como el sustráendo nó lo es. la suma, esto es el mi- 
liuendo, no podría serlo [73], lo cual es contrario a la hipóte­
sis; luego el número propuesto no puede ser diy ism déla 
diferencia. , .

Ti. Te o r e ma . ;Si la diferencia de dos num-ros es divisible 
-por un tercero, los residuós de dividir aquei los por este, son 

"sean 41 v 29 los números; tenemos 41 —29 = 12, v sea 3 
un factor dería diferencia 12; vamos á demostrar que los re­
siduos de dividir 41 y 29 por 3 son iguales.

En efecto: 41 = 12 —|— 29;
3 es divisor de 12; si divide á 29 será factor de 41, luego los 
residuos serán ambos iguales a cero. Si 3 úivide á 23 
tampoco divide á 41; pero el residuo de dividir por 3 la suma 
es igual al de dividir el sumando 29 [/3, escolio]; luego el 
teorema enunciado es cierto. "

78. Te o r e ma  r e c ípr o c o . ;S'i disidiendo dos números por un 
tercero se obtienen residuos iguales, la diferencia de dichos 
dos números es divisible por el tercero.

Supongamos que los números 72y 46 divididos poi 13 den 
ambos el residuo 7; queremos demostrar que /2 —46 es dni-

En efecto: La diferencia 72 — 46 no se altera restando 7 
unidades del minuendo y otras 7 del sustráendo; pero estos 
números disminuidos en el residuo 7 son divisible por lo, 
luego su diferencia lo es también. ,

79. Todo número divisible por 2 se llama par, y si no lo

2, 4, G, 8 son números pares; 1, 3, o, 7 son impaies.

use
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Tü o r e ma . Pa.ra. qu- Víl -n-xm-rn sea (Líd í,s í,I)U ■por 10, se 

'necesita y basta que t.CTWáu* en cero. •
En efecto: si el cociente de un número por 10 es exacto, 

multiplicándole por el divisor se obtendrá el número pro- 
puesío; pero, el producto por 10 termina en cero, luegQ si un 
numero es divisible por 10 termina necesariamente encero.

Además el cociente de dicho número por 10 es la canti­
dad que resulta suprimiendo el cero en que termina [551; lue- 
yo ha^ta que un número termine en cero para que sea divi­
sible por 10.

80. De un modo semejante se demuestra el siguiente
Te o r e ma - Para que un u-úmero sea divisible j)er la unidad 

sequiM de varios ceros, se necesita y basta que termine en 
tantos ceros como acompañan d la unidad.

81. Te o r e ma . Para que un número sea divisible por 2, es 
necesario y suficiente que termine en cero ó en cifra par.

Sea el número 350; este número es múltiplo de 10; 10 es 
el producto de 2.5, luego 2 es divisor de 10; por consi­
guiente también lo será de su múltiplo 350 [74J.

Sea el número 346, que termina, en cifra par; se puede 
descomponer este número en los sumandos 340 y 6;2 es divi­
sor de 340, es también divisor de 6, luego será divisor de la 
suma 340 + 6, ó de 346; luego todo número que termina en 
cero ó cifra par es divisible por 2, lo que manifiesta que la 
«ondicion del enunciado es suficiente.

Además es necesaria, porque 2.37. por ejemplo, se des­
compone en 2:10-1-7, y como el primer sumando es múltiplo 
de 2 y el segundo no lo es, tampoco lo será la suma.

82. , Te o r e ma . Para que un número sea divisible por 5, se 
necesita y basta que termine en cero ó en 5.

Si el número termina en cero es divisible por 10. y como 
10 es múltiplo de 5, el número propuesto lo será también.

Si termina en 5, por ejemplo 375, se descompone en 370 
+ 5, y como estos sumandos son divisibles por 5, la suma lo 
será también; luego la condición es suficiente.

Si el número no termina en cero ni en 5, por ejemplo 278, 
se descompone en 270 4-3; el primer sumando" es divisible 
pora, el segundo no lo es. luego tampoco lo será la suma; 
lo que prueba que la condición del enunciado es necesaria.

83. Te o r e ma . Para que un número sea divisible por 4, es 
qiecesario y suficiente que las dos últimas cifras sean ceros 
ó compongan u-n múltiplo de 4.

En efecto: todo número terminado en dos ceros es divisi­
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ble por 100 [80[; pero 100 = 25.4 es divisible por 4, luego 
el número prdpuesto lo será también.

Sea el número 352R, dtiyas dos últimas cifras componen 
el número 28, múltiplo de 4.

3528 = 3500 + 28: el primer sumando es divisible por 4, 
el segundo lo es también, luego la suma 3528 es un multi- 
pl°Por consiguiente la condición del enunciado es suficiente.

Del mismo modo que en los teoremas anteriores se de­
mostraría que es necesaria. , .

84 Te o k e ma . Para oue un-numero sea aamsihlepor zo. 
se necesita y basta que las dos últi-mas cifras sean ceros o 
componqan un múltiplo de 25. ,

Se demuestra este teorema como los anteriores.
85. Le ma . Toda cifra siqnifcaUva seguida de ceros, es 

un múltiplo de 9 aumentado en el -calor absoluto de la cifra 
siqnifi catira. ,

Sea el número 7000; demostremos que este numero se 
compone de un múltiplo de 9 mas 7 unidades.

En efecto' 7000 = 1000.7; y 1000 = 999-4-1, 
pero todo número escrito solo con nueves es un múltiplo da 
9, porque puede considerarse como el producto por 9 de un 
número escrito solo con unos; luego 

1000 = m . de 9+ 1 ; 1
poniendo en la igualdad 7000 = 1000.7 en lugar de 1000 
este valor, será

7000 = (m. . de 9 + 1) . 7 = w . de 9.7-4-/; 
y como todo múltiplo de 9 multiplicado por 7 es también 
múltiplo de 9, tendremos por último

7000 = m . de 9 4- 7.
86. Te o b e ma . Para que un número sea divisible por ^, s" 

necesita y basta que la suma de los valores absolutos de sus 
cifras sea múltiplo de^.

‘ kSea el número 3564.
Tenemos 3564 = 3000 -4- 500 -4- 60 -4-4;

pero 3000 = m . de 9 4-3
500 = m. .de 9 4- 5
60 = m . de 9 4-6 
4= 4

Sumando los primeros miembros de estas igualdades y 
después los segundos, las sumas serán iguales. La primera 

1 La expresión ni . de 9, léase múltiplo de 9.
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es el número propuesto; en cuanto á la segunda se compone 
de varios múltiplos de 9, cuya suma es también di visible 
por 9 172], y de 3 5 + 6 4- 4. Tenemos; pues,

, , 3564 = m . de 9 4- (3 4- 5 + 6 4- 4).
Escribimos el segundo miembro en esta forma, para con­

siderarle como la suma de dos números: uno de ellos, w . de 
9, es divisible por 9: si el segundo sumando 3 4-54-64-4 
es igualmente divisible por 9, la suma lo será también; pero 
si dicho sumando no es múltiplo de 9, tampoco lo será el 
numero propuesto. Ahora bien, 3 4- 5 4- 6 4- 4 es la suma 
de los valores absolutos de las cifras de éste, luego el teore­
ma es cierto.

87. Te o r e ma . Para que un número .tea divüible -por 3, se 
'necesita y basta que la suma de los -calores absolutos de sus 
cifras sea múltiplo de 3.

, Acabamos de ver, en efecto, que cualquiera que sea el 
número dado, es igual á un múltiplo de 9 mas la suma de 
los valores absolutos de sus cifras. Siendo 3 factor de 9, el 
mencionado múltiplo de 9 será también múltiplo de 3; lue­
go si la suma de las cifras del número dado esdivisible por 3, 
lo será el número, y no lo será en el caso contrario.

88, Le ma . Una. cifra signiftcati-va seguida de ceros es un 
múltiplo dg 11 aumentado ó disminuido en el ralor absoluto 
de df ifia cif ra, según que el número de ceros sea par ó impar.

Dividamos la unidad seguida de un número indefinido de 
ceros por 11,

11
90909...

io .O.O.O.O.....
1 0 0

1 00

y veremos que las cifras del cociente son 9 y 0 alternativa­
mente, y los residuos 1 y lü: es claro que esta ley se obser­
vará siempre. Luego 100, 10000, 1000000, en uña palabra, 
la unidad seguida de un número par de ceros, da 1 de resi­
duo, ó es un múltiplo de 11 aumentado en una unidad; 
mientras que 10, 1000, 100000, esto es, la unidad seguida de 
un numero impar de ceros, da 10 de residuo, ó es un múlti­
plo de 11 disminuido en una unidad.

Ahora es fácil demostrar el lema.
Sea, por ejemplo, el número 50000.
Tenemos 50000=10000.5. pero 10000 . de 11 4- 1,

luego 50000 = (m . de 11 4- 1) . 5 = m . de 11 . 5 4- 5; 
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pero m . de 11 . 5 es un múltiplo de 11 [74]; luego

50000 = m . de 11 4- 5.
Sea el número 5000.
Tenemos 5000 = 1000.5, pero 1000 = m . de 11 — l, 

luego 5000 = (w . de 11 — 1) . a — . de 11 . u o
pero w . de 11.5 es un múltiplo de 11; luego

5000 = ^. de 11 —5.
89 Te o r e ma . Para que uu uúmero sea dzmsibLe qtor 11, 

es néc-sario ?/ su^cieute que la diferencia entre la suma de 
las cifras de lunar inoar, contando de derecha a ^^qu^eTda, y 
la suma de las cifras de lugar-par sea cero o un múltiplo de 11.

Sea el número 374869. .
Tenemos 374869=300000+70000+4000+800+604-9;

pero 300000 = m . de 11 — 3
70000 = m . de 11 4- 7

4000 = w . de 11 — 4
800 = m . de 11 4- 8

60 = m . de 11 — 6
9= 9

Sumando ordenadamente estas igualdades, y recordando 
que la suma de los múltiplos de 11 contenidos en los^eg lin­
dos miembros, es un múltiplo de ll, tendremos

374869 = m . de 11 — 3 4- 7 — 4 + 8 — 6 + 9 
ó 374869 = w í . de 11 4- (7 4- 8 4- 9) — (3 4- 4 4- 6); 
lúe "o un número cualqriiera es un múltiplo de 11 mas ja 
suma de las cifras de lugar impar, menos la suma de las 
cifras de lugar par. .

* Restando las sumas comprendidas en los paréntesis, re­
sultará un número, que representaremos por D, y tendremos 

374869 = m . de 11 4- B;
si D fuese cero, tendríamos

374869 = m . de 11,
esto es, el número dado sería divisible por 11; si 1) no es ceio, 
el número propuesto es la suma de otros dos: el primero m . 
de 11 es divisible por 11, si el segundo D es también divisi­
ble, la suma lo será igualmente; y si D no es múltiplo de 11, 
tampoco lo será la suma.

Restaños suponer el caso en que la cantidad comprendida 
en el primer paréntesis sea menor que la del segundo, sien­
do por tanto imposible la sustracción de las mismas.

Representemos la primera, esto es, la suma de las cnras 

se
CN3'CR51DADC 
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de lugar impar por I, y la segunda, ó sea la suma de las ci­
fras de lugar par por P; el número propuesto se compone de 

m . de 11 + I — P,
y puede ser considerado como la diferencia entre m . de 11-4- 
I y P; si disminuimos el minuendo en I queda m . de 11, y 
debemos disminuir también el sustraendo, para que no se 
altere la diferencia; de este modo el número dado se puede 
expresar por

w . de 11 — (J? — Z), 
siendo ahora posible la sustracción entre P é I.

Llamemos P á la diferencia, y el número será 
m . de 11 — P. ’

Si P es divisible por 11, el número también lo será [75]; 
pero si 29 no es divisible por 11, tampoco lo será el número [7(5 j.

90. Hallando, por medio de la división, los residuos de las 
unidades numerativas de los diversos órdenes por un número 
cualquiera % se descubre, al cabo.de algunas divisiones, una 
ley, con arreglo á la cual se repiten dichos residuos.

* En efecto: estos son todos menores que el divisor t i, luego 
al cabo de tantas divisiones á lo mas como unidades tiene n, 
se repetirá necesariamente uno de los residuos anteriores; 
añadiendo un cero á la derecha del residuo repetido, y prosi­
guiendo las divisiones, se reproducirán periódicamente los 
dividendos parciales, y por tanto ios residuos, puesto que el 
divisor es constante.

Ahora bien, una unidad numerativa cualquiera es un 
múltiplo de u mas el residuo respectivo, que ya conocemos: 
luego 2, 3, 4... unidades del mismo órden serán un múltiplo 
de t i mas 2, 3, 4... veces el residuo; y como un número dado 
puede descomponerse en las unidades* desús diversos órdenes, 
será igual á un múltiplo de u mas los productosque resulten 
de multiplicar cada cifra significativa por el residuo corres­
pondiente á la unidad numerativa de su órden.

Si la suma de estos productos es un múltiplo de el nú­
mero también lo será; pero si la suma no es divisible por el 
divisor ib, tampoco lo será el número.

Este es el método general que, modificado conveniente­
mente en cada caso particular, debe seguirse para hallar los 
caracteres de divisibilidad de los números por un divisor 
determinado.

Un ejemplo aclarará las anteriores consideraciones.
Propongámonos hallar los caracteres de divisibilidad de 

los números por 7.
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10.0.0.0.0.0,0...
3 O

2 0
6 0

40
50

1 0

7____
142857

Dividiremos la unidad seguida de un número indefinido 
de ceros por 7, y veremos que la sétima división da 1 por re­
siduo, y que éste seguido de un cero reproduce el primer di­
videndo parcial 10; luego se reproducirán en el mismo órdey, 
y de seis en seis, todos los residuos.
* La ley que siguen estos es la siguiente: una unidad, una 
decena, úna centena, dan respectivamente por residuo 1,3,2; 
luego estas unidades numerativas son un múltiplo de 7 mas 
1, 3 ó 2: una unidad de millar, una decena de millar, una 
centena de millar, dan por residuo respectivamente 6. 4, 5; 
luego son un múltiplo de 7 mas (L, 4 ó 5, ó sea, nienos 1, 3 ó 
2, que es lo que falta á 6, 4 kó 5 para valer 7.

Esta misma ley siguen los residuos de las seis unidades 
numerativas siguientes, repitiéndose siempre. , .

Si una unidad numerativa cualquiera es un múltiplo de7 
mas ó menos 1, 3 ó 2, varias unidades numerativas del mis­
mo órden, serán un múltiplo de 7 mas ó menos 1, 3 ó 2 mul­
tiplicado por el número de dichas unidades. .

‘ Ahora bien, si descomponemos el número dado en perio­
dos de tres cifras, empezando por la derecha, cada periodo 
constará de unidades, decenas y centenas: un periodo de lu­
gar impar será un múltiplo de 7 mas los productos de multi­
plicar sus.cifras por 1, 3 y 2; y un periodo de lugar par será 
un múltiplo de 7 menos los productos de sus cifras por los 
mismos números. .

Luego, si suponemos un número descompuesto en perio­
dos de tres ci fras, á partir de la. derecha, dicho número será 
igual á un múltiplo de 1 mas los productos de mailtiplicar 
por 1, 3, 2 respectivamente las unidades, decenas y centenas 
de. los periodos de lugar impar, menos los productos de mul­
tiplicar por los mismos números las unidades, decenas y 
centenas de los periodos de lugar par.

Ejemplo. Queremos saber si el número
1.782.759.041

es divisible por 7.

se
UN.VLKtiüAUi:
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Dispondremos los cálculos del modo siguiente:
Pe r io d o s d e  l u g a r  impa r .

1.1= 1
4.3= 12
0.2= 0
2.1= 2
8.3= 24
7.2= 14

Pe r io d o s d e l u g a r  pa r .
9.1 =
5.3 =
7.2 =
1.1 =

9
15
14

1

39

53
La. diferencia 53 — 39 = 14 es divisible por 7, luego et 

número propuesto también lo es.
Es c o l io . Cuando se trata de averiguar si un número es 

divisible por otro, generalmente lo mas breve es efectuar la 
división. Los únicos caracteres de divisibilidad verdadera­
mente importantes en la práctica, son los enunciados en los 
números anteriores.

II.—Máximo común divisor.

91. Má x imo  c o mú n d iv is o r  He varios números es el mayor 
número que divide exactamente á todos ellos.

El máximo común divisor de 24 y 18 es G; porque 6 es 
divisor de 24 y 18, y ningún número mayor que 6 divide 
exactamente á dichos números.

92. Te o r e ma . Si el cociente de dos números es exacto, el 
menor de ellos será el m . c . d . de ambos.

Sean los números 64 y 16.
Siendo 16 divisor de 64, como también lo es de sí mismo, 

es divisor común de 64y 16: es además el mayor, porque evi­
dentemente ningún número mayor que 16 puede dividir á 
éste; luego 16 es el m. c. d.
I 93. Te o r e ma . Si el cociente de dos números no es exacto, 
el m. c. d. de ellos es igual al m. c. d. del divisor y residuo.

Sean 54 y 12 los números propuestos.
Dividiendo el mayor por el menor el cociente es 4, y G el 

residuo; si del dividendo se resta el producto del divisor por 
el cociente, la diferencia es igual al residuo, esto es, 
 54 — 12.4 = 6;

1 Léase ináxxmo común divisor.
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ahora bien, todo divisor de 54 y 12 es divisor de 12 4 [74] 
luego lo será también de la dilerencia a4 - 12.4, u sea del

También sabemos que. el dividendo es igual al producto 
del divisor por el cociente mas el residuo, esto es,

54 — 12.4 + o;
ahora bien, todo divisor de 12 y 6, lo es de 12 4 luego lo 
será de la suma 12.4 + 6, ó sea, del dividendo »4. .
‘ 'por consiguiente, el dividendo ?/ di.vi.wr tienen los 
mos factores comunes que el dicisor y residuo; luegoel im 
c. d.‘ de los primeros números es igual al m. g . d. de los s 
gundos; lo cual debíamos demostrar.

94. Determinemos ahora el m. c. d. de dos números.
síe? cociente0 ¿le/ dividir el mayor por el menor fuese 

exacto, 72 sería el m. c. d. [92];. pero r¡“
siduo 48, 10 que indica que no siendo 72 divisoi de 120, no es 
C1 ™ÍÍm¿s [93], que el m. c. d. de 120 y 72 es igual al de 
72 y 48, luego la cuestión se reduce á determinar el m. c. d. 
dt Remitiendo el razonamiento anterior, diremos: si el co­
ciente de 72 por 48 fuese exacto, 48 sena el m. c. d.; como 
ríulta u/;esiduo24, el m. c. d. de 72 y 48 es igual al de 

48 "e Í cociente de estos números es exacto, por consiguiente 
24 es el m. c. d. de los mismos, y también el de los números 
PrUVemoTque el m. c. d. de dos números se determina por 
medio de varias divisiones, las que serán en numero 
porque todo residuo R pasa á ser divisor, y como el residuo 
rígniente es menor que el divisor R, es claro que los. re^- 
duos disminuyen cierto número de unidades á cada división. 
V que se llegará necesariamente á un residuo cero, en cuvo 
caso concluye la operación.

95. De lo dicho se deduce que 7 _nMAN.
Pa,ra. hallar el m. c. d. de dos números se diride el -rwjnr 

mor el menor: si la- dimsion es ecoacta, el menor es el m. c. a.. 
Tnero si queda residuo, se diside el número menor por clresr- 
TZ íi secontánA disidiendo cada divisor por su residuo 
hasta obtener un cociente exacto. £1 ultimo divisor es el 
m. c. d. buscado.

u
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Ej e mpl o s ;.

1." Hallar el m. c. d. de 2082 y 930.
La operación se dispone del modo siguiente.

El m. c. d. es 6.
2.° Sean los números 940 y 216.

2082 930 222 42 12 6
222 2 4 5 3 2

42 12 6 0

940 216
76 4 

. 64
El m. c. d. es 4.

76
2 
12.

64 | 12 | 4
1 ¡53 
4 | 0 |

96. Es c o l io  l.° El razonamiento del número 94 demues­
tra que el m. c. d. de los números dados es igual al dé dos 
residuos consecutivos cualesquiera; luego siempre que co- 
niozcamos el de estos residuos, daremos por terminada la 
operación.

97. 2.° Todo divisor mayor que la mitad del dividendo, 
debe reemplazarse por la diferencia entre estos dos números.

, En el ejemplo 2.”, el divisor 64 debe reemplazarse por la 
diferencia 76 — 64, ó sea por 12, lo que economiza siempre 
una división.

En efecto: siendo 64 mayor que la mitad de 76, el cocien­
te de estos números es 1, y el residuo la diferencia entre 
ellos; si llamamos II á este residuo, será 76 — 64 = R: y 
como R es divisor de 76 — 64, los residuos de dividir estos 
números.por R son iguales [77].

Dividiendo, según se ha hecho en el ejemplo 2.°, 76 por 
64, el residuo es R: dividiendo después 64 "por R, hallaremos 
un residuo r, y tendremos que dividir R por r.

Si. por el contrario, dividimos 76 por R, el residuo es 
también r. y tendremos igualmente que dividir R por rypero 
habiendo efectuado una división menos.

Asi tendremos
940
76

216
4

64

76
2
4

12_^
6 3

0

su



98. Te o r e ma . Todo divisor de dos números es divisor oc

Sabemos, en efecto, que todo divisor n del dividendo y 
divisor, divide al residuo; éste pasa á ser divisor en la segan­
da división, luego el número n, siendo factor del menor ce 
Jos dados y del primer residuo, lo será también del segundo. 
Razonando de este modo, veríamos que el numero propuesto 
es divisor de todos los residuos, ó sea, de todos los divisores, 
y p jr tanto del último de estos, que es el m. c. d.
‘ 99. Determinemos ahora el ni. c. d. de vanos números.

Sean estos 120, 72 y 54.
El m. c. d. de los dos primeros es 24, y el m. c. d. del tei- 

Cer=^— que G es el m. c. d. de los tres núme- 

r° En efecto: 6 es divisor de 54 y 24, pero 120 y 72 son múl­
tiplos de 24, por ser este número su m. c. d.; luego 6 es cim- 

* Queda demostrado que G es divisor común, faltándonos 
hacer ver que es el mayor.

Todo divisor de los números propuestos en el mero hecho 
de dividir á 120 y 72, divide á su m. c. d. 24 98], y dlV1^; 
do á éste y á 54, divide también al m. c. d. de estos, es decir 
¿6; luego todo divisor de los números propuestos es diMSOi 
de G, por lo que no puede ser mayor que 6; luego 6 es el . 
c. d. de los números dados. . ,

100. Examinando la serie de operaciones que nos han 
dado este resultado, veremos que , <*7

Para hallar el ni. o. d. de varios números se determina el 
de dos de ellos: se halla después el m. c. ti. del numeio obte­
nido -y del tercero de los dados; después el del .L
y el cuarto número, -y se continua de e_ste modo hast: ! >- 
‘operado con todos los números da,dos. El ultimo m. c. a. Ha­
llado es el ni. c. d. de los núm.eros propuestos.

Ejemplo. Hallar el m. c. d. de los números 22680, ^12J4, 
5929 y 3465. •

Primera Operación.

504
2

0

126
4

22680
1386

21294 1386
1
7434

504

15
378

u
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Segunda operación. Tercera operación.
5929 126 7 3465 7

889 47 18 66 495
07 56 35

0 0
7 es el m. c. d. de los números dados.

101. Te o r e ma . /S'i. 'm.uUi-plica-ntos el dividenda y el dÍDisor 
'p^r uii uúmero entero, el cociente no 'caria, y el residuo queda 
mtiltiplicado por el minino entero.

Sean, en efecto, 50 el dividendo, 8 el divisor; el cociente 
es 6 y el residuo 2.

Sabemos que
50 = 8.6+2;

si multiplicamos ambos miembros de esta igualdad por un 
número entero cualquiera, 4 por ejemplo, resultará

50.4]= (8 . 6 + 2) X 4 = (8 . 6) X 4 + 2.4; 
para multiplicar el producto 8.6 por el número 4, basta 
multiplicar el primer factor, y será

50.4 = (8.4) X 6 + 2.4;
si ahora consideramos á 50.4 como dividendo, y á 8.4 como 
divisor, el cociente será 6, el mismo de los números propues­
tos, y el residuo 2.4; que es menor que el divisor, porque de 
2 <C 8 1 se deduce 2.4 << 8.4

Queda demostrado el teorema.
Es c o l io . Si la división es exacta, el residuo es cero; multi­

plicando este residuo por el número entero, resultará cero 
para residuo de la segunda división, la que será también 
exacta.

102. Te o r e ma . iSi se multiolican dos 'n.úmeros por un ter­
cero, su w,. c. d. queda multiplicado por dicho tercer número.

Sabemos, en efecto, que multiplicando el dividendo y el 
divisor por un número N, el residuo queda, multiplicado por 
dicho número; este residuo pasa á ser divisor en la segunda 
división, luego estando multiplicado el menor de los núme­
ros propuestos y el primer residuo por N. resultará multipli­
cado por el mismo número el segundo residuo.

Razonando de este modo veríamos que todos los residuos 
resultan multiplicados por jV; luego el último, que es cero,

1 El si^no c se lee menor que. 
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será O X N. ó sea cero; y el anterior, que es el m. c. d., es­
tará multiplicado por N, lo que demuestra el teorema.

103. Te o r e ma . Sí se c/ivíde el dmdendo 7 ?l dtnMOT pni 
wi factor común, el cociente no paria y el -residuo queda 
dividido por dicho factor. . .

Sean, en efecto, 72 el dividendo, 27 el divisor; el cociente 
es 2 y el residuo 18.

Sabemos que
72 = 27.2 + 18 ;

dividiendo los dos miembros de esta igualdad por un factor 
de 72 y 27, por ejemplo 9, será

72 : 9 = (27.2+ 18) : 9;
siendo 9 factor de 72 y 27, lo es de 27 . 2 y did residuo 18; 
luego la división indicada en el segundo miembro se efec­
tuará dividiendo por 9 los sumandos 27 . 2 y 18 [08]; paia 
dividir el primero basta dividir el factor 27 [GOJ; luego

72 : 9 = (27 : 9) . 2 + 18 ; 9;
si ahora, consideramos á 72 : 9 como dividendo, y á 27 : 9 
como divisor, el cociente será 2, el mismo de los números 
propuestos, y el residuo 18 : 9, que es menor (pue el divisor, 
pues de 18 27 se deduce 18 : 9 27 . 9.

Queda demostrado el teorema.
Es c o l io . Si la división es exacta, el residuo es cero: dn i- 

diendo este residuo por el factor común á dividiendo y divisor; 
resultará cero para residuo de la segunda (ii\ision, laque 
será también exacta. ,

104. Te o r e ma . Si se dvo'iden dos números -por un facto-i 
común, su m. c. d. resulta dii)id;idto por di.chq jactor.

En efecto: sabemos que dividiendo el dividendo y el divi­
sor por un factor común N, el residuo queda dividido por 
dicho factor; este residuo pasa á ser di visor en la segunda 
división, luego estando partido el menor de los números pro­
puestos y el primer residuo por N, resultará partido por _v 
el segundo residuo.

Razonando de este modo veríamos que todos los residuos 
resultan divididos por N; luego el último, que es cero, sera 
0 : V. que evidentemente es cero; y el anterior, que es el 
m. c. d., estará dividido por 2V, lo que demuestra el teorema.

105. Es c o l io  l.° Siempre que se descubra á simple vista 
un factor común á los números cuyo m. c. d. quiere hallar­
se» convendrá suprimirlo, dividiendo los números por dicho 
factor. Con esto queda también dividido el m. c. d.; por con-

u
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siguiente para obtener el buscado, se multiplicara el obteni­
do por el factor común.

Lo mismo deberá hacerse con dos residuos consecutivos, 
puesto que su m. c. d. es igual al de los números propuestos.

106. 2.° Si se dÁDuLeuclos uúiueTos ,p,)T sum.c.á., los 
cocientes que resiiltan tienen la. unui.ad por m. c. d.

En efecto: si Ai es el ni. c. d. de los dos números, y estos 
se dividen por Al, el m. c. d. de los cocientes será AI: M, ó 
sea, la unidad.

III.—Números primos y descomposición de los compuestos,

107. Se llama. n i:mk r o pr imo ó s impl e el que es divisible 
solamente por si mismo y por la unidad.

Los números 1, 2, 3, 5, 7, 11 son primos.
Se llama n ú me r o  c o mpu e s t o  el que además de ser divisible 

por si mismo y por la unidad, lo es por otro número.
8. 15, 36 son números compuestos.

108. Te o r e ma . Todo número compuesto es divisible cuan­
do menos por un número primo mayor que uno.

Siendo el número compuesto divisible por otro distinto de 
si mismo y de la unidad, es igual al producto de éste por el 
cociente de la división. Si alguno de los factores de este pro­
ducto, menores ambos que el número propuesto, es primo, 
queda demostrado el teorema; pero si los dos son compuestos, 
cada uno será igual al producto de dos factores menores 
que él.

De modo que mientras los factores sean compuestos, po­
drá descomponerse caria uno en el producto de otros dos; pero 
esta serie de descomposiciones es necesariamente limitada, 
porque los factores son números enteros cada vez menores; 
luego encontraremos un factor que no sea compuesto, esto 
es, un factor primo.

109. Te o r e ma . La serie délos números primases ilimitada.
Supongamos que sea limitada: en este supuesto existirá 

un número primo P mayor que todos los demás. El producto 
de todos los números primos 1 .2.3.5.... P, es un número 
compuesto, divisible por cualquier primo; añadiendo una 
unidad á este producto resulta

1.2.3.5.... P 4- 1.
Ahora bien, el primer sumando 1.2.3 . o.... P es divisi-
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ble por cualquier número primo, y como el seg-undo no pue­
de serlo por ninguno, tampoco lo será la suma [73].

Luego 1 . 2 . 3.5.... P es un número primo [108], y 
siendo mayor que P, resulta que existe un número primo 
mayor queP. . .

Aplicando á este nuevo número el misino razonamiento, 
veríamos que existe todavía otro primo mayor que él, y así 
sucesivamente; luego la serie de estos números es ilimitada.

110. Fomactón. de una tabla de -números primos.
Para hallar todos los números primos desde 1 hasta un 

límite dado, se escriben los números impares menores que el 
límite, y además el 2, porque los otros números pares son 
compuestos. .

Entre los números impares, hay muchos que no son pri­
mos; pero las consideraciones siguientes dan un medio iácil 
de suprimirlos. .

Dos números impares consecutivos difieren en 2 unida­
des, luego el que está tres lugares después que otro, es igual 
á éste mas 6 unidades; como 6 es múltiplo de 3, todo núme­
ro que esté tres lugares después de un múltiplo de 3, será 
también múltiplo de este número, por ser la suma de dos 
múltiplos de 3; y todo número que esté tres lugares después 
de otro que no" es múltiplo de 3, tampoco es divisible por este 
número [73].

Por consiguiente, tomando el 3 por punto de partida, se 
tachará el tercero de los siguientes, y se continuará contan­
do de 3 en 3, tachando siempre el tercero. De este modo 
quedan suprimidos todos los múltiplos de 3.

Análogamente veríamos que tomando el 5 por punto de 
partida, contando los siguientes de 5 en 5, y tachando cada 
vez el quinto, se suprimen los múltiplos de 5.

Igualmente, contando de 7 en 7, se suprimirán los múl­
tiplos de 7, y así sucesivamente.

Al suprimir los múltiplos de un número, se empieza en 
la práctica suprimiendo su cuadrado; si se trata del 5 se em­
pieza por 52 ó 25, porque los múltiplos 5.2, 5.3 y 5.4, ó 
son números pares, ó múltiplos de algún primo menor que 
el que se considera. . ,

Por consiguiente, la construcción de la, tabla terminará 
cuando se llegue q un número primo, cuyo cuadrado sea 
mayor que el límite de aquella. 1

1 La labia formada de este modo se llama Criba de Eralóstcnes.

se
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111. s.) puede avetigmar sí un número es primo, sin con­
sultar la tabla, por medio del siguiente

Te o r k ma . /Y' «n uihnern p^T los primos suce-
siros 2. 3. 5, 7 etc. se U"ga, sin obtener cociente esactn, á un. 
cociente ''ntero m°nor gúe el dicisor, el nimero es primo.

Para fijar las jileas, llamemos D al último divisor. , 
Habiendo sido incompletas todos las divisiones, el núme­

ro propu^to no es divisible por I) ni por ningún número 
primo menor que D. Tampoco puede ser divisible por un 
número compuesto menor que 1), porque si lo fuese, también 
seria divisible por un factor primo de dicho compuesto.

Si el número propuesto fuese divisible por otro mayor 
que D, seria igual al producto del divisor por el cociente, y 
por tanto seria imiltiplo del cociente, lo que es imposible, 
por ser éste menor que el último divisor 1). , .

No siendo el número dado.divisible por 1). ni por ningún 
número menor que éste, ni tampoco por otro mayor, dicho 
número es primo. . .

Ejemplo. Averiguar si el número 83 es primo.
Dividiéndole sucesivamente por 2, 3, 5, 7 y 11, se llega, 

sin obtener cociente exacto, al cociente entero 7, menor que 
el último divisor 11; luego 83 es número primo. _

112. Nú me r o s  pr imo s  e n t r e  si son. los que no tienen mas 
Jactor común que la unidad. ,

4 y 9 son dos números primos entre, si.
Los cocientes de dividir dos números por su m. c. d., son 

primos entre sí; porque su ni. c. d. es la unidad [106]. ,
113. Nú me r o s  pr imo s  e n t r e  si d o s  a  d o s son varios niimeros 

taEsque cada uno de ellos es primo con cada, uno délos demás.
5, 7, 8. 9 son números primos entre sí dos á dos. '
4 , 9, 8, 15 no son primos entre sí dos á dos; porque 4 y 8 

tienen el factor común 4: 9 y 15 tienen el factor común 3. 
Sin embargo, estos números son primos entre sí;porque nin­
gún número mayor que 1 es divisor de todos ellos.

114 . Te o r e m .Í. Todo número divisor de un producto de 
dos factores i) primo con uno do ellos, es. divisor del otro.

Sea a un número divisor del producto be 1 y primo con el 
factor b: vamos á demostrar que a es divisor de c. <

Siendo a y b primos entre sí, su ni. c. d. es 1 [112]. 
Si estos miníeos se multiplican por c, su m. c. d.-queda

I Gtiando los factores de un producto se representan por letras, puede 
suprimirse el signo multiplicado por.
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^nltmlicado por c [1021; por consiguiente, el m. c. d. de los 
. 1 X c ó c; ahora bien, todo divisor de dos
níuneros es divisor de su ni. c. d.; pero a es divisor de «c, poi 
ser mi factor de este producto, es divisor de be por hipótesis, 
luego a es divisor del m. c. d. de ac y be, que es c.

(jueda demostrado el teorema.
115 Te o r e ma . Todo número primo divisor de un m odi c- 

to\e varios factores, es divisor por lo menos de uno de estos.
Sea p un número primo divisor .leí producto abed; vanios 

á demostrar .pie p es cuando menos divisor de uno de los

faC síTes divisor del factor d, el teorema es cierto: si no lo 
Pt los núineros p v d son primos entre si; porque siendo p un 
número nrimo es divisible solamente por;; y por 1. como;

1 XVió ■de d. el único factor común <l  estos números es 
ll-’í producto abed pu-de considerarse compuesto de lo^.fac­
tores «bc N d; p es divisor de este producto y primo con d; 
lue'to según el teorema anterior, es divisoi .le uj o .1 Si o fuese divisor de c, sería cierto el teorema; pero si no 
lo-pf «ve serán Primos entre si, por las razones dadas ante- 
rtornlente para p v d. El producto abe puede considerarse 

lo^s ¡rotores «6 y c;p es divisor de este producto
v nrimo con c. luego es divisor de Qb. . ,
* PSi p fuese divisor de b, seria cierto el teorema; si no lo es, 
será primo con b, luego será divisor de

Por consiguiente p es divisor de a, b, c ó
116. Co r o l a r io  1/ Todo número primo dwisor de una, 

potencia de un -número, es divisor de este , un0
Si p es primo v divisor de a^ ó de a. a. a, es .hus 

de los tactores, y como estos son todos iguales a a, p es div i

b°1117 o0 Si dos números son primos entre si, sus poten­
cias de cualquier grado también son números primos entre si.

Sean a y b dos números primos entre si.
Si dos potencias cualesquiera a» y í tuviesen un factor 

común primo p, siendo p divisor de a1 y i1 lo sena de a y K 
lo que es contrario á la hipótesis.

Si a^ y b^ tuviesen un factor común compuesto, ser an 
divisibles por algún factor primo del compuesto, lo que 
acabamos de ver que es imposible. . a;cHnto dp

Luego a5 y b-1 no tienen ningún factor común distinto de 
la unidad.

use
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118. Te o r e ma . Tocio número compuesto esiqualalnro- 

(lucio aereírlos factores primos.
, ün número Compuesto-es divisible cuando menos por otro 

primo [108J; si el cociente de los dos fuese primo, quedaría 
demostrado el teorema; pero si el cociente es compuesto, 
podra a su vez dividirse por un número primo.

bi continuamos dividiendo los cocientes sucesivos por 
factores simples, serán aquellos cada vez menores, y la Ope­
ración terminará, esto es, llegaremos á obtener el cociente 1.

Ahora bien, el número dado se habrá dividido por un 
producto de factores primos [69], obteniendo el cociente 1 • 
luego es igual á dicho producto.

119. El razonamiento anterior manifiesta la marcha que 
debe seguirse para, hallar un producto indicado de varios 
factores primos igual á un número propuesto, ó sea, para 
descomponer un número en factores primos.

Se descompone un número en factores primos, dividiendo 
el numero y los cocientes sucesivos por su menor factor pri­
mo, distinto de l<i unidad, hasta que se ohtenqa el cociente 1.

producto de todos los divisores es igual al número pro­

So es necesario empezar las divisiones por el menor fac­
tor primo, pero procediendo así, se facilita y abrevíala 
operación.

Esta se dispone en la práctica del modo siguiente.

540 
270
135 

45
15

1

2
2
3
3
3

El número propuesto 540 es divisible por 2; este factor 
primo se escribe á la derecha, y el cociente 270 debajo del 
número; 270 es también divisible por 2; el cociente 135 se 
escribe debajo del dividendo, y así sucesivamente.

Los factores primos que se han separado son 2, 2, 3, 3,3,5; 
de modo que

540 = 22. 3\ 5.
120. Por medio de la regla anterior se descompone un nú­

mero en factores primos, pero debemos demostrar ahora que si 

u s<



63
la descomposición se efectuase de otro mudo, obtendríamos los 
mismos factores.

Tal es el objeto del siguiente . .
Te o r e ma . Uu  número no admite dos descomposiciones 

diferentes en factores irrimos.
Supongamos que descompuesto un número en sus factores 

primos haya dado a. L. c. d...., pudiendo ser iguales algunos 
de estos factores, y que otra descomposición produzca a' .b' .c .d .

Siendo iguales ambos productos al número dado, son 
iguales entre sí, esto es,

a. b. c. d... = a'. b'. c .d ... [1].
El número primo a es divisor del primer producto, por 

consiguiente también lo es del segundo, y según el teorema 
del numero 115, será divisor de uno de sus lactores; pero estos 
son números primos, luego a es igual á uno de ellos, por 
ejemplo, a = ti. .

‘ Dividiendo por ay a respectivamente los miembros de la 
igualdad [1], resulta ,

b. c. d... = b . c . el ... , |2J. .
Aplicando á esta igualdad el razonamiento anterior, ve­

ríamos que b es igual á un factor del segundo miembro, l/ 
por ejemplo.

Dividiendo los dos miembros de la igualdad [2] por by b , 
será

c. d... = c'. a ...\ .
de donde se deducirá c = c', y así sucesivamente.

Luego los dos productos se componen de los mismos fac­
tores. _ _ , .

121. Te o r e ma . Para que el cociente de dos números sea 
exacto, se necesita y basta que el mayor de ellos contenga los 
factores q^rimos del menor, con exponentes igualesómayores. 

* Supongamos que el número menor,, descompuesto en sus 
factures primos, sea a- b1 c; si el cociente de los números 
dados es exacto, el mavor es igual al producto de a*- b1 c por 
el cociente. Este producto contiene los factores de a b1 c con 
sus exponentes, y además los Tactores del cociente, que po­
drán aumentar algún exponente de a, b, c; pero nunca dis­
minuirlo. ,

Si ahora suponemos descompuesto el numero mayor en sus 
factores primos, contendrá dos veces por lo menos el lactor a, 
tres veces el b y una el c, de lo contrario admitiría dos des­
composiciones diferentes.

Luego la condición enunciada es necesaria.

se
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Si el número mayor es L1 c1 d, puede escribirse en la 

forma «4. c3. c. d; considerándole como el producto de
a- c4 d X ^r‘ c, se ve que es divisible por a4 b1 c.

Luego la. condición enmielada es suficiente.
122. Hallay los Jacto,-es simples -y compuestos de uu 

número.
Sea el número 720, que descompuesto en sus factores 

primos da
720 = 2‘. 3*. 5.

Este número es divbúble solamente por todos los que 
pueden formarse con los factores primos 2, 3 y 5, siempre 
que estos no se repitan mas de cuatro, dos y una vez respec­
tivamente [121 j; luego es divisible por todos los siguientes:

1 o 2a 21 2l
3 2.3 2a. 3 23.3 2a. 3
3a 2.3a 2a. 3a 25.3a 2l.3a
5 2.5 2 a. 5 2\5 21.5
3.5 2.3.5 2a.3.5 25.3.5 2a. 3.5
3a.5 2.3a. 5 2a. 3a. 5 2’.3a.5 2a.3 a.5

Estos son los únicos divisores de 720; porque otro número 
cualquiera tendrá un factor primo distinto de 2. 3 y 5, ó uno 
de estos factores con exponente mayor que el del mismo fac­
tor en el número propuesto.

Observando la marcha seguida para obtener los factores 
de 720, podremos enunciar la siguiente regla.

Para hallar todos los divisores de un número, se descom­
pone éste en sus factores primos; después se escribe la uni­
dad, 7/ las potencias sucesivas del primer factor primo, con- 
¿í-niud^ en el H-úmero; estos factores se multiplican por cada 
una de las potencias del segundo factor primo; los números 
obtenidos se muUiplican por las 'potencias del tercer factor 
gorimo; // se continúa del misino modo hasta emplear el últi­
mo factor primo. .

123. TEOREatA. El número total de divisores simples y 
compuestos de un entero, es igual al producto de los eaipo- 
nent°s de sus factores primos, aumentado cada capónente 
en una unidad.

Supongamos que la. descomposición del número en sus 
factores primos haya dado «"*. b". c**.

Para obtener todos los factores se escribe, según la regla 
anterior,

u
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1. a, fi', a3........ am, 

que son m 4- 1 factores; al multiplicar todos estos por una, 
potencia de se obtiene m -4- 1 factores, y como hay n po­
tencias de b, se obtendrá 4- 1) u factores, que añadidos á 
los m 4- 1 anteriores serán

(?« -j-1) 4~ 4- 1) =: 4" 1) 4" 1)‘>
cada uno de estos multiplicado por una potencia de c, da 
( W, 1) (^ -|- 1) factores; como hay p potencias de c, resul­
tarán (7/í 4- 1) Vn 4- 1) P» Q116 añadidos á los anteriores serán 
(7^4-1) (^4-1)7,4-(^4-l) (^4-1) = (^4-1) (^4-1)

IV.—Mínimo común múltiplo.

124. Mín imo  c o mú n  mú l t ipl o de varios números es el menor 
-número divisible por todos ellos.

El m. c. m. i de 4, 10 y 15 es 60; porque 60 es múltiplo 
de los tres números, y es el menor posible.

Propongámonos determinar el m. c. m. de los números 
36, 42 y 120.

Descomponiéndolos en sus factores primos, resulta 
36=2’. 33, 42=2.3.7, 120=2’. 3. 5.

Todo múltiplo común de estos números debe contener los 
factores primos de 36, los de 42 y los de 120; por consiguien­
te constará de los factores 2, 3, 5 y 7, por lo menos. Entre, 
los diferentes múltiplos que existen, será menor aquel que 
conste solamente de dichos factores, con los menores expo­
nentes que se pueda asignar á cada uno. Según el teorema 
del número 121, un factor primo del m. c. m. no puede tener 
exponante menor que ninguno de los exponentes del mismo 
factor en los números dados; y como dicho exponente debe, 
ser el menor posible, es evidente que será igual al mayor de 
los que tiene, en los números propuestos, el factor que se 
considera.

Luego el m. c. m. es 2’. 3*. 5.7 = 2520. ,
Vemos que se determina el m. c. m. de varios números 

descomponiéndolos en sus factores primos, y formando el 
producto de las mayores potencias de todos los factores.

Si alguno de los números dados es divisor dé otro, se pres­
cindirá del primero; puesto que sus factores se encontrarán 
todos en el segundo con exponentes iguales ó mayores. 4 5

4 Léase miidmo común múltiplo.
5 se
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Ejemplo. Hallar el m. c. m. de los números 4, 6,15, 25, 

64 y 120.
Prescindiremos del 4, por ser divisor de 64, del 6 y del 15, 

por serlo de 120; y descomponiendo los números restantes, 
se obtiene

25 = 5\ 64 = 2', 120 = 2’. 3. 5.
El m. c. m. será

2*. 3. 5’ = 4800.
125. Te o r e ma . El m. c. m. de varios números primos 

entre sí dos d dos, es el producto de todos ellos.
En efecto: descomponiendo los números dados en factores 

primos, ning-uno de los que entran en uno de aquellos, se 
encontrará repetido en otro; pues si dos números tuviesen un 
factor común, no serian primos entre sí, lo que es contrario 
á la hipótesis; luego el m. c. m. es un producto que contiene 
todos los factores de cada uno de los números dados, con los 
mismos exponentes que en estos tienen dichos factores, esto 
es, el m. c. m. es el producto de los números dados.

126. Por medio de la descomposición en factores primos, 
se puede hallar el m. c. d. de varios números.

Sean estos 5400, 2772 y 2520.
Descomponiéndolos en sus factores primos resulta:

5400 = 25. 3$. 5*, 2772= 2’. 3*. 7 . 11, 2520=2’. 3*. 5.7.
Los números propuestos deben ser divisibles porsum.c.d., 

luego cada uno de ellos contendrá los factores primos de 
éste, que serán el 2 y el 3, únicos contenidos en todos los 
números dados.

Además, según el teorema del número 121, un factor 
primo del m. c. d. no puede tener exponente mayor que nin­
guno de los exponentes del mismo factor primo en los nú­
meros dados; y como dicho exponente debe ser el mayor po­
sible, es evidente que será igual al menor de los que tiene el 
factor que se considera en los números propuestos.

Luego el m. c. d. de estos es 2*. 3’ = 36.
Vemos que para hallar el m. c. d. de varios números, se 

descomponen en sus factores primos, y se forma el producto 
de las menores potencias de los factores primos comunes á 
los números dados.

u
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EJERCICIOS.

I. Un número cualquiera 8, ¿puede expresar pesos diferentes?
II. El peso de un cuerpo está expresado por el número 8, ¿puede 

expresarse el mismo peso por el número 4?

III. ¿Cuántas centenas tiene una decena de millar? Un millón, ¿cuán­
tas decenas tiene?

iy. Si la base del sistema de numeración fuese doce, los número» 10, 
10, 50, 16, 25, 50, ¿de cuáulas unidades simples constarían?

V. Escribir un número que contenga 55 centenas, 24 decenas v 47 
unidades. —Sumar estos tres números sin escribir ceros á su derecha.

VI. Si un sumando aumenta en cierta cantidad y otro sumando dis- 
minuve en la misma, ¿sufre la suma alteración?

VII La suma de dos números es 45237 y uno de ellos 8054, ¿cuál 
será el otro?

VIH Una suma de cuatro números en 59728; uno de los sumandos ex 
572'1, otro 7274, ¿cuánto valdrán los otros dos sumandos?

IX. Si del minuendo restamos la diferencia, ¿qué resultado obten­
dremos?

X. En la tabla de Pilágoras los productos, á excepción de los cuadra­
dos, están escritos dos veces, ¿cuál es la causa de esta repetición?

XI. Demostrar que para multiplicar un número cualquiera por otro 
escrito sólo con nueves, basta añadir al primero tantos ceros como nue­
ves tiene el segundo, y restar éste del resultado.

XII. Si el dividendo de una división exacta se divide por el cociente, 
¿qué resultado se obtiene?

XIII. Si el dividendo de una división inexacta se divide por el cocien­
te entero, ¿se obtendrá siempre el divisor?

XIV. En toda división, el dividendo es mayor que el duplo del resi­
duo. ¿Porqué? ,

XV. Demostrar que dividiendo todas las unidades de un órden cual­
quiera de) dividendo por el divisor, se obtienen las unidades del mismo 
órden del cociente. " .

XVI. Escribir en forma mas sencilla las expresiones
5. H4-5.44H-6.il, 18.7—15.7, 5.7—3.4+5 . 7-5.4.

XVII. Dados los productos 4 2*. 9 y 12.27, averiguar las veces que »1 
mavor contiene al menor, sin efectuar las multiplicaciones.

XVIII. Dados los cocientes 16 : 6 y 72 ; 6, averiguar las veces que el 
mavor contiene al menor.' - u

yN3,CR5tr/i:i
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XIX, -Escribir en forma mas sencilla las expresiones
w •‘b : + 12 : 5.4-J5 : 5, 55:7 — 21:7

S1 produclM 54 • 6 •K y <“ ■ ig-i..,

XXL Demostrar que todo divisor del sustraendo y de la diferencia 
diMde a minuendo; y que todo divisor del minuendo v de la diferencia’ 
divide al sustraendo. ' ' ’

X?xlL Demostrar que si un número es divisor del sustraendo v no lo 
es de la diíerencia, no es factor del minuendo. "

XXHI, Demostrar que todo divisor del cociente ó del divisor de una 
división exacta, es factor del dividendo.

XXIV. Demostrar que si una división es inexacta, todo factor del díri- 
dendo y cociente es factor del residuo, y todo factor del cociente y residuo 
divide al dividendo. •

XXV. La diferencia entre dos números escritos con las mismas cifras 
es un múltiplo de 9. Demostración. *

XXVI. lodo producto de dos factores, es un múltiplo de 9 mas el 
producto de los residuos que se obtienen dividiendo dichos factores por 9

Demostrar este teorema y deducir de él una prueba de la multi- 
pncacion.

XXVI[. Hallar los caracteres de divisibilidad de un número por 15.
XXVIIL Hallar los caracteres de divisibilidad por 4 G U y ¡2 

empleando el método general (90). ’ ’ J *>
Enuncíense los resultados en forma de teoremas.

XXIX. Hallar los caracteres de divisibilidad por 6, 12, 15, 18 v 56 
fundándose en el teorema del número 12!.

XXX. Si el cociente de dos números es exacto, el mavor es el ni. c. ni. 
de ambos. Demostración.



LIBRO SEGUNDO.
MilEROS FRACCIONARIOS.

CAPÍTULO PRIMERO.

. FRACCIONES ORDINARIAS.

I .—Numeración y nociones preliminares.

127. Siendo la fracción una totalidad de partes iguales 
de la unidad, es evidente que se necesitan dos números para, 
expresarla: uno que indique en cvÁntas partes se divide la 
unidad, y otro que indique cuántas de estas partes contiene 
el quebrado. >

El primero de estos números se llama denominador, y el 
segundo numerador.

Los dos se llaman términos de la fracción.
Se escribe una f racción poniendo el denominador debajo 

del Numerador, ij separando los términos por una raya, 
horizontal.

Asi, -- representa una fracción.
El denominador 5 indica que la unidad se ha dividido en 5 

partes iguales, y el numerador 3, que la fracción contiene 3 
de estas partes; por consiguiente el quebrado representa las 
tres quintas .partes de la unidad.

Si el denominador es 2, 3, 4, 5... hasta 10, cada parte se 
llama medio, tercio, cuarto, quinto,.... décimo.

Si el denominador es mayor que 10, se formará, el nom­
bre de la parte correspondiente, añadiendo al nombre de 
aquel, la terminación avo; por ejemplo si es 15, 20, se dice 
qui-nceaDO, DeinteaDo.

Para enunciar un quebrado se lee su. numerador, y des­
pués se enuncia la parte de unidad que empresa, el deno­
minador. .

se
UMVtHMIMDb 
i»1 sa’j  riArxi HF f OMFDSTH



70
Así, los quebrados

3 G 3 5
5' 7’ 16’ 2T’

se enunciarán respectivamente
tres quintos, seis sétimos, tres diez y seis avos, cinco vein­
tiún av os.

128. Sabemos [46] que en las divisiones incompletas, 
solamente se obtiene cociente entero, esto es, un número que 
multiplicado por el divisor da el mayor múltiplo de éste, 
contenido en el dividendo; siendo así que la definición de di­
visión exige que el cociente multiplicado por el divisor pro­
duzca exactamente el dividendo. Ya dijimos entÓnces que las 
mencionadas divisiones provienen de tomar para dividendo 
un número, que no puede ser el producto del divisor por un 
entero; pero existe siempre un número fraccionario que satis­
face á las condiciones de la definición, siendo por consi­
guiente el cociente exacto.

Para convencernos de ello, demostremos el siguiente
Te o r e ma . El cociente exacto de dos números es un que- 

braio, cuqo numerador es el dioidendo y cuyo denominador 
es el divisor.

Sean los números 18 y 7; digo que 
18:7=>.

Para demostrarlo, haremos ver que multiplicando 
por el divisor 7, se obtiene el dividendo.

„ , x 18 1 1 1En efecto: —- =——-------- 1---------u.. ■
1 11^1 .........

luego -^-X7 = (A_+X+_L+..„) x 7.

para multiplicar esta suma indicada por 7, se multiplica por 
7 cada sumando; pero el producto de uno de estos por 7, es la 
suma de siete sétimos, ó sea, la unidad; luego

'■ X 7 = 1 -j- 1 -|- 1 .... == 18.
En lo sucesivo, cuando hablemos de cocientes, se enten­

derá que nos referimos á los exactos, si expresamente no 
advertimos lo contrario.

129. Te o r e ma . Un quebrado es el cociente de dividir su 
numerador por su denominador.

u



En efecto: de la igualdad
-7-X7=18,

se deduce, dividiendo por 7 sus dos miembros, 
4 = 18:7.

130. Es evidente que un quebrado cuyos términos son 
iguales, vale una unidad; si el numerador es menor que el 
denominador, el quebrado es menor que uno; y si el nume­
rador es mayor que el denominador, el quebrado es mayor 
que uno; asi

JL=1, ^<1, ^_>L
15 ’ 15 ’ 15

Los quebrados menores que la unidad suelen llamarse 
< propios, é impropios los iguales ó mayores que uno.

131. Te o r e ma . Tocio quebrado cupo 'numerador es múlti­
plo del denominador, es zpual á un número entero.

Puesto que dicho quebrado es igual al cociente de su 
lumerador por su denominador.

132. Te o r e ma  r e c ípr o c o . Todo número entero puede con- 
Mirtirse en quebrado.

, Basta, en efecto, multiplicar y dividir el entero por un 
nismo número; así

n 7.4 _ 28 K 5.15 
4 ~ 4 ’ 5— 1 ~ 1 ‘

133. Te o r e ma . Toda .fracción mayor que la unidad, es 
%\ual al cociente entero que resulta de dividir su num-erador 
p'* su denominador, mas una fracción, cuyos términos son 
e residuo y el divisor.

30Sea la fracción ——; dividiendo 30 por 7, el cociente es 4
yel residuo 2; luego

30 = 4.7 4- 2, 
d donde se deduce

30
7 7

Asegundo miembro, evidentemente es igual á
4.7 2

1
7^7 

que demuestra el teorema.

2
7 1
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Las expresiones compuestos de una parte entera y una 

fracción,ss llaman uúfrberos )íi 't4;tos; asi,son números mixtos

134. Te o r e ma  nECÍPROco. Uu uümero mixto puede conver­
tirse en quebrado equivalente, multiplicando el entero por el 
denominador del quebrado, anadiendd al producto el nume­
rador, y poniendo á esta suma por denominador el de» 
quebrado.

Vamos á demostrar que
3 9.54-39 — =------ .
o 5

En efecto:
n 3 9.5 , 3 __ 9 . 5 + 3

5 ~ 5 5 — 5
135. Hemos visto [128] que el cociente completo de dos 

números es un quebrado, cuyo numerador es el dividendo y 
cuyo denominador es el divisor: como todo quebrado mayor 
que uno puede convertirse en número mixto, resulta que el 
cociente completo de una división inexacta es un número 
mixto, que se compone del cociente entero mas una .fracción 
que tiene por numerador el residuo y por denominador el 
divisor.

Por ejemplo, si dividimos 47 por 13, encontramos 3 para 
cociente entero y 8 para residuo; luego

47 : 13 = 3 -A.

136. Te o r e ma . Multiplicando el numerador de un que­
brado por un número entero, queda multiplicado el quebrado 
por,el -mismo número.

7Sea el quebrado — —.
Vamos á demostrar que multiplicando su numerador pori 

8, queda multiplicado el quebrado por 8.
En efecto: si el numerador del quebrado se multiplica 

por 8, el quebrado que resulte contendrá 8 veces mas partes 
de la unidad que el propuesto, y como las partes son igua­
les, el primero será ocho veces mayor que el segundo.

137. Te o r e ma . Multiplicando el'denominador de un que­
brado por un número entero, queda dividido el quebrado por 
el mismo número.

u
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■ 7

Sea el quebrado —-p-■
Si multiplicamos el denominador por 8, el quebrado que 

resulte contendrá el mismo numero de partes de la unidad 
que el propuesto; pero en aquel se divide la unidad en 8 a  
S ¿as partes .qu/en éste; luego las del primero son 8 veces 
menores que las del segundo; por consiguiente el quebrado 
nronuesto ha sido dividido por 8.P ?38 Te o r e ma . Multiplmd.o los dos términos de nn 
quebrado por un mismo número entero, el quebrado no ^na.

En efecto: multiplicando el numerador de un quebrado 
por un número cualquiera 8, el quebrado se hace 8 a  eceb 
mayor:multiplicando el denominador por el mismo numero, 
el quebrado se hace 8 veces menor; pero estos cambios si- 
miiltáneos que experimenta la fraccion.se destruyen mutua­
mente: luego no varía su valor.

139. Te o r e ma . Dividiendo el numerador de un quebrado 
porunodesus jactorcs, queda dividido el quebrado por ec 
mismo factor.

Sea el quebrado - — -
Vamos á demostrar que dividiendo su numerador por 4’ 

queda dividido el quebrado por 4. Qi
En efecto: si el numerador se divide por 4 el quebrado 

que resulta contiene 4 veces menos partes de la unidad que 
21 propuesto, y como las partes son iguales en ambos que­
brados, por tener igual denominador, el primero será 4 vece^ 
mi40I qTEoeTmMA°.U^ el denominador de un quebra­
do por uno de sus factores, queda multiplicado el quebrado 
por el mismo factor.

Sea el quebrado —
Si dividimos el denominador por 4, el quebrado que re­

sulta contiene el mismo número de partes de la unidad que 
el propuesto; pero en aquel está la unidad dividida en 4 ve­
ces menos partes que en éste; lueg'O las del primero son cua­
tro veces mayores que las del segundo; por consiguiente el 
quebrado propuesto se ha multiplicado por 4.

141. Te o r e ma . Dividiendo los dos términos de un quebra­
do por un factor común, el quebrado no varia.

En efecto: dividiendo el numerador de un quebrado por

u SC
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un número cualquier?!, 4 por ejemplo, el quebrado se hace 4 
veces menor: dividiendo el denominador por el mismo nú- 

qile6rad0 se hace 4 veces m^yor; pero estos cambios 
s.mu^úneüs que experimenta la fracción, se destruyen mú- 
tuamenfe; luego no vana su valor. J

142. Teniendo en cuenta la identidad entre cociente t  
.u >A«0n.dem0li?o1edS n^P^mente [128 y 129], los teoremas 

e Io.s n-imeros 136 hasta 141, pueden enunciarse del modo

En toda división de números enteros se verifica:
»7 el dividendo por un mbnero entero

queaa mnil^-xplLcado el cociente por el mismo número.
el divisor por un número entero, queda 

atma.tdo el cociente por dicho número.
3. Multiplicapao el dividendo y el divisor ‘por un mismo 

numero entero, el cociente no varia.
^p^endo el dividendo por uno de sus factores 

qucaa dividido el cociente por el mismo factor.
* 7,- por uno desús factores, queda
multiplicado el cociente por el mismo factor.

6. Dividiendo el dividendo y el divisor por un factor 
coman, el cociente no varía.

143. Los teoremas de los números 138 y 141, demuestran 
que una misma fracción puede escribirse con términos mas ó 
menos sencillos, lo que origina la operación de reducir que- 
nrados a su mas simple expresión.

Deducir un quebrado á su mas simple expresión, es con- 
TeniTle en otro equivalente, cuyos términos sean tan -peque­
mos como se pueda.

Se Uapia ir r e d u c ib l e  la que no puede expresarse 
por términos menores que los suyos.

144. Te o r e ma . Si una fracción cuyos términos son pri­
mos eptre si es igual á otra, los términos de ésta son equi- 
m ultiplos de los términos de la primera; y dicha primera es

Sean las fracciones iguales
5 < a
8 ’ b 1

Siendo primos entre sí los términos de la primera, quere­
mos demostrar que a y b son iguales.respectivamente á5 y 8 
multiplicados por un mismo número entero, y que —- es

8

use
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tina fracción irreducible. . , ,

En efecto: sabemos por hipótesis que
5 _ 

"8 b ' . .
Multiplicando los dos términos del primer quebrado por b 

y los del segundo por 8, estos quebrados no vanan, luego 
J 5 . b _ g . 8

'8 . b —.b . 8 ’
siendo iguales los denominadores de estos quebrados, lo són 
también sus numeradores, esto es,

5 . b = a . 8. [1]
Ahora bien, 5 es factor del primer miembro, luego divide 

al segundo; y siendo primo con 8, es divisor de a [114]; lla­
mando m al cociente de a por 5, será » = 5 . m. Sustituyen­
do a por este valor 5 . m en la igualdad, resulta

5 . b = 5 . w • 8,
y dividiendo por 5 los dos miembros, será b = w . 8; luego (t 
y b son iguales respectivamente a o y 8 multiplicados por m.

De aquí se deduce que toda fracción equivalente á -g- 
, , 5

tiene términos mayores que los de esta; luego g es una

UU queiraio i su mas simple eipre- 
sion.se dividen el numerador y el denominador por elm. c. d.

defecto: esta división no altera el valor del quebrado: 
además los cocientes son primos entre si [112], y por tanto el 
nuevo quebrado es irreducible.

Así se obtiene
3141 141 : 472520 2520 : 360

235 235 : 473960 3960 : 360 11 ' .
Cuando los términos del quebrado presentan á simple 

vista ¿ctores comunes, se simplifica la operación suprimién­
dolos previamente. Con frecuencia se obtiene por este medio 
la reducción completa de la fracción dada., c-

Operando así con el quebrado del primer ejemplo, se 
obtendrá sucesivamente

2520 252 126 03 _ 21
"3960 198 99' 33 11/

u



146. I e o r e ma . Dos fraccionas irreducibles invales tim^ 
^guales sus numeradores y denominadores. " '

Sean las tracciones irreducibles 
a _  w 
6 n " 

biendo la primera irreducible, m es múltiplo de a irreduCÍMe *» W.. « es múíí^

i r?1 “rj*1110 Iuodo se demuestra que b = n. 
. ^^cacion importante del teorema 11381 esta 

reducción de quebrados á un común denominador.
tir7ntVÍ>CATt a «?i común denominador, es conver- 
inunle? eíuu'aíentes> cwJcs denominadores.sean todos

quebradoT™03 reducidoi á su ™as simple expresión los

5
8 ’

7 3 6
9 * 20 1 "25";

y tratemos de obtener otros equivalentes á ellos, y que ten­
gan todos el mismo denominador.

irreducible la primera de las fracciones dadas 
cuaiqme1 quebrado equivalente á ella tiene sus términos 

á.a y 8 multiplicados por un mismo número; luen-o 
las fraccioues equivalentes á Tas 

h a t iiínnria w  «• ■" i , . dentíca razón, dichoom.nador sera múltiplo de los otros denominadores 9, 20

dominador común será múltiplo de los deno­
minadores de las iracciones propuestas,
j ™ú^Pl0 coinun de los denominadores, puede ser 
denominador común. En efecto, si dicho múltiplo se divide 
por un denominador, el 8 por ejemplo, y los dos términos de 
atferTv0?! iP°r 61 cocíente’ aquella no se

nn den°m™ador del resultado será el mismo múlti-
Pl V1S°r8 S,eha milltiplicado porel cociente.
rPdnpní J ¡ ° PHtimo con Ias demás fracciones, quedarán 
reducidas todas a un común denominador.
toe Í 10ra hÍen’ es,ev^dente que las fracciones equivalentes á 
eTmúÍtÍDÍÍiA lA^P sencitlas‘ cuanto menor sea 
común tir-n dGn°mHiadores elegido para denominador 
coman, elegiremos, por consiguiente, el m. c. m.

Luego pan; r^dr Jraccww coxiundmowinaíor,

u se
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se halla el m. c. w. ¿le loe d/'nnminadoYes, y éste será el d.eovn- 
minador común. Para, hallar los numeradores, se dt^e el 
m c m por cada denominador de las fracciones dadas, y el 
cociente se multiplica por el numerador respectivo.

En el ejemplo propuesto, el m. c. m. de los denominado­
res es 1800' Dividiéndole por los denominadores 8, 9, 20 y 2o, 
se obtienen los cocientes 225, 200; 90 y 72; multiplicando 
cada uno de estos por el numerador respectivo, y partiendo 
los productos por el m. c. m., resultan las fracciones

1125 1400 270— 432 -
"TSOÓ-’ 1800 ’ 1800 ’ 1800 '

148. Aplicando la regla anterior á varias fracciones cu­
yos denominadores sean primos entre si dos á dos, se obten­
drá para m. c. m. el producto de todos ellos [125]; y el co­
ciente de dividir este m. c. m. por cada denominador sera 
evidentemente elproductode losdemas denominadores;luego

Para, reducir quebrados á un común denominador, cuan­
do los denominadores son primos entre sí dos á dos, se halla 
el producto de todos los denominadores, y este producto sera, 
el denominador común; para hallar los numeradores s® mul­
tiplica el de cada fracción por el producto de los denomina­
dores de las demás. ■

Ejemplo. Sean las fracciones

Ts'’ IT’ "T-
El denominador común será 13 . 11 . 7=1001; los nume­

radores serán respectivamente
7.11.7 = 539; 6.13.7 = 546 , 3.13.11 =429;
luego las fracciones pedidas son

539 546 429
1001 * 1001 ’ 1001 * ,

149. De dos fracciones que tienen el mismo denominador, 
es mayor la que tiene mayor numerador.

Sean las fracciones
19 7 

8- "8 ’ - -
Las partes de la unidad son iguales en las dos fracciones; 

pero la primera consta de mas partes que la segunda, luego
es mayor que ésta. . .

150. De dos fracciones que tienen el mismo numerado!, 
es mayor la que tiene menor denominador.

u SC



78
Sean las fracciones

8

Sea el quebrado -1—.

Añadiendo á sus dos términos el entero m, resulta 
a + w

. ¿ 4- m '
Be^ciend0 los dos quebrados á un común denominador,

efectuando las 
resulta

6 4- 6 {a 4- w.)
4- vn) ’ *

operaciones indicadas en los numeradores,
al 4- am ai 4-

Ahora bien; si 
unidad, será a <

b 4- m') ’ b <b 4- ‘
el quebrado propuesto 

6, de donde am <; bm, y 
aí> 4- dm <2, ai 4- bm;

es menor que la

luego ^-Vam ab-Vbm 
b(¿4-m) T(b + ^j"* 0

ProPuesta ha aumentado, fiesta fracción es mayor que uno,serás>¿, am 
ab 4- am ab 4- bm;

a-4-m
b 4-m ‘

2> bm, y

luego — \ db-Vbm , a
b <b-\-m^ ”b (b 4- mV b

Luego la fracción propuesta ha disminuido.

a 4~ m 
b-\--m/

a
7

u
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II.—Adición.

152. La adición de quebrados tiene el miimo objeto que 
la de enteros. Las expresiones sumandos y suma tienen tam­
bién la misma sigmiñcacion, y el signo de la operación es 
inllS° ^En la suma da quebrados distinguiremos dos ^casos 
principales: 1/ que los sumandos sean quebrados; 2. que 
sean números mixtos. ,

154. Pr ime r  c a s o . Para sumar (lucrados qu*, tienen eL 
mismo denominador, se suman los numeradores, y a la sumía, 
se pone por denominador el que tienen todos los sumandos.

Sean los quebrados
2 7 9
5 ' 5 * 5 '

Es evidente que dos quintos, mas siete quintos, mas nue­
ve quintos, es igual á dos mas siete mas nueve quintos; luego 

- 2,79 _ 18
5 + 5 5 5 ' '

Para sumar quebrados que tienen denominadores dife­
rentes, se reducen á un común denominador, y se continua 
como en el caso anterior. ‘

Eje mpl o s .
3.7 , 5,3 , 11 _ 70 , 2L^J^.4-^=-2-03- 
L 12 + 8 10 1 60"" 120 "^ISCT" 120 ^120 120

. 2 5 7 176 165 J68. 509
2-eT+-r+ 11 264 ^ 264 1 264- 264'

155. Se g u n d o  c a s o . Para sumar números mixtos, se suman 
separadamente los quebrados y los enteros, y las_ unidades 
enteras que se obtengan en la primera suma, se anaaen a la 
suma de los enteros.

Eje mpl o .

2 4+5 4+11* 4 +4^+ (2+5+11)=
a-¿ + 18=20

- u
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el 6 quebrado;

7 H—r—|—— o Jl___ í 3 7 5 x
o 8 9 + =

2 —- -—k 9 — ii __^L
36u " 360'

III.—Sustracción.

mc.^ eraros, se aplkajgualmeS foVque^ 
casos principie "T^que el ^.frac=iones distinguiremos dos 
Wbrílos^^ese^^™™™^61 —endo sean 

‘',«í»'SW^orE"e landos que tieTi'n igual

36

amos á demostrar que

20
17 *

36 — 20 16
17 17 17 ="17~-

se
T^te”ed"c^ de^inadorea dif,.
como en el caso anterior? ^07711'^07*; y se continúa.

1.° 35
48
3

11

19
60
2

Ej e mpl o s .
175 76
240
39

99 33
240 240 80 '
22 172/

^ilcisteíeTc^ y
jt. encías. la fracción del sustraendo es mayor

13 143 143 143 *

SCu
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que la (lelminueiido, se agrega ¿i esta -una cuidad eulera} 
dlsTiLÍuugendo después cu 'la misma ‘unidad la parte entera 
del minuendo.

Así,
2 
"ü

8-^-5^
8 5 9 43

Si queremos efectuar la sustracción indicada

L>
7
8 ’

veremos, reduciendo los quebrados á un común denomina­
dor, que la sustracción de estos es imposible, por ser el que­
brado del minuendo menor que el del sustraendo; pero au­
mentando aquel en una unidad entera, la sustracción se 
hace posible; así tendremos

3
9 1 = n±L _ ,21 = 8-21 - 5_2L

8 J 40 40 40 ' 40 3 40 '
160. Casos particulares.
1Restar de un número mixto un. quelrado ó un entero.
Si el sustraendo es un quebrado, se considera como un 

número mixto cuya parte entera es cero. 'Si es entero, sq 
resta de la parte entera del minuendo.

Ej e mpl o s .
32 3

3 5
_1_
15 '

2 .1 15 4-8 = 7 2

2 .e Restar de un quebrado impropio un ‘número entero ó 
•mixto.

Se convierte el minuendo en número mixto, y queda re­
ducido este caso á uno de los anteriores.

Ej e mpl o s .

1.
25
4

29 
"3"

1
4 ‘

3 a 5
- 6
o

6 = 6-
3
7

3 .° Restar de un entero un guelrado ó mixto.
Se convierte una unidad del minuendo en quebrado de 

6 u
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términos iguales al denominador de la fracción del sustraen- 
do. De este modo el minuendo se convierte en número mixto, 
y queda reducido el caso á uno de los anteriores.

Ej e mpl o s .

t  » t - 7 11 8 7 li1L l0-— =14--—=14-.

2." 12-7-|-=ii^_7±.=4^

IV.—Multiplicación.

161. Todo lo dicho en el número 29 respecto de los nú­
meros enteros, se aplica igualmente á los quebrados.

1G2. Según la definición general de la multiplicación, el 
producto ti X -j-, en el cual a representa un número ente­

. . . 3ro ó fraccionario, será respecto de a, lo que —L— es respecto 
de la unidad. El multiplicador es menor que la unidad, lue­
go el producto será menor que el multiplicando.

En general, el multiplicador —— es una totalidad de par­
tes de la unidad, que se forma dividiendo ésta en partes 
iguales, y tomando m partes; • luego el producto será una 
totalidad de partes de a, que se formará dividiendo a en n 
jjartes iguales, y tomando m de estas.
. De aquí se deduce que si el multiplicador es mayor, 
igual ó menor que la unidad, el producto será mayor, igual 
ó menor que el multiplicando; por consiguiente la multipli­
cación de quebrados no envuelve la idea de aumento.

163. En esta operación distinguiremos tres casos princi­
pales: 1." Multiplicar un quebrado por un entero; 2.° multi­
plicar un quebrado ó entero por un quebrado; 3.° multipli­
car dos números mixtos.

164. Pr ime r  c .a s o . Para multiplicar un qv^bro.do por un 
fútero, se multiplico, el numerador del quebrado por el ente­
ro, sin variar el denominador.

En efecto: hemos demostrado [136] que multiplicando el 
numerador por un entero, queda multiplicado el quebrado.
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También sabemos [140] que dividiendo el denominador 

de un quebrado por uno de sus factores, queda multiplicado 
el quebrado; luego

;Se puede mulhpllcaT -uu quebrado por uu jactor de s t l  
denominador, disidiendo éstepor dicho Jactor, sin variar eL 
numerador.

La primera regla puede aplicarse siempre.
La segunda produce resultados mas sencillos; pero no es 

aplicable en todos los casos.
Eje mpl o s .

10 Av 5-Jl 5_=^ 2/ -L
L 7 x 7 7 30

7 _ 7
'30: f> 5

165. Se g u n d o c a s o . Pora muZtipPcar un quebrado por 
otro, s-'. Italia, d producto de los numeradores p se parte por 
el de los denominadores.

Vamos á demostrar que
JL y - 1A- 

8 A 5 8.5 ’
El multiplicador es las tres quintas partes de la unidad, 

lueo-o según la definición de. la multiplicación, el producto 
debe ser las tres quintas partes del multiplicando. Obtendre­
mos. pues, el producto hallando la quinta parte del multi­
plicando, y reuniendo tres de estas partes.

La quinta parte del multiplicando se obtiene dividiendo 
éste por 5; será pues [137].

JL.5 = -L_ 
8 8.5

La reunión de tres de estas partes es el producto de una 
de ellas por el número 3, esto es,

7 n Z 7 * 3
8.5 8.5

Luego esta fracción es el producto.
Eje mpl o s .

26 X 4 104' 28 4 112
Si el multiplico^do es un número entero, se multiplica 

por el numerador del quebrado, p el producto se parte por el 
denominador.

u
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La (T^nostracion es enteramente análon-a á la. que acaba­

mos de dar. •
1 k r  c a s o . /?v;^ multiplicar (los uiímcros mixtos,

se rcditccn ti queórados. y se halla el produelo de estos.

3 — 5 —■ — 23 V 63 — 1449 — 207 _ 9
/X ' 11 ‘ 7 A 11 — 77 -"H ~ ]S“ÍT’ 

z$¿ uno de los Jactares es mixto, v el otro en tero ó quelera- 
do, se reduce el mu-ty .a quebrado, y resulta -uno de los casos 
anteriores.

Ej e mpl o s .

2/

3.°

4.°

M=3o  j l
11 11 -
68 , 8

- = -^-= 1 -L
65 G5

V.—División.

167. Lo dicho en el número 45 respecto de los números 
enteros, esapheabie a las-iracciones.

168. Seg-un la definición g-eneral de división, el cociente 
. m . _
de a -j^r smndo a un número entero ó fraccionario, es 

otro número que multiplicado por -- da a por producto.

/1 a será mayor, ig-ual ó menor que
el m-ulUpticando, seg-un que el wultipUcador sea mayor, 
igual o menor que la umdád;eñ otros términos, el dividendo 
h'-ra mayor, ig-ual o menor que el cociente, seg-un que el di- 

?^ua; ó ^or que la unidad; por consi- 
mipimion1^ dni>10n ( e obrados no envuelve idea de dis-

. J'11- "ai 'b* qnc-hrados distinguiremos tres 
tasua i rmcipa -< 1. Divuhr un quebrado por un entero-; 2.° 

u
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dividir un quebrado ó. entero por un quebrado; 3.° dividir dos 
números mixtos. ■.

170. Piu mk r  c a s o . Para dlnidir (juebrado por rii. ante­
t o , se aiaUiplica el deaorninador del cpielrado por el ealero, 
sia variar el numerador.

En efecto: hemos demostrado [137) que multiplicando el 
denominador de un quebrado por un entero, queda dividido 
el quebrado por el mismo número entero.

También sabemos [139] que dividiendo el numerador de 
un quebrado por uno de sus factores, queda dividido el que­
brado por dicho factor; luego

Sepued^ dividir un quebrado por un Jactor de su nume­
rador, dividiendo éste por dicho factor,' sin variar el deno­
minador.

La primera regla puede aplicarse siempre. ■
La segunda produce resultados mas sencillos; pero no es 

aplicable en todos los casos.
Eje mpl o s .

K 13 .5_ 13 _ 13 9o 27 . o7:9 _ 3
' 21 ' ' 21.5 105 1 - 38 38 --38"'
171. Se g u n d o  ( a s o . Para dividir un quebrado por otro, se 

multiplica el numerador del dividendo por el denominador 
del divisor, el denominador de aquel por el numerador de 
éste, i/ se parte el primer producto por el segundo.

Sea ~ el dividendo y TL ei divisor.
Vamos á demostrar que

5 . 3 _ 5.4
9 ‘ 4 ~ 9 . 3 '

Si llamamos c al cociente, será -
5 xz 3
9 - c * —

. 3 .Sabemos que el producto de c por es las tres cuartas 

partes de c; pero este producto es igual á —, luego las tres

cuartas partes del cociente valen 
ya fácil hallar el cociente.

Entendido esto, es

se
"NMR5ID.'aC 
DE 5A.NT1ACC

u
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VI.—Operaciones indicadas y producto de varios factores 
conmensurables. 1

173. Es evidente que los teoremas demostrados en los nú­
meros 41 y 58, son ciertos en el caso de ser todos los suman­
dos fraccionarios, ó unos enteros y otros fraccionarios, puesto 
que las demostraciones serian las mismas, lueyo

Para multiplicar ó dividir una suma de números con­
mensurables por un número entero, se multiplica ó th.tnde 
cada sumando por este número, y se suman los productos o 
cocientes. 7 .

174. Te o r e ma . Para multiplicar una suma de números 
conmensurables por una fracción, se multiplica cada su­
mando por esta fracción* y se suman los productos.

Sea
£ 
8

El producto es los de a + b -|- c; para hallar - de 

esta suma, la dividiremos por 8, y resultará

8 8 8 *
v para hallar los -4-, ó sea el producto buscado, multipli-

8
caremos por 5 el valor de -3-; pero

8
b , c
8 + 8 ’

5
”•-8

a.. 5 , b. 5 c .
"S88

5
8 8

Lo que demuestra el teorema.
175. Aplicando la demostración dada en el número 58. al 

caso en que el divisor sea un número fraccionario, se de­
muestra que ,

Para dividir uva suma indicada d.e uúmeTOS coumeusu- 
rables ■por una fracción, se divide cada sumando por esta 
fracción, y se suman los cocientes.

1 Esto es, enteros ó fraccionarios.

u
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17G. Por medio de razonamientos análogos á los de los 

números 42 y 59, se puede ahora demostrar que
Perra 'niultiplicar ó d,wi.d,ÍT uua (li^ereacia de números 

conmensurables por un número conmensuraba, se multipli­
can ó diniden el minuendo y el sustracado por dicho número, 
y se restan los productos ó cocientes.

177. Te o r e ma . Para multiplicar entre sí varios números 
.fraccionarios ó unos enteros ij otros fraccionarlos, se halla 
'un producto compuesto de los numeradores de los (quebrados 
y de los -números enteros, y se parte por el producto de los 
denominadores.

Vamos á demostrar que
3 2 , 6 3.2.4.6
5 7 11 5 . 7 . 11

En efecto: las operaciones que debemos efectuar para ha­
llar el producto, son las siguientes:

3 2 3.2 3.2 , 3.2.4 3.2.4 6
5 7 ■ 5.7 5.7 5.7 ’ 5,7 11

3.2.4.6
5.7 . 11 '

Lo que demuestra el teorema.
178. Te o r e ma . Para multiplicar un número conmensura­

ble por un producto de varios factores conmensurables, se 
■multiplica el número sucesivamente por cíala uno de los fac­
tores del producto.

Queremos demostrar que
4 / 3 2 1 \ _ 4 3 2 1

<T ' 9 ' 11 / 7 ‘ 5 ' 9 ‘ 11 '
4 /3 2 1 \ 4 3.2.1Enefecto: — X(T • v - — =

4.3.2.1 _ 4 3 2 J__
7T5.9 . 11 — 7 ' 5 ‘ 9 ‘ 11 '

Lo cual debíamos demostrar.
179. Te o r e ma . Pora multiplicar entre si dos productos 

iwlicados de factores conmensurables, se multiplica el pri­
mer producto sucesivamente por cada, uno de los factores del 
segundo.

u
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Vnmos á demostrar que _ o

En efecto: efectuando el primer producto indicado, ten­
dremos

pero, según el teorema anterior, 
7.2.4 _ /5 , 3X 7.2.4

8" 3 . 9
5- 4 .
8 7

3 . 9
2 4^ 

97-i . - . .. 7
180. Te o r e ma . Para multiplicar un producto 'iiidica-jo 

por un número conmensurable, se multiplica cualquieia de
Tufara el producto. 

2 JL _L por —, basta multiplicar cualquiera de 
9 ’ 8 ' .11 4 3

sus factores, el por ejemplo, por —.
En efecto: efectuando el producto indicado resulta

(v 8 ‘ 11 4 9.8.11 4 (9.8.11)X4
V 2. (5.3). 7 5.3,2_

9 . (8.4) . 1T 9 8.4 11
Es c o l io . Puede enunciarse este teorema

»e los factores de un producto se muUvnltca po. un uuui.1 o, 
queda multiplicado el producto por dncto co)imensu-

181. Te o r e ma . Un producto de ranos numeras conmeasu 
rabies, no se altera cambiando el orden de sus Jactoics.

Vamos á demostrar que
L 2 3 9 
7'5'

En efecto:
1
3

4..5 =

. 9 .3
7
2 3

2_.A.9.5.4-.
3 5 -
1 3.2.9 . 1 . 5
T ' 5 = 7^3 . 3

1.2.9 .5.3
3.5.7. 9.5 . -y 

5 *
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los segundos miembros de las dos últimas igualdades tienen 
iguales los numeradores y denominadores [67]; luego son 
iguales; por consiguiente los primeros miembros lo son 
también.

] 82. Te o r e ma . Partí multiplicar ¿los sumas iuilicadas de 
u¿i.<noros cnnmeusurabPs, se mult^lica. cada sumando de 
•u no de ellas por cada sumando de la otra, y se suman los 
productos.

Sea 4-¿ + c) (^ + ¡7).
Si consideramos á p + como un número, será

(/7 + 1) +^) + ?) = a-^p-V q} + b (p + q} + c (p + 
alterando el órden de los factores, tendremos
(íl + b 4- c) {p + q') = a. 4- {p + q} b + (.p 4- ^-) c; 
por último, efectuando las multiplicaciones del segundo 
miembro, resulta
(íz 4- b 4- c) {d  4- q} = ap 4- aq 4- bp 4- bq 4- cp 4- cq.

. Igualdad que demuestra el teorema.
183. Te o r e ma . Para dinidir un producto indicado por un 

•número conmensurable, se divide cualquiera de los factores 
por dicho número.

3 2Vamos A demostrar que para dividir el producto —. — .
5 11

por basta dividir cualquiera de sus factores, por
. .2 7 ¿ 3 2.8 5 ,ejemplo —, por —; esto es, que . — es el co-o o ii. 7 y

cíente.
3 2 8 5En efecto: multiplicando ———. por el divi-

7 2 8
sor — para lo cual basta multiplicar el factor - j—~

3 2 5sh obtiene -jy- que es el dividendo; luego el co-

3 2 8 5cíente es ~ X X ~.

Es c o l io . Puede enunciarse este teorema diciendo: <S'i uno 
de los factores de un producto se divide por un número, 
queda dividido el producto por dicho número.

u
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184 De los principios demostrados en los números 180 y 

factor de u» ^ctn $e
jacto ce dWe, el producto 

^r T^Tb o b e n a . Para dtoiAir un número conmensura Me 

GSe^

Queremos demostrar que para dividir — por el produc 
9

f0 5 J- ibasta dividir por 5, el cociente -375-P” 
10 ' 7 ‘ 11 ó Q

9 , • 2 ' ' ñor V que el terceri-, el segundo cociente "3 - Por 11 ’ 'y 1

2.7.11— buscado.
cociente yTgTáTT 65 5

En efecto: multiplicando el tercer cociente por -ob- 
2 

tenemos el segundo multiplicando éste por --,se

obtiene el primero ; y multiplicando éste por 5, se ob­

tiene el dividendoi; pero habiendo multiplicado^^- 

•^mpntpnor^- -2-y 5, se ha multiplicado por el sucesn ámente por j

. k 2 _L- lueo-oes el cociente,divisor 5 . '7- • n ’ nie®° 3.5. 2.9
IRC Te o r e ma Para elerar un quebrad/) ó, una poPucxa 

caXuiera, se elcDan á diclta potencia sus dos términos.

Í^N-K-
Decimos que Vs''- 83 *
En efecto: según la definición de potencia [70], tenemos 

( 5 X’ 5 5 5 _ 5.5.5 _5^,
' Ivy""’ 8'8 8.8.8 8=

Para elevar un número mróto á una potencia cualyucra,

U'¡se
"NMESID/iDE 
DE SANTIAGO
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'7 cl "u:cto (b U se continúa corno en el caso
u ilvtl L01 .

Así, Í3 2_y= _ 1156
_ 9 ' 9 Q i 81 ’

. 18/. Asi como el cociente indicado de dos números ente­
ros s? escribe con frecuencia en forma de quebrado, kunbien 
e. cociente de dos fracciones, ó de un entero y una fracción, 
pueden recibir la misma forma; por ejemplo.

Los teoremas del número 142 se generalizan, para las 
divisiones de números conmensurables, de la manera si­
guiente: -

/51 dividendo i, el divisor son números enteros ó frac­
cionanos o uno entero y otro jracionario, se -veri fica '

1;; ¿i/.placando ó dividiendo eldÁvidendo'porvnnú-
nerp eatpro o ; raccionario, el cociente queda multiplicado 

o dividido por dicho número.
jSea c el dividendo, 6 el divisor y c el cociente.
leñemos: a: b = c, de donde a = be; multiplicando ó 

dn idiendo los dos miembros de esta igualdad por un número 
conmensurable m, resulta

am = l). cm [180], 
a: m = l) . (c : ni) [183J; 

de donde se deduce
am

= cm. o
a. : m—— = c : m. o

Lo que demuestra el teorema.
2. Multiplicando ó dividiendo el divisor por un número 

entero ó .fraccionario, el cociente queda dividido ó multipli­
cado^ por dicho número. 1

leñemos, como en el teorema anterior, a: b = c, de don- 
ttó a = be; de esta igualdad se deduce [184] 

de donde .
a.

bm

a = Lm . (c : wV 
a = ^b : m). cm;

a.
-7----- - — cm.o: m

— c : m

u
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3.° MHU^licaiulo ó (lívidieiido el di.TÍdendox y el divisor 

por -número entero ó jTaccionaTio, el cociente no -varia.
Tenemos a: b = c, a = be: multiplicando y dividiendo 

por m ambos miembros de esta igualdad, resultan otras dos 
am = bm.c [ISO], 

a-.m^vb-.n^ . c [183];
de donde 

am a : m = c, = c: 
b m.--------b : m

resultados que demuestran el teorema.

VII.—Propiedades de las fracciones iguales.

188. Si comparamos entre si dos cantidades, el resultado 
de la comparación se llama razón ó relación, y no es mas 
que el cociente de dividir la primera cantidad por la se­
gunda.

Ra z ó n  es el cociente de dos cantidades.
Todo cociente es igaial á una fracción, que tiene por 

numerador el dividendo y por denominador el divisor [T28 y 
187J; por consig-niente las ideas de razón, cociente y frac­
ción son idénticas.

189. Ig u a l d a d  f r a c c io n a r ia  es la expresión de la igualdad 
dedos fracciones L

JL = ^L ± =
5 45 ’ b d'

son igualdades fraccionarias.
a, b, c, d se llaman respectivamente primero, segundo, 

tercero y cuarto término.
Llamaremos términos opuestos al a y d, así como tam­

bién á b y c ‘-i.

•1 Hasta hace algunos años se llamaba, y aun hoy sigue llamándose por 
algunos autores, prnpnrcion á la igualdad de dos razones, y se estudiaba 
una serie de propiedades de las proporciones, que constituía una teoría 
extensa y complicada. Considerando la proporción como la igualdad dedos 
quebrados, y transformando ésta, por medio de operaciones iguales efec­
tuadas con sus dos miembros, se obtienen las mismas propiedades con la 
mayor sencillez,
2 Antes las proporciones se escribían en la forma n : b :: c : d, y se 

leían a es á b como c es á d. I¡amando á a : b rnineTa razMi, á c: d 
secunda razan, á nxc antcccdenlcs, b y d loiuccutnlcs, a y d 
extremos, b y c medios. ' se

u m\O4s:d ad z



190. Te o r e ma . En toda iqualM f raccionaria, los pTo- 
ductos de los términos opuestos son iguales 1.

Sea a _ c
T- d*

Multiplicando los dos miembros por el producto Id de los 
denominadores, resulta

aM. _ cid
6 d ’ 

v simplificando será
ad = be.

191. Pr o b l e ma . Dados tres términos de -una igualdad 
fraccionarla, hallar el cuarto.

De '-r-= -^r- se deduce ad = be; dividiendo por a los 
b d 1

dos miembros de la igualdad última, resulta
, bed = —.a

Si la misma igualdad se divide 
respectivamente

ad 7 adc = b = —, 
b c

por b, c y d, se obtendrá 

be
a = -7T-

Luego, un término de una igualdad fraccionaria se ob­
tiene dividiendo por su opuesto el producto de los otros 
dos

192. Si tenemos las igualdades 
a _ b m____ q . 
b — c ’ p — m' 

será ac = b°-,
Luego, si. dos términos opuestos de una igualdad, frac- • 

Clonarla son iguales, el cuadrado de uno de estos es igual al 
producto de los otros dos.

Cada uno de los términos b y w de las anteriores igual-

4 En loda proporción, c! producto de los extremos es igual al de los 
medios-.
2 Un extremo de una proporción es igual al producto de los medios 

partido por el otro extremo. Un medio de una proporción es igual al 
producto de los extremos partido por el otro medio.
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dades, se llama medio /actor tal ó medio proporcional entre 
los otros dos 1. , , , -77

193. Te o r e ma . Si elpi'odncto de dos números es igual al 
'producto de otros dos, los cuatro pueden Jormaruna igual­
dad fr accionar la, siendo términos opuestos los j actores ae 
cada producto í. . , , . , . ,

Supongamos ad = le; partiendo ambos miembros de esta 
igualdad por el producto de un factor del, primor miembro 
por otro del segundo, por ejemplo di, será 

ad be 
Tb- db '

ó simplificando 
a _ c 
b — d

Co r o l a r io . Alterando el orden de hs términos de una 
igualdad fraccionaria, demodogue dos términos opuestos 
ele ella no dejen de serlo, subsistirá la igualdad ,

Puesto que el producto de los términos opuestos sera, 
siempre el mismo, y según el teorema, habrá igualdad 
fraccionaria.

Así, la igualdad ~Puede escribirse de los mo­

dos siguientes:
b d _ c = — — a ,

c d’ b a' c a' a c d c 
c d c _ a

~a — b' d" b"
194. Te o r e ma . Si los numeradores ó denominadores de

1 Se llama proporción continua la que tiene iguales sus términos 
medios. El término medio se llama medio proporcional entre ios extre­
mos, v el cuarto término de la proporción se llama tercero proporcio­
nal á los dos primeros. .

En toda proporción continua el producto de extremos es igual al 
cuadrado del término medio.
2 Si el producto de dos números es igual al producto de otros dos, los 

cuatro pueden formar proporción, siendo extremos los factures de uu 
producto y medios los del otro.

5 Alterando el órden de los términos de una proporción, de modo que 
el producto de los extremos sea siempre igual al de los medios, subsistirá 
la proporción.
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cia entre hs términos de/ segundogmrtidn 'por su numerador 
ó denominador 1.

gea; — y supongamos que las Iracciones sean
u d, * 1

propias. Si cada una de ellas se resta de la unidad, las dife­
rencias serán iguales, esto es,

a c ^—c
b d b d

Supongamos ahora que sean impropias: restando la uni­
dad de cada una, tendremos

1 c ! a a— 6 c~d 
” d ’ ° b d ' 
a c b d 3 . ,

Además, de —y " —7 se deduce — = —. y de esta b d a c
b — a d — c , a — b c — d  = , ó = , a-------c------------ a------------c

según que las fracciones dadas sean propias ó impropias.
197. Te o r e ma . En toda igualdad .•fraccionaria, /asuma 

de los términos de la primera fracción partida por su dif e- 
rencia, es igual d la suma de los términos de la segunaa 
fracción partida por la diferencia de los mismos ‘2.

a, c , .De —y— —^se deduce b d
a-\- b  e -Vd , 

a c

[194]
Teniendo las dos últimas

a -4- b
a — b

a — b  c — d
a c

denominadores iguales, será

c + d
c — d"

198. Te o r e ma . En toda igualdad fraccionaria,, la sunta 
ó diferencia de los numeradores partida por la suma ó dife-

4 En toda proporción, la diferencia entre los términos de la primera 
razón es al antecedente ó consecuente, como la diferenoia entre ¿os tér­
minos de la segunda razón es á sn antecedente ó consecuente.
2 En toda proporción, la suma de ios términos de la primera razón es 

á su diferencia, como la suma de los términos de la segunda razón es a la 
diferencia de los mismos.

7 se
UXAOtílDADZ 
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Tpnciadp los denominadores, es igual á cualquiera de las 
fracciones dadas 1 2.

t i c .i . a ± c l)-*" dDe -7- = —7-se.deduce — = ^-,y de esta = ."L o d c d J a ¿

199. Te o r e ma . En toda igualdad .fraccionaria, la suma 
de l)s num',radorrs garíida por su di f^encia, es igual á la 
suma de los denominadores 'partida qior la diferencia de los 
mismos 2.

De a c 1 )—— = — se deduce b cu 
a-\- c a 
bVd”""b',

a — c
T^d

a
T;

a -V- c  a — c o 4- c b A- d, 
b -\-d b — d a — c b — d. *

_ 200. Te o r e ma . Si. tenemos tres ó i».as fracciones iguales, 
la suma de Tari os ó de todos los numeradores pa.rti.da por la 
suma de los denominadores respectÍTos, es igual a cualquie­
ra de las fracciones dadas 3.

c a c
Sea -7-=-7 o d

m _ p 
n q

oa c , ,De —— = —se deduce b d
a.

luego -j m , , , —de dond;n

-7——7=—7-; pero— b 4- d b L b
m 
n

m
n ’

— . . ' j ’ 11 ' “ i- O —t " m —|— p 4—■ • •Del mismo modo hallaríamos que ;------ ——-—■
, b^d-vnA-q-V-..

es igual á una de las fracciones dadas, y como éstas son 
iguales entre sí, resulta por último

¿z 4- g 4- w. 4- p 4-....   a   c   m _ g)
b 4~ d 4“ n, 4- q 4“"” b d n q

1 En toda proporción, la suma ó diferencia de los antecedentes es á 
la suma ó diferencia de ios consecuentes, como un antecedente es á su 
consecuente.
2 En toda proporción, la suma de los antecedentes es á su diferencia, 

como la suma de los consecuentes es á la diferencia de estos.
5 La igualdad de tres ó mas razones, se llama serie de razones 

iguales.
En toda serie de razones iguales, la suma de varios ó de todos los 

antecedentes es á ¡a suma de los consecuentes respectivos, como un 
antecedente es á su consecuente.

u s
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CAPÍTULO SEGUNDO.

FRACCIONES DECIMALES.

I,—Numeración y nociones preliminares*

201. Los números menores que uno pueden ser expresa­
dos por fracciones, en las que las divisiones de la unidad no 
sean arbitrarias, sino que. por el contrario, estén sujetas á 
una ley; y así como la uniformidad en la formación de las 
unidades numerativas decena, centena, millar etc., nos pro­
porcionó, en la numeración de enteros, la inmensa ventaja 
de poder representar estos verbalmente y por escrito con 
suma sencillez, de igual modo, aplicando las mismas leyes 
á las subdivisiones de la unidad, debemos hallar, por analo­
gía, medios sencillos de enunciar y escribir las fracciones 
que se originen, llamadas fraccione.’} decimales.

¿je llaman f r a c c io n e s  d e c ima l e s , las qae tienen por deno­
minador la unidad seguida de c^ros.

202. El fundamento de la numeración de enteros es que 
una unidad de un órden cualquiera, se compone de diez uni­
dades del órden inmediato inferior.

El fundamento de la numeración de decimales será el 
mismo exactamente. , . . . .

Estas nuevas unidades fraccionarias tienen la unidad sim­
ple por punto de partida; ésta se compone de diez décimas: 
la décima se compone de diez centésimas; ésta de diez milé­
simas, y así sucesivamente. Por lo tanto, una unidad tiene 
diez décimas, cien centésimas, mil milésimas etc.

La nomenclatura de las unidades decimales, manifiesta 
claramente la analogía que guardan con las enteras; tene­
mos, en efecto,

decena, unidad dies veces mayor que la unidad simple, 
décima, unidad dies veces menor que la unidad simple; 
centena, unidad cien veces mayor que la unidad simple. 
centésima, unidad cien veces menor que la unidad simple; 
millar, unidad mil veces mayor que la unidad simple, 
milésima, unidad mil veces menor que la unidad simple.

Vemos que los nombres de las unidades decimales se for­
man cambiando la terminación de las enteras en ésimas.

u
umx'zmidad:
DE SANTIAGO



, 203. fundamento de la numeración escrita es que una 
ciíra colocada á la derecha de otra representa unidad es. diez 
veces menores.

Apliquemos este principio al número
6384 257,

y suponiendo que 4 sea la cifra de las unidades simples, ten­
dremos que la cifra 2 expresará unidades diez veces menores 
ó décimas; la cifra 5 expresará unidades diez veces menores 
que las décimas ó cien veces menores que las unidades sim­
ples, esto es. centésimas; la cifra 7 representará unidades 
diez veces menores que las centésimas o mil veces menores 
que las unidades simples, esto es. milésimas.

De aquí resulta que las décimas deben ocupar el primer 
lug-ar á la derecha de las unidades simples, las centésimas el 
segundo; las milésimas el tercero y asi sucesivamente.

204. Ya tenemos los medios necesarios para leer y escri­
bir los números decimales; sin embargo haremos algunas 
simplificaciones.

En el número 6384 257, si consideramos solo la parte 
decimal, observamos que la. cifra 2 es centenas respecto del 
7, y el 5 decenas; por lo tanto dicha parte decimal se com­
pone de 257 milésimas.

Para expresarla, hubiera pues bastado leerla como un 
número entero, añadiendo la denominación correspondiente 
á la última cifra 7; luego

Los uwmeros, decimales se leen como si fusen enteros, 
anadieTid.o además la denominación correspondiente á la ñl- 
tima cifra.

Esta denominación puede obtenerse fácilmente obser­
vando que dos cifras, una decimal ■y otra entera, colocadas 
a igual distancia de las unidades simples, tienen nombres 
análogos.

Así, el 6, que en el número 6384 257 ocupa el tercer 
lugar á la izquierda de las unidades simples, representa 
millares; y el 7, que también ocupa el tercer lugar, pero á 
la derecha, representa milésimas; el 3 es centenas, el 5 cen- 
lesimas; el 8 decenas, el 2 décimas.

La parte entera se lee separadamente y antes que la 
decimal. 1

Ejemplo. Leer el número 956~4327.
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La última, cifra ocupa el cuarto lugar, luego expresa 

diezniilésimas; el número es por tanto
4327 dÁeimiUwas1.

205. Da lo dicho se desprende que los números decimales 
se escriben como los enteros; asi ocHo mVu tresc'beiit.as cuatro 
millonésimas, se escribirá

8^04;
pero á fin de no confundir este numero con 8304 unidades 
simples, es necesario distinguirlos de algún modo. 1 odria 
emplearse para esto signos convencionales, pero como dos 
ci.fras, uno, nitera n otra decvmal, ({ue tienen, .bombes ana- 
loqos, están á igual d-istancia de las unidades simples a 
cifra 4 que debe representar millonésimas, ocupara a la 
derecha de las unidades simples, el mismo lugar que los 
millones á la izquierda, esto es, el sexto; para m quedes 
indispensable ocupar con ceros los lugares correspondientes 
á las unidades que faltan en el numero, y separar la parte 
entera, de la decimal por medio de algún signo convencio­
nal. que generalmente es una coma.

Por consiguiente escribiremos .
0,008304.

Podemos va formular la siguiente regla.
Para escribir un.núm-ro decimal, se escribe su parte 

entera v desmes la decimal, cuidando degue la ultima cijra 
de está, ocupe el lunar correspondiente a, las unu. ades que 
d 'bc representar, lo que se consigue poniendo después de ta 
coma-los c-ros necesarios. .

Ejemplo. Escribir treinta g cinco unidades mil rem- 
ticu 'atro cienmilésimas. , .

Las cienmilésimas ocuparan el quinto lugar, el numero 
1024 tiene cuatro cifras; luego después de la coma se pondrá 
un cero. Tendremos, pues,

35,01024.
206. Es c o l io  1.” La parte entera y la decimal pueden 

leerse de una vez.
Sea el número 35.045. . . ,
Valiendo cada unidad 1000 milésimas, 35 unidades val­

drán 35000 milésimas; luego el número puede leerse
treinta y cinco mil cuarenta y cinco milésimas.

Basta, según se ve, leer todo el número prescindiendo de 
la coma, y añadir la denominación correspondiente a la 
última cifra
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2. Si al escribir un, número decimal no se da parte ente­

ra, y observamos que tiene mas cifras de las necesarias para 
que la ultima ocupe el lug-ar correspondiente, es seña! de 
que existe parte entera, incluida en las unidades fracciona­
rias que se dieron.

En este caso se escribe el número dado como si fuese en- 
terq, y se pone la coma en el lugar conveniente, para que la 
ultima cifra de la derecha represente unidades del orden de­
cimal a que se refiere el número.

Supongamos, por e emplo.que se pide escribir el número 
treinta y cinco mil cuarenta y cinco milésimas.

_ Las milésimas ocupan el tercer lugar, pero el número 
dado tiene cinco cifras, luego tiene parte entera. Escribién­
dole como si luese entero será 35045; y poniendo ahora la 
coma de modo que el 5 represente milésimas, resulta el 
numero 35,045.

207. Te o r e ma . ITna fracción decimal no s-» altera ana- 
aienao ceros a la derecha, ó suprimiendo los que ya t^nia.

Sea la fracción 5,87; añadiendo dos ceros á su derecha 
resulta 5,8700; digo que

. *5,87 = 5,8700.
, La primera fracción se compone de 5 unidades enteras, 8 

décimas y 7 centésimas; y la segunda consta de 5 unidades, 
8 décimas, 7 centésimas, cero milésimas y cero diezmilési- 
mas; luego tienen ambas igual valor.

Es evidente que tampoco varía la fracción suprimiendo 
ceros de la derecha.

208. Te o r e ma . Para multiplicar un número decimal por 
la unitiao, seguida de ceros, se com'e la coma hacia la derecha 
tantos lugares como ceros siguen d la unidad.

Propongámonos multiplicar la fracción 0,3479 por 100 v 
demostremos que ’

t 0,3479 X 100 = 34,79.
En electoral correr la coma dos lugares hácia la derecha, 

cada cura del número dado avanza dos lugares hácia la iz­
quierda, adquiriendo por consiguiente un valor relativo 100 
veces mayor.

En el ejemplo propuesto, la cifra 3 que representa déci­
mas, después del movimiento de la coma representa decenas; 
las 4 centésimas se convierten en 4 unidades simples, y lo 
mismo sucede á las demás cifras, esto es, se hacen todas 100 
veces mayores; luego el número que resulta es 100 veces 
mayor.
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Si el número de cifras decimales no es bastante para, que 

pueda correrse la coma los lugares necesarios, se anadiran 
ceros á la derecha del decimal.

Asi. 3,56 X 10000 = 35600.
209. Te o r e ma . Para dividir un, número decimal por la 

u¿dad sequida de ceros, sn corre la coma hácia la %í^iierd(L 
lautos lugares como ceros siguea d la unidad.

Vamos á demostrar que
584,2:100 = 5,842. , , .

En efecto: al correr la coma dos lugares hacia la izquier­
da, cada cifra del número dado avanza hác;^ la 
lugares, adquiriendo por consiguiente un Aalor iela^ o 10. 
^EnMeSo ejemplo, la cifra 5 que representa centenas, 
después de correr la coma representa unidades; las 8 decenas 
se han convertido en 8 décimas, y lo mismo sucede á las 
demás cifras, esto es, se hacen todas 100 veces mejores; 
luego el número que resalta es 100 veces menor que el 
P1° S?eltnúmero de cifras enteras no es bastante para que 
pueda correrse la coma los lugares necesarios, se anadiran 
ceros á la izquierda de la parte entera.

Así, 3,14:1000 — 0,00314; 24,5 :100 =0,245.

IL.—Adición.

o ía . Fundándose la numeración de los números decima- 
le^en los mismos principios que la de enteros, la regla para 
sumar debe ser análoga á la que dimos en el
número 22 para los segundos. Asi, .

" Para s-v.mar rarios números decimales, se suman las 
unidades de cada órden, empeTando por las in feriora 
sumas menores que diez, se escriben sin alte-ia. las, p de Las 

ó iquales sob se esmteu las reseriiand»
las decenas para agregarlas a la suma parcial siguiente. La; 
■última suma se escribe según se obtiene.

Para mayor comodidad se colocan los sumandos unos 
debajo de otros, de modo que las unidades del mismo ornen 
estén en columna vertical, lo que evidentemente se consigue 
poniendo las comas en columna.

use



III .—Sustracción.

211. El escolio del número 24 se aplica igualmente á los 
números decimales que á los enteros; por consiguiente la 
regla para restar dos de aquellos, debe ser la misma dada en 
el numero 28 para estos.

Para, restar d^s números decimales, se resta cada cifra 
del substraendo de la del mismo orden del minuendo, eiiipe- 
saMornr las d-. orden inferior. Cuando una ci fra del sus- 
traendo es, mayor ^ue la correspondiente en el minuendo, se 
aqrega a esta diez unidades y se e fectúa la sustracción, cui­
dando después de aumentar en una unidad la cifra siquiente 
del sustraendo. 1 J

. Para mayor comodidad se coloca el sustraendo debajo del 
minuendo, de modo que las unidades del mismo orden se 
correspondan. Si el número de cifras decimales de los núme­
ros dados es diferente, se añaden ceros á la derecha del que 
tenga menos. 1

Sean los números 35,47 y 18,325.
Para igualar el número de cifras decimales, añadiremos 

un cero al minuendo, y tendremos
y 35,470

18,325
17,145

IV .—Multiplicación,

212. En la multiplicación de decimales distinguiremos 
dos casos: l.” multiplicar un número decimal ñor un entero; 

multiplicar dos números decimales.
213. Pr ime r  c a s o . Para, multiplicar uu uúmero decimal 

por uu cutero, se multiplican como si los dos fuesen, cuteros, 
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y de la dercc'ia del nrod^clo s- .separM lautas cifras deci- 
.ni1iles como tiene el multlpllcaufU

Sea 5,274 el multiplicando y 28 el multiplicador.
Suprimiendo la coma en el primero, se hace este numero 

1000 veces mayor, luep'O el producto queda multiplicado por 
1000 [1801: para que sea el verdadero es necesario dividirle 
por 1000, lo que se consigue separando tres cifras decimales, 
esto es, tantas como tiene el multiplicando.

Asi obtendremos
5,274
_J28

42 192
105 48
147,672 , .

OH Se g u n d o  c a s o . Para multiplicar dos w^ros deci­
males. se multiplican como si.f uesen enteros,^ de la derecha 
del producto se separan tantas cifras decimales como tienen,

Sea'3^246 el multiplicando y 6,37 el multiplicador.
Suprimiendo la coma en el último, se convierte en 63/. 

número 100 veces mayor que el propuesto, y se reduce este 
caso al anterior. Pero habiendo mu tipúcado por 100 el mul­
tiplicador, el producto resulta multiplicado por 100; lu.go 
deberá dividirse por el mismo número, separando al electo 
dos cifras de la derecha; y como según la regia de Primar 
caso, debemos separar ademas tres que tiene el multiplican 
do, resultan cinco, esto es, tantas como tienen los nos 
factores.

Tendremos según esto
3,2 46

6,37
22 7 22
97 3 8

19 47 6
20,67 7 02 •

V.—División.

215. En esta operación distinguiremos dos casos: 
dir un número decimal por un entero; 2. dividir un 
decimal’por otro decimal.

I.6 divi- 
entero ó

u
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2^- PaiMER c a s o . Para, dividir uu mhner') decimal vm* 

-aa entern se divuleu como si los dos fuesen, enteros, -y de la 
Uene 'el ^Pid^6 86 sepaTau taíbt(l's cVras tlecimales como

Sean los números 35,296 y 27.
, Suprimiendo la coma en el dividendo, se multiplica este 

iV.nnTiq  ”Oi' 00; el cociente Q'ieda multiplicado por 
1 JO (18/. 1. para obtener el verdadero, debemos, por con- 
sio-iuente, dividir por 1000 el cociente hallado, lo que se 
consigue separando de su derecha tres cifras decimales, esto 
es, tantas como tiene el dividendo.

Seg-un lo dicho, tendremos
35,296
82

196

27
1,307

L17. El cociente exacto de los números propuestos es 
mayor que 1,307, puesto que se ha obtenido residuo, v me­
nor que 1,.j08, porque el producto de este número por 27 
sena mayor que el dividendo: estando comprendido el co­
ciente entre 1,307 y 1.308, que difieren en una milésima, se 
comete, tomando 1,307 para cociente, un error menor que 
esta diferencia. . 1

Aplicando el mismo razonamiento á nn cociente cual­
quiera, se verá que

¡Si al dÁvidir un decimal por un entero, se desprecíala 
fracción complementaria formada por el residuo ?/ el divi­
sor, el error que se comete es menor que una unidad del últi­
mo orden decimal del cociente.

, Obsérvese que podemos aumentar cuanto queramos el 
numero de cifras del cociente, con solo añadir ceros á la par­
te decimal del dividendo, y que por tanto los cocientes po­
dran expresarse en decimales con cuanta aproximación sea 
necesaria.

Ejemplo. Hallar el cociente de 75,32 por 23 con un error 
menor que 0,0001.

75,3200 23
1 72 3,2747

110
180

19

u
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Es inútil añadir los ceros al dividendo, bastando colocar­

los uno á uno á la derecha de los residuos.
El medio expuesto para aproximar los cocientes, se pue­

de aplicar á la división de enteros, considerando el dividen­
do como un número decimal, cuyas cifras decimales son

218. Se g u n d o  c a s o . Para d-ÍDidir uu minero entero ó d.eci- 
rnal por otro decimal, se multiplican el dividendo p el divi­
sor por la unidad seguida de tantos ceros como cifras deci­
males tiene el divisor, -y queda reducido el caso á dividir dos 
números enteros ó un decimal por un entero.

Sea 24,375 el dividendo y 3,128 el divisor.
Multiplicando estos números por la unidad seguida de 

tres ceros, esto es, por 1000, el cociente no varia [187. 3.°], y 
la cuestión se reduce á dividir 24375 por 3128.

Aproximando el cociente hasta centésimas, tendremos
24375
24790

28940
788

3128
7,79

Sea 35,2745 el dividendo y 3,24 el divisor.
Multiplicando por 100 estos números, el cociente no 

varía, y tendremos que dividir 3527,45 por 324, operación 
que pertenece al primer caso.

3527,45 
287 4

28 25
2 33

324
10,88

Sea el dividendo 18,37 y el divisor 3,4526. 
Aproximando hasta centésimas, será

183700
110700

71220
2168

34526
5,32

u
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c a pít u l o  Te r c e r o .
CONVERSION DE FRACCIONES ORDINARIAS 

EN DECIMALES Y VICE-VERSA.

I.—Conversión de fracciones ordinarias en decimales.

219. Propongámonos convertir la fracción en otra 
decimal equivalente. .

Para resolver esta cuestión determinaremos las unidades 
enteras, décimas, centésimas etc. que contienen los —19- de 

la unidad.
Este quebrado es igual al cociente, exacto de su numera­

dor por su denominador. Dividiendo 19 por 8, el cociente 
entero es 2; luego 2 es la parte entera del número decimal 
que buscamos. Para completar el cociente debemos dividir 
el residuo 3 por el divisor 8: el residuo 3 no puede dividirse 
por 8; pero si se convierte en décimas valdrá 30 décimas, las 
cuales divididas por 8, dan 3 décimas de cociente entero, 
luego el decimal que buscamos contiene 3 décimas. Pañi 
completar el cociente de 30 décimas por 8, debemos dividir 
el residuo 6 por el divisor: las 6 décimas valen 60 centésimas, 
<|ue divididas por 8, dan 7 centésimas para el número deci­
mal que buscamos. Completaremos el cociente último, divi­
diendo el residuo 4 centésimas ó 40 milésimas por 8, lo que 
da 5 milésimas exactamente.

19Luego el número decimal equivalente á ■—es 2,375.
8

En vista, de la marcha seguida para obtener este resulta­
do, formularemos la siguiente, regla.

, Para couDertw uu q uebrado ord,Miarlo eu decimal, se di­
vide el 'numerador 'por el denominador, y el cociente entero 
será la. -pape entera, del decimal. El residuo seguido de un 
cero se parte por el denominador, y se contin úa la operación 
añadiendo un cero d cada residuo, y dividiendo por el. deno­
minador.

, Este procedimiento es idéntico al que expusimos en el 
número 217 para aproximar los cocientes.

u
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La operación se dispone en la práctica del modo sig-mente: 

19 8
3Oo 2,375

40
U

780
300
o 00

o

Ej e mpl o s .

1/ Sea el quebrado 2/ Sea el quebrado —

12o 70 11_____
M2F 42o 0,6363...

40 
7 

52
3/ Sea el quebrado

520 55______
250 0,94545...
300

250
300

25
En el segundo ejemplo, los dividendos parciales son al­

ternativamente 70 y 40, y como el divisor es constante, l^s 
cifras del cociente serán siempre 6 y 3, no podiendo concluir 

nunca la operación. De esto se infiere que no puede con­
vertirse exactamente en fracción decimal; pero se obtendrá 

una que se aproxime á cuanto se quiera, tomando un 

número suficiente de cifras decimales; así
— — o, 6363 con un error menor que 0,0001.

En el tercer ejemplo, también se reproducen periódica­
mente las cifras 4 y 5, siendo imposible terminar la ope­
ración. . a • 1220. La fracción ordinaria que se convierte en decimal, 
se llama generatriz de la decimal equivalente.

se
UM\ats:cADz 
or saxt iago

u
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«°S en 9^ del 

vaíentes á otras óSíTen decimales equi-
periáíicas. “ dccI0-ie5 decimales exactas y

de 1",
Jiuidameute eu el w íx t m orden 9 1 UlS se Ti"iP Íe uiíle-
lla,n¿ Bde s'e rePÍte indefin¡dj&ul?, se

Per16^ s= ““Olviden en pWts y

es3838M" 68 fraccion Periófea pura; el periodo

áecmd™í

ASea la fraccion irreducible  
25 52 *

¿==*BEa"r=- 

“~™s;s2,5:í,5K^á= 
«®5M£5y^ssSe1|,«ii.*u:
- El numerador A no contiene el factor 2 ni el 5, por

u S<
UN.7LRSII
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ser irreducible la fracción: luego para que sea divisible por 

5-es necesario y suficiente añadirle 3 ceros; pero cada 
cero produce una cifra decimal, luego el número de éstas 
es 3, ó sea tantas como unidades tiene el mayor exponente
de 2 y 5. 13

Ejemplo. Sea el quebrado irreducible

El denominador es igual á 25.5, luego la fracción deci­
mal equivalente es exacta y tiene 3 cifras decimales.

Se ve electivamente, efectuando la reducción, que
-IL = 0,325.

40
222. Te o r e ma . Sí, el ¿enómiiiactor de imi qvelrado irre- 

tlucible couti c m algún factor primo distinto de 2 y o, la, 
■fracción decimal écguivalente es periódica.
' En efecto: siendo la fracción irreducible, su numerador 
no contiene ninguno de los factores del denominador: ana­
diendo ceros al primero, se introducen solamente los facto­
res 2 y 5; luego nunca contendrá todos los factores del 
denominador, y el cociente no llegará á ser exacto 1121].

Ahora bien, siendo los residuos menores que el divisor, 
al cabo de tantas divisiones á lo mas como unidades tenga 
éste, se repetirá un residuo de los obtenidos anteriormente; 
añadiéndole un cero, se repetirá uno de los dividendos par­
ciales, v como el divisor es constante, volverán periódica­
mente los mismos cocientes y los mismos restos; luego la 
fracción decimal será periódica.

223. Es evidente que todo quebrado se halla comprendi­
do en una de las hipótesis de los dos teoremas últimos; luego

Toda fracción decimal equivalente d otra ordinaria, es 
necesariámente exacta ó periódica.

224. Le ma . Todo nftmero entero pmmo con 10, tiene un 
múltiplo que se escribe sólo con nueves.

Sea B un entero primo con 10, esto es. que no contiene 
el factor 2 ni el 5; vamos á demostrar que el número 999.... 
es divisible por B, siempre que se tome un número suficien­
te de nueves.

En efecto: los residuos de dividir 999.... por B son meno­
res que B; luego si no se llega á obtener cociente exacto, 
los residuos se repetirán. Supongamos que sin haber obteni­
do cociente exacto, llegásemos á encontrar dos dividendos 

se
UXRQUrDADr or 5A.VTIAGO

u
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9999D9 v 999 que diesen residuros iguales; en este caso la 
diferencia 999999-999 seria divisible por B [781 esto’es

999999 - 999 = .n.. de B, ó 999000 = m . de B ’ 
pero es tactor del segundo miembro, inego divide también 
al primero, y como es primo con 1000, puesto que 1000 sólo 
contiene tactores 2 y 5, es divisor de 999; luego es imposible 
obtener dos residuos iguales sin hallar antes un cociente 
exacto; por consiguiente 999... es múltiplo de B.

7 Te o r e ma . Bi el denominador de una fracción irre­
ducible es primo con 10, la fracción decimal equivale Be es 
periódica, pura. T

A
Sea la fracción y R el residuo de dividir A por B.
Añadiendo un cero al residuo R y dividiendo por B se 

obtiene la cifra de. las décimas: si en el curso de la operación 
se repite el residuo R, añadiéndole un cero y dividiendo por 
B, se reproducirán dicha cifra y las siguientes en el mismo 
orden, y la fracción será periódica pura.

La operación de convertir en decimal, se reduce á 
dividir A seguido de un número indefinido de ceros por B: 
P.Or vAnt0: los dividend°s totales pueden representarse por 
A . 10":, donde m, valdrá sucesivamente 1. 2, 3, 4 etc

Para que un dividendo total A . 10m reproduzca el resi­
duo R dado por el numerador A, basta que la diferencia 
A . 10"1— A sea dimsible por B [77].

Pero A . 10m— A = A (10m— 1),
v siendo 10m — 1 un número escrito sólo con nueves, llegará 
á ser múltiplo de B [Lema], y con mayor razón, la diferen­
cia A! (10m— 1) será también divisiblevpor B; luego el resi­
duo R se repetirá y la fracción periódica será pura.

226. Es c o l io s . 1.* Cuando se llega á un dividendo A . 10”* 
que reproduce el residuo R, concluye el primer periodo; v 
como cada cero añadido al numerador A origina una cifra 
decimal, el periodo tendrá m cifras; pero R se repite cuando 
B es divisor de la diferencia A (10,n— 1), ó sea de 10m— 1, 
puesto que B es primo con A, yno puede repetirse antes [78]; 
luego si observamos que 10m—1 es un número escrito con»i 
nueves, deduciremos que

El numero de cifras del periodo es igual al menor núme­
ro de nueves necesario para formar un múltiplo del deno­
minador.

u
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2.” Llamando 6' al cociente de —n-, ó sea, á la parte 
b

entera de lá decimal periódica pura, y C al cociente de 
vi . 10m por B. esto es, á la parte entera seguida del primer' 
periodo, tendremos

vi X 10"'= B X C" -A-7?.
A =BXC +7?;

restando estas igualdades ordenadamente resulta
Vi (K)»*-1)^7/(6" — Cy [1]

Si A termina en cero, el primer miembro es divisible por 
10. y el segundo también tendrá que serlo; pero 10 es primo 
con 7?, luego será divisor de C' — C. Ahora bien, para qúe 
esta diferencia sea divisible por 10, es necesario que termine 
en cero, ó lo que es lo mismo, que la última cifra de la parte 
entera sea igual á la última del periodo.

Luego si. el Memeraclor termiria en cero, la última cifra 
entera i) la última del -periodo son iguales.

Por el contrario, si A no termina en cero, como 10’"— 1 
no contiene el factor 2 ni el 5, el primer miembro de la 
igualdad [1] no termina en cero; por consiguiente tampoco 
el segundo terminará en dicha cifra, y las últimas de C y C' 
serán desiguales.

Luego si. el numerador no termina en cero, la última ci­
fra entera y la última del periodo serán desiguales.

Ej e mpl o s .

I.6 Sea la fracción -j j -*
El denominador no contiene el factor 2 ni el 5; luego la 

fracción decimal eqúivaleMe será periódica pura.
El nlenor múltiplo del denominador, formado sólo con 

nueves es 99; luego eLperiodó tendrá dos cifras.
Efectivamente = 0,4ñ45....

n o a i i i ■ 5002. ítea el quebrado ——
La fracción decimal equivalente es periódica pura.
El menor múltiplo del denominador, formado sólo con 

nueves, es 999; luego el periodo tendrá tres cifras.
,, Además, terminando el numerador en cero, la última 

cifra entera y la última del periodo serán iguales.

se
UMXOtíZDADZ 
DE SA.VTIACO
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500
37Efectivamente = 13,513513....

%27. Te o r e ma . iSi d deiio'nñnadar de una fracción, irre­
ducible contiene el factor 2, el factor 5 6 amljos, -y adeWi.s 
ui¿ factor primo distinto de 2 y 'ó, la fracción decimal equi­
valente es periódica rnijeta; y la»parte no periódica tiene /an- 
tas cifras como unidades tenga el mayor de los ejypiónentes 
de 2 y 5.

Sea la fracción irreducible -'j-, y supong-amos que

B = 24. XV . 3.
Queremos demostrar: 1." que la fracción decimal equiva­

lente es periódica mixta; 2." que la parte no periódica tiene 
tres cifras.

1 .° La fracción equivalente á -j- es periódica [222]; si 
fuese periódica pura tendríamos la ig-ualdad

vi (10"‘— 1) = B {C — Cy [226, escolio 2.°].
Ahora bien, siendo B factor del segundo miembro, lo es 

también del primero, pero 7>* es primo con J. luego divide ú 
10m— 1: lo que es imposiole, porque 10"‘— 1 es un número 
escrito con nueves, y por tanto no contiene los factores 2 v 5 
de B. ' *

Luego la fracción decimal es periódica mixta.
2 .° Supongamos que la jiarte no periódica tenga m cifras, 

y n el periodo.
* Dividiendo vi . 10"* por B, el cociente C será la parte 
entera seguida de la no periódióá; y dividiendo A . 10”*. 10'1 
por B, el cociente C será la parte entera seguida de la no 
periódica y del periodo. Los residuos de estas divisiones son 
iguales,f porque son los que originan la primera cifra del 
periodo.

Tenemos, pues,
A . 10m. 10" = ^. C"4-B.
A . 10n* =B . C -A-R.

Restando ordenadamente estas igualdades resulta
A .10”* (10'-— 1) = B ^0' — cy

Ahora bien: 53 es factor de B, luego divide al primer 
miembro, y siendo primo con A y con 10" — 1, divide á 10m; 
por consiguiente m vale 3 por lo menos. Si tn fuese mayor 
que 3, por ejemplo 4, el primer miembro seria divisible por 

u
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10‘ lue^o también lo sería el segundo; y como B a lo mas 
nnede s c t  divisible por 103, 0' - O lo seria por 10 ó termi­
naría en cero, lo que es imposible, porque entonces la ulti­
ma cifra de C seria igual á la última de C’; luego m no es

Por consiguiente, el número de cifras de la parte no pe­
riódica es 3.

Ejemplo. Sea el quebrado ■
El denominador es igual á 2.5'3 . 3; luego la fracción 

equivalente es periódica mixta, y la parte no peiiódica ten­
drá tres cifras.

77
Efectivamente = 0,102666...

II,—Conversión de las fracciones decimales en ordinarias 
equivalentes.

228. En la resolución de este problema, debemos consi­
derar tres casos: 1.0 que la fracción decimal tenga un núme­
ro limitado de cifras; 2.° que sea periódica pura; y 3.° que sea 
periódica mixta. .

229. Pr ime r  c a s o . Si la fracción decimal es 6,237, multi­
plicándola y partiéndola por 1000, tendremos

luego para convertir una .fracción decimal exacta en frac­
ción ordinaria, se pone por numerador la fracción decimal, 
prescindiendo de la coma, p por denominador la unidad se­
guida de tantos ceros como cifras decimales tiene, la fracción.

230. Se g u n d o -c a s o . En el número 226, escolio 2.°, hemos 
visto que

A (10"*—1) = J9 ^0' — C);
dividiendo por B los dos miembros de esta igualdad resulta 

A (10- — 1) =C._C;

y dividiendo nuevamente por 10 m — 1 resulta 
A C'-C .
B ~ 10m — 1 ’

u
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peyó C' es la parte entera seguida del primer periodo. C la 
parte entera, y m el número de cifras del periodo: luego

PuTa haUttT la fracciou (jeneratriz de uua decimal perió­
dica pura, se corre la cowa d la derecha del primer periodo; 
del número que queda á la izquierda, se resta la parte entera, 
si la. hay; y se parte la diferencia por un número compuesto 
de tantos nueoes como cijras tiene el periodo.

Eje mpl o s .

1 ? Seala fracción 27,358358... La generatriz es - - ■ 'L. 
° 999

472.° Sea la fracción 0,4747.........La generatriz es —

231. Te r c e r  c a s o . En el número 227 hemos obtenido la 
igualdad

J . lO^dO" — 1) =P{C — CY
Dividiendo sus dos miembros por B y después por 10”*. 

(10” — 1), resulta
_4 _ C'-C
B 10m (10'* — 1) '

Pero es evidente que el denominador se compone de n 
nueves seguidos de m ceros, luego

Para, hallar la neneratriz de una fracción decimal perió­
dica mixta, se restan las partes enteras de los -números que 
resultan, corriendo la coma á la derecha del primer periodo 
y de la qmrte no periódica, y se divide la diferencia por un 
'■número formado con tantos nueces como cifras tiene el pe­
riodo, y tantos ceros como cifras tiene la parte no periódica.

Eje mpl o s .

i o o 14? • - o i t  j . • 534267—5341. Sea la fracción 5,3426726 /... La generatriz es --------------- -° 99900

2/ Sea la fracción 0,62828.........La generatriz es
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EJERCICIOS.

I. Si de los términos de un quebrado se resta un mismo número en­
tero, el quebrado disminuye ó aumenta, según que es propio ó impropio. 
Demostración.

IL Para restar de un entero un quebrado se multiplica el entero por 
el denominador del quebrado, del producto so resta el numerador, y se 
parte la diferencia por el denominador. Demostración.

III. ¿Cuál es el número que sumado con —g- es igual á 9?

IV. ¿Qué número debe añadirse á para hallar ”y-?

7
V. Hallar los —y de 55.

17 R
VI. Hallar los de -g-,

8 „2VII. Hallar los de o -y-.

7 ,VIII. Hallar un número cuyos yy valgan od.
* 5 , 5

IX. Hallar un número cuyos -y valgan .

6 uX. Hallar un número cayos valgan 7 y.

XI. Siendo la suma de cuatro números, uno de estos —, y los 
41) °

demás iguales entre si, hallar todos los sumandos.

XII. Hallar cuatro números, sabiendo que el primero es *^“8e *a suma

2 l rde todos, el segundo los el tercero —, y (Pe el último es ¿>4.
° o o

se 
univosídad: 
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XIII.

XIV.

Hallar un número que aumentado en sus sea igual á 252.

Hallar un número que disminuido en sus -¡y sea igual á 85.

XV Hallar un número que aumentado en sus —
6

v disminuido en

6UST 

XVI.

sea igual á 140.
o

Hallar un número que aumentado en sus y disminuido en

sus -y-, sea igual á 72.

XVII.

2 
SUS

8 2
Hallar un número tal que disminuidos sus y en sus -y y

sea igual á 762.

XVIII. Hallar el cociente de dos números con un error menor que 
media unidad de un orden dado.

XIX. Si dos fracciones irreducibles tienen denominadores primos con 
diez é iguales, el número de cifras de los periodos es el mismo. Demos­
tración.

XX. Si el denominador de una fracción irreducible es primo con 10, 
la diferencia entre la parle entera seguida del primer periodo y la parle 
entera, es un múltiplo del numerador. Demostración.

Obsérvese que si la fracción propuesta es propia, la parle entera de la 
decimal equivalente es cero; luego

Si el denominador de una fracción irreducible y menor que la unidad 
es primo con 10, el periodo será un múltiplo del numerador.

XXL Si la fracción irreducible menor que la unidad -j(- origina un

. 1 . . P .periodo P, la fracción y originará un periodo —y. Demostración.

XXII. Corolario. Para hallar el periodo de una decimal periódica

pura ——, se puede hallar el periodo de —— y muliiplicarle por A.
J> B *

XXIII. Toda fracción ordinaria irreducible de la forma
A

2'n . 5n . B

es igual al cociente de otra fracción ordinaria irreducible de la forma 
B

dividida por la unidad seguida de tantos ceros como unidades tiene el 
mayor de los expolíenles de 2 y 5. Demostración,

St
UN.yiKSlU
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XXIV. Corolario. I.a parle no periódica de la fracción decimal equi­

valente á tiene ni cifras, suponiendo m > n; y el número 
‘ 2,n. 5'* . B .

de cifras del periodo es igual al menor número de nueves necesario para 
formar un múltiplo de B. ' ,

XXV. Este corolario y el escolio l.° del numero 266, pueden com­
prenderse en el siguiente enunciado:

En toda fracción decimal periódica, el número de cifras del periodo es 
igual al menor número de nueves necesario para lormar un múltiplo del 
cociente que resulta suprimiendo en el denominador de la fracción gene­
ratriz los factores 2 v 5 que pueda contener.

XXVI. En toda fracción periódica mixta, la diferencia entre la parte 
entera seguida de la no periódica y del periodo, y la parle entera seguida 
de la no periódica, es un múltiplo del numerador de la fracción genera­
triz. Demostración. . .

XXVII. Si dos fracciones ordinarias, oue henen di[erente denomi­
nador., equivalen á otras decimales periódicas puras ó mixtas, la suma ó 
diferencia de ellas equivaldrá también á una decimal periódica pura ó 
mixta respectivamente. Demostración.

uxiv31s:dad
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LIBRO TERCEBO.
Mjme k o s ix c o mie x mu a b l k s .

CAPÍTULO PEINERO.

PROPIJÍDADES DE LOS NÚMEROS INCONMEN­
SURABLES.

232. Sabemos qué si una cantidad .d no tiene medida co­
mún con la unidad B. es imposible expresar aquella por un 
número entero <) fraccionario: pero que dividiendo la unidad 
en un número creciente de partes, se obtienen números con­
mensurables que expresan aproximadamente la cantidad A, 
púdiendo ser el error tan pequeño como se quiera.

Sea/) una de las partes; supongxamos que este contenida 
aveces en A quedando un residuo, y veces exactamente 
en B: ¿erá

B = 'iip.
A es mayor que m partes de B y menor que m H- 1 partes, 
esto es,

A > mp y A -J- 1) p.
Si tomamos en vez, de .-1 una de las cantidades mp6 {m•+1 ^p, 

el error en m^nos ó en mas será menor que p, y puede ha­
cerse tan pequeño como se quiera.

Siendo mp y (w. 4- 1) /) conmensurables con la unidad B, 
sus expresiones numéricas son

mp , tm 4- 1) p
up ‘ 71 p *

ó simplificando
m -m 4- 1 

. — y ------------ .' /¿ * 71
La relación se halla comprendida entre estos que-

u
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bracios, cuya diferencia es -1-; y como » puede hacerse tan 

grande como se quiera, podrá ser menor que cualquier

aos d¡.-feiwi<i ^itecle s-r menoi qce
cnalqu^r cMitidad asid-iabl^ -par peque)ui que

De ¿quí se desprende que .4 puéde exprésarse aproxima 
damente por un número conmensurable ó - , sien­52

do el error tan pequeño como se quiera. .
233. Si una cantidad experimenta tras formaciones, ■ J - 

tas á una ley determinada, que cambian su xaloi se lia 
DaTtableí y si tiene un valor hjo se 1 .ama co i. de

Cuando los valores sucesivos, crecientes o deciec e - , 
la variable se aproximan cada vez mas a una constante, 
mXque la diferencia, sin llegar á anularse pu«la ser tau 
pequeña como se quiera, dicha constante se llama Umite d 
Ll sTlívariable tiene un limite, los valores s"^iyos de 
aquella son expresiones, cada vez mas aproximadas del limite.

La fracción del número anterior, es un ejemplo de

Cai Sanemo^ efeq^ que divi.liendo la unidad en un nu­

mero creciente de partes, adquiere valores cada vez ma­

yores, y mas próximos á A pudiendo ser la diferencia tan 

pequeña como se quiera; luego el número inconmensurable 

— es el limite superior de la cantidad variable —.

Otro ejemplo de cantidades variables, son las fracciones

PeiLafnwcion 0.353535... recibe valores crecientes, á medi­
da que aumenta el número de curas decnnágs o-pnera-

Un valor cualquiera de esta fracción difiere de la ^eLC.. 
triz en menos de una unidad decimal del ultimo órden, t ie 
Rallentando suficientemente el número de cifras, la dife-

UXIXOISIDAD
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reacia sera tan pequeña como queramos; por consig-uiente 

35 , .
es el limite de 0,353535...

Obsérvese que los limites pueden ser conmensurables ó 
inconmensurables.

234. Le ma . Si una cantidad, variable tiene dos limites, 
estos son iguales.

Sea a una variable con dos límites y B, que supondre­
mos superiores.

Si estos límites son desiguales, la variable podrá aproxi­
marse cuanto se quiera al menor de ellos, B por ejemplo, 
pero no al mayor .4.

En efecto, dicha variable es siempre menor que B [233j, 
por lo tanto le falta para valer .4 una cantidad mayor que la 
diferencia entre A y B. lo que es contrario á la definición 
de limite; luego A = B.

Razonaríamos de un modo análogo, si los límites de la 
variable fuesen inferiores.

Además, es evidente que una variable no puede aproxi­
marse á la vez á dos límites uno superior y otro inferior.

235. Te o r e ma  d e  l o s l ímit e s . Si los valores sucesivos de 
dos cantidades variables son siempre respectivamente igua­
les, los limites también son iguales.

Sean ay b dos variables constantemente iguales, y A, B 
sus respectivos límites.

Siendo ay b constantemente iguales, pueden considerar­
se como una sola variable con dos límites A y B; luego, 
según el lema anterior, _4 = B.

236. Te o r e ma . El limite de una suma de cantidades va­
riables, es la suma de los limites de dichas variables.

Sean a, b, c tres cantidades variables, que tienen á A, B, 
C respectivamente por límites superiores.

Si estos limites-son números inconmensurables, represen­
temos por a', b', c' tres cantidades conmensurables mayores 
que A, B, C y que varían al mismo tiempo que a, by c; por 
manera que Á está siempre comprendida entre a y a', B en­
tre b y b', O entre c y c', y las diferencias conmensurables 
a' — a, b' — b y c' — c pueden ser menores que cualquiera 
cantidad asignable, por pequeña que sea [232].

Es evidente que la suma A + B -f- G estará comprendi­
da entre a + b 4- c y al + b' + c'.

u
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T.lamonios d. d', d" á las diferencias mencionadas, y ten-

= r/4-rf, ¿'4= ^4-^', c =c-\-d 
Sumando ordenadamente estas igualdades, será

ó a- + // 4- c' = V'' 4- o 4- c) -t- w i- «- -r
de donde + c') - + L + = a + + 11 '

Pudiendo ser d, d', d" tan pequeñas como queremos la 
suma d-A- d' 4- d" estará en el mismo caso; luego lab sumas

_L //T c' v a 4- b 4- c se diferencian en una cantidad 
meTor qu^ emilquiera asignable, por consiguiente cada una, 

ellas s p diferencia de A^B^- C, con mayor razón, en 
tansiOlos íinútes^e a, b v c fuesen conmensurables llaman­
do d d.' xd" á lo que falta á cada una de las variables, con­
siderada en un momento cualquiera de su crecimiento, para 
llegar al límite respectivo, tendremos

e A = a^rd, B = b^d', C = c^d 
de donde fácilmente se deduce

(4 4- B 4- C') — (a 4- b 4- c) = d 4- d' 4- d, , 
y como la suma d 4- d' 4- dJ' puede ser tan pequeña como 
queramos, resulta

límite de (¿74-^4-^ = ^ + -^+^-
937 Te o r e ma . El limite de la diferencia entre dos canU- 

dades rariables, es la diferencia entre los Um^tes de dichas 
rariobles. „ .,

Sean a y b dos variables; Ay B sus limites.
Sean además

a_b = c y A — B= C.
Be estas igualdades se deduce

a = b 4- c y A = B 4- C.
La primera a = b 4- o se verifica siempre, esto es las va­

riables a y b 4- c son constantemente ig uales«. ^ego suslí­
mites lo son también [235]. El limite de a es A, el de b 4- c 
es B 4- límite de c [23G]; luego

pero 
luego

yf = B + límite de c> 
A = BA- C;
lím. de c = C.

Lo que debíamos demostrar.

se
UMVaiS2D.M): 
DE SANTIAGO
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Es c o mo . Si c fuese constante, se verificaría también la 

igualdad
, , , (i = b —f- c;

el limite de a es J,el de ¿4-tres evidentementeluego 
.4 B 4- c.

y como 4 = B -j- C,
resulta. c = C.

Por consig’iiiente el teorema es cierto en este caso, puesto 
que el límite de c, cuando esta cantidad es constante, es la 
misma cantidad c. *

238. Te o k r ma . El limíte de un producid de Dario.s canti­
dades variables, es el producto de los limites de dichas 
■variables.

, Considérenlos, en primer lugar, dos variables a y b cuyos 
límites superiores sean los números incomnensurabies 4 y B; 
y sean a.' y b' dos variables que tengan á A y B por limites 
inferiores.

Tendremos
. a = a- —|— d,, b' = b —p d',

siendo d y d' números conmensurables; multiplicando orde­
nadamente estas igualdades, resulta

al b' = (a 4- d) (b 4- dr) = ab 4- ad* 4- db 4- dd', 
de donde

a' b' — ab — ad' 4- db 4- dd'.
, Pudíendo ser d y d' tan pequeñas como queramos, los tér­

minos ad'. db y dd' lo serán también, y lo mismo sucederá á 
la suma: luego.los productos ab y a'b'. que evidentemente 
comprenden al AB. pueden diferenciarse en una cantidad 
menor que cualquiera asignable: por consiguiente ab se 
aproximará con mayor razón á AB todo cuanto queramos.

Si los limites A y B fuesen números conmensurebles, re­
presentando por d y d' la cantidad conmensurable que falta 
á cada variable s y b, considerada en un momento cualquie­
ra de su crecimiento, para llegar al limite respectivo, ten­
dríamos

A = a 4~ d, B = b 4- d ’,

। Este resultado c = C indica <|iie si la diferencia entre 'los canli- 
dade1' nariables es una cantidad constante, la diferencia entre los 
limites de las nariiibles es igual d dicha constante.

Puede considerarse este teorema como una géperalizaciop del de los 
limites, pués cuando c = 0, será C = ü, esto es, cuando jas variables 
tean guales lo serán también sus limiies.

DE SXVTIACt



125
de donde se deduce fácilmente

AB — ab = ad.' + db + (Id .
Igualdad que demuestra el teorema cuando los lactores 

^“si'las variables son a. b. e y sus limites A. B C. el limi­
te de ub será AB: luego el de ub X sera Ab X 6 o AbC.

Háriamós el mismo razonamiento si las \aiiables luesen 
11 Sl ’’El limite d-’l cociente de dos cantidades 
variables, es el cociente de los Inniles de Jicbas variables.

Sean a, b las variables, y A, B sus limites.
Sean además

ü.

de estas igualdades se deduce 
a = be.

T-=:
■1 = BC.

La primera n = be se verifica siempre, esto es, las varia­
' son siempre iguales, luego también lo son susbles a y Le 

límites.
El de a

y como 
resulta

es _d, el de "be es B X limite de c [238]; luego 
A = B X límite de c, 
A = BC? .
lím. de c = C.

Lo cual debíamos demostrar. ,
Es c o l io . Si c fuese constante, la igualdad a = be severi- 

ficaria también; el limite de a es A, el de be es evidente­
mente Br; luego

A = Be,
y como 
resulta

A = BC, 
c = C;

luego el teorema es cierto en este caso. 1
240. En vista de los cuatro teoremas últimos llamaremos 

suma, diferencia, producto-5 cociente de números meon- 
mensurables, al límite de la suma, diferencia, producto y

1 Este resultado indica que sí el cociente de dos variables es cons­
tante, el cociente de los limites de las variables es igual a dicha 

' Puede considerarse este teorema como una generalización del de los 

límites, pues si = 1, será —— = j ó A = l»-

se 
umvbszdad: 
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cociente de los números conmensurables que tienen por lí­
mites los inconmensurables propuestos.

241. Te o r e ma . Sie-m/pre que teuqamns una iquaUad-en, 
cuyos miembros entren sumas, diferencias, productos ó co­
cientes de números conmensurables variables, ?/ la. iqualdad 
sea cierta para todos los valores sucesivos de estos, podremos 
sustitu/.r cada variable por su limite respectivo, sin que la 
igualdad se altere. 1

En efecto: siendo constantemente iguale^ los dos miem­
bros, sus limites lo son también. Al tomar estos, las sumas, 
diferencias, productos ó cocientes que encierre cada miem­
bro. tendrán por limites otras sumas, diferencias, productos 
o cocientes, y los términos de cada una de estas operaciones, 
serán sustituidos por sus limites respectivos, en virtud de los 
teoremas de los números 236, 237, 238 y 239.

Luego la única variación que experimenta la igualdad, 
es el cambio de las variables por sus respectivos límites.

Ej e mpl o s .
L* Si a, b, c, m son cantidades variables v a', b', c', m* 

sus limites respectivos, tendremos siempre la igualdad
{a -g b + c) m = am + bm + cm, 

luego los límites de los dos miembros serán iguales [235b 
pero el límite del primer miembro es [238 y 236]

Va' + b' + c') m', 
y el del segundo

. a'm' H- b'm] -4- c'm';
luego Va' + + c') m' = a"mi 4- b'm' 4- c'm'.

2.° Sean a, b, c,dNavi%s cantidades variables, ya', b', c' d' 
sus límites. ’ ’

Tendremos siempre
abcd = bcad;

pero el limite de abcd es a'b'c'd', y el de bcad es b'c'a'd’; 
luego a'b'c'd' = b'c'a'd'.

Siguiendo igual método, es fácil evidenciar que todos los 
teoremas demostrados en el artículo VI del primer capitulo 
del libro anterior para números conmensurables, son igual­
mente ciertos para los números inconmensurables.

u
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CAPITULO SEGUNDO.

RAIZ CUADRADA.

I.—Raíz cuadrada de los números enteros.

249 Hemos dicho [70] que cuadrado de un numero es el 
pro.lucto de multiplicar dicho número por si mismo.

Asi, el cuadrado de 8 es 8 . 8 o 64. ,
Ra íz  c u a pr a d a  d,e un Hitmero es otro numero cuyo cuaara- 

¿o es inudl al primPTO.
Asi, la raiz cuadrada de 64 es 8, porque 8-— (>4.
Para expresar la raiz cuadrada de un numero se emplea 

el signo radical V . que se lee raí:, cuatlnida de.
La raiz cuadrada de 36 se expresa por \ 36.
Los cuadrados de los números
1. 2, 3, 4, 5,

son respectivamente
6, 7, 8, 9, 10,

3G, 49, 64, 81, 100.1, 4, 9, 16, 25, ,
Recíprocamente, las raíces cuadradas de los números de 

la secunda linea, son los correspondientes en la primera.
243. Es evidente que cuanto mayor es un numero, mayor 

es su cuadrado; por consiguiente cuanto mayor sea un wxi- 
-mero, su raíz, cuadrada será mayor.

Siendo 10 la raiz cuadrada de 100, la de un numero me­
nor que 100 será menor que 10; por lo tanto, entre los nú­
meros menores que 100, solo hay nueve cuya raíz sea un 
número entero, v se concibe que entre los mayores existen 
muchos cuya raiz no es un número entero.

Te o r e ma . >Si la raiz cuadrada de un numero entero no es 
otro entero, tampoco será un número fraccionario.

Si la raiz fuese el número fraccionario -j-, que supon­

dremos reducido á su mas simple expresión, el cuadrado 

seria igual al número dado: pero siendo -y una fracción ir­
reducible, a y b son primos entre si; luego a - y I' también

u
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]n son [117], y — será una fracción irreducible*[144]; por 
consiguiente no puede ser igual al número propuesto.

hiendo imposible ex}>resar estas raíces por un número 
entero o 1 racenmano, son indonme'ñs'iivables con la. unidad á 
que se reíiere el número, .y no pueden hallarse exactamente.

244. Ba IZ CL'ApRADA ENTERA de 1'A m’lWPTO CS 1(1 Tttll Cid 
wtvfoi (,11(1(11(1(10 entcTo contenido en dicho niimcTo.

El exceso del número dado sobre el mayor cuadrado en- ' 
tero aontenido en él, se llama, residuo.

La raíz,, entera de 87 es 9, porque el mayor cuadrado 
entero contenido en 87 es 81, cuya raiz es 9; el residuo es 
87 — 81 = 6.

1 e o r e ma . La dif erencM entre la rai» entera de un# núme­
ro y/ la exacta, es menor que una unidad.

Si el número es 75, por ejemplo, estará comprendido en- 
tie dos ( uadi cilios enteros consecutivos 64 y 81, luego su raiz 
estaia compiendida entre las raíces 8 v 9 de dichos cuadra­
dos: estas iTiices se diferencian en una unidad; por consi- 
g:uente v 75 difiere de cualquiera de ellas en menos de una 
unidad.

24o. En la extracción de la raiz cuadrada dé un número 
entero, distinguiremos dos casos: IV que el número sea me­
nor que 100; 2.° que sea mayor.

246. Si el número es menor que 100, se hallará fácil­
mente su raiz entera examinando los cuadrados de los diez 
primeros números.

Estos cuadrados deben saberse de memoria.
247. Te o r e ma . El cuadrado de la suma de dos-números 

es iqudl al cuadrado del primero, mas el duplo del producto 
del primero por el segundo, mas el cuadrado del segundo.

Sea a el primer número y b el segundo; la suma délos 
dos será a-\-b, y su cuadrado (a -j- 8.

Tenemos
(a + b)- = (ab) (a-i- ¿) = a . a -\-a . b-\-h . «-4-^ . b= 

ad -I- ab + ab + b1
ó sea (a + h)2 = a- + M + b\

Lo que demuestra el teorema.
248. Co r o l a r io . Todo número mayor que 10 es igual á 

sus decenas mas sus unidades; luego
El cuadrado de un núm-ro magor que 10, consta de tres 

partes ó sumandos: 1.* cuadrado de las decenas; 2/ duplo del

u s<
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'producth de Zas decenas por Zas unidades; 3.* cuadrado de 
las unidades^

Si el número es 67 se descompone en 60 + 7, y su cuar 
tirado será 604 2.60.7 H- 7-.

249. Propongámonos ya extraer la raiz cuadrada de un 
número mayor que 100, y principiemos por uno que solo 
tenga tres ó cuatro cifras, 7849 por ejemplo.

Como este número es mayor que 100, su raiz es mayor 
que 10, y siendo todo número igual al cuadrado de su raiz 
entera mas el residuo, 7849 se compone del cuadrado de 
las decenas de dicha raiz, del duplo de las decenas por las 
unidades,del cuadrado de las unidades, y del residuo, silohay.

El cuadrado de las decenas es un número justo de cente­
nas. que estarán comprendidas en las 78 centenas del núme­
ro dado; luego la raiz entera de 78 no será menor que la cifra 
de las decenas de la raiz. Tampoco puede ser mayor, porque 
si son a las decenas de la raiz, ésta es cuando mas igual á a 
decenas mas nueve unidades; y si la raiz entera de 78 cente­
nas fuese a decenas pías una decena, tendríamos que la raiz 
de 7800 sería mayor que la de 7849, loque es imposible [243]; 
luego _ 7 , ,

Extrayendo la raix cuadrada entera de las centenas de 
un número, se obtienen las decenas de su raíz.

La raiz entera de 78 es 8.
Restando de 7849 el cuadrado de 8 decenas, ó sea 64 cen­

tenas, la diferencia 1449 se compone del duplo de 8 dece­
nas multiplicado per las unidades de la raiz, del cuadrado de 
éstas y del residuo. .

EÍ'duplo de decenas' por unidades es un número exacto 
de decenas, y debiendo estar contenido en 1449, lo estará en 
las 144 decenas deb resto; luego dividiendo 144 por el duplo 
de las decenas, el cociente no será menor que la cifra de las 
unidades de la raiz; pero podrá ser mayor.

Nada se opone, en efecto, á que el cuadrado de las unida­
des mas el residuo, compongan uu número de decenas igual 
ó mayor que el duplo de las decenas dé la raiz; y cuando esto 
suceda, el cociente será mayor que la cifra de las unidades.

Dividiendo 144 por 16, duplo de las decenas de la raíz, el 
cociente es 9. y como esta cifra puede ser mayor que la de 
las unidades, es necesario comprobarla.

Para esto, elevaremos la raiz hallada 89 al cuadrado, v si 
obtenemos un número igual ó menor que 7849, la raiz halla- 

9 
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da será la verdadera; y restando su cuadrado del número pro­
puesto, obtendremos el residuo de la operación.

Pero habiendo restado ya de 7849 el cuadrado de las dece­
nas, se obtendrá mas iácilínente el residuo, restando de 1449 
el duplo de decenas por unidades y el cuadrado de estas, 
esto es, 2.80.9 + 9- = 1521.

Siendo este número mayor que 1449, el cuadrado de 89 es 
mayor que 7849; luego la cifra 9 es mayor que la verdadera.

Disminuyéndola en una unidad, y comprobando la cifra 
8. será 2.80 . 8 4- 8-= 1344, número menor que 1449; lue­
go 8 es la cifra de las unidades, y 1449—1344 = 105 el resi­
duo de la operación.

Obsérvese que
2.80.8 + 82 = (2.80 + 8) X 8, 

y que terminando 2.80 en un cero, la suma 2.80 + 8 se 
formará escribiendo á la derecha del duplo de las decenas, 
las unidades; si multiplicamos,' el número 168, que resulta, 
por las unidades, tendremos el duplo de decenas por unida­
des mas el cuadrado de éstas.

La disposición práctica de la operación es como sigue.
78.4 9
64 0 0

88

1614 4.9

1’0 5

Supongamos, ahora, que el número tenga cinco ó se?s
cifras, y sea por ejemplo 326517.

32.6 5.1 7
25 0 0
7 6.5
749

1 6 1.7
114 1

571

107

1141

47 6
Según hemos demostrado anteriormente, la raiz cuadrada 

entera de 3265 centenas es igual á las decenas de la raiz.
Como 3265 tiene cuatro cifras, sabemos extraer su raiz 

cuadrada entera, que es 57.
Restando del número dado el cuadrado de 57 decenas, la

u
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diferencia, será el duplo de 57 decenas por las unidades de la 
raíz mas el cuadrado de éstas, mas el residuo; por consi- 
truienib dividiendo las decenas de dicha diferencia por el 
duplo de 57, el cociente será la cifra de las unidades o una 
ClíIperShl°extráer la. raíz de 3265, hemos restado de este nú­
mero el cuadrado de 57, obteniendo la diferencia 16; y como 
el cuadrado de 57 decenas se forma agregando dos ceros a la 
derecha del cuadrado de 57, resulta que para obtener la oiíe^ 
rencia entre 32G517 y el cuadrado de 57 decenas, basta colo­
car á la derecha del resto 16 las dos últimas Cifras del nume­
ro propuesto, esto es, el 1 y el 7.

Dividiendo las 161 decenas del resto por 114. duplo de las 
decenas de la raiz. obtenemos 1 para, cifra de las unidades, y 
comprobándola por el método del ejemplo anterior, vemos 
que es la verdadera. . , , y

Haciendo extensivo este razonamiento á un numero de 8 
cifras, después á uno de 1U etc., veríamos que el procedi­
miento de los ejemplos anteriores puede aplicarse a cual­
quier número. , . , . ... ,

Para hallar la primera, cifra de la raíz, hemos dividido el 
número dado en grupos de dos cifras, empezando por la de- 
redha y extraído la raiz entera del primero de la izquierda; 
las cifras restantes se han obtenido por medio de divisiones. 
Se forma el primer dividendo, restando del primer grupo el 
cuadrado de la primera cifra de la raiz, considerada como 
unidades simples, colocando á la derecha del resto el grupo 
siguiente, y separando con un punto las decenas del numeio 
que se forma. Los dividendos restantes se han obtenido colo­
cando á la derecha del resto anterior el grupo correspon­
diente, y separando una cifra. .

Todas las consideraciones anteriores conducen a la si­
guiente regla. , ,

- Pora atraer la rali cuaclrada entera ¿e nn entero ma- 
1)07 que se di-üide el número en grumos d» dos c l .1 ras 
empezando por la derecha. Extrayendo la raíz entera det 
primer qrupo de la izquierda, que podra tener una sola ci- 
rfra, se obtiene la, primera de la raiz. El cuadrado ce esta 
‘ci fra se resta del primer grupo, qf á la derecha del resto se 
coloca el segundo. Separando las unidades del numero que se 
forma, y dividiendo las decenas por el duplo de lapmmera 
ci fra de la raiz, se obtiene otra, que deberá comprobarse. 
Para esto, se escribe á la derecha del duplo de la raíz halla-

u
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da, la cifra que .se com/pTueba: p! pi^ncTo qn” forma se 
mal ti plica, por esta última, p si. el producto puede restarse 
del dividendo, seguido de la cifra, separada, la que se com­
prueba es la seguuda de la raiz, g se coloca, por tanto d la 
derecha de la primera. Si la sustracción es imposible, se dis­
minuye la cifra, comprobada en una unidad, y la nueva ci­
fra se somete d idéntica comprobadnix, continuando asi has­
ta que la sustracción sea posible. Una rez efectuada, se co­
loca á la derecha del resto el tercer grupoi se dividen las 
decenas del número que se forma por el duplo de le raiz 
hallada, y se comprueba el cociente como el anterior.

Continuando del mismo modo hasta emplear el último 
grupo, se obtendrán las cifras restantes de la. raiz.

El último resto es el residuo de la operación.
Si algún dividendo es menor que el divisor respectivo, la 

cifra déla raiz es cero; se baja el grupo siguiente, y se con­
tinúa la operación por el método ordinario.

Obsérvese que la raiz tiene tantas cifras como grupos 
resultan en el número.

250. Te o r e ma . La diferencia entre los cuadrados de dos 
números enteros consecutivos, es igual al duplo del menor 
mas una. unidad^

Si a. es el menorete los números, fí + 1 será su consecutivo.
El cuadrado de a + 1 es

(<i —1) • = a ■ —2í¿ —1, 
y el cuadrado de a es a ; luego la diferencia entre estos cua­
drados es 2» -4- 1. esto es, el duplo del menor mas uno.

251. Co r o l a r io . El residuo de la raiz cuadrada de un nú­
mero, es menor que el duplo de dicha raíz mas una unidad.

Si a es la raiz entera do un número, será éste mayor qúe/z8, 
y menor que (d 4- l)2; la diferencia entre estos cuadrados es 
2a 4- 1; luego el exceso del número dado sobre a-, esto es, 
el residuo, es menor que 2a 4- 1-

Lo cual debíamos demostrar.
Según esto, cuando un residuo sea mayor que el duplo de 

la raiz hallada, ésta será menor que la verdadera, y deberá 
aumentarse.

En la práctica, al hallar una cifra de la raiz por medio de 
la división, se toma con frecuencia para dicha cifra un nú­
mero menor que el cociente, á fin de disminuir el número de 
comprobaciones. Esta precaución, conveniente en la mayor 
parte de los casos, es causa, algunas veces, de que la cifra 
elegida por tanteo sea menor que la verdadera, lo que se 

u
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conocs fácilmente comparando el residuo con el duplo de la 
raiz- . , , , .252. Sabemos ya extraer la raíz cuadrada de un numero 
entero,con un error menor que una unidad; pero esta aproxi­
mación es insuficiente en la generalidad de los casos, por lo 
que vamos á ocuparnos de extraer la raiz de un número en­
tero, con un error tan pequeño como se quiera.

Debemos, para esto, demostrar antes el siguiente , _
Te o r e ma . La, Tai» cuadrada d,p Wb 'OTodAicto ae 'borio.s.fac­

túes, es igual al -pToducto de las raíces cuadradas de los 
Jactores.'

Sea el producto abe.
Queremos demostrar que

\]abc = \ja . Vb . Ve.
En efecto: v^^^VtTsérá la raizdel producto abe, siem­

pre que elevándola al cuadrado, resulte este producto; pero
Vb". VcY = ^VTl  . V"b. V'c) X ÍVa .Vb.Vc) =

Va. Vb". Ve. Va. V^. \'c = Va . V^ .Vb.\'b .Ve. Ve = abe. 
Luego el teorema enunciado es cierto.

253. Pr o b l e ma . Extraer la rail cuadrada del entero N
1

con un error menor que -

Según el teorema anterior, tenemos
VN. —VN. Vn1 = VN. n;

partiendo por n los dos miembros de esta igualdad, será

n
La raiz cuadrada de N. r>? está comprendida entre dos 

enteros consecutivos m y m -f- 1, luego su cociente por n, lo 

estará entre — y —~—; y como la diferencia entie es- 
n n

tas fracciones es—, la primera de ellas ——-, será la raiz 
n u

1 
cuadrada de N, con un error menor que —.

' Este error será tan pequeño como queramos, puesto que
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siendo « suficientemente grande, la fracción será menor u
que cualquiera cantidad asignable.

Observando que la. fracción ■— se obtiene partiendo por ib
oí la raiz entera de 2V. n-, podremos enunciar la reg-la si- 
g'uiente:

Para, hallar la rali cuadrada de im entero, con un error 
-menor que una unidad, fraccionaoña dada, se multiplica el 
enPro por el cuadrado' del denominador de la. unidad frac­
cionaria, 1/ la rais entera del producto se divide por dicho 
denominador.

Ejemplo. Extraer la raiz cuadrada de 236 con un error 
menor que

Multiplicando 236 por 132 resulta 39884.
La raíz entera de este número es 199; luego la raiz pedi-

199
13 'da es

254. Si la unidad fraccionaria dada es decimal, por ejem­
plo 0,001, se obtendrá el cuadrado del denominador 1000, 
con solo duplicar el número de ceros; el producto del núme­
ro dado por este cuadrado,se obtiene añadiendo los ceros á la 
derecha del número, y finalmente la división por el denomi­
nador se efectúa colocando la coma en el lugar correspon­
diente; luego

Para hallar la raií cuadrada de un número, con un 
error onenor que una unidad decimal, se añade d la derecha 
del número dos veces tantos ceros como tiene el denominador 
de la unidad decimal, se extrae la. rais cuadrada entera del 
número que resulta, i/ de la derecha de dicha rail, se separan 
tantas cifras decimales como ceros tenga el denominador de 
la unidad dada.

Ejemplo. Extraer la raiz cuadrada del número 345 con 
un error menor que 0,01.

Colocaremos cuatro ceros á la derecha del número, y ex­
trayendo la raiz entera de 3450000, obtendremos 1857; luego 
la raiz buscada es 18,57.

u
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H.—Raíz cuadrada de los números fraccionarios.

255. Te o r e ma . La rail cuadrada de un quebrado, es iqual 
á la rail del numerador partida por la rail del denominador.

Sea el quebrado cuyos términos son enteros.

Vamos á demostrar que 
/ a _V a 

v 6 -vr

„ . Va , ,En efecto: los términos de la fracción serán números 

conmensurables ó inconmensurables, según que a y ¿sean 
cuadrados ó no lo sean;pero en todos los casos tenemos [241].

Y_x_V-O^v^.__
WT/ Vb~ V6 V6 -V6

Luego es la raiz cuadrada de —y.
Vb b

*256. Te o r e ma . Para qu°. la rato de uu quebrado irreduci­
ble sea ua número conmensurable, se necesita y basta que 
los dos términos del quebrado sean cuadrados. __

25 . , , 1/25 5
Si el quebrado es -t t -, su raíz cuadrada es  

4J 49
luego la condición enunciada es suficiente.

Demostremos que también es necesaria.

7 ’

a
Sea el quebrado irreducible

Su raíz cuadrada no puede ser un número entero, porque 
el cuadrado de éste sería también un número entero igual a 
-4-, lo que es imposible.

b a .
Para que dicha raíz sea un quebrado , que siempre 

puede hacerse irreducible, es necesario que el cuadrado de

u SC
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—.—sea igual á -4-; y como el cuadrado es también ir- 
b b o 1

reducible, es necesario que se verifiquen las igualdades 
b = [146]

esto es, que ay b sean cuadrados.
21)7. Te o r e ma . Sí el iiumeractor ele itu quebrado u.n f ,s 

cuadrado perfecto, ij el denominador lo es, partieado la raí:- 
entera del numerador por la exacta del denominador, se ob­
tiene la rali del quebrado con un error menor que la unidad 
di'üidida por la rali del denominador.

Sea el quebrado -y—-.

Su raíz cuadrada.es la raiz del numerador
1/49 7

está comprendida entre 8 y 9, luego la del quebrado lo esta­
rá entre — y -y-; por tanto será la raiz del quebrado " 

propuesto, con un error menor que -1-.

Siempre se puede conseguir que el denominador de una 
fracción sea cuadrado, multiplicando Jos dos términos por 
dicho denominador. Extrayendo la raiz cuadrada del quebrad 
do que resulta, se obtiene la del propuesto, con un error me­
nor que la unidad partida por el denominador de éste.

7
Si tenemos, por ejemplo, el quebrado ——, multiplican­

do por 15 sus dos términos, resulta el quebrado equivalente 
7 . 15 .

—j-gg—. La raíz entera 10 del numerador partida por la
10 7exacta 15 del denominador, da —— para raiz de----- , con
15 15

un error menor que ——.
15

258. Propongámonos extraer la raiz cuadrada de una 
fracción decimal.

Escribiendo estas fracciones en forma de quebrado ordi­
nario, pueden aplicarse á ellas las reglas anteriores.

Si la fracción tiene un número par de cifras decimales.

u SC 



su denominador escuadrado; y si el numero de (‘liras deci­
males es impar, se liara par añadiendo un cero a la derecha.

Sea el número decimal 3,7543.
. . 37o43

Dándole forma de quebrado ordinario es -^q q --

La raiz entera 193 del numerador partida por 100, da 1,93 
para raiz del número dado, con un error menor que 0,01.

Si el número fuese 5,235, añadiendo un cero á su derecna 
será 5,2350; y la raiz se obtendrá como en el ejemplo 
antAsí diremos: la raiz entera de 52350 es 228, luego la del

2,28.número dado es
De lo expuesto se deduce que , .
Po.Td exívaeT lo- Tdiz- cuod-vado- de uu numero deconuil^ se 

o.ñxule un cero á su derecha, si, d número de cifras decimales 
es impar, y rescindiendo de la coma, se halla la rmi entera 
del número entero que resulta; separando después en la raí 5 
una cifra decimal por cada dos de las que tiene el numero, 
se obúrne la rali de éste con un error menor que una unidad, 
del último orden decimal. . ,

Agregando ceros á la parte decimal de un numero dado,, 
puede tener éste cuantas cifras se desee, y como cada dos de 
ellas originan una en la raíz, la aproximación podra ser tan 
grande como queramos. . '
' En la práctica se añaden los ceros á los residuos, sin po­
nerlos antes á la derecha del número.

Ejemplo. Hallar la raíz cuadrada de 8,5 con un error 
menor que 0,001.

Para conseguir esta aproximación, necesitarnos llegar en 
la raiz á la cifra de las milésimas. , .

La operación se dispone del modo siguiente.
8,5 0 2,915
4 5.0 4 9

90.0 5 81
31 90.0 5 825

2 77 5
La raiz es 2,915.

259. La raiz de un quebrado ordinario puede obtenerse 
convirtióndole préviamente en decimal, y hallando la raiz 
de éste. ,

Si la decimal equivalente fuese periódica, se tomarían dos
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cifras decimales por cada una de las que hubiese de tener la 
raíz.

. 4
Ejemplo. Hallar la raiz de —— con un error menor que 

0,001.
Convirtiendo la fracción dada en decimal, se obtiene

4 
— = 1,333.....

Puesto que se pide aproximación hasta milésimas, la raiz 
deberá tener tres cifras decimales, y el número el doble, ó 
sean seis.

1,3 3.3 3.3 3 1,154
3,3 2 1
1 2 3.3 2 25

1 0 8 3.3 2 304
16 17

, Por último, la raiz cuadrada de un número mixto, se ob­
tiene reduciéndole á quebrado y extrayendo la raiz de éste.

260. Hallar una media proporcional entre dos números 
ay b.

Sabemos que la media factorial entre a y b es una canti­
dad $ tal, que

a x
x — b ' 

de esta igualdad fraccionaria se deduce 
x1 = ab, 

y extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros, será
x = jab;

luego 'para hallar una media factorial ó proporcional entre 
dos números, se extrae la raiz, cuadrada del producto de di­
chos números. '

Ejemplo. Hallar la media factorial entre 120 y 30.
Según la regla anterior

X = ^120730 = ^3600, ó » = 60.

u
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CAPITULO TERCERO.

RAIZ CÚBICA.

I,—Raíz cúbica de los números enteros.

261. Sabemos [70] que. cubo de un número es el producto 
de multiplicar dicho número por sí mismo dos veces.

Así, el cubo de 4 es 4.4.4 , o 64. ,
Ra íz  c ú b ic a ele un número es otro numero cuyo cubo es 

iqual al primero.Así, la raíz cúbica de 64 es 4: porque 4’= 64.
Para expresar la raiz cúbica de un numero, se emplea el 

sig*no y* , que se lee raíz cubica ¿le. _
La raiz cúbica de 27 se expresa por C 27. ,
El número 3 que acompaña al radical, se llama inelice.

^oyubo^.de los números^ g, g,

=<>>}'125i 216, 343, 512, 729. 1000.

Recíprocamente, las raíces cúbicas de los números de la 
secunda línea, son los correspondientes en la primera.

262 Es evidente que cuanto mayor es un numero, mayor 
es su cubo; por consiguiente, cuanto mayor sea un numero, 
mafliOT será su raiz cúibica. ,

Siendo 10 la raiz cúbica de 1000, la de un numero menor 
que 1000 será menor que 10; por consiguiente, entre los nú­
meros menores que 1000, sólo hay nuev.e cuya raíz cubica 
sea exactamente un número entero, y se concibe que entre 
los mayores existen muchos, cuya raíz no es un numero 
entero

Te o r e ma . Si la raiz cúbica de un número entero no es otro 
entero, tampoco será un número fraccionario.

Si la raiz fuese el número fraccionario -y , que supon­
dremos reducido á su mas simple expresión, el cubo -y 

sería igual al número dado; pero siendo una fracción ir­

u



140
reducible, o y ¿ son primos entre si; luego o? y también 
lo son [117], y —-T- será una fracción irreducible [144]; por 
consiguiente no puede ser igual al número propuesto.

Siendo imposible expresar estas raíces por un número 
entero ó fraccionario, son inconmensurables con la unidad á 
que se refiere el número dado, y no pueden hallarse exacta­
mente.

263. Ra íz c ú b ic a e n t e r a  dfi -un. 'número es Za raía del 
mo/yor caoo entero contenido en el número.

El exceso del número dado sobre el mayor cubo conteni­
do en el, se llama residuo.

La raíz cúbica entera de 284 es G, porque el mayor cubo 
entero contenido en 284 es 216, cuya, raiz es 6.

El residuo es 284 — 216 = 68.
Te o r e ma . La diferencia entre la raií entera de un núme­

ro y ya esMta, es inenor que una unidad.
Si el número es 80, por ejemplo, estará comprendido en­

tre dos cubos enteros consecutivos 64 y 125; luego su raiz 
estará comprendida entre las raíces 4 y 5 de dichos cubos: 
estas raíces se diferencian en una. unidad, por tanto v só di­
fiare de cualquiera de ellas en menos de una unidad-.

264. En la extracción de la raiz cúbica de un número 
entero, distinguiremos dos casos: 1.° que el número sea me­
nor que 1000; 2/ que sea mayor que 1000.

Si el número dado es menor que 1000, se hallará 
lacilmente su raiz entera, examinando los cubos de los diez 
primeros números.

Estos cubos deben saberse de memoria.
Te o r e ma . ZíZ culo de la suma d.e dos números es igual 

ai cu. o aelprimero, mas el triplo del cicadrado del primero 
por el segundo, mas el triplo del primero por el cuadrado- del 
segundo, mas el culo del segundo.

Sea a el primer número v b el segundo; la suma de los 
dos será a + 5, y su cubo (« -p by.

Ahora bien, (a+b)5=(o-H>) (a+D (a4-b);
y como [247] (a 4- b) °-= a. + 2^b 4- b2, 
será (¿z4- ^)5 = (»-4-2^4-^e) (a + b);
efectuando esta multiplicación indicada, tendremos 
Va-\-by=d'". a +a2. b -t- 2ab . a 4- 2ab . b-vd'-. u-Vb- .b^
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d — a7' 4- a-¿ 4- 4-
y por último

(tí 4- ¿)3 = tís 4* 2 4- 4" "•
Lo que demuestra el teorema. .

267. Todo número mayor que 10 es igual a sus decenas 
mas sus unidades; luego

l-U cubo d.e uu nwmpro mayor que 10, c >usla ae cua<.To 
■nartee: 1.' cubo de las decenas; 2/ tm/plo-del, cuaaraao de las 
(<>cecas por las-unidades; 3/ triplo de las decenas -por el 
cuadrado de las unidades; 4/ cubo de las unzaaaes. _

Si el número es 47, se descompone en 4U y su cuno

403 4- 3.40- . 7 4- 3.40.7- 4- 7". , .
■26& Propongámonos va extraer la raíz cúbica de un nu­

mero mayor que 1000, y" principiemos por uno que tenga 
cuatro, cinco ó seis cifras, por ejemplo 304215.

Como este número es mayor que 1000, su raíz es mayor 
que 10; y componiéndose todo número del cubo de su raíz 
entera v del residuo, el propuesto constará del cubo de las 
decenas de la raiz, del triplo del cuadrado de las decenas por 
las unidades, del triplo de las decenas por el cuadrado de las 
unidades, del cubode las unidades, y del residuo, si lo hubiese. 

El cubo de las decenas es un número justo de millares, 
que estarán comprendidos en los 304 millares del numero 
dado; luego la raiz entera de 304 no será menor que la cilra 
de las decenas de la raiz.

Tampoco puede ser mayor, porque si son a las decenas oe 
la raiz. esta es cuando mas igual ti a, decenas roas nueve uni­
dades; y si la raiz entera de 304 millares fuese a decenas mas 
una decena, tendríamos que la raiz de 304000 seria mayor 
que la de 304215. lo que es imposible [262]; luego ,

Extrayendo la rali entera, dp los millares de un numero, 
se obtienen las decenas de la rai:.

La raiz entera de 304 es 6.
Restando del número propuesto el cubo de 6 decenas, o 

sea 216 millares, la diferencia 88215 se compone del triplo 
del cuadrado de las decenas por las unidades, del triplo de 
las decenas por el cuadrado de las unidades, del cubo de las 
unidades, y del residuo. . ,

El cuadrado de las decenas de la raiz es un numero exac­
to de centenas; luego el triplo de este cuadrado multiplicado 
por las unidades, es un número exacto de centenas, que 
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debiendo estar contenidas en 88215, lo estarán en las 882 
centenas de este resto; Ineg-o dividiendo 882 por el triplo del 
cuadrado de la cifra 6. el cociente no será menor que la cifra 
de las unidades de la raiz; pero podrá ser mayor.

Nada se opone, en efecto, á que el triplo de las decenas 
por el cuadrado de las unidades, el cubo de éstas y el resi­
duo. compongan un número de centenas igual ó mayor que 
el triplo del cuadrado de las decenas de la raiz,y cuando esto 
suceda, el cociente será mayor que la cifra de las unidades.

Dividiendo 882 por 3.62 — 108, el cociente es 8, y como 
esta cifra puqde ser mayor que la de las unidades, es necesa­
rio comprobarla.

Para esto, elevaremos la raiz hallada 68 al cubo: si obte­
nemos un número igual ó menor que el propuesto, la raiz 
hallada será la verdadera; y restando su cubo del número 
propuesto, obtendremos el residuo de la Operación.

Pero habiendo restado ya de 304215 el cubo de las dece­
nas, se obtendrá mas ñícilinente el residuo restando de 88215 
el triplo del cu idrado de las decenas por las unidades, el tri­
plo de las decenas por el cuadrado de las unidades y el cubo 
de éstas, ó sea

.3.602.8 + 3.60.82 + 85 = 98432.
Como este número es mayor que 88215, el cubo de 68 ex­

cede á 304215; luego la cifra 8 es mayor que la verdadera.
Comprobemos la cifra 7.

3 . 608.7 + 3.60.75 + 73 = 84763 < 88215; 
luego 7 es la cifra de las unidades, y 88215 — 84763 = 3452 
el residuo.

La suma 3.602.7 + 3.60.72 + 75, puede obtenerse 
por un procedimiento bastante breve.

En efecto: separando el factor 7, común á todos los su­
mandos, dicha suma adquiere la forma

(3.602 + 3.60.7 + 72)X 7; [1]
de los sumandos contenidos en el paréntesis, conocemos el 
primero 3.602; en cuanto á la suma de los otros dos, puede 
escribirse de este modo:

. (3.60 + 7) X 7. [2]
Para hallar el valor de 3.60 + 7, basta evidentemente 

multiplicar 3 por 6, y en vez del cero que debe añadirse, 
colocar á la derecha de 18 el 7. de modo que

. 3.60 + 7 = 187.
Multiplicando este número por 7, se halla el valor efec­

tuado de la expresión [2], que es 1309; añadiendo á éste el 

u
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valor conocido de 3.60a = 10800, y multiplicando la suma 
12109 por 7, resulta el valor efectuado de la expresión [1].

La disposición práctica de la operación es como sigue:
304.2 15
216 0 00

67_

88 2.15
84 7 63

108

3 4 52

Compro bacion de la cifra 8. Comprobación de la cifra 7.
188 187

8 1
1504 1309

108 l^
12304 . 1^109

8 . 1
98432 84763

Supongamos ahora que el número dado tenga 7, 8 ó 9 
cifras, por ejemplo, 564237981.

564.2 37.981 826
512.0 00
52 2.37 192
39 3 68
12 8 69 9.81 20172
12 1 91 9 76

6 78 0 05

Comprobación de la cifra 2. Comprobación de la cifra 6.

242 . 2466
2 6

484 14796
192 20172
19684 2031996

2 6
39368 12191976

u



Según hemos demostrado anteriormente, la nüz cúbica 
entera de 564237 millm-es es igual á las decenas deja ndz 
ente ™que^ S2 16 ‘a*™’ Sabem°S eXteler su raiz

Restando del número dado el cubo de 82 decenas la dife­
rencia será el triplo del cuadrado de 82 decenas por las uni- 
g .k  e> de la raíz, mas el triplo de 82 decenas por el cuadrado 
de la,s unidades, mas el cubo de estas, mas el residuo- por 

dl™iielnd1° centenas de dicha diferencia por
H., i a 61 cuadrad0 de 82’ el cociente será la cifra de las 
unidades ó una mayor.

Al extraer la raíz de 564237 millares, hemos restado de 
este numero el cubo de 82, obteniendo la diferencia 12869 Y 
como el cubo de 82 decenas se forma agregando tres ceros a 
la derecha del cubo de 82, resulta que para obtener la dife- 
i encía entre el numero dado y el cubo de 82 decenas basta eo ocar a la derecha del reZto 12869 las tres últimas cite 
del numero propuesto, esto es 981.

Dividiendo las 128699 centenas del resto por 20172 triplo 
del cuaurado dp 82. obtenemos 6 para cifra, de las unidades- 
íp^PTr0h¿nd0ja por e/ mt-:todo expuesto en el ejemplo an- 
térior, veremos que es la verdadera. "
ao ext-nsiy° este razonamiento á números de mas

Ye?lan^s que el procedimiento de los ejem­plos anteriores puede aplicarse á cualquier número.
n-mipÍA a F a pnmera cltra de la raiz» hemos dividido el

v d de/yes cifras, empezando por la de-
r'-ís la do1 primer grupo de la izquierda.

se obtienen por medio de divisiones: el 
cnhAap'u ^n'Ju se.íornia restando del primer grupo el 
dpIb?PsM n pmnera .Clu:a de la raíz, colocando á la derecha 
c«steP,) S1^UIentet y separando con un punto las 
centenas ael numero que se forma; los dividendos siguientes 
Dnr'pf SrLtamblCU CG^9andü’ a la derecha del resto ante- 
XeroffquePOresKI,°ndlente' y Serarand° 185 Centenas dei 

reJa38 COIlsideraciones anteriores, justifican la siguiente

c x t T^T yg -íi cúbica cutera de uu uú-mero mayor 
ó‘6 en grupos de tres cifras, em-

la7 ^60!10-Extrayendo la vate cúbica del nri- 
7le U 1:2'qu'teT^a-* podrá tener una ó dos cifras, 

se obtiene la primera de la ra^. El cubo de esta cifra se 



145
vestd del pTimev grupo, y á lo derecha del resto se coloca el 
segundo. Bel numero que se j'orina, se separan dos cifras de 
Id derecha, y dimdiendo lo que queda á la izquierda por el 
triplo del cuadrado de la primera cifra de la raiz, se oltiene 
otra qtte dele comprobarse. Para esto, se escribe á la derecha 
del triplo de la raiz hallada la cij'ra que se comprueba, el 
número que se forma se multiplica por esta cifra, se afade 
a! producto el triplo del cuadrado de la raiz hallada, consi­
derado como centenas, y se multiplica la suma por la cifra 
que se comprueba. Mi el resultado puede restarse del divi­
dendo, seguido de las dos cifras separadas, la que se com­
prueba es la segunda de la raiz, y se colocará por tanto á la 
derecha de la primera; pero si la sustracción es imposible, se 
dásminu-ye la cif ra comprobada, en una unidad, y la nueva 
cifra se comprueba del mismo modo que la primera, conti­
nuando asi hasta que la sustracción sea posible. Una tez 
efectuada, se coloca á la derecha del resto el tercer grupo, se 
separan dos cifras de la derecha, se divide lo que queda á la 
izquierda por el triplo del cuadrado de la raiz hallada, y se 
comprueba el cociente.

Continuando del mismo modo hasta emplear el último 
grupo, se obtendrán las demás cif ras de la raiz, y el último 
resto será el residuo de la operación.

Si alguno de los dividendos es menor que el divisor res­
pectivo, se pondrá en la raiz un cero, y bajando el grupo si­
guiente, se continuará la operación ele la manera ordinaria.

Obsérvese que la raiz tiene tantas cifras, como grupos 
hayan resultado al dividir el número. •

¿69. Te o r e ma . La diferencia entre los cubos de dos ente­
ros consecutivos, es igual al triplo del cuadrado del menor, 
mas el triplo del menor, mas u.na unidad.

Si a es el menor de ¡os números, a + 1 será el otro.
' El cubo de a + 1 es

(.a 4- 1)= a3 + 3a2 4- 3a + 1, 
y el cubo de a es a"-, luego la diferencia entre estos cubos és 
3a- -fr 3« + 1, lo cual debíamos demostrar.

270. Co r o l a r io . El residuo de la raiz cúbica de un núme­
ro, es menor que el triplo del cuadrado de su raiz entera, 
mas el triplo de esta raiz, mas una unidad.

_ Si a es la raiz entera de un número, será éste mayor que 
a'* y menor que (a + l)5; la diferencia entre estos cubos es 
'Aa1 + ‘3a + 1, luego el exceso del número dado sobre a^^ 
esto es, el residuo, es menor que 3a2 4 3a 4-1.

u
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Según esto, cuando un residuo sea mayor que el triplo 

del cuadrado de la raíz hallada, mas el triplo de la misma, 
ésta será menor que la verdadera, y deberá aumentarse.

En la práctica, al hallar una cifra de la raiz por medio 
de la división, se toma con frecuencia un número menor que 
el cociente, á fin de disminuir el numero de comprobaciones. 
Esta precaución, conveniente en gran número de casos, ori­
gina algunas veces pitras menores que las verdaderas, lo que 
se conoce comparando el residuo con el triplo del cuadrado 
de la raiz mas el triplo de la misma.

271. Sabemos ya extraer la raiz cúbica de un número 
entero, con un error menor que una unidad; pero esta aproxi­
mación es insuficiente en la generalidad de los casos, por lo 
que vamos á ocuparnos en extraer la raiz de un entero, con 
un error tan pequeño como se quiera.

A este fin, demostraremos el siguiente
Te o r e ma . La rali cúbica, de un -producto de varios facto­

res, es igual al -producto de las raides cúbicas de los jactares.
Queremos demostrar que

5 _ 5_  3_  3_
x! abe = Va . Vb .Ve.

En efecto: el segundo miembro de esta igualdad será la 
raiz cúbica de abe, si elevándole al cubo, resulta, esta canti­
dad. Pero el cubo del segundo miembro, contendrá las raices 
cúbicas de a. b y c repetida cada una tres veces por factor, ó 
sea elevada al cubo; y como el cubo de la raiz cúbica de una 
cantidad, es igual, según la definición, á dicha cantidad, re­
sulta que el cubo del segundo miembro se compondrá de los 
factores a, b, c, ó será abe.

Lo que demuestra el teorema.
272. Pr o b l e ma . Extraer la rais cúbica del entero N con

1un error menor que ■

Por el teorema anterior, tenemos 
3_____ 3_
VN. n5 = VdV. n; 

partiendo los dos miembros de esta igualdad por n, será

n
La raiz cúbica de N. u5 está comprendida entre dos nú-
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meros enteros consecutivos m y w. -|- 1; luego su cociente 

, . , W' W + 1 , -opor h , lo estará entre — y —-—; y como la diferencia 

entre estas fracciones es . la primera -l- serálaraiz cú­

bica de N, con un error menor que—.ii
Este error será tan pequeño como queramos, puesto que 

dando á it un valor suficientemente grande, la fracción -í— 
u 

será menor que cualquiera cantidad asignable. . -
1M/ i "Observando que la fracción — se" Obuene partiendo por 

ib la raiz entera de N. u3, podremos enunciar la siguiente 
regla.

Para hallar la rail- cúbica de mi entero, con nn error 
menor que una unidad .fraccionaria dada, se multqilica el 
entero-por el cubo del 'denominador de la unidad fracciona­
ria, i/ la- rail cúbica entera del -producto se dinide por dicho 
denominador.

Ejemplo. Extraer la raiz cúbica de 24 con un error me­
nor que

Multiplicando 24 por el cubo de 9, resulta 17496; la raiz 
25cúbica entera de este número es 25; luego es laraiz cú­

bica de 24 con un error menor que
273. Si la unidad fraccionaria dada es decimal, por ejem­

plo 0,001, se obtiene el cubo de su denominador con solo tri­
plicar el número de ceros; el producto del número dado por 
este cubo, se halla añadiendo los ceros á la derecha, y final­
mente, para efectuar la división por el denominador, bastará 
colocar la coma en el lugar correspondiente; luego

Para hallar la rail cúbica de un número con un error 
menor que una unidad decimal dada, se añadan d la derecha 
del número tres veces tantos ceros, como tiene el denomina­
dor de la unidad decimal, ij de la rail cúbica entera del pro­
ducto, se separan tantas cifras decimales como ceros tenga 
el denominador de la unidad decimal.

u se
UNlVLKfilÜAÚÉ 
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Ejemplo.. Hallar lá raíz cúbica de 32 con un error menor 

que 0.01.
Colocaremos seis ceros á la derecha de 32; la raiz cúbica 

entera de 32000000 es 317; luego 3,17 es la raiz buscada.

II.—Baiz cúbica de los números fraccionarios.

, 274. Te o r e ma . La raíz cúbica de un quebrado es iqual á 
la raíz cúbica del numerador partida por la del deiiomunador.

Sea el quebrado '-y. cuyos términos son números enteros.

Vamos á demostrar que
3 * 5

v!íL - _ ' b ”
Vv

En efecto: los términos del segundo miembro serán nú­
meros conmensurables ó inconmensurables, según (pie a y b 
sean cubos ó no lo sean; pero en todos los casos tenemos [241]

X (L | ' a \z x'a xz x/a
3—1 3_X 5" 3____

\jb
3 __ 

luego
V6 

I . a
y-T1

Vb jb \¡b

es la raiz cúbica de 
b

_ 275. Te o r e ma . Para que la raíz cúbica de un quebrado 
irreducible sea un número conmensurable, se necesita -y bas­
ta que los dos términos del quebrado sean cubos.

Si el quebrado es -y- -, su raíz cubica es -y, luego la 
condición enunciada es suficiente.

Demostremos que también es necesaria.
Sea el quebrado irreducible 

b
Su raiz cúbica no puede ser un número entero,-porque el

u



149

cubo de éste sería también un número entero ig-ual á -—-.lo 
0

que es imposible.
Para que dicha raiz sea un quebrado ——, que siempre 

puede suponerse irreducible, es necesario que el cubo 

sea igual áy como dicho cubo es también un quebra­

do irreducible, es necesario que se verifiquen las igualdades 
a — a'3, b = b'5,

esto es, que ay b sean cubos.
276. Te o r e ma . x S'» el numerador de un quebrado no es 

cubo, y el denominador lo es, -partiendo la rail entera del nu­
merador por la exacta del denominador, se obtiene la rail del 
quebrado, con un error m ’nor que la unidad dloldida por la 
rail cúbica del denominador.

80
Sea el quebrado -

Su raiz cúbica es ^9; pero la raiz cúbica de 80 está com- 
5

prendida entre 4 y 5; luego la del quebrado lo estará entre 
4 5 4 1—■ y - luego será —, con un error menor que
5 J 5 5 5

Siempre puede conseguirse que el denominador de una 
fracción sea cubo, pues basta multiplicar los dos términos de 
la fracción por el cuadrado del denominador. Extrayendo la 
raiz cúbica del quebrado que resulta, se obtiene la del pro­
puesto con un error menor que la unidad dividida por su 
denominador.

3
Sea el quebrado cuyo denominador no es cubo.

Multiplicando sus dos términos por 7a, resulta el queb: ■­
3 7ado equivalente —. La raiz cúbica entera del numerador

u SC
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es 5, y 7 la exacta del denominador; luego es la raíz cú- 
, . . 3 1 bica de con un error menor que -y-.

277. Propongámonos extraer la raiz cúbica de un núme­
ro decimal.

Escribiendo estos.números en forma de quebrados ordina­
rios, podemos aplicar á ellos las reglas anteriores. Si la par­
te decimal tiene un número de cifras múltiplo de 3, el deno­
minador es cubo; y si el número de cifras decimales no es 
múltiplo de 3, se añade uno ó dos ceros.

Sea el número decimal 0,354279.

Convertido en ordinario es La raiz del deno­

minador es 100 exactamente; luego por medio de la regla 
del mimen - anterior, obtendremos la raiz con un error me­
nor que una centésima.

La raiz entera del numerador es 70; luego la raiz busca­
da es 0.70.

Si el número decimal fuese 3,4562, añadiendo dos ceros á 
la parte decimal será 3,456200, y seguiremos como en el 
caso anterior.

, La raiz entera de 3456200 es 153; luego la raiz cúbica del 
número propuesto es 1,53 con un error menor que 0,01.

De lo expuesto se deduce que
Para extraer la rali cúbica de uu número decimal, se 

añade ano ó dos ceros á so, derecha, si el número de cifras 
decimales no es múltiplo de 3; se prescinde de la coma y se 
extrae la rait entera del número que resulta; separando des­
pués una cifra decimal por cada tres de las que tiene el nú­
mero, se obtiene la rai» cúbipa de éste, con un error menor 
que una unidad decimal del último orden hallado en la rail.

Agregando ceros á la parte decimal de un número dado, 
se consigue que tenga cuantas cifras se quiera; y como cada 
tres de ellas dan una en la raiz, se podrá llevar la aproxima­
ción al grado que se desee.

_ En la práctica no se agregan los ceros al número: basta 
añadir á los residuos tres ceros, por cada cifra decimal que 
deba tener la raiz.

Ejemplo. Hallar la raiz cúbica de 0,56 con un error me­
nor que 0,001.

u
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Necesitamos llegar en la raíz á la cifra de las milésimas- 
La operación se dispone del modo siguiente:

0,560
512
480.00
393 68

86 320.00
81 082 24 
5'237 76 

La raiz es 0,824.

0,824

192

20172

278. La raiz de un quebrado ordinario puede obtenerse 
también convirtiéndole previamente en decimal, y hallando 
la raiz de éste.

Si la decimal equivalente es periódica, se toman tres ci­
fras decimales por cada una de las que deba tener la raiz.

7
Ejemplo. Hallar la raiz cúbica de -yy- con un error me­

nor que 0,01.
7Tenemos -yp — 0,6363..... Tomaremos seis cifras deci­

males, y será
0,636.3 63 

512
”124 3.63

124 0 56
3 07

0,86

192

Por último, la raiz cúbica de un número mixto se obtie­
ne reduciendo el mixto á quebrado, y extrayendo la raiz de 
éste.

u
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EJERCICIOS.

f. Si a los términos de una fracción, propia ó impropia, se añaden 
cantulades iguales y enteras, cuyo valor aumenta, el limite de los valores 
sucesivos de la Iracciou es la unidad. Demostración.

II. La suma de una cantidad conmensurable con la unidad v otra 
inconmensurable, es inconmensurable con la misma unidad. Demostración.

HL La dilereucia entre una cantidad conmensurable con la unidad v 
otra inconmensurable, es también inconmensurable con la unidad. Dc- 
inostracion.

IV. La suma de dos cantidades inconmensurables, puede ser conmen­
surable. Demostración.

V. La dherencia entre dos cantidades inconmensurables, puede ser 
conmensurable. Demostración.

Vi. El producto de un número inconmensurable por otro conmensu­
rable, es inconmensurable. Demostración.

VIL El cociente de un número inconmensurable por otro conmensu­
rable. es inconmepsurable. Demostración.

El cociente de un numero conmensurable por otro inconmensu­
rable, es inconmensurable. Demostración.

IX. El producto de dos números inconmensurables, puede ser con­
mensurable. Demostración.

X El cociente de dos números inconmensurables, puede ser conmen­
surable. Demostración.

XI. Averiguar cuántos cuadrados enteros contienen los diez mil pri­
meros números. 1

XH. Hallar la diferencia entre los cuadrados de dos números que 
dihereu en media unidad.

XIII. Regla para conocer, a la simple inspección del residuo, si el 
error cometido al lomar la raiz entera de un número en lugar de la exac­
ta, es mayor ó menor que media unidad.

XIV Ln número entero que termina en 2, 5, 7 ú 8, no tiene raiz 
cuadrada exacta. Demostración.

1 vvr nüm®ro P1'*1110 no Rene raiz cuadrada exacta. Demostración.
XV 1. Si uh número compuesto tiene alguno de sus factores primos 

con exponente impar, no puede tener raiz cuadrada exacta. Demostración.
XVH Todo entero terminado en un número impar de ceros, tiene 

raíz cuadrada inconmensurable. Demostración.
XVIII. Si un número termina en 5, y la cifra de sus decenas no es 2, 

la raíz cuadrada de dicho número no puede ser exacta. Demostración.

s
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XIX. El cuadrado de un número impar, es un múltiplo de 8, mas una 

unidad. Demostración.
Corolario. Si un número impar disminuido en una unidad no es 

múltiplo de 8, su raiz es inconmensurable. , .
XX. El cuadrado de un número, que no es múltiplo de 5, es igual 

á un múltiplo de 5, mas ó menos una unidad. Demostración.
Corolario. Para que un número no divisible por o sea cuadrado, se 

necesita que aumentado ó disminuido en una unidad, resulte un múltiplo 
tleXXI. Para que un quebrado cualquiera tenga raiz cuadrada exacta, es 
necesario y suficiente que el producto do sus dos términos sea un cua­
drado. Demostración.

XXII. Averiguar cuántos cubos enteros contienen los números meno­
res que 10U000I. ,

XXIII. Hallar la diferencia entre los cubos de dos números que dihe- 
ren en media unidad. . . ...

XXIV. Regla para conocer si el error cometido al lomar la raíz cubica 
entera de un número en lugar de la exacta, es mayor ó menor que me­
dia unidad. . .

XXV. Si alguno de los exponentes de los factores primos de un 
número no es múltiplo de 5, la raiz cúbica de dicho número es inconmen­
surable. Demostración. ,

XXVI. La raiz cúbica de un entero terminado en un numero de ceros 
no múltiplo de 5, es inconmensurable. Demostración.

XXVII. El cubo de un número impar es un múltiplo de 8, aumenta­
do ó disminuido en una ó cinco unidades. Demostración.

Corolario. Todo número impar que aumentado ó disminuido en una 
ó cinco unidades no sea múltiplo de 8, no tiene raiz cúbica exacta.

XXVIII. Para que un quebrado cualquiera tenga raíz cubica exacta, 
es necesario y suficiente que el producto de sus dos térmihos sea un 
cubo. Demostración.

u



APLICACIONES
DE LA

a r it mé t ic a .

CAPITULO PRIMERO.

SISTEMAS, DE MEDIDAS, PESAS Y MONEDAS.

I.—Consideraciones generales á todos los sistemas.

~H^ista ahora liemos considerado el número como la 
r lacion abstracta entre una cantidad y su unidad; pero en 
Lis aplicaciones deberemos ver en él además la expresión de 
una magnitud concreta y determinada, lo que obliga á 
ener en cuenta la especie de la cantidad y la magnitud de 
id yiiiutici.
i» eIis*® arbitrariamente; pero una vez adoptada, es 
imauable, y si la experiencia y la razón aconsejan susti- 
tun la por otra mayor ó menor, deberá determinarse con la 
posible exactitud la relación entre la unidad antigua y la 
nueva. J

La cantidad que trata de medirse y la unidad adoptada, 
• on necesariamente de la misma especie; por consiguiente, 
debiendo representar por números longitudes, áreas, volú­
menes, pesos, capacidades etc., necesitamos una unidad para 
cada especie mencionada. Por esto, todos los sistemas de pe­
sas y medidas tienen unidades longitudinales, superficiales 
cubicas, de peso, de capacidad etc.

Dentio de cada especie, se consideran cantidades muy pe­
queñas, y otras excesivamente grandes; todas pueden medirse 
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con una misma unidad; pero se comprende que la expresión 
de las primeras será una fracción muy pequeña, y la de las 
segundas, un número de muchas cifras. Para operar, en lo 
posible, con números de expresión breve y fácil manejo, se 
consideran, en cada especie, múltiplos y submúltiplos de 
una unidad, llamada principal, formando así nuevas unida­
des, cuyas relaciones entre sí y con la principal son conoci­
das, de las cuales se elige, en cada caso concreto, la mas pro­
porcionada á la magnitud de las cantidades que debemos 
expresar.

Al conjunto de las medidas, pesas y monedas usuales de 
un país ó región cualquiera, y relaciones de la unidad prin­
cipal con sus múltiplos y divisores, se llama sistema de me­
didas, pesas y monedas de aquel país ó región.

280. Las totalidades de objetos i guales en un concepto 
cualquiera, se expresan también por números, tomando por 
unidad uno de los objetos ó un grupo cualquiera de ellos. ,

Así, un monton de libros, por ejemplo, se expresa numé­
ricamente tomando por unidad un libro, ó una docena de 
ellos etc.; las casas de una población, tomando por unidad 
una casa; los soldados de un batallón, tomando por unidad 
el soldado, la compañía etc.

II.—Sistema métrico decimal.

281. Las unidades principales de este sistema son las 
siguientes:

Umd a d  d e l o n g it u d  y  f u n d a me n t a l  d e l  s is t e ma . EL METRO, 
diezmillonésima -parte del cuadrante de meridiano terrestre 
que pasa por París. .

Un id a d  d e  s u pe r f ic ie . EL ÁREA, cuadrado de diez metros 
de lado. . ,

Un id a d  c ú b ic a  ó d e v o l u me n . EL METRO CLBICO, cubo 
cuya arista tiene de largo un metro.

' Un id a d  d e c a pa c id a d  para áridos y líquidos. EL LITRO, ca­
pacidad de un cubo, cuya arista es la décima parte del metro.

Un id a d  d e pe s o . EL GRAMO, peso en el ráelo, á la tempe­
ratura de cuatro grados centígrados, de un nol-ú/men de agua 
destilada igual al de un cubo, cuya arista sea la centésima 
part° del metro. ,

El metro, área, metro cúbico, gramo y litro se expresa­
rán abreviadamente por Isa iniciales m, a, w5, g y l.

u
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Los múltiplos de cada unidad principal sigílenla 

elíuLncian anteponiendo al nombre de 
aquel ni una de las palabras, de origen griego

Deca, Hecto, Xilo, ’ Miró 
que sigmñcan respectivamente

diez, ciento, mil, diez mil 
- y expresaremos por las abreviaturas

. H- K. M.
Los submúltiplos ó divisores siguen la misma ley y se 

inn a- nonibre 4e la unidad principaluna de las palabras, de origen latino, 1
. ceuti,

que signitican respectivamente
décima parte, centésima parte, 

y representaremos por 
d,

mili, 

milésima parte, 

m.
Eje mpl o s .

c,

Nombre. Valor. Expresión abreviada.
Miriámetro. . . . 10000 metros. . . .
Kilogramo. . . . 1000 gramos. . .

77/Hectolitro.. . 100 litros.. . .
Decámetro. . . .
Decilitro...........

10 metros.........
0,1 litro. . . . ........... ai.Centiárea. . . . . 0,01 área. . .

^Miligramo. . . . 0,001 gramo. ...........   w'j-
283. Un id a d e s  d e  l o n g it u d . '

Miriámetro 
Kilómetro 
Hectómetro 
Decámetro 
Metro 
Decímetro 
Centímetro 
Milímetro

— IOAm — 10000"'
10""' — 1000
lo0"' 100

= 10”* 1010d«. -ir- 1lOcm — 0,1
= 10”,m 0,01
2= 0,001Pl * *Z 1 VyWlan li’fy kilómetro se emplean en la medición 

de distancias umerariás; el hectómetro y decámetro en los 
eT¿n^0ArSStinad°S á 13 a8,ricllltm-a; el metro y decímetro en 

p h? c9ínuVes la vi(hK el centímetro y mi-
1 /- 1 b "t65’ y en las investigaciones científicas.

^4. u n id a d e s  d e s u pe r f ic ie  ó  c u a d r a d a s .
bou cuadrados que tienen por lados las unidades lineales.

u
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Miriámetro cuadrado = 100a ”* = 100000000
Kilómetro cuadrado =100,/m= 10000002 
Hectómetro cuadrado — 100/,m= 100002
Decámetro cuadrado = 100m = 100
Metro cuadrado = 100',ma= 1
Decímetro cuadrado = 100™* = 0,01
Centímetro cuadrado = lOO''"" = 0,0001
Milímetro cuadrado = 0,000001

El miriámetro y kilómetro cuadrados sirven para medir 
la extensión superficial de las naciones y provincias; el hec- 
tómetro, decámetro y metro cuadrados se usan especialmente 
para medir la superficie de los campos destinados al cultivo, 
Recibiendo en tal caso los nombres de aectá-Tea, cenUárea.

Tendremos, pues,
Hectárea = 100" = 10000”*
Área = 100ra= 100
Centiárea = 1

El decímetro^ centímetro y milímetro cuadrados se em­
plean en las artes y ciencias.

285. Un id a d e s  d e  v o l u me n  ó  c ú b ic a s .
Son cubos que tienen por aristas las unidades lineales. 

3 5
Miriámetro cúbico = 1000A’m = 1000000000000”*
Kilómetro cúbico = 1000""1 = 1000000000

3
Hectómetro cúbico = 1000Dm = 1000000
Decámetro cúbico = 1000 m == 1000
Metro cúbico = 1000d,n = 1
Decímetro cúbico = 1000 cn^= 0,001
Centímetro cúbico= 1000”""= 0,000001
Milímetro cúbico = 0,000000001

Las unidades superiores al metro cúbico se usan pocas 
veces; el metro cúbico se emplea en la medición de grandes 
volúmenes, y cuando sirve para el arqueo de los buques, se 
llama tonelada de ar^ieo.

u
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286. Un id a d e s  d e c a pa c id a d , para áridos y líquidos. 

Miriálitro = 1()A7 — looooz 
Kilólitro =10^== 1000 
Hectólitro = 10^= 100 
Decálitro = 10/ = 10
Litro = lO'^ = 1
Decilitro = 10c/ = 0,1
Centilitro = lü”^ = 0^01
Mililitro = 0,001

El miriálitro y kilólitro son poco usados: el litro es la 
unidad mas usual en la vida ordinaria; las demás se emplean 
todas, eligiendo la mas proporcionada á las cantidades de 
áridos ó líquidos que deban medirse.

287. Un id a d e s  d e  pe s o .
Minág-rumo =--10^9= 10000 y 
Kilógramo =10^.9= 1000 
Hectógramo = lO^y = 100 
Decágramo =10 y = lo 
Gramo = 10<t? = 1
Decigramo = 10^ = o,l
Centigramo =10 "'9= 0.01
Miligramo = 6,001

La unidad usual es el kilógramo; el miriágramo 
poco: las demás se emplean todas.

Para la ileterminacion de pesos muy grandes 1 
nuevos múltiplos, que son:

Tonelada = 10 quintales métricos = 1000 Kg 
Quintal métrico = loo

288. Sis t e ma  mo n e t a r io .
La unidad monetaria en España es actualmente la peseta. 

que se divide en cien céntimos.
Se acuñan monedas de oro, plata y bronce: las de oro y 

plata contienen una parte de otro metal, generalmente elco- 
bre, de modo que formen una aleación ó lig’a homogéhea en 
todas sus partes; y se llama ley Yo. relación entre el peso de me­
tal hno que contiene unamoneday el peso total delamisma.

lara expresar, de una manera uniforme, la ley de las 
monedas se considera dividido su peso total en mil partes 
iguales, llamadas nulesinias: el número de milésimas de me­
tal fino que contiene la moneda, es la expresión de su ley.

En las monedas de oro y en las piezas de plata de cinco 
wro i ’ mandas acuñar por Decreto de 19 de Octubre de 
1808, la ley es de 900 milésimas; lo que significa que las 900 

u
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milésimas de su ^eso son de metal fino, y las 100 restantes 
de ü»3- . i 4. r 4La. fabricación de la moneda no puede ser tan perfecta, 
eme no haya que tolerar algún exceso ó falta en su peso y 
ley; esta tolerancia tiene un limite, que determinan las le­
yes’ y se llama permiso.

El cuadro siguiente contiene las monedas mandadas acu­
ñar por el citado Decreto, y sus principales circunstancias.

SISTEMA MONETARIO.

MONEDAS.

PESO. LEV.

DIÁMETRO.

Milimels.l

EXACTO.

GRAMOS.

PERMISO

Miiésim.

EXACTA.

Milésimas.

PERMISO

Miiésim.

DE ORO.

De 100 pesetas. 32,25806 1 35
De 50 » 16,12903 1 28
De 20 » 6,45161 2 900 2 21
De 10 » 3,22580 2 19
De 5 » 1,61290 3 17

1 DE PLATA.

De 5 pesetas. 25 3 900 2 37 |
De 2 » 10 27
De 1 »
De 0,50 »

5 
2,50 7 > 835 3 23

18
¡De 0,20 » 1 10 16

DE BRONCE.

De 0,10 pesetas. 10 10 950 cobre 10 30
De 0,05 » 5 40 estaño i 5 25
De 0,02 )) 2 15 10 zinc i ° 20
De 0,01 » 1

—
15

u
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III.—Sistema de medidas y pesas de Castilla.

289. Un id a d e s  d e  l o n g it u d .
El modelo ó patrón de estas unidades es la vara del archi­

vo de la ciudad de Búrgos.
Sus múltiplos y divisores son:

Itineraria............... Legua = 66G6-~ varas = 20000pies.
Agraria....................Estadal = 4 »

Í
Vara = 3 pies, 
u^i i ~ P.u'^das. 
Pulgada = 12 lineas. 
Línea = 12 puntos.

En la marina las unidades de longitud son:
Legua marina = 3 millas.
IMiíla = 10 cables.
Cable =111 brazas..

Braza =6 pies.
Codo de ribera=2pies 9 líneas.

290. Un id a d e s d e s u pe r f ic ie  ó  c u a d r a d a s .
Geográfica. Legua cuadrada = 400000000 pies cuadrados.
Para Xa.ra = 9 » »
comunes. í cubado = 144 pulg. cuadrad.

(I ulgada cuadrada = 144 líneas cuadrad.
f I’ anega de tierra = 576 estadales cuadrados.

Agrarias.. ? Aranzada = 400 » »
(Estadal cuadrado = 16 varas cuadradas.

La fanega de tierra se divide en 12 celemines de tierra, y 
éste en 4 cuartillos.

291. Un id a d e s  d e v o l u me n  ó c ú b ic a s . '
Legua cúbica = 8000000000000 pies cúbicos.
Vara cúbica = 27 » »
Pié cúbico = 1728 pulgadas cúbicas.
Pulgada cúbica = 1728 líneas cúbicas.

Para el arqueo de los buques g grandes 'oolúmenes.
Tonelada de arqueo = 8 codoscúb.de rib.a = 70,189 piés cúb.
Tonelada común = 42,646 » »
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29'2. Un id a d e s  d e . c a pa c id a d . .
El modelo ó patrón de estas' unidades es la mediaren)ego. 

del archivo de la ciudad de Ávila, para los áridos; y la cau- 
tara de Toledo, para los líquidos.

Para áridos. Para líquidos.

Cahíz =12 fanegas.
Fanega = 12 celemines.
Celemín = 4 cuartillos.

Moyo = 16 cántaras.
Cántara = 8 azumbres. 
Azumbre = 4 cuartillos. 
Cuartillo = 4 copas.

Las medidas para el aceite son: la arroba de aceite, que 
tiene 25 libras; y la libra, cuatro panillas ó cuarterones.

293. Un id a d e s  d e pe s o .
El modelo ó patrón es el marco del archivo del Consejo 

de Castilla.
Para usos comunes. Para metales finos y piedras

Quintal = 4 arrobas. 
Arroba = 25 libras. 
Libra = 16 onzas. 
Onza =16 adarmes. 
Adarme = 3 tomines. 
Tomín = 12 granos.

Para la 
Libra = 12 onzas.
Onza = 8 dracmas. 
294. Un id a d e s  d e  t ie mpo . 
Siglo = 100 años. 
Año = 12 meses. 
Mes = 30 ó 31 dias. 
295. Mo n e d a s .

De oro.

preciosas.

Marco = 8 onzas.
Onza = 8 ochavas.
Ochava = 6 tomines.
Tomín = 3 quilates.
Quilate = 4 granos, 

farmacia.
Dracma = 3 escrúpulos 
Escrúpulo = 24 granos.

Dia = 24 horas.
Hora = 60 minutos.
Minuto = 60 segundos.

De plata.

Onza = 320 reales.
Media onza =160 »
Centen =100 »
Ochentin = 80 »
Escudo de oro = 40 »
Escudito = 20 »
Escudito de premio = 21X

Peso fuerte ó duro = 20 rales. 
Medio duro ó escudo = 10 » 
Peseta = 4 »
Media peseta = 2 »
Real de vellón = 34 roaravd. 
Peseta columnaria = 5 reales. 
Media peseta id. = 2X»
Real columnario = lx»

11
u
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De cobre.

Medio real = 0.50 reales. Cuarto = 4 maravedises.
Cuartillo = 0,25 » Ochavo =2 »
Dos cuartos = 8 maraveds Maravedí, imaginaria.

IV, Equivalencias aproximadas entre las monedas y pesas 
antiguas y las métrico-decimales.

Unidades de longitud.

Lesuas 
á kilómetros.

Varas 
á metros.

Piés 
á ilecime'ros

Pulgadas 
á centímetros

1 ineas 
á n.il metros.

1 5,5727 0,8359 2.7864 2,3220 1,93502 11,1454 1,6718 5,5727 4,6439 3,86993 16,7181 2,5077 8,3591 6,9659 5,80494 22,2908 3,3436 11,1454 9,2878 7,73995 27,8635 4,1795 13,9318 11,6098 9,67486 33,4362 5,0154 16,7181 13,9318 11,60987 39,0089 5,8513 19,5045 16,2537 13,54488 44,5816 6,6872 22,2909 18,5757 15,4797
9 50,1543 7,5231 25,0772 20,8977 17,4147

Kilómetros Metros Decimetros Centímetros
a leguas. a raras. a piés. a pulgadas. a lineas.

1 0,1794 1,1963 0,3589 0,4307 0,51682 0,3589 2,3926 0,7178 0,8613 1,03363 0,5383 3,5889 1,0767 1,2920 1.55044 0,7178 . 4,7852 1,4356 1,7227 2.06725 0,8972 5,9815 1,7945 2,1534 2,58406 1,0767 7,1778 2,1534 2,5840 3,10087 1,2561 8,3742 2,5122 3.0147 3,61761,4356 9,5705 2,8711 3,4454 4,1344n9 1 1.6150 10,7668 3.2300 3,8760 4,6512

u
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Unidades de superficie.

Leguas ciH<lra- 
dasa kilíimelrs. 

cuadrados.
Fanegas 

a hecl áreas.

Varas cuadra­
das a metros 
cuadrados.

Piés cuadrados 
a decline tros 
cuniiredos.

Pulgadas cua­
dradas a centi- 
melros cuadrs.

1 31,0550 0,6440 0,6987 7,7637 5,3915
2 62.1100 1,2879 1,3975 15,5275 10,7830
X 93,1650 1,9319 2,0962 23,2912 16,1745
4 124,2199 2,5758 2,7949 31,0550 21,5660
5 155.2749 3,2198 3,4937 38,8187 26.9575
6 186.3299 3,8637 4,1924 46,5825 32,3489
7 217,3849 4,5077 4.8912 54,3462 37,7404
8 248,4399 5,1516 5.5899 62,1100 43,1319
9 279,4949 5,7956 6,2886 69,8737 48.5234

Ki'ómetros Metros cua- Decímetros Centímetros
cuadrados a le- Hocláreas drados á va- cuadradosá cuadrados a
guascuadradas a fanegas. ras cuadradas piés cuadrados pulgadas cuad.

1 0.0322 1,5529 1,4312 0,1288 0.1855
2 0,0644 3,1058 2,8623 0,2576 0,3710
3 0,0966 4,6587 4,2935 0,3864 0,5564
4 0,1288 6,2116 5,7246 0.5152 0,7419
5 0.1610 7,7645 7,1558 0,6440 0,9274
6 0,1932 9,3174 8,5869 0,7728 1,1129
7 0,2254 10,8703 10,0181 0,9016 1,2983
8 0,2576 12,4232 11,4492 1,0304 1,4838
9 0,2898 13,9761 12,8804 1,1592 1,6693

Unidades de capacidad, para áridos, y de volumen.

Cahíces 
á kilolilros.

Fanegas 
á hectólitros.

Celemines 
á decalitros

Varas cúbicas 
á metros cúbic.

Piés cúbicos á 
decimelr. cíb.

1 0,6660 0,5550 0,4625 0,5841 21,6325
2 1,3220 1.1100 0,9250 1.1682 43,2650
3 1,9980 1,6650 1,3875 1.7522 64,8975
4 2,6640 2,2200 1,8500 2,3363 86,5301
5 3,3301 2.7751 2,3125 2,9204 108,1626
6 3,9961 3,3301 2,7750 3,5045 129,7951
7 4,6621 3,8851 3,2376 4,0886 151.4276
8 5,3281 4,4401 3,7001 4,6727 173,0601
9 5.9941 4.9951 4,1626 5,2568 194.6926

u



r
164

Kilólitros 
a c.fthices.

Hrclólitros 
a fanegas.

Decali tros 
á celemines.

Metros cúbicos! Decimef. cúb. 
a varas cubicas 'a pies ctibfcos

1 1.5015 1,8018 2,1621 1.7121 0.0462
2 3.0030 3.6035 4,3243 3,4242 0.0925
3 4,5044 5.4053 6,4864 5,1363 0.1387
4 6.0059 7.2071 8.6485 6,8484 0,1849
5 7.5074 9,0088 10,8106 8.5605 0.2311
6 9,0088 10,8106 12.9727 10.2726 0,2774
7 10,5103 12.6124 15.1349 11.9847 0,3236
8 12,0118 14.4142 17.2970 13,6968 0,3698

'9 13,5133 16.2159 19.4591 15,4089 0,4160

Unidades de capacidad para líquidos.

Cantaras 
á decalitros.

Cuartillos 
a litros.

Arrobas de aceite 
a decalitros.

Libras de aceite 
á linos

1 1,6133 0,5042 1.2563 0,5025
2 3.2266 1.0083 2.5126 1,0050
3 4.8399 1.5125 3.7689 1.5076
4 6,4532 2,0166 5,0252 2.0101
5 8,0665 2,5208 6,2815 2.5126
6 9.6798 3,0249 7,5378 3.0151
7 11.2931 3,5291 8,7941 3.5176
8 12,9064 4.0333 10.0504 4,0202
9 14.5197 4,5374 11.3067 4,5227

Decalitros Litros lleca litros á Litros
a cantaras. á cuartillos. arrobas de aceite. á libras de aceite.

1 0.6198 1.9835 0.7960 1,9900
2 1.2397 3.9670 1.5920 3,9799
3 1,8595 5,9505 2,3880 5.9699
4 2.4794 7.9341 3.1840 7,9599
5 3,0992 9.9176 3.9799 9,9499
6 3,7191 11.9011 4.7759 11,9398
7 4.3389 13,8846 5,5719 13,9298
8 4.9588 15.8681 6.3679 15,9198
9 5,5786 17.8516 7,1639 17.9097

u
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Unidades de peso.

Qúiulale* 
a <)iiintales Arrobas ■ 

a kilogramos
Libras 

ñ kiTógranms.
Onzas ’ 

á gramas.
Adarmes 

a gratóos.

1 0,4601 1 1.5023 0,4601 28,7558 1.7972
9 0,9202 23.0046 0,9202 57,5116 3,5945
3 J ,3803 34,5070 1.3803 86,2674 5,3917
4 1.8404 46.0093 1,8404 115,0232 7.1890

‘2.3005 57,5116 2,3005 143,7791 8,9862
(i 2,7606 69,0139 2,7606 172.5349 10,7834
7 3.2207 80.5163 3,2207 201.2907 12.5807
8
9

34)807 92,0186 3,6807 230.0465 14,3779
4.1408 103,5209 4,1408 258,8023 16,1752

Qniu tales 
métricos a los 

antiguos.
Ki'ógrainos 
a ai robas.

Ki ogramos 
a libras.

Gramos 
a onzas.

Gramos 
á adarmes.

1 2,1735 0.0869 2.1735 0,0348 0,5564
9 4,3469 0.1739 4,3469 0,0696 1,1128
3 6,5204 0,2608 6,5204 0,1043 1,6692
4 8^6939 0,3478 8.6939 0,1391 2,2256

10,8674 0,4347 10,8674 0,1739 2,7820
i; 13,0408 0,5216 13.0408 0,2087 3.3384
7 15.2143 0.6086 15.2143 0,2435 3,8948
8
9

17.3878 0,6955 17.3878 0.2782 4,4513
19,5613 0,7825 19,5613 0,3130 5.0077

Unidades monetarias.

Reales 
á pesetas.

Fesetas 
a reales

Maravedises 
a , céntimos.

Céntimos 
á maravedises.

1 0,25 4 0,7353 1,36
2 0.50 8 1,4706 2,72
3 0,75 12 2,2059 4.08
4 1 16 2,9412 5,44

1,25 20 3,6765 6,80
6 1.50 24 4,4118 8.16
7 1,75 28 5,1471 9,52
8 2 32 5,8824 10,88
9 2.25 36 6,6176 12.24



166
296. Las tablas anteriores se usan como se verá, en los 

siguientes
Ej e mpl o s .

I .” Reducir 53 varas á metros.
Varas. Metros.

50 = " 41.795
3 = 2,5077

53 = 44,3027
Según las tablas, 5 varas = 4,1795 metros; luego 50 va­

ras = 41,795 metros, además 3 varas = 2,5077 metros: su­
mando estas igualdades se obtiene

53 varas = 44,3027 metros.
2 .* Reducir 475 hectolitros á fanegas.

Hectplitros. Fanegas.
" 400 ' = -720^—

70 = 126,124
5 = 9,008«

475 =7 855,8428
3 .8 Reducir 206 metros á varas.

Metros. Varas.
" 200 = 239,26

6 = 7.1778
206 = 246,4378

4.° Reducir 27 maravedises á céntimos de peseta.
Maravedises. Céntimos.

20 = 14,706
7 = 5,1471

27 = 19,8531

V.—Medidas, pesas y monedas mas usuales de algunas 
naciones extranjeras.

297. El sistema métrico decimal, que hemos expuesto, 
rige en Francia, Italia y Bélgica.

Por ley de 24 de Noviembre de 1871, se adoptó también 
en el Imperio de Alemania, conservando la mayor parte de 
los nombres antiguos, y modificando la milla, que es igual 
á 7,5 kilómetros.

u



167
298. MEDIDAS Y PESAS DE INGLATERRA. 

Un id a d e s d e l o n g it u d .
Principad................Yarda (1 = 3 pies (Fcet).
Itineraria............... Milla (Mile) = 1760 yardas.

Un id a d d e s u pe r f ic ie .
Acre = 4840 yardas cuadradas.

Un id a d e s d e c a pa c id a d .
Para líquidos......... Gallón imperial = 4 quarts = 8 pints. 
Para áridos.............Bushel = 8 gallones.

Un id a d e s d e pe s o .
\ Libra avoir du puis = 16 onzas.

Para usos comunes.. . j Quintal = 112 libras.
Para el oro, plata etc. Libra troi/ = 12 onzas.

299. MEDIDAS Y PESAS ANTIGUAS DE PRUSIA.
Un id a d e s  ' d e l o n g it u d .

Pié (Fil s s) del Rhin = 12 pulgadas (Zolle).
Ruthe = 12 pies.
Vara (Elle) = 25 X pulgadas.

Itineraria. Milla prusiana (Preussische Meile)=20Q0 Ruthen.
Un id a d a g r a r ia .

Morgen = 180 Ruthen cuadrados.
Un id a d e s d e c a pa c id a d .

Para líquidos..........Anker = 30 Quart = 60 Oessel. 
Para áridos.............Scheffel = 4 Viertel= 16 Metzen

De  pe s o . (Antes de 1.° de Julio de 1858).
Libra (P fund) = 32 Loth.
Quintal (Centner) = 110 libras.

De pe s o . (Desde l.° de Julio de 1858).
Libra = 30 Loth = 500 gramos (sistema métrico).
Quintal = =100 libras.

Libra antigua = 0,935422025 libra nueva.
300. MONEDAS PRINCIPALES.

Francia y Bélgica. Franco =100 céntimos = 3,85 reales
Italia...................... Lira =100 » = 3,85 »
Inglaterra............. Libra esterlina (Sovereign) =
20 chelines (Elállingen) = 96,92 reales.
Chelín (EKilliuq) ‘ = 12 peniques (Pence) = 4,47 »
Alemania. Thaler = 30 Silbergroschen = 14,28 »

u
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VI.—Equivalencias aproximadas entre las medidas y pesas 
de algunas naciones.

(Sistema de Castilla).

SISTEMA DE CASTILLA. INGLATERRA. PRUS1A.

-o f Vara.................... 
cS j Pié..........................

X ( Legua (Itineraria)..
( Vara cuadrada. . .

-S ■§ ! Pié cuadrado. . .
Fanega (Agraria). . 

„ e í Vara cúbica.. . .
"= 1 Pié cúbico. . . .

/ Cántara (Líquidos)..
1 Cuartillo.. . . .
5r । Fanega (áridos). .
= Libra.. 1 . . .

■S ) Quintal....................

0,9 Lí 2 yardas. 
0,5047 »
5,4628 millas. 
0,8567 yardas2. 
0,8557 piés2. 
1,5915 acres. 
0,7041 yardas5. 
0,7641 piés5. 
5,5508 gallons. 
0,8877 pints. 
1,5269 bushel. 
1,0145 libras avoir. 
0,9056 quintales.

2,6654 piés.
0,8878 »
0,7598 millas.
7,0955 piés2.
0,7882 »
2.5221 morgen.

18,8925 piés5.
0,6997 »'

14,0896 quart.
0,8806 oessel.
1,0096 scheffel.
0,9857 libras anligs.
0,8942 quint. »

roja ife -j h.' ec«o> -

SISTEMA MÉTRICO. INGLATERRA. PRUS1A.

V
ol
ú-

 Ju
pí

r- 
Pí

so
, S

ap
íc
id
ád

. mm
. Seis

. Lo
ng

üi
td
. Metro......................

Decímetro. . . . 
Kilómetro. . . . 
Metro cuadrado. . 
Hectárea. . . . 
Metro cúbico. . . 
Decímetro cúbico.. 
lleca litro (líquidos). 
Litro » . .
Hectolitro (áridos). 
Kilógramo. . . . 
Quintal métrico. .

1,0956 yardas. 
0,5281 pies. 
0,6214 millas.
1,1960 yardas2. 
2,47 II acres.
1,5080 yardas5. 
0,0555 piés5. 
2,2010 gallons.
1.7808 pints. 
2,7520 bushéls.
2,20 íli libras avoir. 
1,9684 <|uintales.

5,1862 piés.
5,8254 pulgadas.
0,1528 millas.

10,1519 piés2.
5,9162 morgen.

52,5459 piés5.
55.8957 pulgadas5.
8,7554 quart.
1,7467 oessel.
1,8195 scheffel.
2,1581 libras antigs.
1,9457 quiñis.antig.

u
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ee w® yw.—

INGLATERRA. SISTEMA MÉTRICO. SISTEMA DE CASTILLA.

i Yarda . . .
< Pié..........................

( Milla (itineraria). .
■ g fYarda cuadrada. .

•g ) Pié cuadrado. . 
c=‘( Acr^ (agraria). . 

.1, a \ Yarda cúbica. . 
S e / Pié » . .

(Gallón (líquidos).
jPint. . » .

^(Bushcl (áridos).
. / Libra avoir.. .

§ ) Libra troy. . .
(Quintal. . . .

0,9144 metros.
5,0479 decímetros.
1,0095 kilómetros.
0,8501 metros8.
9,2900 decímetros9.
0,4047 hectáreas.
0,7045 metros5.

28,5155 decímetros5 
4,5455 litros.
0,5679 »

50,3477 »
0,4556 kilógramos.
0,5752 »

50,8029 »

1,0959 varas.
1,0959 pies.
0,2883 leguas.
1,1966 varas9.
1,1966 pies9.
0,6284 fanegas.
1,5089 varas5.
1,5089 piés3.
0,2816 cántaras.
1,1264 cuartillos.
0,6549 fanegas.
0,9859 libras.
0,8H5 »
1,1042 quintales.

(Sistcma antiguo).X—JEK.'CCJ’SSW^k.-

PRUSIA. SISTEMA MÉTRICO. SISTEMA DE CASTILLA.

(Vara........................
< Pié. . . . .
= (Milla (itineraria). . 

¿ \ Pié cuadrado. . .
S-s ) Morgen. . . . . 

Volúmcn. Pié cúbico. . . .
( Anker (líquidos). .

Ü (Quart » . .
J|-f Scbeffel (áridos). . 

i Libra antigua. . . 
( Quintal » . .

0,6669 metros.
0,5159 «
7,5525 kilómetros.
9,8504 decímetros9.
0,2555 hectáreas.

50,9158 decímetros5.
54,5509 litros.

1,1450 »
54,9615 »

0,4677 kilógramos.
51,4482 _

0,7979 varas.
1,1264 piés. 
j ,5517 leguas. 
1,2688 piés9. 
0,5965 fanegas. 
1,4291 piés5.
2,1292 cántaras.
2,2712 cuartillos. 
0,9905 fanegas. 
1,0166 libras.। 1,1182 quintales.

u
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CAPITULO SEGUNDO.

NÚMEROS COMPLEJOS.

I-—Reducción de números complejos á incomplejos y 
vice-versa.

302. Una cantidad cualquiera se puede expresar por 
números diferentes, refiriéndola sucesivamente á unidades 
de su especie variables en magnitud; y se comprende que los 
números aumentarán si la unidad disminuye, y al contrario.

Es evidente que el número será dos, tres, cuatro veces 
mayor, cuando la unidad se reduzca á su mitad, tercera ó 
cuarta parte; y aquél quedará reducido á su mitad, tercera 
ó cuarta parte, cuando la unidad sea el duplo, triplo ó 
cuádruplo de la primitiva; luego

Re g l a 1/ Para convertir un número de especie dada en 
otro equivalentede especie menor, se multiplica el primero 
por el número de veces que su unidad contiene d la de la es­
pecie menor.

Ej e mpl o s .
1/ Convertir 12 pesetas en reales.
La peseta contiene 4 veces al real; luego multiplicando 

12 por 4, el producto será el número de reales equivalente á 
12 pesetas; así

12 pesetas = 12.4 = 48 reales.
5

2/ Convertir — de libra en onzas, o
Como una libra tiene 16 onzas, será

de libra = X 16 = -4r~ = 10 onzas, 
o o o

3.e Convertir 7 duros en maravedises.
Valiendo un duro 20 reales, y un real 34 maravedises, es 

claro que un duro tiene 20.34 = 680 maravedises; luego
7 duros = 7.680 = 4760 maravedises.

Re g l a  2/ Para convertir un número de especie dada en 
nt.ro equivalente de especie moajor, se divide el primero por 
el número de veces que su uiudad está contenida en la espe­
cie mai/or.

u
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Eje mpl o s .

l .° Convertir 27 pies en varas. .
El pié está contenido 3 veces en la vara; luego dividiendo 

27 por 3, el cociente será el número de varas equivalente a 
27 pies; así t

27 pies = ——= 9 varas.

2 .° Convertir 15 reales en duros.
Como el real está contenido en el duro 20 veces, será

lo reales = ——- = —— de duro.20 4
3 .° Convertir 180 pulgadas en varas. ,, ,
Como la pulgada está contenida 12 veces en el pié, y éste 

3 veces en la vara, es claro que la pulgada está contenida 
en la vara 12.3 = 36 veces; luego

180 pulgadas = -^7- = 5 varas.

303. Nú me r o  in c o mpl e jo  es el que se Tejiere á uua sola uni­
dad,, por ejemplo 12 arrobas.

Nú me r o  c o mpl e jo  es la reunión de varios incomqilejos re­
feridos á unidades dijerentes de la misma naturaleía; por 

‘ejemplo 7 arrobas, 13 libras y 10 onzas. ,
Para convertir un número complejo en incomplejo de su 

menor especie, se convierte el número de mayor especie en, 
otro de la in ferior inmediata, y se añaden las unidades de 
ésta; el número que resulta se convierte en otro de la especie 
in ferior siguiente, y se añaden las unidades de esta última; 
y "asi sucesivamente, hasta llegar á la última de las especies.

Eje mpl o s .
l .° Convertir el número complejo 24 duros y 12 reales en 

incomplejo de reales.
Disposición práctica.

24 duros.
20_

480 reales.
12_

490 reales.

u
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2 ." Convertir el número complejo 12 arrobas, 7 libras y 

6 onzas en incomplejo de onzas.

12 arrobas.
25
60

24
300 libras.

9
309 libras.

16
1854

_3O9
4944 onzas.

6
4950 onzas.

Para convertir un número complejo en incomplejo ¿le 
cvalqHiora ¿le sus especies, se convierte el número dado en 
incomplejo de su especie inferior, y el resultado se dwule 
por el número de veces que la unidad in ferior esté contenida 
en la de la especie á que dele referirse el número.

Ejemplo. Convertir el complejo 14 dias. 15 horas, 43 
minutos y 50 segimdos en incomplejo de horas.

Reducido el número dado á segundos da 1266230 segun­
dos: para reducir éste á horas, debemos dividirle por 60.60 
= 3600, y obtendremos

1266230 126623 ,
-3600- = leo- hOraS-

304. Para convertir un incomplejo de especie inferior 
en complejo, se reduce el mímero dado ¿i la especie sfiperinr 
inmediata; el cociente entero se reduce ¿l  la especie superior 
siguiente; y se continúa del mismo modo hasta obtener un 
cociente de la especie superior del complejo, ó un cociente 
cero. El último cociente y los residuos de las divisiones 
componen el n úmero complejo equivalente al incomplejo da­
do. siendo cada residuo de la especie del dividendo res­
pectivo.

u
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EjrmTilo* Convertir el número incomplejo 49o0 onzas 

en complejo.

Disposición práctica.

4950
150

6 onzas

16______
309 libras

59
9 libras

25
12 arrobas
0 arrobas

4_________
3 quintales.

Lueg-o, 4950 onzas = 3 quintales, 0 arroba, 9 libras, 6 
onzas.

Para convertir nn quebradlo incomplejo de especie supe­
rior en número complejo, se divide el numerador por el de­
nominador. V el cociente entero será el numero de especie 
superior del complejo que se busca. Se reduce el residuo ic 
la esnecie menor inmediata, y el resultado se divide por ct 
denominador del quebrado propuesto, continuando de este 
modo hasta llegar á la especie inferior.

Ej e mpl o s .

1 .’ Convertir el incomplejo de arroba en complejo.

Disposición práctica.

11 arrobas.
3

25
75 libras.
35

3
16
48 onzas.
48
0

4______________________ _
2 arrobas 18 libras 12 onzas.

Luego, de arroba = 2 arrobas, 18 libras, 12 onzas*

u
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2.° Convertir en complejo el incomplejo de cahíz.
18 cahíces, j 7

! 2 cahíces, 6 fanegas, 10 celeras., 1 ellos.

48 fanegas. "
6

_12_
72 celemines.
2

_4_
8 cuartillos.
1
305., En el sistema métrico se ha visto que una unidad 

cualquiera contiene 10 veces á la inmediata inferior, excep­
tuándose las superficiales, que decrecen de 100 en 100, y las 
cúbicas, que decrecen de 1000 en 1000; luego la reducción 
de un número métrico incomplejo á especie menor ó mayor 
se efectuará siempre miiltiplicando ó dividiendo dicho nú­
mero por la unidad seguida de ceros, para lo que basta cor­
rer la coma á derecha ó izquierda cierto número de lugares.

Ej e mpl o s .
l .° Convertir 345,28 metros en centímetros.
Es claro q,ue basta multiplicar por 100 el número dado- 

luego
345 m, 28 = 34528

2 . Convertir 34,52658 metros cuadrados en centímetros 
cuadrados.

Como las unidades de superficie decrecen de 100 en 100 
debemos multiplicar por 100.100 = 10000, y será

34< 52658 = 345265 Cl\ 8.
3 .° Convertir 0,345792 kilómetros cúbicos en hectómetros 

cúbicos.
0Am, 345792 = 345'z"h 792.

4 .e Convertir 35 hectógramos en gramos.
35 "o = 35009.

5 ." Convertir 38357,2 litros en kilólitros.

s



Como se quiere reducir á unidades superiores, debemos 
dividir el número dado por 1000, y será

38357', 2 =-38 3572.
6 .° Convertir 357,52 metros cuadrados en hectáreas.

357"-^ 52 = 0,^ 035752.
7 ." Convertir 748956 decímetros cúbicos en decámetros 

cúbicos. _ _
748956 d"13 = 0,-D"‘J748956.

306. Propongámonos convertir el número métrico com­
plejo 8Hl 6/,¿ 3' 5C< en incomplejo de su especie inferior.

Según la regla del número 303, debemos multiplicar 8 
hectolitros por 10, y añadir 6 decalitros, lo que da 86 decáli- 
tros; pero es evidente que siendo los hectólitros del órden de 
las decenas, con respecto á los decálitros, se obtiene el mis­
mo resultado colocando el 6 á la derecha del 8. De igual 
manera se convierten los decálitros en litros, etc.; luego

8"'6 "'3' 5C, = 86305d.
Si las unidades son superficiales, cada órden de las mis­

mas debe ocupar dos lugares, y si son cúbicas, tres; así
$ e i a

59 m 48d- 6cm = 594806cm.
81m = 81000007™.

Por el contrario, un número métrico incomplejo quedará 
convertido en complejo separando sus cifras una á una, si 
expresa una longitud, capacidad ó peso, dos á dos, si es la 
expresión de una superficie, tres á tres, si es la de un volú- 
men; así

34589 o = 3-v" 4 a '» 9».
$ 9 2 2

457629’“ =45Hm16Dm 29'".
47008290n‘ = ^Dm 290»

II.—Adición.

307. Para que varios números puedan reunirse .en uno 
solo, es necesario que sean de igual naturaleza, ó que se 
consideren bajo un concepto común á todos ellos. En tal 
caso, la suma es de la misma naturaleza que los sumandos, 
ó se considera bajo el mismo concepto que éstos.
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, La suma de números incomplejos se efectúa como la de 

números abstractos.
Paraswmar varios uwwns complejos, se suman las 

unidades de la misma especie de los sumMos, empezaoido 
por las inferiores. Las sumas que no componen Tina unidad 
de la especie superior inmediata á la suya, se escrilen tal 
como se obtienen; y de las que componen una ó mas unidades 
superiores sólo se escribe el residuo, reservando aquellas 
para añadirlas d la suma parcial siguiente.

Ej e mpl o s .
1.* 8 horas 54 minutos 13 segundos

6 » 48 )> 10 »
12 » 39 » 20 »
28 » 21 » 43 »

2/ 15 libras 13 onzas 9 adarmes 2 tomines19 » 12 » 2 » 1 »
24 » 15 » 1 »
60 » 8 » 13 » 0 »

III.—Sustracción.

308. El minuendo y el sustraendo deben ser de igual na­
turaleza, ó considerarse bajo un concepto común; y la dife­
rencia es de la misma naturaleza que los números dados^

Si éstos son incomplejos, la sustracción se efectúa como 
la de números abstractos.

Para, restar dos números comppjos se restan las unida­
des de la misma especie, empezando por las inferiores; si, 
algún sustraendo parcial es mayor que el minuendo de su 
especie, se aúade á este una unidad de la. especie superior 
inmednata, y á ji-n de que el resto no se altere, se añade tam­
bién una unidad al sustraendo parcial siguiente.

Ej e mpl o s .
I-0 10 varas 2 pies 8 pulgadas

3 » 1 » 5 »
7 » 1 » 3 »

2? 9 dias 13 horas 15 minutos 13 segundos
4 » 7 » 34_____ »____ 15____ *
5 » 5 » 40 » 58 » ■ .

u
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En este ejemplo, el primer sustraendo parcial 15 es ma­

yor que el minyendó respectivo 13; paia eiectuai la lesta se 
añade al minuendo 1 minuto, que vale 60 segundos, y se 
obtiene el nuevo minuendo 73; restando 15 de 73, hallamos 
58 segundos. Aumentando el sustraendo siguiente en 1 uni­
dad se convierte en 35, que tampoco se puede restar de 15; 
pero añadiendo á este número una hora, que^ vale 60 minu­
tos, se convierto en 75 minutos, y restando 35, se hallan 40 
pata resto. Por último, añadiendo una unidad al sustraendo 
siguiente, se convierte en 8 horas, que restadas de 13 dan 5.

3,e 8 duros
4 » ' 13 reales 20 maravedises

"3 » 6 » 14 »
' Como no hay maravedises en el minuendo, se toma un 

real, que vale 34 maravedises, y restando 20, se halla 14 
para la diferencia. Añadiendo una unidad al sustraendo par­
cial siguiente, se convierte en 14, que no tiene minuendo de 
que restarse; pero se toma un duro, que vale 20 reales, y 
restando 14 se halla 6. Por último, se añade una unidad al 
sustraendo siguiente, y restando 5 de 8, se obtiene 3 duros 
para la diferencia.

IV.—Multiplicación.

309. La operación de multiplicar tiene por objeto, dados 
dos números hallar un tercero, que sea respecto de uno de 
los dados, lo que el otro es respecto de la unidad; por consi­
guiente en la multiplicación se consideran cuatro cantida­
des, que se comparan dos á dos: el producto con el multipli­
cando, y el multiplicador con la unidad; y la definición exi­
ge que los resultados de estas comparaciones sean iguales.

Para que dos cantidades sean comparables entre sí, es ne­
cesario que sean de igual naturaleza; luego el producto es de­
igual uaturaleía que el multipUcaudo, y el multiplicador de 
igual naturaleza, que la unidad. . ,

1 Para efectuar la comparación del multiplicador con la 
unidad, es necesario reducirle á, la especie de ésta, y como 
aquel expresa la relación cuantitativa, y por tanto abstracta, 
del producto y multiplicando, resulta que el multiplicador 
debe reducirse d la especie de la unidad, y considerarse des- 
pu<s como v a  naviero abstracto. 
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la multiplicación de maqnitud*s 

Cíes ó declina fvnrr^^r^" el Dctlor de varias unida- 
de V^a de unidad' cuando se conoce el valor
«V vOulL»

El valor conocido de la unidad, se tomará siempre nara 
dad ciwoav.^ 61 hÚmer0 u?idádes ó la fracción de uni­
dad, cuyo \ator se busca, sera el multiplicador.

Si los factores son incomplejos, ij el multinUcador es de 
la especie de la unidad, cupo valor es el multiplicando la 
operación se efectúa como la de números abstractos Si el

$e Teilucc

Ej e mpl o s .

^metwsT^1,0 <ÍC teU cVesUVATeales> cuánto costarán 

va.lor de unidad, es el multiplicando, y 23 el 
multiplicador; luego el valor de 23 metros es

54.23 = 1242 reales.
2/ En una hora recorre un móvil 3427 varas, ^uó

distancia recorrerá en de hora^ 
5 '

El multiplicando es 3427 — varas; luego el camino re­
corrido es

*>3 Q
3427 - - X = 2056 — varas.3 o 5

acuerpo á 3,7 metros de altura
e i i minuto, ^a que altura elevará el mismo cuerpo en O 13
ae ñorasv 1 ’

O ifv^n111^^0^0;13 d? h0ra’ ^duf’údo á minutos, da
u,13 X 60 = 7,8 minutos; luego la altura buscada será

X 7,8 = 28,86 metros.
. V , cúbico de agua á 4 arados pesa 47,018 libras
MtótioS™'1' 400 pul!latlas Ae agua enagúales

El multiplicador 400 pulgadas cúbicas, reducido á pies

u
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cúbicos, da 
cado será

400 25
1^28"= "Tos" cl^íc0S; lue8’° Pes0 bus"

25
47,018 X = 10’884 libras.10 o '

Si alauno de los f actores ó aml)os son com-plejns, se redi­
ce el multiplicando á incomplejo de una especie cualquiera, 
y el multiplicador á la especie de la unidad cuyo raíor es el 
multiplicando.

Ej e mpl o s .
1.° Una Janega de trigo cuesta 42 reales y 25 mararedi-

ses, ^cuánto costarán 28 cahíces^ - o
El multiplicando reducido á reales se convierte en 1453

34
681
2reales, y el multiplicador convertido en fanegas vale 

fanegas; luego el valor buscado es
145.3 v 681 989493 , _ ' . __ 1

- Ql X —5— = —— reales = 14o51 reales 12 — marav.
<34 2 00 *¿>
2 .° Valiendo una libra 3 duros, 14 reales y 18 maravedi­

ses, ^cuánto valdrán 11 libras y 12 omasl
. 2534

El multiplicando, convertido en reales, es igual á —

reales; y el multiplicador, reducido á libras, equivale á 
188 47

= —— libras; luego el valor buscado es

1267 47 59549 , _ „ 1
—i-—X —7- = —55— reales=8/5 reales 24 •— maravedises.1/ 4 00 2

3 .° Un decímetro cúbico de agua pesa un kilógramo, 
¿cuánto pesarán 3 metros cúbicos y 28 decímetros cúbicos^

Reducido el multiplicador á decímetros cúbicos, se con­
» ■ 3

vierte en 3028dm; luego el producto será
1 X 3028 = 3028 K9.

iL Si el multiplicando es complejo y el multiplicador, des-

se
DNÍVLllSllMÜ. DC
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pws tle TRaiicUo (i la especie de la -y lidad. es -n-n n y mero ey- 

PÍeCíUa. Za 0i)era7ci0,l multiplicando cada incomplejo 
del p.ihier fact.n'por el segundo, y e^trugendo de cadapro- 
dutlopajcial las unidades superiores que contenga, para 
añadirlas al siguiente. J p

Eje mpl o s .
/Jf iEl ^n5,6 arroja en un minuto 5 aium-
¿9es, 3 cuartillos y 2 copas de agua, ^cuánta arrojará en 
^2* de horal

Reducido el multiplicador á minutos, resulta = 5 
minutos. ' 12

5_ azumbres 3 cuartillos 2 copas 
_ __ 5

. 25 » 15 » 10 »
6 29 » ] » 2 »

2 . Costando una lilra 2 duros, 15 reales y 20 maravedi­
ses, ¿cuánto costarán - — de arrobdi

5

ó sea

™ de arroba = = 15 libras.u o
2 duros 15 reales 20 maravedises

_ _____________ J5_
41 » 13 » 28 »

310. Mé t o d o  d e l a s pa r t e s a l íc u o t a s .
Propongámonos resolver la cuestión siguiente’ 

c?ícs¿a^(lw'os> ^reales y 24 maravedises, 
¿cuanto costaran lo horas, 13 onzas y 6 adarmesl

El multiplicador se compone, en primer lugar, de 15 li­
bras, cuyo valor se obtiene multiplicando por 15 el precio de 
una lioia^ Además contiene ISonzas, que se descomponen en 8 
onzas ó libra, 4 onzas ó -L libra y 1 onza ó -^L de y, 

bra; los valores de estas partes alícuotas de libra se calcula- 
r<in iacilmente dividiendo el valor de una por 2, el de 8 on­
zas por 2, y el de cuatro onzas por 4. Por último, los 6 adar­
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mes del multiplicador, se descomponen en 4 y 2 adarmes, 6 
sea J— y -L de onza, que se calcularán por medio de divi- 

4 8 '
siones muy sencillas.

Sumando Jos valores parciales, es evidente que se obten­
drá el de 15 libras, 13 onzas y 6 adarmes.

Disposición práctica-.
Valor de una libra.... 8 duros 16 reales 24 maravedises.

15 libras 13 onzas 6 adarmes.
Valor de 15 libras..... 120 <Juros 240 reales 360 maravedises.
Valor de 8 onzas..... 4 » 8 » 12
Valor de 4 onzas..... 2 » 4 )> 6
Valor de 1 onza...... » » 11 » 1,5 i)
Valor de 4 adarmes. » » 2 » 25,875 »
Valor de 2 adarmes. » » 1 » 12,9375 »

139 >. 18 » 10,3125 i)

V,—División.

311. La división tiene por objeto, según sabemos, des­
componer un producto en dos factores, siendo uno de estos 
conocido.

EL producto es de igual naturaleza que el multiplicando, 
y el multiplicador se considera como abstracto, después de 
reducido á la especie de la unidad; y como cualquiera de. 
estos factores puede ser divisor, es claro que debemos consi­
derar dos casos: l.° que el dividendo y divisor sean de la mis­
ma naturaleza; 2.° que sean de distinta naturaleza.

312. Pr ime r  c a s o . Si el dividendo y divisor son de la mis­
ma naturaleza, el cociente se debe considerar como abstrac­
to, y la cuestión propuesta indicará su naturaleza.

Ej e mpl o s .
l.° En un minuto arroja el cano de una fuente % litros 

de agua, ^cuántos minutos empleará en arrojar 70 litros^
Es claro que la cantidad que se busca será igual al nú­

mero de veces que 70 contiene á 8, esto es
70 . „ .

—T- minutos = 8 minutos 45 segundos.o
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tela cuesta^ reales, ^cuántas varas 

toaran comprarse cou 60 duros^
Necesitamos dividir 60 duros por 25 reales, para lo que es 

necesario que el dividendo y divisor seande la misma especie.
60 duros, reducidos a reales, dan 1200 reales; luego el 

cociente que buscamos será
1200 ,

——— = 48 varas.2o
3/ Uva .familia covsume ea uu mes 4 libras 7/ 4 omas de 

cape, ^cuanto tiempo tardará, e-n, consumir 1 arroba, 8 libras 
y 6 omasl

Debemos dividir 1 arroba, 8 libras, 6 onzas por 4 libras 
4 onzas, reduciendo antes los números á incomplejos. El di­
videndo reducido á onzas vale 534 onzas, y el divisor 68- 
luego el número buscado es

534
- gg— meses = 7 meses 29 dias.

313. Se g u n d o  c a s o . Si el dividendo y divisor son de distin­
ta naturaleza, el cociente es de igual naturaleza que el divi­
dendo y el divisor debe considerarse como número abstracto

ht objeto practico de este caso es generalmente hallar el 
valor de la 'Unidad, conociendo el de -un número entero d 
fraccionario de igual naturaleta.

Ej e mpl o s . '
1/ 76 Kilogramos han costado 627 reales, 5 cuánto vale el 

kilogramo^
El precio del kilógramo es el cociente de 627 reales por 

627 r76, esto es, —- ■■ = 8,25 reales./6
2.e 23 arrobas han costado 920 reales, ¿cuánto vale una 

libral
El dividendo es 920 reales, y el divisor debe reducirse á 

la especie de la unidad cuyo valor se pide, en este caso á li­
bras, lo que da 23.25 = 575; luego el valor de una libra es 

920 n
-r__- = 1,60 reales.57 o

3/ Con 20 libras y 12 onzas de hilo se tejen 175 vw, 2 
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jñes y AQpTilgatlas de tela, j cuánta de la misma clase se ob­
tendrá con una arroba, de kilól

El dividendo 175 varas, 2 pies y 10 pulgadas, reducido á 
una cualquiera de sus especies, la vara por ejemplo, se con­
vierte en —— varas, y el divisor, reducido precisamente á 

36
33^arrobas, da de arroba; luego el número buscado será 
400

f 134 339—-1— : — - = 232 varas próximamente.36 400 1
Si reducido el divisor á la especie cugo valor se busca, 

resulta un número entero, se dividen sucesivamente por el 
divisor los números incomplejos que constituyen el dividen­
do, empezando por las unidades superiores, y agregando 
caita residuo, reducido á la especie inferior inmediata, al 
di-aidendo parcial siguiente.

Ej e mpl o .
12 arrobas y 13 libras cuestan 180 duros, 14 reales y 30 

maravedises, ^cuánto cuesta una librad
El divisor, reducido á libras, da 313. Dejaremos, pues, el 

dividendo en su forma compleja, y dispondremos la opera­
ción del modo siguiente.

180 duros 14 rs. 30 marav. 313 
20 0 duros 11 rs. 18 maraved.

3600
14

3614 reales..
484 t
171 4^
34

684
513 
5814

30 
5844 maravedises.
2714
210

u
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CAPITULO TERCEKO.

PROBLEMAS USUALES DE ARITMÉTICA.

I.—Cantidades proporcionales.

_ 314. El cociente ó razón de dos magnitudes concretas de 
igual naturaleza es un número abstracto [312|. que se obtie­
ne reduciendo las magnitudes á la misma especie y divi­
diendo los números que resultan, como si fuesen abstractos.

Diremos, pues,
Ra z ó n  d r e l a c ió n  de dos maqiütud,°s cnncTetas, de iqual 

'iinturaleia. es la Telaciou a^stTacta d,e los u'íimerns que se 
oUleften t educiendo dichas magiútudes á la misma unidad.

, Así, para hallar la relación de 23 varas 1 pié y 4 varas 2 
pies, reduciremos los dos números á la misma especié", el pié 
por ejemplo, y dividiendo los números 70 pies y 14 pies que 
resultan, el cociente abstracto 5 es la razón buscada, esto es,

23 varas 1 pié _ 70 pies _ 70 „
4 varas 2 pies — HZpIér — =

Si redujéramos á varas, sería
70

23 varas 1 pié 3 'aras 70.3
4 varas 2 pies — 14 ~"~14T3^ "

— varas

315. Cuando dos cantidades de igual naturaleza están li­
gadas, por las condiciones de una cuestión, á otras dos entre 
sí de igual naturaleza, de tal modo que la relación de las 
primeras sea igual á la de las últimas, se dice que acuellas 
son proporcionales á éstas y recíprocamente.

En algunas cuestiones la proporcionalidad se admite 
como evidente; otras veces corresponde su demostiacion á 
ciencias distintas de la Aritmética; y también ocurren casos 
en que, no siendo las cantidades rigurosamente proporciona­
les, se tratan por convenio como si lo fueran.

, Si los numeradores de las razones son números ccrrespon- 
tlientes, según el enunciado de la cuestión, y los denomina­
dores también, las cantidades son directamente proporciona- 
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Ies • pero si al numerador de la primera razón corresponde el 
denominador de la segunda, y a) denominador de aquella el 
numerador de ésta, las cantidades son inversamente propor­
cionales. , , .

31G. En todos los casos deberá ordenarse la proporción de 
modo que si la primera razón es mayor que la unidad, lo sea 
también la segunda, y al contrario; lo que se consigue ob­
servando la regda siguiente:

Si el numeroxlor de la primera ratón es mayor que su 
denominador, el numerador d^ la segunda fracción debe ser 
mayor que el denominador de la misma, de modo que la pro­
porción dirá: la cantidad mayor ó menor de una especie par­
tida por su liomogénna, es igual á la cantidad mayor ó menor 
de la otra especie partida por su homogénea.

317. Puesto que la razón de dos magnitudes concretas es 
io-ual á la de los números abstractos que se obtienen redu­
ciéndolas á la misma unidad, podemos convertir toda -igual­
dad fraccionaria, cuyos téminos sean magnitudes concretas, 
en otra de números abstractos, y hacer, por tanto, aplicación 
d° las propiedades demostradas en la teoría de igualdades 
fraccionarias.

II,—Regla de tres.

318. Todo problema en que entran uno ó mas pares de 
cantidades conocidas, homogéneas y proporcionales á las de 
otro par de cantidades homog'éneas, una de ellas desconoci­
da, se llama regla de tres.

Si en el problema entra solo un par de cantidades cono­
cidas y proporcionales á las de otro par de cantidades, una 
de ellas desconocida, la regla de tres se llama simple.

Si entran dos ó mas pares de cantidades conocidas, la re­
gla de tres se llama compuesta.

Re g l a  d e  t r e s  s impl e .
319. Pr o b l e ma  1.’ a metros de tela han costado b reales. 

^Cuánto costarán metros de la misma clase de teloH 
’ Llamemos x al valor de los a' metros, y dispongamos las 
cantidades en la forma siguiente:

Metros. Reales.
"Ü7". ?.................... b
al.............................. íc
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La naturaleza de la cuestión manifiesta que el valor de la 

tela es proporcional al número de metros.
La primera razón es —, y la dificultad del problem.

consiste en averiguar si la segunda razón debe ser —, ó al 
x

contrario —r-; pero es cadente que cuanto mayor sea el nú­
mero de metros, costarán mas; luego si a', será b > x\ 
V- si a será b < x. En cualquiera de estos casos, la 
condición del número 316 quedará satisfecha escribiendo la 
proporción en la forma

cC , de donde x = b X—. x a
Luego, siempre que supoviendo aumentada una de las 

cantidades, deba aumentar su correspondiente, la proporcio­
nalidad es dvrecta; y para hallar la incógnita se multiplica 
el numero de su especie por una fracción, que tiene por nu­
merador la cantidad correspondiente d la incógnita y por 
denominador la correspondiente á su homogénea.

Pr o b l e ma  2. a obreros hacen una obra en b dias. iEn 
cuantos dios harán a' obreros otra iquall

Llamemos x al número de diás que emplearán los a' 
obreros, y dispongamos las cantidades en la forma siguiente:

Obreros. Dias.
a............................."TT-

d*.............................. .....
La naturaleza de la cuestión manifiesta que el número de 

dias es proporcional al de obreros. La primera razón es 
a' 

y sólo falta averiguar si la segunda debe ser ó -j-; pero 
. x b

es evidente que cuanto mayor sea el número de obreros, em­
plearán menos tiempo en hacer la obra; luego si a a', 
s5ra y ,y si a <C d', será b^> x. En ambos casos, la 
condición del numero 316 quedará satisfecha escribiendo la 
proporción en la forma

a x • a
-r= -y, de donde x b X —•
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Luego, siemqwe que suponiendo aumentada una de las 

cantidades deba disnúnuvr su correspondiente, la proporcio­
nalidad es inversa; aj para hallar la, incógnita se multiplica 
el número de su especie por una .fracción, que tien0 por nu­
merador la cantidad correspondiente á- la liomoqén°a de la 
incógnita y por denominador la correspondiente á ésta.

Eje mpl o s .
1/ 15 litros de mercurio á cero grados, pesan^^hiló- 

qramos. ^Cuantopesan 34,25 litros’ de mercurio en iguales 
condiciones'^

Dispuesta la operación como sigue
Litros. Kilogramos.

15T-. . . . . . 204 "
34,25.......................x

diremos: si aumenta el'número de litros, aumenta el de kiló- 
gramos; luego

34 25
x = 204 X ’ — = 465,8 kilógramos.lo.

2.° 2500 hombres tienen mueres para 60 dias. ^.Cuántos 
dias durarán los mismos mueres á 3000 hombres^

Dispuesta la operación como sigue
Hombres. Dias.
2500. . . . . . . 60
3000................................... x

diremos: si el número de hombres aumenta, la duración de 
los víveres disminuye; luego

= 60 X -|” = 50 dias.

Re g l a  d e t r e s c o mpu e s t a .
320. Pr o b l e ma , a obreros, trabajando b horas al dia, con­

cluyen en c dias una obra, cuya dificultad está representada 
por d. ^En cuántos dias concluirán rf obreros, trabajando b' 
horas al dia, una obra Suya dificultad sea d'?

Llamemos x á los dias que emplearán en hacer la segun­
da obra los a' obreros, y dispongamos las cantidades en la 
forma siguiente:
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Obreros. Horas. Dias. Dificultad,

a..................... b. ... c........................ d..
u' .... b' ... a?........................d*

Suponiendo iguales las horas de trabajo y la dificultad, 
la cuestión se reduce á esta otra:

a obreros "hacen, una obra, en c dias; a' obreros, ¿en cuán­
tos dias la harání

Esta regla de tres es simple, y dá para valor de la incóg- 
. a

mta c X — •

Suponiendo ahora igual la dificultad solamente, se pre­
senta esta otra cuestión:

si a' obreros, traba] ando^horas, hacen una obri enc.X'^r 
a dias; trabajando b' horas, ^en cuántos días la concluiránl

También esta regla de tres es simple, y la incógnita es 

a b
Por último, suponiendo desigual la dificultad diremos: 

si a' obreros, trabajando b' horas, emplean c X -4- X -*4 
a b' 

dias en hacer una obra cuya dificultad es d, ^cuánto tiempo 
invertirán si la dijtcultad es d'?

Esta regla de tres simple resuelve el problema propuesto, 
y el valor de La incógnita es

a b d
, Luego, en una regla, de tres compuesta, la cantidad in­

cógnita se obtiene multiplicando sh homogénea por las razo­
nes que se forman dividiendo las cantidades de cada par. 
Cuando un par es directamente proporcional al de la incóg­
nita, se pone por numerador la cantidad correspondiente á 
ésta, y la otra por denominador;y al contrario si los mencio­
nados pares son inversamente proporcionales.

Ej e mpl o s .
l.° 1500 obreros han abierto un canal, de 70 kilómetros 

de largo, 18 metros de ancho y^. metros de hondo, en 520 dias.
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-iCuoto tlew'po tiplearán 580 o Lt c t o s en aírir otro canal 
<le 50 kilómetros ele largo, 20 metros de ancho y 3,80 de pro- 
Junctidadl

Obreros Largo. Ancho. Hondo^ Dias;
^"1500 70 18 ~ F ~ 520

580 50 20 3,80 « ,
El primer par es inversamente proporcional al de la in- 

cóg-nita, y los tres restantes lo son directamente; luego

2.* Un cano, que arroja en 6 minutos 90 litros de agua, 
ha llenado un, estanque, de 14 metros de largo, 4 de ancho y 
1.50 de hondo, en 93 horas. Otro caito, que arroja en 5 
minutos 120 litros de agua, i,en cuánto tiempo llenará unes- 
tanque, de 12 metros de largo, 5 de ancho y 0,80 de hondón

Minutos. Litros. Largo. Ancho. Hondo. Horas.
6? 7 . 9(h . . 14. 7 . 4. . . 1,50. . 93 X
5. . . 120. . . 12. . . 5. . . 0,80. . ®
Los litros son inversamente proporcionales á las horas; 

los demás pares están en razón directa, luego

Mé t o d o  d e r e d u c c ió n  Á l a  u n id a d .
321. Para, resolver por este método una regla de tres sim­

ple, se halla la cantidad correspondiente d una unidad d,e la 
especie del par conocido, y después la correspondiente á un 
número de unidades de la misma especie indicado por lapre- 
guntadel problem.a. El resultado será la incógnita del mismo. 
' Cuando la regla de tres es compuesta, se descompone en 
varias reglas de tres simples, según se ha visto en el núme­
ro 320, resolviendo cada una por la anterior regla.

Eje mpl o s .
l.° 13 libras equivalen á 6 "kilogramos. ¿A cuántos hiló- 

gramos equivalen 52 libras'?
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Libras. Kilogramos.

52.........................
Si 13 libras equivalen á 6 kilógramos, 1 libra equivaldrá 

á — kilogramos, y 52 libras á

-rr- X 52 = 24 kilógramos.

2. Coib UHO DCloCÍ.dQxl, d.,,. 40 tllÓTfietTOSpoT KoTd, t g c o t t c  
WA’ tTCu s.u It il iic c Io  c u  18 "OTíis. íEu  cuánto tiempo Tccorrerá> 
igual trayecto si, la velocidad, es de 24 kilómetros?

Kilómetros. Horas.
40. . . . . . . 18
24.............................. ¡y

Si con la velocidad 40 recorre el tren su trayecto en 18 
horas, con la velocidad 1 lo recorrerá en 18 X 40 horas y 
con la velocidad 24 en

3.° Cada, página de un manuscrito tiene 26 lineas de 44 
letras cada una, y ocupa ^páginas. ^Cuántas páqinas de 
impresión ocupará, teniendo cadapáginaWineasde^¡letras?

• Lineas, Letras. Páginas.
26. . . . 44. . . . 240
33. . . . 47. . . . s

Suponiendo igual el número de letras de cada línea, dire­
mos: si teniendo cada página 26 líneas ocupa el manuscrito 
240 páginas, teniendo una línea ocuparía el manuscrito 
240 X 26, y teniendo 33 ocuparía páginas.

Tomando ahora en cuenta el número de letras de cada lí­
nea, diremos: si siendo las letras 44, se'ocupan pá­

ginas, teniendo una letra cada línea se ocuparían— 
páginas,y teniendo 47, será
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. ■ 240X26X44 .

35 = 33 X 47----- == 177 paginaS'
, Es c o l io . Las operaciones necesarias para, calcular la. incóg­

nita por este método, son las mismas (pie exige el anterior.

III,—Interés.

322. Se llama in t e r é s  d.e u-n, capital, la aanomcia olteni- 
cla por el préstamo, ó empleo del mismo, daraute uu tiempo 
determinado.

_ Para calcular los intereses de un modo uniforme, se con­
viene en que 100 unidades de dinero produzcan al dueño del 
capital una cierta-cantidad al cabo de un año; y el número 
abstractoque expresa esta cantidad, se llama tanto por ciento.

Si cada 100 pesetas producen en un año 7 pesetas de ga­
nancia, se dice que el capital produce el 7 por ciento, que se 
expresa por la abreviatura 7 p%.

El interés puede ser simple y compuesto.
Es simple cuando se perciben los intereses cada seis me­

ses, cada año, en general, por periodos iguales de tiempo, 
sin que el capital varíe. ■

El interés es compuesto cuando los intereses que produce 
un capital en un periodo de tiempo, se acumulan al capital, 
formando así uno nuevo, que aumenta al fin de cada periodo.

Vamos á ocuparnos tan sólo del ínteres simple.
Es evidente que los intereses de dos capitales en el mis­

mo tiempo, son dÁrectamcute proporcionales d los capitales. ’
Se admite como cierto que los intereses de un capital en 

tiempos diferentes,"son directamente proporcionales dios ■ 
tiempos. . ■ .

, Pr o b l e ma . Hallar el interés de un capital C, dorante un 
tiempo t, al tanto por ciento r.

Este problema puede enunciarse diciendo:
El canital 100 produce en 1 ano r unidades. ¿Cuántopro­

ducirá el capital C en t anos?
La cuestión, enunciada así, es una regla de tres com­

puesta.
Llamemos i al interés del capital C, y dispongamos las 

cantidades como sigue:
Capital. , Tiempo. Interés.

100. . . . l.*T~. . ; r
C. . . . t.....................i
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Seg-un se ha dicho, el interés está en razón directa del 

capital y del tiempo, lue^o
■ xz G x/ 6 a - C .r.t

Los términos de la razón deben ser de la misma es­
pecie; por consiguiente si el tiempo se expresa en meses, di­
cha razón se convierte en - —, y si en dias en . Los 

12 360
respectivos valores de ¿ serán

. _ C.r .t . _ C.r. t
11 — 1200 * — 36000 1

donde vemos que el número 100 deberá sustituirse por 1200, 
si el tiempo se expresa en meses;, y por 36000, si se expresa 
en dias.

C .r.tDe la expresión ¿ = se deduce fácilmente:" 100
100 .i 4 100 . ¿ 100 . i

. T- C.t ' t- C.r ’ G- r.t * 
Por consiguiente,siempre que tres de las cantidades C, r, 

t, i, sean conocidas, podrá hallarse la cuarta.
Ej e mpl o s .

1.* Hallar el interés ele 120000 pesetas en un año al^peie 
C vale 120000, r vale 8, t vale 1, luego

. 120000.8t = -----—----- = 9600 pesetas.

2.6 Hallar el interés d,e 4500 duros en 4 mes^s al 1 p°i0 
C vale 4500, r vale 7, t vale 4, y 100 se debe sustituir 

por 1200, luego
. 4500.7.4
1 = —Í200~ = 105 dur0S-

3.° 80000 reales han producido en 270 dias un interés de
3000 reales. ¿Cuál ha sido el tanto por cientol

C vale 80000, i vale 3000, t vale 270, y 100 debe susti­
tuirse por 36000, luego

1 En el comercio se considera generalmente el año de 560 dias
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36000 . 3000
80000 . 270

4.* iCuf'mto Hempo Ita esta&o impuesto w l  capital 
100000 reales, qae al ^>p*t0 ha producido 2400 realesl

i vale 2400, C vale 100000, r vale 8, luego

de

100 X 2400 _ 3
100000.8 — 10

año = 108 días.

capí,tal deberd imponerse al 1 p"^ para recibir 
cada 6 meses 12000 realesl

i vale 12000, r vale 7, ¿vale 6, y 100 debe sustituirse por
1200, luego 

C =
1200 . 12000

7 . 6
342857 reales.

IV.—Descuento.

323. Se llama l e t r a  d e  c a mb io un documento mercantil, 
por el que una persona manda á otra pagar cierta cantidad 
á la orden de una tercera persona.

En la letra se expresa si el pago debe hacerse d la vista ó 
ápidió, esto es, en el acto de presentarla ó pasado un tiempo, 
indicado en la misma letra, que se cuenta desde el dia si­
guiente a la presentación de ésta ó á su fecha.

Pa g a r é  es también un documento mercantil, por el que. 
una persona se obliga apagar d la orden de otra una canti­
dad, en determinada fecha.

Las letras á plazo y los pagarés tienen dos valores: el que 
expresa el documento, llamado valor nominal; g el que tie­
ne antes de su vencimiento, llamado valor actual.

El valor actual de una letra ó pagaré aumenta á medida 
que se aproxima su vencimiento, y es igual al nominal 
cuando espira el plazo.

Si el tenedor ele una letra ó pagaré la hace efectiva antes 
de su vencimiento, recibe por ella el valor actual, y la dife­
rencia entre éste y el nominal, se llama descuento.

Hay dos clases de descuento, llamados comercial y ra­
cional.

El primero es proporcional al valor nominal de la letra 
y al tiemqw que falta para su vencimiento. Es, pues, el inte­
rés del valor nominal en dicho tiempo.

15
u
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El seguudo propnrclonal al valor actual de la letra y 

al tiempo. Es, pues, el interés de la cantidad que realmente 
anticipa el que toma la letra.

Estos intereses se calculan por un tanto por 100, llamado 
tanto por ciento de descuento.

324. Pr o b l e ma . Descontar comercialm.ente una letra de N 
rnales, que vene" al jln del tiempo t, siendo r el tanto por 
100 de descuento._ r

El interés de TV reales en el fiempo t, al tanto por ciento 
N .r .t 4. . ,

r, es ---- —- -—, y este ínteres es el descuento.
El valor actual de la letra será

100 -v V 100 /
En la práctica, 100 se sustituye por 1200, si el tiempo se 

expresa en meses; y por36000, si el tiempo se expresa en dias.
Ej e mpl o .

Descontar comercialmente una letra de 40000 pesetas 
que vence d los 70 dias, al 5 p°/o de descuento.

A' vale 40000. r vale 5, t vale 70, y 100 se reemplaza por 
36000; luego el descuento será

40000.5.70 _
------ ------------- = 388,88 pesetas.

El valor actual es
40000 — 388.88 = 39611,12 pesetas.

325. Pr o b l e ma . Descontar racionalmente una letra de N 
reales, que vence al jin.del tiempo t, siendo r el tanto por 100 
de descuento.

100 reales, al cabo del tiempo t, valen 100 + r . t; y el 
valor actual de la letra, que representaremos por A, al cabo 
del mismo tiempo, se convierte en el nominal TV. Tenemos, 
pues, las cantidades siguientes, que son directamente pro­
porcionales.

Valor actual. 
"100. . .

A. . .

Valor al vencimiento. 
. 100 + rt 
. N

Luego, la incógnita
TV A = 100 X ----- --------., 100 4- TÍ

Si el tiempo se expresa en meses, el interés de 100 unida-

u
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Tt

des en t meses será , y la cantidad 100 + rt deberá sus­

tituirse en el valor de A por 100 + lo que dará 
N “ N

^ = 1OOX -7-^7 = 1200 x.120U + i,.
12

Del mismo modo, es fácil ver que si el tiempo se expresa
en dias, será

A = 3(5000 X 3600^+^-
Luego, si el tiempo se expresa en dias ó en meses, se sus­

tituye en el valor de .4 cada número 100 por 36000 ó 1200.
Eje mpl o .

Descoutar racionalmente una letra ele 40000 pesetas, que 
renco ¿ los 70 (lias, al 5 p°\0 ele descuento.

N vale 40000, r vale 5, t vale 70, y en lugar de 100 pon­
dremos 36000, luego

A = 36000 X = 39614’8G Pesetas.
OuUUU —f— O . /U

V.—Regla de compañía.

326 . La r e g l a  d e  c o mpa ñ ía  tiene por objeto repartir entre 
rarios socios la gamancia ó pérdida que ha tenido la sociedad.

Tres casos pueden. ocurrir en la resolución de este pro­
blema.

l .° Que los capitales de los socios sean diferentes y esten 
el mismo tiempo en la sociedad.

2 .° Que los capitales sean iguales y los tiempos diferentes.
3 .° Que los capitales y los tiempos sean diferentes.
La resolución de estos casos se funda en los principios 

siguientes:
l .° Las ganancias ó pérdidas de dos capitales en un mis­

mo tiempo, 'son proporcionales á los capitales.
2 .” Las ganancias ó pérdidas de un capital en tiempos 

diferentesson proporotoñales á los tiempos.
*3.° Las ganancias ó pérdidas d,e dos capitales en tiempos 

diferentes, son proporcionales á los productos de los capita­
les por los tiempos respectivos.

u
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El primer principio es evidente; el segundo se admite 

convencionalmente como cierto; el tercero es consecuencia 
de los otros dos.

, En efecto, llamemos C y C' á los capitales, t v t* á los 
tiempos, 2? y se á las ganancias ó pérdidas; y dispongamos 
estas cantidades en la forma siguiente: °

Capitales, riempos. Ganancias ó pérdidas.

, r.ue^o, para aavidir un numero en partes 1 
a otros dados, se divide el número por la suma 
cociente se multiplica sucesivamente ñor cad.t.

Siendo las ganancias ó pérdidas directamente proporcio­
nales á los capitales y á los tiempos, tendremos

= x' X -írX de donde — =
_ .. 1 X' C' .t’

kos principios anteriores manifiestan que todos los 
casos ae la regla de compañía están comprendidos en la 
cuestión general siguiente.

, Pr o b l e ma . DivvdiT itu númeTo do.do en jiartes'pTO'por^ 
cionale.s a, varios núni',ros dados a, b. c. .

bean x, y, i las partes en que sequieredividirelnúmeroxV. 
Según ei enunciado del problema, los números x, v, i 

deben satisfacer a las dos condiciones:
x + y + 2 = 2V, —= .

abe 
De la segunda se deduce [200)

¿ __x x 4- y H- g y
a + 6 + c a ’ a-Vb-^-c --b"’ a-^b^-c ’

pero, en virtud de la primera condición, es x 4- v -4- z = N- 
luego -

A7 _ ¿ ' -V y jy 2
a-bb-A-c, a/ T4- b+c " b ’ 71 4-b + c = "T* 

De estas igualdades se deduce [191]

t  a .+ + c X ú?"""ft4-b-bcXC* 

Toporcionales 
de éstos, y el 
uno de ellos.

Ej e mpl o s .
1. Los capitales de tres socios son, durante el mismo

• u
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VI.—Regla de aligación!

r/',7r e g Ha  d e  a l ig a c ió n  tiene dos objetos prwvpaTes: 
z7,; Míu mit  el precio de una métela, conociendo las canti- 

m^'claíf'as y sus respectivos precios;
Hallar las cantidtides que aelen mezclarse, conocien­

do sus precios respectivos y etprecio de la mezcla.
El primer problema se llama regia de aligación diTectd. 

oone^unc-0, r*e ayg"aoion inversa. '
32.). Las regias de aligación directa se resuelven hallan­

do los valores de las cantidades mezcladas v sumándolos, con 
lo que se obtiene el valor de la mezcla. Para hallar el precio 
de la misma, o sea el valor de la unidad, se divide el valor 

e la mezcla por la suma de las cantidades mezcladas.
Eje mpl o s .

1.° Se mezcla Ti kilógramos de café de 18 reales el Kifó- 
(lTamo,con 10 kilogramos de 23 reales y 15 de 20, ..cuál es el 
precio de la mezclal

Tí kilógramos á 18 reales valen 486 reales
10 . » 23 » » 230 »
17 » 20 >. » 340 »
54 kilógramos de mezcla valen 1056 reales;

luego el precio de la mezcla es

, 2. Se ligan 36 kilógramos de plata cuya leq es de 950 mi- 
tesimas, con 20 cuya ley es de 8*35 milésimas, con 10 cuna lev 
es /20 milésimas y con 13 de plata pura. ¿Cuál es la ‘leu de 
la aleación^ * 
36 kilógramos de 950 milésimas contienen 34200 milésimas
20 » 835 » » 16700 »
10 » 720 » » 7200 »
13 » de plata pura » 13000 »
79 kilógramos de liga contienen. . . . 71100 milésimas; 

luego la ley de la aleación es
71100
—— = 900 milésimas.

i reg,las -de atigaeion inversa se resuelven por 
medio del teorema siguiente: 1
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Si se 'hiezclaiL cantidades de dos especies, dichas cantida­

des están en raion inversa de las diferencias de sus precios 
al precio de la mezcla. ,

Sean x c y las cantidades que deben mezclarse, p y yX sus 
precios respectivos, y m el precio de'la mezcla. Supongamos 
que pf> p' •

Es evidente que el precio de la mezcla debe estar com­
prendido entre los precios de las especies mezcladas, de 
modo que p > m y m > ;X.

Cada unidad de clase superior, cuyo valor es p, vendida . 
al precio de la mezcla m, produce una perdida p—m, por 
esnsiguiente x unidades de dicha clase, producirán una pér­
dida de x \p — vi). , .

Cada unidad de clase inferior, cuyo valor es p', vendida 
al precio m de la mezcla, produce una ganancia m — p', 
luego y unidades de dicha clase, producirán una ganancia 
de y [m. — p'f , .

Pero al hacer la mezcla de las especies, no se quiere per­
der ni ganar; luego la pérdida que producen las x unidades 
de clase superior debe ser igual á la ganancia que producen 
las y unidades de clase inferior, esto es, 

x (,p — m) = y ^n—p’f 
de donde se deduce

x _  m — p' 
y — p — m ’ 

igualdad que demuesfra el teorema.
Para vei'ifícaj-se esta igualdad es necesario solamente que 

la razón de los valores asignados áx é y, sea igual á la razón
—---- —, lo que tendrá lugar liaciendo x = m — p', y =
p — m 1

x
p — y como los términos de un quebrado -y se pueden 
multiplicar ó dividir por un número cualquiera, sin que se, 
altere su relación, se deduce que multiplicando ó dividiendo 
los números m — p' y p — m por un mismo número, se ob­
tendrán tantas soluciones como se quiera.

Ej e mpl o .
j S'c  quiere mezclar vino de 50 reales el decalitro con vina 

de^reodes. para rendar la mezcla apiréales. ^Cuántos 
decálilros de cada especie se mezclaránl

u
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Precio de la mezcla. Precio de las especies.

62 50.
Cantidades.

6
68.................... 12

■ tiieraV^l^eB^ Ó ^^^Pri"

ml^e^ nÉñrl1'^ r61’™ ™ez,:larse s™ mas de dos, se

..... . *l "• '■

Ej e mpl o s .
Se ^cZaii, '«arias clases de tñqo de^^-nietas

Precin de la mezcla. Precios de las especies.

25,50
23,50 
28,75. 
20. . 
26,25.

Cantidades. 
~Í25~ 

2 
0,75

-?/ /nf f?e ^ f,a 720 'milésimas, de 850, de 950 de 600

Ley de la liga. Leves de las especies.

900 850.
950.
600.

1000.

Cantidades,
• • • . 50

100
• • • . 180... 300
• • • • 50
• • • • 50

de 950 y 9ue comprenden la ley
dos 1000 y 85(>, por eje^íiSs^obtien^nlO^ ti™ 

33LnSSieenlaMd»aa^

u
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9) mi — 'p'

"V — p — ,
que dá para x c y infinidad de valores, damos á x 6 y un va­
lor determinado, la otra incógnita tendrá también un solo

Lo mismo sucederá cuando el valor de x + y ó de x — y 
sea determinado.

En efecto: . ,
1; Cuáiúas libras de de 12 reales deberá mezclarse

con 24 libras de 1 reales para vender la mezcla á 9 reales^
Sabemos que en este caso -y=-|-; pero y vale 24, luego 

x = ^X-— = 16 libras.
24 3 ’ 3

2.° }.Cuánto trigo de 38 reales .fanega se mezclard con 
trigo de 47 reales, para obtener 270 fanegas y venderlas d 43 
realesl , , _

x 4 , , , x 4- y 4 + a
Tenemos — = -77-, de donde------ ---- — —7---- >y 5 x 4

270 9
pero x + y = 270, luego —- =

270.4 __A ,(c =----- - ---- = 120 fanegas.

1 • 1 x + y 4 + 5Del mismo modo, ----------=----- =—>y 5
, 270 9

pero x 4- y = 270, luego —— = —,

de donde y = 270 X — = 150 fanegas.

3.° Se quiere mezclar vino de 76 reales decalitro con otra 
clase de vino de 60 reales, debiendo exceder la cantidad de la 
clase primera á la otra en 20 decalitros. ^Cuántos decalitros 
de cada clase debemos mezclar para vender la mezcla á T2, 
realesl

x 12 . x — y 12 — 4 
Tenemos , ^ego —— = ■■ »

»3 20 8
pero — y = 20, luego —= -jv*

x = 30 decalitros.

u
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Del mismo modo, —___^-= ~ 4 .

y 4 ’
pero ® — y = 20, luego -^-= A

y 4 ’
y = 10 decálitros.

VIL—Regla conjunta.

332. Se llaman cantidades equivalentes, las cantidades 
que i educidas á la misma unidad son iguales.
rpah^Pf/011’ 20 Varas y 60 piés; una libra esterlina y 96,92 
1 Calco CLC»
<9 pi'opiedad de ser equivalentes dos cantidades se expre- 
ptmni tdl° +del S1?n° 't9Ual Co^ocado entre ellas; por 
de ® = y la eXpre5Íon rec™® el nombre

e°r e ma - productos ordenados de varias equivalen- 
miembro de cada una sea de la esne-

m%eilíTot df' ¿a anterior, son equivalentes, 
Ui"'iroera 48 «w

Sean las equivalencias
a varas = b metros, 
c metros = d yardas, 
e yardas =/piés del Rhin. 

queremos demostrar que
' C e,Tara? = 6 X í X/piés del Rhin.
a, z pn„ ?/° 1?Prllnera equivalencia por c y la según- 
da poi b, considerados como números abstractos, resulta

a X c varas = b X c metros, 
nQ j cXb metros = b X d, yardas. 
De estas dos se deduce evidentemente esta otra 
a t  i*- v Xc varas = b X d yardas.

DOr^nmdn^n Z P°r f y la tercera de las Propuestas 
por ei pioducto b X d, resultan

z X 5 Varas = b X d X e yardas, 
nP foX 5 yardas = 6 X d X / pies del Rhin.

333 'i í VaraS 6 X d X / pids del Rhin. 
m^nitnd . co.^^ tiene por objeto reducir una 
magnitud concreta a otra equivalente de diferente especie, 

u
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por medio de equivalencias que ligan la primera con la 

Se8Para resolver los problemas de regla conjunta, se escri­
ben varias equivalencias de modo que el primer miembro de 
cada una sea de la especie del segundo de la anterior, y el 
.se-undo miembro de la última de la misma especie= que el 
primero de la primera. Multiplicando después ordenadamen­
te equivalencias, se deducirá fácilmente el valor de la 
incógnita.

Ej e mpl o s .
1 ° "Rc Hu c ít  180 Daras á vardas, sabiendo que .au'wafend 51 metros, ^metros d 137 piés del klnn 34^ 

¿el RHu ampies ingleses, y que la yarda tiene tres qnes 

'' Llamemos x al número de yardas equivalente á 180 va­
ras, y escribamos las equivalencias siguientes:

" x yardas = 180 varas
61 varas = 51 metros .
43 metros = 137 pies del Rhin
34 pies del Rhin = 35 pies ingleses

3 pies ingleses = 1 yarda
Multiplicándolas ordenadamente resulta

x . 61 . 43 • 34.3 yardas = 180.51 . 137 . 35 . 1 yardas
11PO.A x — 180'51 ' 137 ' 35 ' - = 164,38 yardas,
luego ® — 61.43.34.3 .

2.° Reducir 520 libras esterlinas d reales, suponiendo que 
3 libras esterlinas se cambian por 20 thalers, MKalerspor 

francos y 5 .francos por ^reales. .
Llamemos x al número de reales equivalente a o20 libias 

esterlinas, y escribamos las equivalencias siguientes:
x reales = 520 libras esterlinas,
3 libras = 20 thalers,
4 thalers = 15 francos, 
5 francos = 19 reales.

Multiplicándolas ordenadamente resulta 
».3.4.5 reales = 520.20 . 15 . 19 reales,

de donde _
_ j20.20 . Ld  . 19 520.5 19 — 494Q0 reales.

3.4.5



EJERCICIOS.

T. Convertir 7 duros, 12 reales, 15 maravedises en incomplejo de la 
especie inferior. .

H. Convertir 50 hectáreas, 28 áreas, 55 metros cuadrados en incom­
plejo de la especie inferior.

IIL Convertir 12 arrobas, 22 libras, 10 onzas en incomplejo de libras 
y de arrobas.

IV. Convertir 23 kilógramos, a decágramos, 7 decigramos en incom­
plejo de kilogramos, heotógramosv decágramos y gramos.

V. Convertir 5723 maravedises en complejo.
X1. Convertir 4579008 milímetros en complejo.
MI. Convertir -y-de cántara en complejo.

MIL Convertir —de kilómetro en complejo. Ib 1

IX. Reducir 15 arrobas, 20 libras á kilógramos.
X. Reducir 45 decalitros, ti litros á cántaras.
XI. Reducir 25 fanegas y 101) varas cuadradas á hectáreas.
XII. Reducir 50,4528 hectáreas á fanegas.
XIII. Convertir 54 pies cúbicos en decímetros cúbicos.
XIV. Convertir 78 metros cúbicos en varas cúbicas.

XV. Un obrero teje en un dia 20 varas, 2 pies, 9 pulgadas de tela, y 
otro teje en el mismo tiempo 29 varas, I pié, 6 pulgadas. ¿Cuánta lela 
tejen los dos juntos? ¿En cuánto excede el trabajo del segundo obrero al 
del primero?

XVI. En un dia vende un fabricante cuatro partidas de género: la 
primera de 28 arrobas, 15 libras, 12 onzas; la segunda de 14 arrobas, 10 
libras y 10 onzas; la tercera de 20 arrobas, 8 onzas; y la cuarta de 40 
arrobas, 25 libras; pero su fábrica produce en el mismo dia Gü arrobas, 
49 libras, (i onzas. ¿En cuánto habrá aumeuíadoó disminuido la existencia 
en sus almacenes?

XVII. Una persona presta á otra 657 duros, y convienen en que la 
primera recibirá anualmente en recompensa 1 real y 20 maravedises por 
duro ¿Cuánto debe recibir al fm del año?

XVIII. Una libra cuesta 8 reales ¿cuánto costarán 7 arrobas, 20 libras 
y 12 onzas?

XIX. Un comerciante compra 257 arrobas á 5 duros 15 reales la 
arroba, y las vende á 4 duros 9 reales, ¿qué ganancia ha obtenido?

XX. Un comerciante compra tres partidas de género á 4 duros, 8 
reales, 1/ maravedises la arroba. La primera partida es de 15 arrobas, 20
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libras <0 onzas; la segunda de 19 arrobas, 16 libras. 15 onzas; y la terce­
ra de 15 arrobas, 12 libras, 7 onzas, ¿cuánto cuestan as tres partidas?

XXL Un comerciante compra 57 arrobas, lo libras, d onzas a 
duros, 15 reales y 17 maravedises la arroba; y las vende a 15 duros, 1U 
reales. ¿Qué ganancia obtiene?

XXII. ' 2 varas, I pié y 5 pulgadas de una barra de hierro pesan una 
arroba. ¿Cuánto pesarán 24 varas, H púlgadas de la misma barra?

XXI11. Un móvil recorre en un minuto 76 varas, J pulgadas. ¿Que 
tiempo empleará en recorrer 5UÜ varas?

XXIV. "20 arrobas 17 libras de género han costado Job reales, Zu ma­
ravedises. ¿Cuál es el precio de la arroba? ,

XXV. Una máquina de vapor extrae de una mina en a horas y o.» 
minutos, 728 quintales de carbón de piedra. ¿Qué cantidad extrae por

XXVÍ. Un comerciante vende 79 arrobas y 20 libras por 500 duros, 
15 reales y 2" maravedises, y obtiene una-ganancia de 89 duros, 18 reales 
y 25 maravedises. ¿A qué precio compró la arroba? , .

XXVII. Un comerciante compra tres lardos de género: el primero 
pesa 200 libras, el segundo I veces menos que el primero, y el ter­

cero ios de la diferencia entre los primeros; vende todo el género 
en 4150 reales, y obtiene una ganancia de 850 reales. ¿Cuánto le costó 
cada libra y á qué precio la vendió?

XXVIII. En un molino hay una piedra de cuarzo, que pesa 70 arro­
bas. ¿Cuánto pesará otra igual de basalto, suponiendo que los pesos de 
dos trozos iguales de basalto y de cuarzo estén representados por los 
números 15 y 15?

XXiX. Un salón permanece iluminado cada noche durante b horas 
por 17 luces que cuestan al mes 272 reales. ¿Cuánto costará cada mes 
iluminar con 12 luces iguales otro salón que estará abierto 7 horas?

XXX. 40 obreros, trabajando 9 horas al dia, hacen una obra de 2/O 
metros en 70 dias; 55 obreros, trabajando 8 horas los 14 primeros días, 
v 12 los dias restant'es ¿cuánto tardarán en hacer 492 metros? , 
" XXXI. Una máquina eleva 560 kilógramos de peso en 55 minutos á 
una altura de 20 metros. ¿A qué altura elevará en 59 minutos un peso de 
520 kilógramos, suponiendo que á la altura de 9 metros se aumenta el 
peso hasta 490 kilógramos?

XXXII. ¿Qué capital produce en 270 dias 12000 reales de interés al

XXXÍU. Una persona presta 80000 al 6 p%, y recibe entre capital é 
intereses 82000 reales. ¿Cuánto tiempo estuvo prestado el capital? ,

XXXIV. Una persona presta á otra cierta cantidad al 7 p% de Ínteres 
anual, y recibe al cabo de 10 meses, 127000 reales por el capital y los 
intereses. ¿Qué capital prestó? . _

XXXV. Una persona presta dos capitales al mismo tanto por ciento;

u
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el primer capital es de I."0000 reales y lo presta por 220 dias, y el se- 
gtihdo de 50IKH) por I 70 dias. ¿Cuál debe ser el tanto por ciento para que 
los intereses reunidos de los do» capitales importen 9275 reales?

i J 11 Somerc¡ant^ emplea 50000 reales en un negocio, v gana 
e! 2» p% del capital. ¿Cuál es la ganancia? * D

. Y03 Parlida de géneros adeuda por derechos de inlroduc-
C1YnYYv rca,e?al 25 P% de su valor. ¿Cuál es este valor?

XXaVIII Un comisionista que ha vendido géneros por valor de 55000 
reales, recibe o 150 reales por su comisión. ¿Cuál es el tanto por ciento 
de comisión? 1

XXXíX. Descontar comercialmente un pagaré de 70000 reales que 
vence a los <60 días, al 7 p%. *
L Xl;nnnnor "i"11 Iel/a50(100 reales’ vence a los 90 dias, se reci­
ben -iJUUU reales. ¿Cuál es el tanto por ciento de descuento?

eoS' c,DÍVÍoÍr el nümcro 4530 en Pa|,tes proporcionales á los números 
bo, /9, 54 y /8.

XLII. Dividir el número 2960 en partes proporcionales á los números 
1 . -—, i y o o
XLIH. Dividir 76114 reales entre tres personas, de modo que la 

segunda reciba el 6 p7u mas que la primera, v la tercera el 8 p0/ mas 
que la segunda. '0

XLIV. Dividir el número 74000 en tres partes tales que la razón de la 

primera y segunda sea—, y la de la segunda v tercera —
XLV. ¿Cuánto trigo de 5« reales fanega debe mezclarse con otra especie 

de 4b reales, para obtener 2'10 fanegas y venderlas á 42 reales?
XLVI. Una mezcla de trigo contiene 10l> beclólitros, y vale 9522 

reales; las especies mezcladas han sido dos de 85 reales y 99 reales d 
hectolitro. ¿Cuántos hectolitros de cada especie contiene la mezcla?

XLV1I. Una aleación de plata pesa 40 kilogramos, v su ley es de 900 
milésimas; para obtenerla se ha ligado plata de 801) y de 960 milésimas. 
¿Cuántos kilogramos de cada especie han entrado en la aleación?

XLVIIL Un objeto de oro ligado con plata, tiene 240 centimetros 
cúbicos de volúmen, y pesa 10 kilogramos. Cada Genlimetro cúbico de oro 
puro pesa 19,26 gramos, y cada centímetro cúbico de plata 10,47 gramos. 
¿Cuántos kilogramos de oro y cuántos de plata contiene el objeto?

XLIX. Reducir 429 varas prusianas á varas de Castilla, suponiendo 
que 48 varas prusianas equivalen á 52 metros, y que 5 metros equivalen 
á b varas castellanas.

L. , Reducir 580 piés cúbicos ingleses á varas cúbicas de Castilla, 
suponiendo que 59 piés cúbicos ingleses equivalen á 54 piés cúbicos pru­
sianos, que oíl piés cúbicos prusianos equivalen á 26 metros cúbicos, 
y que 7 metros cúbicos equivalen á 12 varas cúbicas de Castilla.

u
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ALGEBRA.

Introducción.

1. Ál g e b r a  es la ciencia de las leyes generales de la 
cantidad. .

2. La aritmética considera las determinaciones particula­
res de la cantidad ó sea la cantidad representadapor números; 
pero este medio de representación es impropio para descu­
brir leyes generales.

Tanto es así, que en los teoremas de aritmética, si bien 
representábamos con frecuencia las cantidades por números, 
prescindíamos de los valores particulares de estos y solamen­
te atendíamos á los caractéres generales; por manera que en 
realidad se consideraba el número como un símbolo general 
representativo de todos los números de su especie.

Aun procediendo así, no tenían las leyes descubiertas el 
grado de generalidad de que eran susceptibles: si las canti­
dades estaban representadas por números enteros, sólo á es­
tos eran aplicables los razonamientos, y por tanto la ley 
quedaba demostrada tan sólo para los mismos, siendo nece­
sario dar nuevas demostraciones, si había de hacerse exten­
siva á toda clase de números.

En la resolución de problemas, la representación de la 
cantidad por medio del número, presenta otro inconveniente: 
si las operaciones se efectúan á medida que se van' presen­
tando, el resultado final, ó sea la solución, es un número que 
conviene al problema particular propuesto, pero que no ex­
presa la ley de su construcción, esto es, la serie de operacio­
nes que deben efectuarse con los datos, en todos los proble-

14 . use 
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mas de igual naturaleza, para determinar la incógnita: y si 
dichas operaciones se dejan indicadas, será imposible distin­
guir aquellos datos que tengan igual valor y los números 
que originen las reducciones.

3. Como medio de generalización se representan en Ál­
gebra las cantidades por las letras del alfabeto. Por consi­
guiente, una letra cualquiera designará en lo sucesivo una 
cantidad en general1, y sólo cuando alguna cantidad deba 
tener circunstancias particulares, se limitará la significa­
ción de su signo atribuyéndole estas circunstancias.

Así, por ejemplo, a, L, c representan tres cantidades ó 
números, que podrán ser enteros, fraccionarios ó inconmen­
surables; pero si la cuestión propuesta lo exige, a podrá re­
presentar exclusivamente un número entero, un número par, 
un número comprendido entre ciertos límites etc., con sólo 
suponer que existen tales circunstancias, y tener en cuenta 
esta hipótesis en el curso del razonamiento.

4. Para aclarar estas consideraciones, presentaremos dos 
ejemplos.

1.° Te o r e ma . La suma de dos cantidades multiplicada por 
su. diferencia, es igual á la diferencia entre los cuadrados 
de dichas cantidades.

Sean 10 y 6 estas cantidades.
Tenemos (10 + 6) (10 —6) = 16.4 = 64

104 — 62 = 100 — 36 = 64; •
luego (10 + 6) (10 —6) = 10* —68.

Este razonamiento se apoya solamente en los valores de 
los números propuestos; luego hemos comprobado un hecho 
particular, pero no se ha demostrado la ley general enunciada.

Si. prescindiendo ahora de los valores numéricos de 10 y 
6, atendemos sólo á las propiedades comunes á todos los nú­
meros enteros, diremos: multiplicar 10 + 6 por 10 — 6 equi­
vale á repetir el multiplicando por sumando 10 — 6 veces; 
pero si repite 10 veces y después 6 veces, restando los re- 
sultadds, la diferencia contendrá al multiplicando 10 — 6 
veces, y'será el producto buscado; así pues

(Id + 6) (10 — 6) = (10 + 6) 10 — (10 + 6) 6.
Debenios efectuar ahora dos multiplicaciones: la primera 

(10 + 6) 10 se reduce evidentemente á repetir cada sumando 
10 veces; y la segunda (10+ 6) 6 á repetirlos 6 veces; luego

(10 + 6) (10 — 6) = 10 . 10 + 6 . 10 — 10.6 — 6 . 6,

u
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ó (10 + 6) (10 - 6) = 10*+ 6.10 - 10.6 - 62;
ñero 6 . 10 — 10.6 = 0;
u^o (10+ 6) (10-6) = 10--6'.

Fste razonamiento se apoya en una propiedad común á, 
todos los números enteros, que es la siguiente: el producto 
de un número por otro entero es una suma de tantos nuine 
ros u-miesal multiplicando, como unidades tiene el multi­
plicador- por consiguiente es aplicab e a todos los números 
enteros; ¿ero no á los fraccionarios ni a los inconmensurable^

Si queremos extender la ley á toda clase de númerosy que 
tenga el grado de generalidad de que es susceptible, repre- 
Sremús las cantidades por letras y apoyaremos el razo­
namiento en propiedades comunes a toda clase de números.

Vamos, pues, á demostrar que ,
(« + ¿) ^ — 6)= a- —6".

Considerando á a - b como un número, será
+ b) {a — b) = a — b) + b (a — b) 

ó (« + b) <a — b) = — b) a + Va — b, 
efectuando las multiplicaciones indicadas en el segundo 
miembro, resulta

<a ^b^Va — b}^ a1 -ab + ab-b- 
ó (¿ + ¿) Va-^ = a-— b\ ,

Ahora queda demostrada la ley con toda la generalidad 
nnsible según al principio la habíamos enunciado.
1 2.° Pr o b l e ma . Halta-r dos cantidades, conociendo la suma, 
u la di feroncia de las mismas,. .
' Sea 64 la suma y 12 la diferencia.

Si representamos por ® la menor de las cantidades, la 
mavor será a) + 12, y la suma de-las dos x + ^+12 o 
12-pero esta suma es igual, según el enunciado, á 64; luego

Restando 12 de los dos miembros resulta 
2a; = 52, 

de donde ¡z; = 26.
Siendo 26 la menor de las cantidades, la mayor sera 26 +

~ Los números pedidos son, pues. 26 y 38; pero estos núme­
ros no expresan la ley, con arreglo á la cual están construi­
dos por lo que tendremos necesidad de repetir los razona­
mientos anteriores, cuando se trate de resolver una cuestión 
de igual naturaleza que la propuesta.

use
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Representemos, ahora, por s la sumá dada y por d la dife­

rencia, y sea 3) la cantidad menor.
La mayor será x + d, y la suma de ambas x + x -4- d ó 

-¿o + a; como esta suma debe ser igual á s, tendremos:
2<z? —|— d = s.

Restando d de los dos miembros será
*iíx = s — d, 

de donde $ —
- . 2 ‘

Añadiendo á este valor la diferencia d tendremos la can­
tidad mayor, que será

= _1ZZ±±_2£ _ s^d
2 2 2 ‘

Las cantidades menor y mayor, que hemos hallado, pue­
den escribirse en la forma 1

Estas expresiones, llamadas Jórmulas, son las leyes de 
construcción de dichas cantidades, ó sea la representación de 
Jas operaciones que debemos efectuar con los datos del pro­
blema, para determinar las incógnitas.

Siendo las fórmulas reglas, escritas en lenguaje algebrái- 
co, para resolver los problema^ generales, pueden traducirse 
al lenguaje vulgar. Las que acabamos de obtener se tradu­
cen del modo siguiente:

Dadas la suma i, la dijereucla de dos entidades, la ma- 
ij o t  es -igual d la mitad de la suma mas la mitad de la di fe- 
veucia, y la menor á la mitad de la suma menos la mitad de 
la diferencia.

Por medio de la fórmula se resuelven todos los problemas 
que sólo difieren del propuesto en los valores particulares de 
los datos.

Para esto, se sustituye cada letra por el valor particular 
del dato que representa, y se efectúan las operaciones 
indicadas.

Por ejemplo, si la suma de las cantidades es 64 y la dife­
rencia 12, sustituiremos en las fórmulas s por 64 vd Por 12 
y obtendremos 1 ’

^1 = 26, ^+21 = 38.
* 2

u
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5. Los signos de la adición y de la sustracción son en Ál" 

gebra los mismos que en Aritmética. . ,
' La multiplicación se expresa también por el signo X ó 

por un punto. Sin embargo, si los factores son letras, se es­
criben unas ¿ continuación de otras sin interponer ningún 
signo.

Asi, el producto de las cantidades o, b, c se expresara por 
a X X c ó a . b . c, mas comunmente por abe.

Las sumas y diferencias indicadas, que entren como fac­
tores, se escribirán dentro de un paréntesis; por ejemplo, si 
los factores son a + b + c, 'd — e -V/ y el producto se 
escribe

(6? + b + c) — e +/) m.
La división se expresa por el signo : que empleábamos 

en Aritmética. Si el dividendo, el divisor ó ambos son sumas 
ó diferencias indicadas, se escribirán también dentro de un 
paréntesis; así el cociente de a — b + c por m se escribe

(í? — b + •' w;
el de a + b por m — u se escribe

{a + b) : (m — u).
Por último, las potencias y raíces se expresan como en 

Aritmética.
Cuando una cantidad se repite varias veces por sumando, 

se simplifica la escritura anteponiendo á la cantidad un nú­
mero que exprese las veces que está repetida por sumando. 
Este número se llama coeficiente; así

a + a se representa por 2íZ.
a9 b 4- a9 b 4- a9 b por 3íz 9 b.

El coeficiente de 2íz  es 2; el de 3íz ,j b es 3.
No debe confundirse el coeficiente con el exponente: 

aquel expresa las veces que una cantidad se repite por su­
mando; éste las veces que una cantidad se repite por factor. 
La expresión 3íz equivale á a 4- Q- 4~ a-» mientras que a0 es 
igual á a . a . a; si a vale 5, será

' 3íZ = 54-54-5= 15, 
a» = 5 . 5 . 5 = 125.

Una cantidad sin coeficiente expreso, tiene siempre im­
plícitamente el coeficiente uno.

En efecto*. íz 5 b = 1 X b = l«s b.
Una cantidad sin exponente, puede considerarse con el 

exponente two; así a = fí1.

SC
DC SAKÍlACO



214
6. Ex pr e s ió n  a l g e b r a ic a ó c a n t id a d  l it e r a l  es el conjunto 

d,e Darlas letras separadas por los signos de las operaciones.
Se llama así por ser la expresión,' en leng-uaje algebrai­

co, de una cantidad cualquiera.
^.a- b, 2a + 362, son expresiones algebraicas, que signi­

fican respectivamente
a . a . b + a . a . b, a-\-a-\-b.b-\-b.b-\-b.b.
, Por estos ejemplos se comprenderá que los signos alge- 

bráicos abrevian considerablemente la representación de las 
cantidades.

7. Ca n t id a d  r a c io n a l  es toda expresión algebraica que no 
contiene ningún signo radical.

' c4Tales son a — b, a1 b H---- - .

.. Ca n t id a d  ir r a c io n a l  ó  r a d ic a l  es toda expresión algebraica 
que contiene algún signo radical.

Por ejemplo, a 4- 3 \Z~b7
Ca n t id a d  e n t e r a  es toda expresión que no contiene ningún 

radical ni denominador.
8. Una expresión algebráica no ligada á ninguna otra 

por el signo de la adición ni por el de la sustracción, se 
llama monomio, ó expresión de un término; asi 3«6* es un 
monomio.

La cantidad literal compuesta de varios monomios liga­
dos entre si por los signos de la suma ó de la resta, se llama 
polinomio.

^íi' — V^ab H--- es un polinomio, compuesto 

de los términos 5«2, — j^ab , + ~ .

, Si el polinomio consta de dos términos, se llama binomio, 
si de tres trinomio qtc.

9. Va l o r  n u mé r ic o de una expresión algebraica es el nú­
mero que se obtiene sustituyendo las letrcis por valor es par­
ticulares, y ejectuando las operaciones indicadas.

Sea la expresión 5<z263c.
Si suponemos a = 4, b = 2, c = 1, el valor numérico 

será 5.42.23.1 = 640.
Sea el polinomio 2a36 — ab-0 —

u
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Si suponemos a = 2. 6= 1, los términos valen respecti­

vamente 16, 2, 1; luego el valor del polinomio es
16 — 2 — 1 — lo. .

Si suponemos a = 4, b = 2, el polinomio vale 
256 — 32 — 32 = 192.

VlDaloT wwmMco ele un póliuoW un Dana aUeranclo el 
órcMe sus téminos, siempre (pie couseTDeu estos sus signos.

Es claro que ,
(i -i- b — c — d = b — c + a — d, 

puesto que, sea cualquiera el órden en que se efectúen las 
operaciones, siempre a y b, que son sumandos, producirán 
en el resultado un aumento igual á sus respectivos valores, 

y CKÍ " 46

es de octano grado.
Es evidente que el grado de un monomio se obtiene su­

mando los exponentcs de sus letras. .i»Pe llamaossw de un polinomio, con respecto a una de 
sus Ir tras, al mayor délos exponentes de esta en el polinomio.

El polinomio 
aa- x* — 5^3 ,

es de cuarto grado, con respecto á la letra x, y de sexto, con 
1' ^Uifp^oí^iomio se llama h o mo g é n e o cuando todos sus tér­

minos son del mismo grado.. ,
El polinomio anteriores homogéneo. ,1n ^,.,1
Gr a d o de un polinomio "homogéneo es el grado de cual­

quiera de sus términos.
El último polinomio es de sexto grado.

11. Al descomponer un polinomio 
í? —|— b — c + d e 

en sus diferentes términos, cada uno de estos va precedid 
del signo que le ligaba al anterior; los términos del polmo 
mió propuesto son, pues, a, + b, — c, + d, — e.

Los que están precedidos del signo mas se llaman termi 
nos aditiDos ó positiDOS, y los precedidos del signo menos be 
llaman sustractiDos ó negatmos. . «nm&ienLos primeros tienden á producir en el valor numérico 
del polinomio un aumento igual á su valor, y los segund 
nnM™iEtérmino no está precedido de ningún signo, 
se entiende que es aditivo ó que lleva el signo mas.

u



LIBRO PRIMERO.
CÁLCILO ALfiKBRÁlCO.

CAPÍTULO PJRIMKRO.

OPERACIONES CON LAS CANTIDADES LITERALES 
' " ENTERAS.

I,—Preliminares y reducción de términos semejantes.

12. Las definiciones de adición, sustracción, multiplica­
ción y división dadas en Aritmética, son completamente ge­
nerales; por loque las adoptamosen Álgebra sin modificarlas.

Como en esta ciencia se representan las cantidades por 
medio de expresiones literales, en cuya formación es fre­
cuente que no haya analogía, ocurre muchas veces que las 
operaciones no pueden efectuarse, y nos limitamos á indi­
carlas por medio de los signos respectivos; pero otras veces 
se efectúan realmente, obteniendo resultados, que no permi­
ten descubrir cuáles hayan sido los datos.

13. Se llaman t é r min o s  s e me ja n t e s  los monomios compues­
tos de las mismas letras con iguales emponentes.

Los términos 5a3í? y — 3a32? son semejantes.
También lo son Tarx6 y — 6aV.
Propongámonos reducir á uño solo, los términos seme­

jantes de un polinomio.
Si 4íz 32?2 y 5tró2son términos de un polinomio, es eviden­

te que pueden reducirse á 9<z3.r2.
Los términos — 6a*^5 y — ^is8, también es claro que 

equivalen á — Sa*®’3.
, Luego, para reducir dos términos semejantes de signos 
iguales, se suman los coeficientes, y al resultado se antepone 
el signo de los términos.

Sean ahora los términos 9^3<57 y — 7(Z3<57; es evidente que 
9^7 _ 7a3¿7
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Sean 8«¿s y — 12^5 otros dos términos; es claro que 

8«^ — 12¿z¿5 = W — 8tz¿5 — 4«¿s,
y como 8¿z¿" — = 0,
ios términos propuestos se reducen á —; pero el coeñ- 
ciente 4 se hubiera obtenido restando 8 de 12; luego

Pava, reducir dos términos semejantes de signos contra­
rios, se restan los coeficientes, g al resultado se antepone eu 
signo del mayor. ' . .

Vamos á reducir los términos semejantes del polinomio 
_ 5al>6 + lab6 +

Como el órden de los términos no influye en el valor del 
polinomio, podemos reunir los términos semejantes, y sera 

o?P + Grí1 — + 1aP;
reduciendo ahora el primer término con el segundo, y el re­
sultado con el tercero, se obtiene para valor de los tres pri­
meros términos Qnid?; reduciendo igualmente los otros dos, 
resulta + W’; luego el polinomio queda reducido a

9íí5^ + 2tó¿6.
En la práctica, no se altera el órden de los términos del 

polinomio: lo mas breve es recorrer con la vista todos los 
términos y reducir Jos semejantes, á medida que se van pre­
sentando. sin escribir mas que el resultado final.

Así, en el polinomio
9aíc1 — Gax6 + -4- ^ax1 — 4í7^,

diremos: 9ax1 + 5<k s 7 = 14a®7,14ax7 — 6ax‘ = 8ax‘;
— 6ax6 — 4íz£g  = — IOímp6;

luego el polinomio reducido es
8ax7 — lOa»0.

Del mismo modo se encuentra
4íl85 _ 5íZ8¿ 4. 6(l8¿ = 5^

— 3«^° — 6ali»6 + 5«^ = 6a®3 — 9aV.

II.—Adición.

14. Supongamos que se quieren sumar las cantidades 2a, 
b y c5; es evidente que la suma es

2a + ¿ + c8.

u
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Sean las cantidades 3s?5 y 5^’: la suma será 

Sís 5 -J- 5^ = Sz15.
Si los sumandos son los polinomios 

a—b, — y 4a — 5c. 
observaremos que sumar los dos primeros es añadir á a — b 
el resuliado de efectuar las operaciones indicadas en 2cH- c—d: 
si llamamos R a este resultado, la suma de los dos primeros 

. polinomios será
a-b-VR ó R-\-a — b [9]; 

poniendo en vez de R el polinomio 2a 4- o — d, dicha suma 
se convierte en

2a 4~ c — d 4” a — b, 
y alterando el órden, en

a — b 4- 2c 4* c — d.
Por el mismo razonamiento se demostraría que la suma 

de a — b 4- 2a 4- c — d y del tercer sumando 4a — 5c es 
a — b 4- 2a 4- c — d 4- 4c — 5c, 

que es la suma de los tres polinomios propuestos.
Observando la composición de esta suma, se deduce la 

regla siguiente:
Para sumar varios polinomios se escriben los sumandos 

unos á continuación de otros, conservando á cada termino el 
signo respectivo.

En la práctica se efectúa la reducción de términos seme­
jantes, si los hay, la que se facilita colocando los sumandos 
unos debajo de otros."

Ejemplo. Sean los sumandos 13c5¿4 4- 6c4¿4- 7c¿G, 9cs¿4— 
13c4¿ — aP — 4c2¿ 7 y — 4a?b‘- 4- 2ab<,.

Disposición práctica.

13c^4 4- 6<z4¿4-7a¿6
9»^ — 13c4¿ — ab6 — 4a2¿7

— 4c5¿4 4- 2c¿6

u
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III.—Sustracción.

15. Es evidente que la diferencia de las cantidades 3« y 
^il^s cantidades son labe y la diferencia será 

nabe — *iabc = ^abc. ■
Supongamos que se trate de restar los polinomios

527 — 2y + 32 y 2^. —7y.
La diferencia será un polinomio que sumado con el sus- 

traendo produzca el minuendo; este polinomio es
5a; _ 2y + 3í — 22?8 4- 7?/.

En efecto: añadiendo el sustraendo 2^ — 7?/, se obtiene 
5a; _ 2y+ 32 - 2^ + 7y + 2278 - 7y,

que reduciendo se convierte en el minuendo; lueg’O
Para restar dos -polinomios se escribe el -minuendo y a 

continuación el sustraendo, cambiando el signo de cada uno 
de sus términos. ' . . .. •

En la práctica se efectúa la reducción de términos seme­
jantes, si los hay, lo que se facilita colocando el sustraendo 
debajo del minuendo.

Ejemplo. Restar los polinomios 8tó3 — 7(1^ — 6íZ8¿b y 
— oa-b.

Disposición práctica.

_ noM — 
— ^b

5alP — ^b — 6asbr

16. Conviene en muchos casos considerar un polinomio 
como la diferencia de otros dos.

Para conseg-uir este objeto, se forma el sustraendo con 
varios términos del polinomio, teniendo cuidado de cambiar 
el signo de cada uno. Así
5as_ 254-3c2—^a—75 4- 5c = 5¿z5—254- 3c1—(2« 4- 75—5c) 

«4-5 — c-Vd = a — (— b-V-c—-d). .
En efecto: si efectuamos las sustracciones indicadas en los 

segundos miembros, obtendremos los primeros.

u
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IV.—Multiplicación.

17. Tratemos de hallar el producto de dos potencias de 
una misma cantidad.

Sea «5 X a5. El factor a5 es un producto de tres factores 
iguales á a, esto es, acta; y el factor a? es también un produc­
to de cinco factores iguales á d, ó sea admui; luego el pro­
ducto d° X (i'' contiene al factor d tres veces mas cinco veces, 
ó sean odio veces; por consiguiente d? X

Podemos, pues, enunciar la siguiente regla abreviada.
Pdrd muítiplicar dos potencias de una misma, cantidad, 

se suman los exponentes.
18. Mu l t ipl ic a c ió n  d e  d o s  mo n o mio s .
Sean los monomios y ^bd.
El producto Sa-* l?c X 5«3 bd de dos productos indicados 

8. a". c y 5 . a? .b.d, es igual á 8 . a>. P . c . 5 . a'. b. d 
| Antm. 65, 179, 241]; como podemos alterar el órden de los 
tactores sin que el producto varié [Aritm. 67, 181, 241], 
será Wxc X ^b d = 8.5 . a? . a? . b* .b . c . d, 
6 8a5b*c X 5íz 3¿ d = 40íz 8<55c  d.

,, Para multiplicar dos monomios, se multiplican los coed- 
cuntesy se escriben d la derecha del producto todas las letras 
comunes al multiplicando y multiplicador, poniendo á cada 
tetra un exponente igual á la suma de los exponentes que 
ajcctan a la misma en los dos .fa,ctores. En cuanto d las le­
tras que entran en un solo factor, se escriben en el moducto 
con el exponente que cada una tiene.

Aplicando esta regla tendremos:
^arb^* X IW-Px = 48a4^W
9ae-Pcd X í^b'x = Wácdx

Es c o l io . Es  evidente que el producto de dos monomios es 
otro monomio que contiene por sí solo tantos factores litera­
les como el multiplicando y multiplicador.

19. Mu l t ipl ic a c ió n  d e u n  po l in o mio  po r  u n  mo n o mio .
Supongamos en primer lugar que todos los términos del 

multiplicando sean aditivos, y hallemos el producto de o, -4- 
b -f- c por el monomio m. '

Hemos demostrado en Aritmética [41, 173, 241] que
= cim-V-bm-Vcm.
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Consideremos ahora un polinomio que contenga términos 

aditivos y sustraetivos, por ejemplo — b + c.
Este polinomio puede escribirse en la forma, ía. 4- c) —■ b. 

y por consiguiente ser considerado como una diferencia in­
dicada, siendo a + c el minuendo y b el sustraendo. El pro­
ducto de esta diferencia indicada por un monomio m será

Vi + c) — bm, 
ó (it il  + cm. — bm = am — bm + cm.
luego — b 4- m = am — bm 4- cm-

Observando los resultados obtenidos en los dos casos que 
hemos estudiado, se descubre la siguiente regla:

Para. laaltVplicaT un polinomio por un monomio, se mul- 
bipHcan sucdivamente los términos del polinomio por el mo­
nomio, poniendo d cada producto parcial el mismo signo que 
tiene el término respectivo del multiplicando.

Es c o l io . Es evidente que los términos del producto no 
pueden reducirse; y que el producto de un polinomio por un 
monomio, es otro polinomio de igual número de términos 
que el multiplicando.

20. Mu l t ipl ic a c ió n  d e  d o s po l in o mio s .
Supongamos que los términos del multiplicando y del 

mu’tiplicador sean todos aditivos, ó unos aditivos y otros sus- 
tractivos; y tratemos de hallar el producto de

(a — b 4- o) (m -V-n — p1).
Si suponemos efectuadas las operaciones del multipli­

cando, y representamos por R el resultado, el producto pro­
puesto será

R Vu 4- n — p') = Vm 4- u — p) R;
pero, según el caso anterior,

(m -^-n — p1) R = mR 4- nR — pR 
ó R 4- n — p^ = Rm 4- Ru — Rp.

Poniendo ahora en lugar de R el polinomio a — b 4- c, 
se obtiene
(a—¿4-í) (w-4-w—P^= (a-b-i-c)m-\-{a—7J-}-c)n—{a—b-{~c)p.

Este resultado indica que para multiplicar dos polino­
mios, deben hallarse sucesivamente los productos del multi­
plicando por cada término del multiplicador, y poner á cada 
uno de estos productos parciales el signo que afecta al tér­
mino respectivo del multiplicador; por manera que los pro­
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ductos parciales del multiplicando por los términos aditivos 
'ni y n: entrarán en el producto total como sumandos, y los 
productos por los términos sustractivos. tales como -p, entra­
rán como sustraendos. Pero según la regla de la sustracción 
de polinomios, para restar el producto parcial (tó — ¿4- 
se deben cambiar los signos de todos sus términos; luego

Para niuUiplicar dos polinwniios, se efectúan sucesiva­
mente las multiplicaciones del multiplicando por cada tér­
mino del multiplicador, teniendo cuidado de cambiar los 
signos á todos los términos de los productos parciales, que 
procedan de multiplicar por un término negativo del multi­
plicador. Sumando después los polinomios obtenidos, -se 
halla el producto total.

Ejemplo. Multiplicar el polinomio ‘íaM—lab1 * * 4 + ob1 por 
AaP — bvv

En la práctica se. dispone la Operación del modo siguiente»

eá-b'-V- 4abs — E
— 42¿z5¿* + ‘SOoVP

V2a7'b’‘ — ^a^ + 20¿z^6
— 3^-1- 1ab6 — 5b1

— 30^— 4- lZ1aP "-5P
21. Se desprende,, de las reglas dadas para multiplicar 

un polinomio por un monomio ó por otro polinomio, que el 
producto de un término del mutiplicando por otro del mul­
tiplicador tiene el signodel primero de estos términos, cuan­
do el segundo es positivo, y el signo contrario, cuando éste 
es negativo.

Así, en el ejemplo anterior» el producto del término po­
sitivo 3a2¿ por el positivo Ga^-b- es positivo; el producto del 
término negativo — laP por el positivo 6as¿2 es negativo; el 
producto del término positivo ^b por el negativo — b* es 
negativo; y finalmente, el producto del término negativo 
— ”ab- por el negativo — es positivo.

Este resultado suele expresarse abreviadamente diciendo:
4- 'multiplicado por 4- da 4­
— multiplicado por 4- da — 
4- multiplicado por — da — 
— multiplicado por — da 4-

Y observando que mas por mas da mas, y menos por me­
nos da mas, se dice:

u
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signos iguales danproducto 'positivo:

y como menos por mas da menos, ^mas^oi' menos da menos, 
se dice también: .

signos contrarios dan producto negativo.

En la práctica nos serviremos de esta regla para hallar 
los signos de los términos de un producto.

22. . A fin de facilitar la reducción de términos semejan­
tes, el muy útil draenar los términos del multiplicando y 
del multiplicador por las potencias crecientes ó decrecientes 
de una letra, que en tal concepto se llama letra ordenatriz ó 
principal.

El polinomio Tal)6 — — l)1 » ordenado
por las potencias crecientes de ó, será

' 5(t4¿5 — 2ít5¿4 — + Tal^ — b1.

Obsérvese que también resulta ordenado por las potencias 
decrecientes de a. ,

Si la letra ordenatriz entra con el' mismo exponente en 
varios términos, se escriben estos unos debajo de otros, pres­
cindiendo de dicha letra, la que se coloca después á la dere- ‘ 
cha del primer término interponiendo una raya vertical.

Si queremos ordenar el polinomio -p b — c — 5^3¿3 
H- ‘ía7'b 4- a-b -j- a71^, por las potencias decrecientes de a, se 
escribirá en la siguiente forma.

b7- d? — 5¿2 a? + b
4- 6¿2 _i_ 1) —c 
■4~ 2¿ .

Las cantidades colocadas á la izquierda de la raya verti­
cal, se consideran como coeficientes de la letra ordenatriz: el 
coeficiente de a? es ¿5 6¿2 2^. .

Vamos á multiqlicar los polinomios

y a^x—a^bx-Va^-^ab®-.

Ordenaremos los factores con relación á las potencias de­
crecientes de x, y será

u SC
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Multiplicando. i

Multiplicador. -4-a 5 \.c
_-2 ¡̂l _ aíf. ¡

iiociucto por ar>
1^2 _

-2a6\ _2a^
4- 2a¿4

Producto por 
a3 \®

-a^

O)s + 2^« 
- 3^ 
— 4a:1b 
H-6a*^ 
+ <t6 
- aH3 
— aPo 
+

a?
— 2a6b

4" 2/77 
— uaób 
— 2a»l) 
4-M2

^4-<7*
-aH

a3

Producto . — 
total. 4- 2ab*

— Síz 5^ 
4-6<z^2 
— «3^“’ 
+

^54-3^7 
— "ia6l> 
4-3^?

aP 4— a8 
— a'b

a;

& í 1/ su producto están or-
áe una misma letra, el prim-'r 

termino del producto reducido es el resultado de multi-nlícar 
tS^dor^Tp?^^1 el primero deímul-
^ernu t^i^ producto es el resultado
de multiplican los últimos términos de los factores.

, En efecto: la proposición es evidente antes de reducir los 
uohnnml^nn^1116^ ?hor-a bien’ suPoniendo ordenados los 
nrimAr?c 2P r as P°íenoias decrecientes de una letra, los 
Stn! a ánimos de los lactores contendrán la letra orde- 
natuz con mayor exponente que los demás, luee-o antes de 

lo,s ^^unos semejantes, el primer termino del pro- 
nn^in^ ian?e?a le-tra ordenatriz con un exponente mayor 
que los demás teiminos, por consiguiente ninguno de éstos 
m^íX^anóf1186 e0I¡ Primero ni anteponérsele. De una 

^ 1̂TÍga4.pOdr-amOs Tronar sobre el último término;
o- fnn0 +p m.er ^rmino y el ultimo no esperimentan nin- 
^una alteiación al reducir los términos semejantes lo que “? ParoP°sici?n ociada es ¿nbien cierta 
uespues de efectuar dicha reducción.

D+e aquj‘ iSe desPrende que el producto de dos po- 
d^Sd^q nienos de dos términos, luego elpro- 
di.cto de dos polinomios es otro polinomio.

u
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24. Te o r e ma . El producto dedos ^lolluomioshomogéneos es 

también, homogéneo, y su grado es igual d la suma de los 
grados de los\factor es. '

En efecto: antes de efectuar la reducción de términos se­
mejantes, un término cualquiera del producto es el producto 
de un término del multiplicando por otro del multiplicador, 
y contiene por sí solo tantos factores literales como los dos 
términos mencionados; pero el número de factores de los 
términos es el mismo en cada polinomio, luego también lo 
será en el polinomio producto. Además, la reducción de tér­
minos semejantes sólo altera los coeficientes, por manera 
que el producto, después de reducido, seguirá siendo homo­
géneo y del mismo grado que antes de la reducción.

25. Las siguientes expresiones, de frecuente uso en las 
Matemáticas, son consecuencias de la regla dada para mul­
tiplicar dos polinomios.

(a + 6^ = ^2 _|_ 4- ¿a
Va — ¿j2 = a- — 'Zab 4- b- 
Va 4- Va—

Su traducción al lenguaje vulgar es la siguiente:
El cuadrado de la suma de dos cantidades es igual d la 

suma de los cuadrados de dichas cantidades, mas el duplo 
del producto de las mismas.

El cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual 
d la suma de los cuadrados de dichas cantidades, menos el 
duplo del producto de las mismas.

La suma de dos cantidades multiplicada por su diferen­
cia es igual á la diferencia entre los cuadrados de dichas 
cantidades.

V.—División.

26. Se llama cociente exacto de dos cantidades literales, 
la expresión algebráica entera que multiplicada por el divi­
sor produce el dividendo.

En este caso la división se llama también exacta ó com­
pleta, y se dice que el dividendo es divisible por el divisor.

Pero si no existe ninguna cantidad algebráica entera que 
multiplicada por el divisor reproduzca el dividendo, la divi­
sión se llama inexacta ó incompleta.

15
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27. Trat^mns de Imllar el cociente de dos potencias de 

una misma cantidad.
Sea a8 : a T\
El dividendo a8 es un producto de ocVn factores iguales á 

a: pero á la vez es el producto del divisor a"\ que contiene 
veces al factor a. por el cociente, que evidentemente 

será un producto de c ímo  factores; fiero ningún factor del 
cociente puede ser distinto de a, pues si el cociente tuviese 
un factor b, entraría este factor en el producto del cociente 
por el divisor, esto es, en el dividendo; luego el cociente 
consta de cinco factores iguales á a, -y es por consiguiente a1.

Podemos, pues, enunciar la siguiente regla abreviada.
Parn (tinidir Üu.s potencias de una ¡nisma cantulad, se 

restan ¿os exponentes.
28. D1VISIOX DE DOS MONOMIOS.

Sean los monomios y 6a:,//‘c.
El cociente es también monomio, puesto que un polino­

mio multiplicado por el divisor, daría para dividendo otro 
polinomio 119, Escolio]. Recordando la regla dada para mul­
tiplicar dos monomios, observamos que el coeficiente del 
cociente es un número que multiplicado por 8 da 40. juego 
es 40 : 8 = 5; el expolíente de a. dehe serial que sumado con 
5 dé 8, luego es 8 — 5 — 3; del mismo modo el expónente 
de b en el cociente es 7 — 6 = 1, el de e. 4 — J = 3: v el 
factor (1 que no entra en el divisor debe entrar en el cocien­
te, luego este es Wbc'd.

Para diridir dos monomios, se dividen los coeficientes, y 
se escriben á la derecha del cociente las letras*comunes al 
dividendo y divisor con exponentes iguales, d la diferencia 
de los exponentes que tienen las mismas en los monomios 
propuestos. En cuanto d las letras que solo entran en el divi­
dendo, se escriben en el cociente con sus mismos exponentes.

Aplicando esta regla se obtiene
: Bab5^ = 5a*bd, 

^¿a%b*cod : \4aPc = ^a^c^d.
En el segundo ejemplo se presenta el factor b° como ex­

presión del cociente de bx : b1, y debiendo ser el exponente 
un número entero, la expresión b8 carece de sentido.

, Sin embargo, observando que b* : bK = 1, podremos ad­
mitir en el cálculo la expresión 5° como representando la 

u
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u-íiidad, y obtendremos de este modo mayor generalidad en 
las reglas, y la ventaja de conservar, si así conviene, en las 
expresiones" algebráicas aquellas letras que la división hace 
desaparecer.

La regla del número 27 supone que el exponente de una 
letra en el dividendo es mayor que el de la misma en el di­
visor; pero convendremos en hacer dicha regla extensiva al 
caso en que estos exponentes son iguales, y admitiremos que 

am : am = am-m = a°, 
y como am : am = 1, resulta a° = 1.

Admitiremos, pues, convencionalmente que toda ca?iti- 
dadcou ejjpoueute cero es un símbolo que Tepresentála unidad.

29. Según la regla anterior, para que el cociente de dos 
monomios sea exacto, se necesita y basta: l.° que el coefi­
ciente del dividendo sea divisible por el del divisor; 2.° que 
todas las letras del divisor entren en el dividendo con expo­
nentes iguales ó mayores.

Si no se veri tica tiestas dos condiciones, el cociente no 
puede ser entero, y se expresa en forma de fracción, la que 
se simplifica suprimiendo los factores comunes al dividendo 
y divisor.

Eje mpl o s .

1/ •- ^ab^d8^

2.' 20ab3c : 32#^

la8^^ _  la'bd'

20a¿5c _ 5
32«W — "8^"

30. Div is ió n  d e  u n  po l in o mio  po r  u n  mo n o mio .
Para dividir un polinomio por un monomio, se dividen 

sucesivamente todos los términos del polinomio por el mono­
mio, poniendo á cada cociente parcial el mismo signo que 
tiene el término respectivo del dividendo.

Sea a — b 4- c el polinomio y m el monomio.
Decimos que

{a — b -y c) ' m — a m — b • m -V c • m.
En efecto: si multiplicamos el polinomio 

a : m — b : m -j- c : m 
por el divisor m, para lo cual basta multiplicar cada térmi­
no del polinomio por m [19], y observamos que (¿z : m} m = 
a, (b: m) m = b etc., el producto será el dividendo a — 64-c; 
luego a : m — b : m + c : m
es el cociente buscado.



Sp deduce de la reírla anterior í|ue la división do un poli­
nomio por un monomio será exacta, si todos los términos del 
polinomio son divisibles por el monomio. En el caso contra­
rio,se escribirán en forma fraccionaria las divisiones inexactas.

Ej e mpl o s .
1 .° (21tz5¿5 — CW + 3(z6¿) : 3/? = -i-

2 .* (25íz 4^ — 21«° + lOfliV): 2íírv?.

31. Div is ió n  d e  d o s  d o l in o mio s .
Es conveniente recordar que el dividendo es el producto 

de multiplicar el divisor por el cociente. Si suponemos orde­
nados el dividendo y el divisor por las potencias decrecientes 
de una letra, y que el cociente se halla ordenado del mismo 
modo, el primer término del dividendo es el resultado de 
multiplicar el primer término del divisor por el primer tér­
mino del cociente [23|: lueg-o

, BiDidieudo el -primer término del dividendo por el primer 
término del divisor, se obtendrá, elprimer término del cociente.

Pero el dividendo es la suma de los productos parciales 
que resultan de multiplicar el divisor por cada uno de los 
términos del cociente; si de esta suma restamos el primer 
producto parcial, esto es, el producto del divisor por el pri­
mer término del cociente, el resto será la suma de los demás 
productos parciales, esto es, la suma de los productos del di­
visor por el seg-undo, tercero, cuarto etc. términos del co­
ciente; por consig-uientq' el primer término del resto reduci­
do, será el producto de multiplicar el primer término del 
divisor por él segundo término del cociente [23]; lueg-o

, Dividiendo el.primer término del resto por el primer tér­
mino del divisor, se obtendrá el scpundo término del cociente.

, Si del dividendo, disminuido en el primer producto par­
cial. restamos él seg-undo de estos productos, que se obtendrá 
multiplicando el divisor por el seg-undo término del cociente, 
el nuevo resto contendrá los demás productos parciales, esto 
es, será el producto del divisor por el polinomio que forman 
el tercero, cuarto etc. términos del cociente; luego

Dividiendo el primer término del segundo resto por ol 
primer término del divisor, se obtsndri^ el tercer término det, 
cociente.
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Continuando de este modo, llegaremos á un residuo cero, 

en cuyo caso la división será exacta y habrá terminado, 
puesto que del dividendo se habrán restado los productos del 
divisor pqr cada uno de los términos del cociente, y habien­
do obtenido el resto cero, el dividendo es igual al producto 
del divisor por la suma de dichos términos, que constituirán 
el cociente exacto; ó bien obtendremos un residuo cuyo pri­
mer término contenga la letra órdenatriz con un exponente 
menor que el que afecta á dicha letra en el primer término 
del divisor, en cuyo caso daremos por terminada la opera­
ción; porque'el término siguiente del cociente no poilrá ser 
entero, y por consiguiente la división será inexacta. ,

En la división inexacta el último resto se llama residuo, 
y el cociente es incompleto ó entero; para que sea exacto es 
necesario añadirle la expresión del cociente de dividir el re­
siduo por el divisor.

Nos falta averiguar los signos que deben tener los dife­
rentes términos del cociente. , ,

Sabemos [21] que el producto de dos monomios es positi­
vo, cuando los monomios tienen el mismo signo; y negativo, 
si tienen éstos signos contrarios; luego reciprocamente, si el 
producto de dos monomios es positivo, tendrán el mismo 
signo, y si dicho producto es negativo, tendrán signos con­
trarios: por consiguiente

si el dividendo es positivo y el divisor positivo, el cociente es positivo, 
si el dividendo es positivo y el divisor negativo, el cociente es negativo, 
si el dividendo es negativo y el divisor positivo, el cociente es negativo, 
si el dividendo es negativo y el divisor negativo, el cociente es positivo.

Este resultado suele expresarse abreviadamente diciendo
-b- dividido por + da +
-j- dividido por — da — 
— dividido por + da — 
— dividido por — da +

Y observando que mas dividido por mas da mas, y menos 
dividido por menos da mas, se dice:

signos iguales dan cociente positivo:
y como menos dividido por mas da menos, y mas dividido 
por menos da menos, se dice también:

signos contrarios dan cociente negativo.
En la práctica, para hallar el signo de cada término del 

cociente, nos serviremos de esta regla, que como puede ob­
servarse, es la misma dada en la multiplicación.

u
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Los razonamientos hechos en este número, conducen á la 

regla siguiente:
, Para, dividir das polinomios, se ordenan por las potcn- 

wii'Smo- letra, y dividiendo el primer término del 
onvidendo portelpñmero del divisor se obtiene el primero 
del cociente. Se multiplica pI término hallado por el divisor, 
y el producto se resta del dividendo: dividiendo después pl 
ymm.er termino del resto por el primero del divisor, se obtie- 
'íie el segundo término del cacient6. Se multiplica este térmi­
no por el divisor, 1/ el producto se resta del pripxer resto: 
divuliendo después °l primer término del rpsto por el primero 
del divisor, se obtiene el tercer término del cociente. Se con- 
tmúa del mismo modo hasta, obtener un residuo cero, en cuyo 
caso la operación esta, concluida, ó uno cuyo primor término 
'no^ sea divisible por el primero del divisor: en este cuso se 
aTtaae al cociente entero una fracción, que exprese el cocien­
te del rpsiduo por el divisor.

32. Es muy útil, para la completa inteligencia del razo­
namiento hecho en el número anterior, comparar las si­
guientes operaciones.

Mu l t ipl ic a c ió n .
Multiplicando.......... 3a6 — arb -V2ahb'
Multiplicador...........  axP — a^P
l.er producto parcial. ^aW^a^P^cfp

id. id.... ^P— a^P+^P
3 - ld- id...._____ —^P-Vo^P — ^alP
Producto total.......... 6®*'^*+ a>^ +3"^T—

Div is ió n .
..... ^a»P-V a'aP -Via?P—^a1P ^-a^b-V^P^.

Ler prolpaic.^Gs^Z^^JÉÍ^___________  
i,r reslo.... ^P^AalP^ñfp^pP
2 .° prod. parcial SatoP— a^P-Y^P

resto  ' ' —3®6¿6+ (^P—^P
3 .er prod. pare. -^p-v a8P—2a1P
5.er reslo.... o

Vemos que el dividendo es el producto total, y el divisor 
y cociente son los factores; los productos del divisor por los 
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términos 16 2.° y 3.’ dsl cociente, son respectivamente los t.rminos , g el (||Vu]en.lo es ia SUma de
FoTtres proihictos p^ciSeZ el primer resto es la suma de 
dos v el secundo resto es igual al tercer producto pai i-ial, 
por’último” obsérvese que habiendo restado < l’> 
sucesivamente los tres productos parciales del divibüi por el 
cociente,.el resto es cero; luego el polinomio

2^¿4 +
es el cociente exacto.

33. Para restar del dividendo ó de un resto el. producto 
del divisor por un término del comento, se cambiaii los hig- 
nos del producto á medida que se va obteniendo, y se hace 
desnues la reducción de términos semejanres. -

El primer término del menmonado producto es sminpre 
in-ual al primer término del dividendo o resto iespeeti\o, y 
lo anula al efectuarse la reducción; por lo que se suprime ó 
tacha desdé luego, y se multiplica el termino del cociente 
rior los del divisor á partir del segundo de estos. . .

La operación se dispone como en los ejemplos siguientes.
j— 1W 4- 22ñ3¿64-48í?¿7 g^-Y^b71-^ 

_ 4. 6^55 a-ó
— 5a4b4 — 13^

4- 5¿83¿8 — 30^^

4- 8ff9¿u—481^

0

2/ Dividir el polinomio
por —5a4a).

Ordenados los polinomios por las potencias decrecientes 
de a, tendremos
4^ _ 18^4 4- 22a$a^ — 4- .

10a6^4 2í88^ — 4«^* 4-3,5
— SA*

— 20aíi^s
2^ 

ofl4^6____  .
2íí4^ 4- as1

u
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Conteniendo 2/7.*xfi ¡a letra ordenatriz con menor expo­

nente que el de la misma letra en 2íi\ el cociente de estos 
monomios no puede ser entero, y suspendemos por tanto la 
Operación.

La parte entera del cociente es ‘ia-x4— 4ax4 + x4, y para 
obtener el exacto, falta añadir el resultado de dividir el resi­
duo 2<zV + x1 por el divisor; por consig-uiente el cociente

9íf4J)^ I 'r"completo será 2a2a;3 — Aax4 + x:i --------——___

34. Si la letra ordenatriz entra en varios términos con el 
mismo exponente, se ordena el polinomio en la forma expli­
cada en el número 22, y se considera el conjunto de los tér­
minos que contienen una misma potencia de unaletra, como 
un sólo término, cuyo coeficiente es el polinomio situado a 
la izquierda de la r^a vertical. Para efectuar la división del 
primer término del dividendo ó de un restp por el primero 
del divisor, se dividen separadamente los coeficientes, y des­
pués las potencias de la letra principal.

Ej e mpl o .

«6
4¿2 —3^¿5

-V^

— ÍZS

^‘4-2a4
— ‘̂a-b7'

+2^G
a?4— a4

—2ab
3P

-2^| -b7 I

+2¿| -2^|

—2«^ 
+2^4
+ ÍZ5 
—2<z3¿5 
—^a-b
-Hb'*

—3íz -¿5 
4-2¿6

— a?
+ arb7- -^ab-
-V^a-b7'
—2¿¡6

x1

0

u s
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L*

2.*

—\b- (V*—
-V^Z> íí54-2¿

4-4^ 
, 0 '

s»—2a 5^3—2¿z9¿4-454

—Za^5

o"5—25
fl-—2¿3

"o"

35. De la regla dada para dividir dos polinomios y del 
principio demostrado eu el número 23, se deduce lo si­
guiente: . .

La clmsiou ele ¿los 'polinomios no es exacta, si el primer 
término del dividendo no es divisible por el prinrro del di­
visor, -y el último término de aquel por el primero de este; ó 
si se presento, algún resto, cuyo primer término no sea divi­
sible por el primero del divisor.

36. Te o r e ma . Si se divide el polinomio
_{_ pxm-\ _|_ 4- .... -\-Kx + L,

ordenado por las potencias decrecientes de x, por el binomio 
x — a, el residuo de la división será el polinomio que resul­
ta sustituyendo xpor a en el dividendo, esto es,

Aam 4- + Ca^-V.......-\-Ka-\-L.
En efecto: supongamos que se efectúa la división del po­

linomio propuesto por x — a; el primer término del cocien­
te es Axm : x = Axm"‘; multiplicando este término por el 
divisor, resulta Axm — y restando este producto del 
dividendo, el término Axm se anula, y resulta para primer 
término del resto

Bxm~v -t-oAx"1-* = (B-\-aA^ xm-*, 
donde vemos qu^ el exponente de x ha disminuido en una 
unidad. . . .

Continuando la división, el exponente de x disminuirá 
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en una unidad, pnr lo monos, á cada resto; luego llegaremos 
ú obtener un resto independiente de a?, que será el residuo 
de Ja operación.

El cociente entero, que representaremos por Q, será, un 
polinomio en 2;, y el residuo R podrá ser cero, si la división 
es exacta: pero en cualquier caso tendremos:

B»1*-1 + ------ +Z=(2?—(?) Q 4- R,
siendo el primer miembro de esta igualdad el resultado de 
las operaciones indicadas en el segundo.

Si damos á $ un valor particular cualquiera, es evidente 
que los dos miembros de esta igualdad adquieren valores 
iguales; supongamos, pues, = a. El primer miembro se 
convierte en

Aa?' + Bam-X + Cam-- +... + Ka+L:
el factor $—a del segundo miembro, se reduce á a— a = 0, 
el factor Q adquiere un valor particular cualquiera, que 
multiplicado por cero dá cero, y R no se altera, porque no 
contiene la letra x; tendremos, pues,

Aa" 4- Ba-"'1 + Ca^-+.... 4- Ka+L^R.
Igualdad que demuestra la proposición enunciada.

37. Co r o l a r io s . 1.” Si el ■polinomio Ax"‘4- Bxm-I4-Cxm-5 
’-r.... 4-.KX4- L se reáuce a cero poniendo a en lugar de x, 
dicho polinomio es divisible por x—a.

En efecto; el residuo de dividir AxmA-Bxm",4-C'x,n-t 
4- • • • 4" ^47L por es Aam 4- Bam-1 -j- Ga^+....  
4-Á(?4-Z; si este residuo es cero como suponemos, el po­
linomio es divisible por;p—a.

2 .° Recíproco del anterior. Si el-polinomio Ax,"4-Bxm_‘ 
4-Cx",-,4- ...4-Kx 4-L es divisible por x—a, dicho poli­
nomio se redice á cero poniendo a en lugar de x.

En efecto: el residuo es Adm-\-Ba?n-v-\-GaR"'-V •••• 
-\-Ka--\-L, y este residuo es cero por hipótesis.

3 .° La diferencia entre las potencias de igual, grado de 
dos cantidades, es divisible por la diferencia de éstas can­
tidades.

Vamos á demostrar que xm—am es divisible por x—a.
. Si en —a,n hacemos x=a, se convierte en a’"—am=0: 

luego xm—am es divisible por x—a.
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Dividamos ahora estas cantidades.

/ym •—1('" l2P — U __ _____ _  _ _

(í^m-2

0
El primer término del cociente es (6W : y se obtiene 

disminuyendo el expolíente de :v en una unidad. Como el 
dividendo no tiene mas término en ® que el primero y este 
desaparece en la primera sustracción, el primer término < e 
cada resto ser;i el producto, cambiado el signo, del segundo 
término del divisor por el último hallado en el cociente; al 
dividir el primer término del resto por s, disminuye el ex- 
pónente de esta letra en una unidad; luego Mo un temuno 
del cociente se obtiene el siQidente muitiphcanclo (tq uel w 
a j disidiendo por x, ó lo que es lo mismo, aumentando el 
capónente de a y disminuyendo el de x en una umdad.

Ej e mpl o .

-|- aai'A-a^-V^^ar14- 4- a^-Va^ 4- a\
ji—a

CAPITULO SEGUNDO.

CANTIDADES NEGATIVAS.

38. En los polinomios que hemos considerado hasta aho­
ra, el coeficiente y las letras de cada monomio tienen un 
valor absoluto, independiente de los signos mas y menos; 
solamente el término, considerado en su conjunto, va pre­
cedido de uno de estos signos, los que indican, no un modo 
de ser del mismo, sino el concepto bajo el cual enti'a en la 
composición del polinomio, esto es, el signo mas, puesto 
delante de un término, indica, como en Aritmética, que 
dicho término debe sumarse, y el signo menos, que debe ser 
restado.

u SC
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Así, las expresiones. 

a + b y a—b .
se cotí Tí dt ^116 ei vaIor numérico de a debe sumar­
. g u el de b. la segunda, que del valor de a debe restarse 
• 1 de b: por manera que cada una de estas operaciones tiene 
su modo particular y propio de ser indicada! Sin embalo 
se^compren.le que seria muy ventajoso reducir las expre-ao- 
.es queuos ocupan aúna sola, lo que puede cbnse^uíse

mediante ciertos convenios. GUHsee mise
Estos son:

1 .° Cada letra puede ir precedida del signo mas ó del 
•^yno menos, esto es, en las cantidades podemos considerar como se ha heeh0 en ddi,- 
mas el signo, lo que es propio del Álgebra. ’ '

2 . . Las operaciones con cantidades aisladas precedidas 
del signo mas ó del menos, se efectuaran como si dichas cu­
tida aes fuesen términos de un polinomio.

En \irtud de estos convenios, la expresión
a-Vb

XTutostod^vrntesuma.y,ladiferencia de los valores 
la expSión S‘ 6 65 UUa fiantidad

. (+^)=n4~b,
preSionseec™^enÍendO 61 de 1» ex-

+ (—b^=a—b.
teJ"P™8'amos'ahora'cllle«+¿ se eleva al cuadrado, y

{a + b^=a- -f- 2ab 4- b1. [1]
Esta fórmula encierra también, en virtud de los conve­

nios anteriores, la siguiente
(a—

En efecto: suponiendo en [1] que 6 es negativa 
(« + (—. —6-k-f_6\2 

(a-í)2=a2_2a6+¿»i' ' ’
será

ó
39.

[l.cr convenio]
[2.° convenio]

Los mencionados convenios no deben ser admitidos 
sin asegurarnos antes de que los insultados d que puedeu 
conducirnos sou siempre exactos. 1 1 “ ¿

A este fin, demostraremos algunas proposiciones.
i. en uu polinomio entero se sustituye una letra a

u
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__ a v los operaciones indicadlas que 'resultan se e fec­

túan del modo dicho en el 2." congenio, el uvero 
sólo se diferencia del propuesto en los signos de los te¡ muios 
que contienen potencia impar, de dicha letra.

Considerando las expresiones
= o . a . a.... y (—¿¿)’n= — o. —a. a..., 

se vé fácilmente que cada dos factores dan producto positivo, 
tanto en una como en otra potencia [21], luego si el numero 
de, aquellos es par, serán ambas positivas; pero si dicho nu­
mero es impar, multiplicando todos los factores menos el ul­
timo los productos serán positivos, y como dicho ultimo lac- 
tor es positivo en una de las potencias y negativo en la oti-a, 
la primera será positiva y la segunda negativa. .

Se°nin esto, los términos que contengan una potencia 
par de”a, no varían por el cambio de signo de esta letra; y 
los que contengan una potencia impar, cambian designo; 
puesto que un término positivo2«■’^ se convierte en 2. O'. b 
S —O(V'6, y uno negativo —t2.a?l) se convierte en —2 . —a."O

— Además, es evidente que los términos independientes de (L 
no sufren alteración; luego el teorema enunciado es cierto.

2/ Si se suman ó restan varios polinomios, g se repita 
después la misma operación con los que se obtengan sustitu- 
gendo una letra a por -a en los propuestos, el segundo re- 
‘sultado puede deducirse del primero haciendo en este la, 
-misma sustitución.

En efecto: sustituyendo una letra a por — a en los poli­
nomios propuestos, y efectuando las operaciones indicadas 
que se presenten, del modo dicho en el 2. convenio, resul­
tarán otros polinomios que se diferenciarán de los dados en 
los signos de los términos que contengan potencia impar 
de a |Proposición l.1]. Sumando ó restando los polinomios 
propuestos, y después los segundos, los resultados se com­
pondrán, ántes de la reducción, de los mismos términos; en 
cuanto á los signos, sabemos que en la suma son los mismos 
que tienen los sumandos, y que en la diferencia, cambian los 
signos del sustraendo; pero como esto suceda en las dos sus­
tracciones que comparamos, los términos iguales que tuvie­
ran el mismo signo ó signos contrarios, ántes de etectuar las 
sustracciones, tendrán también en los restos signos iguales o 
contrarios; luego los resultados de las- dos adiciones o sus­
tracciones, sólo se diferencian en los signos de los términos 
que contienen potencia impar de a.

u



Al hacer la reducción de términos, semejantes, los que 
contienen una mi,>ni i potencia impar de ü  $e pueden reducir 
sumando ios positivos separadamente de los negativos: si w 
és el cosñciente de la primera suma y h el de la segunda, 
'TfL—u será ei coeficiente de ios términos reducidos, suponien­
do m H> u; pero los términos positivos que en uno de los re- 
suitados han dado m, son negativos en el otro; y los negati- 
a o s  del primero, que han dudo a, son positivos en el segun­
do; por consiguiente — es en este el coeficiente de los 
términos reducidos, que evidentemente se diferencia de w —il  
tan sólo en ^1 signo. En cuanto A los términos que no con­
tienen potencia impar de a, es evidente que después de l i 
reducción serán iguales en ambas sumas ó diferencias, tanto 
en valor como en signo.

Vemos, pues, que el resultado de sumar ó restar los poli­
nomios trasformados, solamente se diferencia del de sumar ó 
restar los propuestos en los signos de los términos con poten­
cia impar de íz; luego aquel puede obtenerse sustituyendo 
en éste la letra a por — tó. [Propr-úcion 1/]

3/ íSi se muU^Ucaiy dospnlwonüos, i/ se repite después 
la. misma oy^eración cou l)s ^ue se obtengan sustituyendo 
lina letra a por — a en los propuestos, el 'segundo producto 
puede deducirse del primero naciendo en éste la misma sus­
titución. '

, En efecto: en la multiplicación de dos polinomios, cada 
término del producto, considerado ántes de la reducción, se 
forma multiplicando dos monomios, uno del multiplicando 
y otro del multiplicador; por consiguiente los dos productos 
que nos proponemos comparar constarán de los mismos 
términos.

Examinemos los signos de estos productos parciales en 
los tres casos que pueden presentarse: L° que ninguno de los 
monomios contenga potencia impar de a; 2.° que uno la 
contenga y el otro no; 3.° que los dos la contengan.

En el primer caso, los monomios del producto propuesto 
y los iguales á estos en el otro producto, tienen respectiva-- 
mente los mismos signos; luego después de multiplicados 
entre sí, darán valores iguales en valor y en signo, y la po­
tencia de a, si la hay, será par.

En el segundo caso, el monomio sin potencia impar de a 
entra en el multiplicando ó en el multiplicador de las dos 
operaciones con el mismo signo, y el monomio con potencia 
impar de dicha letra, entra en él otro factor, pero con el
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sifí-no mas en una de las operarinnes y el menos en la otra; 
luego los rebultados de multiplicar estos monomio, tendían 
signos contrarios; y la. potencia de a es impar.

En el tercer caso, los monomios de la segunda operación 
tienen signos contrarios á los de los monomios igualés de ,1a 
primera: si en esta son los dos positivos, en la segunda seian 
Jos dos negativos, y los productos tendrán ambos el mismo 
signo, que será el más; si en la primera es positivo mío de 
los monomios y el otro negativo, en la segunda serán res­
pectivamente negativo y positivo, y por tanto los productos 
tendrán también el ml-mio signo, que sera el menos. En 
cuanto á la potencia de a es par en 'o > dos productos.

Vemos, pues, que los términos iguales de los productos 
tendrán el mismo signo, si son independientes de la letra (L 
ó la contienen con exponente par, y signos contrarios, si 
dicho exponente es impar;, además sabemos que después de 
la reducción sucederá lo mismo [Proposición 2. ]: luego el 
resultado de multiplicar los polinomios trasformados, sola­
mente se diferencia del de multiplicar los propuestos en los 
signos de los términos con potencia imp?ir de a: por lo tanto, 
aquel podrá obtenerse sustituyendo en éste la letra a por—¿i 
[Proposición l/J. .

4/ se di-DÍdew dos 'polinomios, p se repite después la, 
prisma operación, con los que se obtenqan sustitu^enaq a, por 
_ ;l en los propuestos, el nuevo cociente puede deducirse del 
primero haciendo en este la misma sustitución. ,

La división de un monomio por otro da lugar a los mis­
mos casos que la multiplicación, y las consecuencias son las 
mismas. Por otra parte, la división de dos polinomios se re­
duce á tres clases de operaciones,, que son: dividir un mono­
mio por otro, multiplicar un término del cociente por el di­
visor. restar el producto del dividendo ó de un resto anterior; 
y como los resultados de estas operaciones parciales sólo se 
diferenciarán en los signos de los términos con potencia im­
par de una letra, es evidente que lo mismo tendrá lugar en 
los cocientes y en los residuos, si los hay. de las divisiones 
que consideramos; por consiguiente el cociente de los poli­
nomios trasformados puede deducirse poniendo — a en lugar 
de a en el de los propuestos.

40. De las proposiciones que acabamos de demostrar, se 
deduce la siguiente importante consecuencia:

Se puede cambiar el sipno de una letra en los datos i/ en 
el resultado de una operación Jundamental ó de una serie

u se
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cv alqi'i era ¿le ellas, siempre que conveufiamos em efectuar 
las opera ciónos indicadas con, monomios aislados, precedidos 
del si qno mas ó del menos, como si dichos monomios fuesen 
términos de un polinomio.

41. Es evidente que después de cambiar en los datos y en 
el resultado el signo de una letra a, puede cambiarse él de 
otra letra b, después el de c, 7 así sucesivamente. Las expre­
siones finales que originen estos cambios sucesivos de signo, 
serán las mismas que obtendríamos haciéndolos todos simul­
táneamente; luego la consecuencia enunciada en el mi mero 
anterior, es igualmente cierta cuando se cambian los signos 
de dos ó mas letras.

42. Acabamos de demostrar que los convenios del núme­
ro 38, dan lugar siempre á resultados exactos; por tanto po­
demos admitirlos desde ahora. El Álgebra alcanzará asi un 
alto grado de generalidad, puesto que cuando se haya, efec­
tuado una operación f undamnntal ó una serie cualquiera de 
ellas con varias expresiones algebraicas, si se presentan las • 
mismas operaciones con otras expresiones que sólo se dife­
rencien de las primeras en los signos de una ó mas letras, n o  
SERÁ NECESARIO REPETIR T.OS CÁLCGLOS, PARA OBTENER EL NUEVO 
r e s u l t a d o , bastando cambiar en el primero los signos de 
dichas letras.

43. Damos el nombre de cantidad, positiva á toda expre­
sión precedida del signo mas, y el de cantidad negativa á 
toda expresión precedida del signo menos.

Estas expresiones precedidas del signo mas ó del menos, 
carecen completamente de sentido cuando están aisladas: las 
introducimos en el cálculo como medio único y necesario de 
dar al Álgebra una gran generalidad; pero sólo después de 
haber demostrado que tanto su admisión como las reglas á 
que ha de sujetarse el cálculo de las mismas, nunca darán 
lugar á resultados erróneos.

44. Obsérvese que, en virtud de los convenios que acaba­
mos de admitir, las palabras sumar y restar no envuelven en 
Álgebra las ideas de aumento y disminución, pudiendo por 
el contrario ser la suma menor* que un sumando, y la dife­
rencia mayor que el minuendo: puesto que la suma a-\-^—b^ 
es en realidad la diferencia a—b, y la diferencia a—(—b) equi­
vale á la suma a + b.

Por esto se llama suma ó diferencia algebraica á la suma 
ó diferencia en que entran cantidades negativas, y suma ó 
diferencia aritmética á aquellas en que sólo se consideran los 
valores absolutos de las cantidades.

u
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CAPÍTULO TERCERO.

FRACCIONES ALGEBRAICAS.

45. Fr a c c ió n a l g e b r a ic a  ó  l it e r a l  es el cociente in^cacLo 
de dos expresiones algebrdicas. .

a 3« + .
.—■. ---------- son fracciones algebraicas.
b 2 + Va

El dividendo y divisor reciben como en Aritmética los 
nombres de numerador n denominador; sin embargo, no 
debe atribuirse ú estos nombres la misma significación.

Los términos de la fracción algebráica no representan 
mas que el dividendo y divisor de una división indicada, y 
según los valores numéricos de las letras que entran en ellos, 
podrán ser números enteros, fraccionarios ó inconmensura­
bles, mientras que la significación dada en Aritmética al 
numerador y denominador supone esencialmente que estos 
términos son números enteros.

46. De los teoremas demostrados en el número 142 de la 
Aritmética y generalizados después, se duduce:

1 .° Multiplicando ó dividiendo el numerador por una, 
cantidad cualquiera, la .fracción queda multiplicada ó divi­
dida por dicha cantidad.

2 .° Multiplicando ó dividiendo el denominador por una 
cantidad cualquiera, la fracción queda dividida ó multipli­
cada por dicha cantidad.

3 .° Multiplicando ó dividiendo el numerador y el deno­
minador por una cantidad cualquiera, la fracción no varia.

4 T. iS^i los términos de una fracción algebrdica tienen 
factores comunes, se obtendrá otra fracción equivalente á la 
propuesta y de términos mas sencillos, dividiendo los dos 
términos por el producto de sus factores comunes.

k . . . . ^a^-c^^ . , 3¿z2¿?‘^Asi la fracción —x ■ -.t — se convierte en ——, con 24a2¿5c 2¿3
sólo dividir los dos términos por YíoT-b^c.

La fracción —-y-, cuyos términos son divisibles por
» —■ a, se reduce á

4- ax 4- (C-
H — a,

<6 *
u
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48. Para redvcir vario< f rdccionF.s alqeLráicus á ira cn- 

mun deiwniinador, se mnUiplican ios dos té-minos ds cada, 
fracciónpor el producto de los denominadores de las demás.

Es evidente, en efecto, que las fracciones que se obten- 
gau por esta regla son iguales á las propuestas, y tienen 
denominadores iguales.

$e convierten respectivamente en
adn clm mld <
bdn ’ dbn ’ abd ‘

49. El empleo del mínimo común múltiplo, cuando los 
denominadores tienen factores comunes, ofrece en Algebra 
ventajas análogas á las expuestas en Aritmética; pero el pro­
blema de hallar el mínimo común múltiplo de varios poli­
nomios es bastante complicado para ser expuesto en un cur­
so elemental.

Por consiguiente, haremos uso del mínimo común múlti­
plo tan sólo cuando los denominadores de las fracciones dadas 
sean monomios.

Llamaremos mínimo común miiUiplo de varios monomios 
á otro monomio divisible por los primeros y compuesto del 
menor número posible de factores.

Es evidente, según esta definición, que para, hallar el 
minimb común múltiplo de varios monomios, se escriben á la 
derecha del mínimo común múltiplo de sus coeficientes todas 
las letras de los monomios, sin repetir ninguna, afectadas 
de los mayores exponentes que tengan en dichos monomios.

En cuanto á la regla para efectuar la reducción de varias 
fracciones á un común denominador, por medio del mínimo 
común múltiplo, es la misma dada en Aritmética.

Ejemplo. Sean las fracciones
5a b 1c

‘¿b-c'-x ’ ^d'c- ’ 12íz 3¿5 '
El mínimo múltiplo común es que dividido por

los denominadores dá respectivamente
8ít35, 3b"°c-x, ¿a4clx.

Multiplicando estos cocientes por los numeradores» y par-

u
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tiendo los productos por el mínimo común múltiplo, se obtiene 

40flc¿

50. Partí stimaT ó restar fraccidues algebraicas de igual 
denominador, se suman ó restan los numeradores, y el resul­
tado se -parte por el denominador común.

Vamos á demostrar que
a . b c a-V-b — c------- --------------- ---   :------ 
m m m------------- m

En efecto; llamando -p, q.rá los valores de las fracciones 
dadas, tendremos

¿z b c „ = p,  = q,  ---  T, m---------m----------- m

sumando las dos primeras igualdades y restando la tercera

de donde
a = mp, b = mq, c = mr;

resulta
a + b — c = m Vp + q —

de donde
a _|_ 1) _ c 

p-\-q—y=: ----------------
1 L m

a b c a 4- b — e
0 m m m m

Si las fracciones tienen denominadores diferentes, se 
reducen á ‘ un común denominador, y se aplica la regla 
anterior.

51. Para multiplicar entre si dos ó mas fracciones alge­
braicas, se di-oide el producto de los numeradores por el de 
los denominadores.

Vamos á demostrar que 
a c x/ m _ acm 
TX " ""bdn*

En efecto, llamando p, q, r á los valores de las fracciones 
" dadas, tendremos 

a c m— =p, -- = q, ■—• = r, 
b d n

de donde
=bp> c =dq, W = ur;

u
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multiplicando ordenadamente estas igualdades, resulta 

(ton = bpdqnr ó acm = Mu X pqr, 
de donde

pqv = aon 
bdu

v c v m — acln
b el ii bdu ‘

52. Para dwuLir una fracción algebraica, por otra, se 
multiplica el numerador ele la jmmera por el denominador 
de la segunda, g el n umerador d». ésta por el denominador de 
aquella, y se divide el primer producto por el segundo.

Vamos á demostrar que
a_ c _ ad
b d be '

En efecto: X -^-r =
be d

luego -7— es el cociente. be

ade a
bed b ’

Para dividir una cantidad entera por otra fracciona,riá, 
se multiplica la primera por el denominador de la segunda, 
ij se parte el producto por el numerador.

b aca : — = —. 
c b

■n c aC Q^C
En efecto, —X — = — - — = a. b c be

Lo que demuestra la regla. .
53. Para reducir una expresión mixta, á fracción alge­

braica, se multiplica la parte entera por el ¿tenominador de 
la fracción, y se añade ó resta el numerador de la misma, 

poniendo al resultado por denominador el de la fracción. ’
r , , b ac , b ac-VbEn efecto: a H------=--------- -------= ———.

c c ' c c

, Las operaciones con expresiones mixtas se efectúan con- 
nirti-endo dichas expresiones en fracciones equivalentes, y 
operando después con éstas.
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54 Las propiedades de las fracciones iguales se han 

demostrado en Aritmética [128 y siguientes] en el supuesto 
de ser conmensurables los términos de las fracción^; pero si 
se observa que todos los razonamientos hechos con aquel ob- 
ieto se apoyan en las propiedades generales de los quebra­
dos y en transformaciones iguales efectuadas con cantida­
des iguales, y que las propiedades demostradas en Aritméti­
ca para fracciones de términos conmensurables acaban de 
hacerse extensivas á toda clase de fracciones podremos 
decir: las propiedades de las fracciones ipnales demostradas 
en Aritmética para números conmensurables, son igualmen­
te ciertas cuando los números son inconmensurables o unos 
conmensurables g otros inconmensurables.
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EJERCICIOS

«Ricamente una tercera 
el cuadrado víe b ld CUar'U •,OlenC,a de "• "'««os ^ueve

II. Badas dos cantidades a; é v. exnrpsm mm .
exceda en veiUc Unidades el ín¿/o'del cubo de r ?an.l'dad ‘lH« 
qutnta parte .leí cuadrado de y/ ° de dlsn““uldo en la

III. Hallar el valor numérico de 
. , n „ w + oab- — 

siendo a = 2, b = 5. ’

Multiplicar los polinomios 2a^ + a”-  ̂+ av,

COnlie"e 611,radaCU’ d= d“ I»"™"-»*. •»-=«

0¿L+DJÍ-¿ I»1™0™™5 +
4- Vi' ^ver‘Suar s* el polinomio ax4 — _j_ 7a5»2_ z„4„ a j -
visible por x — a, sin efectuar la división* ‘ la X es dl‘*

VIII, Simplificar la fracción _ ° a^~^1
^abaS + aa^b-.r6 '

IX. Simplificar la fracción H- Q3
2^-5—7«^4-ba^-5ti3 ■

X. Efectuar la siguiente operación indicada 
a b " a

obteniendo el resultado mas sencillo.
XI. Efectuar la trasformacion siguiente.* 

 -^) (y-y)  fla;2

X » a ) \ x a )

u



LIBRO SEGUNDO.
ECUACIONES Y PROBLEMAS DE PRIMER GRADO,

CAPÍTULO PRIMERO.

NOCIONES PRELIMINARES.

1 .—Definiciones.

Representando los datos de un problema, por sus valo­
res particulares ó por letras, y las incógnita-s por otras letras, 
nue comunmente son las últimas del alfabeto, y empleando 
además los signos de la Aritmética, se obtienen expresiones 
que son la traducción fiel al lenguaje algebraico de las con- 
dÍT nos pide hallar dos cantidades cuya
suma sea 82 y su diferencia 44, representándolas poi x e ij, 
expresaremos las condiciones de la cuestión por

x -4- i/ = 82
x — y — Tí.

Estas expresiones, compuestas de dos miembros separa­
dos ñor el signo =, se llaman ecuaciones. ,

Ec u a c ió n  es una igualdad, en que enVran una o mas can- 
¿^o se confunda la ecuación con la igualdad: la ecu^^u 
relaciona las cantidades conocidas con las incógnitas, míen 
tras que la igualdad relaciona generalmente cantidades co­
nocidas. Algunas veces, sin embargo, la igualda encierra 
también incógnitas, y se distinguirá de la ecuación en quu 
uno de sus miembros es el resultado de operaciones indicadas 
en el otro, ó bien los dos miembros son operaciones indica­
das, que dan el mismo resultado.
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incógnitas, encierra el enunciado del problema laS

=ISSS^i
4- y = 82

44.
Si estos números son 63 y 19, es necesario

63+ 19 = 82 ó
63 — 19 = 44 ó

82 = 82.
que

19 = 44 ó 44 = 44. 
¿^íoIr,E?TIDAD es uua evidente

por ejemplo 'por sí, misma.

a = a,
c c

d^la reCÍbe el nOmbre de

Las mismas denominaciones se aplican respectivamente

Ui
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¿ una e-cuacion con varias incó.^nitas, cuando no existe nin- 
-•iin sistema de valores qué la convierta en identidad, y 
cuando, por el contrario, existe un número ilimitado de 
sistemas. . , ,

59. Gr a d o  de uao. ecuacum con itna rncogmta es el mayoY 
de los es-ponentes de la Incógnita, con tal que ésta no entre 
en ning-un denominador ni bajo sig-no radical.

Gr a d o  de una ecuación con dos ó mas incógnitas es la 
-mayor suma de los esponentes d" éstas en cada término.

La ecuación as7* — ós- = es + d, es de tercer grado.
La ecuación s^ — ‘isy 4- = 0, es de cuarto grado.

60. Una ecuación es numérica cuando las cantidades co­
nocidas son números, y literal cuando dichas cantidades son 
letras. , .

La ecuación 3s 4- 2y = 14, es numérica.
La ecuación as 4- by = c, es literal.

II.—Cambios que pueden sufrir las ecuaciones.

61. Dos ecuaciones son e q u iv a l e n t e s cuando tienen las 
mismas soluciones. , . .

Se demuestra la equivalencia de dos ecuaciones patenti­
zando que toda solución de la primera es solución de la se­
gunda, y recíprocamente. .

62. Te o r e ma . Si se aumentan ó disminuyen los dos miem­
bros de una ecuación en una misma cantidad, la ecuación 
que resulta es cquiralente d la-propuesta.

Representando por zt y B los dos miembros de la ecua­
ción propuesta, la ecuación es

A = B;
si aumentamos los dos miembros en la cantidad G, tendre­
mos una nueva ecuación

A 4- C — B 4" G.
Toda solución de A = B, sustituida en lugar de las in­

cógnitas de esta ecuación, da para A y B valores idénticos; 
y es evidente que si A y B son idénticos, lo serán también 
Íí4-(7yS4-^ . . , .

Luego toda solución de la ecuación primera, es solución 
de la, segunda.

Recíprocamente, toda solución de A-t- G — D-y- G, sus­
tituida en vez de las incógnitas de esta ecuación, da para

u
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^44- (J y valores idénticos, y como los valores de C 
en os dos miembros son idénticos, los de .4 y B lo son 
Ltl 11) UlC 11 •

Luego toda solución de la ecuación segunda, loes tam­
bién de la primera.

Bel mismo modo demostraríamos que las ecuaciones J = 
— B — C, son equivalentes.

.v, 7 Co.ROr4R10 1 • ° termo de una ecuación puede pa-
wlcr,L,n;° encuentra ai otro, coa sólo cam-

otai el signo de dicko termino.
Sea la ecuación

U>0 d — C35 —|— l).
Si queremos pasar el término —d al segundo miembro 

aumentaremos los dos términos de la ecuación en la canti­
dad d, y sera

• ax — d-\-d= c3)-Vl)-\-d 
ax = cx-Vb^d.

Si ahora el termino ex quiere pasarse al primer miembro 
íes talemos ex de los dos miembros de la ecuación, y será 

ax — ex = cx+ b4-d — ex
ó ax — ex = 14- d.

Tr a s po s ic ió n  es una operación que tiene por objeto reunir 
en un. miembro todos los términos que contienen alquna in­
cógnita, g en el otro los términos conocidos.
7 Bara efectuar la trasposición se reúnen en un miembro 
los términos que contienen, alguna incógnita y en el otro los 
conocí,l o s , cambiando el signo á cada término que pasa de 
un miembro a otro. 1 r

64. Co r o l a r io  2." Be puede cambiar los signos á todos los 
términos de una ecuación.

Basta, en efecto, pasar cada término del miembro en que 
se encuentra al otro.

Así la ecuación
ax — d = cx-\-b 

se convierte en
-cx-b = — ax-\-d ó -axA-d = -cx-b. *

65. _ Tl o r é ma . Bi se multiplican ó dividen los dos miem­
bros de una ecuación por una misma cantidad conocida, la 
ecuación que resulta es equivalente á la propuesta.

u
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Representando por A y B los dos miembros de la ecua­

ción propuesta, la ecuación es
A = B;

si multiplicarnos los dos miembros por la cantidad conocida 
m, tendremos una nueva ecuación

A'rn = Bm.
Toda solución de A = B, sustituida, en vez de las incóg­

nitas de esta ecuación, dá para Ay B valores idénticos; y es 
evidente que si A y B son idénticos, Am y Bm lo serán 
también. . .

Luego toda solución de la ecuación primera es solución 
de la segunda. .

Recíprocamente, toda solución de Am = Bm, sustituida 
en vez de las incógnitas, dá para /Lm y Bm valores idénti­
cos, y como el factor m es independiente de las incógnitas, 
la sustitución indicada no altera esta cantidad; luego para 
que Am y Bm sean idénticos, es necesario que A y B lo sean 
también. ■ .

Por consiguiente, toda solución de la ecuación segunda, 
lo es también de la primera. . .

Del mismo modo demostraríamos que las ecuaciones A =
„ A B . iB v — =---- son equivalentes.J m m

66. Si la cantidad m es cero ó contiene alguna incógnita, 
la proposición demostrada no es cierta.

Eñ efecto: si multiplicamos por cero los miembros de la 
ecuación A — B, resulta

A X 0 = B X 0.
Es evidente que cualquier valor ó sistema de valores que 

asignemos á las incógnitas, darán para A y B valores cuales- 
>quiera, que multiplicados por cero, harán idénticos los 
miembros de A X 0 = B X 0; luego esta ecuación tiene las 
soluciones de A = B, y además otras en número infinito.

Si multiplicamos por una cantidad que contenga alguna 
incógnita, por ejemplo x — a, la ecuación se trasforma en 

A — a) = B V® — «),
que tiene todas las soluciones de A = B, y además la solu­
ción x = a, que convirtiendo en cero el factor x — a, hace 
idénticos los dos miembros.

Por el contrario, la división por una cantidad que conten- 
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g'a alguna incógnita, hace desaparecer alguna ó algunas 
soluciones de la ecuación propuesta.

67. Qu it a r  d e n o min a d o r e s es 'iiua operaciou que tiene pnr 
objeta couDertw- la ecuación ■propuesta en otra equivalente 
ae términos enteros.

, Para quitar los denominadores de una ecuación, se mul­
ta pb ca cada termino por el producto d° todos los denomina­
dores; lo que se consigue multiplicando el numerador de cada 
jracctou por el producto de los denominadores de las demás, 
■y los términos enteros por el producto de todos los denomi­
nadores.

, Si estos son monomios y tienen factores comunes, se mul­
tiplica cada termino de la ecuación por el mínimo común 
múltiplo de los denominadores.

Eje mpl o s .

l .° Sea la ecuación
5.'Z?
7

Para quitar sus denominadores debemos multiplicar por 
42 cada término; pero una fracción, por ejemplo, se 
multiplica por 42. multiplicando el numerador por 6, pro­
ducto de los denominadores de las demás, y prescindiendo 
del denominador; lo mismo puede decirse de las demás frac­
ciones. Operando así se obtiene

30^ — 28a?+84 = 126 — 212?.
2 .° Sea la ecuación

¿72? bx ( x , b 
"12^ 6^+ C— 18^ ’

El mínimo común múltiplo de los denominadores es 
^a-b-; multiplicando todos los términos por esta cantidad, 
resulta

— 6ab5®¿- 36a2b-c = 4^20+2¿3.
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CAPITULO SEGUNDO.

•RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE PRIMER 
GRADO CON UNA INCOGNITA.

68 Para, resolDer ima ecuación de primer grado con una 
incónnita, se quitan denominadores, se efectúan las opera­
ciones indicadas, se hace la trasposición, renmendó en el 
nrimer miembro los términos desconocidos, se reducen los 
términos semejantes, se saca la incógnita por factor común, 
si entra en dos ó mas términos, y se despeja la incógnita, 
para lo cual se divide d segundo miembro de la ecuación, 
por todo lo que multiplica d la incógnita en el primero.

Advertiremos que, con frecuencia, algunas de estas ope­
raciones no son necesarias.

Ej e mpl o s .

1.’ Sea la ecuación
52? _ 3_l _£_
12 + 30

i 4 
24" + V

Quitando denominadores, resulta 
50^— 360+42; = 352;+ 96.

Haciendo la trasposición, tendremos 
502;+42; — 352; = 96 + 360.

De donde, reduciendo, 
192; = 456.

- despejando

Comprobación.

5.24
12

ó

4
, 10-3+-r- a

24 _ 7.24 4
+ 30 24 5

u
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2. Resolver la ecuación

Gz- < „
—^+2=__ T

... a 15 95
Sig-uiendo la regla dada, obtendremos

sucesivamente:
- 3a?,

— 150,
90^ — 1;)$ _ 90.P 3^.

p, -2^ = -150.
bro los tenninosOque°c(ínt+ pasado al primer miem- 
conpcidos. Podría evitara ,n.< ü^mtay al segundo los 
bro los términos en v los miem-
mas breve cambiar los SL¿OS má al Pnmero: pero es 

»uos |b4j, con lo que se obtiene
= 150 , x = J22.

6.75 
-75+2=-

2

Cow-probacion. 
4 . 75 75 ■

= 75.

. 15
3. Resolver la ecuación

—, 90—75+2=20—3,17=17,

¿y? a
á -3J-= 

“nadores es 

trasponiendo será * " — ÍÍ8¿(«

de donde + ~ - 12« (a - .

(^ + 3«á.
2« = Ja~¿)(2a^ + __ 12íZ) ' *

3íz 2<53 _ j,

y por último

3,^ a6» __

> 2a (a— 6)
3(5» *

u
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CAPÍTULO TERCERO.

pr o b l e ma s  q u e  pu e d e n  s e r  r e s u e l t o s  
POR MEDIO DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO 

CON UNA INCOGNITA.

G9 Seo-un hemos dicho anteriormente [55] Ja primera 
parte de la resolución de un problema consiste en hallar 
ecuaciones, que expresen la serie de relaciones que, en el 
enunciado, lig‘an los datos con las incógnitas.

Esta primera parte no está sujeta á reglas fijas, pero se 
facilita teniendo en cuenta las observaciones que vamos 
á exponer, primero para los problemas que tienen una sola 
incógnita, y después para aquellos, que teniendo varias 
pueden resolverse por una sola ecuación con una incógnita.

I,—Problemas con una incógnita.

70. Para poner en ecuación estos problemas, son necesa­
rias las siguientes operaciones:

1 / Representar la, incógnita por una letra, generalmen­
te de las últimas del alfabeto. 77, ,

2/ Investigar las relaciones gue ligan los ciatos con la 
incógnita. .

El enunciado del problema contiene una relación de 
igualdad entre dos expresiones, monomios ó polinomios, que 
resultan de la combinación de datos é incógnita, por medio 
de las operaciones aritméticas, y que son los miembros de la 
ecuación. . ,

; Dicha relación de igualdad, se encuentra siempre explí­
cita ó implícitamente en el enunciado. La serie de operacio­
nes indicadas que han de constituir los miembros de la 
ecuación, se hallará también en el enunciado, sera una 
consecuencia de él, ó dependerá de algún principio demos­
trado en otra ciencia.

3/ Escribir la ecuación.
Representada ya la incógnita por una letra del allabeto, 

v analizada la condición á que debe satisfacer el valor bus­
cado, se indican las dos Series de operaciones que efectuadas 
con los datos y la incógnita, si esta fuese conocida, darían
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"nm. 10 ™8.ina la ecuación dcl

Pr O-BLOIAS.
^‘illar uuu'iiw.‘)Tn tal que la. swaa su tercin n 

su cuaTtd parte excerla. á su mitad eu 3 unidades. ' '
* ea el numero buscado: la suma de su tercio y su cuar­

ta parte será ~-4-~, y el exceso de esta suma sobre su
. a*.

mitad-— debe ser 3, Idego

3 ^4 -2* 'í‘
Pesohleudo esta ecuación, resulta $ = 36.

Comprolaclou.
36 , 36 36 n ,
3 4 2 — 3, o 3 — 3.

2. Ln padre tien*’ 54"dúos y su hi/o AQ. 5 Cira jilas añas 
dl\aa,uljlinTliaSta I'1"- lae^ del padre sea triple 

oí ^el desconocido de años. Dentro de a) años la Kd " afl°S' i 61 10 + OfendoS
Ldremos. VeCeS mayOr que la del se8™do.

54 4- x = 3 (10 4- a').
Resolviendo esta ecuación, se encuentra x = 12.

Com-probacioii.
54 + 12 = 3 (10 4- 12) 6 66 = 66.

z/4 / L U ^Ye ^ene 54 ^Los y su hijo 10. ¿Cuántos níia» iTellu”^ aesáe,l«la edad d¿í padle

Sea a) la incógnita. Hace ¿caños el padre tenia 54—r mine 
y e Injo 10 - x; debiendo ser la edad del primero 19 
mayor que la del segundo, tendremos 1 *

, 54—^ = 12(10 — ^).
Resolviendo la ecuación, hallamos x = 6.

___  Comprobación.
54 — 6 = 12 (10 — 6) ó 48 = 48.

su



4 .* Tres cahost pueden llenar un estanque, el pri-mero en 
35 horas, el segundo en 45, g pl tercero en 63; si los tres 
canos se abren al mismo tiempo, ¿en cuántas horas se llenará, 
el estanquél

Sea x este número de horas. La relación de igualdad en 
este problema es que la parte que llena el primer caño en x 
horas, más las que llenan el segundo y tercero en el mismo 
tiempo, es igual á la capacidad total del estanque, que 
representaremos por 1.

Ahora bien, si el primer caño llena por sí solo el estan­
que en 35 horas, en x horas llenará una parte representada 

x
r°r -35-

Igualmente, las partes que llenan los otros dos caños
, x xestarán representadas por -^r-, — 

x x x x x
"35”+"45~+"63

; luego

Resolviendo esta ecuación, resulta x = 15. 
Comproíaci-oH.

15 15 = l,ó 1=1.35 1 45 1 63
5 .° Un caíto puede llenar un estanque en 4 horas, g dos 

orificios pueden vaciarlo, el primero en 24 horas y el segun­
do 'en 8; si los orificios se abren al mismo tiempo que el 
cano, ¿en cuántas horas se llenará el estanque^

Sea x el número pedido. Es claro que, representando por 
1 la capacidad del estanque, el caño arroja en x horas un

x
volumen de agua representado por -^-,ylos orificios vacian 

x x
partes representadas por - —- y ——; luego la ecuación del 24 8
problema es

x x i
"4 24 T"= *

Resolviéndola resulta x = 12.
Coínprobacion.

12 12 12 _
a—61=L

<7 u
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II— .Problemas con varias incógnitas.

71. Cuando son varias las incógnitas de un problema 
existen diferentes relaciones de igualdad, que dan lugar 
á otras tantas ecuaciones. Sin embargo, con frecuencia 
sucede que una de las incógnitas se halla enlazada con las 
demás, mediante relaciones tan sencillas, que conocida 
aquella se deducen inmediatamente éstas. En tal caso el 
problema puede resolverse con ventaja, empleando una sóla 
ecuación.

Para obtenerla se observarán las siguientes reglas:
I / SistiaguÍT ios datos de las ÍHcógaltas. '
En muchos casos el enunciado indica claramente esta 

distinción, pero otras veces existen condiciones que, exami­
nadas atentamente, disminuyen el número aparente de in­
cógnitas.

2/ luDestigar las relaciones (pie ligan los datos con las 
incógnitas.

Un exámen atento del enunciado hará distinguir, en ge­
neral, tantas relaciones de igualdad como incógnitas. Una de 
estas relaciones servirá para obtener la ecuación con una 
incógnita del problema, y las demás para determinar las in­
cógnitas restantes. Se elegirá para incógnita de la ecuación 
laque, suponiéndola conocida, conduciria mas fácilmente 
al conocimiento de las demás, y se representará por una letra.

3/ Escribir la ecuación. ‘
Representada la incógnita principal por una letra, se ex­

presará cada una de las incógnitas que deban entrar en uno 
ú otro miembro de la ecuación, por la serie de operaciones 
indicadas que determiuaria su valor, si la incógnita princi­
pal fuese conocida.

Por último, se obtendrá la ecuación del problema indi­
cando con los datos y las-incógnitas, representadas en la for­
ma expuesta, las dos series de operaciones que en virtud de 
la relación elegida al efecto, darían resultados idénticos, si 
los valores de las incógnitas fuesen conocidos.

Pr o b l e ma s .
6 .° DistriMiir^^pesetas entre dos personas, de modo que 

la parte de la segunda sea el triplo de la parte de la primera.
Las incógnitas de este problema están ligadas entre sí y 

con los datos por dos relaciones: 1/ la suma de las dos partes

u SI 
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es igual á 5324; 2.* la parte segunda es triple de la parte 
primera.

Sea x esta parte; la segunda estará representada por ¿x, 
y en virtud de la primera relación, será

x —|— íx = 5324,
de donde a; =1331.

La segunda parte es 3 X 1331 = 3993.

Comproóaciou.
1331 + 3993 = 5324.

7 .° Dividir el uúmero 420 en tres partes, tales que la pri­
mera esté con la, sequnda en la, relación 9 : 5, y la ter­
cera sea mitad de la suma de las otras dos.

Tres relaciones ligan en este problema las incógnitas con 
los datos: 1.a la suma de las tres partes es 420; 2/ las partes 
primera y segunda son entre sí como 9 : 5; 3.* la última 
parte es mitad de la suma de las otras dos.

Esta relación manifiesta que la parte tercera es — de420, 
ó sea 140, lo que reduce á dos las incógnitas.

Si representamos por x la primera parte, la segunda lo 
estará por 420 — 140 — x, ó sea 280 — x, y en virtud de la 
segunda relación, tendremos

2? _ 280 — 3?
T — 5 ’ •

de donde x = 180.
La segunda parte será 280 — 180 = 100.

8 .° Un padre dispuso en su testamento que, del capital 
qtte dejaba, recibiese el hijo mayor 1000 duros, y la sexta 
parte del resto; el segundo 2000 duros, y la sexta parte del 
resto; el tercero 3000 duros y la sexta piarte dd resto, y asi 
sucesivamente. Hechas las partes, se vio que todas eran igua­
les. ^Cuánto importaba la herencia total, cuánto taparte de 
cada hijo, y cuantos eran estos^

Es claro que si conociésemos la herencia total, se obten­
dría fácilmente la parte del primer hijo, y por consiguiente 
las demás; dividiendo después dicha herencia por una de las 
partes, el cociente sería el número de hijos. ,

Tomaremos, pues, por incógnita la herencia total, y la 
representaremos por
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Separ-íuido 1000 duros para el primer hijo, el resto es 

a; — 1000, y|la parte que corresponde á aquel será
5000 + a?

6 '
y además 2000 duros

1000 4- —--- ——. ó sea -
• 6

Deducida la parte del primer hijo, 
para el segundo, el resto es

5000 4-o; ______ s---------- - ------ - — 2000, ó seaO
luego la parte del segundo hijo es

, 5^—17000 z L.2000 --------- —------- , ó bien

5^— 17000
—6

55000 -4- 5^?
36

Pero, según el enunciado del problema, las partes del 
primer hijo y del segundo son iguales, luego tenérnosla 
ecuación

5000 + a?
6

55000 + 5¿:
36

Resolviéndola se encuentran = 25000 duros, 
r 3 , - , .. , 5000 4-25000 ,La parte del primer lujo será------------------- = 5000 du-

, , . 25000 rros, y el numero de hijos —r- = 5.

ComproMmu.
50004-25000 550004-125000 e ^nAA--  =  4-----------ó 5000 = 5000. 6--------------- 36

Para comprobar las partes de los hijos, diremos: 
al primero corresponden........................ 5000 duros
al segundo 2000 4- —°0-----= 5000

6
al tercero.. 3000 4- _?'j00l) 13000. = 5000

O
al cuarto... 4000 4- -^22!Lzil£221 = 5000 

6
1 • ^nnrx i 25000 — 25000al quinto.. 5000 4- --------- ------------= 5000

» 

»

» 

»
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III.—Problemas generales,

72. L* La edad de un padre es a años y la de su hijo b. 
j Cuántos años han de trascurrir para que la edad del padre 
sea ni reces mayor que la del hijol . ,

Si llamamos x á este número de años, la ecuación será 
a-\-x = m (¿ + #).

Resolviéndola, tendremos
a — bm

x = ---------T-.m — 1
Caso particular. Si hacemos a = 54, b = 10, m = 3, la 

fórmula anterior resuelve el problema 2.° del número 70.
54—10.3

En efecto, x = -----3 _ j---- = 1Z*
2.° La edad de un padre es a años y la de su hijo b. 

¿ Cuántos años han trascurrido desde que la edad del padre 
fue m reces mayor que la del hijó'l _ . ,

* Si llamamos x á.este número de años, la ecuación sera
a — o = m ^b — a?).

Resolviéndola, tendremos
bm — a

x=-----------7-.m — 1
Caso particular. Si hacemos a = 54^ 5= 10, m = 12, 

la fórmula anterior resuelve el problema 3.° del número 70.
10 . 12 —54

En efecto, $ =-----— = 6.

3.° Tres caítos-p-iie^eu llenar un estanque, el wñmero en 
a horas, el segundo en b horas, y el tercero en c horas; si los 
tres caños se abren al mismo tiempo, ^en cuántas horas se 
llenará el estanquél .

Sea a; este número de horas. La ecuación del problema 
será

^+4+4=i.
. a b c
Resolviéndola, tendremos 

abe
¡y = ab-V ac-V be *

u
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CasopavUcular. Si hacemos a = 35, <5 = 45, c = 63, la 

fórmula anterior resuelve el problema 4.° del número 70.

En efecto, a; = _______35,45.63_______
35.45 —|—. 35 . 63 —|— 45.63

4/ , Uu caíto puede llenar un estanque en a horas, y dos 
orificios pueden vaciar lo, el primero en b horas, y el se q nudo 
ene, horas; si los orijlcios se abren al mismo tiempo que el 
cano, ¿en cuántas horas se llenará el estanque!

Sea s este número de horas.
La ecuación del problema será 

x x'x 
abe

Resolviéndola, tendremos

x abe 
be — ac — ab '

Caso particular. Si hacemos «=4, b = 24, c = 8, la 
fórmula anterior resuelve el problema 5.° del número 70.

' 4.24.8En efecto, x = = 12.24.8 — 4.8 — 4.24
5.° Un padre dispuso en su testamento que, del capital 

que dejaba, recibiese el hijo mayor a duros y la n"™'1 parte 
del resto; el segundo 2a duros y la n ',$imn parte del resto-, el 
tercero 3a duros y la nisim0 parte del resto, y asi sucesiva­
mente. Hechas las partes se rió que todas eran iguales. 
¿Cuánto, importaba la herencia total, cuánto la parte de 
cada hijo, y cuántos eran estos!

Sea x la herencia total. La parte del primer hijo será
, x — a 

a A------------ • n
Deduciendo de la herencia total la parte del primer hijo, 

y además la cantidad ^a para el segundo, el resto es
x — a nx — x 4- a — ‘íanx — a —-------------- 2«, ó bien--------------!;u . n

luego la parte del segundo hijo es 
— ‘ian

Pero, según el enunciado del problema, las partes del 
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primer hijo y del segundo son iguales, luego tenemos la 
ecuación

x — (i ux — x —H a —
a 4----- - — = 2a ---------------- •

Restando a de los dos miembros se convierte en 
x — o, ux — x + a — Aau
---------- --  a H-----------------5------------•u U-

Quitando denominadores resulta
ux — au = au1 + nx — x + a — 

trasponiendo
-¡vx — ux -|- x = (tu H- (tu + d — *3(tu, 

reduciendo
x = au9- — lau + a, ó x = a — 2?i + 1);

pero u^ — + 1 = — l)3;

luego x = a Vu — l)3.
La parte del hijo mayor se obtendrá sustituyendo, en 

a _i_ g ~ la incógnita x por a {n — 1)?; de este modo 
u

obtendremos
. au^ — ^aru-Va — a au^ — au _ n 1A

" +------------- -------7------ = ------ a » -

Las demás partes son también iguales á a (7t — 1), según 
el enunciado del problema.

Por último, el número de hijos es

a (u — 1)
Caso particular. Si hacemos a = 1000, w — 6, las fór­

mulas obtenidas resuelven el problema 8.° del número 71.
En efecto, x = 1000 (6 — l)8 = 25000 duros.
La parte de cada hijo es 1000 (6 — 1) = 5000 duros.
El número de hijos 6 — 1=5.
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■ CAPÍTULO CUARTO.

LAS e c u a c io n e s  y  PROBLEMAS d e  
n'rí^yyyryRADo c o n  u n a  in c ó g n l t a .-in t f r pr e  
¿IzZ¿n u ÍV«0¿^C10NESNEGAT niZACION DE LAS FORMULAS POR MEDIO DE LAS 

CANTIDADES NEGATIVAS.

I. Discusión de las ecuaciones y problemas de primer grado 
con una incógnita.

73. Toda ecuación de primer grado, después de onitar 
LasDtoicfndn0Tl\efeTU IaS oPeraciones indicadas, hacer la 

asposicion } la reducción, adquiere la forma general
Ax = B,

solo mímprn1 de reducir los coeficientes de x á un
1 S Asnn ’ \ B r f 6 reducir los términos conocidos,

Y los cnnnp eiAde efe+ct;iar la trasposición, los términos en x 
no ofrece n í ^°S la reduccion de todos ellos 
aditivos V ntrn UUayiñyT ta( ’ per0 coniunmente unos son 
uno X df1 b sustractivos> ya en ambos miembros, ya en 
lentes no^±; ^T^^or " la ^ma de los coefi- 
de x sera " ^0I ( 6 ^0S ue^tiv05, el coeficiente

a — b;
Xal°r® partictiares á a y l, pueden ocurrir 

ues casos. a>ü, a b, a = b.
(L '> Ia diferencia a — b es positiva.

Si a <b la sustracción a — b no puede efectuarse, 
bi a — b, la diferencia a — b es cero.

diferennciaSefUnd° suponiendo ^u6 vale 8, y b 13, la

1 . 8-13 = 8-8-5,
y reduciendo

i

. - . , negativa ó
por consiguiente la ecuación

• 8 — 13 = — 5, cantidad negativa.
Luego A puede ser una cantidad positiva 

nula, e igualmente B; por oonol¿ulcub
— -O puede adquirir una de estas formas
= B) = — B> — A . íg  = B, -- A . % = — B>

' u
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AO) = O, O x 0 x ® = O,

donde A y B son números absolutos.
Los respectivos valores de son 

B —B B

o
A

0B$ =— U ^TX =

Los valores - y y -_y- se reducen al primero, pueá 
cambiando los signos en la ecuación — A . = — B, se 
convierte en Ax = B. .

Si efectuamos la división de cantidades monodias nega­
tivas, por la regla de los signos demostrada exclusivamente 
para la división de polinomios, las expresiones x =-----y, 

Bx —-------- , se reducen á una sóla: x =------y.

Por consiguiente, los valores que debemos examinar son 
B B 0 _ B _ 0

X ==-Á, B,X 0 ’ 0

B
74. SOLUCION POSITIVA, X = —y •

Esta solución verifica siempre la ecuación del problema, 
pues si en Ax = B damos á x su valor, resulta

A A-= S. 6 5 = B:
A

y sabemos que la ecuación Ax = B y la propuesta tienen 
iguales soluciones.

Puede ocurrir, sin embargo, que siendo—y solución de 
la ecuación, no lo sea del problema. Esto sólo sucederá 
cuando la solución del problema deba estar sujeta á condi­
ciones no expresables algébricamente.

Sea, por ejemplo, el siguiente problema.
PreqwMo un pa^re sobre el número de sus hijos, 

respondió: eL número de hembras es triple d.cl de DO/rones, y
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fste se anade la mitad de aquel, la suma es inual á 8 

iUuantos lujos temal j •
Llamando x al número de hijos varones, el de hembras 

es 3^, y la ecuación del problema será
. 3» _8.

de donde a) — 3 —, valor que verifica la ecuación, pero no 
es solución del problema, puesto que la naturaleza de este 
exig-e que x sea un número entero.

75. SOLUCION CERO, X =
A

. Si en la ecuación Ax = B, se reduce á cero el segundo 
miembro, y el primero adquiere un valor diferente de cero 
la ecuación se convierte en Ax = 0, y es evidente que e¡ 
único valor de x que la convierte en identidad es x = o.

. Tí76. SOLUCION INFINITO. X = ----  
0 "

. Si A es cero y B adquiere un valor cualquiera, la ecua- 
aLhn r,B se conyi.eíe en 0 X x = B, y el valor de x 
debe ser tal, que multiplicado por cero dé B; pero como to­
do numero multiplicado por cero dá cero, la ecuación es 
absurda y el, problema imposible.

Propongámonos interpretar la significación de un que- 
deno^ es cero, sin que lo sea el nii-

Si en el quebrado permanece el mismo numerador y 
disminuye el denominador, la fracción aumenta: si el deno­
minador se hace 10, 100, 1000 veces menor, la fracción será 
10, 100,1000 veces mayor .que-—; se concibe, pues, que 
haciendo el denominador 6 suficientemente pequeño, lieo-ará 
la íraccion a tener un valor tan grande como queramos, y 
que si el denominador disminuye hasta cero, la fracción ad-

Val01 qUe cuaI(luiera cantidad asignable, ó

u



La fracción es, pues, un Símbolo que representa el 

infinito se expresa por el signó oo; asi escri­
biremos

a.—■ = oo. 
o

0
77. SOLUCION INDETERMINADA, X —

Si en la ecuación Ax = B, convierten en cero,
será 0 X i® = 0, y es evidente que cualquier valor de x mul­
tiplicado por cero, dá cero por producto; luego la incógnita 
tiene infinidad de valores, y la fracción — es símbolo de in­

determinación.
Sin embargo, una fracción puede adquirir la forma —,

y tener un valor determinado.
Sea la fracción

a- — 
a — b^ "

Si los valores numéricos de a y b son iguales, se convier­
en _2-; pero si antes de hacer dicha sustitución, observa­

mos que los dos términos son divisibles por a — b, y supri­
mimos este factor común, la fracción se convierte en

a
y suponiendo a = b, adquiere el valor determinado 

-^ = 2.
a

El valor-2-es debido, en este caso, al factor común

¿ que, convirtiéndose en cero por la hipótesis a = b, 
anula los dos términos del quebrado. .

Luego, para hallar el verdadero valor de una jraccwn 
que, en virtud de cierta hipótesis, se presenta bajo la Jorma
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O .

m  necesario examinar si existe en los dos términos al­
gún/actor común, que se convierta en cero w)r- dicha hinó- 
tesis, 1/ suprimirlo; si hecha, la hipótesis en la fracción que 
resulte, se obtiene también , 'oolveremos á examinar si 

existe alqun otro factor común, que se suprimirá inualmen- 
te Continuando de este modo, se llegará á obtener un valor 
determinado, o una fracción irreducible, en cuyo caso, si 
todavía toma la forma-será indeterminado su valor.

Ejemplo. Sea la fracción
aé — ^aM 4- ab1 ‘
a»b — 2íz ¿'2 + b3

Haciendo a — b se convierte en pero suprimiendo el 
factor a — b, común á sus dos términos [37], se reduce á 

a- — ab 
ab — '

Haciendo en ésta a = b, se convierte también en 

pero suprimiendo el factor común a — b, resulta - .
Por último, haciendo en ésta a = b, se convierte en 

— = 1, que es el verdadero valor de la fracción dada, en la 
hipótesis a = b. -
, 78. El problema siguiente presenta ejemplos de las di­

versas soluciones que hemos examinado.
Eos móviles parten en el mismo instante de los puntos 

y B, que distan'entre si a metros, y recorren la linea AB 
ambos en la dirección de izquierda á derecha; las velocida­
des respectivas son v y v' metros por minuto. ¿¿ qué distanj- 
cia del punto A se encontrarán^

----------- !___________________ 1_________ i________  
A BE

Es claro que los móviles se encuentran en un punto E 

u s<
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situado á la derecha de B. Llamando x á la distancia AE del 
punto A al de encuentro E, el primer móvil recorrerá esta 
distancia mientras el segundo recorre BE, que puede re­
presentarse por x — a. .

Puesto que el primer móvil recorre en un minuto y me­
tros, para recorrer x metros empleara —minutos; y el 
seírundo móvil, que recorre y' metros por minuto, empleará, 
en recorrer la distancia x — a un número de minutos re­
presentado por —• Pero los móviles parten en el mis­
mo instante de A^B respectivamente, luego los tiempos 
que emplean en llegar al punto de encuentro A, son iguales.

La ecuación del problema es por consiguiente 
j; X — a
1) d '

De la que se deduce
va

x =--------- —•v — v
Discutamos ahora esta fórmula, esto es, examinemos los 

valores que adquiere la incógnita, en virtud de ciertas hipó­
tesis hechas sobre los valores de los datos, y si aquellos xa- 
lores están de acuerdo con las circunstancias de la cuestión.

l .° Supongamos .
En esta hipótesis, el valor de x es positivo; el denomma- 

¿or y _ y' es menor que v, ■ es mayor que la unidad, 

y el valor de x
Ta -r-gy —y — y' V — v'

será mayor que a. , .
Lo que nos dice que los móviles se encuentran á la dere­

cha del punto B. Este resultado está de acuerdo con las 
condiciones de la cuestión, pues es evidente que siendo la 
velocidad del móvil que parte de A mayor que la del otro, 
la distancia que los separa disminuirá á cada momento, y se 
encontrarán mas allá del punto B. , .

Por otra parte, si v disminuye, los temimos de la fracción 
•——— disminuyen al mismo tiempo; para saber en qué 
v — v*

u
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y obta^mo? fl'aCCÍOn’ dÍTÍdirem|P" ^us dos términos

Ahora se ve que si disminuye d , la fracción —aumenta 
, ® *

la diferencia 1 — -- disminuye, y por tanto el valor de x

1Ór,?U-la mauífiesta> Que el punto
chha dpTn1^ 86 a eja -die A á medida. que disminuye la velo­
cidad del pumer móvil, lo que es evidente.

bi suponemos a = 0, el valor de x será
X 0x =----- = o,

10 que nos dice que el encuentro de los móviles se verifica 
ñor In™ ™0. Punt0 de partida, como sucede efectivamente- 
mcó^nTt^e^nb,6- CPro^ q"e 611 este cas0 adquiere la 
1Uoes solución del problema. 1

2. Supongamos y =
El valor de x se presenta en este caso bajo la forma

que la ecuación es aosurda, • 
guíente el problema lo es también.

. i en efecto: la ecuación, en la hipótesis » = 
vierte en

av
""(P

por consi­

se conj

D •O '
d+0S fracciones de ig'ual denominador y nume- 

i adores diferentes, no pueden ser iguales. En cuanto al 
pues^ntreA vB una .condicio“. imposible de satisfacer, 
pues si entre A y B media una distancia a, y los móviles 
caminan con igual velocidad, nunca se encontrarán

La expresión—^— ha sido admitida anteriormente [76] 
vnSr dA1^01^ P°r consi§*uiente diremos que el
4 nnV dkf infin!toá e.st° e5- que los móviles se encuentran 
cuentan ‘ lnfiU“a del pUut° A’ ó que “O ==

u S'
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Si además de ser v = d ', suponemos a = 0. el valor de 

a- es JJ— y como la fracción----- -—— no tiene ningún fac- 
0 J T — D

tor común á sus dos términos, deduciremos que el valor de 
.r es indeterminado; lo que está conforme con las condicio­
nes de la cuestión, pues si a = 0, los móviles parten del 
mismo punto con igual velocidad, luego el encuentro se 
verifica á todas las distancias del punto A.

La ecuación del problema se convierte en 
a; x

-O D ’
y queda satisfecha por todos los valores que se asigne á x.

H —interpretación de las expresiones negativas, cuando se 
presentan como soluciones.

79. La edad de vn'padre es^auos, y la de .s-a hijo Y). 
7 Cuántos años han de trascurrir para que la edad del padre 
sea m i),,ces maijoT que la del hijol .

Este problema, resuelto ya [72], nos ha dado la ecuación

y la fórmula '
a. — Lm x = ——r—.— 1

Si la edad del padre es 40 años, la del hijo 8, y m vale 3, 
será

Supongamos ahora a = 40, ¿ = 16, m = 3. Aplicando 
la fórmula á este caso particular, será

40 —16.3 40 -48 — 8 ,
3~1—= 3-1 =~ --4-

Este resultado carece de sentido, puesto que el problema 
exige que la solución sea un número absoluto; como, por 
otra parte, la ecuación traduce exactamente todas las con­
diciones del problema, debemos deducir que éste no tiene 
solución, ó que es imposible en el caso particular propuesto.

u
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iniPosi,)ili<lad se hace evidente por medio de la 

ecuación, que en el caso que consideramos es
40 + x = 3 (16 + x), 

0 40 4- x = 48 + 3a\
vnl<?|1ílCÍOn abSUrdi’ P,lesto cualquiera que sea el 
primem ’ Uempre 61 SeSQUd0 miembro mayor que el 

del pueda ir precedida del signo mas 6

40 4-^ = 3 (164-.r), 
se trasforma, cambiando el signo de a  en

40 - y = 3 (16 — xy, 
sustituyendo x por 4, se obtiene la identidad

36 = 36,
lo que manifiesta que el valor nefativA a nr. í • 

Sáy • ís*-«*~- 

a-4.

q?e eI Primer miembro Hn ? la edad del padre hace x años, y el seo-un-lue Wa^lS de la del ,lace tambLn^os; 
jue^o para que el problema sea posible es neces-iríA mAa;

Por manera que el problema será'
edad, del padre es 40 aTios, ?/ la de su Mió 16 ,•" i» A. 

y la fórmula

a?
D

x — a
D*

x == va

Si suponemos y
D — y' '

y, el denominador de la fórmula es

u s
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negativo, y como el numerador es positivo, el valor de a> 
sera, negativo. Como la ecuación es la traducción exacta del 
enunciado, concluiremos que el problema es imposible, en 
el caso que consideramos.।__________________!1

A B E
Se ve, en efecto, que si la velocidad del móvil A es me­

nor que la del B, no .es posible el encuentro marchando en 
la dirección AB, como expresamente exige el enunciado.

Para saber á qué problema análogo corresponde la solu­
ción obtenida, prescindiendo del signo, pondremos en la 
ecuación — x en lugar de x, y se convertirá en

— x _ — x — a
D 1)' ’

cambiando los signos será
x _  x -V O- 
v v' ‘

El numerador x 4- a es la. distancia que recorre el móvil 
B, luego el encuentro se verifica á la izquierda de A, y el 
problema modificado es el siguiente: ,

Dos móviles 'pacten, en el mismo instante d,e Ay B, que 
distan entre si a metros, ij recorren la linea BA, ambos en la. 
¿¿raráoftDEDERECHAÁ iz q u ie r d a ; Zas velocidades respectivas etc.

. va
. El valor de x se obtiene cambiando el signo de

será pues
va 

v' — v "
Este mismo resultado se obtiene resolviendo directamen­

te el problema modificado.
80. En general .
l.° El valor negativo de la incógnita, en una ecuación de 

primer grado, indica que no existe ningún número absoluto 
capaz de convertir ésta en identidad; y que si la ecuación 
traduce exactamente las condiciones del enunciado, el pro­
blema es imposible.

En efecto: la ecuación final Ax = B procede de efectuar 
con la propuesta diversas trasformaciones, que originan 
siempre ecuaciones equivalentes á la primera [62,65]; si pues

18 ~



Ax = B no puede quedar satisfecha por ninffun valor abso­
luto de x, esto es, por ningún valor independiente de los sig­
nos mas y robaos, tampoco la propuesta podrá quedar satis­
fecha por ningún valor absoluto de x; y el problema será, 
imposible, puesto que el valor negativo de la incógnita 
carece de sentido.

2.° El valor negativo de la iucáguita, eu una ecuación de 
primer grado, es solución, si se prescinde del signo, déla 
ecuación que resulta poniendo — x en luqar de xen la pro­
puesta: iiovconsigviieAite dic/1,0 valor, tomado en absoluto, 
podrá, considerarse como solución de un problema análogo al 
propuesto, cuajo enunciado -se obtiene traductendo jielinente 
al Enguaje vulgar la ecuación trasformada..

En electo: la ecuación propuesta, después de quitar deno­
minadores, efectuar las operaciones indicadas, trasponer y 
reducir, habrá tomado una de estas formas

— Ax = B, Ax = — B.
Si en dicha ecuación ponemos — a; en lugar de x, y re­

petimos las mencionadas operaciones, que se reducen á las 
fundamentales, obtendremos [42]

Ax = B, — Ax — — B, 
que se reducen, cambiando los signos en la segunda, á

Ax = B.
El valor de x en la ecuación propuesta es-----y este

valor, prescindiendo del signo, esto es es la solución de 
A

la ecuación trasformada Ax = B, luego la proposición 
enunciada es cierta.

81. Pongamos —x en lugar de x en la ecuación —Ax=B, 
y se convertirá en — A X — x = B; sustituyamos ahora x

B . . ,,por ——, y la expresión que resulta

-^x-4=5
será una identidad, según acabamos de demostrar.

Pero, poner — x en lugar de x en una ecuación y susti-
Btuir después x por ——, da el mismo resultado qpie poner 

su
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desde luego - — en vez de y como el primer procedi­
miento conviértela ecuación en una identidad, la sustitución 

de x 1)Or___hará idénticos los dos miembros de la ecua­

ción.
Así, la ecuación

40 4- x = 3 (16 + ^). .
se convierte, sustituyendo x por — 4, en la identidad 

40-4 = 3 (16-4) 0 36 = 36.
Si convenimos, pues, en llamar solución de una ecuación 

á toda cantidad literal ó numérica, carezca ó no de sentido, 
que puesta en vez de la incógnita, y con arreglo al 2. con­
venio del número 38, convierta la ecuación en identidad, el 
valor uegatwo ele una incógnita po^ra considerarse como 
solución de la ecuación. .

82. Si en una ecuación literal de primer grado con una 
incógnita se cambian los signos de una ó mas letras, la jor- 
mula que resuelve la primera ecuación resuelve también la 
segunda, con sólo cambiar los signos de las mismas letras en 
^^SmndVla fórmula el resultado de efectuar una serie de 
operaciones fundamentales con los dos miembros de la ecua­
ción, esta proposición es consecuencia cierta de la enuncia­
da en el número 40. .

83 Hasta ahora hemos supuesto que el enunciado del 
problema no presenta circunstancias dudosas, y que la ecua­
ción es por consiguiente, la traducción exacta de aquel: en 
tal caso, hemos visto que la solución negativa indica la im­
posibilidad de resolver el problema tal como se ha enuncia­
do- pero ocurre con frecuencia que las condiciones dejan 
alguna circunstancia indeterminada, y al escribir la ecua­
ción nos.vemos obligados á hacer una hipótesis arbitraria, bi 
entónces obtenemos una solución negativa, no deduciremos 
inmediatamente la imposibilidad del problema, sino que en­
sayaremos si haciendo otra hipótesis, será positivo el valor 
de la incógnita. 1 ,

Para presentar un ejemplo, que aclare estas considera­
ciones, supongamos que en el problema de los móviles, no 
partan éstos al mismo tiempo de A y B, sino que moviéndose 
desde un tiempo indefinido en la dirección AB, pasen uno
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por A v otro por B en el mismo instante, y tratemes de ave­
riguar á que distancia del punto A se verifica el encuentro.

________J_______________ ।________ r________  
A BE

Enunciado asi el problema, no podemos determinar desde 
luego si el punto de encuentro está á la izquierda de A ó á 
la derecha de B, y para escribir la ecuación tenemos que 
hacer una hipótesis arbitraria sobre la situación de dicho 
punto.

Suponiendo que el encuentro se verifique ú la derecha de 
B, la ecuación es

$ _  x — a
d -d ' ’ 

y la fórmula 
vax =---------—.■d  — y

Si y <C v', el valor de x es negativo; ántes de afirmar que 
el problema es imposible, supondremos que el encuentro se 
verifique á la izquierda del punto A.

En esta hipótesis la ecuación es 
x _ x + a, 
y — y' ’ 

que se diferencia de la anterior en el signo de a; para obte­
ner la fórmula no es necesario repetir los cálculos, pues 
basta [82] cambiar el signo de a en la obtenida anteriormen­
te; asi resulta

— ys . xaX =-------- —, Ó X = — -------- .y — y y — y
Si y < y', el valor de x es ahora positivo; luego el pro­

blema es posible, el encuentro se verifica á la, izquierda de 
A, y la solución negativa fue debida á una hipótesis falsa, 
hecha al poner el problema en ecuación.

Vemos, pues, que si el enunciado de un problema -presen­
ta circunstancias dudosas, la. solución negativa puede prove­
nir de una hipótesis Jalsa, hecha al escribir la ecuación, 
sobre el sentido en que deben ser contadas ciertas cantidades, 
que se han supuesto aditivas debiendo ser sustractivas, ó al 
contrario. Gwwdo esto suceda debemos si haciendo

u
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otra hinót-sis, atoiiere la incógnita valor positlm. ó si 
totas Us hipótesis pósales tan valores «gatroos: en el pn- 
wr caso, el valor positivo hallado es la. solución del moble 
ma; en el segundo, podremos ájvrmar que el problema no 
tiene solución.

III —Generalización de las fórmulas por medio do las canti­
dades negativas.

84. Las fórmulas que se obtienen resolviendo un 
ma -••eneral, no sólo se aplican á todos los casos particulares 
del mismo sino que además convienen á otros problemas 
gen“ vos Anunciados se diferencian¡de  1 problema 
propuesto en el sentido de algunas cantidades que en este 
son aditivas y en aquel sustractivas, y reciprocamente.

Para cerciorarnos de ello, volvamos a considerar el pio-

Ueuar w estanque, el ró.To en a 
horas, el segundo en b horas y el tercero en c 
tres caños se abren al mismo tiempo, ¿en cuantas hm as se 
llenará el estanqué

La ecuación sabemos que es [72]

a b c ’
y la fórmula

abe
X ab-\- a-c + '

Supongamos ahora que se quiere resolver este otro pro- 
blC1^ cauo pueae Uenar uu estauque eu a horas, -y 
hcios pueden raciarlo. el primero en b horas y el sW7n.^ 
c horas; si los orificios se abren al mismo tiempo que el cano, 
ien cuántas horas se llenará el estanque. v

La única diferencia entre la ecuación de estejroblema y 

la del anterior, consiste evidentemente en que -y- y re­

presentan cantidades que deben restarse de -y-, por consi­
guiente, cambiando el signo de las mismas se obtendrá la

. ul
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. Ecuación

Fórmula

ecuación del problema; y haciendo el mismo cambio en la 
lurmula del anterior, tendremos la fórmula del actual.

T) $ X
rara que-^-y— cambien de signo, sin alterar los 

demás términos de la ecuación, caínbiaremos los signos de b 
y c, obteniendo así

Ecuación -—|----- T'- -i____ — = ]
O- —O —c

Fórmula x =________ a. — b. — c________ .
a . — b-Va . — cH------b . — c’ 

efectuando ahora las operaciones por las reglas que, para 
monomios negativos aislados, hemos convenido en admitir 
resulta

x x x
a b c
_ abe 

be — ac — ab ‘
Resolviendo directamente el problema, obtuvimos [72,4.°] 

los mismos resultados.
Los problemas generales 1.° y 2.° del número 72, se re­

suelven también por medio de una sola ecuación y una 
fórmula.

En efecto: el primero dió la ecuación 
a 4- ® = d i (b 4- x), 

y la fórmula
' a — bmx =---------  

DI — 1
Si suponemos que x es cantidad positiva, la ecuación y la 

formula corresponden al primer problema; pero suponiendo 
que x es cantidad negativa, dichas expresiones convendrán 
al segundo.

Así, sustituyendo x por — x, será
a — x = d i Vb —

a — bm, Vm, — a— x =------- —, ó x =------------- ,
— 1 d i — 1

El mismo resultado obtuvimos resolviendo directamente 
el problema.

u
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Consideremos, como último ejemplo, el problema si-

SUV/íoTmó^ AB, i!
i^t^tí un.0 A y el otro por B. La chs ancia cutre A y B

PrimeT ^, 0 por
WMiuto, 1J la d,e.l sequMo n ' metros. ¿.4 qae d,istaucia del 
puuto X se eucoutrarául

AE'
i i

E" B E

Tres casos debemos considerar: . ,
1 ° Que los móviles sigan la misma dirección AB.
2? Que sigan la misma dirección BA.
3.° One sigan direcciones opuestas.
En el primer caso, suponiendo que el punto de encuent 

se halle en E, la ecuación es
„ ar

= —------y la fórmula x = «7-
y d '

En el segundo caso, suponiendo que el punto de encuen­
tro se halle en E', la ecuación es

_ । /r a-ea? x -‘r a
"V— i)'

En el tercer caso 
ecuación es

e, y la fórmula

, el encuentro se verifica entre a  y B: la

ai) 
y la fórmula x =(o a — x

"ri d '
Vpmns unes que para comprender todos los casos, nece-

SÍtTeScS^^
rosTasos' si cambiamos convenientemente algunos signos.

“uíalfre igual alteración; luego en el segundo caso

tendremos
— av , _
D-D' ’ y

u SC
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trn F'' e,> tTCer Cas0’ la distancia de B al punto de encuen- 
cion se’ P°r tl ~ lue^ hl Primera ecua­dor ?hnp,n'L6 1 ^.cambiando el signo del numera- 
sig-no del dpnnmin nia r®sultad0 obtendremos cambiando el 
téfcer caso será™ UUdOr ” ’ P°r ^^ente la ecuación del

~ z x a — t ,
*» -D' ’ 0 "-T—»

de 6,1 la primera f6™ula. tendremos

/7^
X =

v + y' * 
porti cambio que a-,-l™er™ las fórmula,P cambio de sienos, se obtiene también por otro medio. 
bles^e^onXp pTÍa 10^’ ^.Ue ex.i®ten cantídades suscepti- 
distaneiqs Ính.-P nn d ?e a^08 doctamente opuestos: las 
recSn^ rG Í Pueden ser recorridas en la di- 
ríoies ó nostprtnrí ¿PUeSta BA’ los tiemPos Pueden ser ante- 
coX^ UI1 Tment0 (lad0’10s capitales pueden 
contarse como ganancias ó como pérdidas etc.
un camífH^h rePre.senta una distancia, un tiempo ó 
nos h convemdo en anteponerle uno de los sig-
“caSi^ QUe ademáS 61 modo de ser de 

en HOdirSnnOAn representa una distancia recorrida 
sentido BA s p t^ Otr? ^tancia igual, pero contada en el

. * ’ e representa por — m; si un tiempo posterior á,
misma cantidad Se ®Xpresa P1r + 20 años’ otro ™terim' ™ la 
da dí annn1™ ’ exPresará P°r - 20 años; si una ganan-

Í-Xo les se expresa por + 4000’ una pardida ^1131
Concretándonos al problema de los mótiles, convendre- 

™ la fómnh. r1ep?res?nta indistintamente, en la ecuación y 
nnntndi 1 d 1 Pr™?r casn. + la distancia del punto A al 
K dhHnck me S1,este se orifica á la derecha de A. y- 
qíS de A i” ntim V “ 61 enc,uentl'° ‘¡6™ lugar á la iz- 

c .a íle A- Analmente, y y y' representan 4- el esnarin 
verFfica en elU sentía111» R°r Cada mÓVÍ1’ si el movimiento se 
miento SP vori fino y ~ dlcho espacio, si el moví(mentó se veiinca en la dirección BA.

u
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En virtud de este convenio, la ecuación del primer caso 

comprende las otras dos, y la fórmula

X = v — d ' ’
se aplicará á todos los casos que. puedan
vendo x, v, v' respectivamente por — x, — v, — v , cuanao 
las distancias que representan estas cantidades sean re 
das ñor los móviles en la dirección BA. .

Asi, en el segundo caso, se cambiaran los signos de x, v, 
v y', y tendremos

.7* —■  ___ <■—. O ® —* / e
”—r-V-v' ’ o

En el tercero, cambiando el signo de v" resulta
av

X = ----- :--- — •

Es c o l io s .
10 Este procedimiento da siempre resultados exactos; 

pero no todas las cantidades concretas tienen dos modos de 
existencia directamente contrarios; y ademas no se ha de­
mostrado, de una manera general, la correspondencia entre 
dichos modos de existencia y los signos m,as y mpnos.

2 .° La generalización de las fórmulas no podría lograrse 
sin admitir los convenios del número 38.

CAPÍTULO QUINTO.

RESOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DE 
PRIMER GRADO CON TANTAS ECUACIONES COMO 

INCOGNITAS.

I.—Definiciones.

86 Sis t e ma  d e  e c u a c io n e s  es la reunión de dos ó tnas 
dones que deben ser satisfechas por los mismos -calores de 
^^S^deuu sistema de ecuaciones es la 
lores de las incógnitas que verifican todas las ecuación^ 
del sistema.

u
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87. Dos sistemas de ecuaciones son equi-oaleutes, cuando 

tienen las mismas soluciones.
Para demostrar la equivalencia’de dos sistemas, es nece­

sario patentizar que toda solución del primero es solución 
aei seg-nudo, y reciprocamente.

Diremos que un sistema no se altera, cuando se sustituya 
por otro equivalente. J

. 88. El imin a r  una incógnita entre dos ecuaciones es dedu­
cir una. nueva ecuación que no contenga dicha incóqnita, v 
que pueda sustituirse por cualquiera de las ecuaciones da­
das sin alterar ^l sistema/.

Métodos de eliminación son los diversos procedimientos 
que pueden emplearse para eliminar una incóg-nita.

II. Resolución de un sistema de dos ecuaciones con dos 
incógnitas.

89. Toda ecuación con dos incógnitas puede reducirse á 
la forma general

ax + hy = c.
Para conseguirlo, basta quitar denominadores, efectuar 

las operaciones indicadas, pasar al primer miembro los tér­
minos en (c y los en y, así como al segundo los conocidos, y 
hacer la reducción.

Propongámonos resolver el sistema de ecuaciones
ax + I))/ = c [1]
a'x + b'y = c' [2].

90. Mé t o d o  d e  e l imin a c ió n  po r  s u s t it u c ió n . Despejando x en 
la primera ecuación, como si la incógnita y fuese conocida, 
se obtiene

C — 1)1/
[3];

sustituyendo este valor de x en la segunda ecuación, resulta 
«'X-Í2^- + ¿'y = c' [4],

Demostremos ahora que el sistema propuesto es equiva­
lente al formado con una de las ecuaciones dadas y la ecua- 
cioa [4], esto es, á

ax 4- by = c [ij

u



283

a. 4- ViJ = =' [41-

Fn efecto: todo par de valores de x é 7/ que convierta en 
identi.lad™ las ecuaciones propuestas, verifica también a 
ecuación [3], Que es la Prim9ra (le aquellas en otra lorina, 
por consiguiente sustituyendo y por su valor en la tracción 

c-^L se obtiene el valor de x; pero la ecuación [2] difie- 
a c — 

re de la [4] solamente en que x está sustituida por — 
lne¿o dando á x é 7/ sus valores en la ecuación [2] y ponien- 
lo ?1 de 7/ en la [4], se obtendrá el mismo resultado; y como 
la ecuación [2] se convierte por hipótesis en una identidad, 
l'i 141 se convierte también en identidad.

* Luego toda solución del primer sistema, es solución del 

'^Mp'rocamente, todo par de valores de z iy que verifi- 
nnp las ecuaciones [11 y [4], verifica la ecuación [3], que es 
la [ifen otra forma; por consiguiente sustituyendo y por su 

valor en la fracción se obtiene el valor de pero
c — 

la ecuación [4] difiere.solamente de la [2] en que ■ a
sustituye á x, luego dando á y su valor en la ecuación [4] y 
noniendo los de x c 7/ en la [2], se obtendrá el misino resul­
tado- y como la ecuación [4] se convierte por hipótesis en 
una identidad, la [2] se convertirá también en identidad.

Luego toda solución del segundo sistema, es solución del
PIÍ Ahora bien, la ecuación [4] no contiene otra incógnita 
nue la 7/, por manera que la x ha sido eliminada. , 
1 En vista del procedimiento empleado, podremos decir.

Para elimiuar una incógnita entre (Los ec.1taaoys;
método de sustitución, se. despea la
eli,minar en una de las ecuaciones, -y se sustituye su Dahi 

m Resolviendo ahora la ecuación [4], encontramos sucesiva-
mente

(t* c — -J- y —
{ab' —6^^ = ac' — ca'.

u
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„ ac' — ca' 

-----T-b* ab — ba
Sustituyendo este valor de y en la ecuación [11, ó lo que 

es igual, en su trasformada [3], será
abe'—bea' c———.

g,—0^'—deb'—bea'—a.bc'-Vbca’ cb' —be*
# a ^ab'—ba'^ — ab'—ba,' *

Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones

2,y = 11 
4^ + 3y = 27.

Despejando cc en la primera ecuación, resulta
11-1-27/ , 

7 "
sustituyendo este valor de o? en la segunda, se obtiene

■ 4 H- 3y ?=.27.

Esta ecuación dá sucesivamente
44 4- 87/4- 217/ = 189, 
8y 4- 21y = 18 b — 44,

. 29.7/ = 145,
145 

y 29 ’ y —

Sustituyendo este valor de y en la ecuación

7 >

resulta a? = = 3,

Comprobación.
1.3 — 2.5 = 11, ó 11 =11.
4.3 4-3.5 = 27/ ó 27 = 27.

s
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Si queremos eliminar la 
en las dos ecuaciones, como
drenios

91. Mé t o d o d e e l imin a c ió n po r  ig u a l a c ió n . Sean las eeua-

oues , [1]
a'x-\- b'y — c

$, despejaremos esta incógnita 
si la y fuese conocida, y ten- 

c' — b’y, X =z= ------- ------ .
’ a

Igualando, ahora, estos valores de x, resulta la ecuación 
c — by = C — b'y [3],

a

c — by

™ "el fondo, es igual al de sustitución, por 
lo que no nos detendremos á demostrar que la ecuación [3] 
y una de las propuestas forman un sistema equivalente al de 
las ecuaciones [1] y [2]. . ,

El procedimiento seguido para eliminar la x, es el que 

eX^Pnra elmiuar una incógnita entre dos ecuaciones, por el 
método de igualación, se despeja en las dos ecuaciones ba iiv- 
cógnita qué se trata de eliminar, y se igualan los valoi es 
obtenidos. .

Resolviendo la ecuación [3], se obtiene 
ac' — ca' . 

— ab' — ba' ’
sustituyendo este valor en cualquiera de las expresiones dea;, 
se hallará, como en el método anterior,

cb' — be'
— ab' — ba' "

92. Mé t o d o d e e l imin a c ió n po r  r e d u c c ió n . Sean las ecua­
ciones

ax-\-by = c [I]
a'x -\-b'y =c W-

Si los coeficientes de la incógnita que se quiere eliminar, 
la x por ejemplo, fuesen iguales, restando ordenadamente 
las ecuaciones, cuando los términos ax y alx tuviesen el mis­
mo signo, y sumándolas, cuando dichos términos tuviesen

U:se
DL SAMMCU 
nr COMFOSTTI
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. si o nos contrarins. los términos en íc desaparec^rian por la 

reducción, quedando eliminada esta incog'nita.
Pero si multiplicamos la primera ecuación por a' y la 

segunda por-s, se convierten en
aa'o) 4- bd'y = c(í 
aa'j) -i- ah'y = ac', 

en las que los coeficientes de x son iguales, 
testándolas ordenadamente, se obtiene

aa ® — aa'íd  4- ab'y — ba y = ac' — ca', 
y reduciendo será

ab'y — ba'y = ac' — ca* [3].
Demostremos, ahora, que el sistema de las ecuaciones [11 

iy puede sustituirse por las ecuaciones [1] y [3].
, Suponiendo que en las ecuaciones propuestas pasan al 

primer miembro todos los términos, podrán representarse por

4'= 0,
y el sistema de ecuaciones [1] y [3] será

4 = 0
A'a — Aa' = 0.

Es evidente que los valores de x é y capaces de verificar 
el primer sistema, verifican el segundo; pues siendo A = 0 y

A'a — Aa' también se reduce á cero.
Reciprocamente, todo par de valores de s é y que verifi­

que el segundo sistema, verifica también el primero; pues 
siendo A a Aa’ == o y 4 = 0, A'a debe ser cero, y como 
a no lo es, será 4' = 0. ■

, En vista del procedimiento empleado, podremos enunciar 
la regla siguiente:

Para eliminar una incógnita entre dos ecuaci.ones, por el 
método de reducción, se multiplica la primera ecuación por 
et coejípente que tiene dicha incógnita en la segunda: y la 
segunda ecuación por el coejlciente de la nv.sma incógnita en 
la primera, y se suman ó restan las ecuaciones, según que 
los términos que contienen la incógnita Ileo?n signos con­
trarios o iguales. J

La ecuación

da
aVy — W-y = ac' ca* 

— . ac' — ca'
y — aV — ba;

u
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sustituyendo este 
se halla

valor en la ecuación [1],

cV — be'
$ == —v.----t-t .ab —ba

y resolviéndola,

Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones 
lia; — 15?/ = 7_

—|- 7y = 15.
Multiplicando la primera por 4 y la segunda por 11,

resulta
44r — 60?/ = 28 
44¿’ + 77y = 165;

restando éstas ordenadamente, obtendremos 
137 y = 137,

Sustituyendo este valor de y en la primera ecuación, sera 
Ha» _15 = 7, .
11«;= 22, 

x = 2.
Si los coeficientes de la incógnita que se quiere eliminar 

no son primos entre sí, se halla su mínimo común múltiplo, 
y se multiplica cada ecuación por el resultado de dividir el 
mínimo común múltiplo por el coeficiente de la incógnita 
en dicha ecuación. .

Ejemplo. Sean las ecuaciones
48/r — 26?/ = 35

—36«; + 74y= 1.
El mínimo común múltiplo de los coeficientes de x es 

144; multiplicando la primera ecuación por 3, y la segunda
por 4, resulta

144«; — 78y = 105,
- 144«; 4-296y = 4.

Sumándolas tendremos
218y= 109

1

Sustituyendo este valor de y en cualquiera de las ecua­
ciones, se obtiene fácilmente

X = 1.
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93. Las ecuaciones 

ax = c ni
M"" '1- ^mos ex-

a? = y — ca'
ab'-ba' ’ J _ba'"-

Supongamos, ahora, que las ecuaciones fuesen 
ax — by = c ro, 
a $ — b'y = c',

ce^sp^tó^te^^^^nésne-

temaron11 e5t°' 135 fÓ™UlaS que resuel™n el segundo sis- 

v== ac'-ca'
6a' -ai' ’ 9 Ija' -nV '

bastado cambiaren las primeras ¿os
nos de los coeji.ctentes de dichos términos ? ^9"

de las fórmulas

48# — 26.7 = 35
—36# 4-74^= 1.

?ueUP= f6,'mUlaS - b ™ lu^r de ¿y hacer
Sqr Ha  z 25á eV0 m?smo Q116 poner de una vez — 26 en lu- 8 de b> por la razón pondremos también desde 

u
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lueg0 — 36 en vez de a'. Los valores de 2? c y, haciendo las 
mencionadas sustituciones, serán "

35.74 ----- 26 . 1 _ 48 . 1 — 35 . — 36 _
-48174__26.-36", 'y- 48.74 - -26 . - 36 ’

35.74 + 26.1 _ 48 . 1 4- 35.36 ,
ó = "48.74 - 26.36 ' 48.74 — 26.36 ’

_ 1
de donde ® — 1, y — g •

III.—Resolución de un sistema de tres ó mas ecuaciones de 
’ primer grado, con tantas incógnitas como ecuaciones.

94. Toda ecuación de primer grado con varias incógnitas, 
puede escribirse en la forma

as 4- ly + ci +.........= /í-
Basta, para conseguirlo, quitar denominadores, efectuar 

las operaciones indicadas, hacer la trasposición y la reducción*
Propongámonos resolver el sistema de tres ecuaciones 

con tres incógnitas
2^ — 3y 4- 5^ = 20
32? 4- y — 25 = 3
63? 4- 4y — 35 = 14.

Eliminando sucesivamente la x entre la primera ecua­
ción y cada una de las otras, por el método de reducción, se 
obtienen dos ecuaciones con las incógnitas y, 5;

— 11?/ 4- 195 = 54
— 13y 4- 185 = 46.

Si eliminamos ahora la incógnita y entre estas dos ecua­
ciones, se obtiene una ecuación con la incógnita 1:

495= 196.
El sistema de ecuaciones propuesto es equivalente á este 

otro
2a?— 3y+ 55= 20

— 11^4-195= 54
495 = 196, ■

compuesto de una ecuación de las dadas,, otra de las ecuacio­
nes con dos incógnitas, y de la ecuación con lá única in­
cógnita 5.

19 - u
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En efecto, si pasamos al primer miembro todos los térmi­

nos de las ecuaciones, los segundos se reducen á cero v 
aquellas adquieren la forma ’ v

J = 0, A' = 0, A" = 0 [1],
Llamando/7, a\ a" á, los coeficientes de (c en lastres 

ecuaciones, y eliminando x entre la primera y cada una de 
las demás, obtendremos

Aa’ — A'a = 0, Aa" — A" a = 0.
Ahora es fácil demostrar que el sistema de ecuaciones í 11 

es equivalente a este otro J’
-'1 = 0, Aa’ — A'a = 0, Aa" — A" a = 0 [2].

efecto: los valores de x, y, s, capaces de verificar las 
ecuaciones 111,convierten en cero las expresiones A, A' vA" • 
luego también convierten en cero los primeros miembros dé 
las ecuaciones [2].

Reciprocaménte, todo sistema de valores de las incógni­
tas, capaz de Verificar las ecuaciones |2|, verifica las ecua­
ciones [1], porque para que sea A = 0 v Aa' — A'a = 0. es 
necesano que A' sea cero; y para que sea A = 0 y Aa" — 
A ¿7 = 0, es también necesario que A" sea cero. '

Si ahora eliminamos la. incógnita y entre las ecuaciones 
Aa' — A’a = 0, Aa" — A" a = 0,

dos ecuaciones podrán sustituirse por el sistema com- 
m p tpu h 6Uimc 6 e apy de/yla que ^suite de la eliminación, 
V n • tn t ?ni = C; por C0nsi8'uiente el sistema [2],
y poi tanto el [1], es equivalente á este otro

-/1 = o, Aa' — A'a = 0, ^2 = C [3], 
ecu^imiS1 de 10 exPuest0’ (lebemos resolver el sistema de 

UciUlUlluo
. — 3y 5^ = 20

-lly + l$to== 54 
49^ = 196. 

la seMC^dedUCe S = * Oyendo este valor en 

— lly + 76 = 54
— lly = — 22

. 1J = 2;
poniendo en la primera los valores de 3 é y, resulta

2» ~ 6 + 20 = 20 6 2^ = 6, de donde « = 3.

u s
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Fn "eneral liara resolver uu sistema, ele m ccuacionps 

con m uícógniias, se elimina una de éstas sucesivamente 
entre una (le las ecuaciones dadas y cada una de las demas; 
de este modo se obtienen ni — 1 ecuaciones comw — 1 y.icoq- 
nitas- se elimina una de éstas entre una ecuación y cada una, 
de las demás, lo que da m - 2 ecuaciones con m — 2 incóg­
nitas. Continuando de este modo se llegara a obtener dos 
ecuaciones con dos incógnitas, y yor ultimo una ecuación con 
una sola incóqnita. Se halla el valor de esta incógnita y se 
sustituye en una de las dos ecuaciones con dos incógnitas, lo . 
que da el valor de una segunda incógnita; se sustituyen los 
dos valores hallados en una de las tres ecuaciones con trys 
incógnitas, y se continúa de este modo hasta hallar los valo­
res de las m incógnitas.

Ejemplo. Resolver las ecuaciones
32-- — y + 2^ — = 5

¡y -j- 3?/ — I + 3?Í — 8 [-11
4^- — 2y + — u = 15 1 J ,
22? + y — 42 + ^u = 3.

Eliminando la incógnita y entre la primera ecuación y 
cada una de las demás, por el método de reducción, se ob­
tendrán las ecuaciones

lOs + 52 — 3u = 23
2¡® "t - 2 — ‘3u = — 5 [2]
5# — 22 + u = 8. ,

Eliminando ahora la incógnita u entre la primera ecua­
ción y cada una de las demás, resulta

J 8a: + 42 = 28
25a? — 2 = 47, 

simplificando la primera ecuación se obtiene
2a? + 2= 7 [31

25a?—2 = 47, 11
y sumando éstas resulta

27a: = 54, de donde a? = 2.
Sustituyendo a; por su valor en la primera de las ecuacio­

nes |3], se halla 2 = 3.
Poniendo por $ y 2 sus valores en la segunda de las ecua­

ciones [2], se obtenclrá u = 4.
Por último, reemplazando las incógnitas a?, 2, u por sus 

respectivos valores en la primera de las ecuaciones dadas, se 
encuentra

y = — 1.

u
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CAPÍTULO SEXTO.

PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON VARIAS 
INCÓGNITAS.

95. Cuando las incógnitas de un problema están ligadas 
entre si y con los datos por medio de relaciones complicadas, 
se representa cada incógnita por una letra, y se escriben se­
paradamente todas las relaciones de igualdad que se descu­
bran en el enunciado.

, Si resulta un sistema con tantas incógnitas como ecua­
ciones, su resolución no presenta generalmente ninguna 
dificultad.
, Mas adelante examinaremos el caso en que el número de 
incógnitas sea mayor ó menor que el de ecuaciones.

Pr o b l e ma s .
1. Distribuir 5324 'pesetas entre dos personas, de modo 

que taparte de la segunda sea el triplo de la parte de la 
primera. r

Sea x la parte de la primera persona é y la de la segun­
da; las ecuaciones del problema son

s + y = 5324 
y = 3a;.

Eliminando la y, por el método de sustitución, se obtiene 
a; + 3a? = 5324, 

de donde a; = 1331.
Sustituyendo este valor en la segunda ecuación, resulta

y = 3 X 1331, ó y = 3993.
Obsérvese que al resolver este problema empleando una 

sola incógnita [71], se hicieron las mismas trasformaciones 
que hemos hecho ahora, sólo que entónces la sencillez de las 
relaciones permitió efectuar desde luego mentalmente la sus- 
titucion de la parte segunda y por el triplo de la primera 3®.

2. Dwidir el número 420 en tres partes, tales que la 
p-mnera esté con la segunda en la relación 9 : 5, y que la 
tercera sea mitad de la suma de las otras dos.

Sean y, % las tres partes.

__________________________
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Las ecuaciones del problema son

íc  4- y + 2 = 420
s _ y
T" 5 

x + y z - 2 .

Sustituyendo el valor de 2 en la primera ecuación, se 
obtiene el sistema de dos ecuaciones

« + y + ^^-=42°.

x _ y
"y"— 5 ’ . .

que quitando denominadores, trasponiendo y simplificando, 
se reducen ú

x 4- y = 280
Xix — 9y = 0.

Eliminando la x se obtiene y = 100,
lueg'O x = 280 — 100, ó x = 180, 
y 0 = 420 — 100 — 180 ó a = 140.

3 .° U-n objeto de oro ligado cou ylata tiene 040 centNe- 
tros cúbicos de rolúmen y pesa 10000 gramos. Cada centíme­
tro cúbico de oro puro pesa 19,26 gramos y cada centímetro 
cúbico de plata 10,47 gramos. ¿Cuántos gramos de oro y 
cuántos de plata contiene el objelol ,

Llamando x al peso del oro é y al de la plata, es evidente 
que el volúmen del oro contenido en el objeto es -ly 2—, y 

el de la plata centímetros cúbicos; luego las ecua- 
10,4/ 

ciones son
x 4- y = 10000

----- ------ 1- —1— = 640.
19,26 10,47

Resolviéndolas se encontrará
x = 7229 gramos, ó sea 7,229 kilógramos, 
y = 2771 gramos, ó sea 2,771 kilógramos.

u
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4 .° Un banquero quiere emplear 40000 duros cu un nego­

cio, que debe producirle cierto tanto por ciento de ganancia, 
-y para, reunir dicha suma le faltan 8500 duros, "que toma 
prestados á un interés menor: la operación le produce 3005 
duros. Otra operación de iguales condiciones, en la que pres­
ta 54600 duros, de los cuales 12800 toma á préstamo, le pro­
duce un beneficio de 4018 duros. ^Qué tamo por ciento lia 
producido el negocio, y á que tanto por ciento le fueron 
prestadas las cantidades que le faltaban'!

Represontando por x é y las incógnitas del problema, 
tendremos .

40000.»
100

54600.»
100

8500?/ 
” 100 
12800?/

loo-

3005.

= 4018.

Simplificándolas se convierten en
803? —17?/= 601 

' 2733? — 64?/ = 2009.
Resolviéndolas por cualquier método se obtendrá

x = 9, y = 7.
5 .° _ Una persona se encarga de trasportar objetos de tres 

tamaños diferentes, á condición de abonar por cada objeto 
que se rompa una cantidad igual á la que recibirla por la 
conducción, si lo entregase intacto. En el primer maje reci­
be 4 objetos pequeños, 5 medianos y 8 grandes; rompe los me­
dianos, y recibe 32 reales. En el segundo viaje conduce 6 
objetos pequeños, 3 medianos y 5 grandes; rompe los grandes 
y sólo recibe 5 reales. En el tercer viaje conducen objetos 
pequeños, 2 medianos y 6 grandes; rompe los medianos y re­
cibe 43 reales. Cuál es 'el precio de trasporte de un objeto 
de cada tamaño!

Sean a? el precio de trasporte de un objeto pequeño, y el 
de uno mediano y z el de uno grande.

Las ecuaciones son
4a; — 5?/ 8z = 32
62? + 3?/ — 5^ = 5
7x — 2y + 60 = 43.

Resolviéndolas se hallará
ü? = 3, y = 4, 0 = 5.

u
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CAPÍTULO 6ÉTIM0.

DISCUSION DE LAS FORMULAS QUE RESUELVEN 
DOS ECUACIONES GENERALES DE PRIMER GRADO 

CON DOS INCOGNITAS.

96. Vamos á examinar si los valores que adquieren las 
fórmulas generales

cV — 6c' ac' — cal
" ab'- ba'

en ciertos casos particulares, convienen á las ecuaciones 
correspondientes á dichos casos. . , ,

Pr ime r  c a s o . Supongamos <iue el denominador ab — ba»
sea cero, sin que lo sean los numeradores, y tendremos 

cb' — bc' ac' — ca'
0 ’ 0 ’

valores infinitos. .
Veamos, aiiora, en que se convierten las ecuacioneb 

ax -4- bij = c

por la hipótesis ab' — ba' = 0. De esta igualdad se deduce 
sustituyendo este valor de a en la primera ecua- 

b'
cion, se convierte en •

ó quitando el denominador b'; y partiendo ambos miembros 
por b,

a'x + b y = -y ,

Si comparamos esta ecuación con la segunda de las pro­
puestas, vemos que serón compasibles, esto es, podran verm- 
carse por los mismos valores de # é y, siempre que se Aerifi­
que la igualdad
. cb' ,

u
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Que se convierte fácilmente en esta otra

cb' — be' = 0:
pero como hemos supuesto que ninguno de los numeradores 
es cero, se deduce que las ecuaciones propuestas son contra­
dictorias ó incompatibles. vuHua

listo mismo nos dicen las fórmulas, que al dar para a é v 
valores infinitos, manifiestan la imposibilidad de hallar dos 
cantidades que verifiquen el sistema.

Se g u n d o  c a s o . Supongamos que el denominador común y 
uno de los numeradores sean iguales á cero, esto es, 

ab' — ba' = 0, cb' — be' = 0.
De estas igualdades se deduce

a b
a' — b' ’

c __ b 
"c'" = "br:

luego A = 6 ac._ ca. = 0

Por consiguiente, si el numerador de x es cero el de v 
también lo es. Del mismo modo demostraríamos la recíproca

Tenemos, pues, ‘

Si representamos por m el valor de cada una de las?frac- 
ciones iguales —tendremos

a^ma', b = mb', c = mc', 
y sustituyendo en la primera ecuación del sistema, resulta 

ma'x H- mb'y = me', 
que dividida por m se convierte en la segunda

a'x 4- b'ij = c'.
Luego el sistema de dos ecuaciones se reduce ¿ una sola 

coii dos incógnitas; pero de esta ecuación se deduce
c' — b'-yx =---------- i-

a
y dando á y valores cualesquiera, se hallarán otros corres­
pondientes para x; por consiguiente los valores de x é y son 
indeterminados, según manifiestan las fórmulas.

u
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CAPÍTULO OCTAVO.

nr^owciON d e l a s , e c u a c io n e s d e pr ime r  
GRADO CON MAS INCOGNITAS QUE ECUACIONES.

97. Consideremos, en primer lugar, la ecuación con dos
incógnitas

‘Za; — 5y = 3.
Despejando la a: se obtiene

3 + 5y
® 2 - '

Si ahora damos á y valores cualesquiera, y á x los que se 
. . ,. , 3 + 5y

obtengan efectuando las operaciones indicadas en----- , 

la ecuación 3^5"- se convertirá en identidad por 

cada par de valores correspondientes de x é y; por consi­
guiente sucederá lo mismo con la propuesta.

Haciendo sucesivamente y = 0,1, , 3,-.............

se obtendrá = "g"» 2 ’ .............
Una ecuación de primer grado con dos ó mas incógnitas, 

tiene infinitas soluciones, por lo que se llama ecuación 
^^Se^resoíverá siempre despejando una de las incógnitas, y 
dando valores arbitrarios á las demás. Las incógnitas que re­
ciben valores arbitrarios, se llaman variables inHependientes; 
Y la que se ha despejado varia según los valores que reciben 
aquellas: por esto se llama de dichas variables.

En la resolución anterior, la variable independiente es y, 
mientras que x es una función de y.

En general, se llama función de una ó mas cantidades^ 
variables, toda cantidad cuyo valor depende de los de dichas

TVzrtt resolver un sistema, de dos ó mas ecuacionns 
con mayor número de incógnitas, se despejan tantas ^cóq- 
nitas como ecuaciones tenga el sistema, considerando las 
restantes como cantidades conocidas; se da a estas -calo*. 
cualesquiera; y estos nalores, juntos con los correspondien-

u
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Jomarán las soluciones

Sean las ecuaciones
2a; — g -4- 5^ _p 3^ = 13 
a?4-4y —8s— 3u= 5.

Considerando 2 y u como cantidades conocidas, y pasán- 
se conKeTer™16 *lmiembr0' lus ec"atio™s

23?— y = 13— 52 — 3u 
a-4-4//= 5 + 82 + 3«.

Resolviéndolas se encuentra
19 — 45 — 3?<2? =----------- --------- , y=. — 1 + 72: + 3?¿

3
Si hacemos # = 1, u = 2, se obtiene x = 3 ir = 4- 

suponiendo 5 = 1, ?<=3, resülta x = 2,’ y = 5.’ 
™OdO puedeu hallarse cuantas soluciones se '2 lili. 1 <111 •

CAPÍTULO NOVENO.

'DE LAS ECUACIONES DE PRIMER 
GRADO CON MENOS INCOGNITAS QUE ECUACIONES.

sistem? de ecuaciones con menor 
rp^c7í,)eu tuntas ecuaciones como 

i vcognctas tenga el sistema, los valores hallados v^ri fican

toltU ^ í2±',!M?ZorM?‘= «njicdn. las ecaaciones «s- 
1 slstcm1(L t^6 solución, ó lo que es lo mismo, la» 

ecuaciones que lo forman son incompatibles.
Sean las ecuaciones

4^ + 3y = 5
63? — 2?/ = 1
2a; + 4 y = 5

■ ICa? — 2?/ = 3. '
Resolviendo las dos primeras se bailará.
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sustit^éndó estos valores en las demás, veremos que se con 
vierteJenidentidades; lujólas ecuaciones propuestas tienen 

la solución $ = -y, y L
Sean las ecuaciones

— ?/ = 4
5./; — 2// = 5 
2a; — 3// = 8.

Las dos primeras dan »=3, y- 5; sustituyendo estos 
valores en la tercera resulta

6 - 15 = 8, 
igualdad absurda, luego las ecuaciones propuestas son m- 
Ct,100atlSuás ecuaciones propuestas contienen 
wletcrmúuulns, podrá-hallarse la .condición o condiuones a 
que deben satisfacer dichos coeficientes para que el sistema 
sea compatible. .

Sean las ecuaciones
ax — y — 4
bx -f- 2y = 2 
»+ y = 2.

Para determinar los valores particulares de a. yb, que las 
hacen compatibles, deduciremos de la 1. y 3. los'valoies de 

y, que son _2»-4_.
— a + 1 ’ ■* íz  + 1 ' 

sustituyendo estos valores en la ecuación segunda, se halla 
J 4(1 — 8 _ 9

■— .—ñ—H - । i

íIp donde 3^. *
Como esta ecuaáoude ebulición es indeterminada,podre­

mos asignar á los coeficientes a y b infinitos valores.
Si hacemos b = -i-, será a = 4, y las ecuaciones se con­

vierten en
— y = 4
1- 2y = 2

4® 
x

IT

que son compatibles.

u
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XII Tres hermanos han contraído una deuda de 4000 reales: al 

primero la falta para poder satisfacerla las dos quintas partes del capital 
del tercero; al segando la mitad del capital del primero; y al tercero los 
cinco treceavos del capital del segundo ¿Cual es el capí al de¡ cada uno*

XIII Hallar un número compuesto de cuatro cifras, la suma le todas 
ha de ser 21: la segunda v la cuarta, contando de izquierda 6 derecha, 
valen doble que la primer?; la primera, segunda y cuarta equivaden a 
séxtuplo de la tercera; y restando la primera de la segunda, la diferencia

que restando la tercera de la cuarta.es doble

XIV. Resolver el sistema indeterminado siguiente

•r> +5
5 2 4 r 4

----

XV. Averiguar si son compatibles las ecuaciones
2a? — y =
2a? — ay = 1
5a? — 5y = 0.

u



LIBRO TERCERO.
ECllCIO,\ES DE SEGUIDO GRADO.

CAPÍTULO PRIMERO.

CUADRADO Y RAIZ CUADRADA DE LOS MONOMIOS.

Si el piodncto es abe, tendremos 
= X = = mMcC = «8 =•-.

81 hi potencia, es a,n, tendremos
(amy- = a"1 Xam = am*ni =

^'fl 'VeyaT al cuadrado uu mounmio entero se ele 
^eMÍa- y $e íoS e^o-

Esta reg-la es una consecuencia de las anteriores.
Asi? koaWdy- = ‘Hoa^lZ-cM»-

(—2abcti)°- = 4aW2.
al « elma. á

En efecto: í—V= y JL _ a • a
. b.b - "1F-
J o.), i ara extraer la rali cuadrada de un nroducto de 

tartos Jactares, se extrae la raú de cada factor.
^í» Vale = Va Vb Ve;

porque (^y =
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106. Para eTiracr la Taii cuadrada de una potencia de 

prado par, se divide su exponente por 2.
Así = am, puesto que (¿í”1)8 = aím.

107. Para extraer la rais cuadrada de un monomio ente- 
yo se extrae la raiz, cuacDrada del coeficiente -y se dividen 
por 2 los e^ponentes de las letras.

Esta regla es consecuencia de las dos anteriores.

Así, = líü'PC'.
Se ve que un monomio no tiene raíz cuadrada exacta: 1.a 

cuando el coeficiente no es cuadrado; 2.° cuando alguno de 
los exponentes no es par.

Sea, por ejemplo, s^Zlal'^c"-.
No siendo posible extraer exactamente la raíz cuadrada 

de 27 ni la de a^, el monomio no tiene raiz cuadrada exacta.
En este caso, las expresiones irracionales pueden con fre­

cuencia simplificarse extrayendo la raiz de los factores gue 
la tienen exdcta.

El monomio Tia^Pc- se descompone en
^a^c^ X 3¿z.

Extrayendo la raiz cuadrada exacta del primer factor, y 
multiplicándola por V^a, que no puede efectuarse, tendremos 

V^la^Pc- = ‘¿ab-c fia.
Por el contrario, se introduce un factor lajo el signo ra­

dical, elevándole al cuadrado.
De este modo se obtiene

^a-l V5a = d^a'b- X 5« = V20ííí3?5.
108. Para extraer la raiz cuadrada de una fracción, se 

divide la raiz cuadrada del numerador por la del denomi­
nador.

Queremos demostrar que

V b * df

iEn efecto: (; {fia)' _
W b

u
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Ej e mpl o s .

1,-
V 16/W "

2.° ./48,7^^^ WcvS»"
' 98»¿2j¿4 ' ,ñ— "

(+ ay- = a1, (— ny = a»..
por consiguiente la raíz de grado -par d^ todositwa, Uene dos calores iguales y Pde signo contrario^' P°' 

Por ejemplo, la raiz cuadrada de 16 es 4 v -4 in n 
se expresa diciendo "

Vz 16 = ± 4.
Se llaman expresiones imaginarias las raíces de 

par de las cantidades negativas. d grado

Po^tivo; pero tampoco puede ser dicha raíz ueo-ativa ñor

eipresion por - na JXX 

cua^™° pOdrÍamos deeir de ™a raíz de otro grado par 

sonTmaginarii™' 56 llamair ^tidadaa W¿»Ias que no

CAPÍTULO SEGUNDO.

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE SEGUNDO 
GRADO CON UNA INCÓGNITA.

t ..?1!0-* 1 na ecnacion de segundo grado con una incógnita 
pui-de tener tres clases de términos: unos que contengan la 
segunda potencia de la incógnita, otros que conteS a 
primera potencia, y términos conocidos. accnodU la

u
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Si la ecuación tiene estas tres clases de términos, puede 

reducirse á la forma
aa;- + + c = 0, 

para lo cual se quitarán denominadores, se pasarán todos 
los términos al primer miembro, lo que reduce á cero el 
segundo, y se efectuarán las reducciones posibles. , , 

°La ecuación que contiene las tres clases de términos 
mencionadas, se llama completa.

Puede suceder que falten los términos conocidos, los que 
contienen la potencia primera de la incógnita, ó unos y 
otros; las ecuaciones entonces son respectivamente:

íz^'2 + = 0,
c = 0, 

= 0, 
y se llaman incompletas.

I,—Ecuación completa. ■

111. Vamos á resolver la ecuación general completa 
ax^ + bx + c = 0 [1],

en la que a se supone siempre positiva, pudiendo ser b y c 
positivas ó negativas, ó una positiva y otra negativa. Si a 
fuese negativa se cambiarían los signos á todos los términos 
de la ecuación.

Dividiendo la ecuación por el primer coeficiente a, resulta

x*- + — x + — = 0; a a
. . b c . ,haciendo, para abreviar, — = p, — = q, se convierte a a

la ecuación anterior en
xl -Vpx-V 7 = 0 [2];

pasando g al segundo miembro, resulta
x- -\-px = — 5.

El primer miembro es ahora la suma de los dos primeros 
'Ptérminos del cuadrado de x + puesto que

id"

u
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si añadimos á los dos miembros, tendremos

4 4 í

=-T-^
extrayendo la raíz cuadrada de los dos miembros, resulta

de donde z = _ A ± ?

rica^íST de T e™acion ¿ toda expresión numé-

La ecuación [2] tiene, pues, dos raíces, que son
i5
— <i > n•2 V-^ q. •

Traduciendo la fórmula[3]al lenguaje vulgar, tendremos: 
, 2171 toda ecuacioiL ele lafo-ma x2 + pX + o — n ,K t es ,^aU ael coeJlcillte^Se^7Ldo£- 

Coutya-Tío> mas ó menos la ra^ cua-“mino ro" CUtr6 61

112. Sustituyendo^ y y por A y en la fórmula [3], 

se obtiene la que resuelve la ecuación fl]
Asi tendi-emos

c
a

2? =
‘ia * 4(?2

Ó s —___ L H- i/— 4^".
2a, V 4ai ’

extrayendo ahora la raiz cuadrada del denominador 4«', y

u
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sumando ó restando las fracciones de igual denominador que 
resultan, obtendremos por último

- ¿ ± \/// — 4ac
$ =-----------2a----------  ,4L

fórmula que traducida al lenguaje vulgar, dice:
En toda, ecuaciou de la .forma ax2 + bx + c = 0, la in- 

cóquUa es Agual al coeficiente del segundo término, tomado 
con signo contrario, mas ó menos la ra^ cuadrada de la di­
ferencia entre el cuadrado de dicho coeficiente y el cuádm- 

‘glo del producto de los coeficientes primero g tercero, disi­
dido todo por el duplo del coeficiente del primer término.

Ej e mpl o s .
1/ Resolver la ecuación

¡y-- _ 9a; — 15 = 0.
Aplicando la fórmula [3], resulta

x = 1 ± + 15 ,
luego los valores que verifican 

x = 1 + 4, X = 1 — 4; 
2.° Resolver la ecuación

ó x = 1 ± 4;
la ecuación propuesta son 
ó x = 5, x = — 3.

6xe- — 5x — 6 = 0.
Aplicando la fórmula [4], se obtiene

5 + ^/25 + 144 . 5 ±13
-------- TX--------- , ó X = ----—---

18
de donde x = -y^- 2

3 *

II.—Ecuaciones incompletas.

113. Sea la ecuación
ax- + bx = 0.

Siendo x factor común á los términos del primer miem­
bro, podemos escribir

x {ax + ¿) = 0.
El producto x (ax + b) se convierte en cero si uno de los 

factores es oero; luego x = 0 es una raíz de la ecuación pro-
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III.—Descomposición del trinomio .r8 -4- px + q en factores 
de primer grado, y propiedades de las raíces de la ecuación 

i1 -}- px q =0.

116. Añadiendo y restando la cantidad -y- al primer 
miembro de la ecuación

®e- -Vpr Q — 0,
se convierte en

a)' + px 4- q 4- -L.-------- -T- = 0,4 4
ó sea en

(«'+ -y) - (4- - 0 =
La cantidad del primer paréntesis es el cuadrado del bi­

2 
2nomio a; 4- y la del segundo se puede considerar como

el cuadrado de su raíz cuadrada; así tendremos

-0:
pero ahora se presenta la diferencia entre los cuadrados de 
dos cantidades, que sabemos es igual á la suma de dichas 
cantidades multiplicadas por su diferencia; luego la ecua­
ción se convierte en

Si hacemos JL —
2

la ecuación adquiere la forma
— {x — x"') = 0.

Luego el trinomio x8 4- px 4- q igual al producto de 
dos binomios, que se forman restando de x las dos raices de 
la ecuación x8 4- px + q = 0.

u
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Ejewplo. Descomponer el trinomio a?2 — 2a; —15 en fac­

tores de primer, g-rado.
Resolviendo la ecuación x1 — 2a? — 15 = 0, se obtiene

= — 3, x" = 5; luego
®- — 2a; — 15 = (r 4- 3) (x — 5).

117. Hemos visto que llamando x', oc" á las raíces de la 
ecuación a- 4- q = o, el primer miembro de la misma 
es igual a \x — x’^ ^x — x"). Efectuando esta multiplicación 
obtendremos

x-— (x' 4-x") x 4-x' x".
Ahora bien, para que este trinomio sea igual á

x- 4-px4~í,
es necesario que se verifiquen las relaciones siguientes:

x' 4- x" = — p 
x’ x" = q.

o Luego, eu una ecuación de segundo grado de la forma 
X- T q =70’ Tai-Cés es igual al coe f-
aente del segundo temnino, tomado con signo contrario; y el 
giroducto de las mismas es igual al término conocido.

En virtud de este principio, puede escribirse una ecuación 
de segundo grado cuyas raices sean conocidas.

Sean éstas, por ejemplo, 4 y — 7; el coeficiente del se­
gundo termino sera

— (4 - 7) = 3, 
y el término conocido

4 X — 7 = — 28;
luego la ecuación es

tf2 -L 3« — 28 = 0.
Resolviéndola se hallará efectivamente

x' = 4, x" =~q.

u
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CiVPÍTULO TERCERO.

RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS DE SEGUNDO 
GRADO CON UNA INCOGNITA.

118. Pr o b l e ma s .
l .° Hallar -au número tal que el quintuplo de su cuadra­

do, disminuido en su producto por 63, sea igual d 180.
Llamando a? al número que buscamos, la ecuación es

5^9 — 63¡s — 180,
ó 5^2 — 63¿? — 180 = 0;

63 ± v/ 7569
de donde ® ,

, 63 ± 87
6

Tomando el signo mas, será a?' = 15.
Comprobación: 5 . 152 — 63 . 15 = 1125 — 945 = 180.
La raiz x' = 15 es, pues, una solución del problema.

12Tomando el signo menos en el valor de x, será a?"=----- .
5

Para interpretar este valor negativo observemos que po­
niendo — x en lugar de x, la ecuación se convierte en

. 5a?2 + 632? = 180;
resolviendo ésta, los valores de $ sólo se diferencian de los 
obtenidos anteriormente en el signo del coeficiente del se­
gundo término; luego

_ — 63 ± y/7569~

, 122? _ 5 ,de donde

Por consiguiente la raiz

x" = — 15.
12 . .negativa------ — es solución,

prescindiendo del signo, del siguiente problema:
Hallar un -número tal que el quintuplo de su cuadrado, 

aumentado en su producto por 63, sea igual d 180.
2 .” Por 144 reales compra una persona cierta cautidad de 

u
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cr)U el mismo áiueTo comprase 6 liLras menos, cada 

libra le coslaria 4 reales mas. ^Cuántas libras ha comp'adol 
Sea x la incógnita: el primer precio será —- ■ v el se- 

144 ,
gundo ; como éste excede al primero en 4 reales, la 
ecuación es

144 144-----------------------4
. x — 6 X

Quitando denominadores, reduciendo y simplificando se 
convierte en

x1 — 6x — 216 = 0; 
resolviéndola será x = 3 ± 15.

Tomando el signo mas, tendremos x' =18 valor que ve­
rifica la ecuación, y es solución del problema.

Tomando el signo menos, se obtiene x' = — 12 valorque 
prescmdiendo del signo es solución del siguiente problema!

J-,01 P(l^? compra una persona cierta cantidad de
cape; si con el mismo dinero comprase 6 libras mas, cada li­
bra le costaría 4 reales menos. t Cuántas libras ha compradól 

dos números cuy asuma sealoysu producto^.
Si llamamos x á uno de ellos, el otro será 15 — x- v la 

ecuación ’ J
x (15 - 2?) = 56, 

ó —15 a? 4-56 = 0.

Resolviéndola resulta x = -+- 1
2 ~ 2 '

Las raices son, pues, x’ = 8, x" = 7; pero
X' + x" = 15, x'x" = 56; 

luego los valores de x son los dos números buscados.
Obtendríamos el mismo resultado observando que las in­

cógnitas del problema son las raices de una ecuación, que 
tiene por coeficiente del segundo término la suma dada, to­
mada con signo contrario, y por tercer término el producto 
dado; llamando u á la incógnita de dicha ecuación, se tiene 

— 15« 4- 56 = 0,
cuyas raices «' =8, vP' =1 deben ser los números buscados.

u
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CAPÍTULO CUARTO.

DISCUSION DE LAS ECUACIONES Y PROBLEMAS DE 
SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA.

119. La ecuación
o;-! px -y = Q,

ha dado la fórmula 

Para discutirla disting-uiremos tres casos, según que el 
termino q sea negativo, cero ó positivo. , .

Pr ime r  c a s o . Siendo el término ([ negativo, si ponemos su 
signo de manifiesto, la diferencia - <7 se convierte en la

V" suma —— - 4 
subradical

de dos números positivos; luego la cantidad 

es positiva y mayor que por consiguiente el

valor del radical es real y mayor que - —.
Los dos valores de x son reales en este caso, y podrán ha­

llarse exactamente si ----- q tiene raíz cuadrada exacta, 
y con cuanta aproximación se desee, en el caso contrario.

El coeficiente p será positivo ó negativo: si es positivo, 
las raíces son 

siendo p y q números absolutos, y como el radical es mayor
la primera será positiva; en cuanto á la segunda

evidentemente es negativa.
Sip es negativo, ías raíces son

positiva la primera y negativa la segunda.

u
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les, la primera + "f* ecpüvalente á cero; y la según- 

da------- T se reduce 
i) y

Si p es negativo, las raíces serán — ± : la primera

jL JL ge reduce áj», y la segunda ------- 1- equivale

*') <*pro •
1 Se ve que estas últimas se diferencian de las anteriores 
611 Ya hemos vistoque en este casóla ecuación se convierte en 

rr2 4- px = 0, ó x = 0;
el primer miembro será cero si x = 0, lo que da una raíz, ó 
si $ -L. « = o, de donde x = — p, lo que da la otra raíz.

Te r c e r  c a s o . Si es cantidad positiva, podra ser menor, 

igual ó mayor que .

Si n -í—, la cantidad subradical es positiva y menor 
1 4 ’

que luego el radical es real y menor que ; Por con" 
siguiente en esta hipótesis las raíces son reales.

Si p es positivo, las raíces son

2 ¡----  
evidentemente negativas; y si p es negativo serán 

jp_ ¿tez;, 

2 v 4 2
ambas positivas.

Si <1 es igual á los dos valores de x se reducen á uno

solo, que será — ó según sea el signo de^.

Poniendo en la ecuación - j- en lugar de cy, se convierte

u
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ó bien

Esta
0.

inrps Hp ecunacion se convierte en identidad por todos los va­
—de 105 f— “el

7^ = 0, de donde x -- ----- 2L2 2 ’
y el segundo da exactamente lo mismo; luego la
tiene dos raíces iguales ú---- . 

* 7^"S1 'l > — ’ la cantidad subradical 
y los dos valores de x son imaginarios.

ecuación

F .-^—qes negativa,

Llamemos ¿ ¿ la diferencia^ - y tendremos 

;;2 ,

1"X^ti"ad P0SÍtiVn- Sttsti Wo ? por su valor,

ó bien
4

^+4y+¿=0;

i T \ *pero ^ + —J es siempre una cantidad positiva, y como <1

absmloqen la ecmctóT ¡"dican un
120. Algunos de los resultados obtenidos en la disrnsinn

So eí SSlir -«1 * =
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Sea la ecuación

ai ± px — q = 0.
Sabemos que siendo q cantidad negativa, las raíces son 

reales.
Ahora bien, el producto de ellas debe ser igual á — q, 

luego una es positiva y otra negativa. ,
Si ;; es positivo, la suma de las raíces es —p, luego la 

negativa tiene mayor valor absoluto; y si p es negativo, la 
suma de ks raíces es -V p, luego será mayor la positiva.

Sea la ecuación
a1- zf= px -|- q = 0.

Supongamos reales las raíces.
Debiendo ser el producto de ellas igual á 4- q, serán las 

dos positivas ó las dos negativas. Si p es positivo, la suma de 
las raíces es —p, luego las dos son negativas; si por el con­
trario, p es negativo, la suma de las raíces es -Vp, y serán 
ambas positivas.

Ej e mpl o s .
X-—2-^— 8 = 0, raíces reales, de signo contrario; mayor la positiva. 
írt4-2^—3 = 0, id. id. , mayor la negativa.
$2—7X--1-12 = 0, id. , las dos positivas.
íci-]-7r-i-10 = 0, id. , las dos negativas.
ar—5^+ 8 = 0, raíces imaginarias.
x-—6»-¡- 9 = 0, raíces iguales positivas. 
«^Sx-j-lG = 0, raíces iguales negativas.

121. La ecuación
ax1 + bx 4- c = 0, 

ha dado la fórmula
— b ± Vb1 — 4ac oc =------------ ------------- .

‘Za
Si suponemos a = 0, los valores de x son

-b ± b , 
0 ;

el primero se reduce á y el segundo á-----
Sin embargo, haciendo en la ecuación la misma hipóte­

sis se convierte en bx 4- c = 0, de donde x =-----y .o

ul
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mmEía?lh\emOS P* efectivamente es indeterminado el pri- 
iniemhmJ pf fÓ S1. existe al»un factor común á losdos 
miembros de la fracción

— ¿ 4- — 4(ic
2«

Multiplicando los dos términos por 4/^2 _4„ । z . 
morador sera ’

-4ac — i) (/^4^ + ^)

esto es, el producto de la suma de dos cantidades por su dife­
rencia; luego la fracción se convierte en

6^ — 4ac —
2« (\/¿2 — 4ac 4-

Reduciendo en el numerador, notaremos un factor 2tz co­
mún a los dos términos, que siendo a = 0 los convierte en 
cero; pero suprimiendo dicho factor, la fracción es

-2c
b 4-^b2 — 4ac

y haciendo ahora a = 0, la fracción adquiere el valor___ —, 
deducido de la ecuación directamente.

^bLa segunda raíz-----— es el límite de

— b — Vb2 — 4ac
2íz

cuando a disminuye indefinidamente^uesto que en tal caso 
V/ b- — y tiene por límite Vb- ó b, por consiguiente
el numerador tiende al valor — 2¿; á medida que a disminu­
ye, la íraccion aumenta en valor absoluto, y cuando a tenga 
un valor suficientemente pequeño, el valor absoluto de la 
fracción sera mayor que cualquiera cantidad asignable- lue­
go dicho valor es infinito, cuando a = 0. ’
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Pr o b l e ma .

122. Hallar en la recta AB que uue dos luces, un -punto 
igualmente iluminado por cada una de ellas.

i i । । i
------------ Á P B P'

Sean a y b las intensidades respectivas de las luces a  y B, 
ó sea, las cantidades de luz que arroja cada una de ellas á la 
unidad de distancia; y representemos por d la distancia entre 
los puntos A y B. . . . . _ 7

Suponemos conocido un principio de Risica que dice: las 
intensidades de una lito á distancias diferentes, son inner- 
samente proporcionales á los cuadrados de las distancias.
L Si el punto buscado está situado entre A y B, por ejem­
plo en P, y llamamos x á la distancia AP, la PB será d — x; 
ahora bieii, siendo a la intensidad de la primera luz á la uni­
dad de distancia, á una distancia como 2 será —, ¿i una dis­

tancia como 3 será -q-, y en ñn a la distancia x sera —r? 
igualmente, la intensidad de la segunda luz á la distancia 
d — a) será

b
. ’

debiendo ser iguales las intensidades de las dos luces en el 
punto P, tendremos la ecuación

a b
x- (d — ®)3 ‘

Pudiéramos resolverla por el método general, esto es, 
reduciéndola á la forma ax- + bx -|- c = 0, y aplicando la 
fórmula correspondiente; pero es mas sencillo convertirla en 
otra de primer grado.

Para esto, se extrae la raíz cuadrada de ámbos miembros, 
y resulta

'Ja = j-, Jb
xa- d — x ‘

Resolviendo esta ecuación se obtiene fácilmente
dsja

x = — =—*
Va ± Vb

u
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. Dis c u s ió n . Examinaremos sucesivamente tres casos prin­

cipales, que serán <i ^>b,a = l, a <6. 1
_ Pr ime r  c a s o . Siendo a > tendremos Va > Vb> luego

Va, + V6 será jnayor que Va, pero menor que 2^5 por con-
■ .. Va i

siguiente ----- — es menor que uno, pero mayor que •
V' a -f- V6 2 ’

luego el primer valor de a1,—, será menor que el v 
Va-^-Ví

el . .
mayor que —. Esto significa que el punto P está situado

entre A y B, mas cerca de B que de A. Se comprende que así 
debe suceder, puesto que siendo diferentes las intensidades 
de las dos luces, el punto igualmente iluminado debe estar 
mas próximo á la luz mas débil.

El segundo valor de x es —; el denominador es
Va — V6

positivo y menor que V"a, luego - _ es positivo y ma-
Va - Vb

yor que uno; por consiguiente el valor de x es positivo y 
mayor que d.

Este resultado significa que existe á la derecha de B otro 
punto, tal como P', igualmente iluminado por las dos luces.

Vemos que en este caso tiene el problema dos soluciones.
Se g u n d o  c a s o . Si a = b, el primer valor de x es —ó -í

^Va 2
Esto significa que el punto P está en medio del intervalo 

AB que separa las dos luces, lo que es evidente.

El segundo valor de x es . = oo. Si suponemos que

en la fórmula ———es a b, pero que b aumenta gra­
Va — Vb

dualmente, el denominador irá disminuyendo, y la fracción 
aumentará; si la diferencia entre a y b es suficientemente 
pequeña, la fracción podrá adquirir un valor tan grande

u



como se quiera, de modo que el punto P' se alejará cuanto 
queramos, y cuando b llegue á ser igual á a, dicho punto se 
colocará á una distancia infinita, esto es, desaparecerá.

En este caso tiene, pues, el problema una sóla solución.
Te r c e r  c a s o . Si a << b, la suma v/á'+ ^b es mayor

luego el primer valor de x es menor que por tanto, el
punto P estará más próximo á la luz A que á la B, como 
efectivamente debe suceder.

El segundo valor de x es negativo; poniendo — x en lü- 
gar de x en la ecuación se convierte en 

a _ b
x" 4- x?

y debiendo representar d4-x la distancia del punto B al que 
se busca, es claro que dicho punto está á la izquierda de A, 

También en este caso tiene el problema dos soluciones.

CAPÍTULO QUINTO.

ECUACIONES BICUADRADAS.

123. Se llama ecuación bi-cTiadrada toda ecuación de la 
forma

ax* 4- 4- c = 0.
Dividiendo por a todos sus términos, y representando por 

«y q las fracciones — y se trasforma en r 1 a J a
x14- px- 4-^ = 0.

Para resolver esta ecuación, hagamos a?8 = y, en cuyo 
supuesto será x* — y4, y la ecuación se convierte en La de 
segundo grado

y2 4-^ = 0.
Sabemos que
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—V Q-—) =(L-V\,^ —Qr\-Vb Vct——V^; 

pero es evidente [105] que
a-\-\'ó Vd—xfb =^V{a-\-\Jb ) {a—Vb ^=2Vao—b; 

luego
(Va + Vb” A-V tb — = 2í? + — b,

(Va + Vb — Va, — ^b ) = 2a — 2Va% — b.

Extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros de las 
igualdades anteriores, será

Va A-Vb + Va — Vb = V2a + ^Va4 — 6.
Va-\-V6 —Va — Vb = V2a — 2\]ar — b 

siendo conocida la suma y la diferencia de dos cantidades, 
tendremos [4, 2.°].
Va A- Vb"-.= V-V^a A- 2Va,í — b + — V^a — 2^—b, 

2 2
Va — VV = V-V2a + 2Va- — b----- V2a — 2Va-—b;

2 2

6 sea + V»-'™ [II

Va - V6 = V_ V[2J 
' 2 2

Las expresiones equivalentes á Ví¿A- \'V" ^'V a — Vb" 
gue acabamos de obtener, serán la sunia de dos radicales 
simples, siempre que a- — b tenga raiz cuadrada exacta; 
pero si a2 — b no tiene raiz cuadrada exacta, no deberá em­
plearse la trasforma.cion explicada, puesto que en lugar de 
un radical doble'que teníamos, obtendremos la suma de dos 
radicales dobles también.

Ejemplo. Sea la expresión
V15 — 2/14.

u
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fntrodiieiPiulo el factor 2 bajo el segundo radical, se con­

vierte en
Ahora, a2- 6 = _ 55 _ jgj es un cna(]ra(lo perfec_

to luego podra trasformarse el radical doble en la diferen­
cia oe dos radicales simples. uueLen

Aplicando la lórmula [2] se obtiene

V = y'UZIL _ \zSlp_
Ó Vl5 — \u6 = \ 14 — C1 = v'U — 1.

CAPÍTULO SEXTO.

e x pr e s io n e s  ima g in a r ia s .
a»1,?5' 1 Hemos llamado expresiones imaginarias á las raíces 
nrstir p ^Phrde-IaS .can¡;idades negativas. Vamos á ocupar­
nos de las imaginarias de segundo grado, esto es, de aque­
llas mi las que el índice de la raiz es 2 q

eS 61 pr?duct0 de 1,11:1 caiitidad real 
poi la laiz cuadrada de una cantidad negativa; por ejemplo

(<z -f- c— 5.
culnalo-Ahi^^^^ .^S'^arias se admiten en el cál- 
nara en apocarles las reglas dadaspara el calculo de las cantidades reales.

En virtud de este convenio tendremos
i t/=z^7=/5TZT = l/Z"v<~i:
luegOjíwZo monomio imaginario puede reducirse á laj'orma 

enila qiiex<Z rePresenta una cantidad real positiva ó 
negativa, de uno o muchos términos.

i-waginario es toda expresión algebráica 
compuesta de una cantidad real cualquiera, y de un mono­
mio imaginario; por ejemplo J

íz H- — 1.
Los binomios imaginarios se consideran siempre reduci­

dos d la forma « 4- ¿ i, en la que a y ó son cantidades 

u
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reales cualesquiera. Esto es posible, porque, según liemos vis­
to. todo monomio imaginario puede adquirir la forma 6\ —1.

128. Te o r e ma . La suma/lá. dLifeTeucia, el producto y el 
codea,te de dos binomios laiayinarios, es cu general un bi- 
'nomio imaginario.

iS'uma. («+¿/—1)4- ^c-\-dV—1)= (a4-c)+(b-l-d) V^T
Casos particulares. Si a. 4- c = 0, la suma de los bino­

mios es un monomio imaginario; y si b-\-d = 0, dicha suma 
es la cantidad real a 4- c.

Diferencia. («4-^— 1)—(c4-d\/—1;=(7—44-(^—d^f^V-
Casos particulares. Si a—¿•=0, la diferencia es un mo­

nomio imaginario; y si b—d=^, será la cantidad real a— c.
Producto. VaA-^d— 1) k,cA-d\!—l)=(flc—bd)d-(ác+ad)V—1.

Casos particulares. Si ac—bd—0, el producto es un mo­
nomio imaginario; y si be 4- ad = 0, una cantidad real.

Gocieute. ./=.+ ^51 = ^±^04^0-= 
cd-dV— 1 (c4-1) Ve— dV— 1)

^ac-^-bd\ 4- (be—ad^x/—1   ac-Vbd be—ad ------
~ "cM7^ + c- 4- d"- V”Y‘

Casos particulares. Si el término real es cero, el cocien­
te será un monomio imaginario; y si el coeficiente de 
es cero, dicho cociente es una cantidad real.

129. En virtud de la definición de potencia, tenemos
(/^7)'= /rn
(/-1) =. -i
(/-1J4 ('/-1/ /- 1 = - /77T . '
(/-1 )*= d = -1. -1 = i.

Toda potencia de V—1 superior á la cuarta, tendrá su 
exponente representado por 4?i, 4;¿ 4- 1, 4íi 4- 2 ó 4?¿ 4- 3, 
siendo u un número entero; pero

GA7r)* = l;
luego (/— 1 1" = 1;

u
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por consig-uiente

Vemos que cualquiera que sea el exponente de i/—1 se 
obtendrá siempre una de las cuatro primeras potencias. ’

1 be Hama 'modulo de una expresión imaginaria a 4­
1 * Ia raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de ay 

esto es, ’
Dos expresiones imaginarias se llaman conjugadas, cuan­

do sólo se diferencian en el signo del coeficiente de
Tales son a 4- l\/— 1' g a — IV — 1 •
Es evidente que dos imaginarias conjugadas tienen el 

mismo módulo /¿z2 4- b-.
131. 1 e o r e m ^v . Si el módulo de una expresión imaninaria 

es cero, la expresión es igual á cero.
Sea la expresión imaginaria a 4- bV^. su módulo será 

Va? 4- ¿a.
Para que Va- 4- b*- sea cero, es necesario que la cantidad 

subradical sea cero; pero d1- 4- b- es la suma de dos cantida­
des positivas, puesto que a y b tienen un valor real, luego 
debe ser a = 0, b = 0; por consiguiente a 4- bV~ 1 = 0.

132. Te o r e ma r e c ípr o c o . Si una expresión imaginaria 
a 4- bV— 1 es cero, su módulo es también cero.

Para que a 4- by— 1 sea cero, es necesario que sea ¿z=0, 
b = 0; luego Va- 4- b- = 0.

133. Te o r e ma . El módulo del producto de dos factores 
imaginarios, es igual al producto de los módulos de dichos 
j actores.

liemos visto [128] que
^a 4- (c 4- dy^T) = (ac-bd) 4- ^bc 4- adV"-Y.

El módulo de este producto es
Wac - bdf 4- (be 4- adf- = 4- b^d" 4- b-c- 4- aH-

Poniendo á a- y b- por factor común, el módulo del pro­
ducto será

1/íí2 (G- 4- d2) 4- í2 (C5 4- d^ = V(a2 4- b2) (c2 4- d2)-, u



327
pero /^+7wT^r=l/«2 + ^ X/c8 + ^ 
y como V^A- y /c8 4- el- son los módulos de los facto­
res, el teorema es cierto.

134. Te o r e ma . El mócelo del cociente de dos expresion'’s 
imaqinárías, es igual al cociente de los módulos de dichas 
expresiones.

Llamando a" + l)"V- 1 á la expresión imaginaria que 
resulta de dividir a -f- L\/— 1 por (ti + ó V » tendremos 

a + IV- 1 = (^' 4- VV-1) (^" + ^"V— ^)*

Pero, según el teorema anterior, es

Vti" 4" = \/a'■i'~ V^'"A~h' *;

---------— v^" + 
luego Va-'^A-h 4 = ,

Va- - A-h - 
igualdad que demuestra el teorema.

135. Te o r e ma . Un producto de rarios factores imagina­
rios es igual d cero, si uno cualquiera de los factores es 
igual a c°fo.

En efecto: es evidente que el teorema demostrado en el 
número 133 para un producto de dos factores imaginarios, 
es igualmente cierto si los factores son mas de dos. Ahora 
bien, si uno de estos factores es cero, su módulo también 
será, cero, luego el producto de los módulos se reducirá á 
cero; pero el producto de los módulos es el módulo del pro­
ducto, y siendo este módulo cero, dicho producto también es 
cero.

u
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EJERCICIOS.

1. Extraer las siguientes raíces: 

««—i-

\‘ v/^+o^ + S^ + r
¿pa^diCal ,M rM"M 5"= Kl“ h™ -1 

1 - _ ____ _____ _—
^-vu> "Jb^v^iabc, (a—l)^/u — i} ^Sabc 

üa-b5

IV. Resolver las ecuaciones siguientes:
. .i" — «.c = — 15, x» _ 4^ _ 45 _ Oj

xn- — 5a; 4- 9 = 0, A i _ x

[ V. Resolver las ecuaciones
= 1 lx - 10, 2 15^9 +

=___ L_ 56 m
( 2+5a; 6^-5 \ + 0 - -5^-

VI. Descomponer en factores de primer grado los trinomios siguientes: 
$ — 2, x1 4. (a — 2b) x___ 2ab

6 yí Escrihir una ecuacioa d« «=B""do grado cuyas nicas sean 

VIH.ios nnhr»=lfa H6^"” quicre repartir ,8f) rcales entre varios pobres- si 
ios fíre^eSCn 6 men°S’ Cada Un° recibi‘ia - -al mas.

duros también entre capital é inte^ e5 elSpitaTde cadtlc^

u



LIBRO CUARTO.
POTENCIAS Y RAICES DE LAS CANTIDADES ALGEBRÁICAS.

CAPÍTULO PRIMERO.

POTENCIAS Y RAICES DE LOS MONOMIOS.

I.—Potencias de los monomios.

136. Para. eleDCiT'iiuprodAicto de Darins .fa-ctor',.s duna 
potencia cúalquura, se elcoa cada factor d dicha potencia.

En efecto:
^abcyx = abe . abe....... repetido m veces;

pero abe . abe .... = aa ... bb ... cc .....
entrando cada letra a, b y c por factor in veces; luego

^abc^1,1 =
137. Para elevar una potencia de una cantidad d otra 

potencia cualquiera, se multiplican los exponentes.
En efecto:

^tmy = am. am...... ...................
entrando m en el exponente por sumando n veces; 
luego

^amy = amn.
138. Para elevar un monomio entero d una potencia 

cualquiera, se eleva el coeficiente d dicha potencia, y se 
multiplican los exponentes de las letras por el de la poten­
cia. El resultado será positivo si el exqm"nte de la potencia 
es par, y llevará el signo del monomio si dicho exponento 
es impar [39].

Esta regla es consecuencia inmediata de las anteriores. 
Así

(Síz í5^)5 = 27¿5¿6cls, (— Ha^c^Y = Idíl'^'V,
(— om-nvpY = — 125»»c«,y!.

u
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139. Paya elevar una fracción á una 'potencia cualquie­

ra, se elevan a cliclia ■potencia sus dos ténninos.
En efecto: (4-?= - a • a-•

' b / b b * b .b.... ’ 
entrando cada letra ay b por factor m veces, lueg-o

f a \m am
\ b ) ~ b^"'

. , ( 3aa-b y ^a6b^
‘ ’ K 5cd3 ) *

—Raíces de los monomios.

4 ^aTa ^traer la rali de un arado cualquiera de un 
producto de varios factores, se extrae la rain del mismo gra­

do de cada factor. a
Vamos á demostrar que

t — m,  m ■— m _ 
t/íZ¿c=i/íí Vb Ve.

En efecto:

<Va Vb VTT= ^aT^T(v7y= ate.
141. , Para extraer la raíz de un grado cualquiera de u - 

potencia, cuando el exponento de ésta es divisible por el i. 
dice de la ran, se efectúa dicha división.

Decimos que

Vam" = a = an.
En efecto:

(an)m = amn.
142. Para extraer la rail de cualquier grado de un mo­

nomio entero, se extrae la rail del mismo grado del coefi­
ciente, y se divide el exponente de cada letra por el indice de 
la raíz-. El signo del resultado será ± si la cantidad subra­
dical es positiva y el Índice de la raiz es par, y llevará el 
signo de la cantidad, subradical si dicho indice es impar.

u
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Esta regla es consecuencia de las anteriores.
ASÍ 

4 _ 3 ____________
v/Sls4^1* = ± 3a¿2c5, = Ga^c-d,

143. Para que la raiz de un monomio sea exacta, esto es, 
para que esta raiz sea una cantidad racional, se necesita: 1.* 
que el coeficiente tenga raiz exacta; 2.° que los exponentes 
de las letras sean divisibles por el índice de la raiz. Si íalta 
alguna de estas condiciones, se descompone, si es posible, la 
cantidad subradical en dos factores, tales que uno de ellos 
tenga raiz exacta, y se extrae la raiz de dicho factor, dejan­
do indicada la del otro.

Así
= /27^^ X = 3íz¿4/2^^T

Por el contrario, se introduce un factor bajo el signo-ra­
dical, elevándole á la potencia indicada por el índice del 
radical.

Así
= /256^^"X /^2”= /TWW?

144. Para extraer la raiz de cualquier grado de una 
'raccion, se divide la raiz del numerador por la del deno­
minador.

Vamos á demostrar que

' 7) m_ "
VI)

En efecto:

(
m _x m /m —_\m 
y/a \ _\Va ) _ a 
m I / m _\m 7> * 
Vb / Vb)

Así

/ 8«c¿3 _ / 32albc _ 4aV2bc

u
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CAPÍTULO SEGUNDO.

POTENCIAS Y RAICES DE LOS POLINOMIOS.

I», Permutaciones y combinaciones.

^MUTACIONES los OTUpn.R QUC SC pUCte ¿ios /^V e'ríls u otyet(>s, tomándolos uno ú uno,
»7 1• <l írC‘V' etc-’ mo(ío uinqun objeto se re-

Jobjetos ?/ 9Ke ^08idM numero de
caeL i l ; eKcie>b eib Uil° estos ó eu el orden de colo-
CILL M)
a, á fOrmar las Permiitacioi¡^ binarias de las letras 

dení-k anen?' Se escribe á Ia derecha de cada letra todas las 
Mvwab, una <1 una*

Así tendremos, al), ac, ad, ......  
ba, le, Id.......... 
ca, cb, cd, ......  
da, db, de, ......

•i i Jír,? l.?rniPr ab9ra Jas permutaciones ternarias, se escribe 
unV-Unrla 1 6 Cada binaria las letras (Pe no entran en ella, uud una»

Así resulta abe,
. bao,

cab, 
dab,

abd,.... acb, acd.... adb, adc.... 
bad.... lea, bcd.... bda, bdc. 
cad.... cba, cbd.... eda, cdb.„. 
dac.... dba, dbc . dea, dcb....

Las permutaciones cuaternarias se formarían escribiendo :¿,u^^Cada ternaiti las - ent^

* Que
™ tea6 ‘ornadas .ma aunase for-

las dáds de la primei.'a letra se una á una 
ió-Lirn : ; T forma™° ™ - 1 permutaciones de dos letras; 
i»iialmuitL la. segunda letra origina otras w—1 permutacio-

u
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nes, y asi todas las demás; lueg-o las m letras dadas originan 

m — 1)
permutaciones binarias.

Si á la derecha de la primera permutación binaria se es­
criben una á una las m — 2 letras que no entran en ella, se 
formarán hi. — 2 permutaciones ternarias; del mismo modo, 
la segunda permutación binaria origina otras m — 2 terna­
rias, y asi todas las demás; luego las m — 1) permutacio­
nes binarias originan

m — 1) — 2)
permutaciones ternarias.

En general, si á la derecha de la primera permutación 
de x letras se colocan una á una las in — x letras que no en­
tran en ella, se formarán w — x permutaciones de x + 1 le­
tras; igualmente la segunda permutación dea? letras origina 
otras «í — x permutaciones de x + 1 letras, y asi todas las 
demás; luego representando por Px el número de permuta^ 
ciones de m letras tomadas x á xf cuando se tome en cada 
permutación una letra mas, resultarán Px — permuta­
ciones de x + 1 letras, esto es,

Px + i = PAm —
Haciendo en esta fórmula sucesivamente x = 1, = 2, = 

3,.... = íl  — 1, y recordando que P^ = w, tendremos
P^ = m (m — 1)
P. = P^w-— 2)' 

— PA1'nb —

^„ = ¿,.,¡^-^ + 1).

Si ahora, multiplicamos ordenadamente estas igualdades, 
y suprimimos después los factores comunes á los dos miem­
bros del resultado, tendremos

Pn = w (w — 1) — 2)(m — 3).... — n + 1). [1]
Ejemplo. Hallar el número de permutaciones que pue­

den formarse con 12 letras tomadas G á 6.
El primer factor m vale 12, y cada uno de los demás se 

halla disminuyendo el anterior en una unidad, y el último 
m — 9t -f- 1 vale 12 — 6 + 1 = 7; luego

P6 = 12.11 . 10 . 9.8.7 = 665280.

ul
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147. Sien la fórmula [1] suponemos m = n, el último 

tactor m ?¿ + 1 se reduce á 1, y será
w kw - 1) - 2).....1,

ó Pm = 1.2.3..... m [2],
Esta fórmula dá el número de permutaciones que se pue­

den formar con -ni letras entrando todas ellas en cada per­
mutación.

Así, el número de permutaciones de 5 letras, tomando 
todas en cada grupo, es •

P5 = 1 . 2.3.4.5 = 120.
148. Se llaman c o mb in a c io n e s los grupos que se pueden 

jorniar con Darlas letras -íi objetos, iamaudolos uno á uno, 
dos a dos. tres á tres, etc., de modo que niuqun objeto se re­
pita en el mismo grupo, g que dos grupos de igual número 
de objetos se diferencien por lo menos en uno dé éstos.
• Para formar las combinaciones binarias de las letras a, b, 
c» e...... se escriben á la derecha de cada letra todas las 
siguientes., una á una.

Así tendremos, ab, ac, ad, ae......  
be, bd, be......  

cd, ce......  
de......

Para formar las combinaciones ternarias, se escriben á la 
derecha de cada combinación binaria las letras que siguen á 
la última.

Así se obtienen
abe, abd, abe...., acd, ace.... ade....

bed, bce.... bde....
cde....

Las combinaciones cuaternarias se formarían escribiendo 
á la derecha de cada combinación ternaria las letras que 
siguen á la última. 1

149. Pr o b l e ma . Hallar el número de combinaciones que 
pueden j'ormarse con m letras tomadas n á n.

Si suponemos formadas las combinaciones de m letras to­
madas dos á dos, cada combinación, alterando el órden de 
las letras, dará dos permutaciones; por ejemplo, la combi­

u
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nación ab dará las permutaciones ab y ba, luego el número 

de combinaciones binarias es la mitad del número de permu­
taciones; llamando O. al número de aquellas, será

m — 1)
2 ‘

Si se han formado las combinaciones ternarias de m le­
tras, alterando el órden de éstas en cada combinación de 
todas las maneras posibles, resultarán, según la fórmula |2J, 
1.2.3 permutaciones; por ejemplo, la combinación abe ori­
gina las permutaciones

abe, acb, bac, bea, cab, cba;
luego el número de combinaciones ternarias es igual al de 
permutaciones dividido por 1.2.3; así

m {m — 1) (w — 2)
6 - = 1.2.3 '

En general, si suponemos formadas las combinaciones de 
m letras tomadas u á u, y alteramos de todas las maneras 
posibles el órden de las u letras que forman una combina­
ción, se originan

1 2.3......
permutaciones; luego para hallar el número de combinacio­
nes de m letras u á u, se divide el número de permutaciones 
de las mismas letras por el producto

1.2.3........-n.
Así

m (m — 1) — 2)..... (m — u + 1)
= 1.2.3..... u *

Ejewplo. Hallar el número de combinaciones que se 
pueden formar con 10 letras tomadas 4 á 4.

Haciendo m = 10, u = 4 en la fórmula [3], se obtiene
10.9.8.7 _

6‘ " 1.2.3.4 2 *

150. Te o r e ma . El número ele combinaciones ele m letras 
tomadas n á n es igual al número de combinaciones de las 
mismas letras tomadas m — n á m — n.

Si de las m letras dadas separamos n, formarán éstas una 
combinación de letras; y las m — n no separadas, forma­
rán igualmente otra combinación de m — n letras.

u



cion de n letns v b/ T' n< lemos una segunda combina-

de Jeteas nK'™01011 de 11 letras corresponde otra 
es ig-ual al de lasUl™te el numer0 de las Prim6ras, 
, qAsí*. el número de combinaciones de 12 letras tomadas ? 
d¿’9áFal31 UÚmer° de combÍnacioUes de láTet^toma!

II. Formula del binomio de Newton.

dos1'tees Ec™tm ete ¡as multiplicaciones de
uos, lies, cuati, etc. tactores binomios, cuyos nrimprns tór 
minos son ig-uales y los seg-undos diferentes, se obtiene

(»+«) (x4-b)=x-+a\ x + ab. 
+^|

(x+b) (r+c)=^+alxa-i-a.b x 4- abe.
4-b' A-a c 
+c| -Vbc

(^)
-V6
4-^ -Vdd -\-acd
4-d 4-íc 4-¿cd

-\-ac -\-<ibd,

+¿d 
4-cdl

sio-nipJp- formacion de cstos productos se observa la ley 
UlLUtC,
El expouente de x en el primer término es inual al núme 

y‘lis^inuye, sucesróm-Me ra una 
imaua. Ll coejicíente del primer termino es la unidad el 
^•eniÍM'pí?,.SUT ae l?s^^s términos de los facto- 
¡ '; ¡( c. C1, c 1 °’ 1(1 de sv-s combinaciones binarias: el 

h " 'a  SUma las combinaciones ternarias, etc. El 
los ™^ CS el Proáucto de ¿os segundos términos de 

nnr?^-05^6111^8, aho.ra» Q116 si la ley enunciada se verifica 
para m tactores binomios, se verificará igualmente para m+1.



337
Representemos el producto de m factores por la expresión 

-i, Au)w A + Bx'"-- + Cxm-:- + .... H- U,
en la que. con objeto de-abreviar, se representan por .4, B,
C,..... U los coeficientes de a?, esto es,

A = ti —o —f- c —...................
B — ab —|— (ic —be —¡—..............
C = abe -V abd 4- acd +......

¿7= abed......................................
Multiplicando dicho producto por un factor nuevo rx-\-'p> 

se encuentra
4- AxwA 4- Bx1"-11 4- Cx’11-5 4-.... 4- ¿7

»4-^_________________________________
4- Alxm + B 4- C 4-..........
-r^l 4-4^1 4-... Up.

Examinando este producto se reconoce que el exponente 
de x en el primer término es ig-ual al número de binomios, y 
que disminuye sucesivamente en una unidad.

El coeficiente del primer término es la unidad, el del se­
gundo es A -4 p, y como A es la suma de los segundos tér­
minos de los m binomios y p el segundo término del binomio 
nuevo, A 4-p es la suma de los segundos términos de los 
m 4- 1 binomios.

El coeficiente del tercer término es B 4- Ap, siendo B la 
suma de las combinaciones binarias de m letras. Pero es evi­
dente que dadas las combinaciones binarias de -ni letras, se 
hallarán las combinaciones posibles del mismo orden con 
una letra más, agregando á las ya formadas los grupos que 
resulten poniendo la letra nueva á la derecha de cada una 
de las primeras; luego

B 4- Ap ó sea B 4- 4- b) 4- c 4-......) p 
es la suma de las combinaciones binarias de los segundos 
términos de los p 4- 1 binomios.

El coeficiente del cuarto término es C 4- Bp, siendo C la 
suma de las combinaciones ternarias de w. letras; si añadi­
mos una letra más, originará otras combinaciones ternarias, 
que podrán formarse colocando la nueva letra p á la derecha 
de cada combinación binaria de w letras; luego

G 4- Bp ó sea C 4- 4- ac 4- be 4-..... ; p
22

se
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cuarta, y sustituyéndolas por s, s5 y s* en la expresión 
anterior, se obtendrá la potencia cuarta de a + b + c.

Así tendremos
s = b -V c
s- = b4 4- '¿be -f- c-
ss = b5 + 3bsc 4- 3bc- 4- c"

= ^4- 4- 6b4c4 4- 4^c5 4- 4;
luego
(a 4- b 4- cY = 4- 4<z8(2 4- c) 4- 4- ^bc 4- 4-

4tó(¿3 4- 3í2c 4- W- 4- cs) 4-^4- 4¿5¿ 4- 6b4c4 4-4bc54-cl, 
ó (s4-l54-(-j4=G14-í14-ct4-*Vz5b4-4a:'c4-4bsa4-4b5c4-4cofl4- 
W 4- 6a4b4 4- GaM 4- Gb4c4 4- 12^ 4- Wac 4- 12c4«b.

En general,

m Vm — 1) (m — 2)
-------- f7774------ -- »m-3 +..... 4- s'\

Donde vemos que la potencia m de un polinomio depende 
de vanas potencias de otro polinomio s, que tiene un térmi­
no menos que el propuesto.

Representando# ó ^4_í'~l-^4-"” por otro binomio b4-s', 
las potencias de # dependerán de varias potencias de s', poli­
nomio que tiene dos términos menos que el propuesto.’

Continuando del mismo modo,la potencia (a4-b4-c4-...')’n 
llegará á depender solamente de varias potencias de un bi­
nomio, que se desarrollarán fácilmente.

158. Representando por a las decenas de un número en­
tero y por b las unidades, el número será a4-b; elevando 
este binomio á la potencia m, se hallará la composición de 
una potencia cualquiera de un número mayor que 10.

Por ejemplo, de la expresión
^a4-by =

se deduce que la potencia cuarta de un número mayor que 10, 
es igual ála cuarta potencia délas decenas, más el cuádruplo 
del cubo de las decenas multiplicado por las unidades, más 
el séxtuplo del cuadrado de las decenas por el de las unida­
des, mas el cuádruplo de las decenas multiplicadas por el 
cubo de las unidades, más la cuarta potencia de las unidades.
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XV.—Raíces de los números y de los polinomios.

Ra íc e s d e l o s n ú me r o s .
159. Los razonamientos que nos condujeron en Aritméti­

ca á las reglas de la raiz cuadrada y de la cúbica, se apoyan 
en la composición del cuadrado y cubo de un número ma­
yor que 10.

Según hemos visto en el número anterior, podemos ahora 
estudiar la composición de una potencia cualquiera m de un 
número compuesto de decenas y unidades; por consiguiente 
nada más fácil que deducir la regla para extraer la raiz m 
de un número, mediante razonamientos análogos á los ex­
puestos en las raíces cuadrada y cúbica.

Sin embargo, la teoría de logaritmos, que expondremos 
en el libro siguiente, da un procedimiento general y breve 
para hallar la raiz de cualquier grado de un número, por 
tanto nos limitaremos aquí á indicar la posibilidad de hallar 
reglas especiales para la extracción de raíces de índice ma­
yor que 3.

160. Ra íc e s d e l o s po l in o mio s .
Sea un polinomio -4 + ^+ C'+...... , y su raiz del

grado m, ...... .
Supongamos que el polinomio propuesto y su raiz se 

hallen ordenados por las potencias decrecientes de una mis­
ma letra.

Es evidente que
44-5+0'+^+.... =

ó sea [157]
= a*"+^m-,(¿+c+^4-... ) +

” T 7 «m^(»+c+¿+—),+. m
El primer término del desarrollo de esta potencia es am [23], 

puesto que dicha potencia es um producto de m factores or­
denados por las potencias de una misma letra; luego

A = am, de donde a = *
Por consiguiente, ])ara hallar el primer término (t de la 

raiz. se extrae la raiz del grado m del primer término del 
polinomio propuesto.
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Por ejemplo, para hallar el 5.° término, liaremos n = 4 

y sera ’
_ -m. km. — ]) km. — 2) km — 3)

¿ "" “ 1.2.3.4-----------
Para aallar el uItimo término, observaremos que el de­

sarrollo tiene m. 4-1 términos, y se hará n = m; asi el últi­
mo termino será

w. km — 1) km — 2).... 3.2.1

pero el numera<lor y el denominador de la fracción son 
ambos el producto de todos los números enteros desde 1 has­
ta m, y por tanto io-iiales, y a." = 1; lue^ó el último término 
es u"', según sabíamos.

154. Si damos á u el valor « + 1, el término general se 
convierte en

w km~\Y km—^..._ km. — n +1) km—^
1 ” -*=~:----17^ 7,77^+Ij--------- '•

Comparando las expresiones de y 7;+l se observará 
esta ley.

Un término del desarrollo de (a + x)’n, se forma multi- 
pli rondo el anterior por el ejcpouemte de x, di-üidiendo el pro­
a-neto por el n úmero que expresa el lugar de este término, 
aunientando el exponento de a en una unidad, y disminuyen­
do, también en una. unidad, el de x.

De este modo se obtiene
(#-4fl)b:=2;C-l-6.&r3 4- 15«-a'1 -4- 20(Z3a:5 + iv>aKx--\-tSa;>x-\-a6.

155, En la práctica, sólo es necesario calcular la mitad 
de los coeficientes de una potencia ó la mitad mas uno. por­
que los términos equidistantes de los extremos tienen, co» lu­
cientes iguales. *

En efecto: supongamos dos términos equidistantes en u 
lugares def primero y último respectivamente.

El término que dista n Jugares del primero ocupa el lu­
gar n -4- 1 y tiene por coeficiente el número de combinacio- 
nds de m letras tomadas n á n; y el término que dista n lu­
gares del último, dista del primero m — n lugares, luego su 
coeficiente es el número de combinaciones de m letras toma­
das m — n á m — n; pero el número de combinaciones de. m 
letras tomadas n á n es igual al número de combinaciones 

u
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de m letras tomadas m — n á m — u; Ine^o los coeficientes 
de los términos equidistantes de los extremos son ig’iiales.

Supongamos que se quiere desarrollar la potencia 
(a; H- ay.

Debiendo tener 10 términos este desarrollo, se calculan 
solamente Jos coeficientes de los cinco primeros, por la regla 
del número 154, y se repiten dichos coeficientes en los cinco 
términos restantes, en urden inverso.

Asi
(x+ay=cJ)-r9a<D8-V-36a-r4-^«-:i-c6 4-126^*^ + 126íiBa.4+ 

84fíG^5 + 36<?7^4 4- 9¿z8¿r 4- a9.
156. Tráteteos de hallar el desarrollo de — aVn.
Si en la fórmula de Newton cambiamos el signo de a, 

cambiarán de signo los términos en que esta letra tenga ex­
ponento impar, y aquellos en que el exponente sea par no se 
alterarán; luego

— i)
(x — ayx = xm — 4---------—------a^-- —

m («i — 1) (w — 2) , ,--------  —-——------a^xm-^ 4- ± am.

Obsérvese que los términos son alternativamente positi­
vos y negativos, á partir del primero, que es positivo.

Ejemplo. Va—by=(V—Wb 4-1 —10aá¿3 4-5^—

III.—Potencias de los polinomios.

157. ' Todo polinomio a 4- b 4- c 4- d, 4-.......puede consi­
derarse como un binomio, cuyo primer término es a y el 
segundo la suma b 4- c 4- d......

Por consiguiente, 1a, fórmula del binomio de Newton 
sirve para hallar una potencia cualquiera de un polinomio.

Sea la potencia (a 4- b 4- c)1.
Considerando á a como primer término de un binomio y 

á b 4- c como segundo, y representando la suma b-\-c por s, 
será

(a 4- b 4- cy = {a 4- ‘
pero (ít 4- í)‘ = (d 4- 4- 6aV8 4- 4- -d;
luego hallando las potencias de s> desde la primera hasta la 
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es la suma de las combinaciones ternarias de los seg-nndos 
términos de los p 4- 1 binomios.

Este razonamiento puede aplicarse á los demás coeficien­
tes, y se verá que todos obedecen en su formación á la lev 
enunciada. J

El último termino Up se compone de U, producto de los 
segundos términos de los m binomios, y de p, segundo tér­
mino del factor nuevo; luego Up es el producto de los segun­
dos términos de los m -f- 1 binomios.

, Vemos, pues, que si la ley es cierta para m factores bino­
mios, lo es también si se toma un factor más.

Pero, sabemos que es cierta para dos, tres y cuatro facto- 
tores, luego lo será también para cinco, y siéndolo para cin­
co, lo será también para seis, y así sucesivamente; luego la 
foy es cierta para un número cualquierade factores binomios.

152. Si en un producto de w factores binomios supone­
mos iguales entre sí los segundos términos, esto es, si hace­
mos a = b = c = d...... , el producto indicado

U + «) (rr + -f- .....
se convierte en

(íz; 4- a) 4- í?) 4- ¿7).....= 4- ¿z)™.
En el producto efectuado, el coeficiente del segundo 

término
(i 4- 4“ c ....... 

se convierte en
4“ (i -f- G- 4-........= wa,;

el del tercer término
ab 4- ac 4- be 4-......  

se convierte en
a- 4- a- 4- a- 4-...... ,

donde a- se repite por sumando tantas veces como combina­
ciones binarias pueden formarse con letras,esto es, 
veces; luego dicho coeficiente será

1.2
Del mismo modo se verá que el coeficiente del cuarto 

término es
g -* 4* d-14~ <í3 H-...............>

u
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w ( m, — 1) — 2

estando a? repetido por sumando--------12 3--------- -vece ;

luegó dicho coeficiente es
m — 1) — 2) $

1.2.3 '
Los demás coeficientes se hallarán del mismo modo.
El último término abe.....

se convierte en aaa...... = aw.
Luego el desarrollo de la potencia (a; -p a)m será

(a; + abm = + maa}WA + +

mi (m — 1) (m — 2) x „ - , , „—1—1 v3-------- íZ5a:m-> +....... 4- am-

Tal es la fórmula del binomio de Newton.
153. Puede obtenerse una expresión general que repre­

sente todos los términos del desarrollo de (oc + a)"1, á partir 
del segundo. , .

En efecto: obsérvese que el exponente de a en un térmi­
no dado es el número de términos que preceden á éste, y el 
de x es ig’ual á mi disminuido en el mismo número; por ma­
nera que la suma de ambos exponentes es siempre mi.

Los factores
mi (mi —1) mi (mi, — 1) (m — 2) 

172 ’ F. 2.3 #
que preceden á las letras a, y a?, representan, en un término 
cualquiera, el número de com rinaciones que se 1 ned *11 for­
mar con mi letras, tomando tantas en cada grupo como tér­
minos preceden al que se considera.

Llamando u 4- 1 al lugar que ocupa un término, con­
tando desde el primero, dicho término estará precedido por 
otros m, y será

=  1) (W, — 2)...... (m — m 4-1)
n+1 1.2.3...... m,

Esta expresión, llamada término general, da los términos 
2.°, 3.°, 4.° etc. del desarrollo de (x 4- a^, con sólo hacer en 
ella respectivamente n = 1, = 2, = 3 etc.

u
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Restando vi del primer miembro de la igualdad [11 y 

del segundo, resulta
B-VC-VD-V..... = + c + d-4-.......)4-

w — 1)
■-----— ----- (6 + c 4- d+............. )8+........ [2j.

Puesto que b contiene la letra ordenatriz con mayor ex­
ponente que c, d,..... etc., será termino anterior á 

ma^d........etc.
Por igual razón, el primer término en cada potencia 

(^4-^*4-^+(^4-^ + ^+— Y‘— etc., será b-, b\.. etc.
Pero el producto awAb contiene la letra ordenatriz con 

mayor exponente que «ro-2¿2, puesto que a^b = anx--i'J); v de 
los factores distintos ab y b-, el primero contiene la letra or- 
ddiiatriz con mayor exponente que el segundo. Del mismo 
modo es fácil ver que o.mAb contiene mas veces como factor á 
la letra ordenatriz que a’^b5...... etc.

Luego el primer término del segundo miembro de la 
igualdad [2] es ma’^b, por tanto

B = ma^b, de donde b = ———. 
mamA

, Luego, para hallar el segundo término b de la raíz, se 
divide e.' segundo término del polinomio propuesto por m 
veces la potencia del grado m — 1 del primer término de la 
raiz.

, Consideremos el polinomio ¿74-^4- r-¡_¿4-.... c0rP0 un 
binomio, cuyo primer término es ¿¿4-¿yel segundo c-\-dA--. * 
y será ’
^4-B + = (íz+^'" 4­

----- -u b)m-a- (c 4- d +....)L...

Restando la cantidad Va 4- b)1" de los dos miembros-y re­
presentando la diferencia vi 4- B 4- C 4- B 4-...—VaA-byn 
por .4'4- B’-V- C'-V......  será

.4'4- 7^4- C' 4- = m Va 4- Ve 4- d-V.......)4- 
7/i. Vm — 1)... ,

----- 2—2----- "t - H- 4-—-)24-—-
Ahora se podría demostrar que el primer término del se­

gundo miembro es 7aamAc; luego
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.A’ = W’c, de donde c =

Por cónsi^uíeníe, para hallar el tercer término c de la 
1T. Z, se resia del poLinoin-o propuesto le, potencia (<i + .
■x se’divide el primer término de' resto por w. veces la poten­
cia del grado m — 1 del primer término de la raiz.

Considerando, ahora, la raiz como un binomio, cuyo pri­
mer término fuese a -H b + c y el segundo ti y repi­
tiendo ios razonamientos, se vería que el cuarto término se 
obtiene dividiendo el primero del resto por

Podemos, por tanto, enunciar la siguiente regla.
PaTC exi/raer la rau del grado m de uú polinomio, se 

ordena ’̂ o t  las 'potencias de una letra, g extrayendo la rav^ 
del grado m del -primer término, se obtiene el j^imer término 
de la rau. Se divide el segundeo término del polinomio por m 
veces la potencia m — 1 del término primero de la raiz. a el 
cociente será el segundo término de ésta. Se resta d,el pt li io - 
•mió -¡rropuesto la potencia del grado m de la, raiz ballaaa, y 
se divide el primer termino dél resto por m veces la, pot 'neja 
m — i del primer término de la, raiz, lo que dá el tercer ten», 
mino de ésta. Se continúa del mismo modo, y ciando se ob­
tenga residuo cero, el polinomio hallado sciá la raíz del 
propuesto.

Ej e mpl o s .

I,6 Extraer la raiz cuadrada del polinomio 
9^6 _ _p. _ 4^^^ -p 4^.

Disposición práctica.

9.7!^r  — ^a?x' + 13«*®* — 4a}'x' -A-4a6x'
— 4- — axxx

Yíaxxv — 4«:’.-r5 + Aféx-
— Y>axxx -4- 4ai*x" —

^ax'-a^-V^a'®
Viax5

0
2.° Extraer la raiz cúbica del polinomio

arxx -f- Ga-^1 4- Da'x^ — 4»^ — 9a*x' 4- 6ax8 — a?*.

u
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Eje mpl o s .

V ^db ' 5^-

_ V'^a^ * JWb1
6---------

V8aó 8«3 ' 8 '

171. T,(V U^a radical a una potencia, se eleva a dicha potencia la cantidad subradical.
\ amos a demostrar que

En efecto:
Van -

m— ' m m
Wc l } va X \ a X v®.....= Va . c l  . a.... = Van. 

Eje mpl o s .
1 .* (VGaó-c ) = /36«^‘c2 .

2 .° ^v^^^=v3w"=x/^r.
Si el índice de la raíz es divisible por el exponente de ía 

potenma. se obtcudTd un resultado -más sencillo dividiendo 
el índice por el easponente, sin alterar la cantidad subradical.

En efecto: </a ) = Vau = Va • 
de 105 ejemplos anterio-

(v'§áitT=v'3<S6".
cltó¿laJ>™adnjT«"T 4c ’ín 9rtta° de u«»

ía ’ í los índices de las dos raíces.V amos a demostrar que 
n___  
\/ m   mn   

' Va = Va ..
_ /■"”>_ ,\n m_ _
En efecto: \'/a ) = Va [171];

luego Va es la raíz del grado n de Va".

u SC
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Ej e mpl o s .

l .° = v/5«4¿ .
5 ______ _

2-° /W"- /2^T [167].
Si la cantidad subradical es una potencia exacta del mis­

mo grado que la raiz pedicU, se obtendrá un resultado muís 
sencillo extraijendo esta rati de la cantidad subradical, sm 
altera^ el índice.

/m " «”•—•- —En efecto: t z ^un — ^/a" = Va •
Aplicando esta regla al segundo de los ejemplos anterio­

res, se obtiene inmediatamente

\///8^r'= V^-b .

173. Acabamos de ver que 
n/m — nm---  
V \/a = V(L >

luego Va = VVa , VtL ~ VV^ > Va- — \ 11 ’ * ^G*
Por consiguiente, para extraer de una cantidad una i ais 

cuno indice es un número compuesto, se extraen sucedí, a­
mente las raíces que indican los factores simples de dicho 
'l’il (11 CP

Si estos factores son el 2 y el 3, sólo habrá que extraer 
raíces cuadradas y cúbicas. ____________

Ejemplo. /191102976 = V/191102976 =/13824= 24.

XI,—Exponentes fraccionarios y negativos.

174. Supongamos que se trata de extraer la raiz del gra­
do n de una potencia a"\ Ya hemos visto [141] que en el caso 

de serw divisible por n, la raiz pedida es a", expresión que 
nada tiene de singular, puesto que es un número entero.

u
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tienen factores wV.nos comunes

^nan XedpC1T los radicales á un indice común, se multiolica
6 ■<(ridl,i¡-ce Wproducto de todos los demás, use eléda la 
dic^5, s^uT(^,'tcal a la Potencia indicada i^r dicho pro-

Ejemplo. Sean los radicales
3,-- - --- B'-____

Va- V^ Va1^.
Aplicando la regla anterior, se obtendrá 

30  ---- 30___ jo 
Vaw , Vbv¿ , Va,u6w . 

a2o%, Una cantidad, radical no se altera divi-
f i uno de sus factores, con tal que se es-

laiqade la cantidad subradical una rail del arado que 
^na^que dicho factor. J L

A ainos á demostrar que

Va11"1 = Va^* •
En efecto:

/» __ \m
Vv/ai1 ) =a>;

síráand° amI)OS miembros de esta igualdad á la potencia n

f"< __ \mn 
wat ) = aP";

^ta igualdad manifiesta que es la del d d 
apn, esto es, que

»*---- m__
\/aPn = /«p , 

lo cual debíamos demostrar.
En virtud de este teorema, siempre que el índice de un 

radical sea divisible por un número entero, y se pueda ex- 
tiaer de la. cantidad subradical la raiz del grado que indica 
este numero, se simplificará el radical, efectuando la divi­
sión del indi ce y extrayendo la raiz de la cantidad subradical.

De este modo los radicales

VlW1 , V^b4 , x - 
se convierten en '

V 4^", V^.

u
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168. Ope r a c io n e s  c o n  l a s  c a n t id a d e s r a d ic a l e s .
Las cantidades radicales se suman ?/ restan com.o las 

racionalps. Si el resuUaclo -presenta términos semejantes, se 
efectúa la reducción de ellos.

Eje mpl o s .

1/ ^jab ^‘íaÑab —^aÑab=—<ía-\lair.

2/ ) — V^tv'b ) = Hja^b — 5Va?b — 2^«^ .

169. Para, multiplicar cantidades radicales que tienen 
igual Índice, se multiplican las cantidad°s subradicales, y 
el producto se escribe bajo un. radical del mismo índice.

Si los radicales tienen índices diferentes, se reducen á 
un índice común, y se efectúa después la multiplicación del 
modo dicho.

En efecto: hemos demostrado [140] la igualdad 
m___ t»  m_  m—, 
jabe = \'a jb Ve, 
ni  ni_ m—,___ m___

ó sea \'a Vb Ve = Vubc .

Eje mpl o s .

B___ K___ S----  5_____
l.° VM x ^/<30* X 6Vab- = 18v/12a^3 .
2.’ Vab xíw=Va^"X^vW X^Wb^vWb51-

170. Para disidir dos cantidades radicales que tienen 
igual índice, se dividen las cantidades, subradicales, y el 
cociente se escribe bajo un radical del mismo indic°. ‘

Si los radicales tienen índicps diferentes, se reducen á 
un índice común, y se efectúa después la división del modo, 
dicho.

En efecto: hemos demostrado [144] la igualdad 
«i   m— m  m -
./ a, Va- , Va Ja. 
N *-7" = ™—> 0 sea — = V -y-* 6 vir vr 6

u
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Disposición práctica.

tWs+GíZ'to-l- 9^*^— 4fl^G—^x'-V-^ax*—af
—a'’x^—Cia-x1—1 ‘2a to8— 8a3^°

3^^8-H2^fi4-9a2¿?7—6íí -t 8+«9

a^x-T-^ax^-ar 
‘ía^

O
161. Es c o l io . Un polinomio ordenado no tiene raíz exac­

ta del grado m: l.° si el primer término ó el último no tiene 
raiz exacta de dicho grado; 2.a si el segundo término no es 
divisible por m veces la potencia m — 1 del primer término 
de la raiz; 3." si el primer término de un resto no es divisible 
por dicha cantidad.

CAPÍTULO TERCERO.

CÁLCULO DE LOS VALORES ARITMÉTICOS DE LAS 
CANTIDADES RADICALES.—EXPONENTES FRACCIO­

NARIOS Y NEGATIVOS.

I.—Cálculo de los valores aritméticos de las cantidades 
radicales.

162. Si convenimos en llamar raiz del grado nt de una 
cantidad á toda expresión, positiva ó negativa, que elevada 
ú la. potencia m reproduzca la cantidad propuesta, las raíces 
de grado par de una cantidad positiva tienen, según sabe­
mos, dos valores iguales y de signo contrario; pero si además 
consideramos como raíces las expresiones imaginarias que 
elevadas á la potencian reproducen una cantidad dada, se 
demuestra en Álgebra superior que un número a admite 
tantíis raíces del grado m como unidades tiene el índice.

iSe llama v a l o r  a r it mé t ic o  de un radical al valor real 
absoluto de la rail de una cantidad positiva.

Vamos á ocuparnos solamente del cálculo de los valores 
aritméticos de los radicales.

163. , A'e llaman r a d ic a l e s s e me ja n t e s , los que tienen el 
wismo Indice é igual cantidad subradical.

5____ 5____ 3___ _
Asi ^abV'2(r-b , ^b^V-í^b , — a V"2a-b 

ton radicales semejantes. ,

u
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También lo son

a^ab , ^a^b , Vab7*, 
porque extrayendo la raiz cuadrada de los factores que la 
tienen exacta" se convierten los radicales propuestos en estos 
otros ___ __ __

^cbjah , 3a'Vab , bsjab .
164. Te o r e ma . Uncí cautivad, radical 110 se altera mullí,- 

rli'Cardo el iudice por uu aumero entero, con tal que se eleve 
la cantidad sulradical d la potencia indicada por dicho nú­
mero entero.

En efecto: es evidente que 
/m__ \m 
\Va ) = a; 

elevando los dos miembros de esta igualdad á la potencia n, 
será [137] /m Amn

X^la ) = an;
extrayendo la raiz del grado mn, es claro que el primer 
miembro, que es la potencia mn de Va- > se convierte en Va ; 
luego ni__ mn---

Va = \/a,x, 
igualdad que demuestra el teorema.

165. Una aplicación importante de este teorema, es la 
reducción de radicales que tienen diferente índice á otros 
equivalentes de indice común. ,

Para reducir radicales á un indice común, se halla, el 
mínimo común múltiplo de los Indices, y este será el Indice 
común. Después se eleva cada cantidad spibradical á la po­
tencia indicada por el factor que falta á su índice respec­
tivo para vapr el índice común.

Ejemplo. Sean los radicales
6_________ S ____________ 4---------

fíab , V^b , ja5 .
El indice común es 12, y los factores que faltan á cada 

uno de los índices para valer 12 son respectivamente 2, 4, 3; 
por lo tanto las cantidades subradicales se elevarán á las 
potencias 2/, 4? y 3/

Así tendremos

, v'16a8¿1, Va9 .

u



Pero si aplicamos la regla citada al caso en que m no sea 

niúltiplo de Qi, la e-presfon pX carecerá de senado, porque 
la definición de potencias exige que todo exponeníe sea en- 
tem y positivo.

Sin embargo, los expon^utes fraccionarios se emplean 
ventajosa mente en Algebra, m Iranio el siguiente convenio:

, Inda cautidad cou eayprme.'n.te ^raccionaTio rcmesenta la 
vais, ciuro Indice es el denOminacLv de la fracción, de una 
jiotcncta tic la misma cantidad, c u ij l = oponente es el nume-

, . n __  22
As), las .expresiones Vam y a" representan una misma 

cantidad, á saber: la que se obtendría elevando a á la poten­
cia del grado m, y extrayendo después Ja raiz del grado n de 
dicha potencia; por consiguiente uña cualquiera de estas 
expresiones puede sustituirse porla^ra, siempre que con- 
veng-a; y la reg*la dada para extraer la raiz de una potencia 
puede hacerse extensiva al caso • a que el exponente de la 
potencia no sea divisible por el 'udice de la raiz.

Ej f ’-pl o s .
S__  ~ __ J_ f

l.ev/«5 = a 5, 2/ 0« ~a á, 3.° a 7
175. Supongamos que se trata de 

a'u por a”.

i— L s__  
= /« , 4." c 5 = Va1 . 
efectuar la división de

El cociente es d^"n [27].
Pero si ii es mayor que m, por ejemplo 

n = -m. 4- p, 
la sustracción de los exponentes dá origen á esta expresión

Observemos además que siendo n = m -j- -p, será

an = "Ti»"*
Estos dos resultados de una misma división, conducen á 

admitir convencionalmente la igualdad 

que en lenguaje vulgar significa:
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Toda canüdad co-n expolíente «n^patipo, representn uní, 

■fTaccion., qun tiene por ibumeradoT la iMbidad y por deanmi- 
‘-nador la'nü.smd cimtidad coib el exponento lieclio posiliDOt

Por lo tanto, las expresionas a - v y - - serhn considera­

das como equivalentes; pudiémlose sustituir c siquiera de 
elhts por la otra; y la regia dada para dividir dos potencias 
de una niisrna cantidad se hace extensiva al case en que el 
expolíente del dividendo sea menor que el del divisor.

Ej e mpl o s .

176. Por medio de los exponentss fraccionarios y nega­
tivos, puede darse forma]entera á las expresiones irracionales 
y á las fraccionarias.

Ej e mpl o s .

l .° v/í — a ¿ l» •। । i
2 .e x'abc = \!<i \fl) \!c — a - b 2 c 2

3 .° = a X ,-^= ah -1,
b b

4 .° ——X -I— = ^“bc^-d"
c-d- c- d;'

Las raices inexactas de las fracciones pueden igna'mente, 
recibir forma entera, si admitimos los expunmúes fracciona­
rios negativos.

25

u



177. Pava multiplicar vote-acias caalesoaicra de wna 
misma cantidad, se suman los eoponentes. ' '

Vamos á demostrar que
— -JL ni Z '"-l-nP

a n X<i = a n 'i —a
En efecto:

m z "__ qi-T" ’lql-----  1X11__
« - x « " ’ = Va" XV — = X V— = V^= 

ap” * a',n
nq_____ ’nq - pn 
\/an,i-im = a '"i-.

i,niCttcias «alespiicTa de una misma 
canillad, se restan los exponentes.

Demostremos que
. 1,1 z . z z

a " ; a i = a" " ‘i .
En efecto: miütiplicando el seg-undo miembro de esta

igualdad por el divisor a T, tendremos
- z.z - Z .z

K 11 Xa" = a ">

que es el dividendo; luego a" ^"7 es el cociente.

1'7,a una cantidad á otra/ >t neta cualquiera, se multiplican los exponentes.
En efecto:



LSO. Para extraer wia rail- de ara potencia. ciMquiera, 
se dioide el exponerte de la potencia por el inaice de la rati.

En efecto:

181. Trasformando las cantidades radicales y fracciona­
rias en otras de forma entera, podemos ahora efectuar el cál- 
ci'iio de toda clase de cantidades por las reglas dadas para 
las enteras. *

Eje mpl o s .





LIBRO QUINTO.
PROGRESIONES Y LOGARITMOS.

CAPÍTULO PRIMERO.

PROGRESIONES.

I —Progresiones por diferencia.

r 182. PROGRESION POR DIFERENCIA Ó ARITMETICA CS UUfl. SCTl.e 
d-' u ú mc t o .s tales que restaucl.o de cada uuo de ellos el aute- 
t í,o t , se oltípue siempre la misma dijerencia.

A esta diferencia constante se' llama raiou de la pro­
gresión.

Si los números ó términos van aumentando. Ja progresión 
se llama creciente: en este caso la razón es una cantidad po­
sitiva. Si los términos van disminuyendo, la progresión se 
llama decreciente, y la razón es una cantidad negativa.

Las progresiones aritméticas se escriben del modo si­
guiente:

v 3.5.7.9 . 11 . 13.....
El punto qué separa dos términos consecutivos.se loe es á.
La anterior progresión es creciente, y su razón es 2; por 

el contrario
t  25.22 . 19 . 1G . 13.....

es decreciente, y la razón es — 3.
183. Sea la progresión 

t  a .1) . c . d,......
Si llamamos r á la razón, pudiendo ser r positiva ó nega­

tiva, deduciremos fácilmente de la definición las igualdade;
6 = a 4-r, c = ó-V-r. u
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«+Tte^aSeííUn*1’ » Por su igual

Del mismo modo se halla
d = c4-r = íí + 2r + r = a4-3r etc.

De las igualdades
b = a + r, c = a-V- 2r, d — a-V 3r, 

se deduce que un término de una progresión aritnutica es 
al primero, mas tantas reces lá rasan como términos 

preeed'’n al que se considera.
Si llamamos tn al término que ocupa en la progresión el 

iu--ar n, es claro que estará precedido por n — 1 términos 
SCI el ’

= a + kn — 1) T [1].
Considerando la razón r como incógnita y las demás can­

tidades, que entran en la formula anterior, como datos se 
Ou tiene

t., — a r = —--------
n — 1 [2]

n"n'1 11 n-a FofíTcsion aritmética se obtiene
ae un término (tad-o^# dWienclo 

1 ^P"l; ll;cm T01' numero de términos que preceden á éste.
La io! inma |11 da también el valor del primer término, 

pues despejando a se obtiene
‘a = L - - 1) r.

Igualmente, despejando n, resulta
t a

n = 1 4- -1_____ .
r

Ej e mpl o s .
56 ",iaFroSresi<»1- el

= "> 4- (8 — 1) 3 = 26.
«¿«¡o

26 — 5

S2
OHVtí.siMM

u
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3/ Determinar el primer término de una progresión cuya 

razón es 3, siendo 26 el termino octano.
a = 26 — (8 — 1) 3 = 5.

4.° ^Cuántos términos tiene la progresión
7 5.8.................

, , 26 — 5
w = H------ 3—

26?

= 8.

184. In t e r po l a r  me d io s d if e r e n c ia l e s eTitre d,os wúm'’ros 
dados, es Jormar ti-na progresión aritmética cuyos extremos 
sean dichos números.

Tratemos de interpolar m medios diferenciales entre los 
números p y q.

Si conociésemos la razón, que llamaremos r, de la pro- 
gresion que deseamos formar, el problema, estaría resuelto; 
pues añadiendo al primer término p la razón, obtendríamos 
el segundo, añadiendo á éste la razón, resultaría el tercero y 
así sucesivamente, hasta que llegásemos al término q.

Haciendo en la fórmula [2J del número anterior a = p, 
t = q, n = m + 2, resulta

9-1L
^+1" [3]

Luego cuando se quiera interpolar un número dado de 
medios diferenciales entre dos números, se hallará la ra,zon 
dividiendo la diferencia de los números dados por el núme­
ro de medios que se han de interpolar mas uno.

Eje mpl o .
Interpolar 6 medios diferenciales entre y 30. '

30 — 2 A 
r =-------- — = 4;

6 + 1 
luego la progresión es

v 2.6 . 10 . 14.18.22.26.30.
185. Te o r e ma . ?Si entre cada, dos términos consecutivos 

de una progresión por diferencia se interpola igual número 
de medios diferenciales, resulta otra progresión por dife­
rencia. .

En electo: la interpolación mencionada origina una serie 
de prog-resiones parciales cuya razón es la misma; puesto 
que al determinar los valores de r por medio de la fórmula

u
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[3], hallaremos siempre Para niimpraan,- !» , ,

Sé^'™'í

sir.ow de an.s Ic t íh íms  cq'ui<Í-isíau?es"de‘¡ot
<i la. sama de die-ms extrer.ms 1 extremos» es tgaal 

Sea. la progresión
, "• a...... ..........q........ii.

1.11 efecto, sílbenlos [183] que

restando estas igualdades resulta
— u =r a — q;

trasponiendo los términos u y q. tendremos por último 
P -Vq = a -i-

10s “iremos 

dc Zos
Sea la progresión
_x . ....... w,

Awgnand° rm' ,5' la SU™“ de todos sns términos, ten-

Smnando estas igualdades, se obtiene

u
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^;S' = (íf + 7¿) -¡I.,
Ti, ' cr "-i" 7Í)
de donde zy =------ - ----- .

Esta fórmula manifiesta que
La. suma de los térmiuos de una 'progresión por dd/feren- 

cia es igual á, la mitad del prodiicto quo se óptima multipli­
cando la suma de los extremos por el número de tomines.

Eje mpl o s .
l.° Calcular la suma de los 15 primeros twminos de la 

progresión

El último termino será 3+14.3 — 45; luego 
ct (3—{— 45) 15
8 = - - o -----= 3C0.

2. ° Calcular la suma de los términos de la progresión 
t  4.11..............60.

El numero de términos será 1 H------- - ---- = 9; luego 
o (4 + 60) 9 
n=—= 288.

3/ Calcular la suma de los n primeros números impares.
El último término de la progresión 

t  1 . 3.5.7............
es 1+ 2(?¿ —1) = 2;¿ —1;

9»1
luego /y=— -- = n;\

Este resultado manifiesta que la suma de hs n primeros 
números impares es igual al cuadrado del número de estos 
términos.

IL—Progresiones por cociente.
, ''' -

188. PnocnEsioN po r  c o c ie n t e ó GEOMÉTRICA es unfi sorie de 
nacmeros tules qú" dividiendo cada, uno de ellos por el ante­
rior. se obtiene siempre el mismo c o c í ente.

A este cociente constante se llama razón de la progresión.
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Si los términos van aumentando, la progresión se llama 

ciec.-ente; en este caso la razón es mayor que la unidad. Si 
los términos van disminuyendo, la progresión se llama clecre- 
cieutc, y la razón es menor que uno.
<1.,li^e.pro8’resiones geométricas se escriben del modo si-

3 : 6 : 12 : 24 : 48 : 96 : .......
es íP SÍ^n o : que sePara dos términos consecutivos se lee

La anterior progresión es creciente, y su razón es 2- por 
el contrario ’ 1

Tv 486 : 162 : 54 : 18 : 6 : 2 : — •
3 .....

es una progresión decreciente, cuya razón es .
189. Sea la progresión

T-' a : L : c : d : ........
Si llamamos á la razón, tendremos

b = aq, c = bq.
Sustituyendo, en la segunda igualdad, el término b por 

su igual aq, sera
c = aq X q = aq-.

Del mismo modo se halla
i • ^ = c9 = a^Xq = aq etc.

De las igualdades .
^ = <iq. c = aqs, d = oq^, 

se deduce que un termino de una, 'proqrpsion neomAtTi.ca es 
tguat at pnmeTo -multiplicado por una potencia de la t mo u  
cago exponcute es el numero de términos que preceden al que 
se considera. . 1

Si llamamos tn al término que ocupa en la progresión el 
y^íri.^’ eS Clar° qUe estará Precedido por n —. 1 términos,

Q. - , [1]
bi ^n esta fórmula consideramos la razón como incógni­

ta, y las demás cantidades como conocidas, obtendremos 
uesipejaudo q

n-i ■
/ t-L = Í-^ [2J

u
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Luego, la razón de una progresión geométrica se obtiene 

dividiejido un término dado por el primero, y extrayendo 
del cociente una raíz cuyo índice es el número de términos 
que preceden al dado.

La fórmula |1] da también el valor del primer término, 
pues despejando a se obtiene

a = ■ 
qn-*

Eje mpl o s .
1 .° Hallar el octavo término de una progresión, siendo 

el primer término 5 y la razón 3.
t& = 5 X 37 = 10935.

2 ." Hallar la razón de una progresión geométñca que 
empieza por 3, siendo 768 el término noveno.

q = \j25L ó q = ^256".
v 3

Extrayendo tres raíces cuadradas sucesivas del núme­
ro 256, se obtiene q = 2.

3 .° Determinar el primer término de una progresión geo­
métrica cuya razón es —, siendo el término octavo.

_2_ 
o 

a= , . = 486.

190. IxTF.npoLAn me d io s ph o po r c io n a l e s entre dos números 
dados, es .formar tena progresión geométrica cugos extremos 
sean diclios números.

Tratemos de interpolar m medios proporcionales entre 
los itúmeros p y q.

Si conociésemos la razón x de la progresión, el problema 
no ofrecería dificultad, pues siendo p el primer término, el
segundo seria px, el tercero px- etc.

Haciendo en la fórmula [2] del número anterior a = 
tn = Q> n = m + 2, resulta

T,

x= y [3]

se
IWVFns nA >F

u
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n1olí^rrcn;md0^ qniera illterP01ar un número dado do 
^7 /' ' ’z010!1'/'0" ei-ltre uúmeros, »5 ImUará U ra-

n 'V1 ?ncic^c lns uúmpms dado.s uiut r«ií
X 'l"Wíió$ aumeu-

, m . Ej e mpl o .
InlerpolaT 5 medios 3wopoTciouales cutre 4 u 256.

./ 256' 7~:=:
—4-, U x = \/^64 = 2;

luego la progresión es
mi r 4 : 8 : 16 : 32 : 64-: 128 : 256.

,1o■ ,-,’EOnI^,A. fS'i cutre cada dos térmicos coitsccutims 
pnr eoámto se interpola iepwl ««¿‘rodé

ni erecto, la inteipolacion mencionada origina una sprip ^Progresiones parciales, qne tienen todas l^nm 
fórmnia^ valores de x po? medio de 1¿
J imilla |3|, hallaremos siempre para cantidad subradical lo razón de la progresión dada, y para índice el n^ 
í ^/. e (lue.se interpolan aumentado en una unidad 
--xdcmas el ultimo termino de una progresión parcial es el 
Primero déla siguiente; Inego todas las progrSZ par­
ciales forman una só’a progresión. 1 ° pai

111 st™»elos términos de ma
Sea la progresión

. a : 1) : c : d : .......... : u.
Designando por /5' la suma de sus términos, tendremos
m + c-Vd-y..........+ «. [4]

rayón’/ d? ,os.(los miembros de esta igualdad por la 
to rh im tPr7 ^^681.01^ y^mlo presente que el produc­
to de un teimiuo por la razón es el término siguiente, será

L- -1- c 4- d -i-........ -Yu-Vaq. fo]
Jiestando ríe esta igualdad la antétior, tendremos

.Sq-^^uq-a, ó .Skq-Y^-itq-o, 
de donde 1

uq _ q 
/> = ——---- —.

Esta fórmula manifíesta que u
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es evidente que el segundo miembro es mayor que 1 4-ya, 
y como dando *Xp un valor suficientemente grande, el pro- 
< 1 acto pa podrá ser mayor que cualquiera cantidad dada, 
resulta'que 1 4- pa, y con mayor razón (1 4- podrá ad­
quirir un valor tan grande como se quiera.

194. Te o r e ma . Las raíces de u t l  número maijor que la 
'anidad disminuyen, si aumenta el indice, y tienen la unidad 
por limite. .

En efecto: las raíces de los números mayores que la uni­
dad, son mayores que la unidad, puesto que la raíz de un 
grado cualquiera de 1 es 1, y es evidente que si un número 
aumenta su raíz aumenta igualmente.

Sean ahora dos raíces de la misma cantidad

V o- i V ti ; 
m+n__ m 

decimos que si a > 1, seráV^"<VT.
Para demostrarlo, supongamos que 

m _  m mi_
V o- = r, a = r',

de donde se deduce
a = rm, a = r'm**.

La raiz del grado m-V- n de a no puede ser r, porque 
m + n m -t- ti .

tampoco puede ser mayor que r, pues si fuese r' 2> t , 
tendríamos

y con mayor razón
T'm*n ¿ a"^, U, 

lo que es absurdo; luego

V ti <V ti .
Demostremos ahora que Vti~ tiene por límite inferior la 

unidad, si el índice aumenta indefinidamente, esto es, que

Vti — 1 -< d, 
siendo d una cantidad tan pequeña como se quiera.

En efecto: para que la desigualdad anterior se verifique, 
basta que se verifiquen estas otras, que no son mas que tras­
formaciones de la primera,

u
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«<(14-íZ)-" ó
pero siendo 1 +cZ innyor que la unidad, la potencia Í14-(Z)« 
puede adquirir un valor mayor que a, por grande que sea 
este numero [193]; luego 1

lim. Va — 1.
195. Te o r e ma . Las potencias, enteras y positivas deán 

numero menor que la unidad, disminuyen, si aumenta el eu1 
Tenedle, y pueden adquirir un valor tan pequeño como'se

En efecto: si consideramos las potencias n1* v n1'*1 ion 
dremos J ’ c

nv*' = n? x n,
y es claro que siendo n menor que 1, el producto nv^1 es me­
nor que el multiplicando n'’.

Además, todo número menor que 1 puede escribirse en la 

forma —, donde a será entero, fraccionario ó inconmensu­
rable, pero mayor que 1.

Si elevamos ~ á potencias cuyos exponentes crezcan 
indefinidamente, el denominador llegará á ser tan fírande 
como se quiera, y como el numerador es siempre 1, la frac- 
(''iar e^pla n ser Irienor Que cualquiera cantidad asignable.

1EonKMA-maíces de un número menor que la? 
Zimite.’ C6,t’ 51 aumcHía 61 t,ltíice' y ««leu ln u,LÍ&l 1)0T

9'« las raíces de los números me- 
noics que la unidad, son menores que 1, puesto que las rai- 
tn me1 mi5m? tle un »on tanto menores emú- 
to menoi es el numero, y la raíz de 1 es 1.

’ Va dos raices de ía misma cantidád; ré- 
Lprn' temos.la Primera por r y la segunda por r', y demos­
tremos que si a < 1, será r' > r. J Ub

será'U clucío: 110 PU3de ser r, porque siendo rm = a,

rw^<a [195J.

u
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Tampoco puedo ser

V (t, <_ t ,
pues si fuese T' << r, ten<Iríamos

■/' "* j,m
y con mayor razón

ó a<a>
lo que es absurdo; luegn

•«+»__ m
V > V•

/Demostremos ahora que tiene.por límite superior la 
unidad, si m aumenta indefinidamente, esto es, que

. 1 — i/« << d,
sien lo d una cantidad tan pequeña como se quiera.

hn electo: la desigualdad anterior se verificará siempre 
que se verifique la siguiente: 1

, A. — d <^/(1
6 U—d)"‘<a;
pero siendo 1 — d menor que la unidad, la potencia (1 —d^ 
puede ad pnrir un valor menor que a, por pequeño que sea 
este numero [19o]; luego

liw,. \/cb = 1.
197. Si en la fórmula

,y_ —
. . 1 — y * 

que da la suma de los términos de una progresión geome'tri- 
c.idecieciente.se sustituye u porsu valor se convierte en

,y_
o- y-(/ ’
Siendo q 1, fd valor de qu, y por consiguiente el de aqa, 

disminuye,a medida, que aumenta el número de términos de 
_a [H-oa-resion, pudieudo llag-ar ú ser menor que cualquiera 
cant.uad asignable; luego si u es infinito será aqr- = 0, y

... a. •
a =-t ^F¿

u
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Vemos, pues, que la, suma de los términos de una progre­

sión geométrica decreciente, continuada al injlnito, es igual 
al primero dividido por el exceso de la unidad'sobre la rdíon

Ej e mpl o s .
1/ Sea la progresión '

La razón es r—luego '

1 • a — 1 
a

2 .* Convertir en ordinaria la fracción periódica 
0,4343........

, Esta fracción puede considerarse como la suma de los 
términos de la progresión

¿4 0,43 : 0,0043 : 0,000043......... ,
cuya razón es 0,01; luego

y 0.43 43
/ 1 — 0;01 “ 99 ' (

CAPÍTULO SEGUNDO.

LOGARITMOS.

I .—Idea general de los logaritmos.

198. Si consideramos dos progresiones
¿v 1 : g : : q *: q'^ : q<.....

■r 0 . r . 2r . 3r . 4r . 5r . Gr.....
la primera geométrica y principiando por la unidad, y la 
segunda aritmética y empezando por cero, se observarán en 
ellas'las siguientes jiropiedades:

1/ El producto de dos términos de la progresión geomé­
trica es un término de la misma, puesto que ésta contiene 
todas las potencias de la razón; y la suma de dos términos de
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qi^Ácorit^ to.lóTlos puesto

y^muíti'piiZV'Íos'co^

gretion serán b?11 l0S te™'nos de la primera pro-
e! S® ^SrÓT e°'^nd^eS de la SeT™da: 
gresion geometrieí el lugar m L ¿' .q?e °°,pa en la, P™- 
segundos es (m i w'\r ™ V + y la su;ma de los 

tple ta™bl™ ocupa en la aritmútrca

coTT^pouclientes íe drUmíti?» 7/ cl témiu^allT^ 
^;Sí“ “ "^«"»ÍÍG

Si las próg-résiones son 

.....
i-ír:

ductX^M á la

Pñra las propiedades enunciadas en el númem 
antei'ioi- se verifiquen, e s  n e c e s a r io : 1/ que la moarcsioii neo

'-nu"\4 1 '/ l-i OTitmética uuo
' J'n ef«-tn- 1 ?/ o se correspondau.

representados por y ; para que ePprEto 
atq"t+m' ,

de estos términos pertenezca á Ia progresión es necesario 
."af 10™a ffeUeral os. me's^veri”

. a-q’"*”1' = aq’\
siendo u un número entero cualquiera.

De esta ig-ualdad se deduce

Om^0ra blen’ i es un término de la proo-resion aue 
empteza por a, luego su igual r debe estar entre los touü-

u
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nos de la misma; por consiguiente, para que el producto de 
dos términos de una progresión geométrica pertenezca a la 
progresión, es necesario que haya entre los términos de ésta 
uno de la forma (f; pero los términos anteriores á ff son qix", 
qn.%.....etCi) luego llegaremos necesariamente á uno de la 
forma.................= 1- , . , , , .

Bel mismo modo se ve que si a + mr y a-Vnir son dos 
términos de una progresión aritmética que empieza por a, 
la suma

2a + {yn + 'w-'V
pertenecerá á la progresión siempre que se verifique la 
igualdad

a + (m -Vw-'^r = nr,
esto es, siempre que la progresión contenga un término de 
la forma nr; pero los términos anteriores á nr son

— l)r, (n — 2)r..... etc., .
luego llegaremos á uno de la forma — n}r = 0.

Para demostrar la segunda parte del teorema, suponga­
mos las progresiones, que empiezan por 1 y 0 respectivamente, 

t í . : q™ : ........ : qm' : ........
-i .............nr............... u'r............

Observando que el exponente de q y el coeficiente de r 
aumentan una unidad á cada término, se comprende que el 
producto

qm X (T’ = <rA"x'
dista ni lugares de qm', y la suma

nr 4- nir = (yi -f- n’Yr,
dista de n'r, n lugares; para que el producto y la suma se 
correspondan es, pues, necesario que m=n; pero en tal caso, 
el término q^ dista m lugares de 1, y su correspondiente nr 
dista de 0 otros ni lugares; por consiguiente, los términos 1 
y 0 se corresponden necesariamente.

200. Cuando dos progresiones tienen las propiedades del 
número 198, los términos de la aritmética se llaman logarit­
mos de los correspondientes en la geométrica. Diremos, pues, 

8e llaman l o g a r it mo ^ los términos una ‘progresión 
amlmética, que empieza p^r cero, correspondientes á los de 
otra geométrica, que empieza por la unidad.

u
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Así en las progresiones

7 : : f : ..... q"........ U . . '¿t  . {/•........
tenemos u ..... ’

Jog-l = o, log-^==r, log-^^ 2a ... logo« = nr.
.201 Interpolando el mismo número de medios nronnr 

cmnales Ontre onda dos términos consecutivos de la 
sion geomemca, la razón de la nueva progresión quí resul- 

. ta será Vg llamando m al número de medios oue se in- 
t.rpolan [Uoj; por consigmente si a es un termino de ésta, 
el sig uiente será aVq , y la diferencia entre ambos

/ ’n+1 \

Íu<^ía^feSaClente Dl:“e‘'0 dC mddIdS IWoreionale»;

ft\V q — A)
f/.'rfrit ?S mrmÍn0S podrá ser tan pequeña, que
permita considerar la progresión geométrica como una serie 
de términos que crecen de una manera continua ó por gra- 

y e,jt;'e nales se encentran todo? os 
números mavores que 1.

, Incerpolando entre cada dos términos consecutivos de la 
j-iogi ^mn aritmética,"tantos medios diferenciales como me­
dios piopoicionales se hayan interpolado entre cada dos tér- 
mmos de la geométrica, se hallarán los logaritmos de los 
numeios que ha originado la primera interpolación.

Si queremos obtener los logaritmos de los números me- 
maes que 1. conseg-uiremqs que estos números formen parte 
de la progresión geométrica prolongando ésta hácia la iz- 
quienla para lo que basta dividir cada término por la razón- 
v obtendremos los logaritmos respectivos prolongando igúal- 
m mte la progreMon aritmética en él mismo sentido, lo° que 
se 1 ograj estando la razón de cada término. 1

Por este medio se obtienen las progresiones
- . J_. . 1 1 i ; ,

. :............. <r..........
" ...... ar.......— .—2/'.— r. o . t  .2r/ír........ nr. 

u
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donde se ve que los uúmcTos menores que 1 tienen logarit- 

e-s consideraciones manifiestan que»?.?/- 
Wc^^^loqm.tmo. Sin embargo la continuidad per­
fecta de la progresión geométrica, si bien se concibe, no Se^l^ai^e prácticamente, por lo que, en la mayoru^ 
de los casos, el número cuyo logaritmo se quieie bal bu no 
^ma^arte de dicha progresión; pero cualquiera que sea 
aquél, estará á lo menos comprendido entre dos teumnos 
consecutivos de la misma, y podra tomarse para logaii mo 
el de uno de estos, cometiendo en error menor que U razón 
de la progresión aritmética, que puede hacerse tan pequeña 

* 202. Las progresiones del número anteriorpuedenescii- 
birse [175] en la forma •
-- ... : q-11 : ... : 0"' : Q‘o' : : 1 : 1 : : f : "" : ^n:'"
V ... J)tr . ... — 3r .—^r.— r . 0 . r .^r .^r..........nr....

Haciendo ahora q — aT, lo que siempre es posible, puesto

que esta igualdad se trasforma en q r = a, y podemos repre­

sentar por a el valor de qT, las progresiones serán
• a-w -. ...: a-^T: a^1-: íz”’ : 1 : ar: aír: o5r:... : a'XT... 

‘1 nr . ... — 3r —2»’. — r . 0 . r .;ír . 3/ .........nr...,
donde vemos que

log a-’̂  = — 2r, log a^ = 3r, log anr = nr, 
esto es, que el logaritmo de un término de la progresión por 
cociente es el exponente de a en dicho término.

Esta observación permite dar una nueva definición de lo­
garitmos independiente de toda idea de progresión, diciendo 
" Logaritmos de los números son los e:r,ponentes tie las'po­
tencias á que debe elevarse un número constante para obte­
ner los propuestos.

203. Sea la ecuación
a1 =

Si a es un número constante, cada valor partieubir de x 
dará para y otro valor, y á cada valor de y corresponderá . 
otro de x; por manera que x é y son dos cantidades variables 
dependientes una de la otra, y los valores de x correspon­
dientes á los valores de y son los logaritmos de éstos.
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r Pero es evidente que si a cambia de valor, á un mismo 

numero y corresponderán diferentes valores de x, esto es un 
Plumero puede tener diferentes logaritmos. ■’ ’

. ainainos S1STEMA i’E l o g a r it mo s á los valores de x que 
lar hw-fnnhU OtlOS de cuaud0 a recibe un valor particu- idi invariable.
»AC?a5™-°rde^ .constante Para cada sistema, se llama 

del mismo, y sirve para distinguir un sistema de otro.
, cl efP01í-ente X de una cantidad a nosi- 

¿ela; anulad, crece de una manera continua, 
la función a Dana también de una manera continua 
ñor quenií uS QUe " Sea mayor ó me“

Pr ime r  c a s o , a > 1. Sean m y m 4- -L dos valores suce­
sivos del exponente x; decimos que si la deferencia entre es- 
^os esto es, si n crece lo
bastante, la diferencia entreoíos valores correspondientes de 

será menor que cualquiera 
cantidad asignable, por pequeña que sea.

En efecto: la diferencia entre los valores de la función es 
aw — 1) = am(v^" — 1), 

y siendo a > 1 esta diferencia es positiva, luego si el expo­
nente x crece, la función a= crece también. 1

Pero si n es suficientementegrande, la cantidad Va* — 1 
sera tan pequeña como queramos [194], y su producto por a"* 
lo será también. 1

Además, si x = 0, tendremos ax = 1;
y si x = oo, será;#00^ oo [193];
luego cuando a^> 1, si x crece de una manera continua 
cíesele c e r o  hasta in f in it o , a-" crece de una manera continua 
desde fasta in f in it o .

Supongamos ahora que se den á x valores que crezcan
negativamente, y sean — m y dos valores su-

cesivos de íc ; los correspondientes de la función serán

s ya
A 1 1

o sea —:— y  
n tu v i

u s :
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ñero si n es suficientemente grande la diferencia a n —am 
Sos denominadores será tan pequeña como se quiera, y 
con mayor razón lo será también la diferencia

1 ím + — 
a n

de las fracciones. . „ _ .
Además, si el valor absoluto de $ es infinito, la función 

ax_ _L = A adquiere el valor cero; luego cuando a>\, 

si x crece negativamente desde abasta el in f in it o  n e g a t iv o , 
la función a1 disminuye cEsde u n o  hasta c e r o .

Se g u n d o  c a s o , a < 1. Razonamientos análogos á los an­
teriores fundados en los teoremas de los números [l.)')], |l.)•>], 
demuestran que si x crece de una manera continua tksde c e r o  

in f in it o  po s it iv o , la .función a» dismmige desde l  o  
hasta c e r o ; y que si x crece negativamente desde -a. . 
el in f in it o  n e g a t iv o , la f unción aumenta desde u n o  hasta el 
INFINITO POSITIVO.

Es c o l io s .
205 . l.° Acabamos de ver que todos los números positi­

vos pueden considerarse como potencias, positivas o negati­
vas. de un número constante: luego podemos decir: tocios los 
números‘nositinos tiplien logaritmos.

2 .° La Lase de todo sistema de logaritmos debe ser positi­
va v diferente de la unidad. .

Puesto que las potencias sucesivas de un numeio negati­
vo serian unas positivas, otras negativas y otras, imaginarias; 

. y por consiguiente la función no variaría de una manera 
continua. Además es evidente que la unidad no puede ser 
base de ningún sistema, porque todas sus potencias son 
iguales ál. . , 7 ..

3 .° En todo sistema de logarihíios, el logaritmo ele la 
unidad es cero y d de la base es uno. ,

En efecto:si enla ecuaciónax=y,se hace si=:0,seras =1,
luego 
y si hacemos 
luego

log 1 — 0;
x = 1, será = a; 

log a = l.

u
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n-Propfodade, generales de los logaritmos.

aX=n, a®” —o."
multipiicando erradamente^ igua^esuita 

donde vemos que ...... ;
cía á que debo elevarse la base' a de Ia Poten’
^yy'.....; lueg-o 1 paia obtener el producto

. log- (yy'y"...):^^-^^, 
pero siendo^ x' x" ....... ;igualdad anterió; se ¿onrie^en m0S de V1 ......>

o o t 10^^ xiey + +108-y" +.....

logaritmo «iwl«l
Sean y el dividendo é V el divisor r v a ál ®M"T- 

de estos números, y a la base del sistema " logaritmos
1 enemos las igualdades 51stema- 

T . , , aX = ll, a1' = y'
(Iludiéndolas ordenadamente, resulta ’

a1*11
lueg-o

^Og-^r

y .
y'"

?z io - ■p" = ]°8,y~l08-7/.= — x' ó

potencia cualquiera, 
número multiplica-

ttT == 7/;
elevando ambos miembros 4 una potencia cualquiera m, será 

ltk.0 log ir = T,u> ó logy« = OTlos.

u



209. Te o h e m /X. El loflavUrno (le. laTais d.e'ituii'ít'nwn, rs 
igual al logaritmo del número dividido por elindicedelaraii. 
' Sea g el número, $ su logaritmo.

Tenemos la igualdad , 
ax = g: 

extrayendo la raíz m de ambos miembros, será

= s'g"^
m— Q) , -- 102* 1/

de donde log \'g = — ó log \!g = —.
210. En virtud de las propiedades anteriores, las opera­

ciones aritméticas se simplifican considerablemente, por el 
empleo de los logaritmos.

Se ve, en efecto, que para hallar el producto de varios 
números bastará sumar los logaritmos de Jos factores, y bus­
car el número correspondiente á esta suma: y que un c’o,cien- 
te se hallará restando los logaritmos del dividendoy divisor. 
Todavía son mayores las ventajas cuando se aplican los lo­
garitmos á la elevación á potencias y extracción de raíces 
de todos los grados, puesto que estas operaciones tan laborio­
sas, se reducen respectivamente á multiplicaciones y divi­
siones muy sencillas.

IIL—Construcción de las tablas de logaritmos, y propiedades 
particulares de los logaritmos de Eriggs.

211. Unas tablas de logaritmos es la reunión de los nú­
meros enteros desde uno hasta 10000, 100000 etc., y desús 
correspondientes logaritmos en un sistema dado.

El sistema que ha merecido la preferencia es aquel 
cuya base es 10. Los logaritmos en esté sistema se llaman 
logaritmos ordinarios, tabulares ó de Briggs. 1 .

212. Te o r e ma . Para que el logaritmo ordinario de va 
número conMenswaUle sea conmensurabl'', sn necesita y bas­
ta qiie el número sea una poPucia de la base 10, cugo expo­
nente s°a entero, positivo d negativo.

1 La invención de los logaritmos se debo ó Juan Neper, barón escocés, 
que publicó su teoría á principios del siglo XVH.

IIenri Briggs, profesor de Oxford, fue el primero que A instancia de 
Neper. construyó unas tablas con la base 10. 1.a base de los .logaritmos 
nepeñanos es 2,718281828......

u
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En efecto: sea w un número conmensurable.
Para que su logaritmo sea entero es necesario que la 

ecuación 10^ = u se verifique por un valor entero de - pero 
si x es entero, u sera potencia entera de 10. '

Supongamos que el logaritmo de u sea fraccionario, v 
distingamos dos casos, según que u sea mayor ó menor que 
la unidad. • u

En el primer caso el logaritmo de u es positivo y podrá 
representarse por la fracción A debiendo verificarse la 
igualdad

v " .
10 9 = u ó 10 = ui.

^uaya,l exige que u sea un número entero y ade­
as que! sus lactores primos sean 2 y 5, únicos que com­

ponen el primer miembro; sea 
. . = 2r X 5 \tendremos

, 10P = 2r9X5'9 ó 2p X 5P = 2r» X S»9; 
de esta igualdad se deduce

1) = ^, p = sq, ó 7 = s: 
luego 1 ’

u = 2r X 5r = IOS 
potencia positiva de 10.

Si ii es menor que la unidad, podrá representarse por la 
fiaccion irreducible y su logaritmo será negativo. Re­

presentándole por---- se tendrá 
r. , „--------- -p

10* 9 = a  ó 10 = A ó -1_ = 
, 6 i'1' 10" ó'i ’
de donde [Aritm. 146.]

1 = ai, 10P =
De la primera de estas igualdades se deduce a = 1, y la 

e-18? ny111 s? ha vist0 en el Primer caso, que 6 
sea potencia de 10, por ejemplo, 10r; luego 1

» = -^=10- 

potencia negativa de 10.
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Pura demostrar que la condición del enunciado es sufi- 

supongamos que el número -n sea potencia entera de 
10 y ¡lamemos p al exponente de dicha potencia; según 
esto" tendremos —iq p

donde vemos que el logaritmo de n ps p, número conmensu­
rable; que síá positivo si u es mayor que 1 y negativo en 
el caso contrario.
Así lon' 10°==0, log 10 *= 1, log 10 -= 2, log* 10 ■’ — 3...Asi. loG 1U , o 10g . ig -^-2, log 10 =-3...
6 sea log 1=0, log 10 = 1, log 100 = B, log 1000 = 3...

log A =-1, log— =-2, log^ =-3...

213. Acabamos de ver que las potencias enteras de la 
base 10 son los únicos números conmensurables que tiene n 
Ino-aritmo conmensurable, y que éste es igual al exponente 
de^la potencia. Veamos, ahora, de qué modo podran calcu­
larse los logaritmos de los demás números. •

Su: ongamos que se trate de hallar el logaritmo del 

nUEn el sistemare logaritmOgdeBriggs,  las progresiones son 
1 : 10 : 100 :1000 : 10000.....

0. 1 . 2 . 3 . 4 .....
Hallándose el número 2 comprendido entre 1 y 10, su lo­

garitmo lo estará entre 0 y 1; si hallamos un medio propor­
cional entre 1 y 10, y un medio diferencial entre 0 y 1, ten­
dremos las progresiones

1 : 3,162 :10.....
0. 0,5 . 1.....

Como el número dado está comprendido entre 1 y 3, 162- 
su logaritmo lo estará entre 0 y 0,5; hallando un inedio pro 
porcional entre 1 y 3, 162 y otro diferencial entre 0 y 0,a, 
resultan las progresiones

1 : 1,778 : 3,162.....
-r 0 . 0,25 . 0,5 .....

Ahora el número 2 se encuentra entre 1, 778 y 3, 162, y 
su logaritmo entre 0,25 y 0,5. . .

Si se continúa interpolando un medio proporcional entre 
cada dos números que contienen al dado, y a la vez uno di­
ferencial entre los logaritmos de aquellos, se llegara a en­

u



centrar dos números, uno menor y otro mayor que 2, euros- 
logaritmos se dilerencien en menos de una décima, centesi­
ma. milésima etc., y tomando uno de estos para logaritmo 
<ie ¿ el error sera menor que una de las mencionadas dife- 
1 C IlClfifSe

Asi después dp once interpolaciones, se encuentra el nú- 
“ co™Pren^do entre los medios proporcionales 1,999 y 

-.001, y su logaritmo entre los diferenciales 0,3008 y o’3013 
que se diiereucian en menos de una milésima; luego ’ ’

log 2 = 0,301
con un error menor que una milésima.

Del mismo modo podrían determinarse los logaritmos de 
-os demas números primos menores que el limite de las 
labias; y después sumando los logaritmos de los números 
primos se hallarían los de los compuestos, quedando así for- 
uiada una tabla de logaritmos.

Debemos advertir que este procedimiento sólo sirve para 
demostrar la posibilidad de construir unas tablas de logarit­
mos: en las Matemáticas superiores se estudian otros mucho 
mas breves.

214. Una vez determinados los logaritmos de los núme­
ros en un sistema cuya base es a, se puede hallar los logarit­
mos de los mismos números en otro sistema de base Á, sin 
repetir los cálculos.

En electo: sea u un número, x su logaritmo en el sistema 
de base n. x . su logaritmo en el nuevo sistema de base -1 • 
tendremos evidentemente *

aT = q l , A1* = h ,
de donde a1 = A7'.

Siengo iguales estas cantidades, también lo serán sus 
logaritmos, esto es.

pero 
luego

a; log a. = x* log A ;
log a = 1;

x = x' log A ó x' = xX —1__  
log A

Según esto, dado el logaritmo de iiu número en un siste­
ma. se obMurrá el logaritmo del mismo número en otro sis­
Tema, rnultiplicando el logaritmo dado por una fracción gue 
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teitna por 'numerador la unidad 'ij por denominador el loga­
ritmo de la nuera lase tomado en el primer sistema.

Esta fracción recibe el nombre de módulo. .
215. Los logaritmos ordinarios de los números que no son 

potencia de 10, se expresan aproximadamente por medio de 
fracciones decimales.- . . , .

La parte entera de un logaritmo se llama caractemsttea, 
y la parte decimal mantisa.
* Te o r e ma . La característica del logaritmo de un -número 
manor gu"A, consta de tantas unidades menos una, como 
-'liras enteras tenga el número-. ,
' En efecto: todo número de n cifras enteras que no es po­

tencia de 10, es mayor que 10u-, y menor que lO”, y su lo­
garitmo estará comprendido entre los logaritmos de estos 
números, que son n — 1 y n; Kiego la parte entera de dicho 
logaritmo será n — 1.

Así, la característica del logaritmo de 4527, 8 es 3; pues­
to que siendo 4527,8 mayor que 105 y menor que 10*. su lo­
garitmo será mayor que 3 y menor que 4.

De aquí se deduce evidentemente que un número tiene 
tantas ci fras entepas mas una, como unidades tiene la ca­
racterística de su logaritmo.

Así, cuando la característica es 0, 1, 2, 3, el número tie­
ne 1, 2, 3, 4 cifras enteras.

216. Te o r e ma , fdi un número a se multiplica ó se divide 
por una potencia de la lase 10, U característica de su loga­
ritmo aumenta ó disminuye en tantas unidades como tenga 
el exponente de dicha potencia, y la mantisa no varia.

Tenemos, en efecto:
log Va . 10") = log a. -f- log 10” — log a. + n 

y log Vg : 10") = log a — log 10» = log a — n, 
donde vemos que multiplicando ó dividiendo a por 10”, su 
logaritmo aumenta ó disminuye en n unidades enteras, que 
se agregarán á la característica ó se restarán de ella, sin que 
varié la mantisa.

217. Co r o l a r io  1.“ Cuando dos números escritos con las 
mismas cifras, colocadas en el mismo orden, se diferencian 
en el lugar de la coma, sus logaritmos tienen igual mantisa.

Puesto que uno de aquellos es igual al otro multiplicado 
ó dividido por una potencia de 10.

u
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Así, los logaritmos de los números

827,5, 82,75, 8,275
tiene igual mantisa, siendo las características 2, 1 y 0 res- 
péctiyaménte.

218. Co r o l a  r io  2.° Si la característica ¿el logaritmo de 
‘iiu número aumenta ó disminuye en n unidades', el número 
se multiplica ó divide por 10".

IV.—Disposición y uso de las tablas de logaritmos,

219. Pr o b l e ma  l.° Dado un número entero, hallar su 
logaritmo.

Suponemos que se tiene á la vista las tablas de logarit­
mos de Vázquez Queipo, última edición, i que contiene los 
logaritmos de los números enteros desde 1 hasta 20'000 con 
seis cifras decimales.

Al hallar, por medio de ellas, el logaritmo de un número 
entero, pueden ocurrir tres casos: 1.° que el número sea me­
nor que 2000; 2.° que esté comprendido entre 2000 y 20000; 
3.° que sea mayor que 20000.

220. Pr ime r  c a s o . El número cuyo logaritmo se lusca es 
menor que 2000.

La primera plana de las tablas contiene, en columnas 
verticales, estrechas y señaladas arriba y abajo con la letra N., 
los números enteros desde 0 hasta 399¿ y á la derecha de los 
nú meros, en columnas mas anchas, señaladas con la abre­
viatura Log., sus logaritmos respectivos.

En la segunda plana se observa ya que sólo hay dos co­
lumnas de números señaladas con la letra N., la primera de 
la izquierda en cada llana, y que estos son los mismos en 
ambas columnas. Todas las demás planas, hasta el fin de la 
tabla, presentan dichas dos columnas de números, y éstas 
contienen repetidos los enteros desde 100 hasta 1999.

Comprendida esta disposición, es fácil encontrar en las 
tablas un número menor que 2000.

1 Estas tablas sóndelas llamadas de doble entrada. Los alumnos 
que aprendan á manejarlas, no se verán embarazados para emplear otras 
mas extensas y voluminosas, como las tan generalizadas de Callcl, puesto 
que la disposición es la misma, salvo ligeras variaciones queso descubren 
á primera vista.

u
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En el caso presente (leLe leerse el núimnro daAo en la, 

llana primera ó de la izq^uierda, y á su derecha,en la colum­
na señalada con la abreviatura log. 0, se encuentra la parte 
decimal de su logaritmo. 1 En cuanto á la característica, se 
determina por el principio del número 215. ,

Propongámonos, por ejemplo, hallar el logaritmo de 563.
Ante todo escrioiremos la característica, que es 2; busca­

remos después el número en la columna N., llana izquierda, 
y á su derecha se encontrarán las cifras 750508 que constitu­
yen la mantisa.

Por consiguiente,
log 563 = 2,750508.

Sea el número 1417.
La caraeteiifstica es 3; las dos primeras cifras de la man­

tisa no están escritas, pero se toman las del logaritmo con>- 
pleto anterior, que son 15; las cuatro últimas son 1370; luego 

log 1417 = 3,151370.
221. Se g u n d o  c a s o . El número dado es mapor que 2000 y 

menor que 20000.
Prescindiendo por el momento de una cifra de la derecha, 

el número que resulta se encuentra en las tablas. Se buscará 
este número en la llana de la izquierda, si la cifra de que 
prescindimos es menor que 5, y en la llana de la derecha si 
dicha cifraes 5 ó mayor que 5, y á la derecha del número, en 
la primera columna, se tomarán las dos primeras cifras de la 
mantisa, como en el primer caso. Para hallar las cuatro res­
tantes es necesario fijarse en las columnas que tienen á su 
cabeza y pié las cifras 0, 1,2, etc. hasta 9, impresas en ca­
racteres gruesos, y buscar el resto de la mantisa enfrente del 
número, pero en la columna que tiene á su cabeza y pié la 
cifra de que se ha prescindido.

Sea, por ejemplo, el número 12363.
Prescindiendo de la cifra 3. buscaremos en la llana de la 

izquierda el número 1236, y á la derecha de éste encontra­
mos dos cifras 09 de la mantisa; después, en la línea hori­

1 La mantisa tiene siempre seis cifras: las dos primeras se repiten 
varias veces, por lo que-se han omitido en la mayor parte de 1 s logarit­
mos, v se encuentra su lugar en blanco. Cuando suceda esto, se tomarán 
para dos primeras cifras las del logaritmo anterior mas inmediato que esté 
completo; las cuatro últimas siempre se encuentran enfrente del número.

ul
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zontal del número 1236 y columna de la cifra 3, de que 
hemos prescindido, se encuentran las cifras 2124 que com­
pletan la mantisa; por consiguiente

log 12363 = 4, 092124.
Sea el número 9487.
1>asea reinos en la l lana de la derecha el número 948, y 

ha taremos J7 para primeras cifras de la mantisa; en la línea 
hoicontal del numero 948 y columna del 7, se encuentran 
las cifras restantes 7129; luego ^umiian

log 9487 = 3, 977129.
frr.Dmb?tener^ n^’ Puente que si las cuatro últimas ci- 
fias de la mantisa de un logaritmo, van en las tablas prece- 
nnín8 df Un *’ ^,s dos primeras no serán las que se
Xt del i^0/ 0 ordmFio« sino las del'logaritmo com- 
l leto nías inmediato posterior, esto es, las que se encuentran 
descendiendo por la columna correspondiente.

Por ejemplo, si queremos hallar el logaritmo de 6458 
CUatr° Últimas cifl'as de la mantisa 

4)098 están señaladas con un asterisco; por consiguiente no 
tomaremos 80 para dos primeras, sino 81.

Así log 6458= 3,810098. '
222. Te r c e r  c a s o . El numero dado es mayor que °0000 

Sea, por ejemplo, 648735.
Separemos con una qoma tantas cifras de la derecha como 

sean necesarias para que la parte entera, del número que re­
sulte sea menor que 20000, y tendremos el número

6487, 35.
El logaritmo de este número tiene igual mantisa que el 

del piopuesto [2. /], por consiguiente la cuestión se reduce ú 
detei minar la mantisa del logaritmo de 6487, 35.
en in P}112161’0 ps n3ayor que 6487 y menor que 6488, lueo-o 
su lo,,antino estará comprendido entre los logaritmosde 
estos números, y es necesario averiguar que aumento expe-

d3 0487 CUand° el númer0 aumentad

est0 Pued8 admitirse, sin error sensible, que lasdi- 
e¡Ltreí 08 ^naTitruos son proporcionales á las dife- 

• °s uumeT0S’ cnn' que éstos sean man oresqu i000 ?/q?<e su mayor diJg^enáa no exceda de la 
aad; por manera que siendo
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loo- 6488 = 3,812111
log- 6487 = 3,812044

0,000067
la diferencia entre estos logaritmo^ es 67 unidades del últi­
mo "decimal; y el principio antermr establece que si
6487 aumenta en

0,01, 0,02, 0,03 etc.,
su logaritmo 3,812044 aumenta en

0,01 X 67, 0,02 X 67, 0,03 X 67 etc.
unidades del último órden; por consiguiente si el número 
aumenta en 0,35, el aumento correspondiente a su logarit­
mo será

0,35 X 67
unidades del último órden.

Tenemos, pues,
log 6487,35 = 3.812067, 

despreciando las cifras que siguen á la sexta.
Ahora bien, el logaritmo del numero propuesto 648/35, 

se diferencia solamente del que acabamos de obtener en la 
característica, luego, por último,

log 648735 = 5,812067.
Las diferencias entre los logaritmos de dos nú meros con­

secutivos se encuentran en las tablas en columnas, senala- 
das con la abreviatura di/., á la derecha del logaritmo del 
número menor, y reciben el nombrede ^/ereuci.(LSta.HlaTes.

Sé'gun acabamos de ver, para hallar el logaritmo de un 
núm'’.ro magor nu». 20000 se separan de la derecha con uua 
coma las cifras decimales necesarias para que la parte ente­
ra séd motor que 20000; se halla-la mantisa del lonaritmo 
de esta parte entera; se multiplica la diferencia tabulan goi 
la parte decimal separada, y añadiendo <^1 producto a la, 
mantisa hallada en las tablas, se tendrá la mantea que se 
busca. La característica se obtiene por medio del teorema 
del número 215.

Ej e mpl o s .
I.” Hallar el logaritmo de 325845. 
Separando dos cifras decimales, resulta.. . . 
La mantisa del logaritmo de 3258 es..........

25 •

3258.45
512951

u
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La diferencia tabular 133 multiplicada por 

0,4o da, prescindiendo de las cifras decimales. . fio 
. Luego, log 325845 = 5,513011"

' 2.° Sea el número 18726493.
►Separando tres cifras decimales, resulta

' La mantisa de log 18726 es................... '
La diferencia tabular 23 multiplicada por 

0,493 dá.............................................

18726,493 
272445

11
Luego, log 18726493 = 7,272456^

223. Para multiplicar la diferencia tabular por la parte 
decimal separada con la coma, pueden emplearse las tablas 
úe partes propoTcio.ial^, que impresas en papel de color se 
encuentran a continuación de las tablas de logaritmos. ’

Las mencionadas tablas contienen los productos de las 
diferencias tabulares por cada una de las cifras 12 3 '
hasta 9; de modo que se encuentran en ellas los productos 
parciales de la diferencia tabular por cada cifra de la parte 
decimal separada, lo que evita el trabajo de formarlos. '

Para hallar estos productos parciales, obsérvese que las 
tablas que nos ocupan están dispuestas como la de Pitá-m- 
ras, explicada en Aritmética; por manera que el multipli­
cando se buscará en la primera columna vertical, llamada 
de las diferencias, y el multiplicador en la primera línea 
horizontal; recorriendo desunes de izqui rda ú derecha la 
línea del multiplicando, se llegará á la columna del multi­
plicador, y se tendrá allí el producto buscado.

Así, para hallar el logaritmo de 325845, empleando las 
partes proporcionales, escribiremos la mantisa correspon­
diente al logaritmo de 3258, y buscaremos los productos de 
la diferencia tabular 133 por las cifras separadas 4 y 5 que 
son respectivamente 532 y 665, los que se escribirán debajo 
de dicha mantisa, pero teniendo cuidado de correr el primero 
un lugar á la derecha, porque representa (Lécmas, y el se­
gundo un lugar mas, porque representa ceutésvnttLs. Suman­
do y despreciando las cifras decimales que siguen á la sexta 
se obtiene el logaritmo pedido.

La operación se dispone asi: 
Mantisa . de log- 3258. 
Bif. tab. por 0,4 ,
Id. id. por 0,05. . . .

Suma............................

512951
532
665 

51301085

se
fif wt

u
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Luego, ' log 325845 — 5;513011.
Sea el número 18726493.

Mantisa de log • 18726. . . • 272445
Dif. lab. por 0,4 ................... 92
Id. id. por 0,09....................... ^1
Id. id. por 0,003......................  69
Suma........................................... 272456339

Luego, log 18726493 = 7,272456.
224. Pr o b l e ma  2.° Batió uu logaritmo hallar el -niGmero 

correspond/iente. . . . ,
En la resolución de este problema distinguiremos dos 

casos: 1.* que la mantisa del logaritmo dado se encuentre en 
las tablas; 2.e que dicha mantisa no se encuentre en las tablas.

225. Pr ime r  c a s o . La mantisa del logaritmo dado se en­
cuentra en las tablas. .

Se buscarán las dos primeras cifras de la mantisa en la 
columna log 0; descendiendo después por la misma colum­
na, se busca una linea que empiece por las dos cifras si­
guientes de la mantisa, <5 por dos cifras que compongan nn 
número menor y lo más próximo posible al compuesto por 
aquellas. Recorriendo dicha línea de izquierda á derecha, en 
toda la extensión de las dos llanas, se encontrarán las cuatro 
cifras últimas de la mantisa. .

Hecho esto, se escribe el número de la columna N., que 
estó enfrente de las cuatro'últimas cifras de la mantisa, á su 
derecha se pone la cifra de la columna en que se han encon­
trado estas, y del n,'imoro que resulta se toma para parte en­
tera, tantas cifras como unidades mas una tiene la caracte­
rística [215j, añadiendo para ello uno« más ceros si fuesen 
necesarios. .

Propongámonos hallar el número cuyo logaritmo es 
3, 685473. .

Buscaremos las dos primeras cifras 68 en la columna 
log. 0; y descendiendo por la misma, hallaremos unajinea 
que empieza por 48; como la siguiente empieza por 57, nú­
mero mayor que 54, se recorre la primera de izquierda á 

■ ■■ fi. y en la columna del 7.se hallan las cifras 5473 El 
número de la columna N. seguido de un 7, da 4847, que es 
el número bascado, pues d -be tener cuatro cifras enteras.

Sea el logaritmo 5,180069. " ,
El número 18 y todos los comprendidos entre 00 y 30 so

u
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encuentran en las tablas en dos puntos bastante separados 
uno antes y otro después del número 1000:conviene en todos 
los casos leer las dos primeras cifras de la mantisa, cuando 
no pasan de 30, después del número 1000. Una vez hallado 
el número 18, observaremos que va seguido en las tablas de 
las cifras 01, que ya son mayores que las 00 del logaritmo 
dailo: en este caso y en todos los análogos, se buscan las ci­
fras restantes de la mtíntisa en la linea superior inmediata, y 
se encontrarán precididas de un asterisco. En el ejemplo ac­
tual las hallamos en la columna 8 frente al número 1513 

' que con la cifra 8 dad5138; como la característica es 5, aña- 
direníbs un cero, y 151380 será el número correspondiente 
al logaritmo dado.

2*26. Sk g u r d o  c a s o . La mantisa del logaritmo dado no se 
encxtuntra en las tablas.

Sea el logaritmo dado 3, 893912.
Buscando esta mantisa, por la regla del caso anterior, se 

encontrarán dos consecutivas 893873 y 893928, una menor y 
otra mayor que la propuesta, de donde se infiere que ésta no 
se encuentra en las tablas. Los números correspondientes á 
las mantisas halladas son 7832 y 7833, entre los que debe 
hallarse el número (jue buscamos; para calcular qué aumen­
to experimenta el número 7832 cuando su logaritmo aumen­
ta en 39 unidades del último orden decimal, que es la dife­
rencia entre el logaritmo dado y el inmediato inferior de las 
tibias, debemos resolver la cuestión siguiente: si por el au­
mento de 0,000055 en el logaritmo, aumenta 1 unidad el nú­
mero, cuando el logaritmo aumenta en 0,000039 ¿cuánto 
aumentará el número?

Según, el principio enunciado en el número 222, el au- " 
mentó que buscamos será

0,000039 : 0.000055 ó 39 :'55 = 0,709; 
luego el número correspondiente al log'aritmo dado será 
7832,709.

De lo expuesto se,deduce la regla siguiente:
Para fallar ^l número correspondiente d un logaritmo 

dado, cuando la mantisa no se encuentra en las tablas, se 
bxsca la mantisa inmediata menor, if se divide la diferencia 
entre ambas por la diferencia tabular correspondiente a la 
menor; la parte decimal del cociente se escribe d la derecha 
del número 'corTaspo.-uliente d la mantisa hallada en las ta­
blas, a s° toman tantas cifras enteras como unidades mas 
una tiene la característica.

u
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Ej e mpl o s .

1* Hallar el número correspondiente al logaritmo
4, 168130. , i g h I 30Mantisa del log. dado................... í 7 ’

Id. del inmediato menor. . .
Diferencia............................
Diferencia tabular..............
Cociente de 16 : 30 — 0,533. ,

Escribiendo este cociente á la derecha del nmnero 14727, 
correspondiente á la mantisa hallada en lab tainas, y sepa­
rando o cifras enteras, resulta el numero 14727.O.M.

2 * Sea el logaritmo...............................
Mantisa del inmediato menor...........  A-/2a.n>
Diferencia............................................
Diferencia tabular............................. ou
Cociente de 25 : 80 = 0,3125.
Número correspondiente á la man­

tisa hallada en las tablas. .. u40~.
Luego . 5,732580 = log 540231,25. .

227 Las tablas de partes proporcionales dan fácilmente ■ 
el cociente de dividir la diferencia entre las manteas por la 
diferencia tabular. . .

Para dividir 25 por 80, ejemplo 2. , se busca m diferencía 
tabular 80, V se recorre la linea de ésta, de izquier m a dure- 
cha hasta encontrar el número inmediato inferior a 2o. que 
es 94 0- la cifra 3 de la columna, es la primera deJ eocieuce.

La diferencia 1 entre 24 y 25 se multiplica por 10, y se 
busca, en la linea horizontal del 80, el numero mas ¡u-oxinio 
á 10. que es 8.0; la cifra 1 de la columna es la segunda de. 
cociente. La diferencia 2 entre 8 y 10 se multiphca por 10 y 
se busca el número más próxinio al productol 0.que es 1 >. 
y 2 será la tercera cifra del cociente. Del nusmo modo se oa­
tiene la última, que es 5. .

228. Pr o b l e ma s/ Hallar el laganlnio ae usaa j yq .c c i/>u .
„ . 7

Sea la fracción -yñ--
Sabemos [207] que^

10g -y-- = 10g 7 — log 13;

u
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siendo el logaritmo de 7 menor que el de 13, la diferencia, ó 
sea el logaritmo de —, será negativa, lo que sabíamos ya 
[20l]- „

Así, log -yí- = 0,845098 - 1, 113943 = - 0,268845.

229. Tratemos ahora de hallar el logaritmo de una frac 
cion decimal menor que la unidad. C

Sea la fracción 0,00456.
Tenemos 0,00456 = 4,56 : 1000-

luego log 0,00456 - log 4,56 - log 1000, 
u log- 0,00456 = log 4,56 — 3.
„ 1 ® de ‘¡ene igual mantisa que el de 456
y la caiacterística es cero; luego ’

log 0,00456 = 0,658965 — 3.
Ahora podríamos restar 0,658965 de 3, y poner á la dife­

rencia el signo menos; pero es preferible dejar fní cada la 
sustracción, si bien bajo otra forma.

Esta es: "3,658965. ■
rel Si6rno menos c®oeado sobre el 3, indica 

que la característica es negativa y la mantisa positiva.
Asi, 3,658065 = — 3 + 0,658965.
Obsérvese que la cifra 3 de la característica indica el lu­

gar que ocupa, en el número propuesto, la primeía cifra 
decimal significativa. 1 cma

ahora que Siempre sucede lo mismo.
741,-' es ,el 1IU8‘ar de dicha cifra decimal multi- 
piieando el numero dado por 10", se obtendrá otro cmai par­
te entei a constara de una cifra, siendo por lo tantola 
característica de su logaritmo; pero habiendo multiplicado 
e¡ numero propuesto por 10", su logaritmo ha aumentado en 
u unidades, las que deben restarse de la característica cero 
pata obtener la verdadera. Por consiguiente ésta será

0 — u = ib.
Ahora podemos enunciar la regla siguiente:

del logaritmo de una fracción décimo? 
menor gue 1, Uene tantas unidades negadicas como indica el 

u
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lunar de Id primera cijra si.guijlcatira,; en cuanto á la man­
tisa se obtiene como si el numero dado .f vzse entero.

Así) log 0,7852 =2,894980.
log 0,00027 = 4,431304.

230. Pr o b l e ma  4.° Hallar la fracción correspondiente á 
un logaritmo d» característica negatlDa.

Sea el logaritmo 2253213.
' La-característica 2 indica que la primera cifra decimal 
significativa es la segunda, y como á la mantisa dada cor­
responde el número 45, tendremos:

2,653213 = log 0,045. ,
Luego rara hallar la fracción correspondiente á un lo- 

naritmo dado de característica negativa, se opera como si 
ésta fuese positiva, y se escriben d-’spues de la coma los ce­
ros necesarios para que la primera cifra significativa ocupe 
el lugar indicado por la característica.

Así, 1,845098 = log 0,7
5,255273 = log 0,000018.

231. Examinemos ahora cómo deben efectuarse las ope­
raciones aritméticas, cuando algunos datos ó todos son trac­
ciones decimales de caracteiistica negativa y mantisa positiva.

Ad ic ió n »
4,853469
1,934508 
3,695430 
0,483407

Sumando las partes decimales, por la regla general, re­
sulta la parte decimal de la suma y además 2 unida<!ps ente­
ras, que sumadas algebraicamente con — 4, — 1 y 3, dan la 
característica 0.

232. Su s t r a c c ió n .
457893

x 2,583942 . ; '

3,873951

u
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re-Restando las partes decimales, por la regla general 

me^tntnPairtS^ de la diferencia; Pero habiendo añ- 
im ntado el minuendo en una unidad simple, debe aumen- 
tirse en ia misma la parte entera del sustraendo, que así se 
ticas resulta ~1; restaudo bráicamente las caracterís- 

"74 — (— 1) = —-44-1= — 3.
La sustracción puede convertirse en suma, por medio del 

complemento logarítmico. - 1 0 cleI
■ Llamamos compí^nento aritmético de un loaaritmn 6 

108aritm^que sumad0 c°n

un ~
(^ieAsh el complemento de 5 es 5, y recíprocamente, puesto

5 4“ 5 = 0.
Igualmente, el complemento de 3,141724 es — 3 141794 

puesto que
„ 3,141724 4- (—3,141724) = 0.

TnnSÍ« embar^0* como al efectuar operaciones con logarit­
mos, nunca emplearemos los negativos, sino que serán reem- 

?í- °S 'i6 cara(;terísíica negativa y mantisa positi- 
^a, pata hallar el complemento de un logaritmo, en vez de 
re^asíigniX ob5ervaremos si aquel tiene mantisa, las 

r caminará el signo de la característica, des-nucs de 
anadnr a esta una umdad positwa. "

2. /S» r-stará, de lo la primera cifra decimal sianifica- 
tica de la derecha» y de 9 las demás. sign^ca

Demostremos estas reglas.
Positivo 4,274356; su complemento será 

^161300 y restai?d0 á este número 5 unidades, 
esto es, tantas mas mía como tiene la característica, resulta 

— 4,274356 = — 54- (5 — 4,274356) .
ó - 4,274356 = -54- 0,725644 ="5,725644.

Donde vemos que la característica 5 se obtiene por la prí- 
mb.tpí r1 ;,nstraccion indicada contenida en el 

1 i > Ih1*?11» .efectuarse restando de 10 1« nrimera cifra 
decimal significativa y las demás de 9.

u
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Sea ahora el logaritmocle característica negativa 2,472358. 
Su complemento será

2 — 0,472358,
donde vemos que la característica cambia de signo y que al 
efectuar la sustracción disminuirá en una unidad, lo que 
enuivaleá aumentar "2 en esta unidad y cambiar después el 
sio-no- por consiguiente el complemento buscado es

B ’ 1,527G42.
Veamos ya cómo la sustracción puede convertirse en

adición. *
Sea 4,472935 — 6,895023.
Esta diferencia equivale á la suma

4,472935+ (—6,895023);
pero la cantidad contenida en el paréntesis es el complemen­
to logarítmico del sustraendo 6,895023; luego .

Para restar dos logaritmos, se apiade al minuendo el 
complemento del sustraendo.

Ej e mpl o s .
1/ Efectuar la sustracción siguiente:

4,457893 — 2,583942.

Disposición práctica.

Minuendo................... 4,457893
C.10 del sustraendo. . 1,416058
Diferencia.................. 3,873951 .

43
2/ Hallar el logaritmo de la fracción —.

Disposición práctica.

Log 43......................... 1_,633468
C.t0 log 79................... 2,1023/3

Lo»* —................... 7,7358417y /

SC
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233. Mu l t ipl ic a c ió n .

Sólo vamos á considerar el caso en que el multinlicandn 
es un logaritmo de característica negativa, y el muH S 
dor un numero entero y positivo, po? ejemplo multipllca-

3,257608 
________ 5_
14,288040 '

MuitipUcando 5 por la parte decimal del logaritmo s a  
obtiene la del producto y además una unidad positiva que 
sumada algébricamente con 15, producto de 5 por la carac­
terística, da 14.

234. Div is ió n .

8* SE"",'ti" “
i-0 ■ 42,214572 : 6 =7,035762.
Como se vé este caso no ofrece dificultad.

2.* 3“,460935 : 5 = (— 3 -f- 0,460935) : 5.
,pc^lment.aild0 y disminuyendo el dividendo en las unida­
des necesanas para que la característica sea divisible ñor 
que son 2 en nuestro ejemplo, tendremos ' 1 '
3,460935:5 = (5+2,460935): 5 = — 1+0,492187=1,492187.

23o. . Para ejercitarse en el uso de los logaritmos es mnv 
eenyeniente efectuar los cálculos siguientes! ’

1. Hallar el valor de íd  dado por la igualdad
• 429.217a; = —------------  

835----- •
Tomando logaritmos en los dos miembros será 

log x = log. 499 + log 217 - log 835 
log x = log 429 + log 217 + C.Íq  log 835 

2.632457 
2,336460 
3„078314

l°g 2,047231, ^ = 111,4887.

u SC
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¿,380211 
2,769551 
1,301030
M50792

3,253960 •
log $ = i;084653, a; = 0,121521.

s • 24.35 1
. . 87

Prescindiendo del signo menos, será
24.35

—87— = 24 + loff 35 + C.to log 87.

1,380211 
¿544068 
2,060481

. ' 0,984760
24.35
—----= 9,655178, x = — 9,655178.

V, Aplicación de los logaritmos á la resolución de las 
ecuaciones exponenciales.

-3^* e c u a c ió n  e x po n e n c ia l  la ecuación en aue la
incogmta entra como exponente.

a® =. I,
es una ecuación exponencial.

También lo es

a” = c.
La primera es una exponencial de prim/’r árd^n v la se- 

SegW,ul0 r°r s® el «Ponente 6« una 
nencial de primer órden. Leí mismo modo expo-

ab =d, 
es una exponencial de tercer árdea etc.
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Por ejemplo, si una persona presta 20000 pesetas al 5 por 

eiento anual, y trascurrido el primer año no percibe los in­
tereses, el capital durante el segundo año será igual al pri­
mitivo aumentado en dichos intereses, que importan 1000 
pesetas, esto es, á 21000 pesetas; de suerte que el interés al 
cabo del segundo año se compondrá del interés del capital 
20000 más el interés del interés 1000, importando, por con­
siguiente

1000 4- 50 = 1050 pesetas.
.Si tampoco se perciben estos intereses, el capital será 

durante el tercer año
22050 pesetas,

y se aumentará en el 5 por ciento para formar el capital 
correspondiente al cuarto año, y así sucesivamente.

En las cuestiones de interés compuesto, en vez del tanto 
por ciento se emplea, como mas cómodo, el tautapor 'tino: 
en lugar de decir, por ejemplo, que 100 pesetas producen 5, 
diremos que 1 peseta produce - ó 0,05, lo que es entera­
mente igual.

Propongámonos resolver el siguiente
Pr o b l e ma  1.° JJu , capital, c se coloca durante t años á i,u- 

teres compuesto, siendo r el tanto por lino anual. ^.Cuánto 
saldrá la suma d^l capital e intereses al cabo de dicho tiempo^

Cada unidad de dinero produce en un año la cantidad r, 
por consiguiente vale al cabo de este tiempo 1 4- r; si una 
unidad se convierte en 1 4~ r, c unidades se convertirán en

c (1 4- rY
luego para lidllar el nalor de un capital al cabo de un ano, 
se multiplica por 1 4- r.

■ Esta regla tan sencilla, puede aplicarse á un capital 
cualquiera, por lo tanto el capital c (1 4- r), al cabo del se­
gundo año, será

(1 + t ') (1 4- í') = c (1 4- ^')'
Aplicando de nuevo la regla á este capital, resulta al fin 

del tercer año
c (1 4- rf (1 4- r) = c (1 4- r')\

Finalmente, el capital al cabo de t años será
^(14-^'. -

s :
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Si lo representamos por C tendremos la fórmula 

O = c (1 + ry. [1]
Esta fórmula se ha obtenido en la hipótesis de que t es 

un número entero de años. ,
Supongamos, ahora, que el tiempo sea el numero trac- 

cionario de años ——.
Representemos por x el interés que debe producir la uni­

dad de dinero en el tiempo -i-, para que en un año produz­

ca r. ■ j
Si cada unidad de dinero produce x en el tiempo se 

convierte al cabo de este tiempo en 1 + luego c unidades 
de dinero se convertirán en

c (1 + ^);
vemos, pues, que para hallar el valor de un capital al cabo 
de la fracción de año -í-, se multiplica el capital por 1+íc .

Como esta regla puede aplicarse á un capital cualquiera, 
es claro que c (1 + x") al cabo de otra [fracción de año, ó 

2 
sea el capital c al cabo del tiempo será

^(i + o,-)2;
3 . ,

igualmente, al cabo del tiempo el capital c será

. c (1 + x?, 
y por último, el capital c al caho del tiempo —, sera 

c(l+a;)",.
Tendremos, pues, 

C = c(14-x)m, [2]
llamando C á la suma del capital é intereses al cabo del

tiempo —.1 u

se
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El razonamiento anterior demuestra que el capital c al 

cabo del tiempo —esto es, al cabo de un año es
£ (1 n,

y como sabemos por otra parte que este capital es también 
c (1 + r),

tendremos
C(1 4-^)n = c (l+r); 

de donde ।
1 + X = (1 -|- /) n .

Sustituyendo, este valor de 1 en la fórmula [2], resulta

O = c ( (1 + r)v)m= c (1 + r)

y como — es el tiempo.se puede sustituir por í, obteniendo
, C = c (1 + rY. [1]

Lueg-o la fórmula [1], obtenida en el supuesto de ser t un 
numero entero de anos.es ig-ualmente cierta cuando t sea un 
numero fraccionario.

La ecuación [1] establece una relación entre las cantida­
des G, c, T, t, y nos dará una cualquiera de estas, cuando se 
conozcan las otras tres.

Si conocemos el capital primitivo, el tanto por uno v el 
tiempo, tomando logaritmos, será

log C = log c + t log (1 + ry
Si conociendo la suma C del capital é intereses, el tanto 

por uno y ex tiempo, queremos hallar el capital primitivo c, 
tendremos 1 ’

(1 4- ry 
de donde

log C = log o — t log (1 + 4.
Si la incógnita es el tiempo t, será

t _ log 6' — log c .
log (1 4- 4 * .
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Por último,^ si deseamos conocer el tanto por uno r, ten­

dremos .

log- (1 4- ’•) =
log C — log c 

t

Ej e mpl o s .
l .° HaUav el -oalor del capital 6500 duros al calo de 8 

anos, al 6 por ciento.
log 6500..................... = 3,812913
log 1,06 = 0,025306

8 log 1,06. .............= 0.202448
Log C = 4,015361 .

C = 10360 duros.

2 .° ¿Cuál es el capital qw rale al calo de 9 anos 43800 
pesetas, siendo 5 el tanto por ciento^

s log 43800....................= 4,641474
log 1,05 = 0,021189

' 9 log 1,05 .....................= 0,190701
log c = 4,450773

c = 28234,02.

3 .* ^.Cuánto tiempo deberá, estar colocado un capital de, 
8000 pesetas, al 5 por ciento, para que adquiera el ralor 
14000 pesetas?

log 14000.= 4,146128
log 8000.= 3,903090

0,243038
leg 1,05.=0,021189
log 0,243038. . . . =J,385674
log 0,021189. . . . =2,326110

log t = 1,059564
t = 11 años 5 meses 19 días.

26
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tonto por ciento deberá colocarse un ca-nita 

7b O pesetas para que, al cabo de 4 anos, ascienda á 
oo. 92,40 pesetas?

log- 33792,40 = 4,528819
log 25780 =4,411283

0,117536
log (14-r) = 0,117536 : 4 =' 0,029384

14-r= 1,07, r= 0,07;
luego el tonto por ciento es 7. .

238. Pr o b l e ma  2.* Un capital c se coloca por t anos al 
lan.. n por inio, r, a interes compw'stoj'y cada ano se aqreqa al 
ce¡utalprinntipo una suma iaval con las mis-mas condicio­
nes. 5 Opal sera, al cabo de dicho tiempo, el calor de los ca- 
p;t( les acunwlados con sus intereses compuestos?

El capital primitivo c, al cabo de t años, vale

suma c que se agrega al fin del primer año, permanece 
colocada t — 1 años, luego se convierte en

- c (1 4- ry-';
• -í •almente, las sumas iguales á c agregadas al fin del se- 
g ndo, tercero, cuarto etc. año, valen

c^-bry-», c(l-hry-3, í;(14-7)Metc.;
; última suma c, como sólo produce interés durante el 
último ano, se convierte en

_ c (1 4* ^)«
Si 1'amamos C á la suma total de capitales é intereses 

r-mpuestos, será
<■- = c (14-r), 4- c (14-^-* 4- c (14-r)'-8 4-....+ c (14-r); 
poniendo c por factor común, resulta
C = c [(1 4- 7)' 4- (1 4- rW1 4- (1 4- r?-' 4-.....4- (1 + 7)].

El segundo miembro es el Producto de c por la suma de 
los Lc-n.mos de una progresión geométrica,cuyo primer tér- 
m.n . es 1 4- r, el último (1 4- ry, y la razón" 1 4- 7; luego

o = = —i)
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Eje mpl o .

TTt k i suma a». 1000 -pesetas s^ cnlnca á ínteres compuesto, 
siendo 5 el tanto por 100, 3/ cada año se agf'ga al capital 
¿dmitioo otras 1000 pesetas con las nenias condiciones 
^Cudl será al cabo de 12 años el Dalor de los capitales acu­
mulados con sus interesesl

Tenemos 
c = 1000, r = 0,05, ¿ = 12.

C =
1000 X 1,05 (L0518 — 1)

0,05 '

log 1000......................
log 1,05.......................
l,05ia — 1 = 0,795841
log 0,795841...............
C.lu log 0,05...............

= 3
= 0,021189

= L900827
= 1,301030

Log C = 4,223046
C = 16712,69 pesetas,

239 Pr o b íe ma . 3.' Uu capital c. tmaln á ■prista,*), Me 
manarse par medio de t cuotas inuaks, que serán satisfechas

(le cada aii.o. a contar d- la época del empréstito. tCual 
ser ala cuota anual siendo reí tanto por uno l

La cuota anual recibe el nombre de anualidad,; de suerte 
que a n u a l id a d  es la suma, que d^b" panarse anualmente para 
e^tinouir una deuda 3/ sus intereses compuestos en cierto 
número de años. _ •

El capital c al cabo de t años, se convierte en 
• c (14- ry, .

y esta es la suma que debería abonarse al prestador si todos 
los p ;gos se hiciesen al fin del tiempo t.

Pero la anualidad a satisfecha después del primer ano, 
representa á los t años de la época del empréstito, una suma 
mayor, que será

sd+r)'-1;
igualmente, las cuotas iguales á a satisfechas después del 
segundo, tercero, cuarto etc. años, representan al ñn del 
tiempo t, otras cantidades mayores, expresadas por

¿(14-r)M, fl(H-r)'-5, <z(l + r)M;
y la suma de los valores que adquieren las cuotas al fin del

u
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tiempo ¿más el valor a de la última, debe ser imial á 1 
cantidad ' .

c (1 + ry.
Tenemos, pues,

(l-j-»')'-1 + o (1H-»?)M + a. (l+r)'-3 + + a = c Í14-r)' 
ó a |(l+r)'"‘ 4- (l-H*)'"1 + (1+4'’3 4- 4-11 = c (14-4Z;

240. En esta ecuación entran cuatro cantidades a, c 
uníl cualquiera de las dos primeras puede calcularse 

i.; i mente, siempre que las otras tres sean conocidas.
Para hallar el valor de t puede hacerse

(1 4- 4' - 1 = x, 
trasformando así la ecuación en

■ CX pM
—— == C (1 4- x), que da x -- ------------ :

' a —cr
una vez conocida x, hallaremos t del modo sigmienteT

(1 4- ry = 14-x,
i log- (1 4- 4 = log (1 4­

. t = log (1 4- x^ ■ 
log (I4-4 *

Por ultimo, si fratasemos de hallar y , encontraríamos, 
haciendo 1 4- r = x, la ecuación del grado ¿4-1

ex’*' — Ve 4- ayx' 4- a = 0, 
que no sabemos resolver.
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EJlíRCICIOS.

1 Fn obrem, qué debe abrir un pozo d- 15 metros d<-prnfin.....la., 
recibe 5 pesólas por el primer metro, /. por el se^imb, ;> por el tercero, 
v .pi sueesi\ámenle. ¿Cuánto recibe por abrir el pozo. , ,
" H Un cuerpo, al caer en el vacio, recorre durante el pnmei sruii d.. 
Z fltííl? metros, durante el segundo recorre tres veces esta 1 'S'" 
ranteel tercero, recorre cinco veces la misma, y asi sm.esBatucniL. 
¿Cuántos metros descenderá en 12 segundos? ........

111. Hallar lo suma de los términos de una progresión aritmetu a, < o­
nociendo el último, la razón y el número de términos.,

[V Hallarlos términos extremos de una progresión aritumlica, < o­
nociendo la razón, el numero de términos y I» suma de estos. ■

V Conociendo el primer término de una progresmn por uil-if •".i. 
lastima de todos y la razón, hallar el último término y el numero de 
éstos. _ , .

VI. Una persona accede á vender su caballo á condición de recilur 
un céntimo de real por el primero de los 32 clavos que tienen las her­
raduras, 2 céntimos por el segundo, 4 céntimos por el tercero, > a>i 
sucesivamente, duplicando siempre el número de céntimos. ¿Luanto pule 

IIOTÍLCaResoÍverIos problemas 111, IV y V cuando I* progresión es geo­
métrica,

VIH. Calcular por medio de logaritmos las siguientes expresiones:

IX. Averiguar de qué expresiones provienen los siguientes \ alores: 
log,r=4- log fl----- i- log b; log a^=5 log a-V-l log b— 5----- log «.

X. Resolver las ecuaciones siguientes:
nix. 5r-2 — 5*.I .

■ 2®5.5C = 9. z
XI. En cuántos años se duplica un capital cualquiera, prestado á 

interés compuesto, siendo 5 el tanto por ciento?
XII. Averiguar qué capital será necesario colocar á interés compuesto . 

para que retirando al fin de cada ano una suma de 5001) pesetas, se reem­
bolse el capital y los intereses ai U por ciento en 20 años. ■
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KBStjlTAS.

Páeina. Línea. Dice. Debe dech*.

59 3 ..... P .....P + 1
63 — 9 aPc a^b^c

130 —17 16 168
132 —18 es a es a*

a a.'
135 - 2 "T
172 1 7 libras 9 libras

6634 6334
183 5 36 36 Var,,S

6134 63í34
183 . 7 36 36
183 7 232 varas 212 varas
189 9 247 dias 1014 dias
198 16 15 17
203 —14 164.38 164,52
205 — 6 80000 80000 reales
206 —11 240 640
217 —12 6 <2.57 — SCLC1 ■

227
20f7^1c 20rt¿sc

—16 32»^
233 —19 primero de éste •¿Itimo de éste 

Q
265 —14 "IT

at> ar
270 — 5 D

309 —13
A * p' Y

309 —10 multiplicadas multiplicada
Va- Va

319 — 3 $
- e«---

349 —12 Va ve
351 — 6 V/191102976 ^191102976
394 5 3,257608 3,357608
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