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PROLOGO.

Pregentamos al publico este libro poseidos del natu-
ral temorque debe acompanar & quien, por primera vez,
somete los humildes y quizd no sazonados frutos de su
trabajo al examen y censurade los hombres de ciencia;
temor que se convierte en duda y desaliento al conside-
rar las miltiples condiciones que debe reunir un tratado
elemental de Matematicas, y la dificultad de satisfacer-
las, dun para inteligencias mis altas y mejor cultivadas
que la nuestra.

Tanto influyen en nuestro 4nimo dichos sentimien-
tos, que despues de escrita esta obra, colaccion en
su origen de apuntes y notas sueltas, sacadas muchas
de los mejores autores y resultado algunas de nuestras
largas meditaciones, acaso hubiera permanecido inédita
mucho tiempo, & no obligarnos 4 su pronta publicacion
la apremiante necesidad de coneiliar las doectrinas del
libro elegido para texto con nuestras explicaciones, sin.
recurrir al penoso y casi estéril trabajo de modificarlo,
ya ampliandolo, ya reduciéndolo, ya hasta cambiando
su propio cardcter, por medio de apuntes, que pocos
alumnos redactan con exactitud y los menos consultan
con frato.

Fsta necesidad, sintida & cada curso, y el deseo
do facilitar 4 nuestros discipulos el estudio de las Mate-
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miticas, son los moviles que 10s impulsan & publicar
nuestros modestos trabajos.

Acojan con benevolencia 10s que nos conocen estas
consideraciones y disculparan seguramente la atrevida
decision de acometer una empresa tan superior 4 nues-
tras facultades, y que exige juicio maduro y larga prac-
tica de la ensefianza, cualidades ambas dificiles de
hermanar con los pocos allos.

Convencidos plenamente de que todo ramo del saber
humano imprime en la inteligencia de los que asidua-
mente le cultivan un sello particular y propio, visi-
ble en todas las manifestaciones de aquella’, y de
que las Matematicas, obedeciendo 4 ley tan cierta
acaso mas que otras ciencias, ejercen paulatinamente
su poderoso influjo en el entendimiento, mejorando el
juicio, desarrollando el amor 4 la verdad, formando
espivitus rectos, capaces de internarse con planta firme
en los dominios de la razon, hemos procurade con
ahinco, al escribir la presente obra, que los alumnos a
quienes esta destinada alcancen con su estudio el fruto
mis preeioso que tienen derscho & esperar: el desarro-
llo de sus facultades intelectuales.

A este fin, hemos cuidado muy aespecialmente de
presentar enunciados exactos y claros, y demostraciones
rigurosas, procurando en lo posible que los razonamien-
£0s nazean sin violencia ni artificio de la naturaleza de
Ja cuestion, porque asi, ala vez que patentizan una

verdad, muestran la razon ntima de su existencia; y
os necesarias para que los alumnos pue-

1as prnpusiuinu
conocimiento de lo mas fundamental en

dan adquirir

eada teoria, se han enlazado de modo que el conjunto

sesulte £0lido y capaz de servir de base, por la firmeza
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& intima trabazon de sus partes, i las teorias subsi-
guientes.

Aunque damos la preferencia al fin puramente ra-
cional indicado arriba, no hemos descuidado las aplica-
ciones practicas. Tanto en la Aritmética como en el
Klgebra se tratan con la debida extension las cuestio-
nes de aquel género mas comunes en la vida del hom-
bre y en cl ejercicio de algunas profesiones, y todos
los libros llevan al final un numero suficiente de proble-
mas en cuya resolucion podran ejercitarse los alumnos.

La extension de la obra es, & nuestro juicio, sufi-
ciente para que pueda servir de preparacion a los que
deseen emprender con éxito el estudio de lag Matema-
ticas superiores. Podria encerrar mas doctrina, es indu-
dable: pero la corta duracion del curso, la edad de los
alumnos, v sobre todo, la indole general de la sezunda
ensenanza, determinan limites que 10 debiamos
traspasar.

No mencionaremos ahora las reformas que introdu-
cimos en la Aritmética y Algebra: la sucinta enumera-
cion que podriamos hacer aqui nos parece insuficiente
para dar idea de ellas & los que solo lean este prologo, ¥
superfina para los que nos dispensen la honra de leer
todo el libro.

gi Jos 1iltimos tienen 4 bien comunicarnos sus 1azo-

nadas observaciones, y con su ayuda llegase esta obra -

4 ser de alguna utilidad 4 la ensenanza, nuestro reco-
nocimiento seria grande y nuestras aspiraciones queda-
rian satisfechas.

. Orense, Agosio 1875,

Atanasio Lasala.
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NOCIiONES DE LOGICA

convenientes para estudiar con fruto las Matematicas.

1. Atesciox es el acto por el que nuestra inteligencia se
detiene en la consideracion de un ohjeto.

Inex es la simple percepeion de una cosa. ) ;

Los objetos que percibe el entendimiento existen en sl
mismos con vida propia, O tienen uug existencia relativa.
Los primeros se llaman sustancias. ¥ 105 segundos son las
propicdades 6 mani festaciones de la sustancia. '

Ideas simples son aquellas cuyo ohjeto no puede des-
COmPOnerse.

Ideas compuestas son las que constan de varios elementos.

Las ideas de color, forma, direccioi son simples; las de
libro, miesa, élrewlo son compuestas. :

Las prinieras solo se adquieren percihiéndolas directa-
mente; las segundas pueden ser trasmitidas por medio de
una deseripeion ¢ de una definicion.

Ideas endividuales son las que adquirimos de unl ser
determinado. )

Ideas generales, las que abrazan todes Jos ohjetos de una
clase.

Las ideas de tal hombre, tal libro son individuales; las de
Jombre, Libro son. generales.

Qe forman las ideas generales consideranto los caracteres
comunes # un género de objetos, y haciendo abstraceion de
1os NO comMUNes.

Tdeas abstractes son las que adquirimos de las manifesta-
ciones 6 propiedades de los seres considerindolas en si mis-
mas. como separadas de estos.

La wvelocidad de un cuerpo, Ia Ionaitud de 1N PAsen,
consideradas en si, con entera infh-'pl_\nclurl:riu. del c¢uerpo O
del paseo, son ideas ahstractas.

[.as Matematicas puras no contienen mas (que ideas gene-
rales y abstractas.

\
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IL Comparaciox es el acto por el que nuestra inteligencia
eonsidera simultineamente dos objetos.

Juzean es percibir una relacion entre dos objetos, ¢ refe-
rir de algun modo una cosa & otra. :

Juicio es la percepcion de una relacion entre dos ideas.

(CaxOCER es juzgar, tener coneiencia de una relacion entre
dos ubjetos.

Si consideramos simultdneamente la idea de zieze v 1a de
Glanecura procurando relacionarlas, comparamos; si percibi-
mos que estas ideas se relacionan, juzgamos; y como resul-
tado del juiclo adquirimos este conocimiento: /Jz wieve es
Glaneca.

Prorosicioy es el enunciado de un juicio por medio del
lenguaje. f

Las Matematicas son ciencias, es una proposicion.

Consta de tres elementos, que son: s#jeto, el sér de quien
se afirma 0 niega alguna cosa; predicado, 10 que se afirma &
miega del sujeto; cdpula, la afirmacion 6 negacion. Asi, Ma-
tematicas es el sujeto, ciencias el predicado, sou la copula.

HI. Racrocivio es la percepeion de una relacion entre dos
juicios,

La relacion entre dos juicios extremos se percibe en el
mayor numero de ¢asos por una serie de relaciones inter-
medias, :

El raciocinio puede ser deductivo é inductivo.

Es deductivo cuando va de lo genieral 4 lo particular, é
indnetivo cuando va de lo particular & lo general.

Cuando se conoce un principio general y se aplica 4 un
caso particular, el procedimiento es deductivo; si sabemos,
por ejemplo, que todos los euerpos son pesados, y afirmamos
que un crerps tiene peso, el racioeinio es deductivo.

Cuando observando varios hechos particulares formula-
mos un prineipio general, el procedimiento es inductivo; si
ohservamos, por ejemplo, que varios cuerpos son pesados y
afirmamos que fodos fos cuerpos pesan, el raciocinio es
inductivo.

Razonamiento s el enunciado de un raciocinio por medio
del lenguaje. {

El razonamiento deductivo mas comun es el de tres
términos 6 silogismo. ' . .

SILOGISMO €s un razonamiento compuesto de tres términos
G proposiciones tales que de dos de ellas, llamadas premisas,
sededuce la tercera, llamada conelusion. »
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Por ejemplo: todo hombre és mortal: yo soy kombre, luego
soy mortad. Las premisas son:todo hombre es mortal y yo soy
Fomére; y la conclusion soy mortal. .

Una de las premisas enuncia comunmente un prineipio
eeneral, la ofra expresa que un caso particular estia com-
prendido en el general, y la conclusion que el prineipio ge-
neral conviene al caso particular.

845 das premisas son ciertas, lo conclusion es cierta; por-
que es claro que la verdad solo contiene la verdad, no pu-
diendo engendrar el €rTor.

S5 la conclusion es falsa, las premisas som falsas, esto
es, un principio gue conduce ldgicamente @ UnQ conclusion
absurda, es abswurdo; porque un absurdo no puede estar con-
tenido en la verdad, que siempre engendra verdad.

IV. Cmrncia es una serie de conocimientos verdaderos
dependientes unos de otros, apoyada en prineipios evidentes.

La ciencia forma un organismo completo cuyas partes se
prestan mutuo apoyo y se enlazan estrechamente mediante
la demostracion 'y el método.

DEMOSTRACION €8 un raciocinio que hace ver con evidencia
la verdad de una proposicion.

Sin demostracion no hay eonocimientos ciertos ni ciencia.

I.a demostracion es simple cuando tiene la forma del silo-
gismo, y compuesta cuando consta de yarios silogisimos.

Se 1lama demostracion dérecta la que se funda en una
relacion entre un principio evidente y la proposicion que s¢
demuestra; y demostracion indirecta 6 ad absurdum la que
se funda en que todas las proposiciones que se opdnen i la
propuesta son absurdas. ;

La demostracion debe patentizar que la proposicion
enunciada esta contenida en otra mas general evidente por
si misma 6 en otra demostrada antes, con sujecion & las
mismas condiciones.

El razonamiento debe dar por resultado la verdad de la
proposicion tal como se enuncid, sin ampliarla ni res-
tringirla. ‘

MiTono es el 6rd=n que sigue la inteligencia en la adqui-
sicion de la verdad.

Ll método procede siempre de lo conocido & lo des-
conocido. :

i marcha de lo compuesto 4 lo simple, de lo particular
v determinado & lo general € indeterminado, se llama melado
analitico; si por el contrario, partiendo de lo simple y gene-
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ral desciende & lo compuesto y particular, se llama método
sinldtico.

Bl primero es mas ventajoso cuando se trata de descubrir
1na verdad, v el segundo cuando se quiere ordenay o trasmi-
tir & otros los conocimientos adquiridos.

n la organizacion yexposicion de la eiencia se emplean
estos dos métodos, que se completan mutuamente.

V. Dercion es la exposicion verbal de la idea clara de
un abjeto!

Definir es analizar un ohbjeto en sus elementos mas sin-
ples: por esto las ideas simples no pueden definirse.

Axioma es una verdad evidente por si misma.

Poriejemplo: ¢f todn es mayor que una parée.

Posturano es una verdad de cardacter practico, no evidente
v que no puede demostrarse.

Troneyma es una verdad que debe demostrarse. .

Kn un tecrema se distingue dos partes: el enwaciado de
la verdad y la demostraciomn.

El enunciado consta de hipdtesis, que es un supuesto, y
conelusion, que es una afirmacion.

La demosiracion se funda en los axiomas, en la hipotesis,
en las definiciones y en los teoremas ya demostrados; su fin
es evidenciar la conelusion.

Un teorema es eci/proco de otro cuando el primero tiene
por hipétesis la conclusion del segundo; y por conclusion la
hipdtesis.

Cornrario s una verdad que se deduce de un teorema
inmediatamente 6 por medio de un raciocinio muy sencillo.

LewmA es un teorema auxiliar que sirve para facilitar la
demostracion de otro teorema ¢ el desarrollo de una teoria.

Tronria es el conjunto sistemédtico de proposiciones relati-
vas & un misme ohjeto particular.

Ksconto es una advertencia 1 observacion sobre un objeto
cunalquiera. !

PropLEMA €8 una cuestion priactica en que se propone
determinar cosas desconocidas, llamadas ezedgnitas, por
medio de sus relaciones con otras conocidas, llamadas dafos.

Resolrer unproblema es determinar las cosasdesconocidas.

En el problema hay una propuesta, un procedimiento 6
yesnfucion para obtener el fin propuesto, y este tin 6 sea la
salucion.

Despues de resolver un problema es necesario demostrar
que la solucion satisface & las condiciones de la propuesta.
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» Fulroducciot.

1. Si nuestra inteligencia se detiene en la consideracion
de un sér 1 objeto limitado, distingue en ¢l diversas mani-
fostaciones 6 propiedades; percibe, por ejemplo, que el sér
se manifiesta por sl Peso, lougitud, volumen, velocidad,
fuerza, olor, color, etc.

Un exdmen Imas detenido de estas manifestaciones hace
descubrir en ellas un cardcter comun: todas pueden avmnen=
tar y disminuir, todas poseen la propiedad de poder ser ma-
yores y menores; esta propiedad ha recibido el nombre de
maqgnitud.

MaGrTup 8 ana. propiedad por la qiie las manifestaciones
de los seres Limitados se concihon MAyYores.y MENOTES.

9, Las manifestaciones mmencionadas, si. bien tiemen un
cardeter comun, presentan owros diferentes: unas, COIO el
peso y la longitud, pueden relacionarse y medirse, esto €s,
dado un peso O unR longitud se puede comparar ¢on otro
peso 1 otra longitud, determinando de este modo su relacion
exacta ¢ aproximada, la que distingue y separa el peso 6
longitud dados de todos 1os de st @énero encerrandolo en sus
propios Hmites; otras, como al olor y el color, rechazan toda
determinacion, esto es; 1o puede decirse de cuantos olores 0
colores se componel.
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T.a piropiedad en virtud de la cual se relacionan y deter-
minan algunas manitestaciones de los seres es la cantidad.

CANTIDAD €5 wna propiedad por la que alqunas manifesta~
cinnes de (s seres Limitados son determinables. ;

Debemos advertir que las mismas manifestaciones de los
seres se llaman con frecusncia magnitudes, si poseen la
propiedad de poder ser mayores y menores, y cantidades si
ademnds son susceptibles de determinacion.

3. Para deferminar una cantidad se compara, concihién-
dola descompussta en partes, con otra de igual naturaleza
-daterminada & su vez por medio de un tipo 6 patron arbitra-
rio; de modo que conociendo este tipo y el resultado de la
comparacion, se tiene la medida de la cantidad.

Si, por ejemplo, queremos determinar la longitud de un
paseo, ¥ vemos que puede considerarse descompuesta en dos-
cientas longitudes iguales & la del metro, este resultado
dascientos, unido al conocimiento del término de compara-
cion, distingue y separa la longitud propuesta de cualquie-
ra otra.

Hay, segun vemos, en la determinacion de fas cantida-
des, una cosa que se compara con otra y una relacion 6
resultado de la comparacion.

La cosa que se compara es la cantidad, el cuanto de
cierta manifestacion de un sér; el término de comparacion,
la unidad: v el resultado, el n¥mern.

La unidad es necesariamente de igual naturalesa que lg
cantidad, de lo contrario la comparacion es imposible.

Bl walor de la wnidad es arbitrario, pues no hay nada
que lo fije en absoluto. ;

El valor que demos & la unidad debe ser invariable hasta
el fin de la comparacion.

Unioap es una cantidad arbitraria que sirve de término de
comparacion al medit las cantidades de sw especte.

Numero es o ezpresion ‘del resultado gue se obtiene com-
parando vaa cantidad con la wunidad.

4. Una propiedad sin la que no pueden existir los cuer-
pos es la extension.

Exrexsios es la propiedad que tienen los cuerpos de ocu-
par un lugar en el espicio. :

5. MATRMATICAS Son las ciencias que exponen las propie-
dades y relaciones de la cantidad.

Las Mateméticas puras consideran la cantidad de tres
modos:
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Representdndola por numeros ¥ viendo en estos relacio-
nes abstractas entre la cantidad y ia unidad, no la expresion
de una cantidad concreta y determinada.

Este modo de considerar la cantidad origina una parte de
las Matemsticas, llamada ARITMETICA.

Estudiando sus leyes generales, sin representaria por
signos particulares. g

De aqui nace otra parte, que se llama ALGEBRA.

Tratando las propiedades de la extension con entera
independencia de los cuerpos materiales.

Lo que forma otra ciencia, 11amada GEOMETRIA.

6. Las propiedades que constituyen estas clencias par-
ciales tienen inmensas aplicaciones précticas, y cuando se
llega & éstas se considera el niimero como la expresion de
una magnitud determinada y concreta, v la extension se
combina con otras propiedades de los cuerpos, dando asi
origen 4 las ciencias llamadas Matematicas miclas.







ARITMETICA.







ARITMETICA.

Definiciones y division. !
7. Al comparar una cantidad con la unidad elegida para
medir las de su especie, pueden ocurrir tres casos:
1." Que separando de la cantidad, mientras sea posible,
partes iguales todas 4 la unidad, no quede ningun resto.
El numero se llama en tal caso entero.
NUMERO ENTERO €8 el gue expresa que la cantidad es wnt
“Yotalidad de unidades de la misma especie.
2° Que efectuando la separacion mencionada euantas
veces sea posible, quede todavia un resto menor que la uni-
dad. Enténces se divide ésta en partes iguales de tal modo
que una de ellas esté contenida exactamente en el resto;
esta parte serd una unidad nueva, que comparada con la
cantidad, darg un numero entero de partes iguales de la
unidad primitiva.
El ntmero que resulta en este caso: 5€ llama frac-
cionario.
NUMERO FRACCIONARIO 68 ¢/ que expresa que la cantidad es
wna totalidad de partes de la unidad iguales entre Si.
3.° Que la unidad no esté exactamente contenida en la
cantidad y haya un resto como en el caso anterior, siendo
ademss imposible encontrar una parte de la unidad capaz de .
estar contenida exactamente en el resto. ;
En este caso la cantidad no es una totalidad de unidades
ni de partes de la unidad, no puede expresarse o1 exactitud,
v se dice que la cantidad y la unidad son inconmensurables,
esto es, que no tienen medida comul. ;
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Sin embargo, dividiendo 1a unidad en un nfimero de par-
tes bastante erecido para que sean My pequefas, y separai-
do uina de éstas de ia cantidad cuantas veces sea posible, el
resto, que obtendremos necesariamente, serd menor que di-
tha parts, y desprecigndolo, la expresion de la cantidad pro-
puesta disminnida en el resto. serd en general un nnmero
Jfraccionario. Dividiendo la unidad por segunda vez de modo
que las nuevas partes sean menores que el primer resto, y
separando nna de éstas'de la eantidad mientras sea posible,
el resto qua obfendremos ‘serd menor que el primero; si lo
despreciamos, la expresion de la cantidad propuesta dismi-
nuida en el nuevo resto, serd en aenaral otro niimero frae-
eionario. Continuando de este modo, ohtzndremos ntmeros
fraccionarios que representardn cantidades cada vez mas pro-
ximas 4 la propuesta, pudiendo por tanto considerarse como
expresiones aproximadas de la misma.

El limite deestos niimeros fraceionarios se llama niémers
SRconmensurable.

NUMERO INCONMENSURABLE o8 ef Zimite & gue tienden los nri-
meros fraccionarios gue erprésan, con aprorimacion crecien-
te, el resultudo de medir wna cantidad, gue no tiene medide
comun.con la elegida para término de comparacion.

Los nimeros enteros y fraceionarios se coniprenden bajo
1a denominacion comun dé niim=ros conmensurables.

8. Con los niimeros se efectfian diversas combinaciones
que se reducen 4 componerfos y descomponerlos: pero estas
combinaciones serian imposibles si no ' consiguiéramos ante
todo representarfos con palabras ¥ por eserito. .

9. Las combinaciones de los mimeros entre si, 6 sea su
composicion y deseomposicion, ésel fin de la Aritmética,
que se define diciendo:

ARITMETICA 08 2i ciencia de los diknierns.

Para su estudio la dividimos en tres libros 6 partes prin-
eipales? Ia primera tratard del mihero entero, la segunda
del nimero fraceionario y Ia terecra del mimero inconmen-
surahle!




LIBRO PRIMERO.

NCHMEROS ENTEROS,

CAPITULO PRIMERO.
NUMERACION.

10.  Numenaciox es €l arte de representar fos aiaeros.
Consta de dos partes: la primera) tiene por objeto repre-
sentar los nimeros con palabras, y se llama numeracion
cerdal 6 hablada; la segunda esceribirlos, y se Llama numera-
cion eserrild.

I.—Numeracion verbal.

11. S de una cantidad puede separarse la unidad una
sola vez exactamente, el resultado de la comparacion es un
numero, que se llama wno; si la unidad puede separayse de
Ja cantidad nna vez y despues otra sin quedar residuo, el
htimero se lama- dos; si podemos separar dos unidades y
despues ofra, el n{imero se lama ires ete.

Venmos, pues, (ue un nimero cualquiera se forma ana-
diendo una unidad al anterior; y como esta operacion pode-
mos repetirla siempre, resulta que serie de los numeros
enteros es ilimitadda.

De agni se desprende naturalmente que cada numero 1o
puede recibir un nombre particular arbitrario, porque nece=
sitariamos infinidad de nombres;” luego es preciso combinar,
con sujecion # leyes determinadas, un corto numero de pala-
bras, de tal modo que sus diversas conbinaciones den 1nom-
bres distintos que -expresen  todos los niimeros imaginables.
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12. Tl artificio de estas combinaciones es el siguiente:

Los primeros nimeros reciben nombres particulares ar-
bitrarios, que son:
uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, sicte, ocho, nueve, diez;
Itamando dos & la reunion de una unidad Y etra unidad, Zres
4 la reunion de dos unidades Y otra umnidad, cuatro 4 la de
tres unidades y otra unidad, y “asi sucesivamente hasta diez,
que es la reanion de nueve unidades ¥ una unidad.

El conjunto 6 reunion de diez unidades se considera como
una nueva unidad, lamada decena 6 unidad numerativa de
sequndo drden, para distinguirla de la anterior, que es de
primer drden.6 simple; y se cuenta por decenas del mismo
modo que se ha contado por unidades; asi diremos:
una decena, dos decenas, tres decenas,....... dies decenas,
que el uso ha querido expresar por

dies, veinte, UICINLG, cevvvevannanan.. ClERLD.

La reunion de diez decenas se considera como una nuev:
unidad, que se llama centena 6 unidad numerativa de tereer
drden; Yy se cuenta por centenas desde una hasta diez lo mis-
mo que por unidades y decenas; asi diremos:
wna centeia, dos centenas, tres CENLENAS, ..., dier centenas,
que abreviadamente se enuncian

crento, a0s cLentos, - tres cientos,............. mil.

La reunion de diez centenas é mil unidades se considera
como una nueva unidad llamada millar 6 unidad numera-
tiva d° cuarto drden;y se cuenta por millares desde uno has-
ta mil lo mismo que se ha contago por unidades; tendremaos
segun esto:
un millar, doswmillares,................. A e B LRI s dies millares,
una decena de millar, dos decenas de millar... dies decenas de millar,

o unacentenademillar, dos centenasdemillar... die= centenasdemillar,

Las decenas, centenas y millares de millar, se llaman
tambien respectivamente wnidades numerativas de quinto,
sexto y setimordrden & millones.

Contando por millones desde uno hasta un millon forma-
TEmos una nueva unidad, que serd el millon de millones 6
&illon, al milion de billones llamaremos #ri//on ete.

13, 8e habra observado que una unidad de un érden cual-
quiera es {a. reunion de diez unidades del érden inmediato
inferior, pero esto es convencional, pudiendo establecerse que
dos, tres, cuatro ete. unidades de un érden cualquiera eom-
pusieran la superior inmnediata, De aqui proéeden los dife-
renies sistemas de numeracion, los cuales se-fundan todos en
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e cierto niinero de wnidades de un' dvden CORPAREN Uk
unidad del drden inmedicto superior, y se distingnen entre
si por aquel namero, que se lama basé del sistema.

Iin el sistemna que exponemos la base es diez, y se lldnla.
por esto sistema decimal de numeracion.

14.  Habiendo formado ya las unidades numerativas, pa-
semos & la formacion de los deméas numeros.

Observemos para esto que un ndimero mayor que diez y
menor que veinte se compone de una decena y cierto nime-
ro de nunidades que no llegard & diez; un nimero mayor que
veinte y menor que treinta se compone de dos decenas y un
namero de unidades que no llega & diez; en general, un
NUmero menor que ciento se compmulra de cierto nimero de
decenas y cierto nimero de unidades, no llegando & diez ni
las unas ni las otras.

Luego con las palabras unidad y decena y los noinbres
de los nueve primeros numerocs se podran expresar todos los
menores que ciento. '

Tambien ohservaremos que un niimero mayor gue ciento
Y menor que mil se compone de un ntimero de centenas
inferior 4 diez y de un nimero'de unidades inferior 4 eien;
y como los ntimeros inferiores 4 cien se expresan eon 1as
p'ﬂa,ln as unidad y decena y los nombres de los nueve prime-
ros nlimeros, los menores que mil se expresardn con las
palabras unidad, decena, centena ¥ los nombres de los nueve
Primeros NUmMeros.

Como este razonamiento se extiende sin dificultad 4 ni-
meros menores que diez mil, eien mil, un millon ete., resul-
ta que el niimero de wiidades de un drden es siempre inferior
i dirz, por consiguiente com las palabras wnidad, decena,
centena, millar, mitlon ete., y los nombres de Ins nueve pri-
meros nimeros, pueden expresarse todos los enteros.

Asi, el ntimero compuesto de seis millones, cuatro cente-
nas de null.u dos decenas v tres unidades se enunciara: seis
millones cuatro cientos mil veintitres.

Il.—Numeracion escrita.

15.  Ocupémonos ahora de la eseritura de los niimeros.
Asi como eada niimero no puede recibir un nombre par-
ticular arbitrarvio, tampoeo puede escribirse con un signe
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particular, sino por combinaciones convenientes de un corto
nuamera de ellos. =

Listos sigmos, llamados cifras ¢ guarismos, son:

15 me2y ol 4, a, T e T 9,
que representan respectivamente los niumeros

uno, dos, fres, cuatro, cingco, seis, siete, ocho, nueve.

Bstas cifras se laman sigaificatioqs.

Ademdas hay otra cifra 0 llamada cero, que no representa
valor alguno y se llama no séguificativa.

16:  Con las nueve cifras significativas y el cero, se eseri-
bentodos los niimeros en virtud del siguiente prineipio con-
venclonal: una eifra colncada ¢ la derecha de wn nitmero
escritn, le hace representar wiidades dies veces mayores.

Tiene pues eada cifra dos valores: nno adsoluto, que es'el
que expresa la figura de la misma; otro rededive, que depen-
dedel Ingar que ocupa.

Asi la-cifra 1, que representa por su figura wana waidad
simple, seguida de un cero sera 10 y representard, una dece-
n; esta seguida de un cero serd 100 y representara #na cen-
tena, Del mismo modo 1000 serd un miliar, 10000 #na dece-
e de midlar. En el niimero 4 esta cifra vale cuaéro wnidades,
en 45 vale cuatro decenas, en 478 vale cuatro centenas éete.

17.« El prineipio enunciado en la numeracion verbal que
dice: el niimero de unidades de un érden es siempre inferior
& diez, y el convencional de la mumeracion eserita, perniiten
eseribir todos los ntimeros con solo el cero y las nueve cifras
sigmificativas que conocemos.

Bastara para esto expresar el nmiimero de unidades d= cada -
orden por una de estas nueve cifras y-eolocar cada una en el
lugar correspondiente & las unidades numerativas que deba
vepresentar. Ocupard el primer lugar de la derecha Ia eifra
que deba representar unidades simples, el segundo la de las
decenas, el tereero la de las centenas y asi sucesivamente: de
modo que sabiendo de qué 6rden son las unidades que repre-
senta nnn eifra, sabremos el Iugar que debe ecupar y reci-
procamente.

Cuando el ntimero dado no tenga: unidades de un drden,
el lugar corresnondiente se ocupard con un cero.

Para escribiv un’ wikwero entero se descompons €n sus
unidades simples, decenas, centenas; ete., y 5o escriben ias
cifras que represan el wikmers de. wwidades de cada orden
wnas al lado de oivas,  empesandn por fas de drden. Superior,
y cuidando de ocupay con ceros [os Lugares correspondicules
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i lus unidades numerativas de que carezca el prvmero dadn.

Ejemplo. Escribir el numero diez ¥ ocho millones cuatro
cientos veinte mal treinta y siete.

'ste numero se compone de #na decena de millen, oclo
unidades de millon, cwaéro centenas de millar, dos decenas
de millar, fresdecenas y siefe unidades simples, luego se
eseribird con las cifras sigmificativas [e38 47287 Ty d O
ceros, que oeupardn los lugares correspondientes 4 los mi-
1lares y centenas; el numero serd pues:

18420037,

18. En la lectura de los numeros distingniremos dos
casos: 1.° que el numero no tenga mas de tres cifras; 2. que
tenga mas de tres.

Si el nimero que se trata de leer no tiene mas de tres
cifras se enunciara sucesivamente todas las siqna ficatives,
empezando por do izquierda, 'y dando ¢ cada una I denomi-
nacion que le corresponda, sequn el drden de unidades que
represente. '

Si tiene mas de tres, se dividird en periodos de tres cLiras,
empezando por la derecha; el primer periodo constard_de
unidades simples, el sequndo de millares, el tereero de millo
nes, elc.; e leerd Sucesiaments todos los grupos, empesande
por la izquierda, sequn la reqla anterior, anadiendo a caqe
ann la denominacion que 1¢ corresponda, sequn el-drden ae
wnidades principales que represente.

FEjempla. Leer el nimero 327.

121 ¢res representa centenas 6 cientos, el dos decenas y el
siste unidades: serd pues fres ciontos veinte y siete.

Otro ejempln. Leer el ntimero 23.570.089.064.

Dividido el niimero en grupos de tres eifras, empezando

or la derecha, el primer grupo vale 64 unidades, el segun~
do 89 millares, el tercero 570 millones, v el cuarto 23 milla-
res de millon; empezando la lectura por estos T1ltimos sera:
peintitres mil quinientos setenta millones ochenva y nLsve
il SeSenta-y cuatvo.
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CAPITULO SEGUNDO.

OPERACIONES.

I.—Adicion.

19. L ANCIOx A8 W operacion que tiene por.objeto rei-
nir en wn solo nikmero el valor de dus d mas.

En- esta operacion se congcen dos 6 mas nimeros, v se
dusca otro gue represente por si solo el conjunto de las canti-
dades representadas por los primeros.

Los mumeros dados se llaman swmandos y el que se
busecn suma.

Para expresar (ue varios niimeros deben sumarse, se escri-
ben nnos & continuacion de otros separados por el signo -
que se lee mas. Asi, la suma de los nimeros 3, 5y 7 se ex-
presa por 3 -5 -7,y se lee tres mas cinco mas siete.

20. En la adicion distinguiremos dos easos: 1.° que los
sumandos sean nimeros menores que 10; 2.° que sean ntime-
ros cualesquiera.

21. PriMer caso. Se pueden sumar varios mimeros meno-
res que diez anadiendo al primero las unidades del segundo
una & una,al resultado las unidades del tercero, tambien una
i una, v asi sucesivamente hasta anadir todas las unidades
del ultimo.

Ex evidente que de este modo se obfiene un ntmero que
contiene las unidades de todos los sumandos.

Fjemplo. Para sumar los numeros 3, 5 y 7, afiadiremos
al 8 las 5 unidades del segundo sumando y obtendremos el
niumero 8, y 4 este resultado agregaremos las 7 unidades del
tercer sumando. La suma serd, pues, ignal & 15.

Este resultado se llama swma efectuada para distinguirle
de la expresion 3 -+ 5 -+ 7, que se llama swma ndicada.

La igualdad de dos cantidades se expresa por el signo =
que se lee tgual @; tendremos, pues,

3+54+T7T=15.

Esta expresion se llama tgualdad y consta de dos miem-
bros, llamados primero y segundo. Primer mieméro es toda
la cantidad eolocada 4 la izquierda del signo igual, y sequn-
do miembro la colocada 4 su derecha.

Fscolios. 1. Todos tenemos desde los primeros afios un
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modo especial de afiadir 4 un nimero cualquiera otro menor
que diez,lo que evita el empleo del procedimiento explicado
y abrevia mucho la operacion de sumar.

2° Rn la numeracion formdbamos los numeros por la,
agregacion de sumandos iguales & la unidad; en la adicion
se forman 6 componen por la agregacion de sumandos cna-
lesquiera.

09, SecuNpo caso. Los sumandos som mayores queé dicz o
wnas MAYOTes Y 0LT0S MENOYES.

Sabemos, por el primer caso, sumar Ias unidades simples
de ostos niimeros, asi como sus decenas, centenas, €ic., y €5
evidente que lareunion de estas sumas parciales sera 1a sunii
total. Nada se opone 4 que algunas de estas sumas parciales-
sean mayores que nueve, esto es, 4 'que la suma conteng
mas de nueve unidades de algiunos érdenes, 1o que haee ii-
posible su represetitacion por un solo nimero si no varianios
sn forma, puesto que tanto la lectura como la ‘eseritura de
los niimeros, exigen que las unidades de cada orden no pasen
de nueve. Esta dificultad se evita descomponiendo cida suma
parcial en decenas y unidades, escribiendo estas en la suma
total y reservando aquellas para agregarlas & la suma par-
cial siguiente, con la que se repite despues la misma des-
coniposicion, y continuando asi hasta la ultima suma, que
se eseribe tal como se obtiene.

fjemplo. Sumar 108 nUmMeros 7578, 19634 y 9878,
7578
19634
9878

37090

g6 coloean, para mayor comodidad, unos debajo. de otros
de modo que Jas cifrss de las unidades simples estén en ¢o=
Jumna vertical: es claro que bastard esto para que las cifras
de las decenas, centenas, ete. lo estén igualmente. Ia suma
<e agostambra @ separar de los sumandos por una raya
horizontal. :

Sumando por columnas resultan 20 unidades simples, 17
decenas, 19 centenas, 25 millares y 1 decena de millar. Para
expresar por un solo numero este resultado, diremos: 20 uni-
dades valen dos decenas y cero unidades; escribo un cero en
la columna de las unidades y reservo dos decenas para la
suma parcial signiente; esta’ consta de 17 decenas y dos Te-
servadas son 19, 6 sea wng centena 'y awueve decenas; escribo
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éstas y reservo la centena para agregarla & la suma de las
centenas ete. ;

Luego para swmar varios nimeros sz suman las nyidades
simples de todos los sumandos, despucs sus decenas, cénte-
nas, etc. Las sumas menores gue diez se escriben sin alterar-
las, y de las mayores d iguales solo sz escriben las unidades,
resereando las decenas para agregarlas d la suma parcial
siguiente. La titima suma se escribe sequn se obtienc.

23. . Se llama pruebe de una operacion una segunda ope-
racion, cuyo objeto es cerciorarse de la exactitud del resulta-
do obtenido en la primera.

La prueba de la adicion consiste en repetir la operacion
variando el drden de los sumandos: lo mas sencillo es sumar
de abajo arriba, si antes se habia hecho de arriba abajo, ¥
los dos resultados deben ser iguales, si la operacion y la
prueba estan hien hechas.

La prueba no demuestra la exactitud de la primera ope-
racion: unicamente aumenta en sumo grado las probabi-
lidades. )

24. Escoro. Al sumar dos niimeros cualesquiera, ning-
na suma parcial puede ser mayor que 18; si es menor que 10
se escribe sin alteracion, y si es igual 6 mayor solo se eseri-
hen las unidades. En este caso, la suma parcial siguiente
aumenta en una unidad.

De aqui se daduce que una cifra de la suma total repre-
senta la suma parcial de las cifras del mismo O6rden de los
sumandos, 6 la cifra de las unidades de esta suma parcial;
pero si la snuma anterior contiene una decena, deberd dismi-
nuirse la eifra que consideramos en una unidad para que
tenga la representacion indicada, y si dicha eifra es cero se
pondrd un nueve en su lugar.

II.—Sustraccion.

25. La sustnaccion fiene por ohjeto  descomponer und

suma en dos sumandos, siendo conocido uno de estos.

En esta operacion se conoce la suma de dos niimeros y
uno de estos, ¥ se dusea el otro.

La suma se llama wminuendo, el sumando conocido su.s-
traendo, y el resultado resto, ewceso 6 difereacia,

Segun la definicion, e/ minuendo es igual & ia suma ded,
sustraendo y del resto. -

\
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s claro que el resto es lo que falta al sustraendo para
valer el minuendo, 6 sea el exceso de éste sobre aquel, ¢ bien
la diferencia entre ambos, por consiguiente resiai es hallar
la diferencia entre dos nUMEFDS.

Para indicar esta diferencia, se escribe.el minuendo y &
continuacion el sustraendo, separados por el signo —, que se
lee menos. Asi la diferencia de los nimeros 15y 8 se indica
por 15—8, y se lee 15 menos 8.

96. En la sustraceion distinguiremos dos casos: 1.° que el
minuendo y el sustraendo sean menores que 100 y su dife-
rencia menor que 10; 2.° que sean nimeros cualesquiera.

97. PamEr caso. Se pueden restar dos niimeros guitando
del mayor todas las unidades del menor una 4 una, pero el
primer caso de la adicion abrevia mucho su correspondiente
en la sustraccion. Sabemos, en efecto, anadir 4 un NGmMero
cualquiera~otro menor que 10; luego restaremos dos nime-
ros menores que 100 y cuya diferencia no legue 4 10, bus-
cando el numero que debe afiadirse al menor para hallar el
mayor.

Fjemplo. Hallar la diferencia entre 67 y 59. El ntimero
que sumado con 59 da 67 es 8, luego este es la diferencia
buscada. Podemos, pues, eseribir 67—59=8.

El ntmero 8 se llama diferencia e fectuada, pava distin-
guirle de 67—59, que se llama diferencia indicada.

98, SEGuNbO caso. Restar los numeros 47589 y 18694.

47589
18694
28895

Para mayor comodidad colocamos el sustraendo debajo
del minuendo de modo que se correspondan las unidades con
las unidades, las decenas con las decenas, efc., y trazainos
una raya horizontal por debajo del sustraendo.

Ahora, recordando que el minuendo es la suma del sus-
traendo y del resto, y el escolio del numero 24, vemos que
si sumasemos estos nunieros la primera suma parcial seria 9,
puesto que la cifra 4 del sustraendo sumada con otra gue 10
es mayor que 9 ro puade dar 19, tuego las unidades del resto
son 5. unico mimero.que sumado con 4 da 9. La segunda
suma pareial es 18, puesto que uno de los sumandos vale 9
por si solo, luego el otro suma ndo es 9. Esta suma ha dado
una centena, por-consiguiente la suma de las centenas ha
sido 4 6 14; 4 es imposible, por ser 6 uno de los suiandos,
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Inszo serd 14, por consiguiente el otro sumando es 8. ! Del
mismo modo vemos que la cuarta’ suma parcial es [6 ¥ por
consiguiente 8 el sumando desconocido, 'y que la ltima
suma es 3 y 2 el sumando desconoeido.

Vemos, pues, quesi la cifra del sustraendo es menor que
1a correspondiente del minuendo, su diferencia esla cifra del
mismo érden del resto; yoque si la cifra el Sustraendo es
mayor que la del minuendo, se anaden 4 esta 10 unidades. 6
sea una del orden superior inmediato, teniendo despues ¢ui-
diado de disminuir en esta unidad la cifra de dicho érden:

En la prictica no se efectua esta disminuecion, peroen
eambio se aumenta la eifra del sustraendo en una unidad, lo
que da el mismo resultado.

Fljemplo. < Bestar los niimeros 345729 y 273854

345729
273854
71875 :

Diremos: de 4 4 9 van 5;'de 5 4 2 no se puede rastar, atia-
diremos al 2 una centena ¢ sea 10 decenas' y diremos, de 5 4
12 van 7; anadiremos otra centena al sustraendo yseran 9;
de 9 4 7 no se puede restar, de 9 4 17 van 8; y continuando
de este mode obtendremos las cifras restantes.

El procedimiento explicado se resume en la siguiente
regla.

" Para restar dos nimeros enteros cualesquiera se resta
endu cifra del sustraendo de la del mismo drden del minven-
do, empezandn por la derecka; cuando wuna cifra del sus-
traendo es mayor que su correspondiente en el minuendo, se
anreqan & esta diex unidades y. se efectia la sustraccion,
cuidanidn ‘despues de aumentar en wuna unwided la cifra
siquiente del sustraendo. i

La prueba de la sustraccion consiste en sumar el sus-
trasndo’con la diferencia; es evidente que si la operacion y
la prueba estan bien hechas, la suma sera igual al minuendo.

IIL.—Multiplicacion.

29. LA MuLTIPLICACION ¢iene por odjeto, dados dos nimeros
liallar wn tercero que sea respecto de uno de los dados, lo que
el alro es respecta de la wnidad.

Iin ‘esta operscion 'se ‘conocen dos nlmeros, y se duseq
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otro que comparado eom uno de los primeros, dé el mismo
resultado que se ohtiene comparando el otro eon la unidad.

L nmero que se busca se llana groducto, y los name-
ros conocidos factores del producto. :

1l factor que se compara con el producto se llama multi-
plicando; €l que se compara con la unidad, muitiplicador.

Se indica el producto de dos mimeros poniendo entre ellos
el signo X 6 . que se lee multiplicado por; asi el producto
de los niimeros 7 y o se expresa por GO D,y se teer
matltiplicado por 9.

(Convendremos en eseribir primero el nimero que se
tome por multiplicando.

90. En la multiplicacion de 7 % 5 el producto ha de ser
respecto del multiplicando 7, 1o que 5 es respecto de la uni-
dad; pero 5 = 1414141+ 1, esto es, 5 es la suma de
eineo sumandos iguales 4 la unidad, luega el producto serd
74747+ 747, estoes, la suha de cinco sumandos
iguales al multiplicando.

De aqui se deduce que el producto de un nimero cual-
quiera por obro entero es und suma de tantos mimeros iquales
al multiplicando como unidades tiene el multiplicadar, y la
siguiente definicion:

Alultiplicar wn nimero cualquiera por otro entero, es
Facer el primer wimero Lantas veces MAyor. como wnidades
tiene el sequndo.

31. Trorema. Puede tomarse por multiplicando cualquie-
ra de los dos factores, sin que el producto se altere.

Sean los factores 5y 3; vainos 4 demostrar que 5 X 3 =
3 X o

Iin efecto: examinemos el siguiente cuadro

1 Lkl

i S LR A b A b

e o S T
y veremos que cada linea horizontal contiene cinco unidades
v que hay tres lineas, luego la reunion de todas las unidades
del cuadro vale 3 45—+ 6= 5 % 3: pero cada colunnin
vertical contiene 3 unidades y hay 5 colummnas, luego lu
reunion de todas las unidades vale tambien 3 4+3+3 4+ 3
-+ 3'=.3 X »., Peroes evidente que el nimero total de uni-
dades del cuadro es el mismo, cualquiera que sea el drden en
que se cuenten, luego 5 33 =3 X by

32, Lin la multiplicacion distinguiremos tres casos prin-

cipales: 1.° multiplicar dos ntinieros wenores que 10; 2.0

U




24

multiplicar un nimero mayor que-10 por otro menor; 3.°
multiplicar dos niimeros mayores que 10.

Todos estos casos pueden resolverse sumando tantos nii-
meros ignales al multiplicando como unidades tiene el mul-
tiplicador; pero este método tiene el ineonveniente de ser
muy largo. Nuestro objeto actual es hallar un procedimiento
para obtener hrevemente las sumas de numeros 1guales.

33. Pniver caso. Silos nimeros son menores que 10, su
producto debe saberse de memoria. La tabla que encierra
estos productos es la siguiente,

Tabla de FPltageras.

3456‘7'

8’10]12114

8 16]20 24 | 28

|
|
| o [12]15]18]2
|
|

20 1-25'1°30 |} 35

24 1 30 | 36 | 42

28 | 35 4-2[49

16 39 | 40 | 48 56|64

18 -27{36 45 54]‘63‘73

R &

Se forma escribiendo en linea horizontal los nueve pri-
meros niimeros, que serdn los productos de los mismos por 1;
sumando cada nimero de estos consigo mismo, se halla la
segunda linea, que evidentemente contiene los productos de
Tos numeros de la primera por 2; sumando por coluninas los
ntimeros de estas dos lineas, sa otiene la fereera, que contie-
ne los productos por 3, y se contintia del mismo modo Lasta
Lallar la novena linea.
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Para hallar, en esta tabla, el productn de dos nimerns,
se busca uno de ellos en la primera linea horizantal y el oftro
en la primera vertical, y se desciende por la columna vertical
encabezada por el primero hasta llegar en frente del sequndo.
FEn el punto donde nos detengamos se hallara el praducto.

Ejemplo. Para hallar el producto 5 X 7 buscaremos el 5
en la primera linea horizontal, y descendiendo por la coluin-
na vertical que empieza por 5 hasta llegar enfrente de 7,
encontramos el nimero 35, que es el producto huseado,

34.  Srcunpo casv. BI multiplicando es mayor gue 10y el
multiplicador menor.

Sea 3528 el primero y 4 el segundo.

El producto serd la suma de cuatro sumandos iguales &
3528. ;

3528
3528
3528
3528
14112

Ffectuando esta suma se ve que la cifra 8 de las unidades
debe repetirse cuatro veces por sumando, lo que equivale &
multiplicarla por 4; lo mismo la cifra 2 tiene que repetirse
cuatro veces por sumando, lo que equivale & multiplicaria
por 4, y asi todas las demis.

El producto de cada cifra del multiplicando por el multi-
plicador 4 sabe hallarse por el primer caso, y siendo iniitil y
hasts embarazoso escribir el 3528 cuatro veces, s€ dispone la
operacion del modo siguiente, mucho mas breve y comodo,

3528
-
14112
y se dice: 4 por 8,32, pseribo un 2 y reserve 3 decenas; 4 por
9, 8; 8y3, 11, escribo 1 y reseryo 1 centena; 4 por 5, 20; 20
y 1, 21] eseribo 1 y reservo 2 millares,-ete.

Vemos que este procedimiento es en el fondo el mismo de
la adicion, solo que lo abreviamos considerablemente en vir-
tud de haber aprendido ya de memoria las sumas de cada
columna vertical, que equivalen siempre 4 productos de
nimeros menores que 10.

Para multinlicar un ndmero mayor que 10 por ofro me-
nor, se.hallan Ios produvctos de cada cifra del multiplicandn

por el multiplicador, empezando por la derecha, y se escriven
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solwmente las wpidades de cada prodwcto pareial, reservando
diws decenas para anadirias al siquiente.
35, Tercer caso. [Multiplicando y multiplicador son ma-
yores gue 10.
Consideremos ante todo dos casos particulares.
1.>  Multiplicar un niimero por la unidad segruida de ceros,
por ejemplo, 3527 X100, g

Segun el'prineipio convencional de la numeracion eseri-
ta [16], si eseribimos dos ceros 4 la derecha del ntimero pro-
pussto, representard unidades 100 veces mayores que ante-
riorinente o se hahrd hecho 100 veces mayor, luego

Lara multiplicar wn wikmera por lo wnided sequida de
eeins, se colocwn @ la derecha del nimero tantos ceros como
Siguen & le unidad.

2. Multiplicar un nimero cualquiera por una cifra sig-
nificativa seguida de ceros, por ejemplo, 547 X 300.

131 producto se compondri de 300 sumandos iguales 4 547,
gue pueden distribuirse en 100 grupos de 3 sumandos; cada
grupo equivale al produeto de 547 X 3, 6 sea 1641, y los 100
grupos al producto de 1641 por 100, 6 sea & 164100; luego

Para muitiplicar wun numero cualouiera por wha ciirae
Siqud, ficativa sequida de ceros, se mulliplica el nimero por
lr cofra sigitficetive y se ainade al producto tantos ceros
coma SIqUen @ esta.

Consideremos, ahora, dos numeros cualesquiera, por
eiemplo, 4728 y 346.

Bt producto es la suma de 346 sumandos iguales 4 4728,
que pueden distribuirse en un grupo de 300, otro de 40 y otro
de 6. La suma de los 300 sumandos se obtiene multiplicando
ef nitmero 4728 por 300; la de los 40 swmandos se obtiene
multiplicando el mismo niimero por 40; por Gltimo, la suma
de G sumandos es el productode 4723 por 6. La reunion de
s tres productos mencionados, es el producto que se bused.

tin Ia practica se empiezan estas multiplicaciones pareia-
tes por la cifra de las unidades simples del multiplicador, ’
dispouiendo la operacion del mode siguiente:

4728

345

Prochicto del multiplicando por  6..... 28363
[1l. 1cle por <f 184120

Id. por 300..... 1418400

Producto total 1635888
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Observando que los ceres en que. terminan los produetos
parciales no afectan 4 la suma, no se escriben; pero debere-
mos cuidar de que la primera cifra significutiva esté en el
lugar correspondiente, lo que se consigue colocdndola en
linea vertical con la cifra del multiplicador que haya produ-
cido elsproducto parcial que se considera.

De 1o dicho se deduce la siguiente regla.

Para multiplicar dos niimeros mayores gue 10, se hallan
sucesivamente los productos parciales del multiplicando por
las unidades, decenas, centenas, ete. del multiplicador, y se
suman estos productos parciales.

36. Escoto. Bl producto total se compone de tantos pro-
ductos parciales como cifras tiene el multiplicador, y cada
uno de ellos es un nimera justo de unidades numerativas del
mismo orden que la eifra del multiplicador que 1 ha produ-
cido, esto es, el primero’ representa unidades simples, el
segundo decenas, el tercero centenas, ete.

37. La prueba de la multiplicicion eonsiste en repetir la
operacion, tomando para multiplicando el nimero que ha
sérvido de multiplicador. ' 8i la operacion y la prueba estin
bien hechas, los dos productos seran iguales [31].

38, TroreEva. FL producto de dos nimeros, tiene tantas
cifras como los dos j(rtctm'es d tantas meénos und.

Sean los numeros 459 y 78.

Su producto es menor que 459 X 100, 6 sea 45900, Inego
10 puede tener mas de cinco cifras; y mayor que 459 X 10, 6
sea 4590, luego no puede tener menos de cuatyo cifras. Por
consiguiente, el producto tiene cuatro ¢ einco cifras, esto es,
tantas como los dos factores ¢ una menos.

39, Un ntunero es mailtiplo de otro cuando es el producto
de este por un namero enero.

Asi,” 30 es multiplo de 5, porque es el produeto de 5 por
el ntimero entero 6.

El producto de un niumero por 2 se llama dup/n de diclio
niimero; el producto por 3, se llama é7¢plo; el producto por
4, cuadruplo, el producto por 10, décuplo, ete.

40, Para expresar el producto de una suma o diferencia
indieada por un niunero, sin efectuar la suma 6 diferencia,
se coloca esta dentro de un paréntesis, y el niinero por que
debe multiplicarse, fuera del mismo.

Asi, el producto de 14 -6 -5 por 8 se expresa por

g () ot 6 ) I Bi
41. Trorewa. Para multiplicar una suma indicada poy
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an niimero, se multiplica cada swmando por este nimero y
se Suman los productos. '

Vamos 4 demostrar que

B4-54+8X4=3X44+5X14+8X4

En efecto: segun dijimos en el nimero 30, el producto
propuesto es una suma de 4 sumandos iguales & 3 + 5 4+ 8;
pera cada numero 3, 5 y 8 estd repetido en la suma 4 veces,
o lo que es igual, multiplicado por 4; luego

B4+548 X4=3X44+5X4+8X4

Iscorio. Este teorema puede enunciarse diciendo: 5% ¢odns
los sumandos de wuna suma se multiplican por un nibmero, la
suma gueda multiplicada por el mismo nimero. y

42.  Trorema. Para multiplicar una diferencic indicada
por un nimero, se multiplican el minvendo y el sustraendo
por dicko witmero y se restan los produetos.

Queremos demostrar que

(15—8) X 6=15 X6 —8 X 6.

En efecto: 15 — 8 =17, luego [25] 7+ 8 = 15; pero si
dos cantidades iguales se multiplican por el mismo niimero
los productos son iguales, luego

(7T4+8) X6=15 X667 X648 X 6=15 X6,
v restando de estas dos tiltimas cantidades iguales el produe-
10 8 X 6, las diferencias serin iguales, luego
TX6=15X6—8X6;
poniendo ahora en el primer miembro en vez de 7 su igual
15 — 8, resulta poriltimo
(15—8) X6=15X6—8 X6,
lo enal debiamos demostrar.

Escouio. Puede enunciarse este teorema diciendo: S el
minuendo y sustraendo se multiplican por wn misio nimera,
la diferencia queda muitiplicada por (ficim namers.

43. Si en todos los términos de una suma 6 diferencia in-
dicada entra un mismo nlmero por factor, puede darse &
Ia expresion otra forma mas sencilla, colocando dentro
de un paréntesis los términos de la suma 6 diferencia, pres-
¢indiendo del factor comun, y escribiendo éste fuera del
paréntesis. Asi, las expresiones

3X44+5X4+48X4, 15 X6 —8 X6
pueden expresarse respectivamente por
(F b =R, (15 —8) X 6.

Sabemos, en efecto. por los teoremas precedentes, que

estas expresiones son iguales a las propuestas.
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A4 Tronrsa. Para multiplicar wn products de dos fac-
tores por un wiimero, se multiplica cualquiera de los facto-
res por dicho nimero.

fin efecto: si tomamos para multiplicando aquel de los
dos factores que se supone multiplicado por un numero, el
producto sera una suma de tantos sumandos iguales 4 dicho
factor como unidades tenga el otro; como el primero de estos
factores se multiplica por un numero, cada sumando resulta
multiplicado por el mismo numero, luego la suma estd en
igual caso [41], y como ésta no es mas que el producto pro-
puesto, el teorema queda demostrado.

scorio. Es muy comun enunciar esta verdad diciendo:
Si uno de los factores de un producto se multiplica por un
alimero, el producto gueda multiplicadopor €L mismo wimz;o.

IV .—Division.

45. - La nivision tiene por objeto descomponer i producto
dado en dos factores, svendo conncido uno de estos.

En esta operacion se ¢onoce e producto de dos mimeros y
uno de estos, y se dusca el otro.

El producto se llama dividendo, el factor conocido dini-
sor, y el factor que se busca, ¢ sea el resultado de la opera-
cion, cociente.

~ Segun la definicion, e/ dividendo es igual al producto del
divisor por el cociente.

La division de dos nimeros se expresa poniendo entre
ellos el signo : que se lee dividido por; asila division de 12
por 4 se escribe 12: 4, y selee 12 dividido por 4.

46. Hemos dicho [30] que un producto de ntimeros ente-
ros equivale 4 una suma de tantos sumandos ignales al mul-
tiplicando eomo unidades tiene el multiplicador; por tanto,
éste indica las veces que el producto contiene al multiplican-
do; luego el diridendo, ‘que es un producto, es wna SUMQ de
tantos wimeros iguales al divisor eomo wnidades ticne et
cociente. Por esto se dice con frecuencia: dividir un nAMOro
cualyuiera por otro sntero, es hacer el primero tantas veces
aenor como wnidades tiene el segundo.

_ Indica. pues, el cociente las veces que el dividendo con-
tiene al divisor, y se hallard su valor restando éste de aquel
cuantas veces sea posible.
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te de 52 por 13, tendremos:

. 1." sustraccion.

id.

QO SAT T Ay id.
Donde vemos que 52 contiene al 13 cuatro veces exacta-
ments, lneco el cociente de estos dos nimeros es 4.
hallemos del mismo modo el cociente de 57 por 13.
57

1]

4458 o]t sustraccion.

D 4!

Vemos que 57 eontiene & 13 cuatro veces y sobran ade-
miis 5 nuidades. Tl cociente es, pues, mayor, que 4 yno
lega 4 5; por consigniente no puede ser un nimero eniero.

Come solo nos ocupamos ahora de estos numeros, No s
nosiblathallar el cociente con exactitud, debiendo limitarnos
a4 obtener el niimero entero de veces que el dividendo con-
tiene al divisor.

A este niimero se Hama cociente entero 6 incompleto para
distingnirle del obtenido en el ejemplo anterior, que se
lama ezacto 6 complets. El ultimo resto'5 se llama residuo,
v vemos que en la division incompleta, el dividendo es igual
al producto del divisor por el cocieate mas el residuo.

Estas divisiones incompletas provienen de fomar para
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dividendo un nimero gune no puede ser el produeto del divi-
SO Por un namero eatero.

47. En la division de enteros distingmiremos tres casos:
1.° que el divisor sea menor que 10 y el dividendo menor que
diez veces el divisor: 2." que el divisor sea mayor que 10 v el
dividendo menor que diez veces el divisor; 3.° gque el divisor
sea un nimero cualguiera y el dividendo mayor gue diez
veces el divisor.

Todos estos casos pueden resolverse restando el divisor
del dividendo cuantas veces se pueda; pero siendo muy largo
en general semejante procedimiento ,  expondremos otro
mueho mids breve.

4R, PrivEr caso. 4 divisor es menor que 10 y el divi-
dendo menor que diez veces el divisor.

Sabiendo la tabla de la multiplicaclon, los productos se
presentan facilmente 4 la memoria. Por ejemplo, si quere-
mos dividir 48 por 6, la memoria nos dice que el ntmero 8
es el coeiente, puesto que multiplicado por 6 da 48.

49.  Leva. Un niimeoro cualguiera es menor que (@ wii-
dad sequida de tantos ceros como cifras fiene.

151 caso mas desfavorable es aquel en que todas las cifras
del numero son nueves.

Ahora bien,

== 9+ 1, luego 10 > 9 1
100 = 99-4+1, luego 100> 99
1000 = 999 +1, luego 1000 > 999

Por consiguiente el lema es elerto.

Ohsérvese que la menor diferencia entre el niumero pro-
puesto y la unidad numerativa es uno.

50. Sreuano caso. 7 divisor es mayor que 10 y el divi-
dendo menor gue dies veces el divisor. :

Propongainonos dividir 6548 por 729.

Il dividendo, no contiene diez veeces al divisor,. porque
6348 es menor que 729 X 10 = 7290, luego el cociente ten-
dri una cifra. 2

6548|729
5832\ 5
716
Prescindamos enelddivisor de todas las eifras que siguen

i Elsigno == se lee mayor que.
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4 la primera, y de ofras tantas en el dividendo, v conside-
rando 1os nameros 65 y.7 que resultan, reduciremos el caso
presente al anterior.

Demostremos ahora que el cociente de los niimeros dados
no puede ser mayor que el de 65 por 7, esto es, que 9.

En efecto, un cociente mayor que 9, multiplicado por las
7 centenas del divisor, daria un nirhero de centenas mayor
que 65, y por lo tanto mayor que el dividendo, que no puede
valer 66 centenas [49].

. Pero el cociente verdadero puede ser menor que 9; en
efecto, las 65 centenas del dividendo pueden contener, ade-
mas de las centenas que resultan de multiplicar el cociente
por s 7 del divisor, ofras centenas resultantes de multipli-
car el cociente por las decenas y unidades del divisor, y las
del residuo; solamente las ultimas pueden ascender 4 7, lue-
go la cifra 9 podra ser mayor que la verdadera.

Para comprobarla se multiplica por el divisor, ysiel
producto es mayor qus el dividendo, como sucede en este
caso, €l cociente evidentemente es menor que 9; por lo tanto
debemos disminuir esta cifra en una unidad, y someter el
numero 8 4 la misma comprobacion.

LI produeto de 8 por el divisor es 5832, que puede restarse
del dividendo, luego 8 es el verdadero cociente. Restando
2832 del dividendo, se obtiene el residuo 716.

Advirtiremos que la cifra 8 podria tambien ser mayor que
la verdadera, v que entdnces debia disminuirse en ofra uni-
dad.y comprohar el cociente 7, continuando del mismo modo
hastz obtener un produeto menor que el dividendo.
iste:es el procedimiento en su parte esencial, pero exis-
ten reglas que lo facilitan y abrevian.

1.* El dividendo y divisor se separan por una linea verti-
cal, y debajo del ultimo se traza una horizontal, para Sepa-
rarle del cociente, que se coloca dehajo.

2.%  Sila segnnda cifra del divisor es mayor que 5, se con-
sidera anmentada la primera en una unidad; es evidente que
si, por gjemplo, el divisor es 487, se acerca mas & cinco que
4 eunatro centenas, luego tomando el 5 para divisor nos
aproximaremos mas al cociente verdadero.

3." Il producto de la cifra que se comprueba por el divi-
sor, y la diferencia entre este producto y el dividendo se ob-
« tienen simultdneamente. En el ejemplo propuesto diremos:
8 por 9, 72; de 72 4 78 van 6; 8 por 2, 16; ¥ como el minuen-
do ha sido aumentado en 7 decenas, se afiaden tambien al
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sustraendo, 16 y 7, 23; de 23 4 24, 1; 8 por 7, 56; 56 y 2, 58;
de 58 4 65, 7.

Ya podemos enunciar la siguiente regla.

Para dividir un numero por otro, cuando el cociente s
menor que 10, se prescinde en el divisor de todas las exfras
que siquen & la promera, y de otras tantas de la derecha en el
dividendo, y se efectia la division de los miimeros que resui-
tan. Il cociente obtenido se multiplica por el divisor, y st.el
producto puede restarse del dividendo, dicho eociente serd el
verdadero; pero si el prodicto es mayor que el dividendo, se
disminvird en una unidad la cifra del cociente, sometiendo
despues la nuera _cifra @ la misma comprobacion. Conti-
auando de este modo se hallara wn producto gue podrd res-
tarse d2l dividendo, y la operacion quedard terminada efec-
tuando la sustraccion.

Si la cifra del cociente se ha puesto por tanteo, podra ser
menor que la verdadera, lo que se conoce por el residuo, ‘que
es en tal caso igual 6 mayor que el divisor.

TERCER cAS0. 4 divisor es un mimero cualguiera y €l
dividendo mayor que diez veces el divisor.

Propongdmonos dividir 34595 por 129.

El divisor 129 multiplicado por.100 da 12900, mimero
menor que el dividendo, luego éste contiene cien veces cuan-
do menos al divisor. Si éste se multiplica por 1000 resulta
129000, nimero mayor que el dividendo, luego éste no con-
tiene mil veces al divisor.

Por consiguiente, el cociente es mayor que 100 y menor
que 1000; tendrd, pues, tres cifras.

Siendo el dividendo un producto del divisor por el cocien-
te, se compone [36] de tres produetos parciales, que son los
que resultan de multiplicar el divisor por las unidades, dece-
nas y centenas del cociente. Ademis, si la division no es
exacta, el dividendo contendrd el residuo. :

Si del dividendo lograsemos separar sucesivamente los
tres productos parciales, bastaria dividirlos por el divisor
para hallar las cifras correspondientes del cociente. stas di-
visiones parciales pertenecerian al segundo caso, puesio que
los eocientes tendrian una sola cifra.

Veamos hasta qué punto es posible separar sucesivamente
del dividendo los productos parciales mencionados.

El ultimo de estos es un nimero exacto de cenfenas,
puesto que resulta de multiplicar el divisor por las centenas
del cociente [36], y forma parte del dividendos pero ¢ste con-

3
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tiene en general algunas otras centénas, que proceden de los
demas productos parciales y aun del residuo, las ¢uales agre-
géndose al producto parcial ultimo, impiden aislarle.

Sin embargo, las centenas agregadas no bastan para que
dividiendo la sume de unas y otras, esto es, todas las del di-
videndo, por el divisor, resuite una cifra mayor que la pri-
mera del cociente. En efecto, las que siguen & ésta forman
un numero menor que una centena' [49], luego el producto
de este numero por el divisor, que es la suma de los produc-
tos parciales, excepcion hecha del 1ltimo, serd menor que
129 centenas, faltandole por lo menos 129 unidades simples,
¥ no pudiendo el residuo alcanzar este valor, porque necesa-
riamente es menor que el divisor, resnlta que el numero de
centenas agreqadas al wltimo producto parcial no liega é
componer una vez el divisor, y como dicho producto vale 4
10 mas nueve veces el divisor, se infiere que e/ numero de
centenas del dividendo es menoy quz el décuplo del divisor.
Ademas es evidente que dicho numero de centenas debe ser
igual 6 mayor que el divisor.

De estas conclusiones se deduce:

1.'  Dividiendn las centenas del dividendo por el divisor,
se obtendra precisamente la primera cifra del cociente.

2" Para separar en el dividendn las unidades numerati-
vas del mismo drden gue las superiores del cociente, se toma-
rdn de la izguierda de aguel las cifras necesarias para for-
mar wi nimero igual ¢ mayor que el divisor y menor que el
décuplo de Fste. .

Es evidente que estas cifras serdn tantas como tiene el
divisor 6 una mas.
{ 345.95
258 00
879.5
7740

105 5

103 2

23

Saparemos, pues, las tres primeras, cifras, v dividamos
345 por 129; el cociente es 2. Multiplicando 2 ¢entenas por el
divisor s¢ obtiene el ultimo producto parcial, y restando
€ste, queles 258 centenas, del dividende, la difereneia 8795
es la suma de los demds productes parciales y del residuo;

Aplicando & 8795 el razenamiento anterior, se veria que
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separando sus 879 decenas y dividiendo este numero por el
divisor, se obtienen las 6 decenas del cociente.

Multiplicando 6 decenas por el divisor se obtiene el se-
gundo producto parcial 774 decenas, y restandolo de 8795,
1a diferencia 1055 sera el primer producto parcial mas el
residuo.

Finalmente, dividiendo 1055 por el divisor se obtiene la
cifra 8 del cociente, que multiplicada por el divisor da el
primer producto parcial, y restando éste de 1055, la diferen-
cia 23 es el residuo de la operacion.

Obsérvese que los nimeros que se han dividido por 129
han sido 345,879 y 1055, pudiendo formarse estos dos ultimos
restando del dividendo parcial anterior el productode la cifra
del cociente, en su valor absoluto, por el divisor, ¥ colocando
4 1a derecha de ladiferencia la cifra signiente del dividendo.
Ademas, las sustracciones pueden efectuarse al mismo tiem-
po yue los productos, como se expliecd en el segundo caso.

La disposicion practica dela operacion es como sigue.

345.95 | 129
879 568
10 55

23

Los razonamientos anteriores conducen 4 la siguiente
regla.

Para dividir dos numeros, cuando i divisor esun name-
ro cualyuiera y el dividendo mayor que diez veces el divisor,
se separan de la izguitrda del dividendo lantas cifras como
tiene el divisor, 6 una mas, si_las primeras forman un ni-
mero menor gue el divisor; se dipide el niumero separadn por
el divisor, con lo que se obtieng ln cifra de drden superior del
cociente; el producto de esta cifra por el divisor se resta del
dividendo parcial, ya.la derecla del yesto se coloca la. privie-
ra cifra de las no separadas; dividiendo el niumero qgue asi $2
Jorma por el divisor, se obtiene la sequnda cifra del éocien-
te, con Lo que se repilen las mismas operaciones que se lhicie-
ron eon La primera; continuando de este modo Aasta gue se
kayan empleado sucesivamente todas las cijfras no separadas
del dividendo, se oblendrd el cocignie entero, y el resto de (@
wltima sustraccion serd el residua de la operacion.

S alguno de los dividendos parciales fuese menor gue el
divisor, (o cifra correspondiente del cociente Serd cero, y se
colocard ¢ la derecha de dicho dividendo parcial [a siguiente
del total, continuando despues del modo dicko.
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52. Es muy conveniente comparar las operaciones si-
guientes, para formar cabal idea de ¢como la division - des-
compone la multiplicacion.

MULTIPLICACION.

Multiplicando. . .
Multiplicador, ..

1.er producto pareial. .
Py id. i

3uer' qd.

Producto total

Residuo

LA OPERACION ANTERIOR DESCOMPUESTA POR LA DIVISION.
Dividendo 34595 | 129 Multiplicando.
d.er producto parcial, . 25800 |"He8™ Multiplicador.

8795

R id. id. 7740

~

1055
ler  id. T: MR 14 )

Residuo. =93

53, Otra teoria de la division.

Vamos 4 dividir 34572 por 267.

Siendo el dividendo mayor que diez veces el divisor, 91
cociente serd mayor que 10, y constard por consiguiente de
decenas y unidadss.

El producto de las decenas del cociente por el divisor es
un niimero exacto de decenas, las cuales estarn contenidas
en las del dividendo; pero estas contienen ademds algunas
otras que han podido resultar del producto de las unidades
del cociente por el divisor y del residuo; luego si dividimos
las 3457 decenas por 267, el cociente no sera menor que-el
verdadero. Tampoco puede ser mayor, porque para resultar
el cociente aumentado en una decena, seria necesario que
3457 contuviese 267 decenas resultantes de multiplicar el
divisor por las unidades del cociente, lo que es imposible,
porque este producto es 4 lo mas igual 4 267 X 9, y aunque
afiadamos el residuo, silo hay, serd 4 losumo igual 4 266,
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de modn que todavia faltard una unidad para completar las
267 decenas; luego

Dividiendo las decenas de wn wimero por el divisor, se
obtienen las decenas del cociente. _

Si restamos del dividendo el producto del divisor por las
decenas del cociente, el resto contendré el producto del divi-
sor por las unidades del cociente y ademis el residuo de la
operacion. Dividiendo aquel resto por el divisor, obtendre-
mos las unidades del cociente; el producto de estas por el
divisor restado del dividendo parcial daréd el residuo: luego

Para dividiz dos mimerns se dividen las decenas del divi-
dendo por el divisor, Y ¢ obtendran las decenas del eociente;

para hallar las wnidades, se resia del dividendo el producto

del divisor por las decenas del cocientc, Y € divide la dife-
rencia por el divisor.

34572 | 267
2670 17yag9
787
534
2532
2403
129

Segun esta regla, debemos dividir 3457 por 267; y como
el cociente contiene 4 su vez decenas y unidades, dividire-
mos 345 decenas pot 267, y obtendremos 1 para cifra de las
decenas. Multiplicando 1 decena por el divisor y restando el
producto de 3457, se obtiene el resto 787, que dividido por
967 da las unidades. Multiplicando 2 por el divisor y restan-
do el producto 534 d=l resto anterior, se obtiene el resto 253
de la division de 3457 por 267.

El cociente obtenido 12 representa las decenas de la divi-
sion total, luego debemos multiplicarle por el divisor y res-
tar el producto del dividendo; sin embargo, esta sustraccion
la hemos efectuado ya en parte, puesto'que-se ha restado de
3457 el producto de 267 por 12 unidades; para completarla,
ohservaremos que el producto de 267 por 12 decenas se forma,
anadiendo un cero al de 267 12, y que poniendo la iltima
cifra 2 4 laderecha de 3457, se tiene el dividendo total; lue~
go la diferencia que buscamos se obtendra colocando la cifra
9 4 1a derecha del resto 253: resulta asi el numero 2532, que

dividido por 267 da la wltima cifra del cociente.
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De este nuevo razonamiento se deduce la misma regla
que del primero.

54. L]; prueba de la division consiste_en multiplicar el
cociente por el divisor y aiiadir ¢l products el residio: la
suma sera iqual al dividendo [46), si la operacion y la prus-
ba estin bren hechas.

55, SI se suprime uno ¢ mas ceros de la derecha de un
numero, quedard éste dividido por la unidad seguida de
los ceros suprimidos. .

En efecto:si suprimimos los ceros del niimero 37000, cada
cifra significativa adquieré un valor mi/ veces menor [16],
luego el numero queda dividido por 1000.

56. Caso particular. Si el dividendo tiene varias cifras y
el divisor una sola, se simplifica mucho el procedimiento del
tercer caso omitiendo los restos y los dividendos parciales,
que se encomiendan &da memoria.

Por ejemnplo, para dividir 37249 por 7, diremos:

37249 | 7
5321
2
la sétima parte de 37 es 5 y sobran 2, que con la cifra si-
guiente del dividendo componen 22; la sétima parte de 22 es
3 y sobra 1, que con la cifra siguiente forma 14; la sétima
parte de 14 es 2 y no sobra nada; la sétima parte de 9es 1y
sobran 2, que es el residuo de la operacion.

57. ln numero es dévisidle por otro, cuando la division
del primero por el segundo es exacta.

El primer numero es multiplo del segundo y éste 4 su
vez es factor, divisor 6 parte allcuota del primero.

Asi, 24 es divisible por 6, y 6 es divisor, factor ¢ parte
alicuota de 24.

58.. Teorema. Para dividir una suma indicade por un
Jactor de todos los sumandos, se divide cada wno de esios por
el factor comun, y sesumar los cocientes.

Vamos & demostrar que f

54 18+427) : 3=15:3 418 : 3 427 : 3.

El cociente ha de ser un ntmero que multiplicado por 3
de 15—4-18-4-27; pero si multiplicamos 15: 3—-18: 34-27: 3,
que es una suma indicada, por 3, el producto de multiplicar
cada cociente de los que componen la suma por el divisor 3
aebe dar el dividendo resprctivo, luego

(15 : 3+ 18:8534-27.: 3) X 3 = 15+ 18 | 27

Lo que demuesira el tecrema.
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Tsta verdad se enuncia con frecuencia diciendo: 8% fodos
Ins sumandos de una suma se dividen por un factor comun,
la suma quedard dividida por dicho ,ﬁz’cmr. '

59. TroreMa. Para dividir (o diferencia entre dos 1=
meros por un factor de ambos, se divide cadn uno ds ellos
por el factor comun, § $¢ restan los cocientes.

Queremos demostrar que

(28 —16) : 4=28:4— 16 : 4.
En efecto,
8': 416 :4) X 4 = 2816,
que es la diferencia dada; luego 28: 416 : 4 es el cociente.

Tambien podemos decir: A% el minuendo y el sustrarndo
se dividen por un factor comun, la diferencia queda dividi-
da por dicho factor.

60. ‘TroreMA. Para dividir un producto de dos nUMeros
por un divisor de wno de los factores, se divide este factor
por su divisor. !

En efecto: si consideramos como multiplicando el factor
gue se supone dividido, el producto serd una suma de tantos
niimeros iguales 4 dicho factor como unidades tiene el otro;
lividiendo el primero por un nimero, cada sumando queda
{ividido por el mismo niimero, 'luego la suma estd en'igual
»aso [58], y como la suma no esmas que el producto pro-
yuesto, el teorema queda demostrado.

" Jista verdad puede tambien enunciarse diciendo: 5% #no
1e los factores de un producto s2 parte por un divisor swyo,
o producto quedard partido por el mismo divisor.

61. Expongamos una aplicacion importante de este teo-
remia.

Cuando uno 6 los dos factores de un producto’ terminan
en ceros, para. ffectuar la multiplicacion, se prescinde de
estos, se multiplican los niimeros que rosulton, y @ la dere-
cha dzl products se araden tantos ceros como tienen los fac-
tores propuestos.

8i queremos, por ejemplo, multiplicar 56300 por 43000,
se multiplica solamente 563 por 43, y se afiaden cinco ceros
al producto 24209.

En efecto: suprimiendo dos ceros en el multiplicando, se
livide por 100 [55], luego el producto quedard: dividido por
100; suprimiendo tres ceros en el multiplicador, se divide
nor 1000; luego el producto se hace 1000 veces menor. Por
vonsiguiente, para que el producto sea el verdadero, hay que
meerie 100 veces mayor y despues 1000 veces mayor, lo gque

UpNI®
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se consigue afadiendo cinco ceros, precisamente tantos como
tienen los dos factores.
Sara; pues, 56300 X 43000 = 2420900000.

V.—Producto de varios factores enleros.

62. Leva. n producto de dos factores no se altera divi-
diendo una de las factores por un divisor suyo, Y multipli-
cando el otro factor por diclo divisor.

En efecto: dividiendo unode los factores por un divisor
suyo, el producto queda dividido por dicho divisor [60]; pero
multiplicando el otro factor por el mismo niimero, el produe-
to queda multiplicado [44]; yeomo estas alteraciones del pro-
ducto se destruyen mutuamente, dicho preducto no varia.

63. Una expresion de la forma

2 M3 M4
se llama producto de varios factores, y significa que el pri-
mero de ellos 2 debe multiplicarse por el signiente 3, el pro-
ducto 6 por el tercer factor 5, y el producto 30 de los tres
primeros por el cuarto 4. De modo que
2X 3 X5 X4=120.

Por consiguiente, un producto de varios ntimeros 2 X 3
X5 X 4 puede considerarse compuesto de dos factores sola-
mente, siendo uno de ellos el valor efectuado de 2 3X 3 X 5 y
4 el otro. De modo que

a3 IBIDE =S (3 h) Ml

Siempre que escribamos un producto de varios factores

en unade las formas .

(22 3uB) D 4 8i0ud 2L B ubiNGd,
se entenders que lo consideramos como el producto de las
cantidades separadas por el signo X .

64, Teorema. Para multiplicar wn nibmero- por un pro-
ductn de varios factores, se multiplica el nimero sucesiva-
mente por cada uno de los factores.

Si los factores son dos, el teorema es cierto.

Iin efecto: 3 A2 08)i=1(B3%2) X5 1 [62];
pero es evidente que (B2 he=3 520 i
luego 9 G R =g 52051

Si el teorema es cierto. cuando e! produeto consta de va-
rios factores, lo serd igualmente cuando el producto tenga
un factor mas.
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Supongnmos que
IN2.5...4=3.2.5... 4
vamos & demostrar que el teorema serd tambien cierto si al
producto 2 . 5 ... 4se afade un factor nuevo 7, esto es, que
3% (2.5 . 4.7=3.2.5...4.7.

El producto 2. 5 ... 4.7 puede considerarse compuesto
de solo dos factores: 2 .5 .... 4 y 7;'si lo dividimos por el fac-
tor 2 . 5 .... 4, el cociente serd 7; segun esto y el lema [62],
tendremos

3X(2.5....4.7)3(3)(2.5....4)X7_;
Pero suponemos que 3X2.5..4=3.2.5.. 4
luego la anterior igualdad se convierte en :
BB aer s ) == (B0 2 Bies 4) X T,
pero es evidente que (3,29 «va 4 X7=3.2.5 ....
luego finalmente 3X (2.5 ... £.7)=3.2.05 ...

Ahora bien, como el teorema es cierto para dos factores,
lo serd igualmente para tres; siendo cierto para tres, lo sera
para cuatro, y asi sucesivamente; luego es siempre eierto.

65. Teontya. Para multiplicar entre si: dos productos
indicadns, se multiplica el primero sucesivamente por cada
uno de los factores del sequndo.

Queremos demostrar que

{3.5.‘2)){(4.6.7):3.5.2.4‘6.7.

En efecto: 3. 5 . 2 puede sustituirse por su valor efectua-
do 30, y tendremos
(3.5.2)X(4.6.7) =30X(4.6.7)= 30461 7=81521406.

66. TEorENA. Para multiplicar wn producto wndicado por
an, miimero, se multiplica cualguiers de sus factorzs por
dicho nimero.

Vamos & demostrar que para multiplicar el producto
2.3.5.4por7, basta multiplicar cualquiera de sus facto-
res, el 3 por ejemplo, por 7.

Sabemos [65] que

99 Biad =9 3N 4,
luego (?,.3.5.4))(7:(2.3)(5.4)X”I;
pero se multiplica un producto de dos factores por un nime-
ro, multiplicando cualquiera de los factores; luego
(2.835.4) X 12 3.1X5,4=2.3.7.5.4.=2.21 :5.%
67. Treorgva. L producio de varios factores no s¢ allera
variando el orden de lns factores.
Si estos son dos, el teorema estd ya, demostrado [31].
Supongamos que sean mas de dos, y probeimnos, el pri-
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mer lugar, que uno cualquiera de sllos pusde eolocarse el *
ultimo.
Sea el producto 2. 3. 5. 4. 7; digo que el factor 5 puede
ecupar el ultimo [ugar,
En efectd:r* 2519 5,

0.4 . T=2:83X5.4.7 [64];
pero O. 8. T = 53T g o 5 g sy
lmego. 2. 3U5 4. 729 8% 4 5 g o ap sl

Demostremos ahora que el uitimo factor puede ocupar
un lugar cualquiera.

Kl producto 2.3 .4 . 7.5 puede considerarse compuesto
de los factorss 2. 3. 4. 7'y 5; pero hahiendo demostrado que
para multiplicar un producto por un nimero, se m ultiplica
cualquiera de los factores por dicho niimero, tendremos

(2347 X528 (405753145

Acabamos de ver que todo factor puede ocupar el altimo
Ingar y de éste pasar & otro cualquiera, luego se puede
alterar arbitrariamente el ¢rden de los factores, sin que
varie el valor del producto.

68. TroreMA. Para dividir tn producto indicads por un.
gim:&w dz wno de sus factores, se divide este Jactor por su
L2 AYY

Sea 2. 8.15. 7 el producto que se quiere dividir por 5;
vamos & demostrar que basta dividir el factor 15 por 5, esto
es, que

(2,8 515 7)) b—19_ 8B H ]

En efecto: multiplicando- el segundo miembro de esta
igualdad por el divisor 5, para lo cnal basta multiplicar par
este numero el factor 3, resulta el dividendo2.8.15.7,
luego el mencionadosegundo miembroes el cociente buscado.

69.  Treorema. Dividiends un nimero por uno de sus fae-
tores. ol cociente pir una de Ins suyss, e sequndn cociente
Jpor otro factor etc., el Witimo cocisnte es el mismo que se
obtendria dinidizado el nidmero dado por el products de todos
{98 dirisores.

Supongimos que se divide 840 por 2, el cociente 420 por
J, el segundo cociente 140 por 5; vamos & demostrar que el
iercer cociente 28 es el mismo que s¢ obtendria dividiendo
G40 por 2. 3. b.

In efecto: multip’icandn el tercer eociente 28 nor 5 se
Outicne el segundo: multiplicando éste por 3, sé abiiene el
primero: v multiplicando éste por 2 se obtiene el nimera
«ado 840. Pero habiendo mu'tiplicade 28 sucesivamenta por
9, 3 ¥ 2,se ha muitiplicado por el producta 2. 3. 5; luego28
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es 6l cociente de 840 por el producto 2 . 3.5 de los divisores.
70. Los productos de factores iguales dan origen & las
potencias.

Porexcia da un miimero es el producto de varios factores
iguales al numero.

Si los factores iguales son dos, la g)otencia se 1lama 'se-
gunda & cuadrado; si son tres, tercerd cubo; sison cuatro,
cinco etc., se llama cwarta, quinta etc.

Asi, 5 X 5 es la'segunda potencia 6 el cuadrado de 5,

5 3 5 X 5 es la tercera potencia 6 el cubo de 5,
5 X 5 X 5 X5 es la cuarta potencia de 5 ete.

Con ohjeto de abreviar la expresion de las potencias, se
eseribe el factor una sola vez y 4 su derecha, un poco eleva-
do. un nimero que indica las veces que el propuesto se repi-
te por factor.

De modo que

el cuadrado de 5, que es 5 . 5, se escribe 52,
el cubo de 7, que es 7 . 7 . 7, se escribe Fhi

Las expresiones b*®, 7% se enuncian respectivamente di-
ciendo: eineo elevado al cuadrads, siete elevado al cubo.

Grapo de una potencia es e/ numero ordinal que exprest
cudntos factores (@ componen.

Expoxexte de una potencia es el numero cardinal eorres-

ondiente & su grado.

95 es la potencia de quinto grado de 2, el exponente es 5.

Para hallar la potencia de cierto grado de un numero, se
multiplica éste por si mismo tantas veces INEN0s una como
nnidades tiene el exponente; puesto que una multiplicacion
contiene dos factores, dos multiplicaciones, tres; en fin,’el
numero de multiplicaciones es inferior en una unidad al de
factores.

Siempre que un NUIMero quiera expresarse en forma de
potencia, convendremos en asignarle el exponente 1. asth—
5!, y diremos: la primera potencia de un nimero es el Mismo
NUMETO. .

=1. Tronema. Para multiplicar dos potencins de un mis-
mo nimero, se eleva éste d una potencia cLyo exponente Sed
o suma de Irs ezponentes de los factores.

En efecto:

2"')(2':2.2.2)(2.2.2."2:2.‘2.‘2.2.2.‘2.2-:27.

U
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CAPITULO TERCERO.

PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS NUMEROS
ENTEROS.

I.—Divisibilidad.

72. Tronems. Tode numero divisor de otros DATIOS, €8
divisor de su suma.

Sea 3 el mimero divisor de 15, 21 y 30; queremos demos-
trar que 3 es divisor de 15 -+ 21 ~ 30,

En efecto: el cociente de 15 + 21 —+ 30 por 3 es la suma.
de los cocientes que se obtienen dividiendo cada sumando
por 3 [58], pero estos cocientes son exactos por hipétesis, Tua-
g0 el de 15 - 21 4 30 es tambien exacto, ¢ lo que es igual,
3 es divisor de 15 - 21 -+ 30.

3. TrorEmA. 8% wn nimero es divisor de un sumando e
n0 ¢y es del otro, na es divisor de I suma.

7 es divisor de 35 ¥ no lo es de 27; queremos demostrar
que 7 no es divisor de 35 - 27.

Sabemos que 3b=5.7 - 27=3.746:
sumando miembro 4 miembro estas igualdades, resulta
D40 =5.7T4+3.T+6=035+3 .7+ 6:
si dividimos 35 + 27 por 7, el cociente sers 5 —+ 3 y quedara
6i-de residuo, luego la suma de 1os niimeros propuestos no es

divisible por 7.

Escovo. El residuo correspondiente 4 Ia suma 35 +27, es

el mismo que ss obtendria dividiendo el segundo sumando.
4.  Trorema. Todo divisor de un numearo, es tambien di-
visor d= cualguier miltiplo de este nimero.

» es divisor de 15; vamos 4 demostrar que tambien lo es
de 15 . 4.

En efecto; 15,4 =154 15 1+ 15 -+ 15:
siendo 6 divisor de todos estos sumandos, es divisor de la
suma, 6 sea del producto 15 . 4.

Conviene enunciar tambien este teorema de la maners
siguiente: 7'ods mailtiplo 42 un nmero, es tambicn milliplo
de cualguier divisor de dicho nimero. :

Esto es, siendol15 . 4 miltiplo de 15, es tamhien multiplo
de enaljuier divisor de 15, de 5 por ejemplo.
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m5. Troreaa. Todo divisor de dos nilmeros, es tambien
divisor de su diferencid.

Sea 7 el numero, divisor de35 y 14, decimos que 7 es
tambien divisor de 35 — 14.

En efector el cociente de 35 — 14 por 7 es la diferencia de
los cocientes que se obtiene dividiendo el minuendo y el sus-
traendo por 7 [59]; pero estos cocientes son exactos por hipo-
tesis, luego el de 35 — 14 por 7 es tambien exacto, 6lo que
vs igual, 7 es divisor de la diferencia.

6. TEoREMA. S unm atmero es divisor deol minuendo y no
lo es del sustraendo, no es divisor dela diferencia.

In efecto: 1a diferencia mas el sustraendo es igual al mi-
nuendo; si la diferencia fuese divisible por el niimero pro-
puesto, como el sustraendo nd 1o es, la suma, esto es el mi-
nuendo, no podria serlo [73], lo cual es contrario 4 la hipote-
sis; luego el nmamero propuesto 1o puede ser divisor de la
diferencia.

w7, Trowesa. S5 da diferencia de dos nimeros es divisidle
por Un tercero, los residuos de dividir agquellos por dste son
iguales. : '

Sean 41 y 29 los ntimeros; tenemos 41 —29=12, y sea 3,
un factor de la diferencia 12; vamos & demostrar que los re-
siduos de dividir 41 y 29 por 3 son iguales.

En efecto: 41 =12 4+ 29;

9 s divisor de 12; si divide 4 29 serd factor de 41, luego los
residuos seran ambos iguales a cero. Si 3 no divide 4 29,
tampoco divide & 41; pero el residuo de dividir por 3 la suma
esigual al de dividir el sumando 29 [73, escolio]; luego el
teorema enunciado es cierto. -

8. TEOREMA RECIPROCO. 1S dividiendo dos nalmeros por i
tercero se obtienen residuos iguales, la di, ferencia de dickos
dos nilmeros es divisible por el tercero. ;

Supongamos que los nlimeros 72y 46 divididos por 13 den
ambos el residuo 7; queremos demostrar que 72 — 46 es divi-
sible por 13. '

En efecto: La diferencia 72 — 46 no se altera restando 7
unidades del minuendo v otras 7 del sustraendo; pero estos
nimeros disminuidos en el residuo 7 son divisible por 13,
luego su diferencia lo es tambhien. ;

79. 'Todo numero divisible por 2 se llama par, ¥ si no lo
es, impar.

2. 4, 6, 8 son numeros pares; 1,3, 5, 7 son impares.
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TroreMA. Para gus un. n¥mero sea divisible por 10, se
necasita y basta que termine en cero. ’

En efector si'el cociente de un niimera por 10 es exacto,
multiplicindole por el divisor se obtendrd el nimero pro-
puesto; pero el producto por 10 termina en cero, Inego si un
numero es divisible por 10 termina necesariamente en cero.

Ademds el cociente de dicho mimero por 10 es la canti-
dad que resulta suprimiendo el cero en que termina [55]; lue-
£0 basta que un niimero termine en cero para que sea divi-
sible por 10.

80. De un modo semejante se demuestra el siguiente

Teonena. Para gue un nimero sea divisible por la unidad
saquida de varios ceros, se necesita Y basta que termine en
Lantos ceros coma acompanan & la unidad. :

8L. | Trorema. Para gue un nimero sea divisille por 2, es
NECASATLN I SUficiente que termine en cero d en cifra par.

Sea el niimero 350: este numero es multiplo de 10; 10 es
el producto de 2.5, luego 2 es divisor -de 10: por consi-
guiente tambien lo serd de su multiplo 350 [74].

Sea el nimero 346, que termina en cifra par; se puede
descomponer este niimero en los sumandos 340 Y 6:2 es divi-
sor de 340, es tambien divisor de. 6, luego sera divisor de la
suma 340 4- 6, 0 de 346; luego todo nimero que termina en
cero 6 cifra par es divisible por 2, 1o que manifiesta que la
gondicion del enunciado es suficiente.

Ademads es necesaria, porque 237, por ejemplo, se des-
compone ea 230-1-7, v como el primer sumando es multiplo
de 2 y el sezundo no lo es, tampoco lo serd la suma.

82. Tronewa. Para gue un mimero sea divisible por 5, se
necesita y basta que termine er cero d en 5.

Si el nimero termina en cero es divisible por 10, v como
10 es mtultiplo de 5, el nitmero propuesto lo serd tambien,

Siterming en 5, por ejemplo 375, se descompone en 370
— 5, v como estos sumandos son divisibles por 5, la suma lo
serd tambien: Inego 1a condicion es suficiente.

Si el ntmerono termina en cero ni en 5, por ejemplo 278,
&¢ descompone en 270 4 3; el primer sumando es divisible
por 5, elsegundo noloes, luego tampoco lo serd la suma;
1o que prueba que la condicion del enunciado es necesaria.

83. Teorema. Para que un nimero seq divisibile por 4, es
necesario y suficiente que las dos ailtimas cifras sean ceros
o eampongan un mlliplo de 4. i

Lo efector todo numero terminado en dos ceros es divisi-
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ble por 100 [80[; pero 100 ==25. 4 es divisible por 4, luego
el numero propuesto lo serd tambien.

Sea el niimero 3528, cuyas dos ultimas cifras componen
el niumero 28, multiplo de 4.

9598 — 3500 - 28; el primer sumando es divisible por 4,
el segundo lo es tambien, luego la suma 3528 es un multi-
plo de 4.

Por consiguiente la condicion del enunciado es suficiente.

Del mismo modo que en los teoremas anteriores se de-
mostraria que es necesaria.

84, TEoREMA. Para gue wn nimero seq divisibls por 24,
se necesita y basta que las dos Wéitimas cifras sean ceros 4
COMPONGUN U meiﬁip!o de 25,

Se demuestra este teorema como los anteriores.

85. Lewa. Zoda cifra significativa seguide de ceros, es

wn miltiplo de 9 aumentado ea el valor, absoluto de la cifre
signi ficalivd.

Soa el mamero 7000; demostremos que este numero sg
compons de un maltiplo de 9 mas 7 unidades.

Yn efecto: 7000 = 1000 7; y 1000 = 999 <+ 1,
pero todo mimero escrito solo con nUeves es ul multiplo da

9, porque puede cousiderarse como el producto por 9 de un
namero eserito solo con unos; luego
1000 = m .de 9~ 1; 1
poniendo en la igualdad 7000 = 1000, 7 en lugar de 1000
este valor, serd
7000 = (m . e 9+1 . 7=m.de9.74+7;
y como todo multiplo de 9 multiplicado por 7 es tambien
miltiplo de 9, tendremos por nltimo
CoR000=m . de 9417.

86. Tronema. Para que un wimero sea divisible por 9, s
necesita y basta gue la suma de (o8 valores absolutos de sus
cifras sea miitiplo de 9.

Sea el nimero 3564.
Tewermos 2564 = 3000 ~+ 500 =} 60 - 4;
pero 3000 = m . de, 9+ 3
500 = m . de 9—+5
60 = im:nde a9~ 6
4= 4
Sumando los primeros miembros de estas igualdades y
despues los segundos, las sumas serdn iguales. La primera

4 La expresion m . de 9, léase mulliplo de 9.
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es el namero propuesto; en cuanto # la segunda se compone
de varios multiplos de 9, euya suma es tambien divisible
por 9 [72], y de 3 45 4 6 - 4. Tenemos, pues,

3564 =m . de 9+ (3 4 5 -+ 6+ 4).

Escribimos el segundo miembro en esta forma, para con-
siderarle como la suma de dos nimeros: uno de etlos, 7 . de
9, es divisible por 9; si el segundo sumando 8 - 5 + 644
es igualmente divisible por 9, la suma lo serd tambien: pero
si dicho sumando no es multiplo de 9, tampoeo lo sers el
numero propuesto. Ahora bien, 3 45—+ 6 = 4 es la suma
de los valores absolutos de las cifras de éste, luego el teore-
ma es cierto.

87. TeorEMA. Para gue un nimero sea divisilile por 3, se
necesita y basta gue la suma de los valores absolutos de sus
cifras sea miltiplo de 3.

Acabamos de ver, en efecto, que cualquiera que sea el
numero dado, es igual 4 un miltiplo de Y mas la suma de
tos valores absolutos “de sus cifras. Siendo 3 factor de 9, el
mencionado multiplo de 9 serd tambien multiplo de 3: lue-
go si'la suma de las cifras del nimero dado esdivisible por 3,

Lo serd el mimero, y no lo serd en el caso contrario.

88, Lewa. Unacifra significativa sequida de ceros es un
maltiplo d-» 11 aumentado 6 disminuido en el valor absoluto
de dicha cifra, sequn gue el mibmero de ceros sea par 6 im par.

Dividamos la unidad seguida de un nimero indefinido de
ceros por 11,

F00:0:0:0:0:0.. 1T
100 Hq( «
100 90909...
1

Y veremos que las cifras del cociente son 9 v 0 alternativa-
mente, y los residuos 1 y 10: es claro que esta ley se obser-
vara siempre. Luego 100, 10000, 1000000, en una palabra,
la unidad seguida de un niimero par de ceros, da 1 de resi-
duo, 6 es un mnltiplo de 11 aumentado en una unidad:
mientras que 10, 1000, 100000, esto es, la unidad seguida de
un namero impar de ceros, da 10 de residuo, 6 es un multi-
plo de 11 disminuido en una unidad.

Aliora es ficil demostrar el lema.

Sea, por ejemplo, el niimero 50000,

Tenemos  50000=10000 . 5, pero 10000 = . de 11 4- 1,
luego 00000 = (m .de 1l <4-1) .5 =m .de 11 .5 5;
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pero 7t . de 11 .5 es un multiplo de 11 [74]; luego
50000 = m . de 11 4= 5.

Sea el ntmero 5000.

Tenemos 5000 = 1000 . 5, pero 1000 =— 72 . dell —1,
luego 5000 == (m . de 1 o= 1) b= .de 185
pero m . de 11 . 5 es un multiplo de 11; luego

5000 = 7 . de 11 — 5.

89, TronEMA. Para que un numero Sed divisible por 11,
es necosario y suficiente que la diferencia entre la suma de
{as cifras de lugar impar, contando de derecha d izquierda, y
la suma de las cifras de lugar par sed cero 6 un matltiplodell.
Sea el ntumero 374869,

Tenemos 374869 = 300000 -4-70000~+4000—4-800+-60+-9;

pero 300000 =m .de 11 —3
70000 = m . de 11 47

4000 =m .dell — 4

800 =m.de 1l + 8

60 =.m>erdeill —i6

9= 9

(

Sumando ordenadamente estas igualdades, y recordando
que la suma de los multiplos de 11 contenidos en lossegun-
dos miembros, es un multiplo de-11, tendremos

374869 — m .de 1l —3 +7—44+8—6+9,
6 374869 — m . de 11 + (7 +8+9) — 344+ 6);
luego % NUMETO czml%uiem es un maultiplo dell mas la

suma de las cifras de lugar impar, menos la Suma de las
cifras de lugar par.

Restando las sumas comprendidas en los paréntesis, re-
sultard un namero, que representaremos por 2, y tendremos

374869, = m . de 11 4 2); .
si 2 fuese cero, tendriamos

374869 = . . de 11,

esto es, el nimero dado seria divisible por 11; si 2 no es cero,
el ntimero propuesto es la suma de otros dos: el primerv #72.
de 11 es divisible por 11, si el segundo 2 es tambien divisi-
ble, la suma lo serd igualmente;y si .2 no es multiplode 11,
tampoco lo serd la suma.

Réstanos suponer el caso en que la cantidad comprendida
en el primer paréntesis sea menor que la del segundo, sien-
do por tanto imposible la sustraceion de las mismas.

Representemos 1a Erimera, esto es, la suma de las cifras
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de lugar impar por 7, ¥ la segunda, ¢ sea la suma de las ei-
fras de lugar par por Z;el niimero p:‘c)}))uesto se compene de
m.dell + 1 — P,

y puede ser considerado como la diferencia entm m. dell -+
[ y £; si disminuimos el minuendo en [ queda m . de 11, y
debemos disminuir tambien el sustraendo, para que 1o se
altere la diferencia; de este modo el ntimero dado se puede

expresar por
m.dell — (P —T),
siendo ahora posible la sustraccion entre P é 7.
Llamentos 2 & la diferencia, y el numero sersd
m . de 11 — 2. r

Si 2 esdivisible por 11, el ntumero tambien lo serd ['“»]

perosi fno es divisible por 1, tampoco lo serd elnumero[76].

90. Hallando, por medio de la division, los residuos de las
unidades numerativas de los diversos érdenes por. un nimero
cualquiera 7, se descubre, al cabo de algunas divisiones, una
ley, con arreglo 4 la cual sg repiten dichos residuos.

En efecto: estos son todos menores que el divisor #, luego
al cabo de tantas divisiones & lo mas como unidades tiene z,
se repetird necesariamente uno de los residuos anteriores;
anadiendo un caro 4 la derecha del residuo repetido, y prosi-
guiendo las divisiongs, se reprodueirdn peridédicamente los
dividendos parciales, y por tanto ios residuos, puesto gue el
divisor es constante.

Ahora bien, una unidad numerativa cualquiera es un
multiplo de % mas el residuo respectivo, que ya conocermos;
luego 2, 3, 4... unidades del mismo 6rden seran un multiplo
de 7 mas 2, 3, 4... veces el residuo; y como un numero dado
puede descomponerse enlas unidades desus diversos érdenes,
serd igual & un multiplo de » mas los productosque reaulten
de muluplnal cada cifra significativa por el residuo corre
pondlente 4 la unidad numemtwa de su ¢rden.

Si la suma de estos productos es un multiplo de z, el ni-
mero tambien lo serd; pero si la suma no es divisible por el
divisor %, tampoco lo serd el niimero.

Este es el método general que, modificado conveniente-
mente en cada caso particular, debe seguirse para hallar los
caracteres de divisibilidad de los numeros porun divisor
determinado.

Un ejemplo aclarard las anteriores considera¢iones.

Propongamonos hallar los caracteres de divisibilidad de
los nlimeros por 7.
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10:0.0.0.0.0.0...
30
20
60
40
50
1

0

Dividiremos la unidad seguida de un ntmero indefinido
de ceros por 7, y veremos que la sétima division da 1 por re-
siduo, ¥ que éste seguido de un cero reproduce el primer di~
videndo parcial 10; luego se reproducirin en el mismo ordexn,
y de seis en seis, todos los residuos.

La ley que siguen estos es la siguiente: una unidad, una
decena, una centena, dan respectivamente por residuo 1,3,2;
luego estas unidades numerativas son un multiplo de 7 mas
1, 36 2: una unidad de millar, una decena de millar, una
centena de millar, dan por residuo respectivamente 6, 4, 5;
luego son un multiplo de 7 mas 64 4 6 5, 6 sea, menos 1, 3 o)
2, que es lo que falta 4 6, 4 ¢ 5 para valer 7.

Esta misma ley siguen los residuos’ de las seis unidades
numerativas siguientes, repitiéndose siempre.

Si una unidad numerativa cualquiera es un multiplo de7
mas 6 menos 1, 3 6 2, varias unidades numerativas del mis-
mo érden, serdn un miltiplo de 7 mas 6 menos 1, 3 6 2 mul-
tiplicado por el numero de dichas unidades.

Ahora bien, si descomponemos el niimero dado en perio-
dos de tres cifras, empezando por la derecha, cada periodo
constard de unidades, decenas y centenas: un periodo de lu-
gar impar serd un miltiplo de7 mas los productos de multi-
plicar sus, cifras por 1, 3'y 2; y un periodo de lugar par serd
un multiplo de 7 menos los productos de sus cifras por los
mismos numeros.

Luego, i suponemos un nimero descompuesto en perio-
dos de tres cifras, G partir de lo derecha, dicho niimero serd
iqual & un multiplo de T mas los productos de multiplicar
por 1, 3, 2 respectivamente las unidades, decenas y cenlenas
de los periodos de lugar impar, menos los productos de mul-
tiplicar por los mismos wumeros las unidades, decenas y
centenas de los periodos de lugar par.

Fjemplo. Queremos saber si el nimero

1.782.759.041
es divisible por 7,
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Dispondremos los cdleulos del modo siguiente:

PERIODOS DE LUGAR INPAR. PERIODOS DE LUGAR PAR.

) B e
suge—=iie]i

SR =it

il 2

3= 24

s @restyipd

53

La diferencia 53 — 39 = 14 es dnmlm por 7, luego el
mimero propuesto tambien lo es.

Escocio.  Cuando se trata de averiguar si un numero es
divisible por otro, generalmente lo mas breve es efectuar la
division. Los tunicos caracteres de divisibilidad verdadera-
mente importantes en la practica, son los enunciados en los
numeros anteriores.

II.—Maximo comun divisor.

91. Maxmio coMuN DIVISOR de varios niumeros es el mayor
nilmero que divide evactemente @ todos ellos.

El maéximo comun divisor de 24 v 18 es' 6; porque 6 es
divisor de 24 y 18, y ningun mtimero mawl que 6 divide
exactamente a tll(‘h()s nneros.

92.  Trorema. 5% el cociente de dos nimeros es exacto, el
menaor de ellos serg el m . ¢ . d . 1 de ambos.

Sean los ntimeros 64 y 16.

Siendo 16 divisor de 64, como tambien lo es de sf mismo,
es divisor comun de 64 y16: es ademas el mayor, porque evi-
dentemente ningun ntumero mayor que 16" pueclt dividir &
éste; luego 16 es el . ¢. d.

: 93. Trorema. A% el cociente de dos nimeros.no es exacto,
elam. ¢. d. de ellos es igual al m. ¢. d. del divisor y residuo.

Sean 54 y 12 los nimeros propuestos.

Dividiendo el mayor por el menor el cociente es 4, y 6 el
residuo; si del dividendo se resta el producto del divisor por
el cociente, la diferencia es igual al residuo, esto es,

54— 12 . 4 = G;

-

4 Léase maxzimo comun divisor.




ahora hien, todo divisor de 54 y 12 es divisor de 12. 4 [74],
luego lo sera tambien de la diferencia 54 — 12 .4, 6 sea del
residuo 6.

Tambien sabemos que el dividendo es igual al producto
del divisor por el cociente mas el residuo, esto es,

54 =12 .44 6;
ahora bien, todo divisor de 12 y 6, 1o es de 12.4, luego lo
serd de la suma 12 . 4 4 6, 6 sea, del dividendo 54.

Por consiguiente, €/ dividendo y divisor tienen los nis-
mos factores comunes que el divisor y residuo; luego el m.
c. d. de los primeros numeros es igual al m. c. d. de los se-
gundos; lo cual debiamos demostrar.

94. Determinemos ahora el m. c. d. de dos nimeros.

Sean estos 120 y 72. s

Si el cociente de dividir el mayor por el menor fuese
exacto, 72 seria el m. . d. [92]; pero esta division da un re-
siduo 48, lo que indica que no siendo 72 divisor de 120, no es
el m. ¢. d. ;

Sabemos [93], que el m. e. d. de 120y 72 es igual al de
72 y 48, luego la cuestion se reduce 4 determinar el m. ¢. d.
de estos nimeros.

Repitiendo el razonamiento anterior, diremos: si el co-
ciente de 72 por 48 fuese exacto, 48 seria el m. c. d.; como
resulta un residno 24, el m. c. d. de 72y 48 es igual al de
48 y 24.

Tl cociente de estos niimeros es exacto, por consiguiente
94 es el m. ¢. d. de los mismos, y tambien el de los numeroes
propuestos.

Vemos que el m. ¢. d. de dos niimeros se determina por
medio de varias divisiones, las que serdn en nimero limitado;
porque todo residuo R pasa & ser divisor, y €omo el residiio
siguiente es menor que el divisor &, es claro que los resi-
duos disminuyen cierto niimero de unidades 4 cada division,
v que se llegard necesariamente & un residuo cero, en cuyo
caso concluye la operacion.

95. De lo dicho se deduce que
Dara hallar el m. ¢. d. de dos naimeros se divide el mayor
o el menor; si la division es ezacta, el menor €S el m. c. d.;
pero si queda residuo, e divide el nmakmero menor por €l resi-
dun, i se continiia dividiendo cada divisor por su residio,
Fasta obtener wn cociente exqeto. Bl witimo divisor es et
m. c. d. buscado.
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Eienmrros.
1. Hallar el m. c. d. de 2082 y 930.
La operacion se dispone del modo siguiente.

2082 | 930 | 222 | 42 [_Ii__ﬁ_.
222 4 3 3 2
| % %
El m. c. d. es 6.

2" BSean los niimeros 940 y 216.

940 | 216 76‘64|]2I4
|1

3

76| 4 2
1

B
64 4 0

2
El m. c. d. es 4.

96. Escorio 1.° El razonamiento del nimero 94 demues-
tra que el m. ¢. d. de los niumeros dados es igual al dé dos
residuos conseeutivos cualesquiera; luego siempre que co-
nozeamos el de estos residuos, daremos por terminada la
operacion.

97. 2. Todo divisor mayor que la mitad del dividendo,
debe reemplazarse por la diferencia entre estos dos niimeros.

En el ejemplo 2.°, el divisor 64 debe reemplazarse por la
diferencia 76 — 64, 6 sea por 12, lo que economiza siempre
una division.

En efecto: siendo 64 mayor que la mitad de 76, el cocien-
te de estos ntimeros es 1, y el residuo la diferencia entre
ellos; si llamamos 2 & este residuo, serd 76 — 64 = By
como Z es divisor de 76 — 64, los residuos de dividir estos
numeros por £ son iguales [77].

Dividiendo, segun se ha hecho en el ejemplo’2.°, 76 por
64, el residuo es 2; dividiendo despues 64 por £, hallaremos
un residuo 7, y tendremos que dividir 2 por 7.

Si, por el contrario, dividimos 76 por &, el residuo es
tambien 7, y tendremos igualmente que dividir £ por 7; pero
habiendo efectuado una division menos.

Asi tendremos
940 | 216 | 76
76 |4 2
64
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08. Troneyma. Todo divisor de dos niimeros es divisor ae
S% M. €. &

Sahemos, en efecto, que todo divisor 7 del dividendo y
divisor. divide al residuo; éste pasa & ser divisor en la segun-
da division, luego el niimero 2, siendo factor del mienor de
los dados y del primer residuo, lo serd tambien del segundo.

2azonando de este modo, veriamos que el numero propuesto
es divisor de todos los residuos, 6 sea, de todos los divisores,
y por tanto del ultimo de estos, que es el m. c. d.
99. Determinemos ahora el m. c. d. de varios numeros.

Sean estos 120, 72 y 54.

El m. ¢. d. de los dos primeros es 24, ¥ el m. ¢. d. del ter-
cer numero y de 24 es 6.

Vamos 4 demostrar que 6 es el m. c. d. de los tres nume-
Y05 propuestos.

En efecto: 6 es divisor de 54 y 24, pero 120 y 72 son mil-
tiplos de 24, por ser este nunero su m. c. d.: luego 6 es divi-
sor de 54, 120 y 72.

Queda demostrado que 6 es divisor comun, faltdndonos
hacer ver que es el mayor.

Todo divisor de los ntmeros propuestos, en el mero hecho
de dividir 4 120 y 72, divide & su m. c. d. 24 (98], y dividien-
do 4 éste v & 54, divide tambien al m. c. d. de estos, es decir
4 6; luego todo divisor de los numeros propuestos es divisor
de 6, por lo que no puede ser mayor que 6; luego 6 es el m.
¢. d. de los niimeros dados.

100. Examinando la serie de operaciones que nos han
dado este resultado, veremos que

Para hallar el m. ¢. d. de varios nimeros se determing el
de dos de ellos: se halla despues el m. ¢. d. del wiimero obie-
aido y del tercero de los dados; despues el del nuevo m. ¢. d.
y el cuarto mimero, y se continia de este modo haste haber
n}}f’i'ﬂ(zf) con todos Ios naimeros dados. B iltimo m. ¢. d. fiit=
lado es el m. e. d. de los mimeros propuestos.

Ejemplo. Hallar el m. ¢. d. de los htimeros 22680, 21294,
5929 y 3465. . -

Primera operacion.

22680 | 21294 | 1386 | 504 | 126
1386 | 1 158 42 e ) a
7434 | 378 | O

504




Segunda operacion. Tercera operacion.
5920 [ 126 1'% 3465 | 7
889 | 47 | 18 66 | 495

07 a6 35
0 0

7 es el m. ¢. d. de los niimeros dados.

101. Teorena. S% multiplicamos el dividendo y el divisor
P wn nikmero entero, el cociente no varia, y el residiuo queda
masltiplicado por el mismo entero.

Sean, en efeeto, 50 el dividendo, 8 el divisor; el cociente
es 6 y el residuo 2.
Sabemos que

50 =8.6 4 2;
si multiplicamos ambos miembros de esta igualdad por un
nimero entero cualquiera, 4 por ejemplo, resultars
50.4=(8.6+2) X4=(8.6) X4+ 2.4;
para, multiplicar el producto 8 . 6 por el numero 4, basta
multiplicar el primer factor, y serd

50.4=(8.4) X 6+2.4;
si ahora consideramos 4 50.4 como dividendo, y 4 8. 4 como
divisor, el cociente serd 6, el mismo de los nlimeros propues-
tos, y el residuo 2 . 4; que es menor que el divisor, porque de
2< 81sededuce?2.4<8.4

Queda demostrado el teerema.

Escorto. Si la division es exacta, el residuo es cero; multi-
plicando este residuo por el ntumero entero, resultard cero
para residuo de la segunda division, la que serd tambien
exacta.

102. Teorema. 87 s2 multiplican dos niimeros por un ter-
cero, su m.c. d. gueda muitiplicado por dicko tercer nimero.

Sabemos, en efecto, que multiplicando el dividendo y el
divisor por nun ntumero V, el residuo queda multiplicado por
dicho numero; este residuo pasa & ser divisor en la segunda,
division, luego estando multiplicado el menor de los niime-
ros propuestos y el primer residuo por JV, resultard multipli-
cado por el mismo nimero el segundo residuo.

Razonando de este modo veriamos que todos los residuos
resultan multiplicados por V; luego el ultimo, que es cero,

1 Ll signo — se lee menor que.
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serd 0 X N, G'sea cero; v el anterior, que es el miec. d.;es-
tard multiplicado por &V, lo que demuestra el teorema.

103. TroreMa. i se divide el dividendn y el divisor por
un factor comun, el cociente no varia y el residuo quedw
dividido por dicho factor. . s

Qain, en efecto, 72 el dividendo, 27 el divisor; el cociente
es 2 y el residuo 18.

Sabemos que

2= 272 18

dividiendo los dos miembros de esta igualdad por un factor
de 72 y 27, por ejemplo 9, serd

72:9=(27.2+418): 9;
siendo 9 factor de 72y 27, loes de 27 .2 y del residuo 18;
luego la division indicada en el segundo miembhro se efec-
tuard dividiendo por 9 los sumandos 27 .2y 18 [58]; para
dividir el primero basta dividir el factor 27 [60]; luego

72 :9=(27:9).2-418:9;
si ahora consideramos & 72 : 9 como dividendo, ¥ & 2759
como divisor, el cociente seré 2, el mismo de: los niimeros
propuestos, y el residuo 18 : 9, que es menor gue el divisor,
pues de 18 < 27 se deduce 18 : 9 = (2 0s

Queda demostrado el teorema.

Fscorio. Si la division es exacta, el residuo es cero; divi-
diendo este residuo por el factor eomun 4 dividendo ¥ divisor;
resultard cero para residuo de la segunda division, la que
serd tambien exacta.

104, Trorrma. &% sz dividen dos nabmeros por un factor
coman, sum. ¢. d. resulte dividido por diclio jactor.

En efecto: sabemos que dividiendo el dividendo y el divi-
sor por un factor comun X, el residuo cueda dividido por
dicho factor: este residuo pasa 4 ser divisor en la segunda
division, lnego estando partido el menor de los NImMeros pro-
puestos y el primer residuo. por N, resaltaré partido por V'
el segundo residuo.

Razonando de este modo veriamos que todos los residuos
resultan divididos por V; luego el ultimo, que es cero, Serid
0 : IV, que evidentemente es CET0; Y el anterior, que esel
m. ¢. d.. estara dividido por IV, lo que demuestra el teorema.

105.. Escoro 1.° Siempre que. se descubra 4 simple vista
un factor conmun 4 los numeros euyo m. ¢. d. quiere hallar-
se, convendra suprimirlo, dividiendo los nimeros por dicho
factor. Con esto queda tambien dividido el m. ¢. d.; por con-




58

siguiente para obfener el huscado, se multiplicard el obteni-
do por el factor comun.

Lo mismo deberd hacerse con dos residuos consecutivos,
puesto que su m. ¢. d. es igual al de los nimeros propuestos.

106. 2.° &% se dividen dos niimeros por su% n. c. 4., los
cocientes gue resuitan tienen la unidad por m. e. d.

En efecto: si 4 es el m. ¢. d. de los dos nimeros, y estos
se dividen por 47, el m. c. d. de los cocientes serd 40 : M, 6
sea, la unidad.

III,.—Numeros primos y descomposicion de 1os compuestos,

107. S Zlama NiMERO PRINO 0 SDIPLE e/ que es divisible
solamente pos st mismo y por la unidad.

Los nimeros 1, 2,3, 5, 7, 11 son primos.

e llamy NoMERD CoMPUESTO ¢l que ademis de ser divisible
por st mismo y por la unidad, lo es por obro wimero.

8. 15, 36 son niumeros compuestos.

108.  Tronema. Todo niumero compuesto es divisible cuan-
do menns por wn niAmero primo mayor que uno.

Siendo el numero compuesto divisible por otro distinto de
si mismo y de la unidad, es igual al producto de éste por el
cocients de la division. Si alguno de los factores de este pro-
ducto, menores ambos que el nimero propuesto, es primo,
queda demostrado el teorema; pero si los dos son compuestos,
cada uno serd igual al producto de dos factores imenores
que €l.

De modo que mientras los factores sean compuestos, po-
drd descomponerse cada uno en el producto de otros dos; pero
esta serie de descomposiciones es necesariamente limitada,
porque los factores son numeros enteros cada vez menores;
luego encontraremos un factor que no sea compuesto, esto
es, un factor primo.

109. TeoreMA. La seriedelosniimeros primoses ilimitada.

Supongamos que sea limitada: en este supuesto existird
un nitmero primo 2 mayor que todos los demés. El producto
de todos los niimeros primos 1 . 2. 3. 5.... £, es un numero
compuesto, divisible por cualquier primo; afadiendo una
unidad 4 este producto resulta

L 2MRuhbr il B S
Ahora bien, el primer sumando 1. 2. 3. d.... P es divisi-
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ble por eualquier niimero primo, y como el segundo no pue-
dae serlo por ninguno, tampoco lo serd la suma [73].

Luego 1.2.3.5.... £ es un ntmero primo [108], ¥
siendo mayor que 2, resulta que existe un nimero primo
mayor que 2.

Aplicando 4 este nuevo niimero el mismo razonamiento,
veriamos que existe todavia otro primo mayor que €l, y asi
sucesivamente; luego la serie de estos niimeros es ilimitada.

110. . Hormacion de una tabla de nimeros primos.
dara hallar todos los numeros primos desde 1 hasta un
limite dado, se escriben los nimeros impares menores que el
limite, y ademds el 2, .porque los otros nimeros pares son
compuestos.

Entre los nimeros impares, hay muchos que no son pri-
mos; pero las consideraciones siguientes dan un medio faecil
de suprimirlos.

Dos numeros impares consecutivos difieren en 2 unida-
des, luego el que esta tres lugares despues que otro, es igual
4 éste mas 6 unidades; como 6 es multiplo de 3, todo nume-
ro que esté tres lugares despues de un multiplo de 3, serd
tambien multiplo de este nimero, por ser la suma de dos
multiplos de 3; y todo nimero que esté tres lugares despues
de otro que no es multiplo de 3,tampoco es divisible por este
nimero [73].

Por consiguient2, tomando el 3 por punto de partida, se
tachard el tercero de los siguientes, y se continuard contan-
do de 3 en 3, tachando siempre el tercero. De este modo
quedan suprimidos todos los multiplos de 3.

Andlogamente veriamos que tomando el 5 por punto de
partida, contando los siguientes de 5 en 5, y tachando cada
vez el quinto, se suprimen los multiplos de 5.

Igualmente, contando de 7 en 7, se suprimirdn los mul-
tiplos de 7, y asi sucesivamente.

Al suprimir los multiplos de un nimero, se empieza en
la prictica suprimiendo su cuadrado; si se trata del 5 se em-
pieza por 5 6 25, porque los maltiplos5.2,5.3y5.4,0
son numeros pares, ¢ multiplos de algun primo menor que
el que se considera. ‘

Por consiguiente, la construccion de la tabla terminard
cuando se llegue 4 un mimero primo, cuyo cuadrado sea
mayor que el limite de aquella. !

1 La tabla formada de este modo se llama Criba dc Eraloslenes.
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111. 8> puede averiguar si un mimero es primo, sin con-
sultar la tabla, por medio del siguiermte

TeoarMa. N dividicndo un nimero por Ios primos suce-
sivns 2. 3, 5, T ete. se leqa, sin obtener cociente exactn, & un
cociente #ntero menor que el divisor, el nimero es primo.

Para fijar las ideas, llamemos 2 al altimo divisor.

Habiendo sido incompletas todas las divisiones, el nime-
o propuesto no es divisible por 2 mi por ningun nimero
primo menor que 2. Tampoco puede ser divisible por un
nimero compuesto menor que 2, porque si To fuese, tambien
seria divisible por un factor primo de dicho compuesto.

Si el niimero propuesto fuese divisible por otro mayor
que 2, seria igual al producto del divisor por el cociente, y
por tanto seria multiplo del cociente, lo quees imposible,
por ser éstz menor que el ultimo divisor 2.

Na siendo el nimero dado.divisible por 4. ni por ningun
niimero menor que éste, ni tampoco por otro mayor, dicho
numero es primo.

Fjemplo. Averiguar si el niimero 83 es primo.
Dividiéndole sucesivamente por 2, 3, 5,7 v 11, se llegs,
sin obtener cociente exacto, al cociente entero 7, menor que

el ltimo divisor 11; luego 83 es nlimero primo.
112. NUMEROS PRIMOS ENTRE Si $on {08 que no tienen mas
Jactor eomun que lo unidad.

4 y 9 son dos ntitmeros primos entre si.

Los cocientes de dividir dos nimeros por su m. c. d.; son
primos entre si; porque su m. ¢. d. es la unidad {106].

113. NUMEROS PRIMOS ENTRE Si DOS A DOS S92 Darios nimerss
tal>sque cadaunode elloses primo con cada tno delos demds.

5, 7, 8, 9 son nimeros primos entre s1 dos & dos.

4,9, 8, 15 no son primos entre si dos 4 dos; porque 4y 8
tienen el factor comun 4; 9y 15 tienen el factor comun 3.
Sin embargo, estos nitmeros son primos entre si; porque nin-
gun niumero mayor que 1 es divisor de todos ellos.

114. Trozema. Iodo nikmero divisor de wn producto de
dos fuctores y primo con uno de ellos, es divisor del otro.

Sea @ un numero divisor del producto d¢ ! y primo con el
factor 4: vamos 4 demostrar que & es divisor de ¢.

Siendo @ y & primos entre si, su m.ec.d. es 1 [112].
Si estos niumeros se multiplican por ¢, su m. ¢. d.queda

1 Cuando los faotores de un producto se representan por letras, puede
suprimirse ¢l signo mulliplicado por.
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multiplicado por ¢ [102]; por consiguiente, el m, c. d. de los
productos ac y dces 1 X ¢ 0 ¢; ahora bien, t0do divisor de dos
numeros es divisor de su 1. C. d.; pero @ es divisor de &¢, por
ser un factor de este producto, es divisor de 4e por hipotesis;
luego @ es divisor delni. C. d.de acy be, que es c.

(yueda demostrado el teorema.

115.  Teoreva. Lodo nimero primo divisor de un produc-
to de varios factores, €s divisor por {o menos de uno de estos.

Sea p M0 NaMero primo divisor del produeto eded; vamos
4 demostrar que p es cuando menos divisor de uno de los
factores.

Sivp es divisor del factor d, elteorema es cierto: si no lo
e&. los numeros p y @ son prinios entre si; porque siendo p un
nimero primo es divisible solamente porp y PO 1: como p
no es divisor de d, el tinico factor comun 4 estos NUINEros &s
1. Bl producto aded puede considerarse compuesto de los fac-
tores abe y d; p es divisor de este producto y primo con &;
luego, segun el feorema anterior, es divisor de af¢.

Si p fuese divisor de ¢, seria cierto el teorema; pero simno
lo-es, p ¥ € seran primos entre si, por las razones dadas ante-
riormente para p y d. El producto abe puede considerarse
compuesto de los factores b y.c: p es divisor de este producto
y primo con ¢, luego es divisor de ab.

Si p fuese divisor de 4, seria cierto el teorema; si no lo es,
serd primo con &, luego serd divisor de a@.

Por consiguiente p es divisor de @, b, c6d.

116. Cororario 1.° Zodo miimero primo divisor de une
potencia de wi nwMETo, €8 divisor de este nilmnero.

Si p es primo y divisor de a3 6 de a. a. a, es divisor de uno
de los factores, y como estos son todos iguales 4 a, p s divi-
sor de @.

117. 22 i dos nilmeros son primos entre 81, Sus polen-
cias de cualguier grado tambien son nimeros primos entre si.

Sean ¢ y & dos nimeros primos entre si,

Si dos potencias cualesquiera @® y b* tuviesen un factor
comun primo p, siendo p divisor de a*ydilosetiadeay &,
lo que es contrario & la hipotesis.

Si @’y &% tuviesen un factor comun compuesto, serian
divisibles por algun factor primo del compuesto, lo que
acabamos de ver que es imposible. ;

Luego a® y 4° no tienen ningun factor comun distinto de
la unidad.
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118. Troreya. Z'odo maimero compuesto es wgual al pro-
ducto de varios factores primos.

Un nimero compuestoes divisible cuando menos por otro
primo [108]; si el cociente de los dos fuese primo, quedaria
demostrado el tzorema; pero si el cociente es compuesto,
podré & su vez dividirse por un mumero primo.

Si continuamos dividiendo los cocientes sueesivos por
factores simples, serdin aquellos cada vez menores, ¥ la ope-
racion terminard, esto es, llegaremos 4 obtener el cocients 1.

Ahora bien, el mimero dado se habra dividido por un
producto de factores primos [69], obteniendo el cociente 1
luego es igual & dicho producto.

119. Bl razonamiento anterior manifiesta la marcha que
debe séguirse para . hallar un producto indicado de varios
factores primos igual & un nimero propuesto, 6 sea, para
dascomponer un numero en factores primos.

Se descompone wn nimero en Juctores primos, dividiends
el wikmero y [9s eociontes sucesivos por su menor factor pri-
0, distinto de la unidad, hasta que se obtenga el cociente 1.
£l producto de todos los divisores es tqual al nimero pro-
puesto.

No es necesario empezar las divisiones por el menor fac-
tor primo, pero procediendo asi, se facilita y abrevia la

T gperacion.
Esta se dispone en la practica del modo siguiente.

540
270
135
45
15
5

1

AWWWNo N

-~

El mamero propuesto 540 es divisible por 2; este factor
primo se escribe & la derecha, y el cociente 270 debajo del
numero; 270 es tambien divisible por 2; el cociente 135 se
escribe debajo del dividendo, y asi sucesivamente.

Los factores primos que se han separado son 2, 2, 3, 3, 3, 5;
de modo que

540 = 2% 33..5.
120. Por medio de la regla anterior se descompone un ni-
mero en factores primos, pero debemos demostrar ahora que si
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1a descomposicion se efectuase de otro modo, ohtendriamos los
mismos factores.

Tal es el objeto del siguiente ;

Trorexa. /n nimero no dadmite dos descomposiciones
diferentes en factores primos.

Supongamos que descompuesto un numero en sus factores
primos haya dado a. 4. ¢. d...., pudiendo ser iguales algunos
deestos factores, yqueotra deseomposicion produzcad’, ol

Siendo iguales ambos productos al nimero dado, son
iguales entre si, esto es,

aodsieldis =l ilhicsdin s i

El ntimero primo & es divisor del primer producto, por
consiguiente tambien lo es del segundo, y segun el teorema
del nmumero 115, serd divisor de uno de sus factores; pero estos
son numeros primos, luego ¢ es igual & uno de ellos, por
ejemplo, a = a'.

Dividiendo por @ y @' respectivamente los miembros de la
igualdad [1], resulta

bt s R Rk A

Aplicando 4 esta igualdad el razonamiento anterior, ve-
riamos que & es igual 4 un factor del segundo miembro, &’
por ejemplo.

Dividiendo los dos miembros de Ia igualdad [2] por 4 y &',
serd,

g =kl
de donde se deducird ¢ = ¢', y asi sucesivamente.

Luego los dos productos se componen de los mismos fac-
tores.

121. Trorema. Para que el cociente de dos numeros sea
exacto, se necesita y basta que el mayor de ellos contenga Los
factores primos del menor, con EEpoRcnLes 1qUOLES GIAYOTES.

Supongamos que el niimero menar, deseompuesto en sus
factores primos, sea a*&°®¢; si el cociente de los numeros
dados es exacto, el mayor es igual al producto de a* 4% ¢ por
el cociente. Este preducto contiene los factores de @ 4% c con
sus exponentes, y ademas los factores del cociente, que po-
dran aumentar algun exponente de @, &, ¢; pero nunea dis-
minuirlo.

Si ahora suponemos descompuesto el numMero mayor en sus
factores primos, contendréa dos veces por lo menos el factor @,
tres veces el & y una el ¢, de o contrario admitiria dos des-
composiciones diferentes.

Luego la condicion enunciada es necesaria.
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* 8i el ntimero mayor es «® 4% ¢3d, puede escribirse en la
forma @2, @ 4% ¢ ec. d; co nsiderdndole como el producto de
a*cid X a* b e, se ve que es divisible por ¢* 43 ¢.

Luego la condicion enumnciada es suficiente.

122.  Hallar Ios factores simples y compuestos de un
RemErO.

Sea el niumero 720, cjue descompuesto en sus factores
primos da
120 =P8 33 5.

Este nimero es divisible solamente por todos los que
pucden formarse con los factores primos 2, 3 y 5, siempre
que estos 110 se repitan mas de cuatro, dos y una vez respec-
tivamente [121]; luego es divisible por todos los siguientes:

"

DR

2

04 3
2k 33
245
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2
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Tstos son los tinicos divisores de 720; porque otro nimero
cualquiera tendrd un factor primo distinto de 2, 3 ¥ 5, 6 uno
de estos factores con exponente mayor que el del mismo fae-
tor en el numero propuesto.

Obhservando 1o marcha seguida para obtener los factores
de 720, podremos enunciar la siguiente regla.

Para hallar todos los divisores de un nimero, se descoim-
pone dste en sus factores primos; despues se escribe Lo wni-
dad, y las prtencias sucesivas del primer factor primo, con-
deniias en el ninero; estos factores semultiplican por cada
wnw de lus potencias del-sequido factor primo; los nimeros
obtenidos se mulliplican por las potencias del tercer factor
primo; y se continia del utismo modo kasta emplear e ilti-
mo fuctor primo.

193. Troneva. ZZ nimero total de divisores simples y
compuestos de un entero, es igual al producto delos ezpo-
nentrs de sus factores primos, aumentado cada exponente
en una unidad.

Supongamos que la descomposicion del niamero en sus
factores primos haya dado @™ &% cr.

Para obtener todos los factores se escribe, segun la regla
anterior, 2
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1 a, C- AP i am, :
que sou # -+ 1 factores; al multiplicar todos estos por una
potencia de &, se obtiene m -+ 1 factores, y como hay z po-
tencias de &, se obtendrd (m — 1) # factores, que anadidos 4
10s # -+ 1 anteriores serdn :

(m—=1) n = (m -+ 1)y = (m 1) (n 4 1);
cada uno de estos multiplicado por una potencia de ¢, da
(m =+ 1) (n —+ 1) factores; como hay p potencias de ¢, resul-
taran (m -+ 1) (» =+ 1) p, que anadidos & los anteriores serdn
(m~-1) (n~4-1) p=(m—+1) (n+41) = (m—+1) (n+1) (p4-1).

IV.—Minimo comun multiplo.

124. Minimo coMuX MULTIPLO de parios numeros es el menoy
numera divisible por todos elios.

Elm. c. m. 1 de 4, 10 y 15 es 60; porque 60 es multiplo
de los tres niimeros, y es el menor posible.

Propongémonos determinar el m.¢. m. ds los ntimeros
36, 42 y 120,

Descomponiéndolos en sus factores primos, resulta

36=r22 2%, b L iy 120=—=22 3. 5%

Todo miltiplo comun de estos niimeros debe contener los
factores primos de 36, los de 42 y los de 120; por consiguien-
te constara de los factores 2, 3, & y 7, per 1o menos. Entre
los diferentes mriiltiplos que existen, serg menor aquel que
conste solamente de dichos factores, con los menores expo-
nentes que se pueda asignar 4 cada uno. Segun el teorema
del ntimero 121, un factor primo del m. ¢. m. no puede tener
exponsnte menor que ninguno de los exponentes del mismo
factor en los niimeros dados; y como dicho exponente debe
ser el menor posible, es evidente que serd igual al mayor de
los que tiene, en los ntmeros propuestos, el factor que se
considera.

Luego el m. c. m. es 2% 3% 5. 7 = 2520.

Vemos que se determing el m. c. m. de varios numeres
descomponiéndolos en sus factores primos, y jformaundo el
producto de las mayores potencias de todos los factores.

Si alguno de los nimeros dados es divisor de ofro, se pres-
cindiré del primero; puesto que sus factores se encontraran
todos en el segundo con exponentes iguales 6 mayores.

4 Léase minimo comun mulliplo.
9
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Fjemplo. Hallar el m. c. m. de los nmerods 4, 6, 15, 25,
64 y 120.

Prescindiremos del 4, por sér divisor de 64, del 6 y dell5,
por serto ds 120; y descomponiendo los nimeros restantes,
se obtiene

20 = 59, 64 = 2°, 120 =—"2%" 3.'b".
El m. c. m. serd
2403 5¥—4800;
125. Trorema. Kl m. e. m: de varins nimeros primos
enire 8% dos @ dos, es el products de todos ellos.

En efecto: descomponiendo los niimeros dados en factores
primos, ninguno de los que entran en uno de aquellos, se
encontrard repetido en otro; pues si dos nimeros tuviesen un
factor comun, no serian primos entre si, lo que es contrario
4 la hipdtesis; luego ¢l m. ¢. m. es un producto que contiene
todos los factores de cada uno de los numeros dados, con los
mismos exponentes que en estos tienen dichos factores, esto
es, el m. c. m. es el producto de los niimeros dados.

126. Por medio de la descomposicion en factores primos,
se puede hallar el m. e¢. d. de varics numeros.

Sean estos 5400, 2772 y 2520.

Descomponiéndolos en sus factores primos resulta:

5400 —2°.35%, 5%, 2772 =12% 3" 7 .11, 2520=2%31. 5. %.

Los ntimeros propuestos deben ser divisibles porsum.c.d.,
luego cada uno de ellos contendrd los factores primos de
éste, que serim el 2 y el 3, unicos contenidos en todos los
nimeros dados.

Adem3ds, segun el teorema del nimero 121, un factor
primo del m. ¢. d. no puede tener exponente mayor que nin-
guno de los exponentes del mismo factor primo en los nu-
‘meros dados; v como dicho exponente debe ser el mayor po-
sible, es evidente que serd igual al menor de los que tiene el
“ factor que se considera en los nimeros propuestos.

Luego el m. c. d. de estos es 2% 3* = 36.

Vemos que para faliar el m. c. d. de varios numeros, se
descomponen en sus factores primos, y se forma el producto
ae las menores potencias de los factores primos comunes 4
dos numeros dados.




EJERCICICS.

1. Un namero cualquiera 8, jpuede expresar pesos diferentes?
II. El peso de un cuerpo esta expresado por el numero 8, ipuede
sxpresarse el mismo peso por el nimero 4t 3y

III. (Cuiantas centenas tiene una decena de millar? Un millon, jeusn-
tas decenas tiena?

1¥. Si la base del sistema de numeracion fuese doce, los nizmeros 40,
20, 30, 16, 23, 39, ide cuantas unidades simples constarian?

V. Eseribir un nimero que conterga 535 centenas, 24 decenas y 47
unidades.—Sumar estos tres nameros sin escribir ceros 4 su derecha,

V1. Siun sumando aumenta en cierta cantidad y otro sumando dis-
minuye en la misma, jsufre la suma alteracion?

‘VI[. Lasuma de dos niameros es 45237 y uno de ellos 8054, jeuil
sera el otro?

VIII Una suma de cuatro nimerus en 59723; uno de los sumandos ex
5720, otro 7274, jeuidnto valdran los otros dos sumandos?

IX. Sidel minuendo restamos 'la diferencia, ;qué resultado obten-
dremos?

X. En la tabla de Piligoras los productos, & excepcion de los cuadra-
dos, estan escritos dos veces, jcual es la causa de esta repeticion?

XI. Demostrar que para multiplicar un namero cualquiera por otre
escrito solo con nueves, basta afudir al primero tantos ceros como nue-
ves tiene el segundo, y restar éste del resultado.

XII. Si el dividendo de una division exacta se divide por el cociente,
4qué resultado se obtiene?

XIIL.  Si el dividendo de una division inexacta se divide por el cocien~
te entero, jse obtendrd siempre el divisor?

XIV. En toda division, el dividendo es mayor que el duplo del resi-
duno. Porqué? £

XV. Demostrar que dividiendo todas las unidades de un érden cual=
quiera del dividendo por el divisor, se obtienen las uvidades del mismo
orden del cociente. ¥ :

XVI. Escribir en forma mas sencilla las expresiones
S5 146,41, ' A8.7-15.7, 5.7—3 . 44+5.7-5.4.

XVIL. Dados los produetos 129 y 12. 27, averiguar las veces que sl
mavor contiene al menor, sin efectuar las multiplicaciones.

XVIII. Dados los cocientes 48 :6 y 72: 8, averiguar las veces que el
mayor contiene al menor,
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XIX, Escribir en forma mas seneilla las expresiones
56:3+|‘2:5+i5:3, 3 R BES &
XX. Averiguar si los productos 54 .7, 6. 63 y 8. 21 son iguales,
sin efectuarlos.

XXI. Demostrar que todo divisor del sustraendo y de la diferencia,
divide al minuendo; y que todo divisor del mingando Y de la diferencia,
divide al sustraendo, ;

XXIL.  Demostrar que si un numero es divisor del sustraendo y no lo
es de la diferencia, no es factor del minnendo. 2

XXIL * Demostear que todo divisor del cociente 6 del divisor de una
division exacta, es lactor del dividendo.

XXIV. Demostrar que si una division es inexacta, todo factar del divi-
dendo ¥ cociente es factor del residuo, y todo factor del cociente y residuo
divide al dividendo.

XXV. La diferencia entre dos niimeros eseritos con Ias mismas cifras,
es un multiplo de 9. Demostracion,

XXVL  Todo produeto de dos fuctores, es un mitltiplo de 9 mas el
praducto de los residuos que se obtienen dividiendo dichos factores por 9.

Demostrar este teorema y dedueir de él una prueba de la maulti-
plicacion,

XXVIL.  Hallar los caracteres de divisibilidad de un namero por 15,

XXYII  Hallar los caracteres de divisibilidad por 4, 6, 8 y 12,
empleando el método general (91), ¢
Entinciense los resnltados en forma de teoremas.
XXIX. Hallar los caracteres de ivisibilidad por 6, 12, 13, 18 v 36,
fundindose en el tearema del niamero 121,
XXX. Si el cociente de dos nameros es éxacto, el mayor es el m, ¢, m.
de ambos. Demostracion,




LIBRO SEGUNDO.
NUMEROS FRACCIONARIOS,

CAPITULO PRIMERO.

FRACCIONES ORDINARIAS.

I.—Numeracion y nociones preliminares.

127. Siendo la fraccion una totalidad de partes iguales
de la unidad, es evidente que se necesitan dos niimeros para
expresarla: uno que indique en cudntas partes se divide i@
wnidad, y otro que indique cudntas de estas paries contiene
el guebrado.

El primero de estos numeros se llama denominador, y el
segundo numerador.

Los dos se llaman ¢érminos de la fraccion.

Se escribe una fraccion poniendo el denominador debajo
del numeorador, y separando los términos por una 1aye
horizontal.

s :
Asi, — representa una fraccion.
)

[

El denominador 5 indica que la unidad se ha dividido en 5
partes iguales, y el numerador 3, que la fraccion contiene 3
de estas partes; por consiguiente el quebrado representa las
tres quintas partes de la unidad.

Si el denominador es 2, 3, 4, 5... hasta 10, cada parte se
llama medio, tercio, exarto, quinto,.... décimo.

8i el denominador es mayor que 10, se formara el nom-
bre de la parte correspondiente, afiadiendo al nombre de
aquel, la terminacion ave; por ejemplo sies 15, 20, se dice
guinceavo, veinleavo. i

Para enunciar un quebrado se lee s numerador, y des-
pues se enuncia (4 parte de wnidad gue exrpress el dens-
sinador., ;




Asi, los quebrados
3 6 3 o
b R T T
se enunciaran respectivamente st
tres quintos, seis sétimos, tres dies y seis avos, cinco vein-
tiun avos.

123. Sabemos [46] que en las divisiones incompletas,
solamente se obtiene cociente entero, esto es, un niimero que
multiplicado por el divisor da el mayor multiplo de éste,
contenido en el dividendo; siendo asi que la definicion de di-
vision exige que el coeiente multiplicado por el divisor pro-
‘duzea exactamente el dividendo. Ya dijimos enténces que las
mencionadas divisiones provienen de tomar para dividendo
un numero, que no puedea ser el producto del divisor por un
entero; perg existe siempre un numero fraccionario que satis-
face & las condiciones de la definicion, siendo por consi-
guientes el cocienta exacto.

Para convencernos de ello, demostremos el siguiente

Teorema. FBY cociente exacto de dos mikmeros es un que-
érain, cuyo numerador es el dividendo y cuyo dznominador
es el divisor,

Bean los ntmeros 18 y 7; digo que

18
18.7_—7—.

. 1
Para demostrarlo, haremos ver que multiplicando——,;-

por el divisor 7, se obtiene el dividendo.
18 1 1 1
Tyt gt

En efecto: B
18 1 1 1
e ol G RS R BN R
'}733.!'& multiplicar esta suma indicada por 7, se multiplica por

cada sumando; pero el producto de uno de estos por 7,es la
suma de siete s€timos, 6 sea, la unidad; luego

1
w7f3_><7:1+1+1....=18.

En lo sucesivo, cuando hablemos de cocientes, se enten-
deré que nos referimos & los exactos, si expresamente no
advertimos lo contrario.

129. TreoreMa. Un quebrado es el cociente de dividir s
nwmerador por su denominador.




En efecto: de la igualdad
18 ere s,
se daduce, dividiendo por 7 sus dos miembros,

18
-—7—_18.7.

130. Es evidente que un quebrado cuyos términoes son
iguales, vale una unidad; si el numerador es menor que el
denominador, el quebrado ‘es menor que uno; y si el nums-
rador es mayor que el denominador, el quebrado es mayo:s
que uno; asi 7 e :

15 =l 15 el 15 el
Los quebrados menores que la unidad suslen llamarse
€ propios, é impropios los iguales 6 mayores que uno.

131.  Trorema. Z'odo quebrado cuyo numerador es multi-
péo del denaminador, es igual ¢ un nimero entero.

Puesto que dicho quebrado es igual al cociente desu
wumerador por su denominador.
| 132, Tromrema rEciproco. Z'odo mimero entero puede con-
\ertirse en guedrado.

Busta, en efecto, multiplicer y dividir el entero por un
nisino niimero; asi

7.4 28 5l 5

: y 4! Baady s 1 e

|133. Trorema. Toda fraccion mayor que la unidad, es
sual al cociente entero que resulia de dividir su numerador
pr su denominador, mas ung fraccion, cuyos términos son
eresiduo y el divisor. :

T S
Sea la fraccion -—,io—; dividiendo 30 por 7, el cocients & 4

yel residuo 2; luego
1 0=4.74+2,

30 . 4.742

! TREE ) !
asegundo miembro, evidentemente es igual &
‘ 4.7 i 2 et 2

i 7 7 o
‘que demusstra el teorema,

|

t

d donde se deduce

1
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Las expresiones compuestas de una parte entera y una
fraccion, sa llaman w¥meros mictos; asl,son numeros mixtos
‘ h o 8
134, TroxEmA RECIPROCO. T2 ntimero mizto puede conver-
tirse en guebradn equivalente, multiplicando el entero por el
denaminador del quebrado, aradiendo al producto el nitme-
rador, y poniendo @& esta suma por denominador el del
quebrado.
Yamos 4 demostrar que

19543

)
En efecto:

3 kgl 9.5+3 ;"

3
A AR R e e |

L®
135. Hemos visto [128] que el cociente completo de dos !
nlimeros es un quebrado, cuyo numerador es el dividendo y
cuyo denominador es el divisor: como todo quebrado mayor
que uno puede convertirse en niumero mixto, resulta que e/
cociente completo de una diwvision inezacta es un numero
mizto, que se-compone el cociente entero mas una fraccion
que tiene por numerador €l residuo y por denominador el
divisor.
Por ejemplo, si dividimos 47 por 13, encontramos 3 para
cociente entero y 8 para residuo; luego
Sy 3
L — —
47 :13 = i3
136, Trorema. Multiplicando el numerador de un que
érado por un niimero entero, gueda multiplicado ef quebrad
POraelamismo nilmero.
7l :
Sea el quebrado 1 ,
Vamos 4 demostrar que multiplicando su numerador por|
8, queda multiplicado el quebrado por 8. te. |
En efecto: si el numerador del quebrado se multiplica
por 8, el quebrado que resulte contendrd 8 veces mas partes
de la unidad que el propuesto; ¥ -eomo las partés son igua-|
les, el primero serd ocho veces mayor quesel segundo. :
137. - Teorema.. Multiplicandg. el'denominador de un que-
brado por un mimero entero, queda dividido el guedrado por|
¢l mismo nimero. s '




Sea el quebrado —17T
Si multiplicamos el denominador por 8, el quebrado que
resulte contendrad el mismo nimero de partes de la unidad
que el propuesto; pero en aquel se divide la unidad en 8 ve-
ces mas partes que en éste; luego las del primero son 8 veces
menores que las del segundo; por consiguiente el quebrado
propuesto ha sido dividido por 8.
138. Tronema. Multiplicando los dos términos de un
uebrado por un MLSMO numero entero, <l quebrado no paArid.
En efecto: multiplicando el nmumerador de un quebrado
por un numero cualquiera 8, el quebrado se hace 8 veces
mayor: multiplicando el denominador por el mismo numero,
el qusbrado se hace 8 veces menor; pero estos cambios si-
multineos que experimenta la fraccion, se destruyen mutua-
mente; luego no varia su valor. :
139. Tronewa. Dividiendn el numerador de un quebrado
poruno de sus factores, queda dividido el quebrado por et
MmO _Jjactor. : :

Sea el quebrado 28"

Vamos 4 demostrar que dividiendo ‘su numerador por 4
queda dividido el quebrado por 4.

En efecto: si el numerador se divide por 4, el quebrado
que resulta contiene 4 veces menos partes dela unidad que
el propuesto, y comio las partes son iguales en ambos que-
brados, por tener igual denominador, el primero sera 4 veces
menor que el segundo. '

140. Troreva. Dividiendo el denominador de un quebra-
do por uno de sus factores, quedn muitiplicado el quebrado
por elimismo factor.

2
28
Si dividimos el denominador por 4, el quebrado que re-
sulta contiene el mismo nimero de partes de la unidad que
el propuesto; pero en aguel esté la unidad dividida en 4 ve-
ces menos partes que en éste; luego las del primero son cua-
tro veces mayores que las del segundo; por consiguiente el
quebrado propuesto se ha, multiplicado por 4. ,
141.  Tronema. Dividiendo los dos términns de un quebra-
do por wn factor comun, el quebrado no varia.
En efecto: dividiendo- el numerador de un quebrado por

Sea el quebrado
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, Un niimero cualquiers, 4 por ejemplo, el quebrado se hace 4
veces menor: dividiendo el denominador por el mismo ni-
mero, el quebrado se hace 4 veces meyor; pero estos cambios
simultdneos que experimenta ta fraccion, se destruyen m-
tuamenfe; luego no varia su valor.

142.  Toniendo en cuenta la identidad entre cociente y
fraceion, demostrada anteriormente [128 y 120}, los teoremas
de los niimeros 136 hasta 141, pueden enunciarse del modo
siguiente: ' .

En toda division de ntimeros enteros se verifica:

L' Multiplicando® el dividendo por un nibmero entero,
queda multiplicado el cociente por el mismo nimero.

2. Multiplicando el divisor por un wimero entsro, gusda
dividido el cociente por dicho nitmero.

3.°  Mulliplicando ¢l dividendo y el divisor Por un mismo
nimero entero, el cociente no varis.

4. Dividiends el dividends ‘por uno de sus Jactores,
queda dividido el cocients por el mismo factor,

5.  Dividiendo el divisor poruno de sus Jactores, queds
mulliplicads el cociente por el mismo Jactor.

6. Dividiendo el dividendo y el divisor por un factor
Comun, el cociente no varia.

143. © Los teoremas de los ntimeros 138 y 141, demuestran
que una misma fraccion puede escribirse con términos mas 6
menos sencillos, lo que-origina la operacion de reducir que-
brados & su mas simp'e expresion.

Reducir un guebradn 6 su mas simple expresion, es con-
veréirle en otro equivalente, cuyos términos sean tan pegue-
Ros como se pueda.

Sl 2lama FRACCION TRREDUCIBLE 2 que no puede erpresarse
Dor términos menores que los suyos. T ;

144.. Trorema. % una fraccion euyos términos son ori-
mos enlre si es toual ¢ otra, los términos de esta son equi-
Miltiplos de los términos de la primera; y dicha primera es
wreducidle.

Sean las fracciones iguales

: 5 a

i -
Siende primos entre s los términos de la primera, quere-
mos demostrar que @ y & son iguales.respectivamente 4 5 y8

multiplicados por un mismo namero entero, y que 58
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wna fraccion irreducible.
En efecto: sabsmos por hipotesis que
2 a

8 i

Multiplicando los dos términos del primer quebrado por &
y los del segundo por 8, estos quebrados no varian, luego

Gbl cliws 8

e
siendo iguales 10s denominadores de estos quebrados, 1o son
tambien sus numeradores, esto es,

5.0=ua.8 [1]

Ahora bien, 5 es factor del primer miembro, luego divide
al segundo; y siendo primo con 8, es divisor de e [114]; lla-
mando 7 al cociente de @ por 9, serd @ = 5 . m. Sustituyen-
dq @ por este valor 5 . 7 en la igualdad, resulta

B A —n e
y dividiendo por 5 los dos miembros, serd & = m . 8; luego @

y & son iguales respectivamente 4 5 y 8 multiplicados por 7.

De aqui se deduce que toda fraccion equivalente & 5

: AT ; 5
tiene términos mayores que los de ésta; luego 5 es una

fraccion irrreducible.

145. Para reducir un quebrado @ su mas simple expre- .
sion, se dividen el numeradory el denominador por el m. c. d.
de ambos.

En efecto: esta division no altera el valor del quebrado;
ademds los cocientes son primos entre si [112], y por tanto el
nuevo quebrado es irreducible.

Asi se obtiene

2520 2520 4860~ 7 141 141 : 47

3960 3960 : 360 ok 235 985"y 471N
Cuando los términos del quebrado presentan 4 simple
vista factores comunes, se simplifica la operacion suprimién-
dolos préviamente. Con frecuencia se obtiene por este medio
1a reduccion completa de la fraccion dada.
Operando asi con el quebrado del primer ejemplo, se
obtendrd sucesivamente

T i U R P

8080 o296« W10Bn, 99, nadi il




146. Treorema. Dos fraceiones irreducibles iguales, tienex,
iguales sus numeradores v denominadores.
Sean las fracciones irredueibles
a m

/] 7

Siendo la primera irreducible, m es multiplo de & [144};
pero siendo tambien frreducible la segunda, & es multiplo
de m; luego a = m,

Del mismo modo se demuestra que & = n.

147. Una aplicacion importante del teorema [138], es la
reduccion de quebrados & un comun denominador.

Redueir quebrados @ wn comun denaminador, es conper-
Lirlos en otros eyuivalentes, cuyos denvminadores, sean todos
iguales.

Supongamos reducidos & su mas simple expresion 1ds
quebrados ; i

5 7 3 6

B g PP SRED0 e JHIE
Y tratemos de obtener otros equivalentes & ellos, y que ten-
gan todos el mismo denominador.

Siendo irreducible 1a primera de las fracciones dadas,
cualquier quebrado equivalente 4 ella tiene sus términos
iguales 4 5 y 8 multiplicados Por un mismo numero; luego
el denominador comun de las fraceiones equivalentes 4 Ias
propuestas, serd miiltiplo de 8. Por idéntica razon, dicho
dehominador serd miliiplo de los otros denominadores 9, 20

T 25.
3 Luego el denominador comun serd multiplo de los deno-
minadores de las fracciones propuestas,

Todo miltiplo comun de los denominadores, puede ser
denominador comun, En efecto, si dicho miultiplo se divide
por un denominador, el 8 por ejemplo, 'y los dos términos da
la fraccion se multiplican por el cociente, aquella no se
altera, y el denominador del resultado serd el mismo miilti-
Plo, pussto que el divisor8 se ha multiplicado porel cociente.

‘Haciendo lo mismo con las demis fracciones, quedarén
reducidas todas 4 un comun denominador.

Ahora bien, es evidente que las fracciones equivalentes &
las propuestas serdn tanto mas sencillas, cuanfo menor sea
el multiplo de los denominadores elegido para denominador
comun: elegiremos, por consiguiente, el m. o, m.

Luego para reducir fraeciones ¢ un comundenaminador,

=




se halla el m.c.m. de los denominadores, y este sera el denn-
minador comun. Para hallar los numeradores, se divide el
m. ¢. m. por cada denominador de las [racciones dadas, y ¢t
cociente se multiplica por el numerador yespectivo,

En el ejemplo propuesto, el m. ¢. m. de los denominado-
res es1800. Dividiéndole por los denominadores 8, 9, 20 y 25,
<o obtienen los cocientes 225, 200; 90 y 72; multiplicando
cada uno de estos por el numerador respectivo, y partiendo
los productos por el m. ¢. m., resultan las fraceiones

1125 1400 270 432
1800 ' 1800 " . 1800 " 1800 °
148. Aplicando la regla anterior 4 varias fracciones cu-
yos denominadores sean primos entre si dos & dos, se obten-
dra para m. c. m. el producto de todos ellos [125]; y el co-
cients de dividir este m. ¢. m. por cada denominador, sera
evidentemente el productode losdemas denominadores; luego

Para reducir quebrados & wn comun denominador, cuan-
do los denominadores son primos entre si dos & dos, s¢ halle
el producto de todos los denominadores, o este producto serd

el denominador comun; pare hallar Ins numeradores $= mul-
tiplica el de cada fraccion por el producto de los denomina-
dores de las demds. .
Ejemplo. Seaulasqfracciones
6

S Tl ¥ o e
Tl denominador comun serd 13- 11 . 7=1001; los nume-
radores seran respectivamente
Tei 1L 5 Teei039; 6.13.7 = 546, 3. 1811 —=429;
luego las fracciones pedidas son
539 546 429

1001 ° 1001’ 1001
149.  De dos fracciones que tienen L mismo denominadot,

es mayor la ?ue tiene mayor nwmerador.
Sean las fracciones '
7

8iGB
Las partes de la unidad son iguales en las dos fraceciones;
pero la primera consta de mas partes que la segunda, luego
es mayor que esta.
150. e dos fracciomes que tiemen el mismo numeraaor,
es mayor la que tiene menor Aenominagor.
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Sean las fracciones

5 5
B ROpgia :

Las dos constan de igual nimero de partes de la unidad:
Pero las partes de 1a PIimera son mayores que las de la se-
gunda; luego aquella es. mayor que ésta.

Escotto. Si las fracciones tienen diferentes numeradores y
denominadores, se averigua cusl de ellas es la mayor redu-
c¢iéndolas & un comun denominador.

151. TroreMa. S¢é dos dos tlerminns de un quebrado se
anaqe un mismo nimero entero, el quedrado aumenita d dis-
mnuye, sequn que sea propio d unpropio,’

Sea el quebrado —Z—

Afladiendo 4 sus dos términos al entero 7, rasulta
a—+m :
b+ m’

Reduciendo los dos quebrados & un comun denominador,

tendremos

@ (5 m) b(a—+m)

b@+m’ FG+m’
efectuando las operaciones indicadas en los numeradores,
resulta

ab — am ab <+ dm

6 (6~ m)” 6 (6~ m)"

Ahora hien; si el quebrado propuesto es menor que la
unidad, serd g << 4, de donde am < om, y

@b~ am < ab - om;
ab -+ am ab — im
6 (0~ m) 6.(b+4m)’
Luego la fraceion propuesta ha aumentado.
Siestafraccion es mayor que uno,sera g3, am = ém, y
j @b~ am > ab ~ m;
ab <=am ab - bm a @ m
b6+ m) = b+ m)’ 0 e bFm

Luego la fraccion Propuesta ha disminuido,

luego

luegd
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I11.—Adiclon.

152. La adicion de quebrados tiene el mismo objeto que
1a de enteros. Las expresiones swmandos y swma tienen tam-
bien la misma significacion, y el signo de la operacion es el
mismo [19].

153. En la suma de quebrados distinguiremos dos casos
principales: 1.° que los sumandos sean quebrados; 2.° que
sean niimeros mixtos.

154, Priven caso. Para sumar quebrados que tienen el
mism denominador, se suman s numeradores, y & Lo swme
se pone por denominador el gue tienen todos los sumandos.

Sean los quebrados
e e v} 9

3 LR T ot A & g
5 5 5

Es evidente que dos quintos, mas siete quintos, mas nwe-
ve quintos, es igual 4 dos mas siete mas nueve quintos; luego

* 2 i 7 i 9iETls

REAR i T
Para sumar guebrados que titnen denominadores dife-
rentes, se réducen d un comun denominador, Y se cORLinuka
como en el caso anterior.

EirmpLOS.

shase s & aoTisioRs0lo 2h5Euorgst gl N 203
L 12+ s TTo 60— 120 t 930 7120 * 120 120

2 5
2.' —— —— —— —— ———
3+8+11 264+264+264' 264
155. SEGUNDO CASO. Para@sumar nimeros miztos, s& SWman
separadamente los gquebrados y Los enteros, y las unmidades
enteras que.se obtengan en Lo primera SUmd, S anaden & ia
suma de los enteros.

7 176 165 168, 509

Eiempro.

o0 e TR BT ¥
gl sl tul (St b RS

7 7
2 ™ -+ 18 = 20 SO0

U
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Caso particular. Si algun sumando es enterg ¢ quebrado
el procedimiento serd el mismo; asi

{p S |

III_»—Sustraccion.

156." Todo 1o dicho en el numero 25 respecto de los nu-
TETos enteros, se aplica igualmente 4 los quebrados.

157" “En la sustraceion  de fracciones distinguiremos dos
casos principales: 1.* que el minuendo Y el susiraendo sean
quebrados; 2.° que sgan numeros mixtos,

158._ PriveR caso, Parg restar quebrados quee tienen tqual
denaminador, se restan logn umeradores y se pone ¢ ln dife-
vencia por denomingdor el que begnen los numeros dados.

Sean los quebrados
36 20
| e 7 e
Vamos 4 demostrar que
36 20 36 — 20 16
17 e T
En efecto: sumando la diferencia con el sustraendo se
obtiene el minuendq, lo que demuestrg la regla. ?
Para restar guebrados e tisnen denominadores dife-
rentes, sz reducen ¢ un, COMuUn dmammrzaar; Y se continug
Como en el caso anterior.

EiEMpLOS.
85, .19 VI qns s i ing 99 33

S oh s e X

48 60 240 . 240 — ogp = )
5 D) 39 22 17

T e T i 143
158. SEGUNDO cas0. Para restar dos numeros miztos, se
resten Separacamente los quebrados ¥ los enteros, Y sesu-
man las diferencias. Si ia Jraccion del sustraendp es mayor
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/1.8 uuu/(w/r) desjmcs el m nisma muc?rcc/ (a paa 7 entera
del miniendo.

Asi,

Si queremos efectuar la sustraceion indicada
3 7

Y o R v
b5} (3
veremos, reduciendo los quebrados & un comun denomina-
dor, que la sustraceion de estos es imposible, por ser el que-
prado del minuendo menor que el del sustraendo; pero au-
mentando aguel en una unidad entera, la sustraccion se
hace posible; asi tendremos
3 e 24 99 64

I .}

U0 kD i SO
160. Casos me f?’cer!m es.

1.° Restar de un wimero mizto un_guebrado 6 un entero.

Siel sustraendo es un quebrado, se considera como . un
nimero mixto cuya parte entera es cero. i es entero
resta de la parte entera del minuendo.

s S8

EiEnpLos.

2. Restar deun guebrado impropio un mtinero endero ¢
miwto.
Se convierte el minuendo en nimero mixto, y queda re=
ducido este caso & uno de los anteriores.

‘ EJEMPLOS.
Rbpbiat 1 1

1) — —=6=06— —06=—.
I 6 § 1 6 1
29 3 2 3 5
9.9 e HAS 5o —sveesig s o
2 *‘,—-—.) = ‘.)—' ﬁ—)—f}_ =4 T
3.0 Pcs/m* (fe wn entero wn guedsado 4 mizto.
Se convierfe una, unidad: del minuendo en quebrado de

G
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términos iguales al denominador de la fraceion del sustraen-
do. De este modo el minuendo se convierte en niimero mixto,
¥ queda reducido el caso 4 uno de los anteriores.

EjEMpLOS.

IV.—Multiplicacion.

161.. Todo lo dicho en el numero 29 respecto de los ut-
meros enteros, se aplica igualmente & los guebrados.
162. Segun la definicion general de la multiplicacion, el

3 )
producto @ X —, en el cual ¢ representa un nimero ente-
5 ‘

R e : 3
o ¢ fraccionario, serd respecto de ¢, lo que —— es respecto
. ")

L
de la unidad. El multiplicador es menor que la unidad, lue-
g0 el producto serd menor que el multiplicando.

2. e :
En general, el multiplicador —, ¢ una totalidad de par-
7

tes de la unidad, que se forma dividiendo ésta en n partes
iguales, y tomando # partes; luego el producto serd una
totalidad de partes de @, que se formard dividiendo @ en »
partes iguales, y tomando # de estas.

De aqui se deduce que si el multiplicador es mayor,
igual 6 menor que la unidad, el producto serd mayor, igual
0 menor que el multiplicando; por consiguiente la multipli-
cacion de quebrados no envuelve la idea de aumento.

163. En esta operacion distinguiremos tres casos princi-
pales: 1.° Multiplicar un quebrado por un entero; 2.° multi-
plicar un quebrado ¢ entero por un quebrado; 3.° multipli-

+ car dos numeros mixtos.

164.. Prmer caso. Para multiplicar un guebrado por un
eniero, se multiplica el numerador del quebrado por él ente-
7o, sin variar el denominador.

En efecto: hemos demostrado (136} que multiplicando el
numerador por un entero, queda multiplicado el quebrado.
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Tambien sabemos [140] que dividiendo el denominddor
de un quebrado por uno de sus factores, queda multiplicado
el quebrado; luego

Se puede multiplicar un quebrado por un factor de s
denominador, dividiendo éste por dicko factor, sin variar el
numerador.

La primera regla puede aplicarse siempre.

La segunda produce resultados mas sencillos; pero no es
aplicable en todos los casos.

LiEnpLos.
-] 40 7

s _
P Z 30 Xﬁ‘au::;“ 5°

165. Spaunno caso. Pora multiplicar wn quebrado por
otro, $» hatle el producto de los numeradores y se parte por
el de los denominadores.

Vamos & demostrar que

7 3
I

hd
R 155

Tl multiplicador es las ¢res quinias artes de la unidad,
luego segun la definicion de la multiplicacion, el producto
dehe ser las tres quintas partes del multiplicando. Obtendre-
mos, pues, el producto hallando la quinta parte del multi-
plicando, y reuniendo tres de estas partes.

La quinta parte del multiplicando se obtiene dividiendo
éste por 5; serd pues [137].

ot
—_— 0= .

; 8 8.5

La reunion de tres de estas partes es el producto de una
de ellas por el ntumero 3, esto es,

Qe e
e e
Luego esta fraccion es el producto.

3
5

EiempLos.

R 7 105 i 19 57
L 26 X -4 104 ° b2 X 4 112
S el multiplicando es un wimero entero, se multiplica

nor el numerador del quebrado, y €l producto se parte por el

denominador.
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La demostracion es enteramente aniloga 4 la que acaba-
mos de dar. ;
166. " Trrcer caso. Para mulliplicar dos nibmeros mixtos,

ucen & guedrados, y se halla el producto de estos.
Asi,

) 8 63 11449 207 9
PET e BT SR R e LN T
St ) 11 Ty 7 11 ST

Siano de los factores es mizto- el otro entero o quedra-
[]r), se .?'(‘;'ffrﬁ(' (-‘/ :‘:‘tdAn to ff"'-'""'""""-’")-- Y 7ac)d.?lef(,£ %o de {UJ Casos
aieeriores.

Eienmpros.

1) 68 272 2
7 et R RN e G e ) REe P e Y
4 / ) SN 9 T = ) =30 9 -
) o A( ~‘:' ‘n'
R g g go 8ad
11 1l 11 11
2 L 17 4 68 8
3. 5“)(1 _‘k;,‘X‘-—:_i‘*:‘L Ty
& ) 5] o .5 )
2 1 2 36 72 7
¥ e 7 e = w=tt _—
13 X : 51 X 5] 65 Go

YV .—Diyision.
167. Lo dicho en el ntimero 45 respecto de los mimeros
enteros, es aplicable & las-raceiones.
168. Segun la definieion general de division, el cociente

M o i T, A %
de @por —, siendo @ un nimero entero o fraccionario, es
7 .

‘ o 9
otro nimero que multiplicado por —— da @ por producto.
7

Pero [162] el producto ¢ sers mayor, igual ¢ menor que
elwmultiplicando, segun que el multiplicador sea mayor,
igual 6 menor que la unidad:en otros términos, el dividendo
serd mayor, izual 6 menor que el cociente. segun que el di-
Visor sea mayor, i 16 r que la unidad; por consi-
guienta; la div uebrados no envuelve idea de dis-
minucion.

169: - En'‘la, «di
£as0s prineipalss;

ados  distinguiremos’ tres
1izbrado por un entero; 2.°
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dividir un quebrado 6 entero por un quebrado: 3.° dividir dos
numeros mixtos. % 2
170.  Pruien caso.  Payw dividir wn quedrado poy i ente-
70, se multiplica el denominador del guebrado por el eitern,
sin variar ¢f numerador. ;

En efector hemos demostrado [137] que multiplicando el
denominador de un quebrado por un entero, queds dividido
el quebrado por el mismo miumero entero.

Tambien sabemos [139] que dividiendo el numerador de
un quebrado por uno de sus faciores, queda dividido el que-
brado por dicho factor; luego

iSe puede dividir wn quebrado por un factor de su nine-
vador, dividiendo ¢ste por dicho ” factor, sin variar el deno-
wminador.

La primera regla puede aplicarse siempre. .

La segunda produce resultados mas sencillos; pero no es
aplicable en todos los casos.

Eieapros.
13 115 13 APEE P! 3

Rl e ol 28010 /38

171. Seeunbo caso. Para dividir wn gquebrado por otro, se
multiplica el numerador del dividendo, por el denominador
del divisor, el denominador de -aguel por el numerador de
éste, y se parte el primer producto por el sequndo.

) S . S
Sea, o el dividendo y T el divisor.

Vamos 4 demostrar que

Dt k3]
Si llamamos ¢ al cociente, sers
5 3
e T
9 X 4

3 ;
Sabemos que el producto de ¢ por 5 las ¢res cuarias

5]

partes de ¢; pero. este producto es igual 4 9 Inego las éres

L
. ) .
cuwrtas partes del cociente valen 'T;' Entendido esto, es

ya faeil hallar el cociente.
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Este se divide en cuatro cuartas partes; si tres de ellas

5] :
valen ——, una valdra tres veces menos, esto es,

9 .
5 S 5
O 4 P 3 54
v las cuatro, 6 sea el cociente completo, valdrd cuatro veces
mas que una sola, 6 sea

B
| I

5 ! 340w 4
9.3 AL g4
b

95
Luego esta fraccion es el cociente buscado.

EJEMPLOS.

e g y B i o

: 188 ST g T B e T

i el dividendo es un nimero éntero, se multiplica por el
denominador del divisor, y se parte el producto por el
nwmerador.

EJEMPLOS.
! 120 8 120
i g 5 — —— 40. i () o el - St e ) gl
15 g 3 40. 2 0 3 3 15
172. TercEr caso. Para dividir dos nimeros mistos, Se
reducen & guebrados y se halla el cociente de estos.

EsempLos.
31 3B 93

T b T
1372461 130

T oy R U st -
8% uno de los términos de la division es mizto y el otro
entero d quedrado, se reduce el miwto & guebrado, y resulla '
uno de los casos anteriores.

EiEmpLOS.
o7 97 7

e e v e
{ ; 3m848__
T g

)5 S

s
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W1.—Operaciones indicadas y producto de varios factores
conmensurables, 1

173. s evidente que los teoremas demostrados en los ni-
meros 41 y 58, son ciertos en el caso de ser todos los suman-
dos fraccionarios, 6 unos enteros y otros fraccionarios, puesto
que las demostraciones serian las mismas, luego

Para multiplicar 6 dividir una suma de niimeros con-
mensurables por wn nimero entero, se multiplica d divide
cada stmando por este mibmero, y se suman los producios g

coctentes. i N ,
174. TeorEMA. Para multiplicar una suma de numeros

eonmensurables por una fraccion, se mulltiplica cada Su-
mando por esta fraccion, y se suman los productos.

Sea, (¢ =&+ ¢ X——g—.

§ 1
El produeto es los —g— de @ + 4 -+ ¢; para hallar e de

esta suma, la dividiremos por 8, y resultard

@ 0/ ¢
SRl

53 St
y para hallar los 5 6 sea el producto buscado, multipli«

1
caremos por 5 el valor de e pero

a b ¢ () b.5 (55
i O ot

S L b 5
L. — 4. =
gRidR, UiTg 8
Lo que demuestra el feorema.

175. Aplicando la demostracion dada en €l niimero 58, al
caso en que el divisor sea un numero fraccionario, se de-
muestra que

Para dividir una suma indicada de numeros conmensi-
rables por una fraccion, se divide cads sumande por esid
[fraccion, y se suman los cocienies.

1 [Lsto es, enteros 0 fraccionarios.
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176. Pormedio de razonamientos analogos & 1osde los

niimeros 42 y 59, se puede ahora demostrar que

Pare multiplicar d dividir una diferencit. de nymeros
CORMENSUTADLES POVAUR WURET0 CONMENSUTALL2, se multipli=
can 6 dividen el minuendo y el sustracido por dicho nimero,
. se restan los productos o cocientes.

177. Teoreia. Pare multiplicar entre st varios nimerns
Jraceionarios o wnos enteros . otros. [raccionarios, se hallu
atn. producto compuesto de los numeradores de los quebrados
Y de los witmeros enteros, y se parte por el producto de los
denominadores.

Vamos 4 demostrar que
S G Y )
TR A ol R s R
En efecto: las operaciones que.debemos efectuar para ha-
1lar el producto, son las siguientes:
8 B2 3h 5 .24
e T R T 3 = '1': =
) AE D0 5.7 5.9
324076
o B e
Lo que demuestra el teorema.

178. TrorEMA. Pare multiplicar wi numero conmensuri-
ble por un producto de varios factores conmensurables, 'se
wmgﬁiplif,-n: el mikmero sucesivamente por cudae wno de los fac-
tores del producto.

Queremos demostrar que

1
e
A

Lo cual debiamos demostrar.

170. Troarwa. Para muléiplicar entre st dos. productos
indicados de factores conmensurables, se multiplica el pri-
aer prodicts sucesivamente por cada wno de los factores del
sequndo.




Vamos & demostrar que

DA 5 :;) b 448 DA laB
(7' 3 ‘T)X(&T'*'T T TTIT

En efecto: efectuando el primer producto indicado, ten-

dremos
5 3 il
— 4. —) =
R =2

pero, segun el teorema anterior,

A 5 3 Ayt
e

gk spaioig
180. Troreva. Para mulliplicar Ui producto indicado
o7 i RAMETD CONMENSUTable, se muitiplica cualquicra de
los factores por dicho niimnero.
Vamos @4 demostrar (ue para multiplicar el produecto

2 5) 7 3 ) d
TS e Or =, basta multiplicar cualquiera de
g SRR i AT

| = 9

fe ]

sus factores, el —;—- por ejemplo, por ——.
C

En efecto: efectuando el producto indicado resulta
2 29 '7)><‘3- DGl 3 (2:6.7)X3

e — —_————————— ————————— ==
( IR 4 9.5.11x4 (9.8.11) X4
O b Bl Sup B NS
9.(8.4).11 gRiTEeE Al
Tiscorso. Puede enunciarse este teorema diciendo: 5% #no
de los factores de un producto s ﬁudti/ﬁim D0t Wil NURETD,
queda multiplicado el producto por dicko % mero. -
181. Tronema. Un producto de varios Jameras conmensis
radles, no se altera cambiando el drden de sus faclores.
Vamos & demostrar que
3 2 1
it

oo —
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los segundos miembros de las dos nltimas igualdades tienen
iguales los numeradores y denominadores [67]; luego son
ignales; por consiguients los primeros miembros lo son
tambien.

182. TeorEmA. Pare multiplicar dos sumas indicadas de
nikmeros conmensurables, se multiplica cada sumando de
una de ellas por cada swmando de la otra, y se suman los
productos.

Sea (@ 4+ &+ ¢ (2 + 9.

Si consideramos & p 4+ ¢ como un nitmero, serd
(@+dtc)(p+o=alp+9+8(p+q+ c(p+ g
alterando el orden de los factores, tendremos
(a4+b+c)p+o=@pF+pe+p+pb+(p+9q c:
por ultimo, efectuando las multiplicaciones del segundo
miembro, resulta
(@e+b4c) (n+4q) = ap 4 ag 4+ bp 4 bg + ep + c3.

Igualdad que demuestra el teorema.

183. Trorema. Para dividir un producto indicado por un
nikmero conmensurable, se divide cualguiera de los factores
por dicho nimero.

2

Vamos 4 demostrar que para dividir el producto %- -

*

) e :
_Q—por , basta dividir cualquiera de sus factores, por

jemplo % or y ; esto es, que 2 2 B 1 co
ejemp ll’P g , qu 5-11.7-9656 ;
ciente. ‘
o STl ] 2
En efecto: multiplicando BT g POT el divi-

sor -—é—, para lo cual basta multiplicar el factor o B

& obti el
S€ obtiene 5.11. 9
2.8 5
"”Xll.vxT'

» que es el dividendo; luego el co-

; 3

clente es

5]
Escorto. Puede enunciarse este teorema diciendo: 5% o

de los factores de un producto se divide por un n¥mero,

queda divedido el producto por dicko nimero.
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184, De los principios demostrados en los numeros 180 -y
183, se deduce el siguiente ;
TroreMA. 87 uno de los factores de wn productn se miulii-
plica por un nibmero y €l otro factor se divide, el producto
no varid.
185. TEOREMA. Pard dividir un numero conmensurabl?
PO Ui producto de varios factores, se divide el numero Si-

crsipamente por cadwuno de los factores del producto.
9

Queremos demostrar que pard dividir —5—- por el produc-

P Y

A

9
to 5. — —Trbasta dividir = por 5, el cociente 35 por

por 57» ¥ que el tercer

2 :
i el segundo cociente 5.9

ient 2.7-11 o 4] huscado
cociente 5—p—5 g~ © huscado-
En efecto: multiplieando el tercer cociente por —131— oh-

¢

2 S :
tenemos el segundo 3 5.9 . multiplicando éste por -7~__—,se

. Gt o g ;
obtiene el primero =—=:¥ multiplicando €ste por o, Sé 0h-
; 2.7 11

iy 2 ; Rl 2
tiene el dmdendo-—&-; pero habiendo multmhcadow

; 92 et
sucesivamente Por 477 —o~ y 5, se ha multiplicado por el

DL 2

divisor 5. —o- - = luego e es el cociente.
SR e M TR

186. TEOREMA. Para elevar un quebrado @ und potEnCid
cualguiera, s¢ elevan & dicha potencia sus dos Leérminos.

Decimos que (—%—)B: -{;—s-

En efecto: segun la definicion de potencia [70], tenemos

(_-"_)Lﬁ B 2B e je D Do DY h 57
8 —8'8'8*8.8.3“?'

Para elevar wn numero mizto @ una potencia cualquicrd,
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se reduce el mizto g quebirado, y se continia como en el casa
cterior.

S b .f._)'l: (?_}4): 3 11

9 Qe T8

187.  Asi como el cociente indicado de dos niumeros ente-
ros s2 escribe con frecuencia en forma de quebrado, tambien
el cociente de dos fracciones. 6 de un entero y una fraccion,
Pueden recibir la misma forma; por ejemplo,

4

5
707 - 1

Los teoremas del nitmero 142 se generalizan, para las
divisiones de nimeros conmensurables, de la manera si-
guiente: >

A% el dividendn y el divisor son nimeros enteros 6 Jrac-
CLonarios, o uno entero y otro_fracionario, se verifica

V" Multiplicando 6" dividiendo el dividendn por un wi-
MErD entero o fraceionario, el cociente queda multiplicado
o dividido por dicho nimero.

s3ea ¢ el dividendo, 4 el divisor v ¢ el cociente.

Tenemos: a: 6= ¢, de donde @ = de; multiplicando 6
dividiendo los dos miembros de esta igualdad por un numero
conmensurable 7, resulta

am =1b.cm [180],
@:m==a.(c:m) [183];
de donde se deduce
el e e LM m
b : b

Lo que demmuestra el teorema. :

R Multiplicando ¢ dividiendo el divisor P08 Ui NUMErD
entern o fraceionario, el cociente qurda dividido d maléipli-
cado por dicho nimero.

Tenemos, como en el teorema anterior, g: § — ¢, de don-
de @ = de; de esta igualdad se deduce [184]

a=bm. (¢ m),
a=(0:m). cm;
de donde

— = .

b:m
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80 Multiplicando 6 dividiendo el dividendo y el divisor
Por wn wimero entero' o fraccionario, el cociente no varia.
Tenemo$ @: & = ¢, ¢ — be:” multiplicando y dividiendo
por 7 ambos miembros de esta igualdad, resultan ofras dos
anm = bm . ¢ [180],
g:m=(0;m).c [183];
de donde
an a:m

=i
it b m #
resultados que demuestran el teorema.

VI1I.—Propiedades de las fracciones iguales.

188. Si comparamos entre si dos cantidades, el resultado
de la comparacion se llama 7¢zon O elacion, y 10 s mas
que el cociente de dividir la primera cantidad por la se-
gunda.

Razox es el eociente de dos cantidades.

Todo cociente es igual & una fraccion, que tiene pgpr
numerador el dividendo y por denominador el divisor [128 y
187]; por consigniente las ideas de razon, cociente y frac-
cion Son idénticds.

189. IGUALDAD FRACCIONARIA €8 Ja expresion de la igualdad
de dos fracciones 1.

27

St
son igualdades fraccionarias.
@, &, ¢, d se llaman respectivamente primero, sequndo,
tercero y cvarto término.
Llamaremos ¢drminos opuestosal @y d, asi como tam-
biend dy ¢ 2.

e
0

(4
(A

4 Hasta hace algunos afios se llamaha, y aun hoy sigue llamandose por
algunos autoves, proporeion i la igualdad de dos razouves, v se estudiaba
una serie de.propiedades de las proporeiones, ue constituia una Leoria
extensa y complicada, Considerando la proporeion como la igualdad de dos
quebrados, y transformando ésta, por medio de operaciones izuales efec—
tuadas con sus dos miembros, se obtienen lus mismas propiedades con la

~mayor sencillez. ‘

2 Antes Jas proporciones se escribizn en la forma n:b::e:d, v se

leian @ esé b como ¢ es a o, liamando 4 a: b primera razen, 4 c:d

segundu razon, i ayc anlecedentes, by d consccuenics, ay d

calremos, by ¢ medios. U




190. TeoreMA. [ toda iqualdad fraccionaria, los pro-
ductos de los terminos opuestos son 1guales 1. -

i a@ e

Sea PRy

3 ) a

Multiplicando los dos miembros por el producto 44 de los
denominadores, resulta

abad chd

7 @
y simplificando serd
ad = be.
191. ProBLEMA. Dadoes tres teérminos de una igualdad
Jraccionaria, hallar el cuarto.
e ks
De 3 e de deduce ad = be; dividiendo por . los
dos miembros de la igualdad Gltima, resulta
be

a

Si la misma igualdad se divide por 4, ¢ y &, se obtendra
respectivamente ;
ad de
(==t b= —_ —_——,
b d
Luego, wn término de una iquaidad fraccionaria se od-
tiene dividiendo por su opuesto el producto de los: otros
dos 2.
192. Sitenemos las igualdades
a b 7 i

é s m
Sers ae="1% m* = pq.

Luego, si dos términos opuestos de una iqualdad frac--
cionaria son iquales, el cuadrado de uno de estos es igual al
producto de [as otros dos.

Cada uno de los términos 4 y 7 de las anteriores igual-

4 Entoda prupuréion, el producto de los extremos es igual al de los
medios:

2 Un extremo de una proporcion es igual al producto de los medios
partido por el otro extremo. Un medio de una proporcion es igual al
producto de los extremos partido por el otro medio,

2
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dades, se llama medio factorial 6 medio proporcional entre
los otros dos 1.

193, TroremMA. A% el producto de dos nimeros es igual al
producto de otros dos, los cualro pueden formar una igual-
dad fraccionaria, siendo términos opuestos los fuctores de
cade producto 2.

Supongamos ad = be; partiendo ambos miembros de esta
igualdad por el producto de un factor del primer miembro
por otro del segundo, por ejemplo do, serd

ad b
Qb dh
¢ simplificando
a

CoroLario. Alterando el drden de Ilss términos de una
iqualdud fraccionoria, demodo gue dos términos opuesios
de ella no dejen de serlo, subsistird la igualdad 3.

Puesto que el producto de los términos opuestos serd
siempre el mismo, y segun el teorema, habrd igualdad
fraccionaria.

Asi, la igualdad -Z'—: -5« puede escribirse de los mo-

dos siguientes:

194. TrorEMA. 5% los numeradores ¢ denominadores de

4 Sellama proporcion conlinua la que tiene iguales sus términos
medios, El téemino medio se llama medio proporcional entre los extre-
mos, v el cuarto término de la proporcion se llama fercerv proporcio-
nal 4 los dos primeros.

En toda proporcien continua el producto de extremos es igual al
cuadrado del término medio, .

2 Si el producto de dos nimeros es igual al producto de otros dos, los

cuatro pueden formar proporeion, siendo extremos los factures de un
producto y medios los-del otro.
5 Alterando el érden de los términos de uma proporcion, de mado gue

el producto de los extremos sea siempre igual al de los medios, subsistira
la proporcion, :
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una iqualdad. fraccionarie son igutles wespectivamente 4
dos de otra, los olros cualro érminos pueden forimar wid
igualdad fraccionaric 1. :

, tendremos

b
de donde —_———
o 7
195. Trorema. B fada igraldad fraccionaria. lo suma
de los términas del primer quebrado pariide por el nmera-
dor 0 denominador del mismo, es jgual @ lo swma de Ios
términos del sequndo partida por sw numerador d deno-
mincdor 2.
: a ¢
Sea la igualdad ' —= ——.
g % O d
Aumentando en una unidad sus dos miembros, serd,
a Y
— 4 1=— +1;
) a

efectuando la adicion indicada en eada miembro, resulta
c—d
gy,
a

Ademds, la igualdad p
(

¢ e
i€, puede escribirse en Ig
¢

: b 17
forma oy = —, de donde
a ¢ :

e+b _ cEd
7 gl R

196. ~ TeorEMA. - Fn toda. igualdad fraceionavia, la dife-

gencia entre (08 términos del primer guebrado nartida por ek

aumerador d denominador del mismo, cs igual ¢ la diferen-

1 Si los anteceddntes 6 conseenantes de dos proporciones son isuales,
se puede formar proporcion con los otros cnatro férminos,

2 En toda proporcion, Ia suma de los términos de la primera razon es
n] nnlum-(lcute 0 consecuente, comoe Ia stima de los {érmines de ]u segun-
da razon es al antecedente 6 consecnente de la miisma,




a7 .
ria entre Ios términos. del sequado partida por su.n umerador
d denominador 1.
: a ¢ R
Sea sy Sigte y supongamos que las fracciones sean
propias. Si cada una de ellas se vesta de la unidad, . las dife-
rencias seran ignales, esto es,
a s b—a d—rc
1— "Z- =1— —dr, 0 Sea ——er = @
Supongamos ahora que sean impropias: restando la uni-
dad de cada una, tendremos ‘
a ¢ a—6bé . ¢c—2&
——lz=——1,9 = =
0 d 6 a
a 3

a &
Ndemis, 46— == ge  dodues ~—= ~—, ¥ de ésfa
/ d a ok
b—a Q)¢ o=
SE 6 I L ER LAy

]

a {4 @ ¢

segun que las fraceiones dadas sean ropias ¢ impropias.
197. Tronema. K toda iqualdaed fraccionaria, (o swmd
de los términos de la primera fraccion partida por St dife-
rencia, esigual ¢ la suma_de [os términos de la sequnde
Sraccion partide por la dijferencia de los mismos 2.

@ c
De —= 753 deduce

b
c—+d a— b c—d

[t} ¢ @ (i
Teniendo las dos Ultimas denominadores iguales, Serd

[194]
at+d e+ d
P iy [ et
198. Trorema. En tode igualdaed fraccionard, lasuma
¢ diferencia de los numeradores parivda por la suma 0 dife-

1 En toda proporcion, la diferencia entre los términos de la primera
razon es al antecedente 6 cousecuente, como la diferencia entre los ter-
minos de la segunda razon es 4 su antecedente 6 consecuente,

9 Entoda proporcion, la suma de los términos de la primera razen es
4 su diferencia, como la suma de los términos de la segunda razon esa lx
diferencia de los mismos.

=
d




98

wencia de los denominadores, es igual & cualyuiera de las
Jracciones dadas 1.

& £ a & ﬂj___(‘ A m
De — =—-se.deduce — = —, v de ésta — -:__"I _i;”.?_
o ¢4 ¢ A a P4
: @ Q==
o sea it €T ARG T
& f=t= d

199. Trorema. Zn toda igualdad fraccioneria, {a suma
de {os numeradores partida por s diforencio, es iqual @ ln
suma de-los denominadores parvtida por la diferencia de los
MISMOS 2,

@ c ¢4 a a—e a
De ———=-—gededuce — —— e = —
b/ & - o b 0—d <t
a-+c a—c @+ b4 d
luego 5 = = 0 = +
b—+d b—d @&—c b—d

200. Tronema. 87 tenemas tres d mas fracciones igualas,
x suma de verios d de todos los numeradores partida por la
suma dr los denominadores respectives, es iguel @ cuaiguie-
ra de das fracciones dadas 3.

a c 7 2
Q SN ERE s Nt gl
nea 7 A-———-d = > —»--—-g
& ¢ a—+e & a m
De —— =—-se deduce ——— =—; pero —— ——
i e T g R
@& c " a c—+m n
luego ———=-—, de donde e ey ety
bkl n b+d+n  »
L i P o g

Del mismo modo hallarfamos que :

3 O4d—+n—4g-+..
es igual 4 una de las fracciones dadas, y como éstas son
iguales entre si, resulta por Gltimo

(!.—{—c—}—m—i—pﬁ—....__a._c m.op

bt+d+ntg+... & d an g

{ En toda proporcion, la suma 6 diferencia de los antecedentes es 4
Ia suma 6 diferencia de los consecuentes, como un untecédente es 4 su
consecuente.

2 En toda proporcion, la’ suma: de los antecedentes es & su diferencia,
como la suma de los consecuentes es 4 la diferencia de estos. |.

3 La igualdad de tres' mas razenes, sc¢ llama serie de raozones

iquales.
En toda serie de razones iguales, la suma de varios 6 de todos los

antecedentes es 4 la suma de los consecucutes respeclivos, como un
antecedente es & su consecuente.
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CAPITULO SEGUNDO.

FRACCIONES DECIMALES.

I.—Numeracion y nociones preliminares.

901. Los nimeros menores que uno pueden ser expresa-
dos por fracciones, en las que las divisiones de la unidad no
sean arbitrarias, sino que, por el contrario, estén sujetas 4
una ley; y asi como la uniformidad en la formacion de las
unidades numerativas decena, centena, millar eic.; nos pro-
porciond, en la numeracion de enteros, la inmensa ventaja
de poder representar estos verbalmente y por escrito con
suma senecillez, de igual modo, aplicando las mismas leyes
4 las subdivisiones de la unidad, debemos hallar, por analc-
g1y, medios sencillos de enunciar y escribir las fracciones
que se originen, llamadas fracciones decimal®s.

Se llaman FRACCIONES DECIMALES, (as gue tienen por déno-
minador la vnidad sequida de c?10S.

902. El fundamento de la numeracion de enteros es que
una unidad de un ¢rden cualquiera, se compone de diez uni-
dades del 6rden inmediato inferior.

El fundamento de la numeracion de decimales seri el
mismo exactamente.

Tstas nuevas unidades fraccionarias tienen la unidad sim-
ple por punto de partida; ésta se compone de diez décimas;
la décima se compone de diez centésimas; ésta de diez milé-
simas, y asi sucesivamente. Por lo tanto, una unidad tiene
diez décimas, cien centésimas, mil milésimas ete.

La nomenclatura de las unidades decimales, manifiesta
claramente la analogia que guardan con las enteras; tene-
mos, en efecto,

decena, unidad dies reces mayor que la unidad simple,
décima, vnidad dies veces menor que la unidad simple;
centena, unidad cien veces mayor que la unidad simple,
centésima, unidad cien veeces menor que la unidad simple;
millar, unidad mil veces mayor que la unidad simple,
milésima, unidad mil veces menor que la unidad simple.

. . . . . . -

Vemos gue los nombres de las unidades decimales se for-
man cambiando la terminacion de las enteras en ¢simas.

- . . . -
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203. El fundamento de la numeracion eserita es que una
cifra colocada & la derecha de otra representa unidades.diez
Veces menores.

Apliquemos este principio al niimero

6384 257,

v suponiendo que 4 sea la cifra de las unidades simples, ten-
dremos que la cifra 2 expresard unidades diez veces mienores
¢ décimas; la ¢ilra's expresard unidades diez veces menores
que las déeimas ¢ cien veces menores que las unidades sim-
ples, esto es, centésimas; la cifra 7 representara unidades
dicz veces menoves que las centdsimas o mil veces menores
que las unidades simples, esto es, milésimas.

De agui resulia que las décimas deben ocupar el primer
lugar 4 la derecha de las unidades simples, las centésimas el
segundo, las milésimas el tercero y asi sncesivamente.

<04. Ya tenemos los medios necesarios para leer y eseri-
bir los mimeros decimales; sin embargo haremos algunas
simplificaciones. :

En el nlimero 6384 257, si consideramos solo la parte
decimal, observamos que la cifra 2 es centenas respecto del
7, y el 5 decenas; por lo tanto dicha parte decimal se com-
Pone de 257 mildsimas.

Para expresarla, hubiera pues bastado leerla como un
numero entero, anadiendo la denominacion correspondiente
4 la ultima cifra 7; Iuego

Los niimeros decimales se leen como  si Sfusen enteras,
anadiendo ademds la denominacion correspondiente. ¢ la 1il-
tima cifra. !

Esta denominacion pusde obtenerse ficilmente obser-
vando que das eifras, una decimal y otra entera, colocadas
d igual distancia de las unidades simples, tienen nombres
antlogos.

Asi, el 6, queen el numero 6384 257 ocupa ‘el tercer
lugar & la izquierda de las unidades simples, representa
millares; y el 7, que tambien ocupa el tercer Ingar, pero 4
la derecha, representa mildsimas; el 3 es centenas, el 5 cen-
tesimas; el 8 decenas, el 2 déeimas.

La parte entera se lee separadamente y antes que la
decimal.

L7emplo. Leer ¢l nimero 956 4327.
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La tltima cifra ocupa el cuarto lugar, luego expresa

diezmilésimas; el niimero es por tanto :
956 enteros 4327 diezmilesimas.

205. Da lo dicho se desprends que los numeros decimales
se eseriben como los enteros; asi acko mil Lrescientas cuatro
millenésimas, se escribird :

8304;

pero & fin de no confundir este numero con 8304 unidades
simples, es necesario distinguirlos de algun modo. Podria
emplearse para esto signos converncionales, pero coma dos
cifras, wia eatera y otra decimal, que tienen nomores anb-
Lagos, estan. & igual distanciy de (as unidades simples, )a
cifra 4 que debe represeniar millondsimas, ocupard & la
derocha de las unidades simples, el mismo lugar que los
mitlones 4 la izquierda, esto es, el sexto; para lo ‘gne es
indispensable ocupar ¢om Ceros los lugares correspondientes
4 las unidades que faltan en el nimero, y separar la parte
entera de la decimal por medio de algun sigho convencio-
nal, que generalmente es una coma.

Por consiguiente escribiremos

0,008304.

Podemos ya formular la signiente regla.

Dura escribir wn aimero decimal, se eseribe su parte
entera y despnes la decimal, cuidandn de que lg ultima eifre
de ésta ocupe el luqar correspondiente & las unidades qve
dbe representar, I que se consigue ponisndo despues de i@
coma Ins c2ros necesarios.

Fjempls. Eseribir treinta ¥ cinco wwidedes mil vein-
ticuatro cienmilesinas.

Las cienmilésimas ocuparan el quinto lugar; el nimero
1024 tiene cuatro cifras; luego despues de la coma se pondré
un cero. Tendremos, pues, :

35,01024.

206. Escouo 1.° La parte entera y la decimal pueden
leerse de una vez.

Sea el numero 35,045,

Valiendo cada unidad 1000 milésimas, 35 unidades val-
drén 35000 milésimas; luego el niimero puede leerse

treinda y cinco mil cuarenta y cinco MILESIMAS.

Basta, segun se ve, leer todo el nimero prescindiendo de
la coma, v asadir la denominacion correspondiente a la
ultima cifra
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2" 'Sial eseribir un niimero decimal no sé da parte ente-
ra; y observamos que tiene mas cifras de las necesarias para
que la ltima ocupe el lugar correspondiente, es sefal de
que existe parts entera, incluida en las unidades fracciona-
rias que se dieron.

En este caso se escribs el niimero dado como si fuese en-
tero, y se pons la coma en el lugar conveniente, para que la
ultima cifra de la derecha represente unidades dei orden de-
cimal & que se refiere el ntimero.

Supongamos, por e emplo,que se pide eseribir el ntmero
treimta y cinco mil cuarenta y cineo milésimas.

Las milésimas ocupan el tercer lugar, pero el niimero
dado tiene cinco cifras, luego tiene parie entera. Escribién-
.dole como si fuese entero sers 35045: ¥ Poniendo ahora la
coma de modo que el 5 represente milésimas, resulta el
numero 35,045.

207. Teorena. Tna fraccion decimal no s altera ana-
diendo ceros 4 la derecha, d suprimiendo los que ya teniq.

Sea la fraccion 5,87; afiadiendo dos ceros 4 su derecha,
resulta 5,8700; digo que

5,87 = 5,8700.

La primera fraccion se compone de 5 unidades enteras, 8
décimas y 7 centésimas; y la segunda consta de 5 unidades,
8 décimas, 7 centésimas, cero milésimas ¥ cero diezmilési-
mas; luego tienen ambas igual valor.

Es evidente que tampoco varia la fraccion suprimiendo
ceros de la derecha.

208. Teorema. Para multiplicar un ndmero decimal por
la unidad sequida de ceros, se corre lu coma hicia la derécha
vantos lugares como ceros siquen ¢ la unidad.

Propongdmonos multiplicar la fraccion 0,3479 por 100, y
demostremos que

0,3479 % 100 = 34,79.

En efecto:al correr la coma dos lugares hicia la derecha,
cada cifra del nimero dado avanza dos lugares hécia ln iz-
quierda, adquiriendo por consiguiente un valor relative 100
veces muyor. ‘ _

En el ejemplo propuesto, la cifra 3 que representa déci-
mas, despues del movimiento de la eoma representa decenas;
las 4 centésimas se convierten en 4 unidades simples, y lo
mismo sucede & las dem4s cifras, esto-es, se hacen todas 100
veces mayores; luego el numero que resulfa es 100 veces
mayor.
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&i el nuimera de cifras decimales o es bastante para qus
pueda correrse la coma los lugares necesarios, se afadiran
ceros 4 la derecha del decimal.

Asi, 3,56 X 10000 == 35600.

900. Trortma. Para dividir wn nimero decimal por it
unidad sequida de cerns, s2 corre la_como. hcia Lo ioquierda
tantos lugares como coros siguen & ia wnidad.

Vamos & demostrar que

584,2: 100 = 5,842.

En efecto: al correr la coma dos lugares hécia la izguier-
da, cada eifra del numero dado avanza hécin la derecha dos
lugares, adquiriendo por consiguiente un valor relativo 100
veces menor.

En nuestro ejemplo, la cifra 5 que representa centenas, '
despues de correr la coma representa unidades; las 8 decenas
< han convertido en 8 décimas, y lo mismo sucede & 1as
demas cifras, esto es, se hacen todas 100 veces menores;
luego el niumero que resalta es 100 veces menor que el
propuesto.

Si ol niimero de cifras enteras no es bastante para que

pueda correrse la coma los lugares nacesarios, se anadiran
seros 4 la izquierda de la parte entera. ;
Asi, 3,14: 1000 = 0,00314;, 24,5:100 —0,245.

11, —Adicion.

910. Funddndose la numeracion de los nimeros decima-
les en los mismos principios que la de enteros, la regla para
sumar los primeros debe ser andloga 4 la que dimos en el
ntmero 22 para los segundos. Asi,

Para sumar varios numeros decimales, se suman Las
unidades de cada orden, emperando por las inferiores. Las
sumas menores gue diez se escriben_Sin alterarias, y delas
mayores o iguales solo se escriben ins unidades, reSErVANao
las decenas para agrequrias & s svmna parcial siguiente. Lo
Allima Suma e escribe sequin sé abliene.

Para mayor comodidad se_ cologan los sumandos unos
debajo de otros, de modo que las unidades del mismo orden

estén en columna vertical, lo'que evidentemente se consigue
poniendo las comas en columna.
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Eiemern.’
28,357
3,04
123.3302

0,2
159,9862

III,—Sustraccion.

211. El escolio del mimero 24 se aplica igualmente & los
nameros decimales que & los enteros: por consiguiente la
regla para restar dos de aquellos, debe ser la misma dada en
el nimero 28 para estos.

Para restar dss nvimeros decimales, se resta cada cifra
del sustraendo de la del mismo drden del minuendo, enpe-
zando pir las d drden inferior. Cuando una ci Jra del sus-
traendo es mayor que lo eorrespondiente en el min uendo, se
agreqe ¢ €sia dies unidades y se efectia la sustraccion. ei;-
dando despues de aumentar en una unidad lu cifra siguiente
del sustraendo.

Para mayor comodidad se coloca el sustraendo debajo del
minuendo, de modo que las unidades del mismo orden se
correspondan. Si el numero de cifras decimales de los nime-
ros dados es diferente, se afiaden ceros 4 la derecha del que
tenga menos.

Bean los nimeros 35,47 y 18,325,

Para igualar el nlimero de cifras decimales, anadiremos
an cero al minuendo, v tendremos

35,470
18,325

17,145

IV.~—Multiplicacion.

2i2. En la multiplicacion de decimales disting'uiremos
d0s casos: 1.° multiplicar un nimero decimal por un entero;
2." multiplicar dos miimeros decimales.

213. Priver caso.  Para multiplicar un wimero decimal
207 v entero, se multiplican como si los dos fuesen entoros,
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y de la derecha el prdiucto s? separan tantas cifras deci-
males como tiene el multiplicando.
Seq 5,274 el multiplicando y 28 el multiplicador.
Suprimiendo la coma en el primero, se hace este numero
1000 veces mayor, laego el producto queda multiplieado por
1000 [180]: para que sea el verdadero es necesario dividirle
por 1000, lo que se consigue separando tres cifras decimales,
esto es, tanfas como tiens el multiplicando.
Asi obtendremos
5,274
28
42 192
105 48
147,672
914, Scupo caso. Para multiplicar dos nineros deci-
males, se multiplican como si fuesen enteros,y de Lo derecha
del producto se separan 1antas cifras decimales como tienen
{os dos factores.
Sea'3,246 el multiplicando y 6,37 el multiplicador.
Suprimiendo la coma en el ultimo, se convierte en 637,
niimero 100 veces mayor que el propuesto, y se reduce este
caso al anterior. Pero habiendo multiplicado por 100 el mul-
tiplicador, el producto resulta multiplicado por 100; luego
deberd dividirse por el mismo numero, separando al efecto
dos cifras de la derecha; y como segun la regla del primer
caso, debemos separar ademas tres que tiene el multiplican-
do, resultan cinco, esto es, tantas como tienen los. dos
factores.
Tendremos segun esto
3,246
6,37
227 22
9738
19 47 6

20,67 7 02

V.—Division.

215. Fn esta operacion distinguiremos dos €asos: 1.° divi-
dir un nimero decimal por un entero; 2." dividir un entero
decimal por otro decimal.
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216.  Prwen caso. Para dividir un nibmers decimal poy
un entern, se dividen eomo i los dos fuesen enteras, y de la
derecha del cociente se separan tantas ci Jras decimales como
tiens e divid-ndo.

Sean los nimeros 35,296 ¥ 27.

Suprimiendo la eoma en el dividendo, se multiplica este
nimero por 1000; luego el-cociente queda multiplicado por
1000 [187. 1.°]: para obtener el verdadero, debemos, por con-
siguients, dividir por 1000 el eociente hallado, lo que se
consigue separando de su derecha tres cifras decimales, esto
es, tantas como tiene el dividendo.

Segun lo dicho, tendremos

35,206 | 27
82 |7907
TREb Al
¢ 7

217. El cociente exacto de los niimeros propuestos es
mayor que 1,307, puesto que se ha obtenido residuo, ¥ me-
nor que 1,308, porgus el producto de este numero por 27
seria mayor que el dividendo: estando comprendido el co-
ciente entre 1,307 ¥y 1,308, quedifieren en una milésima, se
comete, tomando 1,307 para cocients, un error menor que
esta diferencia. .

Aplicando el mismo razonamiento 4 nn- cociente cual-
quiera, se verd que

8% ad dividir wun decimal por un entero, se_desprecia la
Jraceion complementaria. formada por el residus y el divi-
sor, el error gue se comete es menor que ung unidad del w%iti-
mo drden decimal del cociente.

Obsérvese que podemos aumentar cuanto queramos el
numero de cifras del cociente, con solo anadir ceros 4 la par-
te decimal del dividendo, ¥ que por tanto los cocientes po-
drén expresarse en decimales con cuanta aproximacion sea
necesaria. 3

FEjemplo. Hallar el cociente de 75,32 por 23 con un error
roenor que 0,0001.

75,3200 | 23
63 Qo747
159 3,2747
110
180
19
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Hs intitil afadir los ceros al dividendo, bastando colocar-
los uno & uno # la derecha de los residuos.

El medio expuesto para aproximar los cocientes, se pue-
de aplicar 4 la division de enteros, considerando el dividen-
do como un numero decimal, cuyas cifras decimales son
CEros.

218. Secunpo caso. Para dividir un nimero entero d deci-
mal por otro decimal, se multiplican el dividendo el divi-
sor por la unidad seguida de tantos ceros como cifras deci-
males tiene el divisor, y queda reducido el caso & dividir dos
nakmeros enteros o un decimal por un entero.

Sea 24,375 el dividendo y 3,128 el divisor.

Multiplicando estos nimeros por la unidad seguida de
tres ceros, esto es, por 1000, el cociente no varia [187. 3.°], y
1a cusstion se reduce 4 dividir 24375 por 3128.

Aproximando el cociente hasta centésimas, tendremos

04375 | 3128

24790 |5
og0d0r| 70
788

Sea 35,2745 el dividendo y 3,24 el divisor.

Multiplicando por 100 estos niimeros, el cociente na
varia, y tendremos que dividir 3527,45 por 324, operacion
que perienece al primer caso.

3527 45 | 924
0874 |~
og 25 | 1088
233

Sea el dividendo 18,37 y el divisor 3,4526.
Aprozimando hasta centésimas, serd,

183700 34596

110700 5.3¢

71990 | 9%
2168
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CAPITULO TERCERO.

CONVERSION DE FRACCIONES ORDINARIAS
EN DECIMALES Y VICE-VERSA,

I.—Conversion de fracciones ordinarias en decimales.

; ‘ . : 19
219. Propongdmonos convertir la fraccion 5 &0 ofra,

decimal equivalente.
Para resolver esta cuestion determinaremos las unidades

b ; 19
enteras, décimas, centésimas ete. que contienen los T de

la unidad. g
Este quebrado es igual al cociente exacto de su numera-

dor por su denominador. Dividiendo 19 por 8, el cociente
entero es 2; luego 2 es la parte enfera del nimero decimal
que buscamos. Para completar el cociente debemos dividir
el residuo 3 por el divisor 8: el residuo 3 no puede dividirse
Por 8; pero si se convierte en décimas valdrd 30 décimas, las
cuales divididas por 8, dan 3 décimas de cociente entero,
luego el decimal que buscamos contiene 3 décimas. Para
completar el cociente de 30 décimas por 8, debemos dividir
el residuo 6 por el divisor: las 6 décimas valen 60 centésimas,
que divididas por 8, dan 7 centésimas para el niimero deci-
mal que buscamos. Completaremos el cociente nltimo, divi-
diendo el residuo 4 centésimas 6 40 milésimas por 8, lo que
da 5 milésimas exactamente.

2 : 19
Luego el niimero decimal equivalente & R 2,375.

En vista de la marcha seguida para obtener este resulta-
do, formularemos la siguiente regla.

Para convertir un quebrado ordinario en decimal, se di-
vide el wumerador por el denominador, ¥ el cociente entern
serd la pare entern del deciinal. Kl vesidun sequido de un
eoro se parte por el denominador, y se continta ia operacion
anadiendo un cero G cada residuo, y dividiendo por el deno-
IMERAA07.

Este procedimiento es idéntico al que expusimos en el
ntimero 217 para aproximar los coelentes.
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La operacion e dispone en la practica del modo siguiente:

TlJEMPLOS.

78 _ 74
1.* Sea el quebrado o 2.° Sea ¢l quebrado ST
780 |, |'125
300 170,624
oy

0

* Seael quebrado ——.
3 quebrad 55
520 55
250 0 OARAL. .
300 0,94545...
250
300
25
En el segundo ejemplo, los dividendos parciales son al-
ternativamente 70 y 40, y como el divisor es constante, las
cifras del cociente serdn siempre 6 y 3, no pudiendo coneluir

nunea la operacion. De esto se infiere que T no puede con-

vertirse exactamente en fraccion decimal; pero se obtendré
4 7 :
una que se aproxime 4 T cuanto se quiera, tomando un

nimero suficiente de cifras decimales; asi
7
ST 0, 6363 con un error menor que 0,0001.

En el tercer ejemplo, tambien se reproducen periddica~
mente las cifras 4 y 9, siendo imposible terminar la ope-
racion.

990. La fraccion ordinaria que se convierte en decimal,
se llama generatriz de la decimal equivalente.
U
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En vista de los resultados obtenidos en los ejemplos del
ntmero anterior, dividiremaos las Iracciones decimales equi-
valentes § otras ordinarias en fracciones decimales ezactas N
periddicas.

Fracclox pEciwar Exacra es toda fraccion decimal gue
equivale ezactamente ¢ otrg ordinaria. i

Fraccion pEcivar pEriopics eg toda fraceion de wn niy
iimitado de cifras, tal g1 Vv grupo de éstas se pepite
Jinidamente en el misin, drden.

El grupe de cifras que se repite indefinidamante. se
Hama periodn,

Las fraociones periddicas so subdividen en purys Vi
mizias. ;

Una fraceion periddica es prra cuando el periodo empie-
Za en las décimas; v miwty cuando el periodo em pieza des-
Ppues de las déecimas,

0,3838... .es una fraceion periddica pura; el periodo
es 38.

0,80134134... es una frascion periddica mixta;: el periodo
es 134, y la parte decimal 89 que precede al primer periodo,
se llama parée irreguiay & no periddica.

221. Trorema. Siel denominador de un quebrado irpe-
ducible no tiene wingun factor primo distinto de 2 y 5:
1. 22 fraccion decimal equivalente es ezacty:9.° ef netiners
de cifras decimales es tgual al mayor de Jos exponentes de
27 5.

AU ; A

Sea la fraccion irreducible 55 Fi

Queremos demostrar que puede convertirse exactamentea
en decimal, y qna el niimero de cifras serd, 3. !

1. Para convertir la fraccion propuesta en decimal, di-
vidiremos el numerador por el denominador, afadiendo un
cero & cada residuo; 1o que equivale & dividir e] numerador
Seguido de ceros por el denominador. Por cada cero anadido
al numerador, se multiplica este nfimero por 10, y como
10 =2. 5, se introducen los factores 2 y 5. Como el deno-
minador se compone solamente del factor 2 y del factor 5,
legard el numerador 4 contener todos los factores primos
del denominador con exponentes iguales ¢ mayores, ¥ por
consiguiente se ohtendrs cociente exacto | 121}, quedando
reducido exactamente el quebrado 4 decimal.,

<." El numerador 4 no contiene el factor 2 nj el 5, por
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ser irreducible 1a fraccion; luego para que sea divisible por
93 5%es necesario y suficiente afiadirle 3 ceros; pero cada
cero prodiice nna citra decimal, luego el numero de éstas
es 5. 6 sea tantas como unidades tiene el mayor exponente
de 2y 5. 1%

Fjemplo. Sea el quebrado irreducible —r-.

El denominador es igual 4 2% . 5, luego la fraccion deci-
mal equivalents es exacta y tiene 3 cifras decimales.

Se ve efectivamente, efectuando la reduceion, que

13 e
-74—0— — 0,320.

999, Trortma. Si 6l denominador de wi guelrado trre-
ducible contiene algun factor primo distinto de 2 y 5, (@
[fraceion decimal equizalente es periddica.

En efecto: siendo Ja fraceion irreducible, su numerador
no contiene ninguno de los factores del denominador: ana-
diendo ceros al primero, se introducen solamente los facto-
res 2 y 5; luego nunca contendrd todos los factores del
denominador, y el cociente no Hegard 4 ser exacto [121].

Ahora bien, siendo los residuos menores que el divisor,
al cabo de tantas divisiones 4 lo mas como unidades tenga
ésta, se repetirg un residuo de los obtenidos anteriormente;
afiadiéndole un cero, se repetird uno de los dividendos par-
ciales. v como el divisor es constante, volveran periddica-
mente los mismos cocientes y los mismos restos; luego la
fraccion decimal sera periodica.

993, Bs evidente gue todo québrado se halla comprendi-
do en una de las hipotesis de los dos teoremas tltimos; luego

Toda fraceion decimal equivalente & otra ordinaria, es
necesqriamente exacta ¢ periddicd.

994, | Lema. 2odo witmero - entero primo con 10, tiene un
malltiplo que se eseribe silo con nueves.

Sen B un entero primo con 10, esto es, que no contiene
el factor 2 niel 5; vamos 4 demostrar que el nimero 999....
es divisible por 7, siempre que se tome un niimero suficien-
te'de nueves. :

En efecto: los residuos de dividir 999.... por B son meno-
res que B; luego si no'se'llega & obtener cociente exacto,
los residuos se repetirdn. ‘Supongamos que sin haber obteni-
do cociente exacto, llegdsemos & encontrar dos dividendes
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999999 v 999 que diesen residuos iguales; en este caso, la
diferencia 999999 — 999 seria divisible por BB [78], esto es,
999999 — 999 — . . de B, ¢ 999000 = m ~de B

pero & es factor del segundo miembro, luego divide tambien
al primero, y como es primo con 1000, puesto que 1000 sélo
contiene factores 2 ¥ 9, es divisor de 999: luego es imposible
obtener dos residuos iguales sin hallar antes un coeiente
exacto; por consiguiente 999... es multiplo de 5.

225. Teorema. 8% el denominador de una Jraccion irre-
ducible es primo con 10, la fraccion decivial eguivalente es
periddica pura.

Sza la fraccion —%— ¥ & el residuo de dividir 4 por 2.

Afiadiendo un cero al residuo £ y dividiendo por B, se
obtiene la cifra de las décimas: si en el curso de la operacion
se repite el residuo £, afadiéndole un cero y dividiendo por
B, se reproducirdn dicha cifra y las Siguientes en el mismo
érden, y la fraceion serd periddica pura.

La operacion de convertir —i—?- en deeimal, se reduce &

dividir 4 seguido de un némero indefinido de ceros por B;
por tanto, los dividendos totales pueden representarse por
A . 10", donde 7 valdra sucesivamente 1, 2, 3, 4 ete.

Para que un dividendo total 4 . 10 reproduzca el resi-
duo & dado por el numerador 4, basta que la diferencia
4 . 10" — 4 sea divisible por B [77].

Pero A 0% A = 4102 —1),

y siendo 10™-—1 un niimero escrito sélo con nueves, Hegars,
d ser miltiplo de 5 [Lema], y con mayor razon, la diferen-
cia 4 (10™— 1) serd tambien divisible por B; luego el resi-
duo 7 se repetird y la fraccion periddica sers pura.

226. Escouios. 1.° Cuando se llega 4 un dividendo 4 . 10™
que reproduce el residuo 2, concluye el primer periodo; y
como cada cero afiadido al numerador 4 origina una cifra
decimal, el periodo tendrd = cifras; pero & se repite cuando
B es divisor de la diferencia 4 (10— 1), 6 sea de 10™— ]:
puesto que & es primo con 4, yno puede repetirse antes [78);
luego si observamos que 10™—1 es un nimero eserito con
nueves, deduciremos que

Bl nitinero de cifras del periodo es igual al menor nime-
70 de nueves necesario para formar un miltiplo del deno-
minador.
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; A SR
2. - Llamando (' al cociente de ——, ¢ sea, 4 la parte

b

entera de 1a decimal periddica pura, y ' al cociente de
A . 10™ por B, esto es, 4 la parte entera seguida del primer
periodo, tendremos

v B RV =BT R B

A =B X0 + R
restando estas igualdades ordenadamente resulta

A (10m—1) = B (C' — ). [1]

8i 4 termina en cero, el primer miembro es divisible por
10, y el segundo tambien tendrd que serlo; pero 10 es primo
con B3, lnego serd divisor de (' — (/. Ahora bien, para que
esta diferencia sea divisible por 10, es necesario que termine
en cero, 0 lo que es lo mismo, que la ultima cifra de la parte
entera sea igual 4 la iltima del periodo.

Luego si el nwmerador termina en cero, la tiltima cifre
entera y la witima del periodo son iguales.

Por el contrario, si 4 no termina en cero, como 10™— 1
no contiene el factor 2 ni el 5, el primer miembro de la
igualdad [1] no termina en cero; por consiguiente fampoco
el segundo terminard en dicha cifra, y las Gltimas de ¢'y ¢”
serdn desiguales.

Luego si el numerador no termina en cero, la wltima ci-
fra entera y lu wiltima del periodo serdn desiguales.

Eiempros.
=

i (3}
1.° Bea la fraceion S

Il denominador no contiene el factor 2 ni el 5; luego la
fraccion decimal equivalente serd periddica pura.

Il menor multiplo del denominador, formadosélo con
nueves es 99; luego el.-periodo tendrd dos cifras.

Efectivamente -T’l— ==(0,4545...,

2.° Hea el quebrado '—.%);;-)--4
La frace¢ion decimal equivalente es periddica pura.
Ll menor miltiplo del denominador, formado sélo con
nueves, es 999; luego el periodo tendra tres cifras.
_Ademds, terminando el numerador en cero, la ultima
cifra entera y la Gltima del periodo serdn iguales.
U
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: 5
Efectivamente —llo— — 137513581 3u

O~
.

227.  TronemA. S el denominador, de una fraccion irre-
ducible contiene el fuctor 2, el fuctor 5 o ambos, y wademds
un factor primo distinto de 2 y 5, la. fraccion decimal equi-
valente es periddica mizta; y Lo parie wo periddica tieae tan-
tas cifras como unidades lengu el mayor de los exponenies
de 2y 5.

Sea la fraccion irreducible — 77 Y supongamos que

DR 93EY (13

Queremos demostrar: 1.” que la fraceion decimal equiva-
lente'es periddica mixta; 2.° que la parte no periddica tiene
tres cifras.

1.° «La fraccion equivalente & 7;[,— es periddica [222]; si
fuese periddica pura tendriamos la igualdad

A4 QQor—1) =8 (C"'— 0). [226, escolio 2.°].

Ahora bien, siendo £ factor del segundo miembro, lo es
tambien del primero; pero 5 es primo con 4, luego divide 4
10m— 1: lo que es imposinie, porque 10”— 1 es un nimero
escrito con nueves, y por tanto no contiene los factores 2 y 5
de B.

Luego la fraccion decimal es periddica mixta.

°  Supongamos que la parte no periddica tenga m cifras,
el periodo.

Dividiendo 4 . 10" por B, el cociente ¢ serd la parte
entera seguida de la no periodica; y dividiendo 4 . 10™ . 10"
por 72, el cociente €' serd la parte entera seguida de la no
periddica y del periodo. Los residuos de estas divisiones son
iguales,q porque son los que originan la primera cifra del
periodo.

Tenemos, pues,

A.10m. 10" =5 . (" 4 R.
A.10™ =bB.0C 4+ R.
Restando ordenadamente estas igualdades resulta
A.10m(10"—1)= B (C" — C).

Ahora bien: 5% es factor de #, luego divide al primer
miembro, y siendo primo con 4 y con 10" —1, divide a 10™;
por consiguiente 7 vale 3 por lo menos. Si 7 fuese mayor
que 3, por ejemplo4, el prumer miembro seria divisible por

2,
7

¥




104, luego tambien lo seria el segundo; y como P 4'1lo mas
puede ser divisible por 107, (" — (' lo serfa por 10 6 termi-
naria en cero, lo que es imposible, porque entonces la alti-
ma cifra de ¢ serfa igual & la Gltima de ¢”; luego m 10 es
mayor que 3. _

Por consiguiente, el numero de cifras de la parte no pe-

riddica es 3.

il

Ejemplo. Sea el quebrado G

El denominador es igual & 2.5 .3; luego la fraccion
equivalente es periodica mixta, y la parte no periddica ten-
drd tres cifras.

]

7!
Lfectivamente ——1-—0— = (,102666...

75

II.—Conversion de las fracciones decimales en ordinarias
equivalentes.

998. En la resolucion de este problema, debemos consi-
derar tres casos: 1.° que la fraccion decimal tenga un niime-
ro limitado de cifras; 2.° que sea periddica pura; y 3." que sea
periddica mixta.

299. Primer caso. Sila fraccion decimal es 6,237, multi-
plicandola y partiéndola por 1000, tendremos

6\23711— io o :
1000

luego para convertir una fraccion decimal exacta en frac-
cion ordinaria, se pone por numerador la fraccion decimal,
preseindiendo de la coma, y por denominador la unidad se-
guida de tantns ceros como cifras decimales tiene la fraccion.

930. Sreuspo«<aso. En el niimero 226, escolio 2.°, hemos
visto que

A(dom —1)= B (" — 0);

dividiendo por B los dos miembros de esta igualdad resulta

4Q0m—1) g

y dividiendo nuevamente por 10™ — 1 resulta
4 c—C

A (LB
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pevo O es la parte entera seguida del primer periodo, ¢ la
parte entera, y # el numero de cifras del periodo; luego

Para hallar la fraceion generatriz de une decimal perid-
dica pura, se corre la coma & la derecha del primer periodo;
delnumero que queda ¢ la izquierda, se resta la parte entera,
st la hay; v se parte lu diferencid por un nimero compuesto
de tantos nueves como cifras tiene el peiiodo.

EiapLos.
27358—27

Sealafraceion 27,558358... La generatrizes 39

: s 1 47
2. Sealafraccion 0,4747........ La generatriz es T
231. Tercer caso. En el numero 227 hemos obtenido la
ignaldad
AT = ="E 0
Dividiendo sus dos miembros por B y despues por 107.
(10" — 1), resulta ;
i e 0 —C
n T 19= (IU“-— lj 1
Pero es evidente que el denominador se compone de 7
nueves segnidos de m eeros, luego
_ Para hallar le generatriz de una fraccion decimal perid-
dica mivta, se restan las partes enteras de los nimeros que
resullan corriendo la coma d@ la dereclia del primer periodo
7 de la parte wo periddica, y se divide la diferencia por un
aumero formado con tantos nueves como cifras tiene el pe-
7i0do, y tantos ceros como cifras tiene la parte no periddica.

Eiemreros.

=07 1 oy A
1.° Seala fraccion 5,34267267... Lageneratrizes %61—1—34
99900
628—6 *

." Sea la fraccion 0,62828........ La g tri —_—,
2 racei a generatriz es 990




EJERCICIOS.

T. Side los términos de un quebrado se resta un mismo niimero en-
tero, el quehrado disminuye 6 anmenta, segun que es propio 6 impropio.
Demostracion.

II. Para restar de un entero un quebrado se multiplica el entero por
el denominador del quebrado, del producto se resta el numerador, y se
parte la diferencia por el denominador. Demostracion.

DL
IIT, 4Cuil es el numero que sumado con s es igual 4 9?

- -
ik ARSI D 15
1V. (Qué niamero debe ainadirse 4 % para hallar —=?

1

V. Hallar los _.iir de 55.
17 8
YI. Hallar los Gty de 5

8 9
VII. Ilallar los 5 de 5 =

VIII. Hallar up nimero  cuyos _:T valgan 35.

I

7

3 5 3
IX. Hallar un ntimero cuyos —-;?- valgan —-.

il 5 ; 6 5
X. Hallar un nimero cayos o valgan 7 T

2 ; 63 ; 3
XI. Siendo Bz la suma de cuatro niimeros, uno de estos < y los

demas ignales entre si, hallar todos los sumandos.
; 3 : 1
XII. Hallar cuatro nimeros, sabiendo que el primero es = de la suma

2 1 i
de todos, el segundo los ~_-, el tercero 57 que el altimo es §4.

»
(1]

U
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P
=)
XL Hallar un numero que aumentado en sus — sea igual & 252,
7
L

- 1 » . - . F' . . -
X1V. Haliar un namero que disminuido en sus TR sea igual 4 85,

: : " <k g
XV. Hallar un nimero que aumentado en sus w3 disminuido en

2 ! A
8uS, —5- sea igual & 140.

Q
XVI. Tallar un namero que aumentado en sus -9L y disminuido en

=

0 2
sus ——, sea igual 4 72,
4 2

2
XVIL. Hallar un namero tal que disminuidos sus T?— ensus — |y
J

9
8Us —, sea igual & 762,

XVIIL.  Hallar el cociente de dos ntimeros con un error menor que
media unidad de un orden dado.

XIX. Sidos fracciones irreducibles tienen denominadores primos con
diez ¢é iguales, el namero de cifras de los periodos es el mismo. Demos-
tracion.

XX. Si el denominador de una fraccion irreducible es primo con 10,
la diferencia entre la parte entera seguida del primer periodo y la parte
entera, es un multiplo del numerador. Demostracion.

Obsérvese que sila fraccion propuesta es propia, la parte entera de la
decimal equivalente es cern; luego

Si el denominador de una fraccion irreducible y menor que la unidad
es primo con 10, el periodo sera un maltiplo del numerador.

XXI  Sila fraccion irreducible menor que la unidad —g~ origina un
H

; er g e R ; ! -
periodo P, la fraceion - - Oniginard ‘un periodo T Demostracion.

XXII. Corolario. Para hallav el periodo de una decimul periddica

\
pura JT, se puede hallar el periodo de T multiplicarle por A.

XXIIL, Toda fraccion ordinaria irreducible de la forma ——————
gm a0 B ;

es igual al cociente de otra fraccion ordinaria irreducible de la forma —
dividida por la unidad seguida de tantos ceros como unidades tiene el
mayor de los exponentes de 2 y 5. Demostracion,
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XXIV. Corolario. La parte no periodica de la fraccion decimal equi-

valente 4 T;;;_;‘.'—” tiene m cifras, suponiendo m = n; y el nimero
de cifras del periodo es igual al menor nimero de nueves necesario para
formar un multiplo de B. ‘ 1

XXV. Este corolario y. el escolio 1.° del namero 266, pueden com-
prenderse en el siguiente enunciado:

En toda fraceion decimal periadica, el namero de cifras del periodo es
igual al menor nimero de nueves necesario para formar un multiplo del
cociente que resulta’ suprimiendo en el denominador de la fraccion gene-
ratriz los factores 2 y 5 que pueda contener.

XXVI. En toda fraccion periddica mixta, la diferencia entre la parte
entera seguida de la no periédica y del periodo, y la parte entera seguida
de la no periddica, es un maltiplo del numerador de la [raccion genera-
triz. Demostracion,

XXVIL. Si dos fracciones ordinarias, gue tienen diferente denomi-
nador, equivalen 4 otras decimales periddicas puras ¢ mixtas, la suma o
diferencia de ellas equivaldra tambien 4 una decimal periodica pura o
mixla respectivamente, Demostracion.




LIBRO TERCERO,

NCHEROS (NCONUENSURABLES.

CAPITULO. PRIMERO.

PROPLEDADES DE LOS NUMEROS INCONMEN-
SURABLES.

232. Sabemos que si una cantidad 4 no tiene medida eo-
mun con la unidad 7, es imposible expresar aguella por un
namero entero ¢ fraceionario: pero que dividiendo la unidad
en un numero creciente de partes, se ohtienen niimeros con-
mensurables que expresan aproximadamente la cantidad 4,
pudiendo ser el error tan pequefio como se quiera.

Sea p una de las partes; supongamos que esté contenida
mveces en 4 quedando un residuo, y # veces exactamente
en 4 sera

B = np.

A es mayor que m partes de B y menor que # - 1 partes,
esto es,
A > mp y A<(m-+1)p.

Bi tomamos en vez de 4 una delascantidades mp 6 (m—-1)p,
el error en menos 6 en ma% serd menor que p, y puede ha-
cerse tan pequenio como se quiera, :

Siendo mp y (m -+ 1) p conmensurables con la unidad B,
SUS expresiones numeéricas son

mp S (m—1)p

e ap
7o) i -1

w

V2 W

6 simplificando

! A ;
La relacion — - se halla comprendida entre estos que-

B




3 | I
brados, euya diferencla o3 . y como n puede hacerse tan
W

; 1 ; ’
grande como se quiera, —= podrd ser menor que cualgquier

eantidad asignable: luego

Todo wimero, ineonmensirable et comprendido entre
dos conmensurabls, cuya diferencia puede. ser menor gure
cualquier cantidad asignable, por pequeid que SCa dsia.

De aqui se desprende que A pu éde expresarse aproxima-
damente por un nimero conmensurable -l:—:'- 0 i ;: ! , sien-
do el error tan pequeno como se quiera. ;

993, Si una cantidad experimenta trasformaciones, suje-
tas & una ley determinada, que cambian su valor, se llama
pariable; y si tiene un valor fijo se llama constante.

Cuando los valores sucesivos, crecientes O decrecientes,de
la variable se aproximan cada vez mas 4 una constante, de
modo que la diferencia, sin llegar 4 anularse, pueda ser tan
pequeina como se quiera, dicha constante se llama lmile de
1a variable,

Qi 1a variable tiene un limite, los valores sucesivos de
aquella sonexpresiones, cada vez mas aproximadas del limite.

; m 5 ) v
La fraccion = del numero anterior, €s un ejemplo de

cantidades variables. ;
Sanemos, en efecto, que dividiendo ]a unidad en un ni-

: m 4
mero creciente de partes, —— adquiere valores cada vez ma-
2

® : ey i ] r g
yores, y mas proximos a —pz, pudiendo ser la diferencia tan

pequefia como se quiera; luego el niimero inconmensurable
A b £ { ; V)
73 es el limite superior dela cantidad variable TR

Otro ejemplo de cantidades variables, son las iracciones
periddicas. . °

ILa fraceion 0.353535... recibe valores crecientes, 4 medi-
da que aumenta el ntimero de cifras decimales.

Un valor cualguiera de esta fraccion difiere de la genera-
triz en menos de una unidad decimal del tiltimo érden; lue-

go aumentando suficientemente el ntimero de cifras, la dife-




I'f;llcia serd tan pequefia como queramos; por consiguiente
ﬁ es el limite de 0,353335...
. Obsérvese que los limites pueden ser conmensurables ¢
Inconmensurables.

234. Lema. 87 una cantidad variable tiene dos limites,
estos son iquales.

Sea ¢ una variable con dos limites 4 y B, que supondre-
mos superiores.

Si estos limites son desiguales, la variable podra aproxi-
marse cuanto se quiera al menor de elles, & por ejemplo,
pero no al mayor 4.

En efecto, dicha variable es siempre menor que 7 [233],
por lo tanto le falta para valer 4 una cantidad mayor que la
diferencia entre 4 y B, lo que es contrario 4 la definicion
de limite; luego 4 = B.

Razonariamos de un modo analogo, si los limites de la
variable fuesen inferiores.

Ademads, es evidente que una variable no puede aproxi-
marse & la vez & dos limites uno superior y otro inferior.

235. TEeorema pE Los LiMITES. 8% los valores sucesivos de
dns cantidades variables son siempre respectivamente igua-
des, los timites tambien son iguales.

Sean @ y & dos variables constantemente iguales, y 4, B
sus respectivos limites.

Siendo @ y 4 constantemente iguales, pueden considerar-
se como una sola variable eon dos limites 4 y B luego,
segun el lema anterior, 4 = B.

236. Treorema. K/ limite de una suma de cantidades va-
riables, es la suma de los Himites de dichas variables.

Sean a, 4, ¢ tres cantidades variables, que tienen & 4, 7,
C respectivamente por limites superiores.

Si estos limites-son niimeros inconmensurables, represen-
temos por @', &', ¢’ tres cantidades conmensurables mayores
que 4, B, C y que varfan al mismo tiempo que @, 4 y ¢. por
manera que 4 estd siempre comprendida entre ¢ y @', B en-
tre 4 y &', € entre ¢ y ¢/, y las diferencias conmensurables
a —a, ' — by ¢ — ¢ pueden ser menores que cualquiera
cantidad asignable, por pequena %Je sea [232].

Es evidente que la suma A 4 5 4 ¢ estard comprendi-
daentreg+d—4cya + 94 +c.
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Ilamemos d, d’, d' & las diferencias mencionadas, y ten-
dremos
S SO P e el R
Sumando ordenadamente estas igualdades, serd,
a + 0 4+ —g+b+c+d+d +4d,
0 a'—{—/;’+c':(fﬂ—%——&—l—c)—l—((l—}—d’—{-t”);
de.donde (@ 0 - ¢) — (@ -+ b4¢)=d—+d +d".

Pudiendo ser @, d', d'" tan pequeiias como queremos, la
suma @ = d' = @' estard en el mismo ¢aso; luego las sumas
a +4+cya+t b—+c se diferencian en una cantidad
menor (ue cualquiera asignable, por consiguiente cada una
de ellas se diferencia de 4 4 B -+ (/, con mayor razon, en
tampoeo como seé quiera.

Si 1os limites de @, & y ¢ fuesen conmensurables, 1laman-
dod, d' yd' &loque falta 4 cada una de las variables, con-
siderada en un momento cualquiera de su crecimiento, para
llegar al limite respectivo, tendremos

A=a-+4d, B=b+41d, C=c+4d’
de donde facilmente se deduce
(A+ B+ 0) —(a4b+o)=d+d +a’,
y como la suma d -4 d' + 4" puede ser tan pequena como
queramos, resulta
limitede (@—+d+¢) =4+ B+ Q.

937. Troreva. KL limite de la diferencia entre dos canti-
dades variables, es la diferencid entre los limites de dichas
variables.

Soan @y & dos variables; A4y B sus limites.

Sean ademds

a—b=¢c y A—B=0C.
De estas igualdades se deduce
T 5= 5 + C y b B + 0-

La primera ¢ = b —+ ¢ se verifica siempre, esto es, las va-
riablés @ y & -+ ¢ son constantemente iguales, luego sus li-
mites 1o son tambien [235]. El limite de g es 4, el ded 4 ¢
es B - limite de ¢ [236]; lnego

A = B -+ limite de ¢,
pero A=B+ C;
luego lim. de ¢ = C.
Lo que debiamos demostrar. -
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Escouo, Si ¢ fuese constante, se verificaria tambien la
igualdad
@ = b ¢;
el limite de @ es A, el de s¢ &5 evidentemente 5—¢;luego
A= p -~ .
¥ Como Ad=284+,
resulta ! A=

Por consiguiente el teorema es cierto en este caso, puesto
que el limite de ¢, cuaudo esta cantidad es constante, es la
misma cantidad ¢. 1

238, Troreva. FEY limite de wn producto de varias canti-
dades variables, es el producto de los limites de dichas
variabies.

Consideremos, en primer lugar, dos variables @ y & cuyos
limites superiores sean los nimeros inconmensurables A B
ysean @ y &' dos variables que tengan & 4 y B por limites
1nferiores.

Tendremos '
= J=b-+d,
siendo ¢ y €' numeros conmensurables; muliiplicando orde-
nadamente estas igualdades, resulta

@0 =(+d)(b+d)=ab~+ ad 3+ db + dd’,
de donde
@& 0" — ab = ad + db <+ dd'.

Pudiendo ser ¢ y ¢’ tan pequenas como queramos, 1os tér-
minos ad’, db y dd’ lo serin tambien, y lo'mismo sucedera 4
1a suma: luego los produetos wé v a'l', que evidentemente
‘comprenden al 45, pueden diferenciarse en una cantidad
menor que cualquiera asignable: por consiguiente @é se
aproximard con mayor razon & 45 todo cuanto queramos.

Si los limites 4 y B fuesen numeros conmensurebles, re-
presentando por ¢ y @' la cantidad conmensurable que falta,
4 cada variable @ y 4, considerada en un momento cualguie-
ra de su ereciiniento, para llegar al limite respectivo, ten-

driamos %
A=n4d, B==h

1 Este resultado ¢ = € indica que si [a diferencia entre dos canti-
dades variubles s una cantidad constante, la difarencia enlre los
timites de lus varicbles es igual d dicha constanie.

Puede considerarse este teorema como una genevalizacion del de los
limites, pues cuando ¢ = U, serd € =1, esto es, cuando las-variables
gean iguales lo seran tamsbien sus limiies.
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de donde se deduce fhcilmente
AB — ab=ad + db 4 dd'.
Ioualdad gue demnestra el teorema cnando los factores
son dos. !
Qi las variables son @. 4, ¢ y sus limites 4, 5B, , el limi-
te de ab sera AB; luego el de ud X csera AB X € 6 BC.
Harlamos el mismo razonamiento si las variables fuesen
cuatro, ¢inco ete.
930, Tronema. A7 limite drol cociente de dos cantidades
varicdles, es el cociente de los Limites de dichas vapiabies.
Sean . & las variables, y 4, 2 sus limites,
Sean adernas

de estas igualdades se deduce
a=de, A= BC.

La primera @ = bc se verifica siempre, esto es, las varia-
bles @ y e son siempre iguales, luego tambien lo son sus
Limites.

Bl de @ es A4, el de Jc es B X limite de ¢ [238]; luego

; A = B X limite de ¢,
Y £0mo = Tl
resulta 1im. de ¢ = C.

Lo cual debiamos demostrar.

Fscoro. Si e fuese constante, laigualdad @ = b se veri-
ficaria tambien; el limite de @ es 4, el de be es evidente-
mente Be; luego

RS
¥ como AR
resulta Bhe=nlrs
luego el teorema es cierto en este caso. i
940. En vista de los cuatro teoremas ltimos llamaremos
suma. diferencia, producto’y cociente de numeros incon-
mensurables, al limite de la suma, diferencia, producto y

1 Este resultado indica que si el cocienle de dos variables es cons-
tante, el cocienle de los limites de las variubles es igual d dicha
constanle, ’

Puede considerarse este teorema como una generalizacion del de los
A

T M 2
limites, puessi — — — 1, serd e =40A=258"

b
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cociente de los niimeros conmensurables que tienen por li-
mites los inconmensurables propuestos.

241. Teoreva. Siempre gue tengamos una iqualdad en
cuyos miembros entren swmas, diferencias, produetos d co-
cientes de nimeros conmensurables variables, Y laigualdad
sea cierta para todos los valores sucesivos de estos, podremos
sustituir cada variable por su limite respectivo, sin que la
igualdad se altere.

En efecto: siendo constantemente iguales los dos miem-
bros, sus limites lo son tambien. Al tomar estos, lus sumas,
diferencias, productos 6 cocientes que encierre cada miem-
bro, tendran por limites otras sumas, diferencias. productos
0 cocientes, y los términos de cada una de estas operaciones,
serdn sustituidos por sus limites respactivos, en virtud de los
teoremas de los numeros 236, 237, 238 y 239,

Luego la tinica variacion que experimenta la igualdad,
es el cambio de las variables por sus respectivos Hmites.

; EjenpLos.
1.° Si @ &, ¢, m son cantidades variables ya,b, c,m
sus limites respectivos, tendremos siempre la igualdad
(@ + b + ¢)m = am + bm + em,
Iuego los limites de 1os dos miembros serdan iguales [235];
pero el limite del primer miembro es [238 y 236]
(¢ + & + ¢)m',

¥ el del segundo
am' + &m' 4+ c'm';

luego @40 +c)m' =am' +&'m <+ em'.
2." Seana,d, ¢, dvarias cantidades variables, yal & ehdn,

sus limites.
Tendremos siempre

abed = bead;
pero el limite de aded es a'l'c'd’, y ‘el de bead es ¥'c'a'd’;
luego aded =bcad.

Siguiendo igual método, es ficil evidenciar que todos los
teoremas demostrados en el articulo VI del primer capitulo
del libro anterior para nlimeros conmensurables, son igual-
mente ciertos para los nimeros inconmensurables.
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CAPITULO SEGUNDO.

RALZ CUADRADA.,
I.—Raiz cuadrada de los numeros enteross

949, Hemos dicho [70] gue cuadrado de un nimero es el
producto de multiplicar dicho numero por si mismo.

Asi, el cuadrado de 8 es 8 . 8 O 64 :

RA1z CUADRADA de wi nidiero es otro nimero cuyo Cuadr -
do es igual al primero.

Asi, la raiz cuadrada de 64 es 8, porque 8= 64.

Para expresar la raiz cuadrada de un numero se emplea
el signo radical V7. que se lee 74iz cuadrada de.

La raiz cuadrada de 36 se expresa pory 36,

Los cuadrados de los numeros

JERSSE QIR BB e e s, 9, 10,
son respectivamente

L Ay 9 08,720, . a300 0 405 6, 8l 100.

Reciprocamente, las raices cuadradas de los numeras de
la segunda linea, son los correspondientes en la primera.

243, - Es evidente que cuanto mayor es ull numero, mayor
es su cuadrado; por consiguiente cuanto Mayor Sew wn k-
mero, S raiz cuadrada serd mayor.

Siendo 10 la raiz cuadrada de 100, la de un numero me-
nor que 100 sera menor que 10; por lo tanto, entre los ni-
meros menores que 100, solo hay nueve cuya raiz sea un
ntmero entero, ¥ se concibe que entre los mayores existen
muchos cuya raiz no es un nimero entero.

TroREMA. NG la raiz cuadrada.de wn numero entero no es

otro entero, tampoco Serd un numero JSraccionario.
Si la raiz fuese el nimero fraccionario —=, queé supon-
2

. X . a
dremos reducido 4 su mas simple expresion, el cuadrado 7

seria igual al niimero dado; pero siendo i fracecion 1r-

reducible, & y 5 son primos entre si; luego a*y 4* tambien
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a2 {
lo son [117], y —+ Serd una fraccion irreducible.[144]; por
consigniente no pueds ser igrnal al niimero pPropuesto.
siendo Imnposible expresar estas raices por un nnumero
entervo 6 fraccionario, son inconmensuradies con la unidad 4
que serefiere el nimero, y no pueden hallarse exactaments.

244, RA1Z' CUADRADA ENTERA' de’ wn ‘naimers es la rais del
mayoer cuadirado entera contenido en dicho niimers.

Ll exeeso del numero dado sobre el ‘mayor cuadrado en-
tero contenido en €1, se llama residua, i

. La raiz entera de 87'es 9, porque el mayor cuadrado
entero contenido en 87 es 81, cuya raiz es 9; el residuo es
S Bl — 6

TrereMa. La diferencia entre lu vaiz entera de wn nwme-
r0 ¥ la evacta, es menor que una unidad.

Si el numero es 75, por ejemplo, estard comprendido en=
tre dos cuadrados enteros cousecutivos 64 y 81, luego su raiz
estard comprendida entre las raices 8 y 9" de dichos cuadra-
dos: estas raices se diferencian en una unidad: por consi-
guiente V' 75 difiere de cualquiera de ellas en menos de una
unidad.

245.  En la extraccion de la raiz euadrada de un nimero
éntero, distinguiremos dos casos: 1.° que el niimero sea me-
nor que 100; 2.° que sea mayor.

246. Siel mimero es menor que 100, ‘se hallard fieil-
mente su raiz entera examinando 1o0s cuadrados de los diez
Primeros nuineres.

Hstos cuadrados dehen saberse de ‘memoria.

247, Trorema. B cuadrado de la suma de dos nibnieros
es igudl al cuadrado del'primero, ‘mas el duplo del producto
ded primaro por el segundo, mas el cuadrado del sequndo.

Sea « el primer' nimero y 4 el segundo; la suma de los
dos serd @ - &, y su cuadrado (¢ <+ 4)%

Tenemos ‘
e+0rF=(e+48)at+b=a.a+a. b0 .a440. b=
a*—+ ab -+ ab 4 5*

4 sea (@4 5)® = a® 4+ 2ad + &

Lo que demuestra el teorema.
248. Conrovanio. Todo nitmero mayor que 10 es igual 4
sus decenas mas sus unidades; luego
Elcvedrado de un nimero mayor que 10, consta de tres
partes o sumandos: 1. cuadrado de lus decenas; 2. duplo del
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groducto de las decenas por las unidades; 3. cuadrado de
las wnidades.

Si el numero es 67 se descompone en 60 4 7, y su cua-
drado serd 60 2. 60 . 7 + 7%

9249, Propongémonos ya extraer la raiz cuadrada de un
nimero mayor que 100,y principiemos por uno gne solo
tengn tres ¢ cuatro cifras, 7849 por ejemplo.

Como este nimero es. mayor que 100, su raiz es mayor
que 10, y siendo todo mimero igual al cuadrado de suraiz
entern mas el residuo, 7849 se compone del cuadrado de
las decenas de dicha raiz, del duplo de las decenas por las
unidades, del cuadrado de las unidades, y del residuo, silohay.

Bl cuadrado de las decenas es un numero justo de cente-
nas, que estaran comprendidas en las 78 centenas del nuine-
ro dado; luego la raiz entera de 78 no serd menor que la cifra
de las decenas dela raiz. Tampoco puede ser mayor, porque
si son & las decenas de la raiz, ésta es cuando mas igual 4 @
decenas mas nueve unidades; y si la raiz entera de 78 cente-
nas fuese @ decenas mas una decena, tendriamos que la raiz
de 7800 serfa mayor que la de 7849, loque es impostble [243]);
luego

Extrayendo la raiz cvadrada entera de los centenas de
un nimero, se oblienen las decenas de su rais.

La raiz entera de 78 es 8.

Restando de 7849 el cuadrado de 8 decenas, ¢ sea 64 cen-
tenas, la diferencia 1449 se compone del duplo de 8 dece-
nas multiplicado per las unidades de la raiz, del cuadradg da
éstas y del residuo. :

Bl duplo de decenas por unidades es un niumero exacto
de decenas, y debiendo estar contenido en 1449, lo estard en
las 144 decenas deliresto; luego dividiendo 144 por el duplo
de las decenas, el cociente no serd menor que la cifra de las
unidades de la raiz; pero podra ser mayor,

Nada se opone, en efecto, 4 que el cuadrado de las unida-
des mas el residuo, compongan un numero de decenas igual
6 mayor que el duplo de las decenas de la raiz; y cuando esto
suceda, el coeiente serd mayor que la cifra de las unidades.

Dividiendo 144 por 16, duplo de las decenas de la raiz, el
cociente es 9, y como esta cifra puede ser mayor que la de
las unidades, es necesario comprobarla.

Para esto, elevaremos la raiz hallada 89 al cuadradp, y si
obtenemos un nhmero igual 6 menor que 7849, la raiz halla-

9




130

da serd la verdadera; y restando su cuadrado del ntimero pro-
puesto, obtendremos el residuo de la operacion.

Pero habiendo restado ya de 7849 el cuadrado de las dece-
nas, se obtendrd mas fdcilmente el residuo, restando de 1449
el duplo de decenas por unidades y el cuadrado de estas,
estoes, 2.80. 9 4 9% = 1521, 2

Siendo este ntimero mayor que 1449, el cuadrado de 89 es
mayor que 7849: luego la cifra 9 es mayor que la verdadera.

Disminuyéndola en una unidad, y comprobando la cifra
8, serd 2. 80 . 8 4 8*= 1344 nimero menor que 1449; lue-
20 8 es la cifra de las unidades, y 1449 —1344 = 105 el resi-
duo de la operacion.

Obsérvese que

2.80.8-482=(2.80+ 8) X8,
v que terminando 2 . 80 en un cero, la suma 2 .80 <+ 8 se
formara escribiendo & la derecha del duplo de las decenas,
las unidades; si multiplicamosj el numero 168, que resulta,
por las unidades, tendremos el duplo de decenas por unida-
des mas el cuadrado de éstas.

La disposicion practica de la operacion es como sigue.

78.49 | 88

6400

14 4.9 | 16

1344
105

Supongamos, ahora, que el ntumero tenga cinco 6 sell
cifras, y sea por ejemplo 326517.

32.65.17 | 571

107

1141

Segun hemos demostrado anteriormente, la raiz cuadrada
entera de 3265 centenas es igual 4 las decenas de la raiz.

Como 3265 tiene cuaftro cifras, sabemos extraer su raiz
cuadrada entera, que es 57.

Restando del numero dado el cuadrado de 57 decenas, la
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diferencia serd el duplo de 57 decenas por las unidades de la
raiz. mas el cuadrado de éstas, mas el residuo; por consi-
guiente, dividiendo las decenas de dicha diferencia por el
duplo de 57, el cociente serd la ¢ifra de las unidades 6 una
cifra mayor. ;

Pero ! extraer la raiz de 3265, hemnos restado de este IV
mero el enadrado de 57, obteniendo la diferencia 16; y eomo
el cuadrado de 57 decends se forma agregando dos ceros a la
derecha del cuadrado de 57, resulta que para obtener la dife-
rencia entte 326517 y el ¢uadrado de 57 decenas, basta colo-
ear & la derecha del resto 16 las dos ultimas cifras del ntime-
ro propuesto; esto es, el 1 y el 7. : .

Dividiendo las 161 decenas del resto por 114, duplo de las
decenas de la raiz, obtenemos 1 para cifra de las unidades, y
comprobdndola por el método del ejemplo anterior, Vvemos
que es la verdadera.

Haciendo extensivo este razonamiento 4 un numero de 8
cifras, despues & uno de 10 etc., veriamos que el procedi-
miento de los ejemplos anteriores puede aplicarse 4 cual-
quier mumnero.

Para hallar la primera cifra de la raiz, hemos dividido el
ntimero dado en grupos de dos cifras, empezando por la de-
re¢ha, y extraido la raiz entera del primero de la 1zquierda;
las cifrds restantes se han obtenido por medio de divisiones.
Se forma el primer dividendo, restando del primer grupo el
cuadrado de la primera cifra de la raiz, considerada como
unidades simples, colocando & la derecha del resto el grupo
siguiente, y separando con un punto las decenas del mimero
que se forma. Los dividendos restantes se han obtenido colo-
cando 4 la derecha del resto anterior el grupo eorrespon-
diente, y separando una cifra.

Todas las consideraciones anteriores conducen 4 la si<
guiente regla.

<" Dara rutraer la raiz cuadrada entera de un entero ma=
yor que 100, se divide el nimero en grupos de dos cifras,
empezando por la derecha. Batrayendo la raiz entera del
primer grupo de la izguierdd, que podrd tener una sola ci-
fra, se obtiene la primera el rarz. K cuadrado de esta
cifra se resta del primer grpo. 9 @ o derecha del resto se
coloca el sequndo. Separando las unidades del nimero que se
Sorma, y dividiendo las decenas por el duplo de la primera
cifra de la raiz, se obtiene oird, que deberd comprobaise.
DPara esto, se escribe 6 la derecha del duplo de la raiz halla=
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da, {a cifra que se compruebe: el nimero que so forma se
saltiplica por esta wltima, y si el producto puede restarse
del dividendo sequido de la cifra separada, gu que 2 Com-
prueha esiln szqunde de la raiz, y se coloca por tants 4 la
derecha de la primera. i lo sustraccion es imposidle, se dis-
minuye le cifra comprobada en unda wnidad, y fa nweve ci-
fra se ssmete & idéniica comprobacion, continuando asi has-
ta que la sustraceion sea posidle. Uua vez efectuada, se ¢o-
loca ¢ la derecha del vesto el teresr grupn, se aividen las
deconas del nimero gue se forma por el duplo dele raiz
icllada, y se comprueda el cociente como el anierior.

Contrnuando del miswo modo kasta emploar el uléimo
qrupo, se obtendran ias cifras restantes de la raiz.

i wltimo resto es el residuo de la operacion.

St algun dividendo es menor gue el divisor respeciivo, la
cifra de la raiz es cero; Se baja el gripo siguieate, Y S con-
tindta da operacion por €l metodo ordinario.

Ohsérvese que la raiz tiene tantas cifras como grupos
resultan en el ntimero.

250. Teorema. La diferencia entre los cuadrados de dos
abneros enteros consecutivos, es iguael al duplo del menor:
MaAS UG UNIAAL.,

Si @ es el menordelos niimeros, ¢ + 1 serd su consecutivo.

El cuadrado de @ -+ 1 es

(@a+1)2=a*+2a-+1, :
v el euadrado de ¢ es @ ; luego la diferencia enire estos cua-
drados es 2¢ -+ 1, esto es, el duplo del menor mas uno.

251. Conovario. B residuo de la raiz cuadrada de un nti-
mero, s menor gue el duplo de diche raiz mas una vnidad.

Si @ es la raiz enterade un mimero, sera éste mayor quea®,
v menor que (¢ - 1)% la diferencia entre estos cuadrados es
2a -- 1; Tuego el exceso del numero dado sobre a3, esto es,
€l residuo, es menor que 2¢ —+ 1.

Lo cual debiamos demostrar.

Segun esto, cuando un residuo sea mayor que el duplo de
la raiz hallada, €sta serd menor que la verdadera, y deberi,
aumentarse.

En la practica, al hallar una cifra de la raiz por medio de
1a division, se foma con frecuencia para dicha cifra un ni-
mero menor que el cociente, 4 fin de disminuir el niitmero de
comprobaciones. Esta precaucion, econveniente en la mayor
parte de los casos, es causa, algunas veces, de que la cifra
elegida por tanteo sea menor que la verdadera, lo que se
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conoce fécilmente comparando el residuo con el duplo de la
raiz.

252. Sabemos ya extraer la raiz cuadrada de un nimero
entero, con 1N error menor que una unidad; pero esta aproxi-
macion es insuficiente en la generalidad de los casos, por lo
que vamos 4 ocuparnos de extraer la raiz de un ntmero en-
tero, ¢on UnN error tan pequeiio Como se quiera.

TDehemos, para esto, demostrar antes el siguiente
Troreva. Lo rasz evadrada de un producto de verios fac-
tares, es igual al products de las raices cuadradas de los
factores.
Sea el producto ade.
(Queremos demostrar que
vabe =\Va - V. Ve.

En efecto: Va . V4 .y/¢ serd la raizdel producto ade, siem-
pre que elevindola al cuadrado, resulte este producto; pero
T TR et SR e RS e i
(Ve .V .\,’c) =(va.ve. ve) Xa.vb.ve ) =
Va .o va.b.e=Va Vo .Vb.vb.Ve. Ve =dbe.
Luego el teorema enunciado es cierto.
953, Proprema. Baotraer i 1aiz cuadrada del entero N

1
con Un error menor que ——n—

Segun el teorema anterior, tenemos
VIV . nd =VN.ynt = VIV . n;
partiendo por 7z los dos miembros de esta igualdad, serd
WN .t LA

=VN.

La raiz cuadrada de V. n? estd comprendida entre dos
enteros consecutivos 7 y 7z - 1, luego su cociente por 7, lo
m 4 1

———; y como la diferencia entre es-

m
estard entre Sy

{ 1 : m s
tas fracciones es o la primera de ellas T serd, la raiz

: it
cuadrada de /V, con un error menor que TR

' Este error seré tan pequefio como queramos, puesto que

8
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: 1 !
siendo » suficientemente grande, la fraccion s sera menor
1 7

que cualquiera cantidad asigmnable.

Lom : :
Observando que la fraccion e 58 obtiene partiendo por
VA

n laraiz entera de IV.#® podremos enunciar la regla si-
guiente:

Para hallar la raiz cuadrada de un entero, con i eryor
menor que una unidad fraccionaria dada, se multiplica el
entero por el cuadrado del denominador de fa wridad frac-
cionaria, ¥ la raiz entera del producto se divide por dicho
denominador.

Ljemplo. Extraer la raiz cuadrada de 236 con un error

IMENor que —&-=

Multiplicando 236 por 132 resulta 39884,

La raiz entera de este niimero es 199; luego la raiz pedi-
da es 199 : ‘

a 13
254. Si la unidad fraccionaria dada es decimal, por ejem-

plo 0,001, se obtendra el cuadrado del denominador 1000,
con solo duplicar el numero de ceros; el producto del nime-
r0 dado por este cuadrado,se obtiene anadiendo los ceros & la
deresha del niimero, y finalmente la division por el denomi-
nador se efectia colocando la coma en el lugar correspon-
diente; luego

Para hallar o raiz cuadradae de un nimero, con un
error menor que una unidad decimal, se anade & la derecha
del nimero dos veces tantos ceros como tiene el denominador
de la unidad decimal, se extrae la raiz cuadrada entera del
nibmero que resuita, y de la derecha de dicha raiz, se separan
tantas cifras decimales como ceros tenga el denominador de
la unidad dada.

Fjemplo. Extraer la raiz cuadrada del ntimero 345 con'
un error menor que 0,01.

Colocaremos c#alro ceros 4 la derecha del niimero, y ex-
trayendo la raiz entera de 3450000, obtendremos 1857; luego
1a raiz buscada es 18,57. }
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II.—Raiz cuadrada delos nimeros fraccionarioss

955. Tronema. La raiz cuadrada de wn quebrado, es iqual
i la raiz del wumerador partida por la raiz del denominador.

i PeRE,
Sea. el quebrado ——é—-, cuyos términos son enteros.

Vamos 4 demostrar que
\/—Ea— Va
YL
En efecto: los términos de la fraccion ‘i% serdn nimeros

conmensurables ¢ inconmensurables, segun que & y & sean
cuadrados 6 no lo sean; pero en todos los casos fenemos [241).

(@) Vi Vo _va.ve

14
i/ Vb VB yB.vE 0.

' /a 3 @
Luego \—_—_: es la raiz cuadrada de ——.
b

b

*056. Teonewa. Para que la raiz.de un quebrado irreduci-
Ble sea un nmero conmensurable, se mecesita y basta que
los dos términos del guebrado sean cuadrados.

25 : 2575
Siel quebrado es ——, su raiz cuadrada es ¥2o =—;
49 V.49 7
luego la condicion enunciada es suficiente.
Demostremos que tambien es necesaria.
: ! @
Sea el quebrado irreducible o

Su raiz cuadrada no puede ser un nimero entero, porque
el cuadrado de éste serfa tambien un niimero entero igual &

—‘;—, lo que es imposible.

3 . @ L
Para que dicha raiz sea un quebrado wat que siempre
puede hacerse irreducible, es necesario que el cuadrado de

U
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a 1L 5y, 4 ! (4 el
~—&,—se_a igual & 7o como el cuadrado i es tambien ir-
reducible, es necesario que se verifiquen las igualdades

@i==la ey b=\ %5 [146]
esto es, que @ y 4 sean cuadrados.
257. 'TeoremA. 8% el mumerador de un quebrado uo es
cuadrado perfecto, y el denominador lo es, particudo lu raiz
entera deﬂumemdar por la esacta del denominador, se ol-

tiene la raiz del quebrado con un error menor que le unidad

dividida por la raiz del denominador.
(]

0
Sea el quebrado _19 :

’ : VAT SR TOR ! '
Su raiz cuadrada es — = ——; la raiz del numerador

V49 .
estd comprendida entre 8 y 9, luego la del quebrado lo esta-

( @

r4 entre —g— ¥y —,';—; por tanto = serd la raiz del quebrado -

1
propuesto, con un error menor que -

Siempre se puede conseguir gue el denominador de una
fraccion sea cuadrado, multiplicando los dos términes por
dicho denominador. Extrayendo la raiz cuadrada del quebrat
do que resulta, se obtiene la del propuesto, con un error me-
nor que la unidad partida por el denominador de éste.

-~

: } 7 Fa
S1 tenemos, por ejemplo, el quebrado ——, multiplican-
, 5
do por 15 sus dos términos, resulta el quebrado equivalente

. 15 i ¢
: La raiz entera 10 del numerador partida por la

158 °

: 10 ;
exacta 15 del denominador, da ST para raiz de 75 oon
15 0 ]

1
un error menor que T

258. Propongémonos extraer la raiz cuadrada de una
fraccion decimal.
Escribiendo estas fraceiones en forma de quebrado ordi-
nario, pueden aplicarse 4 ellas las reglas anteriores.
Si la fraccion tiene un numero par de cifras decimales,
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i1 denominador es cuadrado; y si el numero de cifras deei-
males es impar, se hard par afiadiendo un cero a la derecha.
Sea el nimero decimal 38,7543,

)il { lt’ que l() or HII l]‘io S J— b -
l)i J 1{’. l 1118 (€ “I 2 0 7 g ———
1100 OYTTIIEY l DI ( (5}

La raiz entera 193 del numerador partida por 100, da 1,93
para raiz del nimero dado, con un error menor que 0,01,

Si el numero fuese 5,235, anadiendo un ¢ero a su derecha
serd 5,2850; y la raiz se obtendra como en el ejemplo’
anterior.

Asi diremos: 1a raiz entera de 52330 es 228, luego la del
numero dado es 2,28. "

De lo expuesto se deduce que

Para exiraer la raiz cwadrada de un numero decimal, se
aiade un cero & sw derecha, si el nimero de cifras decimales
¢s impar, y prescindiendo de la comd, se halia lo raiz entere
dei nimero enteo que resulta; separando despues en la raiz
una cifra decimal_por cada dos de las que. tuone el numero,
sz obtiene la raiz de éste con un Error menor que UNA Unidad.
del witimo orden 'decimal.

Agregando ceros 4 la parte decimal de un nimero dado,
puede tener €ste cuantas cifras se desee, v como cada dos de
ellas originan una en la raiz, la aproximacion podra ser tan
grande eomo queramos. :

En la practica se anaden los ceros 4 los residuos, sin po-
nerlos antes & la derecha del namero.

Ejemplo. Hallar la raiz cuadrada de 8,5 con un error
menor que 0,001,

Para conseguir esta aproximacion, necesitamos llegar en
la raiz 4 la cifra de las milésimas.

La operacion se dispone del modo siguiente.

La raiz es 2,915,

959. La raiz de un quebrado ordinario puede obtenerse
convirtiéndole préviamente en decimal, y hallando la raiz
de éste.

Si la decimal equivalente fuese periddica, se tomarian dos
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cifras decimales por cada una de las que hubiese de tener la
raiz.

; ] 4
FEjemplo. Hallar la raiz de —3 COL UD error menor que

0,001.
Convirtiendo la fraccion dada en decimal, se obtiene

Puesto que se pide aproximacion hasta milésimas, la raiz
deberd tener tres cifras decimales, y el nimero el doble, 6
sean seis.

1,33.33.33| 1,154
3,3 21
123.3 2 25

1083.3/2304
1617

Por ltimo, la raiz cuadrada de un niimero mixto, se ob-
tiene reduciéndole 4 quebrado 'y extrayendo la raiz de éste.
2610. Hallar una media proporcional entre dos mimeros
ay b.
ySabemos que la media factorial entre ¢ y & es una canti-
dad z tal, que
x -
_5' s
de esta ignaldad fraccionaria se deduce
@ = qb,
y extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros, serd

a ~
- =

&=/ (1_5_,
luego para hallar una media factorial 4 proporeional entre

dos wimeros, se extrae la raiz cuadrada del producto de di-
chos nimeraos. ; ;

Ejemplo. Hallar la media factorial entre 120 y 30.
Segun la regla anterior

& =120.30 = /3600, 6 % = 60.
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CAPITULO TERCERO.

RAIZ CUBICA.
1.—Raiz clibica de los numeros enteros.

9261. Sahemos [70] que cubo de un nimero es el producto
de multiplicar dicho numero por si mismo dos veces.
Asi, el cubodedesd. 4.4 ,064
Ralz cURICA de un nikmero es obro nimero cuyo cubo es
igual al primero.
Asi, la raiz clibica de 64 es 4; porque 4° = 64.
Para expresar la raiz ctibica de un numero, se emplea el

signo y~, que se lee 7aiz cubica de.

La raiz cfihica de 27 se expresa Por v/ 27,

El numero 3 que acompaiia al radical, se llama indice.

Los cubos de los numeros

T s, Aty (it 8, 9; 10,
son respectivamente

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000.

Reciprocamente, las raices ctibicas de los niumeros de la
segunda linea, son los correspondientes en la primera.

262. Es evidente que cuanto mayor es un numero, mayor
es su cubo; por consiguiente, cuanto mayor Sea un nUmero,
mayor serd Su raiz cubica. ‘ ;

Siendo 10 la raiz cubica de 1000, la de un niimero menor
que-1000 serd menor que 10; por consiguiente, entre los ni-
meros menores que 1000, sélo hay nueve cuya raiz cibica
sea exactamente un numero entero, y se concibe que entre
los mayores existen muchos, cuya raiz No es un numero
entero. A

TrorEMA. 87 la raiz cibica de un nimero enterono es otro
entero, tampoco serd un nUMeEro Sraccionario.

5 ” : . et
Si la raiz fuese el nimero fraccionario S que supon-
3

: . ; a
dremos reducido & su mas simple expresion, el cubo o

seria igual al numero dado; pero siendo 3 unafraceion ir-
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reducible, @ y 4 son primos entre si; luego 43 Y 4% tambien

a? ; n : ¢ ‘
lo son [117], ¥ ;5 Sera una fraccion irreducible [144]; por
)\D

consiguient2 no puede ser ignal al namero propuesto.

Siendo imposible expresar estas raices per un nimero
entero ¢ fraccionario, son inconmensurables con la unidad 4
que se refiere el numero dado, y no pueden hallarse exacta-
mente. :

263. Raw cusica ENTERA de wun nimero es @ raiz del
MAYOT CUhO Entern contenida en el nimero.

El exceso del niimero dado subre el mayor cubo conteni-
do en €l, se llama sesiduo.

La raiz etbica entera de 284 es 6, porque el mayor cubo
entero confenido en 284 es 216, cuya raiz es 6.

Ei residuo es 284 — 216 = 68.

Trortna. La diferencia entre la raiz entera de un nine-
70 ¥ a eracta, es MEROT GUE UNG URIH.

Si el ndmero es 80, por ejemplo, estars comprendido en-
tre dos cubos enteros consecutivos 64 ¥ 125; luego su raiz
estard comprendida entre las raices 4 ¥ 5 de dichos cubhos:

H
estas raices se diferencian en una unidad, por tanto ven di-
fiere de cualquiera de ellas en menos de una unidad.

264. En la extraccion do la raiz cibica de wn ntmero
entero, distinguiremos dos casos: 1.° que el nimero sea me-
nor que 1000; 2.° que sea mayor que 1000. ;

265. Si el ntmero dado és manor que 1000, se hallard
facilmente su raiz entera, examinando los cubos de los diez
Primeros numeros.

Listos cubos deben saberse de memoria. ;

266. Trorema. 7 cubo de la suma de dos nimeros es igual
at culn del primero, mas el triplo del cwadrado del primero
zor el sequndo, mas el triplo del primere por of cuedrads del
Sequndo, mas el cubo del sequndp.

Sea ¢ el primer wmero y 4 el segundo; la suma de los
dos serd @ +- 4, ¥ su cubo (4 -+ 4)°,

Ahora bien, (a4-0P=(a+4-2) (a4-0) (a4-8)=(a—+-b)* (a-+5);
¥ como [247] (@ +40)*= a* 4 205 + 37,
serd (@ = 0)° = (a® 4 2ab + 6%) (¢ + 8);
efectuando esta multiplicacion indicada, tendremos
(#4=0f=a" v @+ 0 . b + 2ad . ¢ <~ 2ab . G+ a4 62 .
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0 f(rz—}-&);—:a,"'—}-fc‘l&4—2(1.2&—[—?(!/:“3—{—(1&‘-’—;——&“,
y por ultimo
(@ 4 8)° = a + 30> b+ 3ab> 0%

Lo que demuestra el teorema.

967. Todo nfimero muyor que 10 es igual 4 sus decenas
mas sus unidades; luego

71 cudo de un nimern mayor que 10, cmsia de cualrs
partes: 1.1 cudo de las decends; 2. triploedel cuadrado de las
decenas por los-unidades; 3. triplo de las decenas por. el
cvadradn de las unidades; & cuho de las wnidades.

Si el ntmero es 47, se desconpone en 40 -+ 7; y su.cubo
serd '

403 -3.402.7+3.40.72 7% :

268 Propongémonos ya extraer la raiz clibica deun ni-

mero mayor que 1000, ¥ prineipiemos por uno que tenga
enatro, cinco 6 seis cifras, por ejemplo 204215.

Como este nimero es mayor que 1000, sw raiz es mayor
que 10; y componiéndose todo namero del cubo de su raiz
entera v del residuo, el propuesto constara del cubo de las
decenas de la raiz, del triplo del cuadrado de las decenas por
las unidades, del triplo de las decenas por el cuadrado de las
unidades. del cubode las unidades, y del residuo, si lo hubiese.

il cuho de las decenas es un nimero justo de millares,
que estarin comprendidos en los 304 millares del numero
dado; luego la raiz entera de 304 no serd menor que la cifra
de 1as decenas de la raiz.

Tampoco puede ser mayor, porqgue si son @ las decenas de
la raiz.ésta es cuando masigual 4 e decenas mas nueve uni-
dades; v si la raiz entera de 304 millares fuese @ decenas mas
una decena, tendrfamos que la raiz de 204000 seria mayor
que la de 304215, lo que es imposible [262]; luego

Fatrayendo la raiz entera d2 los millares de win RUmMET0,
se obtienen lus decenas de Lo rais.

La raiz entera de 304 es 6.

Restando del ntmero propuesto el cubo de 6 decenas, 0
sea 216 millares, la diferencia 83215 se compene del triplo
del ‘cuadrado de las decenas por las unidades, del triplo de
las decenas por el cuadrado de las unidades, del cubo de las
unidades, y del residuo.

Ll euadrado de las decenas de la raiz es un nimero exac-
to de centenas: luego el triplo de este cuadrado multiplicado
por las unidades, es un numero. exacto de centenas, que -
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debiendo estar contenidas en 88215, lo estardn en las 882
centenas de este resto; luego dividiendo 882 por el triplo del
cuadrado de la cifra 6, el cociente no ser menor que la ¢ifra
de las unidades de la raiz; pero podrd ser mayor.

Nada se opone, en efecto. 4 que el triplo de las decenas
por el cuadradu de las unidades, el cubo de éstas y el resi-
duo, compongan un nimero de eentenas igual mayor que
el triplo del cuadrado de las decenas ds la raiz, y cuando esto
suceda, el cociente serd mayor que la cifra de las unidades.

Dividiendo 882 por 3 . 62 = 103, el cociente es 8, y eomo
esta cifra puede ser mayor que la de las unidades, es necesa-
rio comprobarla.

Para esto, elevaremos la raiz hallada 68 al eubo: si obte-
nemos un numero igual 6 menor que el propuesto, la raiz
hallada serd la verdadera; y restando su cubo del niimero
propuesto, obtendremos el residuo de la operacion.

Pero habiendo restado ya de 304215 el cubo de las dece-
nas, se obtendrd mas fieilniente el residuo restando de 88215
el triplo del cuidrado de las deeenas por las unidades, el tri-
plo de las decenas por-el euadrado de las unidades y el cubo
de éstas, 0 sea

3.60%.84-3.60 .84 8% — 98432,

Como este nimero es mayor que 88215, el cubo de 68 ex-
cede & 304215; luego la cifra 8 es mayor que la verdadera.

Comprobemos la cifta 7.

3.60%.743,60.7°+ 7%= 84763 < 88215;
luego 7 es la cifra de las unidades, y 88215 — 84763 — 3452
el residuo.

Lasuma 3.60*.7 4 3.60.7*4 7%, puede obtenerse
por un procedimiento bastaute breve.

En efecto: separando el factor 7, comun 4 todos los su-
mandos, dicha suma adquiere la forma

(3.60°~43.60.74+7%XT; [1]
de los sumandos contenidos en el paréntesis, conocemos el
primero 3. 60% en cuanto 4 la suma de los otros dos, puede
escribirse de este modo:
: (B.60417) X 1. 2]

Para hallar el valor de 3. 60 -7, basta evidentemente
multiplicar 3 por 6, y en vez del cero que debe afadirse,
colocar & la derecha de 18 el 7, de modo qae

. 3.6047=187.

Multiplicando este ntunero por 7, se halla el valor efec-

tuado de la expresion [2], que es 1300; anadiendo 4 éste el
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valor conocido de 3. 60 = 10800, y multiplicando la suma
12109 por 7, resulta el valor efectuado de la expresion [1].
La disposicion préctica de la operacion es como sigue:

304.2 15 | 67

216 0 00
88 2.15 | 108
847 63
3452
Comprobaciondelacifra8. Comprobaciondelacifra7.
188 187
3 7
1504 1309
108 108
12304 . 12109
8 ; 7
98432 84763

Supongamos ahora que el numero dado tenga 7,809
cifras, por ejemplo, 564237981,

564.2 37.981 | 826
512.0 00
52 2.37 192
39 3 68
12 8 69 9.81 | 20172
12191976
678 0 05
CGomprobaciondelacifra2. Comprobaciondelacifrat.
242 . 2466
2 ]
484 14796
192 20172
19684 2031996
2 6

39368

12191976
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Segun hemos demostrado anteriormente,  la raiz clihica
entera de 564237 millares es igual 4 las decenas de la raiz.

Uomo 564237 tiene seis cifras, sabemos extraer su raiz
entera, que es 82, :

Restando del mimero dado el cubo de 82 decenas, la dife-
rencia serd el triplo del euadrado de 82 decenas por las uni-
dades de la raiz, mas el triplo de 82 decenas por el cuadrado
de las unidades, mas el cubo de éstas, mas el residuo; por
consiguiente dividiendo las centcnas de dicha diferencia por
ol triplo del cuadrado de 82, el cociente serd la cifra de las
unidades ¢ una mayor.

Al extraer la raiz de 564237 millares, hemos restado de
este nimero el cubo de 82, obteniendo la diferencia 12869; v
como el cubo de 82 decenas se forma agregando tres ceros &
la derecha del cubo de 82, resulta que para obtener la dife-
rencia entre el nimero dado Y el cubo de 82 decenas, basta
colocar & la derecha del resto 12869 las tres ultimas cifras
del inimero propuesto, esto es 981,

Dividisndo las 128699 centenas del resto por 20172, triplo
del cuadrado de 82, obtenemos 6 para cifra de las unidades;
Y comprobandoela por el método expuesto en el eiemplo an-
terior, veremos que es la verdadera,

Haciendo extensivo este razonamiento 4 niimeros de mas
de nueve cifras, veriamos que el procedimiento de los ejem-
plos anteriores puede aplicarse 4 cualquier nimero,

Para hallar la primera cifra de la raiz, hemos dividido el
namero dado en grupos de tres cifras, empezando por la de-
recha, y extrailo la raiz del primer grupo de la izquierda.
Las cifras restantes se obtienen por medio de divisiones: el
Primer dividendo se forma restando del primer grupo el
cubo de la primera ¢ifra de la raiz, colocando 4 la derecha
del resto el grupo siguiente, Y separando con un punto las
centenas del niiaero que se forma; los dividendos siguientes,
sé uhiionen tambien colocando, & la derecha del resto ante-
rior, el grapo correspondiente, y separando las centenas def
nunero que resulta. ;

Las consideraciones anteriores, justifican la siguiente
regla.

Lara extraer o raiz cidica entera de un nmero mayor
que 1000, se divide el nibmero en grupos de tres cifras, em-
2°2ando por la derecha. Entrayendo da rais cibicy del pri-
mer gripo de la izguierda, que podra tener una ¢ dos cifras,
s obtiene la primera de la raiz. Fl culo de esta cifra se
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vesta del primer grupo, y @ la dervecha del resto se coloca el
sequado. Del niimero que se forma, se separan dos cifras de
la derecha, y dividiendo lo que queda d la izquierda” por el
triplo del cuadrado de la primera cifra de la raiz, se obliene
otra gue debe comprobarse. Para esto, se escribe a la derecha
del triplo de la raiz hallada lo cifra que se comprueba, el
nakmero que se forma se multiplica poy esta cifra, se anade
al producto el tripls del cuadrado de lo raiz hallada, consi-
derado como centenas, y se multiplica la suma wor lu cifra
que se comprueba. i el vesullado puede restarse del divi-
dendo, sequido de las dos cifras separadas, la gue se com-
prueba es la sequnda de la raiz, y se colocara por tanto G la
derecha de lu primera; pero si la sustraccion es imposible, se
disminwye (@ cifra comprodada en wna wnidad, y la nueva
cifra se com;)meiza del mismo modo que la primera, conti-
niando asi hasta gue la sustraccion sea posible. Una vez

efectuada, se coloca & la derecha del vesto ¢l tercer grupo, se
separan dos cifras de la derecha, se divide o que gueda d la
izquierda por el triplo del cuadrado de la raiz hallada, y se
comprueda el cociente.

Continvando del mismo modo Lasta emplear el vitimo

grupo, se obtendrdn las demds cifras de ln raiz, Y el witimo
resto serd el residuo de la operacion.

8% alguno de los dividendos es menor que el divisor res-
pectivo, se pondrd en la raiz un cevo, y bdjando el grupo si-
guiente, se continvard la operacion de la manera ordinaria.

Obsérvese que la raiz tiene tantas cifras, como grupos
hayan resultado al dividir el ntimero. .

269. Teorema. La diferencia entre los cubos de dos ente-
708 cOnSecuiivos, es igual al triplo del cuadrado del menor,
mas el triplo del menor, mas una unidad.

Si @ es el menor de los numeros, ¢ - 1 serd el ofro.

El cubo de e + 1 es

(e4+1)>=a*+3a*+3a+1,
¥ el cubo de a es ¢%; luego la diferencia entre estos cuhbos és
3a* —+ 3a -+ 1, 1o cual debiamos demostrar.

R70. CoroLario. K¢ residuo de la raiz cwbica de un nime-
70, es menor que el triplo del cuadrado de suraiz entera,
mas el triplo de esta raiz, mas une unidad. :

Si @ es la raiz entera de un nimero, serd éste mayor que
a®y menor que (¢ - 1)% la difereneia entre estos cubos es
3a* 4 3a 4+ 1, luego el exceso del namero dado sobre AR
esto es, el residuo, es Ex)nenor que 34* + 3¢ + 1.

1
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Segun esto, cuanda un residuo sea mayor que el triplo
del cuadrado de la raiz hallada, mas el triplo de la misma,
ésta serd menor que la verdadera, y deberd anmentarse.

En la practica, al hallar una cifra de la raiz por medio
de la division, se toma con frecuencia un numero menor que
el cociente, :'J, fin de disminuir el numero de comprobaciones.
Esta precaucion, conveniente en gran m'uumo de casos, ori-
gina algunas veces cifras menores que las verdaderas, lo que
se conoce comparando el residuo con el triplo del cuadrado
de la raiz mas el triplo de la misma.

271. Sabemos ya extraer la raiz cubica de un niimero
entero, con un error menor que una unidad; pero esta aproxi-
macion es insuficiente en la generalidad de los casos, por lo
que vamos & ocuparnos en extraer la raiz de un entero, con
un error tan pequeno como se guiera.

A este fin, demostraremos el siguiente

TeoreMaA. La raiz cubicd de wn produeto de varios facto-
res, es igual al producto de las raices ciébicas de los factores.

Queremos demostrar que

Fa b 3 = 3 Al 3__
Vabe =vVa. . Vd:.. Ve.

En efecto: el segundo miembro de esta ignaldad serd la
raiz cubica de ade, si elevdndole al ¢ubo, resulta esta canti-
dad. Pero el cubo del segundo miembro, contendra las raices
cibicas de @, & y ¢ repetida cada una tres veces por factor, ¢
sea elevada al cubo; y como el cuho de la raiz cubica de una
cantidad, es igual, ségun la definicion, 4 dicha cantidad, re-
sulta que el cubo del eﬂ'undo miembro se compondrd de los
factores @, &, ¢, 6 serd abe.

Lo que demuestra el teorema.

972. Proviena. Betraer lu raiz clibica del entero N con

1
Un error menor que —.
n

Por el teorema anterior, tenemos

3 T
VIV 3=V N . n;
partiendo los dos miembros de esta igualdad por z, serd
3
S VNHE
VN =——
7
La raiz ctibica de [V . #° estd comprendida entre dos ni-
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meros enteros consecutivos m y m - 1; luego su cociente
m -1 ]

= ; ¥ como la diferencia
4/

; .
por 2, lo estara entre el

A 1 : M i
entre estas fracciones es e la primera 5% serd laraiz ci-

bica de &V, con un error menor quo—?-lr.

Este error sera tan pequeiio como queramos, puesto que
dando & # un valor suficientemente grande, la fraccion e
serd menor que cualquiera cantidad asignable.

Observando que la fraccion %"— se ob,ﬁene pﬁrtieudo por

» la raiz entera de V. %%, podremos enunciar la siguiente
regla.

Pare hallar la raiz cubica de un entero, con un error
menor que una unidad fraccionaria dada, se muitiplica el
entero por el cubo del densminador de la unidad fracciona-
rid, Y Lo raiz cubica entera del producto se divide por dicho
denominador. {

Fjemplo. Extraer la raiz clibica de 24 con un error me-
nor que 5
Multiplicando 24 por el cubo de 9, resulta 17496; la raiz

25 ;
clibica entera de este numero es 25; luego TR laraiz et-

; 1
bica de 24 con un error menor que e

273. Si la unidad fraccionaria dada es decimal, por ejem-
plo 0,001, se obtiene el cubo de su denominador ¢on solo tri-
plicar el nimero de ceros; el producto del ntimero dado por
este cubo, se halla anadiendo los ceros & la derecha, y final-
mente, para efectuar la division por el denominador, bastard,
colocar la coma en el lugar correspondiente; luego

Para hallar la raiz cibica de wn nimero con un error
menor gue una unidad decimal dada, se afiaden ¢ la derecha
del nimero tres veces tantos ceros, como tiene el denomind-
dor de ln unidad decimal, y de la raiz cikbica entera del pro-
dueto, se separan tantas civfras decimales como ceros tenga
el denominador de la wnidad decimal.
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Ljemplo. Hallar la raiz ciibica de 32 con un error menor
que 0.01.

Colocaremos seis ceros 4 la derecha de 32; la raiz cibica
entera de 32000000 es 317; luego 3,17 es la raiz buscada.

II.—Raiz ciibica de los niimeros fraccionarios.

274. 'Trorema. Laraiz ciibica de wn gwf;wrdo es tgual @
daraiz cudica del numerador paréida por la del denominador.

a PR )
Sea el quebrado > Cuyos términos son ntimeros enteros.

Vamos 4 demostrar que

En efecto: los términos del segundo miembro serdn nti-
meros conmensurables 6 inconmensurables, segun que ¢ y 4
séan cubos 6 no lo sean; pero en todos los casos tenemos [241]

HAlL e e | e b sty y
Va Vi % Var Ve o (\*'(5 i

Vé Ve VEVE ({7'1)_)5 "

3

Ve RS @
luego — es la raiz ctibica de 5
Vo
275. Trorema. Para que la raiz cudica de un quedrado
wrredueible sea un nimero conmensurable, se necesita y bas-
u que los dos terminos del quebrado sean cubos.

; 34: 12 e 7
8i el quebrado es gy + SUTalz cubica es . luego la
i

condicion enunciada es suficiente.
Demostreinos que tambien es neecesaria.
a
¥ B
Su raiz clihica no puede ser un nimero entero, porque el

Sea el quebrado irreducible
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cuho de éste serfa tambien un nimero entero igual 4 ——, Io

que es imposible.

’

- . @ g
Para que dicha raiz sea un quebrado — que siempre

ra

i o 5 @
puede suponerse irreducible, es necesario que el cubo T

: . : A
sea igual & 3.y como dicho cubo estambien un quebra-
do irreducible, es necesario que se verifiquen las igualdades
i b=,
esto es, que @ y & sean cubos.

276. Trorena. A7 el nuwmerador de wn gquebrado no es
cubo, y el denominador lo es, partiendo la raiz eitera del nu-
merador por lo ezacta del denaominador, se obtiene la raiz del
quebrado, con wn error m2nor que o wuided dividide por la
7@z cubica del denominador.

)

; 80
Sea el quebrado o5~
<)

g

Su raiz eitbica es i‘c_ﬂ_) pero la raiz cubica de 80 estd com-
3]

prendida entre 4 y 5; luego la del quebrado lo estard entre
e 5 4 1
— v ——; luego serd —, con un error menor que ——.

e < D (7}
Siempre puede conseguirse que el denominador de una
fraceion sea cubo, pues basta multiplicar los dos términos de
la fraceion por el cuadrado del denominador. Extrayendo la
raiz ctbica del quebrado que resulta, se obtiene la del pro-
puesto con un error menor que la unidad dividida por su

denominador.

Sea el quebrado % cuyo denominador no es cubo.
Multiplicando sus dos términos por 7%, resulta el quebz=-

2

; 3 {f B
do equivalente H7; . La raiz ctibica entera del numerador
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es 5, y 7 la exacta del denominador; lueg 77 8 la raiz eu-

: 3 1
bica de - - con un error menor que v
7

277. Propongdmonos extraer la raiz ciibica de un niime-
To decimal.

Eseribiendo estos niimeros en forma de quebrados ordina-
rios, podemos aplicar & ellos las reglas anteriores. Sila par-
te decimal tiene un nmimero de cifras multiplo de 3, el deno-
minador es cubo; y si el nimero de cifras decimales no es
multiplo de 3, se anade uno 6 dos ceros.

Sea el numero decimal 0,354279.

Convertido en ordinario es ﬂ La raiz del deno-

1000000 '
minador es 100 exactamente; luego por medio de la regla
del niimerc anterior, obtendremos la raiz con un error me-
nor que una centésima.

La raiz entera del numerador es 70; luego la raiz busca-
da es 0,70.

Si el niimero decimal fuese 3,4562, afiadiendo dos ceros &
la parte decimal serd 3,456200, y seguiremos como en el
caso anterior.

La raiz entera de 3456200 es 153; luego la raiz etibica del
numero propuesto es 1,53 ¢on un error menor que 0,01.

De lo expuesto se deduce que

Para extraer lo raiz cidica de un nimero decimal, se
anade uno 6 dos ceros 4 su derecha, si el ntmero de cifras
decimales no es miiltiplo de 3; se prescinde de la coma y se
extrae la raiz entera del nimero gue resulla; separando des-
pres una cifra decimal por cada tres de las que tiene el nii-
mero, se obtiene la vaiz cubicn de ésie, con un error menor
que wna wnided decimal del witimo dérden hallado en la raiz.

Agregando ceros 4 la parte decimal de un nimero dado,
e consigue que tenga cuantas cifras se quiera; y como cada
tres de ellas dan una en la raiz, se podra llevar la aproxima-
cion al grado que se desee.

En la practica no se agregan los ceros al ntumero: basta
anadir 4 los residuos tres ceros, por cada cifra decimal que
deba tener la raiz.

FEjemplo. Hallar la raiz ciibica de 0,56 con un error me-
nor que 0,001. ‘ i
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Necesitamos llegar en la raiz 4 la cifra de las milésimas.
La operacion se dispone del modo siguiente:
0,560 0,824
512 A
480.00
393 68

86 320.00
81 082 24

523776

La raiz es 0,824,

278. Laraiz de un quebrado ordinario puede obtenerse
tambien convirtiéndole préviamente en decimal, y hallando
la raiz de éste.

Si la decimal equivalente es periddica, se toman tres ci-
fras decimales por cada una de las que deba tener la raiz.

2 Ry 7
Zijemplo. Hallar la raiz cibica de —[j" on un error me-

nor que 0,01.

7% e
Tenemos Fikan 0,6363..... Tomaremos seis cifras deei-

males, y serd
0,636.3 63 | 0,86
512 eI
124 3.63 | 192
124 0 56
307
Por 1iltimo, la raiz ctibica de un nitmero mixto se obtie-

ne reduciendo el mixto & quebrado, y extrayendo la raiz de
€ste.




LEJERCICIOS.

]

I. Sidlos térmmos de una fraccion, propia 6 impropia, se aiiaden
cantidades ignales y enteras, cuyo valor aumenta, el limite de los valores
sucesivos de Ia fraccion es la unidad, Demostracion,

Il La suma de una cantidad conmensurable con la unidad y otra
inconmensnrable, es inconmensurable eon la misma unidad. Demostracion.

L. La diferencia entre una cantidad conmensurable con 1a unidad y
otra inconmensurable, es tambien inconmensurable con Ia unidad, De-
mostracion,

IV. La suma de dos cantidades inconmensurables, puede ser conmen-
surable. Demostracion.

V. La diferencia entre dos cantidades inconmensurables, puede ser
cenmensurable. Demostracion,

VL. El producto de un nimero inconmensurable por olro conmensu-
rable, es inconmensurable. Demostracion,

VIL. El cociente de un nimero inconmensurable por otro conmensu-
rable, es inconmensurable, Demostracion.

VIIL.  El cociente de un nimero conmensurable per otro incomnensu-
rable, es inconmensurable. Demostracion.

IX. Elproducto de dos nimeros inconmensurables, puede ser con-
mensurable. Demostracion.,

X. El cociente de dos niimeros inconmensurables, puede ser conmen-
surable, Demostracion.

XL Averiguar cufintos cuadrados enteros contienen los diez mil pri-
meros niameros,

XII. Hallar la diferencia entre los cuadrados de dos nimeros que
difieren en media unidad.

XHIL.  Regla para conocer, i la simple inspeccion del residuo, si el
error cometido al tomar la raiz entera de un numero en lugar de Ia exac-
ta, es mayor 6 menor que media unidad,

XIV. Un nimero entero que termina en 2, 3, 71 8, no tLiene raiz
cuadrada exacta, Demostracion, A
i XV. Un nimero primo no tiene raiz cuadrada exacta. Demostracion.

XVL. Sium niimero compuesto liene alguno de sus factores primos
cou exponente impar, no puede tener raiz cuadrada exacta. Demostracion .

XVIL. Todo entero terminado en un nimero impar de ceros, tiene
raiz cuadrada inconmensurable. Demostracion.

XVIIL.  Si un nimero termina en 5, y la cifra de sus decenasno es 2,
la raiz cuadrada de dicho namero no puede ser exacta, Demostracion.
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XIX. El cuadrado de unnimero impar, es un miltiplo de 8, mas una
unidad. Demostracion,

Corolario. Siun namero impar disminuido en una unidad no es
multiplo de 8, su raiz es inconmensurable.

XX. Fl cuadrado de un namero, que no es miltiplo de 5, es igual
4 un miltiplo de 5, mas 6 menos una unidad. Demostracion,

Corolario, Para que un namero no divisible por 5 sea cuadrado, se
necesita que aumentado 6 disminuido ‘en una unidad, resulte un miltiplo
de 5.

XXI. Para que un quebrado cualquiera tenga raiz cuadrada exacta, es
necesario y suficiente que el producto de sus dos términos sea un cua-
drado. Demostracion.

XXII. Averiguar cuintos cubos enteros contienen los niimeros meno-
ves que 1000001.

XXIII. Tiallar Ia diferencia entre los cubos de dos nameros que difie-
ren en media unidad.

XXIV. Regla para conocer si el error cometido al tomar la raiz cithica
entera de un namero en Jugar de la exacta, es mayor 6 menor que me-
dia unidad.

XXV. Sialguno de los exponentes de los factores primos de un
niimero uo es maltiplo de 3, la raiz cibica de dicho nimero es inconmen-
surable. Demostracion.

XXVI. La raiz cibica de un entero terminado en un niimero de ceros
no miltiplo de 3, es inconmensurable. Demostracion,

XXVIL. El cubode un namero impar es un miltiplo de 8, aumenta-
do 6 disminuido en una 6 cinco unidades. Demostracion.

Corolario. Todo namero impar que aumentado o disminuido en una
6 cinco mmidades no sea maltiplo de 8, no tiene raiz cibica exacta,

XXVIII, Para que un quebrado cualquiera tenga raiz cubica exacta,
es neeesario y suficiente que el producto de sus dos lérminos sea um
cubo, Demostracion,




APLICACIONES

DE LA
ARITMETICA.

CAPITULO PRIMERO.

SISTEMAS DE MEDIDAS, PESAS Y MONEDAS,

I.—Consideraciones generales 4 todos los sistemas.

279. Hasta aliora hemos considerado el niimero como la
relacion abstracta entre una cantidad ¥y su unidad; pero en
las aplicaciones deberemos ver en €] ademds la expresion de
una magnitud concreta Yy determinada, lo que obliga &
tener en cuenta la especie 'de la cantidad y la magnitud de
fa ynidad.

Esta se elige arbitrariamente; pero una vez adoptada es
invariable, y si la experiencia y la razon aconsejan susti-
tuirla por ofra mayor 6 menor, debers determinarse con la
Posible exactitud 1a relacion entre la unidad antigua y la
nueva.

La cantidad que trata de medirse ¥ la unidad adoptada,
son necesariamente de la misma especie: por consiguiente,
debiendo representar por niumeros longitudes, 4reas, voli-
menes, pesos, capacidades ete., neeesitamos una unidad para
cada especie mencionada. Por esto, todos los sistemas de pe-
sas y medidas tienen unidades longitudinales, superficiales,
cubicas, de peso, de capacidad etc,

Dentro de cada especie, se consideran cantidades muy pe-
quenas, y ofras excesivamente grandes; todas pueden medirse
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con una misma unidad; pero se comprende que la expresion
de las primeras serd una fraccion muy pequeia, y la de las
segundas, un niimero de muchas cifras. Para operar, en lo
posible, con numeros de expresion breve y faeil manejo, se
consideran, en cada especie, multiplos y submltiplos de
una unidad, Jamada principal, formando asi nuevas unida-
des, cuyas relaciones entre si y con la principal son conoci-
das, de las euales se elige, en cada caso conereto, la mas pro-
porcionada 4 la magnitud de las cantidades que debemos
expresar.

Al conjunto de las medidas, pesas y monedas usuales de
un pais 6 region cualquiera, y relaciones de la_unidad prin-
cipal con sus multiplos y divisores, se llama sistema de me-
didas, pesas y monedas de aquel pais 6 region.

980. Las totalidades de objetos iguales en un concepto
cualquiera, se expresan tambien por nimeros, tomando por
unidad uno de los objetos 6 un grupo cualquiera de ellos.

Asi, un monton de libros, por ejemplo, se expresa nume-
ricamente tomando por unidad un libro, 6 una docena de
ellos ete.; las casas de una poblacion, tomando por nunidad
una easa: los soldados de un batallon, tomando por unidad
el soldado, la compaiia ete.

II.—Sistema métrico decimal.

981, Las unidades principales de este sistema son las
siguientes:

USIDAD DE LONGITUD Y FUNDAMENTAL DEL sisTEMA. EL METRO,
diezmillonésima parte del cuadrante de meridiano terrestre
que pasa por Paris.

Unipab b supERFiciE. BL AREA, cuadrado de diez metros
de lado. 3

Univap ciipica 6 pe vortmen, EL METRO CUBICO, cudo
cuya ariste tiene de largo un metro.

UNIDAD DE CAPACIDAD para éridos y liquides. EL LITRO, ca-
pacidad de wn cubo, cuya aristaes la.décima parte del metro.

Uninap vE pEso. EL GRAMO, peso en el vacio, @ la tempe-
ratura de cuatro grados centigrados, de un volumen de agua
destilada iqual al de un cubo, cuya arista sea la centésima
parts del metro.

El metro, area, metro cibico, gramo y litro se expresa-
rén abreviadamente por lsa iniciales m, @, m®, gy ¢.
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282. Los miiltiplos de eada unidad principal siguen la
ey decimal, y se enuncian anteponiendo al nombre de
aguella una de las palabras, de origen griego,

Deca, Hecto, Kido, Miria,
que significan respectivamente
diez, ciento, mil, diez mil,
¥ expresaremos por las abreviaturas
V2 H,

; : o M.

Los submiiltiplos ¢ divisores siguen la misma ley, y se
enuncian anteponiendo al nombre de la unidad prineipal
una de las palabras, de origen latino,

dect, centi, WElE,
que sigmifican respectivamente

décima parte, centésima parte, milésima parie,
¥ representaremos por

d, G 9.

Eienpros.

Nombre, Valor, Expresion abreviada.

Miridmetro. ... 10000 metros. hons e o Mo,
Kilégramo. . .. 1000 gramos ek kg
Hectolitro.. . . . 100 litros.. Sl 2
sedmetro. . . . 10 metros D,
Decilitro 0,1 lifro. . . L hapdtasta L
Centidrea. - . . . 0,01 drea cd.
Miligramo. . . . 0,001 gramo c ey

283. UNIDADES DE LONGITUD.
Miridmetro = 104» = 10000m
Kilémetro, = 10" = 1000
Heetometro = 102 — 190
Decdmetro = 10™ = 10
Metro = 1aR 1
Decimetro — J0em  — 0,1
Centimetro = 1Qmn — 0,01
Milimetro =— 0,001
El miridmetro y kilémetro se emplean en la medicion
de distancias itinerarias; el hectémetro ¥ decdmetro en los
terrenos destinados 4 la agricultura; el métro v decimetro en
el comercio, y usos comunes de la vida: el centimetro y mi-
limetro en las artes, y en las investigaciones cientificas.
284, UNIDADES DE SUPERFICIE 6 CUADRADAS.
Son cuadrados que tienen por lados las unidades lineales.
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3 2
Miridmetro euadrado = 100%™ —= 100000000 ™
2
Kilémetro cuadrado = 100%™ —= 1000000

2
Heetémetro cuadrado = 10077 — 10000

Decimetro cuadrado = 100 ™ i": 100
Metro ecuadrado — 100" = 1
Decimetro cuadrado = 100" :-—: 0,01
Centimetro cuadrado = 100™" = 0,0001

Milimetro cnadrado = 0,000001
El miridmetro y kilometro cuadrados sirven para medir
la extension super ficial de las naciones y provineias; el hee-
tometro, decametro y metro cuadrados se usan especialmente
para medir la superficie de los campos destinados al cultivo,
recibiendoental casolosnombresde hectdrea, areay centidrea.
Tendremos, pues,
2
Hectdrea = 100% = 10000™
Area e
Centidrea = 1
Tl decimetro, centimetfro y milimetro cuadrados se em-
plean en las artes y ciencias.
285. UNIDADES DE VOLUMEN O CUBICAS.
Son cubos que tienen por ‘111bt% las unidades hnea.les-

Miridmetro etitbico = 1000 " — = 1000000000000 w’
Kilémetro clibico = 1000”’“ == 1000000000
Heetometro ctihico= 1000””‘5= 1000000
Decimetro cibico = 1000 = 1000

Metro ctibico. = 1000 " = 1
Decimetro ctibico = 1000 ‘”"_,= 0,001
Centimetro ctibico— 1000mm — 0,000001

Milimetro etbhico = 0,000000001

Las unidades superiores al metro clibieo se usan pocas
veces; el metro etibico se emplea en la medicion de grandes
voltimenes, ¥y cuando sirve para el arqueo de los buques, se
llama fonelada de arqueo.
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UNIDADES DE eAPACIDAD, para Aridos y liquidos.
Mirialitro = 10K = 10000!
Kildlifro = 10H! 1000
Hectolitro = 10 100
Decdlitro 10/ 10
Litro 104t 1
Decilitro = 10¢! 0,1
Centilitro: = 10m! 0,01
Mililitro = 0,001

El miridlitro y kilélitro son poco usados: el litro es la
unidad mas usual en la vida ordinaria; las demis se emplean
todas, eligiendo la mas proporcionada 4 las cantidades de
aridos 6 liguidos que deban medirse.

287. UNIDADES DE PESO.
Miridgramo = 10hs= 10000y
Kilébgramo =10H= 1000
Hectogramo = 1000 = 100
Decdgramo =109 10
Gramo = 104y 1
Decigramo = 10e 0,1
Centigramo = 10mg — 0,01
Miligramo = 0,001

La unidad usual es el kilégramo; el Iniridgramo se usa
Poco: las demas se emplean todas.

Para la determinacion de pesos muy grandes, hay dos
nuevos miultiplos, que son: ‘

Tonelada = 10 quintales métricos = 1000 Kg
Quintal métrico — 100
288. BISTEMA MONETARIO.

La unidad monetaria en Espafia es actualmente la peseta,
que se divide en cien eéntimos.

Se acuflan monedas de oro, plata y bronce: las de oro ¥y
plata contienen unaparte de otro metal, generalmente el ¢o-
bre, de modo que formen una aleacion ¢ liga homogénea en
todas sus partes; ysellama Zeyla relacion entreel peso de me-
tal fino que contiene una moneday el peso total delamisma.

Para expresar, de una manera uniforme, la ley de las
monedas, se considera dividido su peso total en mil partes
iguales, llamadas milésimas: el ntimero de milésimas de me-
tal fino que contiene la moneda, es la expresion de su ley.

En las monedas de oro y en las piezas de plata de cinco
pesetas, mandadas acuar por Decreto de 19 de Octirbre de
1868, la ley es de 900 milésimas; lo que significa que las 900
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ilésimas de su peso son de metal fino, y las 100 restantes
de liga.

La fabricacion de la moneda no puede ser tan perfecta,
que no haya que tolerar algun exceso 6 falta en su peso y
ley; esta tolerancia tiene un limite, que determinan las le-
yes, y se llama permiso.

El.cuadro siguiente contiene las monedas mandadas acu-
fiar por el citado Decreto, y sus principales circunstancias.

SISTEVA MONETARIO.

PESO. LEY.
T — | T e

MONEDAS. | EXACTO. | peamso| EXACTA. |permiso DlﬁMETHU.i

cramos, | Milésim,| Milésimas, | Milésim. | Milimets.

DE ORO.

|
De 100 pesetas.| 32,25806

De 50 16,12903
De 20 6,45161
De 10 3,22580
De 5 » 1,61290

J
DE PLATA.

De 5 pesetas.
De »
De ks o5
De 0,50 »
De 0,20 »

DE BRONCE.

De 0,10 pesetas. 950 cobre
De 0,05 » | 40 estanio
De 0,02 » 10 zine
De 0,01 »

e el vt
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IIT.—Sistema de medidas y pesas de Castilla,

289. UNWADES DE LONGITUD.
El modelo ¢ patron de estas unidades es la vara del archi-

vo de la ciudad de Burgos.
Sus multiplos y divisores son:

<)
Ltineraria = 6666—5 varas = 20000 piés,

Agraria. Listadal = 4 »
Vara = 3 pi¢s.
: Pié = 12 pulgadas.
Lara usos comunes. Puleadi 15 Hincas,
Linea = 12 puntos.

En la marina las unidades de longitud son:
Legua marina = 3 millas.|Braza =6 piés.
Milla == 10 cables. Codo de ribera= 2pids 91ineas.
Cable — 111 brazas.

290. TUNIDADES DE SUPERFICIE  CUADRADAS.

Geogrdfice. Legua cuadrada 400000000 piés cuadrados.
gl Vara cuadrada Qiezy »
-c[; %3;3;;&0& Pi¢ cuadrado . 144 pulg. cuadrad.
* (Pulgada cuadrada 144 lineas cuadrad.
Fanega de tierra 576 estadales cuadrados.
Agrarias. .} Aranzada 400 »
Estadal cuadrado 16 varas cuadradas.
La fanega de tierra se divide en 12 celemines de tierra, ¥
- éste en 4 cuartillos.

1

291. UNIDADES DE VOLUMEN G CUBICAS.

8000000000000 piés ctihicos.
7 ) » .
1728 pulgadas ctibicas.
1728 lineas ctibicas.

Legua ctubica
Vara cubica
Pié ciibico
Pulgada ctibica

1l

Para el arqueo de los bugues y grandes voliinenes.

Tonelada de arqueo = 8 codos cuh. de rib.'=70,189 piés ciib.
Tonelada comun = 42646 » »
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902, UNIDADES DE CAPACIDAD. 7
El modelo 6 patron de estas’ unuhdec es la media faneqa.
del archivo de la ciudad de Avila, para los dridos; y la cdn-
tara de Toledo, para los liquidos.
Para arides. Para liquidos:
Cahiz = 12 fanegas. Moyo . = 16 céntaras.
Fanega = 12 ¢elemines. Céantara = 8 azumbres.
Celemin = 4 cuartillos. Azumbre = 4 cuartillos.
Cuartillo = 4 copas.
Las medidas para el aceite son: la arroba de aceite, que
tiene 25 libras; y la libra, cuatro panillas 6 cuarterones.
293. TUNIADES DE PESO.
El modelo ¢ patron es el marco del archivo del Consejo
de Castilla.
Para usos comunes. Para metales finos y piedras
— preciosas.
4 arrobas. —
25 libras. Marco = 8 onzas.
16 onzas. Onza = = 8 ochavas.
Onza . 16 adarmes. Ochava = 6 tomines.
Adarme 3 tomines. Tomin = 3 quilates.
Tomin = 12 granos. Quilate = 4 granos.
Para la farmacia.
Libra, 12 onzas. Dracma = 3 escriipulos.
Onza, 8 dracmas. Escripulo = 24 granos.
204. UNIDADES DE TIENMPO. .
Siglo 100 afos. Dia, = 24 horas.
Afio 12 meses. Hora = 60 minutos.
Mes 30 6 31 dias. Minuto = 60 segundos.
295. MonEpas.
De oro. De plata.

Quintal
Arroba
Libra

|

f

i

Onza = 3204l | Peso fuerte 6 duro = 20 iz,
Media onza = 160 » |Medio durodescudo= 10 »
Centen ' = 100 » |Peseta 4
Ochentin 80 » [Media peseta 2
Eseudo de oro 40 » |Real de vellon 34 marard,
Escudito 20 » |Peseta columnaria 5 rmales,
Escudito depremio = 21 ¥ |Media peseta id. 23
Real columnario 1

0 |

1

U
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De cobre.
Medio real = (.50 reales.|Cuarto = 4 maravedises.

Cuartillo =195 S5 Ochavo = »
Dos cuartos = 8 maraveds |Maravedi, imaginaria.

IV.—Equivalencias aproximadas entre las monedas Y pesas
antiguas y las métrico-decimales,

Unidades de longitud.

Leguas Varas Piés Pnlgadas Lineas
a kilometros. & metros. [adecimetros.| a centimetros,| & n.il metros,

5,5727 0,8359 2,7864 2,3220 1,9350
11,1454 1,6718 5,0727 4,6439 3,8699
16,7181 2,5077 8,3591 6,9659 5,8049
22,2008 3,3436 | 11,1454 9,2878 7,7399
27,8635 | 41795 | 13,9318 | 11,6098 9,6748
33,4362 | 5,0154 | 16,7181 13,9318 | 11,6098
39,0089 | 5,8513 | 19,5045 | 16,2537 13,5448
44 5816 6,6872 | 22,2009 18,5757 15,4797
50,1543 7,5231 | 25,0772 | 20,8977 | 17,4147

O 00 ~I D Ut i LO BN

Kilometros Metros Decimetros | Centimetros Milimetros
a leguas, a varas. a piés. a pulgadas. a lineas.

0,1794 1,1963 0,3589 0,4307 | 0,5168
0,3589 2,3926 0,7178 0,8613 [ 1,0336
0,5383 3,5889 1,0767 1,2920.| - 1,5504
0,7178 | . 4,7852 1,4356 1,7227 | 2,0672
0,8672 5,9815 1,7945 2,1534 | 2,5840
1,0767 7.1778 2,1534 2,5840 | 3,1008
1,2561 8,3742 2,5122 3,0147 | 3,6176
1,4356 | 9,5705 2,8711 3.4454 | 4,1344
1,6150 | 10,7668 3,2300 3,8760 | 4,6512

L0C ~F T Ut e QoD =
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Unidades de superficie.

Leguas coadra- Varas cuadra-| Pi¢s cnadrados| Pulgadas cua-
das a kilbmetrs. Fanegas |dss a metros| a decimelros |dradas a centi-
cuadrados. a heetareas, | coadrados. cundrados. [melros cuadrs.
1 31,0550 0,6440 0,6987 7,7637 5,3915
2 62,1100 1,2879 1,3975 15,6275 10,7830
3 93,1650 1,9319 2,0962 23,2912 16,1745
f 4 | 124.2199 2,5758 2,7949 31,0550 21,5660
5 | 155,2749 3,2198 3,4937 38,8187 26,9575
6 | 186,3299 3,8637 4,1924 46,5825 32,3489
7 | 217,3849 4 5077 4,8912 54,3462 37,7404
8 | 248,4399 5,1516 5,5899 62,1100 43,1319
9 | 279,4949 5,7956 65,2886 69,8737 48,5234
Ki'dometros Metros cna- | Decimetros Cenlimelros
coadrados a le-| Hectareas |drados a4 va-| cuadrados 4 | cuadrados a
gnas cuadradas| a fonegas. |rascoadradas|piés enadrados|pulgatos cuad.
1 0,0322 1.5629 1,4312 0,1288 0,1855
2 0,0644 3,1058 2,8623 0,2576 0,3710
3 0,0966 4,6587 4,2935 0,3864 0,5564
4 0,1288 6,2116 5,7246 0,5152 0,7419
3) 0,1610 7.,7645 7,1558 0,6440 0,9274
6 0,1932 9,3174 8,5869 0,7728 1,1129
{7 0,2254 | 10,8703 | 10,0181 0,9016 1,2983
8 0,2576 | 12,4232 | 11,4492 1,0304 1,4838
9 0,2898 1 13,9761 | 12,8804 1,1592 1,6693

Unidades de capacidad, para dridos, y de volumen.

Cahices

a kilolitros. [a

Fanegas

lieclolitros.

Celemines
a decalitros

Varas cibicas
# metros cibic.

Piés cabicos a
decimetr. cab.

0,6660
1,3220
1,9980
2.6640
313301
3,9961
4,6621
5,3281

OO~ITCu o+

5,9941

0,5550
1,1100
1,6650
2,2200
2,7751
3,3301
3,8851
4,4401

0,4625
0,9250
1,3875
1,8500
2,3125
2,7750
3,2376
3,7001
4,1626

0,5841
1,1682
1,7522
2,3363
2,9204
3,5045
4,0886
4,6727
5,2568

21,6325
43,2650
64,8975
86,5301
108,1626
129,7951
151,4276
173,0601
194.6926

4,9951
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fi Kilolitros Heetolitros Decalitros [Metros t‘l!lliﬁﬂii Decimetr, cab.
a cahices. a fanegas. |4 celemines.|a varas n'ulnil'nsla pies rn‘:hi:u:
1 1.5015 1,8018 2,1621 1,7121 0.0462
2 3.0030 3,6035 4,3243 3,4242 0,0925
3 4,5044 5,4053 6,4864 5,1363 0,1387
4 6.,0059 7.2071 8,648h 6,8484 0,1849
) 7.5074 99,0088 10,8106 8.5605 0,2311
6 9,0088 | 10,8106 12,9727 10,2726 0,2774
7 10,5103 | 12,6124 | 15,1349 11,9847 F  0,3236
~ I8 12,0118 | 14,4142 | 17,2970 | 13,6968 0,3698
itk é“ 9 13,51 3301 162159 19.4591 15,4089 0,4160
17
74 Unidades de capacidad para liquidos.
3
Cantaras Cuartillos Arrohas de aceite | Libras de aceite
a decalitros. a litros. a decalilros. a litros
1 1.6133 0,5042 1.2563 0,5025
2 3,2266 1.0083 2.5126 1,0050
3 4.,8399 11,5125 3.7689 1.,5076
4 6,4532 2,0166 5,0252 2,0101
5 8.0665 2.5208 6,2815 2.5126
6 9.6798 3,0249 7.,5378 3.0151
7y 11,2931 3,5291 8,7941 3,176
8 12,9064 4,0333 10,0504 4,0202
9 14,5197 4,5374 11,3067 4 5227
Decalitros Litros Decahtros a Litros
a canlaras. A cuartillns. arrobas de aceite.|a libras de aceite.
1 0,6198 1,9835 0,7960 1,9900
2 1,2397 3,9670 1,5920 3,9799
3 1,8595 5,9505 2,3880 5,9699
4 2,4794 77,9341 3,1840 7,9599
5 3,0992 9,9176 3,9799 9,9499
i 3,7191 11,9011 4,7759 11,9398
7 4.,3389 13,8846 5,5719 13,9208
8 4 9588 15,8681 6,3679 15,9198
9 5,5786 17,8516 7,1639 17,9097
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TUnidades de peso.

[ o0 Ry iy G VD ol

Quaintales
a quintales
metricos

0,4601
0,9202
1,3803
1,8404
2.3005
2.7606
3,2207
3.6807
4,1408

Arrohas
a kilograwmos

Lihras

i kilogramns.

Onzas
A gramoas.

/ Adarmes
A Rromos.

11,5023
23,0046
34,5070
46,0093
57,5116
69,0139
80.5163
92,0186
103,5209

0,4601
0,9202
1,3803
1,8404
2.3005
2,7606
3,2207
3,6807
4,1408

98 7558
57,5116
86,2674
115,0232
143,7791
172.,5349
201,2007
230,0465
258,8023

1,7972
3,5945
§,3917
7,1890
38,9862
10,7834
12.5807
14,3779
16,1752

S CU 0 10

o0 ~%

Quinlales
matricos a las
anliguos.

2,1735
4,3469
6,H204
8,6939
10,8674
13,0408
15,2143
17,3878
19,5613

Kilagramos
a arrobas.

Ki ogramos
a libras.

0,0869
0,1739
0,2608
0,3478
0,4347
0,5216
0,6086
0,6955
0,7825

2,1735
4,3469
6,5204
8,6939
10,8674
13,0408
15,2143
17,3878
19,5613

Gramos
a onzas.

Gramos
a adarmes.

0,0348
0,0696
0,1043
0,1391
0,1739
0,2087
0,2435
0,2782
0,3130

0,5564
1,1128
1,6692
2,2256
2,7820
3.3384
3,8948
4,4513
5.0077

Unidades monetarias.

WoO~1DH Ut WMo

lesetas

a reales

Maravedises
a_cenlimos.

oo
-3 ST DD
[ S

B R 0]
Ot o Ot

LRl e B e

DD
Qn

4

8
12
16
20
24
28
32

36

0,7353
1,4706
2,2059
2,9412
3,6765
4,4118
5,1471
H,8824
6,6176

a maravedises.

Centimos

1,36
2,12
4,08
5,44
6,80
8,16
9,52
10,88
12.24
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_29(5. Las tablas anteriores se usan como se verd en los
siguientes
EJiEmpLos.
1.° Reducir 53 varas 4 metros.
Varas, Metros.
a0 41,795
3 2,5077
53 44,3027
Segun las tablas, 5 varas = 4,1795 metros; luego 50 va-
ras — 41,795 metros, ademds 8 varas = 2,5077 metros: su-
mando estas igualdades se obtiene
53 varas — 44,3027 metros.
2." Reducir 475 hectdlitros 4 fanegas.
Hectolitros. Fanegas,
400 £ 720,71
70 = 126,124
5 — 9,0088

475 = 805,8428

3. Reduecir 206 metros & varas.
Metros. Varas.
200 239,26
6 : 7.1778
206 246,4373
4° Reducir 27 maravedises & céntimos de peseta.
Maravedises. Céntimos,
20 14,706
7 5,1471
27 = 19,8531

V.—Medidas; pesas y monedas mas usuales de algunas
naciones extranjeras.

297. El sistemp métrico decimal, que hemos expuesto,
rige en Franeia, Italia y Bélgica.

Por ley de 24 de Noviembre de 1871, se adopté tambien
en el Imperio de Alemania, conservando la mayor parte de
los ncmbres antiguos, y modificando la milla, que es igual
4 7,5 kildmetros.
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208. MEDIDAS Y PESAS DE INGLATERRA.

[JNIDADES DE LONGITUD.

Principal.. « . .. - - Yarda (Yard) = = 3 piés (Fezt).

dtinerari@. « ..+~ Milla (Mile) = 1760 yardas.
UNIDAD DE. SUPERFICIE.

Aere = 4840 yardas cuadradas.

UXIDABES DE CAPACIDAD.

Para lguidos (iallon imperial = 4 quarts = 8 pints.

Para aridos Bushel = 8 gallones.
UADADES DE PESO.

Libra avoir du puis = 16 onzas
U WS ) A L
LPara usos comunss.. - auingal == 112 libras.

Para el oro, plata etc. Libra troy = 12 onzas.
909,  MEDIDAS Y PESAS ANTIGUAS DE PRUSIA.
| TUNIDADES DE LONGITUD.
Pié (Fuss) del Rhin = 12 pulgadas (Zo//e).
Ruthe — 1 2ples,
Vara (Elle) = 25 % pulgadas.

Itinerarie. Millaprusiana (Preussische Meile)=2000 Ruthen.
UNIDAD 'AGRARIA.
Morgen = 180 Buthen cuadrados.

UNIDADES DE CAPACIDAD.

Para liguidos. . . . . Anker = 30 Quart = 60 Oessel.
Para aridos Scheffel = 4 Vierfel = 16 Metzen
Dereso.  (Antes de 1.° de Julio de 1858).
Libra (}éﬂmd} = 32:Tioth.
Quintal (Ceniner) = 110 libras.
De peso. - (Desde 1.° de Julio de 1858).
Libra = 30 Loth — 500 gramos (sistema métrico).
Quintal = =100 libras.
Libra antigua = 0,935422025 libra nueva.

300. MONEDAS PRINCIPALES.
Francia y Bélgica. Franco = 100 céntimos = 3,85 reales
Lira =100 » =13 Ry
Inglaterra Libra esterlina (Sovereign) =
20 chelines (S#illingen) = 96,92 reales.
Chelin (S%illing) = 12 peniques (Pence) = 447 »
Alemania. Thaler = 30 Silbergroschen ==14,28 »

U




VI.—Equivalencias aproximadas entre las medidas Y pesas
de algunas naciones.

I = e o T .. (Sislema de Caslilla),

SISTEMA DE CASTILLA, INGLATERRA. PRUSIA,

Vara, . o ) 0,9Y42 yardas,
= s (g U,3047 »
.§ Legua (Ilmer'\lm) 35,4628 millas.
= | Vara cuadrada. 0, L4567 \ardaa-
Pié enadrado. 0 8357 piés 2.
& ( Favega (Agraria). .| 1,5913 acres.
A g { Vara Lublc.l 5 0 7641 yardass.
== | Pié cabico, . . 0,7641 piés3.
,mmn(quuldos) ),.)503 "a!Iuns
(‘u’nrhllo 0,8877 pints.
?Fmeg1 éudus) 1 5%‘] bushel.
1 011.) libras avoir,
(1,9{1515 quintales,

2,6654 piés.
0,8878

ll 7398 millas,

7 Uﬂua piés 2.

" 882 »
2.5291 morgen,
18,8325 ]ms-'

U 6997
14 0696 quart..
H,:lﬂnh‘ oessel.
14,0096 scheffel.
0,9857 libras antigs.
0 ,8942 quint, »

Libra.. " !
Quintal. i

TSHSSTICEO RSN e RS R NS S d D -

SISTEMA METRICO. INGLATERRA. PRUSIA.

Metm

Decimetro,
Kilometro, ’
Metro cnadrado. .

.« «|14,0956 yardas.
0,5281 pies.
0,6214 millas.
4,1960 yardase,
Hectirea;n 1o . 2 {711 acres.

5.1662 piés,
5,82534 pulgadas.
0,1528 millas.
10,4519 piés*.
95,9162 morgen.
5‘2 3459 piés3,
55.8957 pulgadas‘
8,73554 quart,
1,7!167 oessel.
14,8195 scheffel.

Decimetro cabico..| 0,11553 piés3,
Decalitro (liquidos). -,_(ltll gallons,
Litro » 1,7608 pints,
Hectolitro (lll(ln‘i) 92,7520 bushels.

-:

Kilogramo,

?

JUE SMeiln cuabico, . 1,5080 yardass .
B

(

)

}ﬂumlal mélrico.

2,2046 libras avoir,

1,9684 quintales.

2,1581 libras antigs.
1,9457 quints, antig.
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TR @G I S TN D R R R -

INGLATERRA.

SISTEMA METRICO.

SISTEMA DE CASTILLA.

S‘hrda K
Pado .
?\Inlh (itiner un)
\ arda cuadrada.
PL(. cuadrado.
Acre (agraria).
Yarda cibica. .
P!(, »
Gallon llqmdos)
Pint. 5
Bushel (lndOs}
Libratavoirs.' .
Libra troy. .
Quintal. .

s LD-JN“

apacidad. men. Super

G

Peza.

d
/)
4
2k

00,9144 metros.

1,6095 kilometros.
.| 08561 wmetros?.

(01,4047 hectireas.
0,7645 metros?®,

4,5435 litros.
»

5,0479 decimetros..
09,2900 decimetros®.

. 2“,5!5‘5 decimetros®

1,0959 varas.

14,0939 piés.

0,2888 leguas.

41,4966 varas?,
1,1966 piés?.

00,6284 i.meg,as
,.1039 vargs2;

l 3089 piéss.

,2810 cantaras.

l "1264 cuartillos.

06549 fanegas,

0,9859 libras.

0, d! i3 »

A 1042 quintales.

O CE T T S S -

(Sistema anliguo).

PRUSIA.

SISTEMA METRICO.

SISTEMA DE CASTILLA.

Milla (ﬂ.me\:ma)
Pié cuadrado.
: | Morgen. .
Volimen, Pié eabico. . .

Anker (liquidos).

Quart

Wi

Scheffel (dridos).

Libra antigua.
Quintal D

.| 0,6669 metros.

. 0 3159 »

'7 5525 kilometros.
9, 8504 decimetros?.
.| 0,2553 hectireas.
HELS EH.;B decimetros 3.
.|54 ,aSIIU litros.

’l l‘id“ n

54, ﬂﬁlo »

0 4677 kilogramos.
.ot fn"ul’ »

0,7979 varas.
41,1204 pics.
{,3517 leguas.
1,2688 piés®.
0,3965 fanegas.
1.4291 piés®.
9,1292 cantaras.
92,2712 cuartilles,
00,9905 fanegas.
41,0166 libras.
l llG"’ quintales,
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CAPITULO SEGUNDO.

NUMEROS COMPLEJOS.

I.—Reduccion de nimeros complejos a incomplejos vy
vice-versa.

302. Una cantidad cualquiera se puede expresar por
numeros diferentes, refiriéndola sucesivamente & unidades
de su especie variables en magnitud; y se comprende que los
numeros aumentarinsi la unidad disminuye, y al contrario.

Hs evidente que el ntmero serd dos, tres, cuatro veces
mayor, cuando la unidad se reduzea & su mitad, tercera 6
cuarta parte; y aquél quedard reducido & su mitad, tercera
0 cuarta parte, cuando la unidad sea el duplo, triplo §
cudadruplo de la primitiva; luego

RecLa 1. Para convertir un niimero de especie. dada en
otro equivalente de especie menor, sz multiplica el éwimea'o
por el mimero de veces gue su unidad contiene ¢ la de la es-
Pecie menoy.

Eirapros.

1.%. Convertir 12 pesetas en reales.
La peseta contiene 4 veces al real; Iuego mnltiplicando
12 por 4, el producto serd el namero de reales equivalente a
12 pesetas; asi
: 12/ pesetasi==12 . 4 = 48 reales.

2. Convertir -—g— de libra en onzas.

Como una libra tiene 16 onzas, sera

5 : 5 80
3 de libra = 5 il = g 10 onzas.
3. Convertir 7 duros en maravedises.

Valiendo un duro 20 reales, y un real 34 maravedises, es

claro que un duro tiene 20 . 34 = 680 maravedises; luego
7 duros = 7 . 680 = 4760 maravedises.

Recra 2.° Para convertir uwa nvmero dz especie dada en
niro equivalente de especic mayor, se divide el primero por
el nim ro de veces que st wuidad esta contenida en la espe-
cig mayor.
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EieapLos.
1.° Convertir 27 piés en varas. :
El pié esta contenido 3 veces en la vara; luego dividiendo
27 por 3, el cociente serd el numero de varas equivalente &
27 piés; asi

7
27 piés = —%}-—: 9 varas.

9.° (onvertir 15 reales en duros.
Como el real estd contenido en el duro 20 veces, serd

15 3]
= — de duro.
4

15 reales = >0
3.° Convertir 180 pulgadas en varas.
Como la pulgada estd contenida 12 veces en el pié, y cste
3 veces en la vara, es claro que la pulgada estd contenida
en la vara 12 . 3 = 36 veces; luego

8
180 pulgadas = —13% = b varas.

303. NimERO INCOMPLEIO €8 €/ gue se refiere & una sola wni-
dad, por ejemplo 12 arrobas.

NUMERO COMPLEJO es Ja reunion de warios incomplejos re-
feridos @ unidades diferentes de la misma naturaleza; por
ejemplo 7 arrobas, 13 libras y 10 onzas.

Para convertir un numero complejo en. incomplejo de su
menor especie, sz convierte el nimero de mayor especie en
otro de la inferior inmediata, y se aiaden los unidades de
dsta; el numero que resulta se convierte en otro de la especie
inferior siguiente, y se anaden las unidades de esta ultima;

y asi sucesipamente, hasta llegar, & la ultima de lus especies.
EIEMPLOS.

1.° Convertir el nimero complejo 24 duros y 12 reales en
incomplejo de reales.
Disposicion practica.
24  duros.
20

480 reales.
e

490 reales.
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2.° Convertir el niimero complejo 12 arrobas, 7 libras y

@ onzas en incomplejo de onzas.

I2  arrobas.
25

60
24
"~ 300 libras.
9

309 libras.
16

1854

309

4944  onzas.
6

4950 onzas.

Para convertir un niimero complejo en incomplejo de
exalpwiora de sus especies, se convierte el nimero dado en
#ncomplejo de su especie inferior, y el resultado se divide
por el wimero de veces que la unidad inferior esté contenida
en la de la especie & que dede veferirse el nimero.

Ejemplo. Convertir el complejo 14 dias, 15 horas, 43
minutos y 50 segundos en incomplejo de horas.

Reducido el ntunero dado 4 segundos da 1266230 segun-
los; para reducir éste 4 horas, debemos dividirle por 60 . 60
= 3600, y obtendremos

1266230 126623

3600 360 horas.

304. Para convertir wa incomplejo de especia inferior
en complejo, se reduce el mimero dado & la especie superior
anmediata; el cociente entero se. reduce @ la especie superior
siquiente; y se contintia del misma modo hasta obtener un
eocient” de lu especie superior del complejo, 6 un cociente
cero. Bl wltimo cociente wy los residuos de las divisiones
componen el niimero complejo eguivalente al incomplejo da-
do. siendo cada vesiduo de la especie del dividendo res-
aectivo.
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Fjrmgﬂn. Convertir el mimero incomplejo 4950 onzas

en complejo.
Disposicion practica.

4950 16
150 309 libras LE_ :

6 onzas | 59 12 arrobas| 4
g libras | 0 arrobas| 3 quintales.

Luego, 4950 onzas = 3 quintales, 0 arroba, 9 libras, 6

ONZaSs.

Para convertir un quebrado incomplejo de especie Supe-
pior en nabmero complejo, se divide el numerador por el de-
aominador, y el cociente entero serd el numero de especie
superior del complejo que se busca. Se reduce el residuo &
la especie menor inmediata, y €l resultado se divide por ek
denominador del quebradn propuesto, continuando de este
modo hasta llegar @ la especie inferior.

EiEMPLOS.

de arroba en complejo.

1. Convertir el incomplejo

Disposicion practicd.

11 arrobas.| 4
3 2 arrobas 18 libras 12 onzas.
25
%5 libras.
39
3
16
48 onzas.
48

0.

11 : :
Luego, —— de arroba = 2 arrobas, 18 libras, 12 onzas

i
u

+




: g ; o8
2."  Convertir en complejo el incomplejo o de cahiz,

18 cahices. | %

4 2 cahices, 6 fanegas, 10 celems., 1~ ulloz
12 ;
TLg_i‘aneg‘zzs.
6
12
72 celemines.
9
4
8 _cuartillos,

305, En el sistema métrico se ha, visto que una. unidad
cualquiera contiene 10 veces 4 la inmediata inferior, excep-
tudndcse las superficiales, que decrecen de 100 en 100, y las
cubicas, que decrecen de 1000 en 1000; luego la reduceion
de un nimero métrico incomplejo 4 especie menor 6 mayor,
se efectuard siempre multiplicando 6 dividiendo dicho -
mero por la unidad seguida de ceros, para lo que basta cor-
rer la coma 4 derecha ¢ izquierda eierto nimero de lugares.

Eirraeros.

1. Convertir 345 , 28 metros en centimetros.
Es claro gue basta multiplicar por 100 €l mimero dado:

luego
345m 28 — 34528 cm
2. Convertir 34,52658 metros cuadrados en centimetros
cuadrados.
Como las unidades de superficie deerecen de 100 en 100,
debemos multiplicar por 100.100 = 10000, y seré
34™, 52658 = 345265¢m_ 8,
3.° Convertir 0,345792 kilémetros ciibicos en hectémetros
cubicos. :
3
0%m; 345792 — 3451m 799;
4." Convertir 35 hectégramos en gramos.
340 — 35007,
5." Convertir 38357,2 litros en kil6litros.
*
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Como se quiere reducir # unidades superiores,, dehemos
dividir el numero dado por 1000, y serd,
38857 },:2 =r3B: 44, 357
6. Convertir 357,52 metros cuadrados en hectireas.
3BT™ ; 52 ==,044, 035752;
7. Convertir 748956 decimetros ctibicos en decdmetros
clibicos. - ’
748956 4 = 0,7 748956.
306. Propongdmonos convertir el nimero métrico com-
plejo 8% 624 3! 5° en incomplejo de su especie inferior.
Segun la regla del nimero 303, debemos multiplicar 8
hectolitros por 10, y anadir 6 decdlitros, lo que da 86 decili-
tros; pero es evidente que siendo los hectélitros del érden de
las decenas, con respecto 4 los decalitros, se obtiene el mis-
mo resultado colocando el 6 4 la derecha del 8. De igual
manera se convierten los decalitros en litros, ete.; luego
8”! 6 ol 3! 55! — 86305 ct.
8i las unidades son superficiales, cada orden de las mis-

mas debe ocupar dos lugares, y si son cubicas, tres; asi
2 L} 2 2
53m 4Bdm 6om — -594806 7,
3 3 5
R AL om = 81000007 ™.
Por el contrario, un nimero métrico incomplejo quedara,
convertido en complejo separando sus cifras una 4 una, si

expresa una longitud, capacidad 0 peso, dos 4 dos, si es la
expresion de una superficie, tres 4 tres, si es la de un volii-

men; asi
345890 — 3Mi 4Xe . 5E0RDg 99,
2 ] 2 3
A57629™ = 45Hm 76 Dm. ggm,
3 a 3 3
70082902 — Ay BRI D0

II.—Adicion,

307. Para que varios nimeros puedan reunirse en uno
solo, es necesario que sean de igual naturaleza, 6 que se
consideren bajo un concepto ecomun & todos ellos. En tal
caso, la suma es de la misma naturaleza que los sumandos,
6 se considera hajo el mismo concepto que éstos.
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La suma de nliimeros incomplejos se efectiia como la de
nimeros abstractos.

Para swmar varios nimeros complejos, se suman las
wpidades de la misma especie de Ios swmandos, empezando
por las inferioves. Las sumas que no componen wna unidad
de la especie superior tnmediata i la suye, se escriben tal
como se obtienen; y de las que componen wna 6 mas unidades
superiores. silo se escribe el residuo, reservando aguellas
Para anadirias 6 la sume parcial siguiente.

Erempros.

1% horas 54 minutos 13 segundos
» 48 » 10 »
1 » 39 » 20 »
2 D) 21 ) 43
2." 15 libras 13 onzas 9 adarmes 2 tomines
19 n | 1) » i »
24 e 15 ) 1 »

60 » 3 » 13 )

III.—Sustraccion,

308. Kl minnendo y el sustraendo deben ser de igual na-
turaleza, 6 considerarse bajo un coneepto comun; y la dife-
rencia es de la misma naturaleza que los numeros dados..

Si éstos son incomplejos, la sustraccion se efectiia como
la de ntmeros abstractos.

Para restar dos niimeros complajos se restan las unida-
des de lo misma especie, empezando” por las inferiorves: si
algun sustraendo parcial es mayor gue el minuendo de su
especie, se aiiade a éste una umidad de lu especie superior
wnmediate, y é fin de que el resto no se altere, se aiade tam-
bien una unidad af sustraendo parcial stquiente.

Eiempros.

1 10 varas 2 piés 8 pulgadas
3wl SR »

i A s Ny »

9 dias 13 horas 15 minutos 13 segundos
» 5 o 34 » 15 »

0 APETA o8 by
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En este e emplo, el primer sustraendo parcial 15 es ma-
yor que el minuendo respectivo 13; para electuar la resta se
afiade al minuendo 1 minuto, que yale 60 segundos, y se
obtiene el nuevo minuendo 73; 1'@51;311(10 15 de 73, hallamos
58 segundos. Aumentando el sustra¢udo siguiente en 1 uni-
dad se convierte en 35, que tampoco se puede restar de 15;
pero anadiendo & este numero una hora, que vale 60 minu-
tos, se convierte en 75 minufos, y restando 35, se hallan 40
sto. Por ultimo, anadiendo una unidad al sustrasndo

parare 1
convierte en 8 horas, que restadas de 13 dan 5.

sigmiente, se
& 8 duros
AN 13 reales 20 maravedises

e b G 14 »

Como no hay maravedises en el minuendo, se toma un
real, que vale 34 maravedises, y restando 20, se halla 14
para la diferencia. Anadiendo una unidad al sustraendo par-
cial siguiente, se convierte en 14, que no tiene minuendo de
que restarse; pero se toma un duro, que vale 20 reales, ¥
restando 14 se halla 6. Por ultimo, se afade una unidad al
sustraendo siguiente, y restando b de 8, se obtiene 3 duros

para la diferencia.

1V.—Multiplicacion.,

309. La operaeion de multiplicar tiene por objeto, dados
dos niimeros hallar un tercero, que sea respecto de uno de
Tos dados, lo que el otro es respecto de la unidad; por consi-
guiente en la multiplicacion se consideran cuatro cantida-
des, que se comparan dos & dos: el producto con el multipli-
cando, y el multiplicador con la unidad; y la definicion exi-
2e que los resultados de estas comparaciones sean iguales.

Para que dos cantidades sean comparables entre si, es ne-
cesario que sean de igual naturaleza; luego el producto es de
igual naturaleza que el mulliplicando, y el multiplicador de
igual naturaleza que la wnidad.

Para efectuar la comparacion del multiplicador con la
unidad, es necesario reducirle 4 la especie de ésta, y como
aquel expresa la relacion cuantitativa, y por tanto abstracta,
del producto y multiplicando, resulta que e/ multiplicagor
debe reducirse d la especie de la unidad, y considerarse des

PUCS COMA UN n-fémerazaé.s'tmcto.
- U




El objeto prictico de la multiplicacion de magnitudes
concretas, es generalments hallar el valor de varias unida-
des, d de una fraccion de unidad, cuands se conoce el valor
de ésta.

El valor conocido de la unidad, se tomars siempre para
multiplicahdo, el ntmero de unidades 6 1a fraceion de uni-
dad, cuyo valor se busca, serd el multiplicador.

8% los factores son incom piejos, y el m ultinlicador es de
la especie de la unidad, cuyo valor es el multinlicando, 1o
operacion s¢ efectia como la de nimerns asdstractos. 5% el
mi.ﬂlﬁ.‘iplimdw es de otra especie, se reduce ante todo @ la
especie de (¢ unidad.

Eiempros.

1* Un metro de tela cvesta 54 reales, jcudnto costaran
23 metros?
54 reales, valor de la unidad, es el multiplicando, y 23 el
multiplicador; luego el valor de 23 metros os
o4 . 23 = 1249 reales.

iy gy .
2.° En una hora recorre un movil 3427 3 vares, jqué
y 3 )
distancia recorrerd en 5 deéhora?

El multiplicando es 3427 —g—- varas; luego el camino re-

corrido es

3497 _?_ X _?- = 2056 -:3- varas.
Srivg O 9

3. Una maguina eleva un cuerpo ¢ 3,7 metros de altura
en 1 minuto, ;a qué altura elevard el mismo cuerpo en 0,13
de horas?

El multiplicador 0,13 de hora, reducido 4 minutos, da
0,13 X 60 = 7,8 minutos: luego la altura buscada serd
3,7 X 7,8 = 28,86 metros.

4" Un pié ciibico de agua ¢ 4 grados pesa 47,018 libras,
icuanto pesardn 400 pulgadas cibicas “de agua en tguales
condiciones?

El multiplicador 400 Pulgadas cihicas, reducido & piés
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cubicos, da TR == §Tioh

= piés ciibicos; luego el peso bus-
cado serd,

25 ;

47,018 X — — 10,884 libras.
108
St alouno de ins factorss d ambos son complejs, se redu-

ee el multiplicando & incomplejo de una esgecie c:fmf;qmﬂ?'a,
y el multiplicador a4 lo especie de la unidad cuyo valor es el
maudtiplicando.

EyEmpLOS.
1. Una fanega de trigo cuestw 42 reales y 25 maravedi-

ses, icudnto costaran 28 ?— cahices?
C

El multiplicando redueido 4 reales se convierte en

reales, y el multiplicador convertido en fanegas vale

fanegas; luego el valor buscado'es
1453 681 989493 o 1
~34—X o R reales = 14551 reales 12 5> maray.
R.° Valiéndo una libra 3 duros, 14 reales y 18 maravedi-
ses, jewanto valdran 11 Libras y 12 onzas?
2534

34
reales; y el multiplicador, reducido & libras, equivale &
188 2 it
—_—— —4‘—- libras; luego el valor buscado es
47 59549
4 68
© Uw decimetro cibico de agua pesa wn kildgramo,
icuanto pesaran 3 metros cubicos y 28 decimetros ciibicos?
Reducido el multiplicador & decimetros cubicos, se con-
.« 3 »
vierte en 30284m; luego el producto serd
13028 = 3028 #a.
' i el multiplicando ¢s complejo y el multiplicador, des-

El multiplicando, convertido en reales, es igual 4

- 1 :
reales =875 reales 24 ) maravedises.
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pues de reducido  la especie de [a wnidad, es wn NUMEND i
tero; se efectia la operacion miltiplicando cada incomplejo
del primer factor por el sequnda, y extrayendo de cade pro-
ducto parcial las” unidades Stuperiores que contenga, pare
anadirias al siguiente.

Ejsrmpros.

1.° Z caito de una fuente arroja en un minuts 5 azum-
&res, 3 cuartillos y 2 copas de agua, jcudgnia arrojardé en

1
S ?
2 de hora:
60

Reducido el multiplicador & minutos, resulta T 5

minutos.
5 azumbres 3 cuartillos 2 copas
5

25 » : 10
6 29 » Ty
2.  Costando una litra 2 d uras, 15 reales y 20 maravedi-

; S S
$es, jeudnto costardn = de arroba?

f- de arrobs — 5220 _ 15 libras.
5 i}

2 duros 15 reales 20 maravedises
15

0 sea 417" n g o »

310. METODO DE LAS PARTES ALicuoras.

Propongdmonos resolver la cuestion siguiente:

Una 2ibre cuesta 8 duros, 16 reales Y 24 maravedises,
icudnio costardn 15 libras, 13 onzas 7 6 adarmes?

El multiplicador se compone, en primer lugar, de 15 li-
bras, euyg valor se obtiene multiplicando por 15 el precio de
una libra, Ademés contiene 13onzas, que sedescomponenen8

B ; 1%
onzas 6 For libra, 4 onzas 6 g libra y 1 onza 6 a6 de li-

bra; log valores de estas partes alicuotas de libra se calcula-
ran fieilmente dividiendo el valor de una por 2, el de 8 on-
28s par-2, y el de cuatro onzas por 4. Por ultimo, los 6 adar-
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mes del multiplicador, se descomponen en 4 y 2 adarmes, 6
sea '71_ y -é— de onza, gue se calcularan por medio de divi-

siones muy sencillas. '
Sumando los valores parciales, es evidente que se obten-

dra el de 15 libras, 13 onzas y 6 adarmes.
Disposicion practica.

Valor de una libra.... 8 duros 16 reales 24 maravedises.
15 libras 13 onzas 6 adarmes.

Valor de 15 libras..... 120 duros 249 reales 360 maravedises.

Valor de 8 onzas..... 4 » 8 » 12 »
Valor de. 4 onzas..... Sy 4y 6 et
Valor de 1 onza...... noom THEa 1.5 "
Valor de 4 adarmes. » » T TR 7 5 TR
Valor de 2 adarmes. »  » T At by 129375 )

139 » 18 » 103125 »

V,—Division.

311. La division tiene por ohjeto, segun sabemos, des-
componer un producto en dos fagtores, siendo uno de estos
conocido.

El producto es de igual naturaleza que el multiplicando,
v el multiplicador se considera como abstracto, despues de
reducido & la especie de la unidad; y como cualquiera de
estos factores puede ser divisor, es claro que debemos consi~
derar dos casos: 1.° que el dividendo y divisor sean de la mis-
ma naturaleza; 2.° que sean de distinta naturaleza.

312. PrmEr caso. 3i el dividendo y divisor son de la mis-
ma naturaleza, el cociente se debe considerar como abstrac-
to, 7 la cuesfion propuesta indicard su naturaleza.

Eievpros.

1."  En un minuto arroja el cailo de una fuente 8 litros
de agua, jcudnios minutos empleara en arrojar 70 litros?
Es claro que la cantidad que se busca serd igual al mi-
mero de veces que 70 contiene & 8, esto es

o minutos = 8 minutos 45 segundos.

U
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22 Una vara de tela cuesta 25 reales, seudntas varas
podrdn comprarse con 60 duros?
Necesitamos dividir 60 duros por 25 reales, para lo que es
necesario que el dividendoy divisor seande la misma especie.
60 duros, reducidos 4 reales, dan 1200 reales; luego el
cociente que buscamos sersd
1200 :
e =B varas:
25
3. Una familia consume en un mes 4 libras Y 4 onzas de
cafe, jendnto tiempo tardard en conswmir 1 arroba, 8 libras
¥ 6 oncas? ”
Debemos dividir 1 arroba, 8 libras, 6 onzas por 4 libras,
4 onzas, reduciendo antes 1os niimeros 4 incomplejos. El di-
videndo reducido 4 onzas vale 534 onzas, y el divisor 68;
luego el numero buscado es
534 :
——— Ieses = 7 meses 29 dias.
68
313. Secuspo caso. Si el dividendo v divisor son de distin-
ta naturaleza, el cociente es de igual naturaleza que el divi-
dendo y el divisor debe considerarse como niimero abstracto.
F7 objeto prietico de este caso es qgeneralmente hallar el
valor de la unidad, conociendo el de un wibmero entero d
Jraccionario de igual naturaleza.

EiemprLos,

1" 76 Eildgramos han costado 627 reales, jeuanto vale el
kilagramo?
El precio del kilégramo es el cociente de 627 reales por

76, esto es, (372: = 8,25 reales.

2.° 23 arrobas han costado 920 reales, icuanto vale una
lidra?

El dividendo es 920 reales, y el divisor debe reducirse 4

la especie de la unidad cuyo valor se pide, en este caso & li-

bras, lo que da 23 . 25 = 575; luego el valor de una libra es

920

575

3." Con 20 librasy 12 onaas ae kilo se tejen 175 varas, 2

= 1,60 reales.
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pids y 10 pulgadas de tela, jevdnita. de la misma clase se ob-
tendra con una arroba de hilo? :

Tl dividendo 175 varas, 2 piés y 10 pulgadas, reducido &
una cualquiera de sus especies, la vara por ejemplo, se con-

: 6634 e . 1
vierte en g vares, y el divisor, reducido precisamente 4
o
332
400
6134 332
36 400
i reducido el divisor d la_especie cuyo valor se busca,
vesulta wn nibmero entoro, se dividen sucesivamente por el
divisor los nibmeros incomplejos que constituyen el dividen-
dv, empezando por las unidades superiores, y agregando
cada residuo, reducido @ la especie wnferior inmediata, ab
dividendo parcial siquiente.

arrobas, da de arroba; luego el nimero buscado serd

= 232 varas proximamente.

Eiempro.

12 arrobas y 13 libras cuestan 180 duros, 14 reales y 30
marwvedises, jeudnto cuesta wna bibra?

Bl divisor, reducido & libras, da 313. Dejaremos, pues, el
dividendo en su forma compleja, y dispondremos la opera-
cion del modo siguiente.

180 duros 14 rs. 30 marav.| 313

20 0 duros 11 rs. 18 % maraved.
3600

14
3614 1eales..
484 |
171

34

634
ol3

5814
30

5844 mamvedises,
2714

\
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SAPITULO TERCERO.

FROBLEMAS USUALES DE ARITMETICA.
I.—Cantidades proporcionales.

314. El cociente 6 razon de dos magnitudes concretas de
igual naturaleza es un nitmero abstracto [312], que se obtie-
ne reduciendo las magnitudes & la misma especie y divi-
diendo los nimeros que resultan, como si fuesen ahstractos.

Diremos, pues,

Razox d RELACION de dos magnitudes concrelas, de qual
naturalesa, es lu relacion absiracta de los nimeros que se
obtienen reduciends dichas magnitudes ¢ la misma vnidad,

Asi, para hallar la relacion d2 23 varas 1 pié y 4 varas 2
pi€s, reduciremos los dos nivmeros & la misma especie, el pié
por ejemplo, y dividiendo los niameros 70 pies y 14 piés que
resultan, el cociente abstracto 5 es la razon buscada. esto €,

23 varas 1 pié 70 piés 70

=== 5,

4 varas 2 piés 14 pies 14

Si redujéramos & varas, seria

23 varas 1 pié
4 varas 2 piés 14
— VAaras

3
315. Cuando dos cantidades de igual naturaleza estin li-
gadas, por las condiciones de una cuestion, 4 otras dos entre
si de igual naturaleza, de tal modo que la relacionde las
primeras sea igual 4 la de las tltimas, se dice que aquellas

son proporeionales & éstas y reciprocamente.

n algunas cuestiones la proporcionalidad se admite
como evidente; otras veces corresponde su demosti@cion a
eiencias distintas de la Aritmética; 'y tambien ocurrin casos
en que, no siendo tas cantidades rigurosamente proporciona-
les, se tratan por convenio como si lo fueran.

Si los numeradores de las razones son mimeros crrespon-
dientes, segun el enunciado de la cuestion, y los dinomina-
dores tambien, las cantidades son directamente proporciona-
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Jes; pero si al numerador de la primera razon corresponde el
denominador de la segunda, y al denominador de aquella el
aumerador de ésta, las cantidades son snversamenie propor-
cionales.

316. Tin todos los casos deberd ordenarse la proporeion de
modo que si la primera razon es mayor que la unidad, lo sea
tambien la segunda, y al contrario; lo que se consigue ob-
servando la regla siguiente:

8i el numerodor de lo primera razon es mayor gue si
denominador, el numerador de la sequnda fraccion debe ser
mayor que el denominador de la misma, de modo que la pro-
orcion dird: o cantidad mayor 6 menor de una especie par-
tida por su homogéna, es igual ¢ la cantidad mayor o menor
de la otra, especie partida por su homogénea.

317. Puesto que la razon de dos magnitudes concretas es
igual 4 la de los niumeros abstractos que se obtienen redu-
ciéndolas 4 la misma unidad, podemas convertir toda igual-
dad fraccionaria, cuyos términos sean magnitudes concretas,
en otra de nimeros abstractos, y hacer, por tanto, aplicacion
d= las propiedades demostradas en la teoria de igualdades
fraceionarias.

II.—Regla de lres.

318. Todo problema en que entran uno 6 mas pares de
cantidades conocidas, homogéneas y proporcionales 4 las de
otro par de cantidades homogéneas, una de ellas desconoci-
da, se llama regla de tres.

Si en el problema entra solo un par de cantidades cono-
cidas y proporcionales & las de otro par de cantidades, una
de ellas desconocida, la regla de tres se llama singple.

Si entran dos ¢ mas pares de cantidades conocidas, la re-
gla de tres se llama compuesta.

REGLA DE TRES SIMPLE.

319. Prosieva 1. a metros de tela han costado b reales.
5 Cudnto costardn a' metros de la misma clase de tela?
Llamemos # al valor de los 4’ metros, y dispongamos las

cantidades en la forma siguiente:
Metros. Reales.
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La naturaleza de la cuestion manifiesta que el valorde la
tela es proporcional al nimero de metros.

g a :
La primera razon es —-, y la dificultad del problem:
a
: : : /4
consiste en averiguar si la segunda razon debe ser gt 6 al

o - .
contrario —j  beroes evidente que cuanto mayor sea el ni-

nero de metros, costardn mas: Inego sia = a', serd & > z;
ysia<a', serd ) < . En cnalquiera de estos casos, la
condicion del niiméro 316. quedard satisfecha escribiendo la
Proporeion en la forma

a

’

@
Luego, siempre gue’ supoviendo aumentada una de las
cantidades, deba aumentar su correspondiente, la proporeio-
aalidad es directa; 3 para hallar la incdgnita se imultiplica
el nikmero de su-especie'por unte fraccion, que tiene por nu-
merador (o cantided correspondiente d la incdgnita y por
denominador la correspondiente & su homogénea.
ProsLema 2.° a obreros facen wna odra en b dias. il
cudntos dias hardn a' obreros otra tqual?
Llamemos # al numero de dias que emplearan los ¢’
obreros, y dispongamos las cantidades en la forma siguiente;

’

/ a
il T
) de donde z .4 =

Obreros. Dias.

] S T A e N,

e L R SO A
La nataraleza de la cuestion manifiesta que el nimero de

: g : a
dias es proporcional al de obreros. La primera razon es e

: b &
¥ s6lo falta averiguar si 1a segunda debe ser 5 ) 5 pero

' es evidente que cuanto mayor sea el niimero de obreros, em-
plearin menos fiempo en hacer Ia obra: luegosia >«
seré 6 <@; ¥ sl @ <a', serd 6> z. En ambos casos, la
condicion del nimero 316 quedard satisfecha escribiendo la
proporcion en la forma

7]

;) . a
W= dedonde g =4 X R
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Luego, siempre que suponiendo aumentada una de las
cantidades deba disminuir su correspondiente, o prozpoa'cia-
nalidad es inversa; y para hallar la incdgnita se muttiplica
el nibmern de su especie por una fraccion, que tiene por ni-
merador La cantidad correspondiente @ la homanéneaq. de {a
incdguita y por denominador la correspondiente d €sta.

EiEMpLOS.

1. 15 litros de mercurio & cero grados, pesan 204 Auld-
gramos. s Cuanto pesan 34,25 litros de mercurio en iguaies
condiciones?

Dispuesta la operacion como sigue

Litros, Kilogramos.
(i it et Rl s 1

SRR R RS Ey Al T

diremos: si aumenta el' niimero de litros, aumenta el de kilé-
gramos; luego

o =204 X j%— — 465,8 kilégramos.

2.0 2500 hombres tienen viveres para 60 dias. jCudntos
dias durardn los mismos viveres @ 3000 kombres?

Dispuesta la operacion como sigue

Hombres. Dias.

U sy o e e G
3000 5 L v et
diremos: si el niimero de hombres aumenta, la duracion de
los viveres disminuye; luego
00

W:‘-GOX—SO—OE":SOC]H].S.

REGLA DE TRES COMPUESTA.

320. PRrOBLEMA. a odreros, trabajando b horas al dig; con-
cluyen en ¢ dias una obra, cuya dificultad esta representada
por d. 3 En cudntos dias conelwiran a’ obreros, trabajando b’
horas al dia, wna obre ewya dificultad sea d'?
Llamemos & 4 los dias que empleardn en hacer la segun-
da obra los @' obreros, y dispongamos las cantidades en la
forma siguiente:
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Ohreras. Horas. Dias. Dificultad.
Qe e SR A iy A ST
A BT RV G T E  a NN e e
Suponiendo iguales las horas de trabajo y la dificultad,
la cuestion se reduce 4 esta otra:
a obreros hacen una obra en ¢ dias; a' obreros, jen cudn-
tos dias la haran?
Esta regla de tres es simple, y d4 para valor de la incég-

g a@
nifa ¢ X ?

Suponiendo ahora igual la dificultad solamente, se pre-
senta esta ofra cuestion:

. . a
st a' obrervos, trabajondobloras, iacenwna obrz enc XT
Le

dias; trabajando b’ horas, ien cudntos dias la concluirin?
Tambien esta regla de tres es simple, y la inedgnita es

@ /]

Por tltimo, suponiendo desigual la dificultad diremos:
st 8’ obreros, tradajando v’ horas, emplean ¢ X ai, X Tb-

dias en hacer una obra cuyn dificultad es d, jeudnto tiempo
anvertiran si la dificultad es d'?

Esta regla de tres simple resuelve el problema propuesto,
¥ el valor de lainedgnita es

« 1/ d
S e

Luego, en una reqla de tres compuesta, lo cantided in-
cdgnata se obtiene multiplicando st homogenea por las razo-
nes gue se forman dividiendo las cantidades de cada par.
Cuando un par es directamente proporcional af de la incig-
nita, se pone por numerador la cantidad correspondiente” &
ésta, y Lo otra por denominador;y al contrario si los mencio-
nados pares son inversamente proporeionales.

EieapLos.

1.° 1500 odreros fan abierto wn candal, de 70 kildmetros
de largo, 18 metros de ancho y 4 metros de hondo, en 520 dias.
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s Cudnto tiempo empleardn 580 obreros en abrir otro canal
de 50 kildmetros de /t&?;{/o, 20 metros de ancho y 3,80 de pro-
Sundidad?
Obreros Largo, Ancho. Hondo. Dias:

s 7 R 70 18 4 520

580 50 2 3,80 &)

T1 primer par es inversaments proporeional al de la in-
cognita, y los tres restantes lo son directamente; luego

1500 50 20 3,80 :
Bi= . = 247 dias.
Teline 580 ><'70X18>< 4 ok
9°  Un cafo, que arroja en 6 minutos 90 litros de aqua,
ha llenado un estangue, de 14 metros de largo, 4 de ancho y

1,50 de kondo, en 93 T horas. Otro cafio, que arroja end

sinutos 120 litros de agua, jen cudnto tiempo lenard un es-
tangue, de 12 metros de largo, 5 de ancho y 0,80 de hondo?

Minutos. Litros. Largo, Ancho. Hondo, Horas.
T gL R v 7 e ey T T T T T
B IS0 R G e 00 S
Los litros son inversamente proporcionales 4 las horas;

los demds pares estdn en razon directa, luego

S [ S O | ()
o= IBN K Ger K T X X i g e

METoDo DE REDUCCION A LA UNIDAD.

321. Para resolver por este método una regla de tres sim-
ple, se halla la cantidad correspondiente & ung unidad de o
especie del par conocido, y despues la_correspondiente @ un
namero de unidades de lo misma especie indicado por la pre-
quntadel problema. B resultado serd i incdgnita del mismo.

Cuando la regla de tres es compuesta, se descompone en
varias reglas de tres simples, segun se ha visto en el nime-
ro 320, resolviendo cada una por la anterior regla.

EjEmpLOS.

1> 13 libras equivalen d 6 kildgramos. (A cudntos kild-
gramos equivalen 52 (ibras?




Libras, Kilogramos.

./ SR T e e
Lo R e O @
8113 libras equivalen 4 6 kilégramos, 1 libra equivaldrd
4 ﬁg kilogramos, y 52 libras 4
6

’
e 52 = 24 kilégramos.

2.°  Con una velocidad de 40 Aildmetros por hora, recorre

un Eren su trayects en 18 fioras. i fin cuinto tiempo recorrerd
sgual trayecto si la velocidad es de 24 Fildmetros?
Kilometros. Horas.
AU st s da e AR ETS
PR EL RO 2
Si con lawvelocidad 40 recorre el tren su trayecto en 18
horas, con la velocidad 1 lo recorrerd en 18 X 40 horas, y
con la. velocidad 24 en
18 X 40
: 24
8¢« Cada paging de un manuscrito. tiene 26 lineas de 44
letras cada unt, g ocupa 240 paginas. jCuantas (zp(wz"mw de
impresion ocupara, temendo cada pagine 33 lineasded7 letras?

= 30 horas.

08 - Clinaas. Letras. Piginas,
20 SR A AN ST RO ()
ST, Ak Yo s B, @
Suponiendo igual el nimero de letras de cada linea, dire-
mos: si teniendo cada pagina 26 lineas ocupa el manuscrito
240 paginas, teniendo una linea ocuparia el manuscrito

240 X 26, y teniendo 33 ocuparia &19-5;;0

paginas.

Tomando aho'ra en cuenta el ntimero de letras de cada li-
iy S 40 X2
nea, diremos: si siendo las letras 44, se'ocupan —%%pa—

4 ; ; R 26X 44
ginas, teniendo una letra cada linea se ocuparian: ol X§3—>S—

Paginas, y teniendo 47, sers
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240X 26X 44

33 X 47 3 F3i
Escorio. Lasoperaciones necesarias para caleular la ineog-
nita por este método, son las mismas que exige el anterior.

= 177 piginas.

IIL.—Interés.

.

322.  Se llwma wrErks de'un capital, “ia ganancio obteni-
da por el préstamo d empleo. del mismo,. .durante un tiempo
determinado. X % 5

Para caleular los intereses de yn modo uniforme, se eon-
viene en que 100 unidades de dinero produzean al duefio del
capital una cierta-cantidad al cabo de un afio; y el nimero
abstractoque expresa esta eantidad, se lama Zanto por ciento.

Si cada 100 pesetas ‘producen en un afio 7 pesetas de ga-
nancia, se dice que el capisal produce el 7 por ciento, que se
expresa por la abreviatura 7 p’/. -

El interés puede ser simple y eompuesto.

Es simple cuando se perciben los intereses cada seis me-
ses, cada ano, en general, por periodos iguales de tiempo,
sin que el capital varie. : s

El interés es compuesto ¢uando los intereses que produce
un capital en un periodo de tiempo, se acumulan al capital,
formando asi uno nuevo,que aumenta al fin de cada periodo.

Vamos & ocuparnos tan sélo dsl interes simple.

Es evidente que Jos intereses de dos capitales en el mis-
mo tiempo; Son divectamente, proporcisnales @ los capitales.

Se admite como eierto que..Jas antereses de un capital en
tiempos diferentes,” son’ directamente. proporeionales'a los
tiempos. .2gtezng 0080 = — :

Prosueva. Hallar el interds de un capital C, durante un
tiempo t, al tants por. cients x. S,

Este problema puede enuneiarse  diciendo:

#l cr.s)piml 100 produce en 1 aiio r unidades. ;Cuduto pro-
ducird el capital C en t gios?

La cuestion, -enunciadaast; es una-regla de tres com-
puesta. SN

Llamemos 7 al interés del capital €, y dispongamos las
cantidades como sigue:

: Capital, " Tiempo, Interés,
TOREEES
Gt
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Segun se ha dicho, el inferés estd en razon directa del
capital y del tiempo, luego
44 ¢ C.2.l
, = = —
et Y S
v
Los térmihos de la razon s deben ser de ]a misma es-

pecie; por consiguiente si el tiempo se expresa en meses, di-
!

: ; . ¢
raz onvierte en —. —, ysi en dias en ——— . 0S
cha razon se ¢ 13 ¥y 360 L

respectivos valores de 4 sergn
C.r.t 150 Conidl
O] SRR T i
donde vemos que el nimero 100 deberd sustituirse por 1200,
si el tiempo se expresa en meses; .y por 36000, si se expresa
en dias.
P O-airest sl
De la expresion ¢ = BT se deduce facilmente:
i) 100 . 7 7 100 . 2 po o 100 4
ST TV DO st AN :
Por eonsiguiente, siempre que tres de las cantidades C, 7,
%, 7, sean conocidas, podra hallarse la cuarta.

EiempLos.

1.°  Hullar el interés de 120000 pesetas en un aiio al 8 p°/,

C vale 120000, 7 vale 8, # vale 1, luego

120000 . 8
100 9600 pesetas.

2. Hallar el interés de 4500 duros en 4 meses al 7 ),

C vale 4500, » vale7, ¢ vale4, y 100 se debe sustituir

por 1200, luego
4500.7 .4

Z 1500 105 duros.
3." 80000 reales han producido en 210 dias un interés de
3000 reales. ;Cual ha sido el tanto por ciento?
C vale 80000, ¢ vale 3000, ¢ vale 270, y 100 debe susti~

tuirse por 36000, luego

4 En el comercio se considera generalmente ¢l afio de 360 dias,
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36000 . 3000

By e e e S ] 5-
80000 . 270
A* ;Cudnto tiempo ha estado impuesto un capital de
100000 2ealzs, que al 8 p'l, ha producido 2400 reales?
¢ vale 2400, ¢ vale 100000, # vale 8, luego
100 X 2400 3
100000.8 10
5.2 ;Qué capital deberd imponerse all |, para vecibir
cada 6 meses 12000 reales?
i vale 12000, # vale 7, ¢vale 6, y 100 debe sustituirse por
1200, luego -
1200 . 12000

Gh= —_-—76—" — 342857 reales.

aiio = 108 dias.

1V.—Descuento.

323. Se llama terea vE camio wn docwmento mereantil,
por el gue una persona manda & otra pagar cierda cantidad

@ la drden de wna tercera personda.

En la letra se expresa si el pago debe hacerse & fa vista 6
@ plazo, estoes,en el acto de presentarla 6 pasado untiempo,
indicado en la misma letra, que se cuenta desde el dia si-
guiente & la presentacion de ésta 6 4 su fecha.

PAGARE es tambien uwn docuwmento mercantil, por el gue
wuna persona se obliga d pagar ¢ la ¢rden de otra una canti-
dad, en determinada jecf?a. :

Las letras & plazo y los pagares tienen dos valores:el que
expresa el documento, llamado vador nominal; y el que tie-
ne antes de su vencimiento, llamado valor actual.

1il valor actual de una letra ¢ pagaré aumenta & medida
gue se aproxima su vencimiento, y es igual al nominal
cuando espira el plazo. :

Si el tenedor de una letra 6 pagaré la hace efectiva ahtes
de su vencimiento, recibe por ella el valor actual, y la dife-
rencia entre éste y el nominal, se llama descuento.

~ Hay dos clases de descuento, llamados comercial y ra-
cional.

Bl primero es proporeional al valor nominal de la letra
y al tiempo que falta para su vencimiento. Ls, pues, el inte-
rés del valor nominal en dicho tiempo.

15




194

L1 sequndo es proporeional al valor actual de la letra y
el tiempo. Ls, pues, el interéds de la cantidad que realmente
anticipa el que toma la letra.

Estos intereses se caleulan por un tante por 100, llamado
Lanto por ciento de descuento.

324, Provrema. Descontar comercialmente una letra de N
reales, que vencs al fin del tiempo t, siendo v el tanto por
100 de descuento.

El interés de V reales e el fiempo ¢, al tanto por ciento

ST J :
J}le)._, y este interés es el descuento.

El valor actual de la letra serd

oot b

Nk = lr AR

En la prictica, 100 se sustituye por 1200, si el tiempo se
expresa en meses; y por36000,si el tiempo se expresa en dias.

Eiempro,

Descontay comercialmente wna letra de 40000 pesetas,
que vence @ dos 70 dias, al 5 p’/. de descuento.

N vale 40000, 7 vale 5, ¢ vale 70, y 100 se reemplaza por
36000; luego el descuento serd

40000 . 5. 70 ;
35000 388,88 pesetas.
El valor actual es
40000 — 388,88 = 39611,12 pesetas.

325. Prosuema. Descontar racionalments wna letra de N
reales, que vence al fin.del tiempo t, siendo v el tanto por100
de descuento. ,

100 reales, al cabo del tiempo #, valen 100 4 7. #; ¥y el
. valor actual de la letra, que representaremos por 4, al eabo
del mismo tiempo, se convierte en-el nominal V. Tenemos,
pues, las cantidades siguientes, que son directamente pro-

porcionales.
Valor actual. Valor al vencimiento.

VL) R e e 0
v

7, es

VB s

Luego, la incégnita
A=Y 02X
 Si el tiempo se expresa en meses, el interés de 100 unida-

UE

N
100 + ¢
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des en ¢ meses sera -%, v la eantidad 100 - 2¢ deberd sus-

b
tituirse en el valor de A4 por 100 -—; R lo que darg

N N
A=100X ———— =1R0 X 57—
¢ 1200 7t
100+ e
Del mismo modo, es ficil ver que si el tiempo se expresa
en dias, serd
A = 36000 X —i——
g 36000 + 7 °
Luego, si el tiempo se expresa en dias 6 en meses, se sus-
tituye en el valor de 4 cada ntimero 100 por 36000 6 1200.
Eiempro. 2
Descontar racionalmente una letra de 40000 pesetas, que
venca @ los 70 dias, al 5 p°1, de descusnito.
IV vale 40000, 7 vale 5, ¢ vale 70, y en lugar de 100 pon-
dremos 36000, luego ?

A = 36000 X ettt

36000 45 . 70

= 39614,86 pesetas.

V.—Regla de compaifiia.

326. L& REGLA DE COMPARIA #iéne por objeto repartir enire
parios socios la ganancia 6 pérdida que ha tenido la sociedad.
Tres casos pueden ocurrir en la resolucion de este pro-
hlema.
1. Que los capitales de los socios sean diferentes y estén
el mismo tienipo en la sociedad. ;
2.° Que los capitales sean iguales y los tiempos diferentes.
3.° Que los capitales y los tiempos sean diferentes.
La resolucion de estos casos se funda en los principios
siguientes:
1.° Las ganancias d pérdidas de dos capitales en un pis-
mo tiempo, son. proporcionales a los capitales.
2.°  Las ganancias o pérdidas de un capital en tiempos
diferentes, son proporcionales a los tiempos.
3." Las ganancias 0 pérdidas de dos capitales en tiempos
diferentes, son proporcionales d los prodquctos de los capita-
les por4os tiempos respectivos.

U
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El primer principio es evidente; el segundo se admite
convencionalmente como cierto: el tercero es consecuencia
de los otros dos.

En efecto, llamemos €'y € 4 1os capitales, ¢ y¢4alos
tiempos, # y ¢ 4 las ganancias ¢ pérdidas; y dispongamos
estas cantidades en la forma siguiente:

Capitales, Tiempos. Ganancias ¢ pérdidas.

O e B tow T RIRE . z
(8. Sha s e S "
Siendo las ganancias ¢ pérdidas directamente proporeio-
nales 4 los capitales y 4 los tiempos, tendremos
i r 4 14
; z Gt
2= X - 7+~X 4, de donde — = s
X 0; s t ] -L" 0, i f
327. Los principios anteriores manifiestan que todos los
casos de la regla de compaiiia estin comprendidos en la
cuestion general siguiente. _
Prosrevia. Dividir un nibwmero dado N en partes propor-
cionades 4 varios nim ros dados a, b, c. :
Sean , 7, z las partes en que se quieredividir el numero V.
Segun el enunciado del problema, los ntimeros z, 7, 5
deben satisfacer 4 las dos condiciones:

Z

L %
T4y 4z =J\/,—g—=—g—:

De la segunda se deduce [200]
L A8 A n i M ko N ST

Gz Ot B g oI B At g a—+-b+c
pero, en virtud de la primera condicion, es T4y~ 2z2=N;
luego :

N o e AV Sl N z

o A O S T SO SRy 2 Tt el

De estas igualdades se deduce [191]
711 N N
SR T R Xy = o O aditss re-{—&—i——cxc'

, Luego, para dividir un nibmerg en partes proporcionales
& otros dados, se divide el niimero por la suma de éstos, v el
cociente se multiplica sucesivamente por cada uno de ellos.

Eirnrres.
Los capitales de tres socios Son, durante el mismo

z
S
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tiempo, 70000 reales, 40000 reales y 50000 reales respectiva-
mente; la ganancic es de 24000 reales. ; Cudl es la parte de
eada uno? ;
Dividiendo 24000 en partes proporcionales 4 los capitales,
resuita _
Ganancia del 24000
Ler so¢io... 1 70000440000 4 50000

24000
2 v —
Idem del 2. 0000 F400009°50000 X 40000= 6000 »

X 24000
Ldem del 3. S0 40000450000
2.°  T'res socios ponen capitales iguales, el primero por 11
meses, el sequndo por 10 ¥ el tercero por 9; sufren una pér-
dida de 15000 reales. ;Cuanto pierde cada uno? :
Dividiendo 15000 en partes proporcionales 4 los tiempos,
se obtiene

X 70000=10500reales.

X 50000= 7500 »

15000

Pérdida del 1.er socio. ————————— X 11 = 5500 reales.

TIE10, 29

15000
Jaerd s, E)E0 st 0 G aa h i3 =5
Peépdida del 2. ........ T T020% X 10 ='5000 »

15000

Srdida ded 3. ciisane e e ——— — 45
Pérdida del T 109 Mg — 45005 »

3."  Tres socios forman compaiia: el primero pone 8000
reales por T meses, el sequndo 50000 2eales por 4 meses, vy €l
tercero 100000 reales por 9 meses; la ganancia es de 28900
reales. j Cudnto corresponde d cada wno?

Hay que dividir el numero 28900 en partes proporcionales
4 los preductos 8000 . 7, 50000 . 4, 1006000 . 9 de los capita-
les por los tiempos.

Asi se obtiene

Parte del\ 28900
1. gocio ! 800050000, 42100000, 97 S000- T=1400 T,

; 28900 ,
Idemdel2. 8000.7+50000.4+100000.9x50000"4_5000 »

: © 28900
Idemdel 3. 55007950000 100000, 9><10.0000.9_22500»
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VI.—Regla de aligacion,

328. L mEGLA UE aLGACION Eiene dos objetos principales:

1.° Hallar el precio de una mezela, conociendo las canti-
dades mezeladas Y Sus respectivos precins;

2.° . Hallar las cantidades gue deben mezelarse, conocien-
do sus precios respectivos y e precio de lo mezela.

El primer problema se llama regla de aligacion directa,
Yy el segundo, regla de aligacion inversa.

320.  Las reglas de aligacion directa se resuelven hallan-
do los valores.de las cantidades mezeladas y sumandolos, con
lo que se obtiene el valor de la mezcla. Para hallar el precio
de la.misma, ¢ sea el valor de la unidad, se divide el valor
de la mezcla por [a suma de las cantidades mezcladas.

EjEnprLos.

1"  Semezeln 27 kildgramos de cafe de 18 reales el kild-
gramo, con 10 kilogramos de 23 reales y 15 de 20, icwal es el
precio de la mezela?

27 kilégramos 4 18 reales valen 486 reales
AR 2351 » 230 »
17 » 20 » » 340 »

54 kilégramos de mezcla valen 1056 reales;
luego el precio de la mezela es

1056 5
= 19— reales.
=4 9 3 reales

2" Se ligan 36 kildgramos de plata cuya ley es de 950 mi-
bésimas, con 20 cuya ley es de 835 milésimas. con 10 cuya ley
es 720 milésimas y con 13 de plata pura. ;Cudl es ia ey de
la aleacion? :

36 kilégramos de 950 milésimas contienen 34200 milésimas
20 » 835 » » 16700 »
10 » 720 » » 7200 »
13 » de plata pura R 13000 »

79 kilégramos de liga contienen. . . . 71100 milésimas;

luego la ley de la aleacion es

_.71’“1% = 900 milésimas.
i

330. Las reglas de aligacion inversa se resuelven por
medio del teorema siguiente:

\
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8% se mezelan cantidades de dos especies, dichas cantida-
des estan en razon inversa de fas diferencias de sus precios
al precio de la mezela.

Sean # é ¥ las cantidades que deben mezclarse, 7 y P sus
precios respeetivos, ¥ el precio dela mezela. Supongamos
que p >

¥s evidente que el precio de la mezcla debe estar com-
prendido entre los precios de las especies mezcladas, de
modo que p = m ¥y a =P :

Cada unidad de clase superior, ‘cuyo valor es p, vendida
al precio de la mezcla 7, produce una pérdida p—m, por
csnsiguiente @ unidades de dicha clase, producirdn una per-
dida de@ (p — m ).

Cada unidad de clase inferior, cuyo valores p’, vendida
al precio 7 de la mezela, produce una ganancia 7 — ¥,
lnego 7 unidades de dicha clase, produciran una ganancia
de g (m.— p').

Pero al hacer la mezela de las especies, no se quiere per-
der ni ganar; Inego la pérdida que producen las » unidades
de clase superior dehe ser igual 4 la gananeia que producen
las 7 unidades de clase inferior, esto es,

z(p—m)=g (m—27),
de donde se deduce
& m— P

i/ p— M

igualdad que demuestra el teoréma.
Para verifiearse esta ignaldad es necesario solamente que
la razoLL de los valores asignados 4« € g, seaigual d la razon
W — P

p— i

')

, lo que tendrd lugar haciendo & = m —p', ¥ =

p— 7, y como los términoes de nn quebrado S se pueden
i/

multiplicar ¢ dividir por un niimero eualquiera, ‘sin que se
altere su velacion, se deduce que multiplicando 6 dividiendo
los nimeros 7 — p' ¥ ) — % Ppor un mismo niimero, se oh-
tendrin tantas soluciones como se quiera.

Eienmero.

Se guiere mezelar vino de 50 reales el decalitro con vino
de6R reales, para vender lu mesela i 62 veales. jCndutos
decalilros de cada especie se mezelardn?
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Precio de la mezela. Precio de las especies. Cantidades.
1
e e (i i B L T

BUIETRGTNR 6
68051 g 12

Restando 50 del precio de 1a mezcela se obtienen los deed-
litros de la elase superior, que son 12; Yy restando 62 de 68,
los de la clase inferior, que son 6.

Multiplicando los niimeros 6 ¥ 12 por un mismo niimero,
obtendremos otras soluciones. Asi, pueden mezelarse 12 decd-
litros de la clase superior y 6 de la inferior, ‘¢ 24 de la pri-
* nera y 12 de la segunda ete.

Si las especies que’ deben mezelarse son mas de dos, se
reduce el problema al que acabamos de resolver consideran-
do las especies dos & dos, en un orden cualquiera, si bien
cuidando de que sus precios comprendan al de la mezela,
hasta haberlas considerado todas.

62

Eiemrros.

1.°  Se mezelan varias clases de trigo de 23,50 pesetas,
28.75 pesetas, 20 pesetas y 96.25 pesetas el hectalitro. ; Cudn-
tos heetdlitros de cada elase se tomaran para veuder la mes-
ela ¢ 25,50 pesetas el hecldlitro?

Precio de la mezela, Precios de las especies. Cantidades,

S ER T
RNBOF G T2 g

2RI :

% R s i e 5,50

2S5 Se liga platae de 720 milésimas, de 850, de 950, de 600
Y plata pura. ; Cudnta deberd. tomarse de cada especie pare

oblener plate de 900 milésimas?

25,50

Ley de Ia liga, Leyes de las especies. Cantidades,
<22t Do 5 K0 Pl

) T e T o0
S (o 2 100
900 RS 180... 300
GO0, 735wl s G610
BOOO 1. gt E 50
Considerando las leyes 950 ¥ 720, que comprenden 1a ley
de Ia liga, resultan los niimeros 50 Y 180; considerando otras
dos 1000 y 850, por ejemplo, se obtienen 100 ¥ 50; por ulti-
1o, considerando otras dos 950 Yy 600, hemos hallado 20y 300.
331, Sien la igualdad Iraceionaria
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Y p—m
que dd para @ ¢ y infinidad de valores, damos 426y un va-
lor determinado, la otra incégnita tendrd tambien un sélo
valor.

Lo mismo sucederd cuando el valorde # 47 6 de@ — ¥

sea determinado.
En efecto: A
1" ;Cuanias libras de ¢, fé del2 reales deberd mezclarse
con 24 libras de T reales para vender la mezcla @ 9 reales?

b ]

& 2 :
Sabemos que en este caso SorE peroy vale 24,luego

g ARG o
S Fr—] e 16 libras.

2. ;Cudnto trigo de 38 reales fanega se mezclard con
trigo de 47 reales, para obtener 270 fanegas y venderias 443

yeales? Y
; —+ =
s heme s e L =2 e, dofidn wiegl onk 4 Ao :
2 5 z i

pero & 4 ¥ = 270, luego

TR,
@ :E%i — 120 fanegas.

z+y 445

5

9
h

Del mismo modo,

’

pero & 4 y = 270, luego 2;0 =
270 X 5

de donde ¥ = = 150 fanegas.

3.°  Se guiere mezclar vino de 16 rveales decdalityo con otra
clase de vino de 60 reales, debiendn exceder la cantidad de I
clase primera 4 la otra en 20 decdlitros. ;Cuantos decdlitros
de cada cluse debemos mezclar para vender [a mescle T2
reales?
z 12 @— i IR —dn
Tenemos T luego = == 5
v i et
pero @ — 7 = 20, luego TR

# = 30.decalitros.
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Del mismo modo, m;—g/ = 124‘4 ;
ero & — 7 =20, luego &0 o,
P ¥ =20, lueg TR

%= 10 decdlitros.

VIL—Regla conjunta.

332. Se llaman eantidades equivalentes, las cantidades
que reducidas 4 la misma unidad son iguales.

Tales son, 20 varas y 60 piés; una libra esterlina y 96,92
reales ete,

La propiedad de ser equivalentes dos cantidades se expre-
sa pormedio del signo zgual ¢ colocado entre ellas; por
ejemplo 5 metros = 6 varas, ¥ la expresion recibe el nombre
de eguivalencia.

Trorea. Los productos ordenados de varias e wivalen-
cias, tales que el primer miembro de cada una seq d la espe-
cie del sequndo miembro de Jg anterior, som eguivalentes,
siendo el primer producto de g primera de todas las especies
Y el sequndo de la dltima.

Sean las equivalencias

@ varas = 4 metros,
¢ metros = ¢ yardas,
e yardas = f piés del Rhin.

Queremos demostrar que

@ X ¢ X evaras =4 X d X f piés del Rhin.
Multiplicando la primera equivalencia por ¢ y la segun-
da por 4, considerados como nimeros abstractos, resulta
aXcvaras =4 X ¢ metros,
¢ X b metros = & X d yardas.
De estas dos se deduce evidentemente esta otra
@ X ¢ varas =} X d yardas.
Multiplicando esta por e y la tercera de las propuestas
por el producto 4 X d, resultan
a X ¢ X e varas =4 X d X e yardas, =
X d X e yardas — & X @& X f piés del Rhin.
De donde
& XeXevaras—= 54X d X f piés del Rhin.
333. La regla conjunia tiene por objeto reducir una
magnitud concreta 4 otra equivalente de diferente especie,




203

por medio de equivalencias que ligan la primera con la
segunda.

Para resolver los problemas de regla conjunta, se escri-
ben varias equivalencias de modo que el primer miembro de
cada una sea de la especie del segundo de la anterior, y el
segundo miembro de la- altima de la misma especie que el
primero de la primera. Multiplicando despues ordenadamen-
te las equivalencias, se deducird facilmente el valor de la
ine6gnita.

EI1EMPLOS.
1. Reducir 180 varas ¢ yardas, sabiendo que 61 varas

equivalen @ 51 metros, 43 metros @ 137 pids del Rlin, 34 pies
del Rhin a 35 pics ingleses, Y que la yarda tiene tres pits
ingleses.
“Llamemos # al nimero de yardas equivalente 4 180 va-
ras, y escribamos las equivalencias siguientes:
2 yardas 180 varas
61 varas 51 metros
43 metros 137 piés del Rhin

34 piés del Rhin 35 piés ingleses
3 piés ingleses 1 yarda
Multiplicdndolas ordenadamente resulta
2.6l .43 .34 .3 yardas = 180 . 51 . 137 . 35 . 1 yardas

: 180°. 51 .137 .35. 1
lueg6 i 6143 .31.3 = 164,38 yardas.

9°  Reducir 520 libras esterlinas @ reales, suponiendo gue
9 lilras esterlinas. se. cambian por 20 thalers, 4 thalers por
15 francosy 5 jfrancos por 19 reales.
Llamemos 2 a4l namero de reales equivalente 4 520 libras
esterlinas, y escribamos las equivalencias siguientes:
2 reales — 520 libras esterlinas,
3 libras = 20 thalers,
4 thalers = 15 francos,
5 francos = 19 reales.
MultiplicAndolas ordenadamente resulta
2 .3.4.5reales = 520 .20 . 15 . 19 reales,
de donde

520.20.15 .19
& = = Z — 520 . 5 .19 = 49400 reales.

——ee
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EJERCICIOS.

I.  Convertir 7 duros, 12 reales, 15 maravedises en incomplejo de la
especie inferior, '

[. @onvertir 50 heetireas, 28 areas, 35 metros cuadrades en incom-
plejo de la esperie inferior.

HE  Convertir 12 arrobas, 22 libras, 10 onzas en incomplejo de libras
¥ de arrobas,

IV. Convertir 28 kilogramos, 5 decagramos, 7 decigramos en incom-
plejo de kilogramos, hectogramos, decigramos v gramos,

V. Converlir 5723 masavedises en complejo.

VL. Couvertir 4579008 milimetros en complejo.

= Tk .
VII. Convertir Tde cintara en complejo.

27
VIIL.  Convertir e de kilometro en complejo.

IX. Reducir 15 arrobas, 20 libras 4 kilogramos,

X. Redueir 45 decalitros, 6 litros a cantaras.

XL Reducir 25 fanegas v 100 varas cuadradas 4 hectireas,
XIL  Reducir 50,4528 hectireas 4 fanegas, :

XL Convertir 3% piés cabicos en decimetros citbicos.
XIV. Convertic 78 metros cabicos en varas cabicas,

XV. Un obrero teje en un dia 20} varas, 2 piés, 9 pulgadas de tela, y
atro teje en el mismo tizmpo 29 varas, | pie, 6 pulgadas. jCuanta tela
tejen los dos juntos? ;En cuinto excede el trabajo del segundo obrero al
del primero?

XVL. Enundia vende un fabricante euatro partidas de género: la
rimera de 28 arrobas, 15 libras, 12 onzas; la segunda de 14 arrobas, 10
ibras y 10 onzas; la tercera de 20 arrobas, 8 onzas; y la cuacta de 40

arrobas, 25 libras; pero su fabrica produce en el mismo dia 60 arrobas,
49 libras, 6 onzas. ;En cuanto habra aumentadoo disminuido la existencia
en sus almacenes?

XVIL. Una persona presta 4 otra 637 duros, y convienen en que la
primera recibira anualmente en recompensa | real y 20 maravedises por
duro ;Cuanto debe recibir al fin' del afio?

XVII. Una libra cuesta 8 reales jeuinto costarin 7 arrobas, 20 libras
¥ 12 onzas? ;

XIX, Un comerciante compra 257 arrobas 4 5 duros 15 reales la
arioba, y las vende a 4 duros 9 reales, ;qué ganancia ha obtenidn?

* XX. Un comerciante compra tres partidas de género s 4 duros, 8
reales, 17 maravedises la arroba, La primera partida es de 15 arrobas, 20

u
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Libras, 10 onzas; la segunda de 19 arrobas, 16 libras, 15 onzas; y Ia terce-
ra de 15 arrobas, 12 libras, 7 onzas, jeuanto cuestan las tres partidas?

%X1. Uun comerciante compra 57 avrobas, 15 libras, 8 onzas 4 12
duros, 15 reales y 17 maravedises Ja arroba y las vende @4 45 duros, 10
reales. ;Qué ganancia obtiene? ;

XXI1. 2 varas, | pié v 5 pulgadas de uva bavra de hierro pesan una
arroha, jCudnto pesaran 24 varas, § pulgadas de la misma barra?

XXII.  Un movil recorre en un wminuto 76 varas, 4 pulgadas: ;Qué
tiempo empleara en recorrer 500 varas?

XXIV. 20 arrobas 47 libras de géuero han costado 986 reales, 25 ma-
ravedises. ;Cual es el precio de la arroba?

XXV. Usa maquina de vapor extrae de una mina en 5 horas y 35
minutos, 728 quintales de carbon de piedra. jQué cantidad extrae  por
hora?

XXVI. Un comerciante vende 79 arrobas y 20 libras por 500 duros,
15 reales y 27 maravedises, y obtiene unaganancia de 89 duros, 1 reales
. 95 maravedises. ;A qué precio compro la arroba?

XXVIL. Un comerciante compra tres fardos de género: el primero

; 5. :
psa 200 libras, el segundo | —— veces menos (ue el primero, y el ter-
P ’ S 5 3

6 b - ;
cero los —— de Ja diferencia entre los primeros; vende todo el género
o

en 4150 reales, v obtiene una ganancia de 830 reales. jCuanto le costd
cada libra y 2 qué precio la vendio?

XXVI{l. Eu un molino hay una piedra de cuarzo, que pesa 70 arro-
has. ;Cuanto pesara otra igual de basalto, suponiendo que los pesos de
dos trozos iguales de basalto y de cuarzo estén representados por los
nameros 43 ¥ 157 :

XXIX. Un salon permanece iluminado cada noche durante G horas
por 17 luces que cuestan al mes 272 reales, ;Cufnto costara cada mes
iluminar con 42 luces iguales otro salon que estard abierto 7 horas?

XXX. 40 obreros, trabajando § horas al dia, hacen una abra de 270
metros en 70 dias; 55 obreros, trabajando 8 horas los 14 primeros dias,
y 12 los dias restantes jeudnto tardarin en hacer 492 metros?

XXXI[. Una maquina eleva 560 kilogramos de peso en 35 minutos @
una altura de 20 metros, ;A qué altura elevara en 59 minutos un peso de
520 kilogramos, suponiendo que 4 la altura de 9 metros se aumenta el
peso hasta 490 kilogramos?

wXX}CH. 4Qué capital produce en 270 dias 12000 reales de interés al
P!
XXXII. Una persona presta 80000 al 6 p?/,, y recibe entre capital é
intereses 82000 reales. Cuanto tiempo estuvo prestado el capital?
XXXIV. Una persona presta 4 otra cierta cantidad al 7 p%/, de interes
anual, y recibe al cabo de 10 meses, 127000 reales. por el capital y los
intereses, jQué capital presté?
XXXV, Una persona presia dos capitales al mismo tanto por ciento:
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el primer capital es de 130000 reales ¥ lo presta por 220 dias, y el seo-
gundo de 50000 por 170 dias. ;Guil débe ser el tanto por ciento para que
los intereses reunidos de los dos capitales importen 9275 reales?

XXXVL - Un comercianté emplea 50000 reales en un mnegocio, v gana
el 25 p°/, del capital, ;Cuil es Ia ganancia? ¢

XXXVIL. Una partida de géneros adeuda por derechos de introdue-
cion 2573 reales al 25 p?/, de su valor, JCuil es este valor?

XXZKVIIL.  Un comisionista que ha vendido géneros por valor de 55000
reales, recibe 5150 reales por su comision. ;Cuil es el tanto por ciento
de comision?

XXXIX. Descontar comercialmente un pagaré de 70000 reales que
vence & los 160 dias, al 7 p/,.

XL. Por unu letra de 50000 reales, que vence 4 los 90 dias, se reci-
ben 49000 reales. ;Cuil es el tanto por ciento de descaento?

XLL  Dividir el namero 4580 en partes proporcionales & los nimeros
68, 79, 54 y 78.
XLIL  Dividir el niimero 2960 en partes proporcionales 4 los nimeros
4

‘T"‘rly '_r;"

XLIIL  Dividir 76114 reales entre tres personas, de modo que la
segunda reciba el 6 p%/, mas que la primera, y la tercera el 8 p’/, mas
que la segunda.

XLIV.  Dividir el namero 74000 en tres partes tales que la razonde la

primera y segunda sea <Y lade la segunda y tercera —%—

XLV. Cuinto trigo de 56 reales fanega dehe mezelarse con otra especie
de 46 reales, para obtener 2110 fanegas v venderlas 4 42 reales?

XLVL.  Una mezcla de trigo contiene 100 hectélitros, v vale 9522
reales; las especies mezcladas han sido dos de 85 veales ¥ 99 reales el
hectélitro, ¢Cuintos hectolitros de cada especie contiene la mezcla?

XLVIL, Una aleacion de plata pesa 40 kilogramos, y su ley es de 900
milésimas; para_obtenerla se ha ligado plata de 800 y de 960 milésimas.
@Cudntos kilogramos de cada especie han entrade en la aleacion?

XLVIIL . Un objeto de oro ligado econ plata, tiene 240 centimetros
cibicos de volumen, y pesa 10 kilogramos. Cada centimetro citbico de oro
puro pesa 49,26 gramos, y cada centimetro cibico de plata 10,47 gramos.
¢Cuintos kilogramos de oro ¥ cuintos de plata contiene el objeto?

XLIX. Reducir 420 varas prusianas 4 varas de Castilla, suponiendo
que 48 varas prusianas equivalen & 52 metros, ¥ que 5 metros equivalen
4 6 varas castellanas.

L. Reducir 380 piés cibicos ingleses & varas ectbicas de Castilla,
suponiendo guc 59 piés cibicos ingleses equivalen 4 §4 piés cabicos pru-
sianos, que 841 piés cibicos prusianos equivalen 4 26 metros cabicos,
¥ que 7 melros cubicos equivalen 4 12 varas cabicas de Castilla,

—_——










ALGEBRA.

Introduecion,

1. Awcesma es lo ciencia de las leyes generales de la
eantidad.

2, La aritmética considera las determinaciones particula-
res de la cantidad 6 sea la cantidad representadapor naumeros;
pero este medio de representacion es impropio para descu-
brir leyes generales.

Tanto es asi, que en los teoremas de aritmética, si bien
representibamos con frecuencia las cantidades por numeros,
prescindiamos de los valores particulares de estos y solamen-
te atendiamos 4 los caractéres generales; por manera que en
realidad se consideraba el nimero como un simbolo general
representativo de todos los niimeros de su especie.

Aun procediendo asi, no tenian las leyes descubiertas el
grado de generalidad de que eran susceptibles: si las canti-
dades estaban representadas por nimeros enteros, solo & es-
tos eran aplicables los razonamientos, y por tanto la ley
quedaba demostrada tan sélo para los mismos, siendo nece-
sario dar nuevas demostraciones, si habia de hacers¢ exten-
siva & toda clase de niimeros.

En la resolucion de problemas, la representacipn de la
cantidad por medio del niimero, presenta otro inconveniente:
si las operaciones se efectian & medida que se vay presen-
tando, el resultado final, ¢ sea la solucion, es un mimero que
conviene al problema particular propuesto, pero ¢ue no ex-
presa la ley de su construccion, esto es, la serie de operacio-
nes que deben efectlilarse con los datos, en todgs los'proble-

4
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mas de igual naturaleza, para determinar la ineognita; y si
dichas operaciones se dejan indicadas, serd imposible distin-
guir aquellos datos que tengan igual valor y los nimeros
que originen las reducciones. .

3. Como medio de generalizacion se representan en Al-
gebra las cantidades por las letras del alfabeto. Por consi-
guiente, una letra cualquiera designari en lo sucesivo una
cantidad en general, y solo ‘cuando alguna cantidad deba
tener circunsiancias partieulares, se limitard la significa-
cion de su signo d@tribiiyéndole estas ¢ircunstaneias.

Asi, por ejemplo, @, 4, ¢ representan tres cantidades 6
numeros, que podran ser enteros, {raccionarios ¢ inconmen-
surables: pero si la cuestion propuesta lo exige, @ podra re=
presentar exclusivamente un niimero entero, un numero par,
un numero comprendido entre eiertos limites ete., con sdlo
suponer que existen tales circunstancias, y tener en cuenta
esta hipdtesis en el curso del razonamiento.

4. Para aclarar estas consideraciones, presentaremos dos
ejemplos. .

1."  Teorema. La suma de dos cantidades multiplicada por
su diferencia, es igual & la diferencia entre los cuadrados
de dichas cantidades.

Sean 10 y.6 estas cantidades.

Tenemos (10 4+ 6) (10 —6) = 16 .4 = 64

102 — 6% =100 — 36 = 64;
Tuego (104 6) {10 — 6) = 10* — 62

Este razonamiento se apoya solamente en los valores de
los numeros propuestos; luego hemos comprobado un hecho
particular, pero no seha demostradola ley general enunciada.

Si, prescindiendo ahora de los valores numeéricos de'10y
6, atendemos sélo 4 las propiedades comunes & todos los mi-
meros enteros, diremos: multiplicar 10 < 6 por 10 — 6 equi-
vale 4 répetir el multiplicando por sumando 10 — 6 veces;
pero si se repite 10 veces y despues 6 veces, vestando los re-
sultados, Ia diferencia contendrd al multiplicando 10— 6
veces, yiserd el producto buscado; asi pues ‘

(1) =+ 6) (10— 6) = (10 + 6) 10 — (10 4 6) 6.

Debemos efectuar ahora dos multiplicaciones: la primera
(10 - 6) 10 se reduce evidentemente & repetir cada sumando
10 veces; y la segunda (10+ 6) 6 & repetirlos 6 veces; luego

(104~ 6) (10 —6) =10. 10 46.10 —10.6 — 6.6,
: ' UNI®
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6 (10 4.6)10 — 6) = 102+ 6.10—10.6 — 6%
pero 6. 10"l 107 6is=10; .
luego (10 = 6) (10— 6) = 10% — 6%

Este razonamiento se apoya en una propiedad comun &
todos los nimeros enteros, que es la signiente: el producto
de un nimero por otro entero €s una suma de tantos nume-
ros iguales al multiplicando, como unidades tiene el multi-
plieador; por consiguiente es :;,plu:_a!;:lu 4 todos los numeros
enteros; pero no 4 los {racelonarios 1l d los inconmensurables.

Si querenos extender laley & toda clase de nimerosyque
tenga el.grado de generalidad de que es susceptible, repre-
sentareinos las cantidades por lefras, y apoyareIos el razo-
namiento en propiedades cOmMUNEs 4 toda clase de nimeros.

Vamos, pues, & demostrar que ‘

) (@ — b) =a*— 0%
Considerando & @ — 4 como un NUmera, serd

(@ +0) (ra~—b);a(a——&)+é{a—6),
0 (a,-|—[;)(a—5):(rz—6)fz—j-(a—!))&;
efectuando las multiplicaciones indicadas en el segundo
miembro, resulfa ;

(@ +b6) (@ =8 =a*—ab—+ ab—*
0 (@—+2) (a—8) =a*—70%

Ahora queda demostrada la ley con toda la generalidad
posible, segun al prineipio la hahiamos enungiado.

9.° Propiena. Hallar dos cantidades, conaciendo la Sum
v la diferencia de las MESTLS.

Sea 64 la suma y 12 la diferencia.

Si representamos por # la menor de las cantidades, la
mayor serd @ + 12, ¥ 1a suma de-las dos # + 2412 6 22 +
12; péro esta suma es igual, segun el enunciado, 4 64; luego

2+ 12 = 64.

Restando 12 de los dos miembros resulta

2% = 52,
de donde =20,

Siendo 26 1a menor de las cantidades,la mayor serd 26 -+
12, 6 sea 38.

Los ntumeros pedidos son, pues, 26y 38; pero estos nume-
ros no expresan laley, con arreglo d la enal estan construi-
dos, por lo que tendremos necesidad de repetirlos razona-
mientos anteriores, cuando se trate de resolver una cuestion
de igual naturaleza que la propuesta.
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Representemos, ahora, por s la sum@ dada ¥y por d la dife-
rencla, y sea # la cantidad menor.
La mayor serd & 4 d, y la suma de ambas +@+do
22 4 d; como esta suma debe ser igual &, tendremos:
2 4 d = s.
Restando d de los dos miembros sers
Re=s§—d,
§—d

.

de donde e

Anadiendo & este valor la diferencia & tendremos la can-
tidad mayor, que serg . i)
S ei==1d K

i S e i S LS

2 1 2
Las cantidades menor y mayor, que hemos hallado, pue-
den escribirse en la forma

§ d 8 d
S L

Estas expresiones, 1llamadas Jormulas, son las leyes de
construccion de dichas cantidades, 6 sea la representacion de
las operaciones que debemos efectuar con los datos del pro-
blema, para determinar las inc6gnitas.

Siendo las formulas reglas, escritas en lenguaje algebrsi-
€0, para resolver los problemas generales, pueden traducirse
al lenguaje vulgar. Las que acabamos de obtener se tradu-
cen del modo siguiente:

Dadas la suma y la diferencia de dos cantidades, la ma-
yor es agual 4 la mitad de la suma mas la mitad de la di fe-
rencia, y Lo menor & lo mitad de o suma menos la mitad de
la diferencia. :

Por medio dela férmula se resuelven todos los problemas
que s6lo difieren del propuesto en los valores particulares de
los datos.

Para esto, se sustituye cada letra por el valor particular
del dato que representa, y se efectian las operaciones
indicadas,

Por ejemplo, si la suma de las cantidades es 64 ¥ la dife-
rencia 12, sustituiremos en las férmulas & por 64 y d por 12,
y obtendremos

64 — 12 64412

e =26, 5

3 = 38.
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5. Lossignos de la adicion y de la sustraceion son en A1l”
gebra los mismos que en Aritmética.

La multiplicacion se expresa tambien por el signo X 6
por un punto. Sin embargo, si los factores son letras, se es-
criben unas & continuacion de otras sin interponer ningun
signo.

Asi, el producto de las cantidades @, b4, ¢ se expresard por
aXbXe 6 a.b.c ymascomunmente por abe.

Las sumas y diferencias indicadas, que entren como fac-
tores, se escribiran dentro de un paréntesis; por ejemplo, si
los factores sona -+ & ¢, &d— e+ f y m, el producto se

escribe
(a+b—+c)(@—e+f)m.

La division se expresa por el signo : que empledbamos
en Aritmética. Si el dividendo, el divisor 6 ambos son sumas
¢ diferencias indicadas, se eseribirdn tambien dentro de un
paréntesis; asi el cociente de @ — & 4~ ¢ por # se escribe

(@— b+ c¢): my;
el de @ —+ & por m — m se escribe i
(@ + &) = (m — n).

Por tiltimo, las potencias y raices se expresan como en
Aritmética. ;: {

Cuando una cantidad se repite varias veces por sumando,
se simplifica la escritura anteponiendo & la cantidad un nti-
mero que exprese las veces que estd repetida por sumando.
Tste numero se llama coeficiente; asi

@ -+ @ se representa por 24.
a’ b+ a* b+ a° b por 3ad.

El coeficiente de ¢ es 2; el de 3a" 4 es 3.

No debe confundirse el coeficiente con el exponente:
aquel expresa las veces que una cantidad se repite por su-
mando; ¢ste las veces que una cantidad se repite por factor.
La expresion 3¢ equivale & ¢ 4 @ -+ @, ‘mientras que a° es
igual & ¢ . @ . a; si ¢ vale 5, serd

' St'=5+545= 15
e*=5 .5 . 5=12. ;

Una cantidad sin coeficiente expreso, tiene siempre im-
plicitamente el coeficiente wno.

En efecto: a® b6 =1 X a3 b =1a°b. :

Una cantidad sin exponente, puede considerarse con el
exponente %no; asi ¢ =a's

~
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6. EXPRESION ALGEBRAICA | G CANTIDAD LITERAL €8 e/ conjunto

de varias letras separadas por los signos de las operaciones.

Se llama asi por ser la expresion, en lenguaje algebraii-
¢o, de una cantidad cualquiera.

2a* 4, 24 4~ 35% son expresiones algebriicas, que signi-
fican respectivamente
fa.a b4a.a. b, a+a-0.04b.b-4-5.5.

Por estos ejemplos se comprenderd que los signos alge-
brdicos abrevian considerablemente la representacion de las

cantidades. ?
_ 7. CANTIDAD RACIONAL 65 foda ezpresion algebrdica qle 79

contiene ningun Signo radical.
e
Tales son ¢ — &, a*b-{—-—d-_.

. CANTIDAD IRRACIONAL d RADICAL s foda expresion algebraica
que contiene algun signo radical.

Por ejemplo, a3y

CANTIDAD ENTERA €5 toda epresion que no contiene WInGgUn
radical ni denominador.
~8.. Una expresion algebrdica no ligada 4 ninguna otra
por el signo de la adicion ni por el de la sustraccion, se
llama ﬁ‘wnamz’o, 0 expresion de un término; asi 3z4* es un
monomio.
_ La cantidad literal compuesta de varios monomios liga-
dos entre si por los signos de la suma 6 de la resta, se llama

polinomio.
& — . 3a—24 T, )
54 — V' 3ab <+ 5 es un polinomio, compuesto
Kk e 3a — 20
de los términos 52°, — v/ 3ad , + G o
. Si el polinomio consta de dos términos, se 1lama dinomin,
si de tres érenomio ete.
9. Varon Numirieo de una-ezpresion algebriica es el nii-

mero que se obtiene, sustituyendo lus letras por valores par-
ticulares, y efectuando las Operaciones indicadas.

Sea la expresion 5a% %¢. i

SI suponemos ¢ =4, § =2, ¢=1, el valor numeérico
Sera. .43 .95, 1 — 640,

Sea el polinomio 20°% — q4® — &,
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&i suponemos @ = 2, 4 =1, los términos valen respecti-

vamente 16, 2, 1; luego el valor del polinomio es
6—2—1=13.
Si suponemos @ = 4, & = 2, el polinomio vale
956 — 32 — 32 = 192.

71 palor numérico de i polinoniio 10 varia alterando el
drden de sus térmings, Siempre gue conserven ¢st0S SUS SLGNOS-

Iis claro que :

(5+5-—c-d=5——c+a—d,

puesto que, sea cualquiera el oOrden en que se efectiien las
operaciones, siempre @ y 4, que son sumandos, producirdan
en el resultado un anmento igual 4 sus respectivos valores,
y ¢ y d, que son sustraendos, una disminneion.

10, Se Jasma GrRADO 42 Ui, MONOMI0  ENtero el miimero de
actores literales gue Lo componen.

K1 monomio 7a* & ¢ = Taaaabble es de octavo grado.

Fs evidente que ef grado de un manomio se obliene Si-
mando los exponentes de sus letras.

Se llamn cravo de wn polinoniio, €on respeeto d und de
sus tetras, al mayor delos eponentesde dsta en el polinomio.

El polinomio ;

. : a2 gt — 5a® ¢° — at
o8 de cuarto grado, con respecto & la letra @, y de sezto, COM
respecto 4 la letra ¢. ‘ ‘

Un. polinomio s¢ lama HOMOGENEQ cuando todos sus tér=
minns son del mismo grado.

F1 polinomio anterior es homogéneo. -

Grabo de un pilinomio homogéneo es el grado de cual-
guiers de sus términos. ,

Fl ultimo polinomio es de sezto grado.

11. Al descomponerun polinomio
atb—=c+d—e
en'sus diferentes términos; rcada: uno- de: estos va precedido
del signo que le ligaba al anterior: 1os términos del polino-
mio propuesto son, pues; @, =+ by == ey = d; — €.

Los que estdn precedidos del signo: #mds se llaman térmi-
nos aditivos 6 positives, y 10s precedidos.del signo menos e
llaman sustractivos 6 neqativos. ; ‘ 2

Los primeros tienden & producir en: el wvalor numerico
del polinomio un aumento ignal & su valor, y los segundos
una disminucion. :

Si el primer términe no estd precedido de ningun. signo,
. se entiende que es aditivo ¢ que lleva el signo mas.
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L—Preliminares y reduccion de términos semejantes.

12. Las definiciones de adicion, sustraccion, multiplica-
cion y division dadas en Aritmética, son completamente ge-
nerales; por loque las adoptamosen Algebra sin modificarlas.

Como en esta ciencia se representan las cantidades por
medio de expresiones literales, en cuya formacion es fre-
cuente que no haya analogia, ocurre muchas veces que las
operaciones no pueden efectuarse; y nos limitamos 4 indi-
carlas por medio de los signos respectivos; pero ofras veces
se efectuan realments, obteniendo resultados, que no permi-
ten descubrir cudles hayan sido los datos.

13. Sellaman TERMINOS SEMETANTES £08 mOn0mios compues-
tos de las mismas letras con iguales ezponentes.

Los términos 5a°z y — 3az son semejantes.

Tambien lo son 4a°z°, Ta°z® y — 6a*2°.

Propongémonos reducir 4 uno solo, los términos seme-
jantes de un polinomio.

Si 4022 'y 50°2? son términos de un polinomio, es eviden-
te que pueden reducirse & 9a%z2.

Los términos — 64'2° y — 24'7°, tambien es claro que
equivalen & — 8a'z®,

Luego, para reducir dos términos semejantes de signos
iguales, se suman los coeficientes, y al resuitado se antepone
el signo de los términos. i

Sean ahora los términos 92°%%" y — 74%7; es evidente que

9P — gl = 2@357._ '
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Qean 8aZ* y — 12a4° otros dos términos; es claro que
8ald — 12ab® — Bab® — 8ad® — 4al®,
y como 8ub® — Bal® = 0,
los términos propuestos se reducen & — 4alb; pero el coefi-
ciente 4 se hubiera obtenido restando 8 de 12; luego
" Para reducir dos términos semejantes de siqnos conbra-
rios, se restan los coeficientes, y al resultado se antepone el
signo del mayor. :
Vamos & reducir los términos semejantes del polinomio
QaB — Badt 4+ Tab® 4+ a4 + 640"

Como el 6rden de los términos no infiuye en el valor del
polinomio, podemos reunir los términos semejantes, y seri
25 - @'l <+ 647D — bal® + Tad’;
reduciendo ahora el primer término con el segundo, y el re-
sultado con el tercero, se obtiene para valor de los {res pri-
meros términos 9¢°4%; reduciendo igualmente los otros dos,
résulta + 2a4% luego el polinomio queda reducido &

@bl - Rabs.

En la prictica, nose altera el érden de los términos del
polinomio: lo mas breve es recorrer con la vista todos los
términos y reducir los semejantes, 4 medida que se van pre-
sentando, sin eseribir mas que el resultado final.

Asi, en el polinomio ' :

902" — 6az® -+ Saz’ ¥ 6az’ — 407,
diremos: 9az’ + Saz’ = 14aw’ 144" — 6az’ = 8az’;

— 6az® — daz® = — 10az%;
luego el polinomio reducido es
8az" — 10a2°.
Del mismo modo se encuentra
408 — 5atb -+ 6a%b = 5a*b
4z — 3t — 643 4 baw® = 6az’ — 9a'z".

11,—Adicion.

14. Supongamos que se quieren sumar las cantidades 24,
by ¢°; es evidente que la suma es

20 4 0 4 ¢’
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Sean las cantidades 325 y 525; la suma serd
323+ 5% — 825,
Si los sumandos son los polinomios
¢—0b, 20+c¢c—d, y 4a—5e
observaremos que sumar los dos primeros es afiadir & ¢ — 4
elresultadodeefectuarlasoperaciones indicadas en 2a—-c—da
si llamamos /2 & este resultado, la suma de los dos primeros
. polinomios serd
6—04+8 6 R+a—0b [9]:
poniendo en vez de £ el polinomio 22 + ¢ — ¢, dicha suma

se convierte en

20 +c—d—+a—35,
y alterando el ¢érden, en

a—b—+2a 4+ c—d.

Por el mismo razonamiento se demostraria que la suma
de ¢ — 6 +2a 4 ¢ — & y del tercer sumando 4¢ — 5¢ es
a— 020+ ¢c—d -+ 40— 5¢,

que es la suma de los tres polinomios propuestos.

Observando la composicion de esta suma, se deduce la
regla siguiente:

Para swmar varios polinonios se escriben los suwmandos
unos & coptinuacion de otros, conservando @ cada término el
Signo respectivo.

Enla praetica se efecttia 1a reduccion de términos seme-
Jjantes, si los hay, la que se facilita colocando los sumandos
unos debajo de ofros.

Ljemplo. Sean los sumandos 134 -+ 6a*0- Tal®, 94—
13a*6 — al® — 44207 y — 4a*0* + 2ad’.

LDisposicion préctica.

13a%* + 6a*6 + Tal®
920 — 130'6 — alb® — 4a%F
— 4a°5t —+ 2ad®

1807 — 7a'b -+ 8al* — Aq0.
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YIL.—Sustraccions

15. Es evidente que la diferencia de las cantidades 3¢ y
2% es 3@ — 26.
Si las cantidades son 7abe y 3abe, la diferencia serd,
Yabe — dabe = 4ade.:
Supongamos que se trate de restar los polinomios
5y — 23 y 22—1Ty.
La diferencia serd un polinomio que sumado con el sus-
traendo produzea el minuendo; este polinomio es
58 — 2y -+ 32 — 2% 4 Ty.
En efecto: afadiendo el sustragndo 2z° — 7y, se obtiene
50 — 2+ 32 — 208 Ty +22° — Ty,
que redueiendo se convierte en el minuendo; luego

Para restar dos polinomios se escribe el minvendo Y &
continuacion el sustraendo, cambiando el signo de cada uno
de sus terminos. :

En la practica se efectia la reduccion de términos seme-
jantes, si los hay, loquese facilita colocando el sustraende
debajo del minuendo.

Ejemplo. Restar los polinomios 8ad® — 74’0 — 64°6° y
3ub® — 5a*b.

Disposicion practica.

Qub® — Tadh — 643
3ab® — 5ash

5abt — 2a%h — 6a°°

16. Conviene en muchos casos considerar un polinomio

como la diferencia de otros dos.

Para conseguir este objeto, se forma el sustraendo con
varios términos del polinomio, teniendo cuidado de cambiar
el signo de cada uno. Asi ;
5a3—26-+-3¢% —2a—16+-5c=5a°>—25+-3¢"— (a-476—5¢)

a+5—c+d:a—(-—6+c-—d}. i

En efecto:si efectuamos las sustracciones indicadas en los

segundos miembros, obtendremos los Primeros.
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IV,—Multiplicacion.

17. Tratemos de hallar el producto de dos potencias de
una misma cantidad.

Sea @® X @*. El factor ¢ es un producto de éres factores
iguales 4 @, esto es, aaa; y el factor @ es tambien un produc-
to de cineo factores iguales 4 «, 6 sea aaaaa; luego el pro-
ducto @ X a® contiene al factor @ ¢res veces mas cinco veces,
¢ sean oolo veces; por consiguiente @ X a5 = ¢,

Podemos, pues, enunciar la siguiente regla abreviada.

Para muiltiplicar dos potencias de una misma cantidad,
se suman Los exponentes.

18. MULTIPLICACION DE DOS MONOMIOS.

Sean los monomios 8a2*4*c y 5a*4d.

El producto 84® Z*¢ X 5¢° 4d de dos productos indicados
8.@. 0 .cy5.a%.0.d, esigual 48.¢°. 8" .¢c.5.05.6.d
[Aritm. 65, 179, 241]; como podemos alterar el érden de los
factores sin que el producto varie [Aritm. 67, 181, 241],
serd 8lle X500 d=8.5.a°.0°. 0% .%.¢c.d,

0 8a¥he X 5a% d = 40a%hve d.

. Paramultiplicar dos monomios, se multiplican los coefi-
cuntesy se escriben & la derecha del producto todas lns letras
comunes al multiplicando y multiplicador. poniendo é cads
detra un exponente tgual @ la_suma de los exponentes que
affectan a la misma en los dos factores. FEn cuanto 4 las le-
iras que entran en un solo factor, se escriben e el producto
€on e¢ exponente gue cada una tiene.

Aplicando esta regla tendremos:

40°5°0° K 12ab%c°% = 48a40°ca

i 9a*b'cd X @bz = 9a*b5cdz

Escovio. Es evidente que el producto de dos monomios es
otro monomio que contiene por si solo tantos factores litera-
Ies como el multiplicando y multiplicador.

19, MULTIPLICACION DE UN POLINOMIO POR TN MONOMIO.

Supongamos en primer lugar que todos los términos del
multiplicando sean adifivos, y hallemos el producto de g -
6 - ¢ por el monomio .

. Hemos demostrado en Aritmética [41, 173, 241] que

(@4=0-c)m = am—~- bm—-cm.
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Consideremos ahora un polinomio que contenga términos
aditivos v sustractivos, por ejem plow —d—+c.

Este polinomio puede escribirse en la forma (@ - ¢) — 2.
¥ por consiguiente ser considerado como una diferencia in-
dicada, siendo @ = ¢.el minuendo y 4 el sustraendo. Kl pro-
dueto de esta difsrencia indieada por un monomio # serd

(@ = ¢) m — bm, '
! am —- cm — bm = am — b -+ em.
luego (2 — b =€) m = am — b - o

Observando los resultados obtenidos en los dos casos que
hemos estudiado. se descubre la siguiente regla:

Para multiplicar un polinomio por wn monomio, se mui-
tiplican sueesivamente Ias teérminos del polinomio por el -

wmia, paniends @ cada producto parcial el mismo signo quz
tiene el idrmino vespectivo del multiplicando.

Ilscorio. Es evidente que los términos del producto no
pueden reducirse; y que el producto de un polinomio por un
1000mio, es otro polinomio de igual namero de términos
que el multiplicando.

20. MULTIPLICACION DE DOS POLINOMIOS. ;

Supongamos que los términos del mulfiplicando y del
multiplicador sean todos aditivos, 6 unos aditivos y otros sus-
tractivos; y tratemos de hallar el producto de

(@ —b—+c¢c) (m—-tun—p.

8i suponemos efectuadas las operaciones del multipli-
cando, y representamos por £ el resultado, el producto pro-
puesto serd

Rm—4n—p =m-4n—p R;
pero, segun el caso anterior,

m+n—p R=mR+nB — p&
& R (m—+ n—p) = Bm -+ Bn— Bp.

Poniendo ahora en lugar de 2 el polinomio 4 — 0 —+-¢,
se obtiene
(a—b4-¢) (m—-n—p) = (@—b-c)m—-(a—I—4=c)n—(a—b--c)p.

Este resultado indica. que para multiplicar dos polino-
mios, deben hallarse sucesivamente los productos del multi-
plicando por cada término del multiplicador, y poner & cada
uno de estos productos parciales el signo que afecta al tér-
mino respectivo del muf’tiplicador; por manera que los pro-




ductos pareiales del multiplicando por los términos aditivos
7y % entraran en el producto total como sumandos, ¥ los
productos por los términos sustractivos, tales como p, entra-
ran como sustraendos. Pero segun la regla de la sustraccion
de polinomios, para restar el producto parcial (@ — & =4 ¢)p,
se deben cambiar los signos de todos sus términos; luego

Pare multiplicar dos polinomios, .se efectian sucesiva-
mente Las mulltiplicaciones del multiplicando por cada tér-
mino del multiplicador, teniendo cwidado de cambiar {os
siquos & todos los términos de los productos parciales, gue
procedan. de multiplicar por un términe neqalivo del mulli-
plicador. Sumando despues los polinomios obtenidos, -se
hadla el producto total.

Fjemplo. Multiplicar el polinomio 34 —7a4* -+ 55° por
6% -~ dal® = bt

En la préctica se disponelaoperacion delmodo siguiente.

3a*h — Talr ++ 55
6a* =+ dald — Ot
184465 — 42a3h% —+ 30425
12435* — 28a*5 - 20al®
— JH Tl — 557
1R — 30650t — - @25 = 27465 — 57
21. Se desprende, de las reglas dadas para multiplicar
an polinomio por un monomio 6 por ofro polinomio, que el
producto de un término del mutiplicando por otro del mul-
tiplicador tiene €l signodel primero de estos términos, cuan-
do el segundo es positivo, y elisigno contrario, cuando éste
es negativo.

Asi, en el ejemplo-anterior, el producto -del término po-
sitivo 3¢*% por el positivo 6a*/* es positivo; el producto del
término negativo. — 7a4® por el positivo 64%/2 es negativo; el
producto del término. positivo 325 por el negativo — &4 es
negative; y finalmente; el producto del -término negativo
— a2 por el negativo — #* es positivo: :

Este resultado suele expresarse abreviadamente diciendo:

<l mardtipliead s por - do-—-
oo malbiplicado - por —+ da —
~ maudtiplicado por — da —
) —cmltiplicado por — da =

Y observando quemas por mas da mas, ¥ menos por ne-

#os da mas; se'dicel Lo
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signos iquales dan produeto positivo:

"

7 GOm0 ENAS POr mas da menos, Y was por menos da menos,
se dice tambien: i

L

signos contrarios dan producto negativo.

En la practica nos serviremos de esta regla para hallar
los signos de los términos de un producto.

92. _A fin de facilitar la reduccion de términos semejan-
tes, el muy 1til ordenar los términos del multiplicando” y
del multiplicador por las potencias erecientes 0 decrecientes
de una letra, que en tal concepto se llama letra ordenatriz 6
principal.

El polihomio 7a® — 2436 — &' 4-5a*° — a?l® , ordenado
por las potencias crecientes de 4, serd

5a4ls — 20308 — @28 + Talt — b,

Obsérvese que tambien resulta ordenadopor las potencias
decrecientes de «. g

8i la letra ordenatriz enfra con el mismo exponente en
varios términos, se escriben estos unos debajo de otros, pres-
cindiendo de dicha letra, la que se coloca despues 4 la dere-
cha del primer término interponiehdo. uha rayas vettical.

Si_queremos ordenar el polinomio 6432 4 & — ¢ = 5a?6?
+ 2030 + ab -} a5, por las potencias decrecientes de @, se
escribird en la siguiente forma.

05l a5 — 58202 + &
+602 "+ bl —¢
=+ 20 |-

Las cantidades colocadas 4.la izquierda de la raya verti-
cal, se consideran como coeficientes de la letra ordenatriz: el
coeficiente de @ es {5 - 642 - 24.

Vamos 4 multiqlicar los poliniomios
2ty - a5—3a3ééeésé:5 a2y ePr—=atle-- %= 2abe’.

Ordenaremos'los factores con relacion 4 las potencias de-
crecientes de @, y serd t ‘
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Multiplicando. A3 2 e & + ab
=48 = .‘ﬂ(.!:‘}}]

Multiplicador, a2

Producto por a® |7V 3
a2 |z " — ﬂ-gf}ss — 3a5)
—Rab —2mb | — davp
~+ 2% —-6ass2
Producto por -~ as [#-2a" |z
a® | — aPl3 | % 3ush
—a*) — 4% [ Basd [
~+ @Y —-3asi2
@ |4 4-3a5 |25 37 ;3-}— ad |z
R ISR B TR e a'b
Producto . — 4243 —+-6atse| —-3a5p
total. ~2ab — g3l
- a2 |

23.  TroremA. 8% dos Dolinomios y s products estin op-
denados por las potencizs de wna misma letra, el primey
término del prodicto reducido es e} resuitado de mulliplicar
el primer término del multiplicando por el primers del mul-
viplicador, y el witimo térming del producto es el resultado

de multiplicar los ¥itimos términos e dos factores.
Ln efecto: la proposicion es evidente antes de reducir los

términos semejantes; ahora bien, suponiendo ordenados los
polinomios por las potencias decrecientes de una letra, los
Primeros términos de los factores contendrdn la letra orde-
natriz con mayor exponente que los demds, luego antes de
reducir los términos semejantes, el primer término del pro-
ducto contiene la letra ordenatriz eon un exponente mayor
que los demds términos, por consiguiente ninguno de éstos
puede reducirse con el primero ni anteponérsele. De una,
manera analoga podriamos razonar sobre el ultimo término;
luego el primer término yelultimo no esperimentan nin-
guna alteracion al reducir los términos semejantes, lo que
demuestra que la proposicion enunciada es tambien cierta
despues de efectuar dicha reduceion.

Escouio. De aqui se desprende que el producto de dos po-
linomios consta por lo menos de dos términos, luego e/ pro-
ducto de dos polinomios es otro polinomio.
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24, Troreva. 527 producto dedos polinomioshomogéneoses
tambien homogéneo, y su grado es igual & la swma de los
grados de los Jactores.

En efecto: antes de efectuar la. reduecion de términos se-
mejantes, un término cualguiera del producto es el producto
de un término del multiplicando por otro del multiplicador,
y contiene por si solo tantos factores literales como los dos
términos mencionados; pero el nimero de factores de los
términos es el mismo en cada polinomio, luego fambien lo
serd en el polinomio producto. Ademads, la reduceion de tér-
minos semejantes solo altera los coeficientes, por manera
que el producto, despues de reducido, seguird siendo homo-
géneo y del mismo grado que antes de la reduceion.

25. Las siguientes expresiones, de frecuente uso en las
Matematicas, son consecuencias de la regla dada para mul-
tiplicar dos polinemios.

(@ 4 02 = a® 4 2ab 4
(@ —bP=a —2ab—+ 0*
(@ + &) (a—0)= a*— &

Su traduccion al lenguaje vulgar es la siguniente:

Il cuadrado de la suma de_dos cantidades es iqual d I
suma de los cuadrados de dickas cantidades, mas el duplo
del producto de las mismas.

Bl cuadrado de la diferencia de dos cantidades es iqual
d la suma de los cuadrados de dichas cautidades, menos el
duplo del producto de las mismas. ;

La swna de dos cantidades multiplicada por su diferen-
cia es iqual & la diferencia entre los cuadrados de dichas
cantidades.

V.—Division,

26. Sellama cociente ezacéo de dos cantidades literales,
la expresion algebrdica entera que multiplicada por el divi-
sor produce el dividendo. )

En este caso la division se llama tambien ezacta 6 com-
pleta, y se dice que el dividendo es divisible por el divisor.
Pero si no existe ninguna cantidad algebriica entera que
multiplicada por el divisor reproduzca el dividendo, la divi-
sion se llama inexacta ¢ incompleta.
15

U
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27, 'Fratemos de ‘hallar el cociente de dos potencias de

una misma cantidad.

Seaa® :a’.

El dividendo @® es un producto de o¢%o factores ignales &
a@; pero i la vez es el producto del divisor @% que contiene
¢res veces al factor @, por el cociente, que evidentemente
sers un produetd de cinea factorss; pero ningnn factor del
cociente puede ser distinto de @, pues si el cociente tuviese
un factor 4, entrariz este factor en el producto del cocients
por el divisor, esto es, en el dividendo; luego el cociente
consta de ecingo factores iguales & ¢, y es ror consiguiente a3

Podemos, pues, enunciar la siguiente regla abreviada.

Para dividir dos polencias de wina snisma cantidad, se
restan los exponentes.

28. D1IvISION DE DOS MONOMIOS.

Sean los monomios 40a*7¢*d y 8a¥l'c.

Bl cociente es tambien monomio, puesto que un polino-
mio multiplicado por el divisor, daria-para dividendo otro
polinomio [19, Escolio]. Recordando laregla dada para mul-
tiplicar dos monomios, observamos que el coeficiente del
cociente es un niunero que multiplicado por 8 da 40, Jnego
es 40 : 8 = 5; el exponente de @ dehe ser-tal que sumado con
5 dé 8, luego es 8 — 5 = 3; dal mismo modo el exponents
de'd en el cociente es 7 — 6 =1, el de ¢, 4 —1=13: y el
factor d que no entra en el divisor debe entrar en el cocien-
te, luego este es 5a*le’d.

- Parg dividir dos monomios, se dividen Ios corficientes, v
se escriben d la derecha del cociente las letras comunes al
dividendo y divisor con ecponentes iguales 4 la diferencia
de los exponentes gue tienen las mismas en l1s monomios
propuestos. En cuanto & las letras gue solo entran en el divi-
dendo, se escriben en el cociente eon sus mismos ezponentes.

Aplicando esta regla se obtiene -

30a°%c'd - 6ad’c* = 5a‘bd,
R2at0'cd : 14ab'e = 3478°%d.

En el segundo ejemgla se presenta el factor 4° como ex-
presion del cociente de 4* : 4%, y dehiendo ser el exponente
un numero entero, la expresion 4° carece de sentido.

Sin embargo, observando que 4* : 4* = 1, podremos ad-
mitir en el cdlculo la expresion 4° como representando la

y
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unidad, y obtendremos de este modo mayor generalidad en
las reglas, y la ventaja de conservar, si asf conviene, en las
expresiones algebrdicas aquellas letras que la division hace
desaparecer.

La regla del ntimero 27 supone que el exponente de una
letra en el dividendo es mayor que el de la misma en el di-
visor; pero convendremos en hacer dicha regla extensiva al
caso en que estos exponentes son iguales, y admitiremos que

am . qn — gm-m — (ZU,
y.como a™: a™ = 1, resulta ¢’ = 1.

Admitiremos, pues, convencionalmente que toda canti-

dad con exponente cero eswn simbolo que representala unidad.

29. Segun la regla antferior, para que el cociente de dos
monomios sea exacto, se necesita y basta: 1.° que el coefi-
ciente del dividendo sea divisible por el del divisor; 2.° que
todas las letras del divisor entren en el dividendo con expo-
nentes iguales 6 mayores.

Si no se verifican estas dos condiciones, el cociente no
puede ser entero, y se expresa en forma de fraccion, la que
se simplifica suprimiendo los factores comunes al dividendo
y divisor.

EjEMPLOS.
e e
dabtdizt Adet
20abc 5
320*6% 1 T R
30. Divistox DE UN POLINOMIO POR UN MONOMIO.

Para dividir un polinomio por un monomio, se dividen
sucesivamente todos los términas del polinomio por el mono-
mio, poniendo & cada cociente parcial el mismo Signo que
tiene el términn respectivo del dividendo.

Sea @ — & <+ ¢ el polinomio y 7 el monomio.

Decimos que ;

@—b6+c):m=a:m—b:m<4c:m.
En efecto: si multiplicamos el polinomio

a:m—bim—4-c:m

por el divisor s, para lo cual basta multiplicar cada térmi-

no del polinomio por 7 [19], y observamos que (¢ : m) m =

¢, (b:m) m= b ete., el producto sers el dividendo g—§—4-c¢;

luego @:m—b&: mcim

es el cociente buscado.

a0 dabtdnt =

o 20abc : Ra*bc
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Se deduce de la regla anterior que la division de un poli-
nomio Por un monomio sera exacta, si todos los términos del
polinomio son divisibles por el monomio. En el caso contra-
rio, seescribirdnen formairaccionaria las divisiones inexactas.

Eigupros.
1.° R1e*F — 6a%0t 4+ 3a%) : 30 =Ta' — a0+ a%h
3L . e L 21a® H
2" (Batr — 2@ + 10a°2°%): 5ePw==50 — 5= 4= Fs,
54
ol DivIsSioN bE 1os poLIzoMios.

Es conveniente recordar que ‘el dividendo es el producto
de multiplicar el divisor por el evciente. Si suponemos orde-
nados el dividendo y el divisor por las potencias decrecientes
de una letra, y que el cociente se halla ordenado del mismo
modo, el primer término del dividendo es el resultado de
multiplicar el primer término del divisor por el primer tér-
mino del cociente [23]; lnego

Dividiendn el primer término del dividendo por el primer
termino del divisor, seobtendrael primer términodel cociente.

Pero el dividendo es'la suma de los productos parciales
que resultan de multiplicar el divisor'por cada uno de los
términos del cociente; si de esta suma restamos el primer
producto parcial, esto es,”el producto del divisor por el pri-
mer término del cocientes €l resto serd Ia suma de los deméds
productos parciales, esto es, la suma de los productos del di-
visor por el segundo, tercero, cuarto ete. términos.del-co-
ciente; por consiguiente ¢l primer término del resto reduci-
do, serd el producto de multiplicar el primer término del
divisor por el segundo término del cociente [23]: luego

Dividiendo el primer término del resto por. el primer teér-
mino del divisor, se obtendra el Segundo término del cociente.

Si del dividendo, . disminuido en.el primer producto par-
cial, restamos el segundo de estos productos, qus se obtendrd
multiplicando el divisor por el segundo término del cociente,
el nuevo resto contendrd los demas productos parciales, esto
es, serd el producto del divisor por el polinomio que forman
el fercero. cuarto ete. términos del cociente: luego

Dividiendo €l primer término del sequndo resto por el

primer término del divisor, se obtendrd el tercer término dee
cociente. :

U
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Continuando de este modo, llegaremos & un residuo cero,
en cuyo caso la division sera exacta y habra terminado,
puesto que del dividendo se habran restado los productos del
divisor per cada uno de los términos del cociente, y habien-
do obtenido el resto cero, el dividendo es igual al producto
del divisor por la suma de dichos términos, que constituiran
ol cociente exacto; 6 hien obtendremios un residuo cuyo pri-
mer término contenga la letra ordenafriz con un exponente
menor que el que afecta 4 dicha lefra en el primer término
del divisor, en euyo caso darenios por ferminada la opera-
cion; porque el término siguiente del cociente no podra ser
entero, y por consiguiente la division sera inexacta.

En la division inexacta el ultimo resto se llama residuo,
y el cociente es incompleto 6 entero; para que sea exacto es
neeesario anadirle la expresion del cociente de dividir el re-
siduo por el divisor.

Nos falta averiguar los signos que deben tener los dife-
rentes términos del cociente.

Sahemos [21] que el producto de dos monomios es positi-
vo, euando los monomios tienen el mismo signo; y negativo,
si tienen éstos signos contrarios; luego reciprocamente, si el

producto de dos monomios . es positivo, tendrin el mismo
signo, y si dicho producto es negativo, tendrin signos con-
frarvios: por consiguiente
si el dividendo es positivo y el divisor positive, el cociente es positivo,
si el dividendo es positivo y el divisor negativo, el coviente es negativo,
si el dividendo es negativo v el divisor positivo, el cociente es negativo,
si el dividendo es negativo y el divisor negativo, el cociente es positivo.

Este resultado suele expresarse abreviadamente diciendo
—+ dividido por + da +
~+ dividido por. — da —
— dividido por + da —
— dividido por — da +
Y observando que mas dividide por mas da mas, y menos
dividido por menos da mas, se dice:
signos tquales dan cociente positivo;
y como menos dividido por mas da menos, y mas dividido
por mengs da menos, se dice tambien: }
signos contrarios dan cociente negativo.
En la préctica, para hallar el signo de cada término del
cociente, nos serviremos de esta regla, que como puede ob=
servarse, es la misma dada en la multiplicacion. B
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Los razonamientos hechos en este niimero, conducen 4 1a
regla siguiente:

Para dividir dos polinomios,' se ordenan por las poten-
cias de una misma lefra, Y dividiendo el primer término del
dwvidendo por el primero del divisor se obtiene el Primern
del ¢ociente. Se multiplica el término hallado por el divisor,
y el producto se vesta del dividendo: dividiendo despuss ¢/
Dprimer término del resto por el primero del divisor, se oblie-
we el sequndo término del cociente. Se muitiplica este termi-
no por el divisor, y el products’ s7 resta del primer rests:
dividiendo despues =1 primer término del resto por el primero
del divisor, se obtiene el tercer término del cociente. Se con-
tintla del mismo modo hasta obtener un. residun cern, en cuyo
caso la operacion esty coneluida, o uno cuyo primer término
10 sea divisible por el primero del divisor: en este caso se
aiagde al cociente entern wna fraccion, que exprese el cocien-
te del residuo por el divisor.

32. Es muy 1til, para la completa inteligencia del razo-
namiento hecﬁo en el numero anterior, comparar las si-
guientes operaciones.

Murrirricacion.
Multiplicando ' — @%b +-2a'P
Multiplicador -+ @8 — a3k
1.erproducto parcial. 64— 209554447
AL G id.... 32— a*ht4-2atH
3 id. Lok b —3a*H 4 a®hT — a8

Producto total........ 645+ @95 +3a°F — 2075

Divisios.
Dividzndo 6at' B4 o 30024788 | 3ab- 0> b—-4-2a45 in.
Ler prod.pare. 6M184—2a1985 4 44050 2508+ a M -aP
lerzs,... 30" —4a° P38 —2a7 58|
8. prod. parcial 3a'° b — a*b+-2a%"
2. reglol.... . —3a°0° - @b —2a74"
S.erpmd pare, —30° - @b —2a1%8
d.er mta.... 0

Vemos que el dividendo es el producto total, y el divisor
Y cociente son los factores; los productos del divisor por los
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términos 1.°, 2.° y 3.° dal cosiente, son respectivamente los
produetos pareiales I ratayrEiutol dividendo es la suma de
las tres productos parciales, el primer resto es la suma de
dos, v el segundo resto es igual al tercer producto parcial;
por ultimo, ohsérvese que Labiendo restado del dividendo
sucssivamant? los tres productos pareiales del divisor por. el
cooiente, el resto;es ceroy lusgo-el polinomio
Qablh - oilt — *l°

es el cociente exacto.

93, Para restar del dividendo ¢ de un resto el producto
de! divisor por un término del cocients, se cambian los sig-
10s del producto & medida que se va obteniendo, y se hace
despues la reducsion de términos semejantes. ‘

Bl primer término del meneionado’ profucto es siempre
igual 2l primer término del dividendo 6 resto respectivo, y
16 antila al efectuarse la reduccion; por 4o que se suprime 6
tacha desde luego, y se multiplica el término del cociente
por los del divisor & partir del segundo de éstos. ‘

La operacion se dispone como-en los ejemplos siguientes:
1. &% — dag*s* — 19a°0° + 290205 -48ad" | a3+ a*P— 6ab®
— a¥ - 60 @ —bub—8b>
— 5a%%* —130°F°
oo 53 — 30a%°
Bupl® — Barl
- 8a%° —48ad’

0

9.* Dividir el polinomio 4(1,’.1:5——18a°£'i+22m“m5—3a'$“+59'
por 2a° —oatz.

Ordenados los polingmios por las potencias decrecientes
de @, tendremos _
AT — 18083 + @bz —Bakod + #[20° — e’y
10a2* : 2025 — Aot + &°
— 8abzt
— 20485
2abe?

Hasxd
20r%6 4 7"




Conteniendo 2¢'2° ia letra ordenatriz con menor expo-
nente que el de la misma letra en 24°, el cociente de estos
monomios no puede ser entero, y suspendemos por tanto la
dperacion.

La parts entera del cociente es 2022° — 4awt 4 2%, y para
obtener el exacto, falta anadir el resultado de dividir el resi-
duo 2¢*z" + & por el divisor; por consiguiente el cociente

208" 4 a7
2a° — Satz

34. 8i la letra ordenatriz entra en varios términos con el
mismo exponente, se ordena el polinomio en la forma expli-
cada en el nimero 22, y se considera el conjunto de los tér-
minos que contienen una misma potencia de unaletra, como
un s6lo término, cuyo coeficiente es el polinomio situado a
la izquierda de la raya vertical. Para efectuar la division del
primer término del dividendo 6 de un resto por el primero
del divisor, se dividen separadamente los coeficientes, y des-
Pues las potencias de la letra principal.

completo serd 20%z° — dazt - a5 4

Eiempro.

5554205 (2424 |24 @5 a2

@ [#54-a2 |v2t-ax
—4/2 ~—3g::55 —3(5;55 —2add —2&] —63l
=2 —+-2ab 5 |22
I —}-R46 +§5 ‘inhggs 5
r— at
—2ab

;pi_'__ ak
—3a2b3
246

ik a;l .25_ a3 m!
~ @03 2ab3
—+-2a253

— 976
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Divisiones pareiales.

T ab —402 |@*—2b
253 as4-20
=42
0
2! a5—2a703—20204-45+ | a5—20
N 1 2a25 a2—203
—Ra703 ‘
— QL%
0

35. Dela regla dada para dividir dos polinomios y del
principio demostrado en el numero 23, se deduce lo si-
guiente:

La division de dos polinomios no es ezacta, si el primer
término del dividendo no es divisible por el prim-ro del di-
visor, y el wltimo término de aguel por el primero de €ste; 6
si se presenta algun 7esto, cuyo primer término. no sea divi-
sible por el primero del divisor.

36. Trorema. S se divide el polinomio

Azn = Byt 4 Co™+ ... + Ko+ L,
ordenads por las potencias decrecientes de x, por el binomio

x — a, el residuo de la division serd el polinomio que resil-
ta sustituyendo x por a en el dividendo, esto es,

Aa™ + Bart 4+ Car*+ ...+ Ka—+-L.

En efecto: supongamos que se efectia la division del po-
linomio propuesto por @ — @; el primer término del cocien=
te es Aaz™: @ = Az™'; multiplicando este término por el
divisor, resulta dz™ — adz™", y restando este producto del
dividendo, el término Az™ se anula, y resulta para primer
término del resto : ;

Bam-t g dzmt = (B+-ad) 2™,

donde vemos qué el exponente de @ ha disminuido en una
unidad.
Continuando la division, el exponente de @ disminuird

Sl U
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en una unidad, por 1o menos. 4 cada resto; luago llegaremos
i ohtener un resto independiente de #, que sera el residuo
de la operacion.

Bl cociente entero, que representaramos por @, serd un
polinomio en &, y el residuo £ podra ser ¢ero, si la division
es exactal pero en cualquier caso tendremos:

Ae" 4 B Cam=* ... - Ko 4+-L=(2—a)Q+ R,
siendo el primer miembro de esta igualdad el resultado de
las operaciones indicadas en el segundo.

Si damos & @ un valor particular cualquiera, es evidente
que los dos miembros de esta iguaidad adquieren valores
lguales; supongamos, pues, # = ¢, El primer miembro se
convierte en

Aam—4- Bam-' - Cam2~+ ...+ Ko L;
el factor #—a del segundo miembro, se reduce 4 o—a =0,
el factor § adquiere un valor particular cualquiera, que
multiplicado por cero da cero, y £ no se altera, porque no
contiene la letra z; tendremos, pues,
Aan~-Bamt—= Cam2—+-....+ Ko+ L=R.

Igualdad que demuestra la proposicion enunciada.

37. Corovarios. 1.° 8% el polinomio Ax™ - Bx™-'--Cx"-*
— oo+ Kx - L se reduce a cero pouiendo a en lugar de x,
dicho polinomio es divisible por x—a.

En efecto; el residuo de dividir 4z™—- Bam-'—- Cem-*
... Kz—- L por 2—a es Aa™— Bam-'3- Cam>—-
—-Aa—-L; s este residuo es cero como suponemos, el po-
linomio es divisible por #—a.

2." Recfproco del anterior. 8% el polinomio Ax™—-Bxm!
= Cxt i -Kx~ L es divisible por x—a, dicho poli-
nomio- se reduce & cero poniendo a en Lhgar de x.

En efecto: el residuo es Aa™- Ba*—-Ca™ ...
~+AKa—-L, y este residuo es cero por hipétesis.

3." La diferencin entre las potencias de igual grado de
dos cantidades, es divisible por la diferencia de estas can-
tidades. 2T

Vamos 4 demostrar que &"—a™ es divisible por ¢

.Si en z"—a™ hacemos =g, se convierte en @"—g"==0;
Iuego z™—a™ es divisinle por 2—a. :
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Dividamos ahorn estas cantidades.

il —® B —

(I.x‘}‘m" -r".'v;:l+l!w/r!~‘3_|_(,'3£n}-:€_;:_7_:1_—‘;531'-7_
“zd,m_a |

—+a" |

(0

El primer término del coeiente es 2" 1@, y s obtiene
disminuyende el exponente de en una unidad. Como el
dividendo no tiene mas término en @ que el primero y éste
desaparece en la primera sustraccion, el primer término de
eada resto seri el producto, cambiado el signo, del segundo
término del divisor por el Wltimo hallado en el cociente; ak

dividir el primer término del resto por &, dismninuye el ex-
ponente de esta letra en una upidad; luego dado wn terming
del cociente se obtiene el siguiente mudtiplicando aguel por
a y dividiendn po¥ x, 6 lo que es 1o mismo, avmen tando €l

exponente de o'y disminwyendo el de x en wna wnidad.

E:enMpLO.
2 —al

T s -Hl! B - 7 - -0 s - d,

G—

CAPITULO SEGUNDO.

CANTIDADES NEGATIVAS.

38. En los polinomios que hemos considerado hasta aho-
ra. el coeficiente y las letras de cada monomio tienen un
valor absoluto, independiente ‘de los signos mas y menos;
solamente el término, considerado en su conjunto, va pre-
cedido de uno de estos signos, 10s que indican, no un modo
de ser del mismo, sino el concepto bajo el cual entra en la
composicion del polinomio, esto es, el signo smas, puesto
delante de un término, indica, como en Aritmetica, que
dicho término debe sumarse, y el signo menos, que debe ser

restado.
U
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Asi, 1as expresiones.
a—-0y a—b
expresan la primera que el valor numeérico de ¢ debe sumar-
se con el de /4. y la segunda, que del valor de ¢ debe restarse
el de 4; por manera que cada una de estas operaciones tiene
sumodo particular y propio de ser indicada, Sin embargo,
S€ comprende que seria muy ventajoso reducir las expresio-
NES que nos ocupan 4 una sola, lo que Puede conseguirse
mediante eiertos convenios.
sstos son:

L.°  Cada letra puede ir precedida del Signo mas o del
Signo menos, esto es, en lus cantidades podemos considerar
el vala absoluto, como se ha hecho en Aritmética, ¥ ade-
mas el signo, 1o que es propio del Algebra.

2. Luas operaciones con cantidades wisiadas recedidas
del signo mas d del menos, se efectuardan como si dichas can-
tidades fuesen términos de un polinomio.

En virtud de estos convenios, la expresion
. a5
representa igualmente la suma ¥ la diferencia de los valores
absolutos de @ y é; puesto que si & es una eantidad positiva,

la expresion serd
@+ (+b)=a—+-4,
ysides negativa, poniendo el signo de manifiesto, la ex-
Presion se convierte en
- (—d)=a—ab.
Supongamos, ahora, que a0 se eleva al cuadrado, ¥y

tendremos f .
(@ b)*=a2 4205 22, 1]
Esta formula encierra, tambien, en wirtud de los conve-
nios anteriores, la siguiente
(a—IP=a*—<2ab4~ 42
En efecto: suponiendo en | 1] que 7 es negativa, serg
(@4 (—D))P=a*+-2a . —5-+(—3p, [L.er convenio]
(e—bp=a*—2ab4-1". [2.° convenio]

39. Los mencionados convenios no deben ser admitidos,
sin asegurarnos dntes de que ' Zos resullados & que pueden
conducirnos son siempre exactos,

A este fin, demostraremos algunas proposiciones.
1. Sienun polinomio entero se sustuuye una letra a
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por — a, ) las operaciones indicadas que vesultan se.efec-
fian del modo dicho en el 2. convento, el nuevo palinonio
sdlo se diferencia del propuesto en dos signos de (o términos
que contienen polencid iupar. de dicha letra.

Considerando las expresiones

a7 = Qoo Goayen . Yo A @ a7 B 7 e T %

so vé fhcilmente que caida dos factores dan producto positivo,
tanto en una como en otra potencia [21], luego si el numero
de aquellos es par, seran ambas positivas; pero si dicho ni-
mero es impar, multiplicando todos los factores menos el ul-
timo los produetos serdn positivos, y como dicho ultimo fac-
tor es positivo en una de las potencias y negativo en la ofra,
Ja primera sera positiva y la segunda negativa.

Segun esto, los términos que contengan una potencia
par de @, no varian por el cambio de signo de esta letra; y
los que contengan una potencia impar, cambian de signo;
puesto que un término positivo 203) se convierte en 2. —a*. &
= —2.;-"&, ¥ uno negativo _2a5h se convierte en —2 . —a.%b
=200,

Ademas, es evidente que los términos independientes de @
no sufren alteracion: luego el teorema enunciado es eierto.
95§ se suman 6.restan. varios. polinomins, jy se repits
despues la misma operacion con los que s2 obtengan sustit-
yendo una-letra.a por,—a en los. propuestos, el sequndo re-
sultado pucde. deducirse del primero haciendo en éste L@
MISTE SUSLULNCLON. . :

En efecto;. sustituyendo-una letra @ por —a en los poli-
nomios propuestos, .y, efectuando las operaciones indicadas
que se presenten, del’ modo dicho en el 2.” convenio, resul-
tardn otros polinomios que se diferenciaran de los dados en
los signos de los términos que contengan potencia impar
de  [Proposicion 1.']. Sumando 6 restando los polinomios
propuestos, y despues los segundos, los resultados se com-
pondrén, dntes de la reduccion, de los mismos términos; en
cuanto 4 los signos, sabemos-que en la suma son 1os mismos
que tienen los sumandos,y que en la diferencia, cambian 10s
signos del sustraendo; pero como esto suceda en las dos sus-
tracciones que comparamos, los términos ignales que tuvie-
ran el mismo:signo. 6 signos contrarios, antes de efectuar las
sustraceiones, tendrdn tambien en los restos signos iguales 6
contrarios; luego los resultades de las.dos adiciones 0 sus-
tracciones, solo se diferencian en los signos de les términos
gue contienen potencia impar de @.

8]




Al hager la reduccion da términos semejantes, los qua
consienzn una miznid potencia impar de 2 s2 prieden redueir
simando 105 Posiiivos separadamente de los negativos: si 7
es el coeficiente de la primera suma y 2 el dela segunda,
m—n sera el cosficients de los términos reducidos, suponien-
do m > u; pero los tériinos positivos que en uno de los re-
sultados Lt dado m, son negativos en el otro; y los negati-
vos del primero, que han dado #, son positivos en el segun=
do; por consiguiente — (z1—u) es en ¢sta el cosficiente de los
términos reducidos, que evidsntemente se diferencia de 7 —a
tan 5610 en gl signo.  En cuanto 4 Tos términos que no eon-
tiensn potencia impar de @, es evideniz gus despues de la
reduseion ssran igunles en amoas sumas 6 diferencias, tanto
en valor como en signo.

Vemos, pues, que el resultado de sumar 6 restar los poli-
nomios trastormados, solamients s2 diferencia del de sumar 6
restar 10s'propuestos en los signos de los términos con poten-
cia impar de ¢; luego aquel puede obtensrse sustituyendo
en éste la letra @ por - ¢. [Propesicion 1.7

3." S semultiplican -dos polinoming, y se repite despues
la misma operacion con b que se oblengan Swstituyendo
wna Lelrd & por — a en los propuestos, el sequndo producta
puede deducirse del primero haciendo en éste la misma sus-
titucion. BN

En efecto: en la multiplicacion de dos polinomios, cada
término del producto, ‘considerado &ntes de la reduccion. se
forma multiplicando dos monomios, uno del multiplicando
y otro del ' multiplicador; por consiguiente los dos productos
que nos proponemos comparar constardn de los mismos
terminos. :

Examinemoslos signos de estos productos parciales en
los tres casos que pueden presentarse: 1.” que ninguno de los
monomios contenga poteicia impar de a; 2.° que uno la
contenga y el ofro no; 3.°'que los dos 1a contengan.

En el primer easo, los monomios del produeto propuesto
y losiguales 4 estos en el otrd producto, tien>n respectiva-
mente los mismos signos; luego despues de multiplicados
entre si, darén valores iguales en valor y en signo, y la po-
tencia de @, si 1a hay, serd par.

En el segundo caso, el monomio sin potencia impar de ¢
entra en el multiplicando 6 en el multiplicador de las dos
operaciones con el mismo signo, v el monomio con potencia
impar de dicha letra, entra en el otro factor, pero con el




239
signo mag en una de las operaciones y el menos en la otra;
luego los resuluadas de m altiplicar estos monomios tendrii
signos contrarios, y la potencia de @ es impar. :

Tin el ercer ¢aso, los monomios de la segunda operacion
tienen signos congrarios 4 los de los monomios iguales de la
primera: si en ésta son 103 dos positivos, en la segunda seran
jos dos negativos, y los productos tendran ambos el misio
signo, que sera el mds; si en la primera es positivo uno de
los monomlos y el otro negativo, en la segunda serdn res-
pectivamente negativo y positivo, ¥ por tanto los productos
tendréan tambien el mismo signo, que sard el mcnos. En
cuanto 4 la potencia de @ es par en !os dos productos.

Vemos, pues, que los términos iguales de los productos
tendran el mismo signo, si son independientes de la letra @
6 la contienen con exponente par, y signos contrarios, si
dicho exponente es impar; ademis sabemos que despues de
la reduccion sucederd lo mismo [Praposicion 2.'];. luego el
resultado de multiplicar los, polinomios trasformados, sola-
mente s diferencia del de multiplicar los propuestos en los
signos de los términos eon potencia impar de @; por lo tanto,
aquel podra obtenerse sustituyendo en éste la letra @ por—a
[Proposicion 1.*]. :

4 A se dividen dos polinomios, y se repite despues lu
misma operacion. con los gue se obtenqgan susivtyyondo a por
—a en [os propuestos, el nuevo cociente puede deducirse del
primero haciendo en éste la misma SUSLLUCION.

La division de un monomio por. otro da lugar & los mis-
mos casos que la multiplicacion, y las consecuencias son las
mismas. Por otra parte, la division de dos polinomios se re-
duce # tres clases de operaciones,. que son: dividir un mono-
mio por otro, multiplicar un término del cociente por el di-
visor, restar el producto del dividendo ¢ de un resto anterior;
v como los resultados de estas operaciones parciales s6lo se
diferenciaran en los signos de los términos con potencia im-
par de una letra, es evidente que lo mismo tendrs lugar en
los cocientes y en los residnos, si los hay, de las divisiones
que consideramos; por consiguiente el cociente de los poli-
nomios trasformados puede deducirse poniendo —« en lugar
de @ en el de los propuestos.

40. De las proposiciones que acabamos de demostrar, se
deduce la signiente important2 consecuencia: :

Se puede cambiar el signo de una. letra en los datos y en

el resudtado de una operacion fundamental ¢ de una serie
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enalpviera de ellas, siempre que convengamos en efectuar
das operaciones indicadas con monomios aislades, precedidos
del signn mas o del menns, comn st dichos mononios Juesen
termings de un polinomin.

41. Ts evidente que despues de cambiar en los datos v en
el resultado el signo de una letra @, puede cambiarse el de
otra letra 4, despues el de ¢, y asi sucesivamente. Las expre-
siones finales que originen estos cambios sucesivos de signo,
seran las mismas que obtendriamos haeiéndolos todos simul-
taneamente; luego la consecuencia enunciada en el ntimero
anterior, esigualmente cierta cuando se cambian los signos
de dos 6 mas letras. :

42. Acabamos de demostrar que los convenios del nime-
ro 38, dan lugar siempre 4 resultados exactos; por tanto po-
demos admitirlos desde ahora. El Algehra aleanzard asi un
alto grado de generalidad, puesto que cuando se haya e fec-
tuado una operacion fupdam ntal o una serie cualyuiera de
ellas con varias expresiones algebraicas, si se presentan las
MESILS g/vea'aczfmzm con_olras expresiones que solo se dife-
rencien de las primeras en los signos de una d mas letras, vo
SERA NECESARIO REPETIR LOS CALCULOS, PARA OBTENER EL NUEVO
RESULTADO, bastando cambiar en el primero los siguos de
dichas letras.

43. Damos el nombre de cantidad positiva & toda expre-
sion precedida del signo mas, y el de cantidad negativa &
toda expresion precedida del signo #enos. :

Eistas expresiones precedidas del signo mas ¢ del menos,
carecen completamente de sentido cuando estan aisladas: las
infroducimos en el caleulo come medio inico y necesario de
dar al Algebra una gran generalidad; pero solo despues de
haber demostrado que tanto su admision como las reglas 4
que ha de sujetarse el calculo de tas mismas, nunca darin
lugar 4 resultados erréneos.

44. Obsérvese que, en virtud de los convenios que acaba-

mos de admitir, las palabras sumar y restar no envuelven en
Algebra las ideas de aumento v disminueion, pudiendo por
el contrario ser la suma menor que un suméando, y la dife-
rencia mayor que el minwendo: puesto que la suma a—-(—a)
es en realidad la diferencia ¢—4, yla diferencia a—(—§) equi-
vale & la suma a - 5.
' Por esto se llama suma 6 diferencia algelraica 4 la suma
¢ diferencia en que entran cantidades negativas, y suma 6
diferencia eritmetica 4 aquellas en que sélo se consideran los
valores absolutos de las cantidades.
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CAPITULO TERCERO.

FRACCIONES ALGEBRAICAS.

45. TRACCION ALGEBRAICA O LITERAL €S &/ cociente indicado
de dos expresiones algebraicas.
a 30+ 50 : )
——, ———— son fracciones algebrdicas.
6" 2+Va ,

El dividendo y divisor reciben como en Aritmética los
nombhres de awmerador v denominador; sin embargo, no
debe atribuirse & estos nombres la misma significacion.

Los términos de la fraceion algebréica no representan
mas que el dividendo y divisor de una division indicada, y
segunlos valores numericos de las letras que entran en ellos,
podrdn ser numeros enteros, fraceionarios ¢ inconmensura-
bles, mienfras que la significacion dada en Aritmética al
numerador y denominador supone esencialmente que esfos
términos son niimeros enteros.

46. De los teoremas demostrados en el ntimero 142 de la
Aritmética y generalizados despues, se duduce:

1.° Multiplicando ¢ dividiendn el nwmerador por une
cantidad cualgwiera, la fraccion queda multiplicada ¢ divi-
dida por dicha cantidad.

2.5 Multiplicando ¢ dividiendo el denominador por una
cantidad cualguiera, fz%fmccion queda dividida d multipli-
cada por dicha cantidad.

3.° Multiplicando o dividiendo el numerador y el deno-
minador por una cantidad evalgwiera, la fraccion no varia.

47. ;S%J los términos de una fraccion algebrdica lienen
Jactores comunes, se obtendrd otra fraccion equivalente i la
propuesta y de términos mas sencillos, dividiendo los dos
terminos por el producto de sus factores comunes.

Asi la fraccion Sescs se convierte en'M co
24a*le YR
s6lo dividir los dos términos por 12a*4%.
o e 0 i S
La fraccion —a cuyos términos son divisibles por
@ — @, se reduce & !
2t 4 ar + a*
R
16 i

U




48. | Para reduciz vavias fracciones algebraicas @ wm. co-
man denonvinador, se multiplican los dag ldvminas de cada
Sraccion por el producto de los denominadores de las demds,

Es evidente, en efecto, que las fracciones que se obten-
gan por esta regla son iguales & las propuestas, y tienen
denominadores iguales.

: O e X
Asl T e
; Sl
sé convierten respectivainente en
adn  chn  mid

bdn  dbn ' wbd
49. El empleo del minimo comun multiplo, eunando los
denominadores tienen factores comunes, ofrece en algehra
ventajas andlogas 4 las expuestas en Aritmética; pero el pro-
blema de hallar el minimo comun miultiplo de varios poli-
nomios es bastante complieado para ser expuesto en un cur-
so elemental.

Por consiguiente, haremos uso del minimo comun multi-
plo tan sélo cuando los denominadores de las fracciones dadas
sean monomios.

Llamaremos minimo comun miltiplo de varios monomios
4 otro monomio divisible por los primeros y compuesto del

_ menor numero posible de factores.

Es evidente, segun esta definicion, que para hallar el
minimd eomun mikltiplo de varios monomios, se escriben @ la
derecha del minimo comun multiplo de sus coeficientes todas
las letras de los monomios, Sin repetiy ninguna, ajectadas
de los mayores exponentes que tenqan en dickhos monomios.

En cuanto 4 la regla para efectuar la reduceion de varias
fracciones & un comun denominador, por medio del minimo
comun miultiplo, es la misma dada en Aritmética.

Ejpemplo. Sean las fracciones

ba b Te
cts | 8act’ 12a%8%

El minimo multiplo comun es 24¢*%°c*z; que dividido por
los denominadores da respectivamente

Ba®b, 3bciz, 2aic'z. _
| Multiplicando estos cocientes por los numeradores, y par-

8/SC
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tiendo los productosporel minimo comun multiplo, se obtiene
400 et 14a*c*z
Uailicw’  Aabcr’  24abPcts
50.  Para sumar d vestar fracciones algebrdicas de igual

denominador, se suman ¢ restan los numeradores, y 64 1esul-
tado se parte por el denominador comun.

Vamos & demostrar que
17 1/ e at+b—c

e s ——]

n n M
En efecto; llamando p, ¢, 7 & los valores de las fracciones
dadas, tendremos

(’} — —
e el
de donde
@=mp; b =mg, 6= mr
sumando las dos primeras igualdades y restando la tercera
resulta '

at+b—c=m(p+qg—71);

de donde

S i
Pt s, By O

@ b e a+5b—e

_—

m w 0 m

8 las fracciones tienen denominadores diferentes, se
reducen & un comun denominador, y se aplica lo regla
anterwon.

51.  Para multiplicar entre sidos d mas fracciones alge-
brdicas, se divide el producto de los numeradores por el de
los denominadores. i

Vamos & demostrar que

@ ¢ 0 acm
T ™ s
En efecto, llamando p, ¢, 7 4 los valores de las fracciones
' dadas, tendremos
0 ;
e
de donde

=Ny
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multiplicando ordenadamente estas igualdades, resulta
acm = bpdgnr 6 acm = bdn X pgr,
de donde
R s
P = Gin
[ e " acm
s e bdn'

52. Para dividir una fraccion alpedrdica por ofra. se
multiplica el numerador de la primera por el denominador
de la sequnda, y el numerador de ésta por el denominador de
aguelia, y s2 divide el primer producto por el sequndo.

Vamos 4 demostrar que
@8 ek i
AN S A T
ad ¢ ade a
En efecto: — X — = —F- = —;
dbe X d bed /

ad :
Iuego —— es el cociente.

be
Para dividir una cantidad entera por ofra freceionaria,
se multiplica la primera por el denominador de la sequnda,
y se parte el producto por el nwmerador.
o ac
d: —=—

c b

En efecto, -%c— X '_f_ i L i

Lo que demuestra la regla.

53. Para reducir una ezpresion mizta @_fraccion alge-
braica, se multiplica la parte entera por el denominador de
la fraccion, y se aiade ¢ resta el numerador de la MESTAL,
poniendo al resultado por denominador el de la fraccion.

En efecto: ¢+ — = ‘:‘ _}__g_: ac+6

Lo mismo, @ — T

. Las operaciones con expresiones mixtas se efectiian con-
wirtiendo dichas expresiones en fracciones eguivalentes, y
operando despues con ¢stas.
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54. Las propiedades de las fracciones iguales se han
demostrado en Aritmética {128 y siguientes] en el supuesto
de ser conmensurables los términos de las fracciones; pero si
se observa que todos los razonamientos hechos con aguel ob-
jeto se apoyan en las propiedades generales de los quebra-
dos, y en fransformaciones iguales efectuadas con cantida~
des iguales, ¥ que las propiedades demostradas en Aritméti-
ca para fraceiones de términos conmensurables acaban de
hacerse extensivas & toda clase de fracciones, podremos
decir: das propiedades de las fracciones iguales demostradas
en Aritmética para numeros conmensurables, son iqualmen~
te ciertas cuando los nimeros son inconmensurables o unos
conmensuradles y otros inconmensurables.




EJERCICIOf

—_—

L Dadas dos cantidades a v b, expresar algebriicamente una lercera
cantidad igual 4 cinco veces la cuaria potencia de a, menos nueve yeces
el cuadrado de .

I, Dadas dos cantidades @ é y, expresar una tercera cantidad que
exceda en wveinle unidades el iriplo del cubo de «, disminuido en la
guinta parte del cuadrado de 9.

III.  Hallar el valor numérico de
4a®h - sab® — pi.
siendo & =2, b =3,

IV.  Multiplicar los polinomios a3z —atnt— Qady - 46 a*z®4-ass
= oah

V. Culntos términos contiene el producto de dos polinomioes, antes
de electuar la reduccion?

VL. Dividic los polinomios %25 — a7y + 2a%22-datz — Gab,
@222 | wig —3ad,

VIL.  Averiguar si el polinomio azt — 4a245 =+ Ta522 — 4a'z es dix
Visible por @ — g, sin efectuar la division.

a2b3a5 — gh2pi

Sabas 4 5a262z6

@3 —az?—a2zy 1 o3
2050z §as—5a5

VIIL.  Simplificar la fraccion
IX. Simplificar la fraccion

X. Efectuar la siguiente operacion indicada
a b a
a—b+ a—j2 -m’
obteniendo el resultado mas sencillo.
XL  Efectuar la trasformacion siguiente!

( ai.z' e _a-:—.r ) (_:— —%) ax?

e N

.




LIBRO SEGUNDO.

ECUACIONES Y PROBLEMAS DE PRIMER GRADO.

CAPITULO PRIMERO.

NOCIONES PRELIMINA RES.
L-Deﬁnicidnes.

55. Representando los datos de un problema por sus valo-
res particulares ¢ por letras, ¥ las incognitas por otras letras,
que comunmente sou las ultimas del alfabeto, y empleando
ademas los signos de la Aritmética, se obtienen expresiones
que son la traduccion fiel al lenguaje algebraico de las con-
diciones de la cuestion.

Si, por ejemplo, se nos pide hallar dos' cantidades cuya
suma sea 82 7y su diferencia 44, representandolas por @ € ¥,
expresaremos las condiciones de la cuestion por

ey =382
¢ —1y =44

Estas expresiones, compuestas de dos miembros separa-
dos por el signo =, se llaman ecuaciones.

Teuacio es una igualdad en gue enbran Ung 6 Mmas cai-
tidades inedguitas. 2

No se confunda la ecuacion con la igualdad: la ecuacion
relaciona las cantidades conocidas con las incognitas, mien-
tras que la igualdad relaciona generalmente cantidades co-
nocidas. Algunas veces, sin embargo, la igualdad encierra
tambien incognitas, y se distinguird de la ecuacion en que
uno de sus miembros es el resultado de operaciones indicadas
en el otro, 6 bien los dos miembros son operaciones indica-
das, que dan el mismo resultado.
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Asl, (@—a) m — mp — am, (€+2)° = (a—4z) (a ~+x)
son igualdades, aun cuando 2 sea, incognita.

La primera parte de la resolucion de un problema alge-
brdico consiste, pues, en expresar por medio de una ecuacion
0 de varias las mismas relaciones que, entre. los datos y las
Incognitas, encierra el enunciado del problema.

A esto se Hama poner e/ problema en ecuacion,

56. Para completar la resolucion de un problema, es ne-
cesario hallar valores de la. incde

gnita 6 incdgnitas capaces
de satisfacer todas las condiciones del enunciado; y como lag
cuaclones son el mismo enunciado escrito en la lengua del

- Algebra, estara resuello un problema cuando obtengamos
m?a?w de lns wnedgnitas que satis fa_rzrmja& ecuaciones, esto
es, gue hagan idénticos sus dos miembros.

or ejemplo, el problema del numero anterior estard ro-
suelto, cuando obtengamos dos niimeros que sumacdos den 82
¥ restados 44, 6 que verifiquen las ecuaciones
T+y=8
T —y = 44,
Si estos niimeros son 63 ¥ 19, es necesario que
63419 —=82 ¢ 82 — 82
035=10 == 44 0o an

57. InENTIDAD €8 wng tguaidad evidente por si mismdg,
por ejemplo

a = gq, cz—}-—i—-:a—{—v—f‘—, 44-5=4+45,

RESOLVER una ECUACION CON UNA INCOGNITA g Mllgzr todas las
cantidades que sustituidas en, bugar de la tneognita, convier-
ten la ecuacion en identidad.

Cada una de dichas cantidades recibe el nombre de sofu-
cion de la ecuacion,

ResoLver uva meuacion CON DOS O MAS INCOGNITAS es Aallar
todos los sistemas de valores que sustituidos en lugar de las
inedgnitas, convierten la ecuacion en una identidad.

Cada sistema de valores €s una solucion de la eeuacion.

> Imposible asignar 4 la incégni

ésta es adsurda 6 imposible; si por el contrario, existe un

numero ilimitado de valores que conviertan en identidad la
ecuacion, se dice que es sndeterminada. .

- Las mismas denominaciones se aplican respectivamente
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4 una ecuacion eon varigs ineénitas, cuando no existe nin-
oun sistema de' valores que la convierta en identidad, y
cuando, por el eontrario, existe un numero ilimitado de
sistemas.

50, GrADO de Wit eeuacion con una incdgnila es el mayor
de los exponentes de lu incdgnitd, con tal que ésta no entre
en ningun denominador ni bajo signo radical.

Grano de wna ecuacion con dos 0 mas incognitas es lw
mayor suma de los exponentes 4 éstas en cada termino.

La ecuacion az® — b = cx = d, es de tercer grado.

La ecuacion 2292 — 3@y - & = 0, es de cuarto grado.

60. Una ecuacion es pumérice cuando las cantidades co-
nocidas son nimeros, y Jiferal cuando diehas cantidades son
letras.

La ecuacion 3z - 2v = 14, es numérica.
La ecuacion ez - oy = ¢, es literal.

I1I.—Cambios que pueden sufrir las ecuaciones.

61. Dos ecuaciones son EQUIVALENTES cuando tienen las
mismas Soluciones.

Se demuestra la equivalencia de dos ecuaciones patenti-
zando que toda solucion de la primera es solucion de la se-
gunda, y reciprocamente.

62. TrorEMA. 5% Se aumentan o disminuyen [0s dos mieii-
bros de una ecudacion en una misma canlidad, (o ecuacion
ue resulla es eguivalente @ la propuesta.

Representando por 4 y B los dos miembros'de la ecua-
cion propuesta, la ecuacion es !

. 4= B; _
si aumentamos los dos miembros en la cantidad C, tendre-
mos una nueva ecuacion
A4 C=B+ 0.

Toda solucion de 4 = B, sustituida en Jugar de las in-
cognitas de esta ecuacion, da para A4 y B valores idénticos;
v es evidente que si 4 y B son idénticos, lo serdn tambien
U+ CyB+C. _

Luego toda solucion de la ecuacion primera, es solucion
de la segunda.

Reciprocamente, toda solucion de 4 € = B+ O, sus-
tituida en vez de las incOgnitas de esta ecuacion, da para
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A== Cy B+ C valores idénticos, ¥ como los valores de (!
en los dos miembros son idénticos, los de A y B lo son
tambien.

Luego toda solucion de la ecuacion segunda, lo es tam-
bien de la primera.

Del mismo modo demostrariamos que las ecuaciones 4 —

Y 4 — U= B — (, son equivalentes.

63, Corovanio 1.° T término de una ecuacion puede pa-
sar del miembro ei gue se encuzntra al otro, con solo can-
biar el signo de dicho término.

Sea la ecuacion
% — d = cx—-b.
Si queremos pasar el término —d al segundo miembro,
aumentaremos los dos términos de la ecuacion en la canti

dad &, y serq
08 —d—-d=czx+ b4
0 aw = co b~ d.

Si ahora el término ¢z quiere pasarse al primer miembro,

restaremos cz de los dos miembros de la ecuacion, Y serd
% — ¢ = cx—~b——d — ex
6 ax — cx = b—-d. .

TrasrosicioN es una operacion que tiene por objeto reunir
en un miembro todos los términos que contienen alguna in-
cdguita, y en el otro los términos conocidos.

Lara efectuar ln trasposicion se reunen en un mienbro
Los términos que contienen alguna in cdguita y en el otro los
conocidos, cambiando el signo G cada término que pasa de
un miembro @ otro.

64. Cororario 2. Se puede cambiar los Signos @ todos los
teérminos de una ecuacion. -

Basta, en efecto, pasar cada término del miembro en que
se encuentra al otro, |

Asi la ecuacion
! az — d = cx--b

se convierte en

B =b=—artd 6 —apt-d—=— ct —

65.  TrorEMA. S se muitiplican 6 dividen los dos miem-

bros de una ecuacion poyr une. misma cantidad conocida, a
ecuacion que resulla es equivalente g la propucsta.

L ]
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Representando por 4 y B los dos miembros de la ecua-

cion propuesta, la ecuacion es

e d = B;
si multiplicamos los dos miembros por la cantidad conocida
g1, tendremos una nueva ecuacion

Am = DBm.

Toda solucion de 4 = B, sustituida en vez de las incog-
nitas de esta ecuacion, dd para 4 y £ valores idénticos; y es
evidente que si 4 y B son idénticos, dm y Bm lo seran
tambien.

Luego toda solucion de la ecuacion primera es solucion
de la segunda.

Reciprocamente, toda solucion de dm = Bm, sustituida
en vez de las incognitas, da para Am y Bm valores idénti-
¢os, y como el factor m es independiente de las incognitas,
la sustitucion indicada no altera esta cantidad; luego para
que Am y B sean idénticos, es necesario que 4 y B lo sean
tambien. :

Por consiguiente, toda solucion de la ecuacion segunda,
1o es tambien de la primera. :

Del mismo modo demostrariamos que las ecuaciones 4 =
By Ao son equivalentes.

V) M
66. Sila cantidad = es cero 6 contiene alguna incégnita,
la proposicion demostrada no es cierta.

En efecto: si multiplicamos por cero los miembros de la
ecuacion 4 = B, resulta

A0 =nBi60;

Es evidente que cualquier valor ¢ sistema de valores que

asignemos 4 las ine6gnitas,dardn para 4 y £ valores cuales-
,quiera, que multiplicados por cero, hardn idénticos los
miembros de 4 X 0 = B X 0; luego esta ecuacion tiene las
soluciones de 4 = B, y ademés otras en numero infinito.

8i multiplicamos por una cantidad que contenga alguna
incognita, por ejemplo # — @, la ecuacion se trasforma en

A@—a) = B(@®—a),
que tiene todas las soluciones de 4 = B, y ademis la solu-
cion # = @, que convirtiendo en cero el factor & — @, hace
idénticos los dos miembros.

Por el contrario, la division por una cantidad que conten-




ga alguna incégnita, hace desaparecer alguna 6 al gunas
soluciones de la ecuacion propuesta.

67.  QUITAR DENOMINADORES €5 una operacion gue tiene por
ohjetn convertir la ecuacion propuesta en otra equivalente
de términos enteros.

Para guitar lns denominadores de una ecuacion. se mul-
tiplica cada término por el producto d= todos los denomina-
dores; Io que se consique muitiplicando el numerador de cada
Jraccion por el producto de los denominadores de las demds,
Y los términos enteros por el products de todos los denomi-
aadores.

Si estos son monomios y tienen factores comunes, se mul-
iplica cada término de la ecuacion por el minimo comun
multiplo de los denominadores.

EieyprLos.

1.° Sea la ecuacion
5 2 @

TR Bt

Para quitar sus denominadorés debemos multiplicar por

; Al : o :
42 cada término; pero una fraceion T por ejemplo, se

multiplica por 42, multiplicando el numerador por 6,. pro-
ducto de los denominadores de las demas, y prescindiendo
del denominador; lo mismo puede decirse de las demas frac-
ciones. Operando asi se ohtiene

30z — 28z--84 — 126 — 21z.

2. BSea la ecuacion
aw b /oA /]
T REER e
El minimo comun mltiplo de los denominadores es
360*4%; multiplicando todos los términos por esta cantidad,
resulta
30°% — 6a07x - 360°0%c = 4ab% - 20°.




CAPITULO SEGUNDO.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE PRIMER
GRADO CON UNA INCOGNITA,

68. Para resolver una ecuacion de primer grado con ung
incdgnita, se quitan demominadores, se e feetiian las opera-
cilones z'miicrr.gﬂ.s‘, se hace la trasposicion, reuniendo en el
primer miemdro los términos desconocidos, se 1educen los
terminos semejantes, se saca la incdgnita por Tactor comun,
si entra en dos o mas términos, y ‘se_despeja o incignitd,
para I cual s divide 2L. sequndn miembro de lu ecuacion,
por.todo ln que mudtiplica & la incdqnita en el primero.

Advertiremos que, con frecuencia, algunas de estas ope- ;
raciones no son necesarias.

EIEMPLOS.

1. Sea la ecuacion
5z z Tz
o et g
Quitando denominadores, resulta
502 — 36042 = 35z - 96.
Haciendo la trasposicion, tendremos
502 442 — 35z = 96 - 360.
De donde, redueiendo,
192 = 456,

5

;;despejando
&= = 6 z=24
g T

Comprobacion.
TLoA N 4 A i
R e R s

2

4
PG
5] a




2.° Resolver 1a ecnuacion
6 4
ThE s el s SR
& 15 20
Siguiendo la reely dada, ehtendremog sucesivamentes
90z — T52 - 150 L 202 5o
W%ﬁﬂ*%nﬁmz-ma
.22 = — 150,

Iste resultado Proviene da haher pasado al primer miem-
bro los términos que contienen g im-.r_'),f;'uim_x-* al segundo los
conoecidos. Podrig evitarse, trasponiendo al segundo miem-
bro los términes en g, Y los conocidos al primero; pero es
mas breve cambiar Jos signos [64], con lo que se obtiene

g f3 150 7
AP =150 e =5

-~

Comprobacion.

4%51——kgigmﬁﬁa+2:2&—3J7:41
+) pas ;
Resolver 1a ecuacion

bz 2 3z 2

BB @ (e —33 *a - 8)
comun multi S ominadores es
— &3); haciéndolos desaparecer, results,
340 (@ 4 4) o R0% (@ — 42) — 18437 12a (¢ — 4);
trasponiendo serg
3407 (0 4 8) & — 1802 — 9433 (@*— 8% — 194 (@—&); 3
de donde . 3
(Ba*FR <= 3apt — 180%) 2= (g — 6) (2635 - 24202 _ 120),
(@ — &) (2a55 ~+ 2a342 124)
3a5 - 3a4v 1842 :
20 (¢ — ) (a2 ~+ ab? — 6)
3 30* (% + a8 —g) 3
W@—90)
342 :

i

¥ por ultimo T =
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CAPITULO TERCERO.

PROBLEMAS QUE PUEDEN SER RESUELTOS
POR MEDIO DE UNA ECUACLQN DEPRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA.

$9. Secun hemos dicho anteriormente [55], la primera
parte de la resolucion de un problema consiste en hallar
peuaciones, que expresen la serie de relaciones que, en el
enunciado; ligan los datos con las incognitas.

Esta primera parte no esti sujeta a reglas fijas, pero se
facilita teniendo en cuenta las observaciones que vamos
4 exponer, primero para los problemas que tienen una sola
incdenita, y despues para aquellos que teniendo varias
pueden resolverse por una sola ecuacion con una incdgnita.

I.—Problemas con una incognita.

70. Para poner en ecuacion estos problemas, son necesa-
rias las siguientes operaciones:

1. Representar (o incdgnita por une letra, generalmen-
te de las ultimas del alfabeto.

2. Investigar las relaciones que ligan los datos con lw
inedgnita. ‘

Bl enunciado del problema contiene una relacion de
igualdad entre dos expresiones, monomios 6 polinomios, que
resultan de la combinacion de datos é incognita, por medio
de las operaciones aritméticas, y que son los miembros de la
gcuacion,

Dicha relacion de igualdad, se encuentra siempre expli-
cita 6 implicitamente en el enunciado. La serie de operacio-
nes indicadas que han de constituir los miembros de la
ecuacion, se hallard tambien en el enunciado, serd una
consecuencia de él, 6 dependerd de algun prinecipio demos-
trado en ofra ciencia.

3.*  Eseribir lo ecuacion.

Representada ya la incégnita por una letra del alfabeto,
y analizada la condicion & que debe satisfacer el valor bus~
cado, se indican las dos series de operaciones que efectuadas
con los datos y la incognita, si esta fuese conocida, darian




resulfados idénticos, 1o que origina la ecuacion del
problema.

Pronrenas,

L°  Hallar un wiimoro tal gue la suma de S tercio y
Su cuarta parte exceda ¢ s mitad en 3 wnidades.

Sea & el mimero huseado: la suma de su tercio y su cuar-

I aZ

ta parte serd —— - ——

3 4

mitad—- debeser 3, luego

~

» ¥ el exceso de esta suma sobre su

nr A &
e T dgT Yo
Resolviendo esta ecuacion, resulta 2 — 36.
Comprolacion.
36 36 - 36

S ——-=3,63=3.

=3,

R Un padre tiens 58 aiins ¥ suhijo 10. ;Cudntos ains
han de trascurrir lasta que (u edad del padre sea triple
de la del kijo?

Sea # el ntimero desconocido de afios. Dentro de z arfios,
el padre tendrg 54 —+  afios, y el hijo 10 —+ x; debiendo ser
la edad del primero tres veces mmayor que la del segundo,

tendremos.
54 + 2 = 3 (10 + ).

Resolviendo esta ecuacion, se encuentra z = 19,

Comprobacion.
94 412 =3 (10 4 12) 6 66 — 6.

3" Un padre tiene 54 aios Y su /iijo 10. ;Cudntos aive
han trascurrido desde que la edad del padre Jué 12 veces
la del kijo?

Sea # la incégnita. Hace zafios el padre tenia 54—z afios,
¥ el hijo 10 — z; debiendo ser la edad del primero 12 veces
mayor que la del segundo, tendremos

04 — 2=12(10 — a).

Resolviendo la ecuacion, hallamos o — 6.

Comprobacion.
94 —6=12 (10 — 6) 6 48 = 48,
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4.° T'res caiios pueden llenar un estangue, el primero en
35 horas, el sequudo en 45, y #l tercero en 63; silos tres
caios se abren al mismo tiempo, jen cudntas horas se llenard
el estangue?

Sea @ este numero de horas. La relacion de igualdad en
este problema es que la parte que llena el primer cafio en
horas, mas las que llenan el segundo y tercero en el mismo
tiempo, es igual 4 la capacidad total del estanque, que
representaremos por 1.

Ahora bien, si el primer cafio llena por si solo el estan-
que cn 35 horas, en & horas llenard una parte representada

@
por ——.

Igualmente, las partes que llenan los otros dos ecaiios

z ey
TR uego
@ z =z

35 ry 45 2 63 e
Resolviendo esta ecuacion, resulta z =15.
Comprobacion.

£ g £
Suade a M g fey g
35 45 63

5.°  Un cano puede llenar un estangue en 4 horas, y dos
orificios pueden vaciario, el primero en 24 horas y el sequn-
doen 8; si los orificios se abren al mismo tiempo que el
caio, jen cudntas horas se llenara el estangue? :

Sea @ el niimero pedido. Es claro que, representando por

1 la capacidad del estanque, el cafio arroja en # horas un

7
estardn representadas por ——

voliimen de agua representado por T,ylos orificios vacian

partes representadas por —;’i— ¥ —':;- luego la ecuacion del
problema es
@ L z
-+ 24 8
Resolviéndola resulta @ = 12.
Comprobacion.

_13.__1_2_.__1.83.,";1,61:1;

ik
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II—.Problemas con varias incognitas.

71. Cuando son varias las incégnitas de un problema,
existen diferentes relaciones de igualdad, que dan lugar
4 otras tantas ecuaciones. Sin embargo, con frecuencia
sucede que una de las incégnitas se halla enlazada con las
demas, mediante relaciones tan sencillas, que econocida
aquella se deducen inmediatamente éstas. En tal caso el
problema puete resolverse con ventaja, empleando una séla
ecuacion.

Para obtenerla se observardn las siguientes reglas:

1. Distinguir os dados de las incognitas.

En muchos casos el enunciado indica claramente esta
distincion, pero ofras veces existen condiciones gne, exami-
nadas atentamente, disminuyen el numero aparente de in-
cognitas.

2" Investigar las relaciones que ligan los datos con las
LnCOGNItas.

Un exdamen atento del enunciado hara distinguir, en ge-
neral, tantas relaciones de igualdad como ineégnitas. Una de
estas relaciones servird para obtener la ecuacion con una
incognita del problema, y las demds para determinar las in-
cognitas restantes. Se elegird para incdgnita de la ecuacion
la que,. suponiéndola conocida,” econduciria mas ficilmente
al conocimiento de las demas, yse representard poruna letra.

3.'  Escribir la ecuacion.

Representada la incognita principal por una letra, se ex-
Presard cada una de las incognitas que deban entrar en uno
u otro miembro de la ecuacion, por la serie de operaciones
indicadas que determinaria su valor, si la incégnita princi-
pal fuese conocida.

Por uliimo, se obtendrd la ecuacion del problema indi-
cando con los dafos y las/ineégnitas, representadas en la for-
ma expuesta, las dos series de operaciones que en virtud de
la relacion elegida al efecto, darian resultados idénticos, si
los valores de las incdgnitas fuesen conocidos.

PROBLEMAS.

6." Distribuir5324pesetas entre dos personas, de modo gue
la parte de la sequnda sea el triplo de la parte de la primera.
Las inc6gnitas de este problema estdn ligadas entre si y
con los dafos por dos relaciones: 1." la suma de las dos partes
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es igual 4 5324; 2.' la parte segunda es triple de la parte
primera.

Sea  esta parte; la segunda estard representada por 3z,
y en virtud de la, primera relacion, sera,

x| 3r = 5324,
de donde p==113313
La segunda parte es 3 X 1331 = 3993.
Comprobacion.
1331 —+ 3993 = 5324.
we  Dividir el nimero 420 en tres partes, tales que la pri-
mera esté con la sequnda en la relacion 9 : 5, y que la ter-
corn sea mitad de lo suma de las otras dos.

Tres relaciones ligan en este problema las incognitas con
los datos: 1.* la suma de las tres partes es 420; 2. las partes
primera y segunda son entre si como 9 : 5; 3." la ultima
parte es mitad de la suma de las otras dos.

1 L ; 1
Iista relacion manifiesta que la parte fercera es 5 de420,

6 sea 140, lo que reduce & dos las incognitas.

Si representamos por # la primera parte, la segunda lo
estara por 420 — 140 — #, 6 sea 280 — #, y en virtud de la
segunda relacion, tendremos «

z 280 — #
9 ) :
de donde 2 —= 180.

La segunda parte seré 280 — 180 = 100.

85 Un padre dispuso en su testamento gue, del capital
que dejaba, recibiese el hijo mayor 1000 duros, y la sexta
parte del resto; el sequndo 2000 duros, y la sexta parte del
resto; el tercero 3000 duros y la sexta parte d°L resto, y asi
sucesivamente. Hechas las partes, se vid gue todas eran 1qui-
les. 3 Cudnto importaba la herencia tamz cudnto la parte de
cada hijo, y cuantos eran estos?

Es claro que si conociésemos la herencia total, se obten-
dria fAcilmente la parte del primer hijo, y por consiguiente
las demas; dividiendo despues dicha herencia por una de las
partes, el cociente seria el niumero de hijos.

Tomaremos, pues, por incognita la herencia total, y la
representaremos por &. 4 :




Separando 1000 duros para el primer hijo, el resto es
2 — 1000, yila parte que corresponde & aquel serd

@ — 100 5 '
1000 + ..Hw: O sea LOUOT_{_.J__
)
Deducida la parte del primer hijo, y ademds 2000 duros
para el segundo, el resto es
50 ; 5 —
ki 5000 + 2 __ 2000, 6 Sea % ?7000
6 6
luego la parte del segundo hijo es
5z — 17000 . 95000 4 Sz
————, 0 bien ————.
2000 - 3 ien 5
Pero, segun el enunciado del problema, las partes del
primer hijo y del segundo son iguales, luego tenemos la

ecuacion

’

500042 55000 4- 5
. R e 36
Resolviéndola se encuentra # = 25000 duros.
500025000

La parte del primer hijo serd i e 5000 du-

ros, v el niumero de hijos 2?-@0— 5
¥ ol

Comprobacion.

5000425000 55000125000
6 i 36
Para comprobar 1as partes de los hijos, diremos:
al primero corresponden. . . . . .35000 duros

Al SeRTAS DR 6_ Ll S ALY
25000 — 13000
6
25000 — 19000
3
25000 — 25000
6

6 5000 = 5000.

= 5000

al tercero.. 3000 4

= 5000

al enarto... 4000 4

= 5000

al gquinto.. 5000 4~
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11X.—Problemas generales,

w9, 1.° La edad de un padre es a aios y Lo de su hijo bs
2 Cudntos @iios han de trascurriv pare que la edad del padre
sea m veces mayor que la ded liijo?
Si llamamos @ & este nimero de afios, la ecuacion serd
a4z =m (04 2).
Resolviéndola, tendremos
@ — bm
m—1
Caso particular. Si hacemos ¢ = 54, b=10,m =3, la
férmula anterior resuelve el problema 2.° del nimero 70.
En efecto, &= i 3 101' B 12.
9° Laedad de un padre es a aios y la de suhijo b.
; Cudntos aiios han trascurrido desde que la edad del padre
fué m veces mayor que la del lijo?
Si llamamos # 4_este niimero de afios, la ecuacion sera
a—z=mb—a).
Resolviéndola, tendremos
__ tm—a
g
Caso particular. Si hacemos & = 54, §=10,m=12,
1a formula anterior resuelve el problema 3° del ntimera 70.

10.12 — 54
v — ———— . Ue
En efecto, z B—1 =6
3.°  T'res caiios pueden llenar un estangue, el primero en
a horas, el sequndo en b horas, y el tercero en ¢ horas; st los
tres cafios se abren al mismo tiempo, jen cudnias horas se
llenara el estangue? :
EiSem & este niumero de horas. La ecuacion del problema
ser

i

B B i
*E'-E-—é—-l--—c— =Sl

Resolviéndola, tendremos

e abe
T ac4te
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Caso particular. Sihacemos @ = 35, 5 = 45, ¢ — 63, 1a
férmula anterior resuelve el problema 4.° del niimero 70.
35 .45 . 63 3
V s =l:l'e)s
Enelooh, @ e s b
4.° Un caiio puede llenar un estangue en a horas, y dos
orificios pueden-vaciarlo, el primero en b horas, y el sequudo
en © horas; si los orificios se abren al misma tiempo que el
caio, jen cudntas horas se llenard el estangue?
Sea  este numero de horas.

La ecuacion del problema serd

Resolviéndola, tendremos

abe
: be—ac—ab ’

Caso particular. Si hacemos ¢ =4, =24, ¢ =38, la
formula anterior resuelve el problema 5.° del niumero 70.

"4.24. 8
En efecto, #z—= SELiE B =12,

5. Un padre dispuso en su testamento que, del capital
que dejaba, recibiese el hijo mayor a duros y la n¥me parte
del resto; el sequndo 2a dwros y lan #ma parte del resto; el
dercero 3a duros y la n¥m parte del resto, y asi sucesiva-
mente. Hechas las partes se vid que todas eran iguales.
i Cudnto importaba la herencia total, cuanto la parte de
cada hijo, y cudntos eran estos?

Sea  la herencia total. La parte del primer hijo serd.
z—a
@+ R e
Deduciendo de la herencia total la parte del primer hijo,
Y ademds la cantidad 2z para el segundo, el resto es
— ; ne — & 4+ a — 3an
a:-—a——m—w-——Qa,éblen : = s
n < n
luego la parte del segundo hijo es
e — & -+ ¢ — 3an
2a :
3 ol
Pero, segun el enunciado del problema, las partes del

U

i
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primer hijo y del segundo son iguales, luego tenemos
ecuacion

T—0a
o+ =ut

ne — & -+ a — 3an
nt i

Restando @ de los dos miembros se convierte en

T = ne — 24 a—3an
:(E—l—— -,

N n:

Quitando denominadores resulta
e — an = an® Snz — z 4 o — 3an,
trasponiendo
ne — e -+ & = an -+ an -+ a — 3an,
reduciendo
7 — ant—2an +a, 6 ¢ =a (n* — 2+ 1);

pero w— 2 1= (n—1)7%

luego z=a n—1)>2

La parte del hijo mayor se obfendrd sustituyendo, en
Z—a ; ;
a -+ i la incégnita @ por @ (n — 1)*; de este modo
obtendremos
an:—2an+a¢ — @ an® — an
a e
+ n N

Las demés partes son tambien iguales 4 @ (# — 1), segun
el enunciado del problema.

Por 1iltimo, el niimero de hijos es
an—1)7*
a(n—1)

Caso particular. Sihacemos ¢ = 1000, » = 6, las fér-
mulas obtenidas resuelven el problema 8.° del niimero 71.

En efecto, # = 1000 (6 — 1)* = 25000 duros.
La parte de cada hijo es 1000 (6 — 1) = 5000 duros.
El ntimero de hijos 6 — 1 = 5. ;

=a(n—1).

=n—1.




CAPITULO CUARTO.

DISCUSION DE LAS ECUACIONES Y PROBLEMAS DE
PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA.— INTERPRE-
TACION DE LAS SOLUCIONES NEGATIVAS.—GENERA -
LIZACION DE LAS FORMULAS POR MEDIO DE LAS
CANTIDADES NEGATIVAS,

XI.—Discusion de las ecuaciones Y problemas de primer grado
con una iggégnita,

73. Toda ecuacion de primer grado, despues de quitar
denominadores, efectuar las operaciones indicadas, hacer la
trasposicion y la reduccion, adquiere la forma general

Ad =R
donde 4 es el resaltado de reducir los coeficientes de z 4 un
solo nimero, y 2 el de reducir los términos conocidos,

Si despues ‘de efectuar 1a trasposicion, los términos en
¥ los conocidos son todos aditivos, la reduccion de todos ellos
10 ofrece ninguna dificultad; pero comunmente unos son
aditivos y otros sustractivos, ya en ambos miembros, ya en
uno sélo de ellos; representando por @ la suma de los coefi-
clentes positivos y por & la de los negativos, el coeficiente
deé z sers,

a—b;
pero al asignar valores particulares 4 @ Y &, pueden ocurrir
tres casos: ¢ >4, g << b, 0 =0.

Si @ > 0, la diferencia @ — & es positiva.

Si @ < b, 1a sustraceion g — 4 no puede efectuarse.

Si @ = 4, la diferencia @ — 4 s cero.

Fn el segundo caso, suponiendo que @ vale 8, y 413, la

diferencia es
8 —13=8-—-8—_5,

Y reduciendo

y o 8—13 =—5, cantidad negativa.
Luego 4 puede seruna cantidad positiva, negativa &

nula, € igualmente B; por consiguiente la ecuacion
A% = B puede adquirir una de estas formas

A =D, dg=— 5, — A =B, =g By

I
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Az =0,0Xe=B,0X2z=0,
donde 4 y B son niumeros absolutos.
Los respectivos valores de & son
LUy a e 1B — B
b ST aIy — A’

R
4 A

5 & =
0
i

;’g-—--_gﬁ .3-—1 ==
T e L

B — B ¢ ‘
Los valores i e reducen al primero, pues
P e Ul
cambiando los signos-en la ecuacion — 4.2 = — B, se
convierte en 4z = B.
Si efectuamos la division de cantidades monomias nega-
tivas, por la regla de los signos demostrada exclusivamente

para Ia division de polinomios, las expresiones & =

B

i f , se reducen 4 una séla: = — I

e

Por consiguiente, los valores que debemos gxaminar son.
B B B 0

= = —— & =—5 =, =—
A ; 0 0

74. SOLUCION POSITIVA, & = e
)

Esta solucion verifica siempre la ecuacion del problema,
pues si en 4@ = B damos & & su valor, resulta

B
A R G B, 6 B=B;
y sabemos que la ecuacion 4z = By la propuesta tienen
iguales soluciones. ]

1A ! B AR
Puede ocurrir, sin embargo, que swndo—A— solucion de

la ecuacion, no lo sea del problema. Esto s6lo sucederd
cuando 1a solucion del problema deba estar sujeta & condi-
ciones no expresables algebrdicamente.

Sea, por ejemplo, el siguiente problema.

Prequntado wn padre sobre el wikmero de sus hijos,
respondid: el wimero de hembras. es triple- delde varones,’y
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Si @ dste se atade la mitad de aguel, la suma es igual & 8.
i Cuantos hijos tenia?

Llamando 2 al ntimero de hijos varones, el de hembras
es 3z, y la ecuacion del problema sers

x —HT: =28

1 o :
de donde # = 3 —, valor que verifica la ecuacion, pero no
D]

es solucion del problema, puesto que la naturaleza de éste
exige que  sea Un numero entero.

2 0
75. SOLUCION CERO, & — T
Si en la ecuacion 4z — B, se reduce 4 cero el segundo
miembro, y el primero adquiere un valor diferente de cero,
la ecuacion se convierte en Az =0, y esevidente que el
Uinico valor de @ que la convierte en identidad. es z — 0.

B
76. SoLuctoN INENITO, % — s

Si A4 es cero y B adquiere un valor cualquiera, la ecua-
cion Az = B se convierte en 0 X& =28, yel valor de z
debe ser tal, que multiplicado por cero dé 5 pero como to-
do nimero multiplicado por cero dd cero, la ecuacion es
absurda y el problema imposible.

Propongdmonos interpretar la significacion de un que-
brado, cuyo denominador es cero, sin que lo sea el nu-
merador.

L]
: a .
Sien el quebrado - bermanece el mismo numerador y

disminuye el denominador, la fraccion aumenta: si el deno-
minador se hace 10, 100, 1000 veces menor, la fraccion serd

10, 100, 1000 veces mayor que -—;—; se concibe, pues, que
haciendo el denominador 4 suficientemente pequeno,llegard

la fraccion 4 tener un valor tan grande como queramos, y
que si el denominador disminuye hasta cero, la fraceion ad-
quiere un valor mayor que cualquiera cantidad asigmable, 6

o finito.
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Lo ‘
La fraccion e es, pues, un simbolo que representa el

wnfinito. ' 3 .
Este valor infinito se expresa por el signo oo; asl escri-
biremos
a
—_— —— 00,
0
0

77.  SoLUCION INDETERMINADA, & = 5

Si en la ecuacion Ar — B, A y B se convierten en cero,
sera 0 X 2 — 0, y es evidente que cualquier valor de # mul-
tiplicado por cero, di cero por producto; luego la incognita

A w70 ; {
tiene infinidad de valores, y la fraccion i simbolo de un-
determinacion.

4 - a1 0
Sin embargo, una fraccion puede adquirir la forma, <

y tener un valor determinado.
Sea la fraceion
a*— O
a@—0)
Si los valores numéricos de @ y & son iguales, se convier-

0 ; : DT
te en o0 pero si antes de hacer dicha sustitucion, observa-

mos que los dos términos son divisibles por @ — &, y supri-
mimos este factor comun, la fraccion se convierte en

a-+ 0
a 2
y suponiendo @ = 4, adquiere el valor determinado
20

a@

0 ;
Bl va.lor—o— es debido, en este caso, al factor comun

a — & que, convirtiéndose en cero por la hipétesis @ = b,
anula los dos términos del quebrado.

Luego, para hallar el verdadero valor de una JSraccion
que, en virtud de cierta ipdtesis, se presenta bajo o Jorma

!
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0 - . 0 - . ’ -
ol es necesario examinar si existe en los dos erminos ql-

gun factor comun, que se convierta en cero por- dicha hipo-
zesvs, y suprimirio; si hecha la hipitesis en la Jraccion que

: ; 0 ) ; :
yesulte, se obliene tambien i i volveremos @& examingr si

existe alyun otro factor comun, que se Suprimirdg igualmen-
te. Continuando de este modo, se lleqard @ obtener un valoy
determinado, ¢ una Jraccion irveducidle, en cUYo caso, si

/ 0 L ;
todavia toma la fm'mrr,-o—, sera indeterminado su valor.
Ljemplo. Sea la fraccion
> — 20*) 4+ a?
@) — 2l + §
: : 0 EV
Haciendo @ = J se convierte en o pero suprimiendo el

factor @ — &, comun 4 sus dos términos [37], se reduce 4
a — ab '
ab— 32’

x g : ; 0
Haciendo en ésta @ = 4, se convierte tambien en o

i a
pero suprimiendo el factor comun @ — &, resulta g

Por ultimo, haciendo en ésta @=14, se convierte en
R 1, que es el verdadero valor de la fraceion dada, en la

hipdtesis @ = &. '

78. El problema signiente presenta ejemplos de las di-
versas soluciones que Lemos examinado.

LDos méviles parten en el mismo instante de los puntos

A y B, gue distan entre si a metros, y recorren la linea AB,
ambos en la direccion de izguierda & derecha; las velocida.
des respectivas son v y v’ metros por minuto. 34 qué distan-
cia del punto A se encontrarin?

| ! 1
A B E
Es claro que los méviles se encuentran en un punto E

U ;

B S A T e DA e M b b P PR T

o7 IR,
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sitnado & la derechade.B. Llamando # & la distancia AL del
punto A al de encuentro I, el primer movil recorrerd esta
distancia mientras el segundo recorre BE, que puede re-
presentarse por & — Caaa By ) ;

Puesto que el primer movil recorre en un minuto » me-

x X
tros, para recorrer # metros empleard e minutos; y el

segundo movil, que recorre »' metros por minuto, emplears
en recorrer la distancia # — @ un numero de minutos res

& — ; . 4
presentado por ——- Pero los moviles parten en el mis-

mo instante de A y B respectivamente, luego los tiempos
que emplean en llggar al puntodeencuentro £, son iguales.
La ecuacion del problema es por consiguiente
x z2—a

e

De la que se deduce

2@
T=—.
‘ p—

Discutamos ahora esta férmula, esto es, examinemos los
valores que adquiere la incégnita, en virtud de ciertas hipé-
tesis hechas sobre los valores de los daftos, ¥ si aquellos va-
lores estin de acuerdo con las circunstancias de la.cuestion.

1. Supongamos » > 7'
Lin esta hipétesis, el valor de z es positivo; el denomina-~

v f
dor » — 2’ es menor que ?, 5 es mayor que la unidad,

y el valor de @ !
20 )
p—0 o v—1
sera mayor que a.

Lo que nos dice que 10s méviles se encuentran 4 la dere-
cha del punto B. Este resultado estd de acuerdo con las
condiciones de la cuestion, pues es evidente que siendo la
velocidad del mévil que parte de A mayor que la del otro,
la distancia que los separa disminuird & cada momento, y se
encontrardn mas alld del punto 5.

Por otra parte, si » disminuye, los términos de la fraccion
disminuyen al mismo tiempo; para saber en qué

‘O'
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sentido varfa la fraccion, dividiremos por # sus dos términos .
¥ obtendremos
a

e o

[ AN

(]

; S e
Ahora se vé que si disminuye », la fraccion —p 2umenta,

I

: 5 v AN
la diferencia 1 — o disminuye, y por tanto el valor de

aumenta. La formula manifiesta, segun esto, que el punto
de encuentro se aleja de A 4 medida que disminuye la velo-
cidad del primer mévil, lo que es evidente.
Si suponemos ¢ = 0, el valor de = serd
2 X0
H H— X — = O,
v —u
lo que nos dice que el encuentro de los méviles se verifica
en el mismo punto de partida, como sucede efectivamente:
Por consiguiente el valor cero, que en este caso adquiere la
1neognita, es solucion del problema.
2. Supongamos » = »'.
: an
El valor de & se presenta en este easo bajo la forma G

Este valor manifiesta que la ecuacion es apsurda, por consi-
guiente el problema lo es tambien.
Y en efecto: 1a ecuacion, en la hipétesis » = v', se con«
vierte en
T-—q :

v v
Y es claro que dos fracciones de igual denominador y nume-
radores diferentes, no pueden ser iguales. En cuanto al
Problema, encierra una condicion imposible de satisfacer,
pues si entre A y B media una distancia @, y los moviles
caminan con igual velocidad, nunca se encontraran.

La expresionﬁ ha sido admitida anteriormente {76]

como simbolo del infinito; Por consiguiente diremos que. el
valor de # es infinito, esto es, que los méviles se encuentran
4 una distancia infinita del punto A, ¢ que no se en-
cuentran.
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Si ademds de ser » = »’, suponemos ¢ = 0, el valor de

0 3 av . :
% 85 (> ¥ COMID la fraceion ————— no tiene ningun fac-
D — 0

tor comun 4 sus dos términos, deduciremos que-el valor de
a es indeterminado; lo que estd conforme con las condicio-
nes de la cuestion, pues si &= 0, los méviles parten del
mismo punto con igual velocidad, luego el encuentro se
verifica 4 todas las distancias del punto A.
La ecuacion del problema se convierte en
@ x

?

» 2
y queda satisfecha por todas los valores que se asigne 4 .

1L —Interpretacion de las expresiones negativas, cuando se
presentlan como soluciones.

%9. La edad de un padre es a afios, y la de su lhijo b.
; Cudntos aiios han de trascurriy para gue Lo edad del pudre
sea m veces mayor que (a del lijo?

Este problema, resuelto ya [72], nos ha dado la ecuacion

a4z =m (b—+2),

a.— b,
m—1
Si la edad del padre es 40 afios, la del hijo 8, y 7 vale 3,
serd

y la férmula -

ek gl e R T

_ 31 g
Supongamos ahora « =40, &= 16, m = 3. Aplicando

la formula & este caso particular, serd

40—16.3 40—48 —8
e ER e T B 2
_Este resultado carece de sentido, puesto que el problema
exige que la solucion sea un numero absoluto; como, por
otra parte, la ecuacion traduce exactamente todas las con-

diciones del problema, debemos deducir que éste no tiene
solucion, 6 que es imposible en el caso particular propuesto.

=—d.
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Esta imposibilidad se hace evidente por medio de 1a

ecuacion, que en el caso que consideramos es
0+4z=3(16 4 a),
6 ; 40 4 = — 48 | 3,

Ecuacion absurda, puesto que cualquiera que sea el
valor de z, siempre el segundo miemhbro serd mayor que el
primero.

Si suponsmos que z pueda ir precedida del signo mas ¢
del menos, la ecuacion

40+4+2=3(16 -+ ),

se trasforma, cambiando el signo de ., en

} 40 — =3 (16 — a):
sustituyendo & por 4, se obtiene la identidad

36 = 36,

lo que manifiesta Aque el valor negativo — 4 es s ucion,
prescindiendo del signo, de la ecuacion que se obtiene cam-
biando en la propuesta el signo de z,

Ahora bien, si aquella ecuacion corresponde # algun
problema analego al Propuesto, 4 serd la solucion del
mismo.

Para averiguarlo, observemos que el primer miembro

40 — 2 representa la edad del padre jace # anos, y el segun-
do 3 (16 — x) es el triplo de la del hijo ace tambien 2 anos;
luego para que el problema i i
ficar su enunciado en el sent e que la época en gque se
veri ficaron las condiciones del LSO, €S PASADA ¥ 70 FUTURA
como-se habia supuesto.

Por manera que el problema serd: ;

La edad del padre es 40 aios, y la de su %ijo 16. ; Cudn-
10s aitos han trascurrido drsde g:&e la edad del padre fud
Zres veces mayor gue la del hijo

Ocupémonos otra vez del problema de los méviles [78].

Segun hemos visto, la ecuacion de este problema es

¥ r—q -
P o P ]
¥ la férmula
@
G 2
D=7
Si suponemos ¢ << %', el denominador de Ia férmula

-
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negativo, y como el numerador es positivo, el valor de 2
sera negativo. Como la ecuacion es la traduccion exacta del
enunciado, coneluiremos que el problema es imposible, en
el caso que consideramos.

1 I 1
A B E

Se ve, en efecto, que si la velocidad del mévil A es me-
‘nor que la del B, no es posible el encuentro marchando en
la direccion AB, como expresamente exige el enunciado.
Para saber & qué problema anilogo corresponde la solu-
cion obtenida, prescindiendo del sigmo, pondremos en la
ecuacion — & en lugar de x, y se convertird en
== —_r—a

v ?
cambiando los signos serd
T z—+a

v »
El numerador # 4+ @ es la distancia que recorre el mévil

’ ’

7] -

B, luego el encuentro se verifica 4 la izquierdade A, y el
problema modificado es el siguiente:
Dos moviles parten en el mismo instante de A 5/ B, que
0

distan entre si a metros, y recorren la linea BA, amboos en la
direccionDEDERECHA & 1Z0UIERDA; Jas velocidades respectivasete.
; : 4 D@
. El valor de @ se obtiene cambiando el signo de e 2
sera pues
Lilia
o —v

Este mismo resultado se obtiene resolviendo directamen-

te el problema modificado.

80. En general ‘

1> Elvalor negativo de la incdgnita, en una ecuacion de
primer grado, indic@ que no existe ningun nUmMero absoluto
capaz de convertir ésta en identidad; y gque st la ecuacion
traduce evactamente las condiciones del enunciado, el pro-
dlema es imposible.

En efecto: la ecuacion final 4z = B procede de efectuar
con la propuesta diversas trasformaciones , que originan
siempre ecuaciones lequwa]Lent‘e-s & la primera [62,65];s1 pues

Y i

(G}
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A% = B o puede quedar satisfecha por ningun valor abso-
luto de @, esto es, por ningun valor independiente de los sig-
nos Mas y menos, tampoco la propuesta podra quedar satis-
fecha por ningun valor absoluto de #; y el problema sers
imposible, puesto que el valor negativo de la inedgnita
carece de sentido.

2. Kl valor neqativo de la incdgnita, en una ecuacion de
primer grado, es solucion, st se prescinde ded signo, de [
ecuacion que resulta poniendo — x en lugar de x en la pro-
puesta; por consiguiente dicho valor, tomado en absoluto,
podra considerarse como solucion de un problema andlogo al
prapuesto, cuyo envnciado-se obtiene traduciendo Jielimentz
al L nguaje vulgar Lo ecuacion trasformada.

En efecto: la ecuacion propuesta, despues de quitar deno-
minadores, efectuar las operaciones indicadas, trasponer y
reducir, habrd tomado una de estas formas

— Az = B, Az =—B.

Si en dicha ecuacion’ ponemos — z en lugar de z, y re-
petimios las mencionadas operaciones, que se reducen 4 las
tfundamentales, obtendremos [42]

An= B, —Ap="=F,
que se reducen, cambiando los signos en la segunda, 4
Az =B,

El valor de # en la ecuacion propuesta es — -ﬁ;, ¥y este

A : B !
valor, prescindiendo del signo, esto es s es la solucion de

la ecuacion trasformada 4z = B, luego la proposicion
enunciada es cierta. :
8l. Pongamos—=z en lugarde % en la ecuacion —Az=2F,
y se convertird en — 4 X — & = B; sustituyamos ahora z
por Y la expresion que resulta
e

"_AX_TZ

serd una identidad, segun acabamos de demostrar.
. Pero, poner — @ en lugar de # en una ecuacion'y susti-

tuir despues & por A da el mismo resultado ggie ponér
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B : 3
desde luego — T en vez de #; y como el primer procedi-
e

miento convierte la ecuacion en una identidad, la sustitucion

de & por — o hard idénticos los dos miembros de la ecua-

cion. :
Asi, la ecuacion
40 +z = 3 (16 -+ @),

se convierte, sustituyendo & por — 4, en la identidad
40 — 4 =3 (16 — 4) 6 36 = 36.

Si convenimos, pues, en llamar solueion de una ecuacion
4 toda cantidad literal 6 numérica, carezca 6 no de sentido,
que puesta en vez de la incégnita, y con arreglo al 2.” con-
venio del numero 38, convierta la ecuacion en identidad, eZ
valor negativo de Una incdgnite podrd, considerarse como
solucion de la ecuacion.

8. i en una ecuacion literal de primer grado con Un
incdgnita se cambian (0s sigios de una 6 mas letras, (@ for-
amuda que resuelve la primera. ecuacion pesuedve tambien lo
sequnda, con solo cambiar Los signos de las mismas (etras en
dicha formula.

Siendo la formula el resultado de efectuar una serie de
operaciones fundamentales con los dos miembros de la ecua-
cion, esta proposicion es consecuencia cierta de la enuncia-
da en el numero 40.

93. Hasta ahora hemos supuesto que el enunciado del
problema no presenta cireunstancias dudosas, y que la ecua-
cion es, por consiguiente, la traduccion exacta de aquel: en
tal caso, hemos visto que la solueion negativa indica la im-
posibilidad de resolver el problema tal como se ha enuncia-
do; pero ocurre con frecuencia que las condiciones dejan
alguna circunstancia indeterminada, y al escribir la ecua-
cion nos.vemos obligados 4 hacer una hipotesis arbitraria. Si
enténees obtenemos una solucion negativa, 7zo deduciremos
inmediatamente la imposibilidad del problema, sino que en-
sayaremos si haciendo otra hip6tesis, serd positivo el valor
de la incégnita. j

Para presentar un ejemplo, que aclare estas considera-
ciones, supongamos que en el problema de los moviles, no
partan éstos al mismo tiempo de A y B, sino que moviéndose
desde un tiempo indefinido en la direccion AB, pasen uno




por A v otro por B en el mismo instante, v tratemes de ave-
riguar 4 que distancia del punto A se verifica el encuentro.

| 1 [
A B K
Enunciado asi el problema, no podemos determinar desde
Juego si el punto de encuentro estd & la izquierda de A 6 4

la derecha de B, y para escribir la ecuacion tenemos que
hacer una hipodtesis arbitraria sobre la situacion de dicho

punto. :
Suponiendo que el encuentro se verifique 4 la derecha de

B, la ecuacion es

y la férmula

Si» <2’ el valor de « es negativo; dntes de afirmar que
el problema es imposible, supondremos que el encuentro se

verifique 4 la izquierda del punto A.
En esta hipdtesis la ecuacion es
e
T e
que se diferencia de la anterior en el signo de @; para obte-
ner la formula no es necesario repetir los cdlculos, pues
basta [82] cambiar el signo de ¢ en la obtenida anteriormen-

te; asi resulta

2

—oa 8
—_— 0 T=—
D=0 Vi

Si» < 2, el valor de @ es ahora positivo; luego el pro-
blema es posible, el encuentro se verifica & la izquierda de
A, y la solucion negativa fué debida & una hipétesis falsa,
hecha al poner el problema en ecuacion.

Vemos, pues, que si e/ enunciado de un problema presen-
ta cireunstancias dudosas, la solucion negativa ;uede prove-
iy de una fipotesis falsa, hecha al eseribir lo ecuacion,
sobre el sentido en que deben ser contadas ciertas cantidades,
que se han supuesto aditivas debiendo ser sustractivas, ¢ al
contrario. Guando esto sucedq debemos exqmingr si haciendo

=
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oty hindtesis, adgquiere la incdgnila un walor positivo, d §i
todas Z:.s' Lipatesis posibles dan valores neqativos: en el pri-
mer caso, el valor positivo hallado es la solucion del proble-
ma; en el sequndo, podremos afirmar que el praélgma no
tiene solucion.

.

1IT.—Generalizacion de l1as formulas por medio de las canli-
dades negativas.

84. Las formulas que se obtienen resolviendo un proble-
ma general, no solo se aplican 4 todos los casos particulares
del mismo, sino que ademds convienen 4 otros problemas
generales, cuyos enunciados se diferencian del problema
propuesto en el sentido de algunas cantidades, que en éste
son aditivas y en aquel sustractivas, y reciprocamente.

Para cerciorarnos de ello, volvamos & considerar el pro-
blema siguiente:

Tres caiios pueden Uenar un estangre, el primero en a
horas, el sequndo en b horas y el tercero en ¢ hovas; si las
tres caiios se abren al mismo Liempo, ifn cugntas horas 56
lenard el estangue?

La ecuacion sabemos que es [72]
R @
SR e

y la formula E
abe
ab+ac—+ b’

Supongamos ahora que se quiere resolver este otro pro=
blema:

Un cafio puede llenar un estangue en a horas, § dos ori-
Jicios pueden vaciario, el primero en b lorasy el sequndo en
© horas; i los orificios se abren al mismo tiempo que el caio,
jen cudntas horas se llenard el estanque?

La tnica diferencia entre la ecuacion de este problema y

T =

la del anterior, consiste evidentemente en que —= 3 === re-

presentan cantidades que deben restarse de i;—-, por consi-
guiente, cambiando el signo de las mismas se obtendré la
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ecuacion del problema; y haciendo el mismo cambio en Ia
formula del anterior, tendremos la formula del actual.

Para que -~ y < cambien de signo, 'sin alterar los
) ¢ o

demds términos de la ecuacion, cambiaremos los signos de &
¥ ¢, obteniendo asi

Ecuacion

Férmula 2 —

¢.—db+a.—c+—b.—¢
efectuando ahora las operaciones por las reglas que, para
monomios negativos aislados, hemos convenido en admitir,
resulta : )

Ecuacion

Formula g——— -
be — ac — ab

Resolviendo directamente el problema, obtuvimos [72,4°]
los mismos resultados.

Los problemas generales 1.° y 2.° del numero 72, se re-
suelven tambien por medio de una sola ecuacion Yy una
formula.

En efecto: el primero di6 la ecuacion

e+ @ =m (b -+ @),
.¥ la férmula
@ — bm
m—1
Si suponemos que @ es cantidad positiva, la ecuacion y la
férmula corresponden al primer problema: pero suponiendo
que Z es cantidad negativa, dichas expresiones convendran
al segundo.
Asi, sustituyendo @ por — 2, serd
¢—&=mb—zx),
a— bm i —
—_— = 'y 6 x= —_—
w— 1 m—1

E1 mismo resultado obtuvimos resolviendo directamente
* el problema. :
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Clonsideremos, €omo ultimo ejemplo, el problema si=

guiente.

Dos miviles recorren o linea AB, y pasan o el mismo
instante uno por A v el otro por B. La distancia entre Ay B
es a metros, (o velocidad del primer movil es v metros por
minuto, y la del sequndo ' meros. 54 qué distancia del
punto A se encontrardn?

1 1 | 1 1
B A Hicsab E

Tres casos debemos considerar:
1.° Que los moviles sigan la misma direccion AB.
9.° (Que sigan la misma direccion BA.
3.0 Que sigan direcciones opuestas. :
En el primer caso, suponiendo que el punto de encuentro
se halle en E, la ecuacion es
-—j—-s w;—a , y la férmula 2= vf"a’ -
En el segundo caso, suponiendo que el punto de encuen-
tro se halle en I, la ecuacion es
z R av

— = ——,ylaformula %= -5 ;
7 D o — P

Tin el tercer caso, el encuentro se verifiea entre A y B: la

ecuacion es i
(e A ,m,ylaférmula. Z— 42 —.
v ) s )

Vemos, pues, que para comprender todos 1os casos, nece=
sitamos tres ecuaciones y tres formulas; sin embargo, la pri-
mera ecuacion y su férmula respéctiva son aplicables 4 todos
los casos, si cambiamos convenientemente algunos signos.

En el segundo caso, la distancia de B al punto de encuen-
tro B’ estd representada por -+ a; luego la primera ecua-
cion se aplicard & este caso cambiando el signo de @. Pero
sabemos [82] que si enla eciiacion se cambia el signo de @,
1a formula sufre igual alteracion; luego en el segundo caso
tendremos :

— av av

9 S

$= L} /
v — v —0
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En el *ercer caso, Ia distancia de B al punto de encuen-
tro B, est4 representada Por ¢ — a; luego la primera ecug-
cion se aplicard 4 este caso cambiando el signo del numera-
dor  — a; pero igual resultado obtendremos cambiando el
signo del denominador ', por consiguiente la ecuagion del
tercer caso serd,

& T—a 6 & (=

r 1

v — D /) D

cambiando el signo de o en la primera férmula, tendremos
la del tercer caso :

.
’ 2

an
249 °

85. El grado de generalidad que adquieren las férmulas
Por el cambio de signos, se obtiene tambien por otro medio.

Observemos, ante todo, que existen cantidades suscepti~
b}es de contarse en dos sentidos directamente opuestos: las
distancias sobre una recta AB pueden ser recorridas en la di-
Tecclon AB y en la opuesta BA, los tiempos pueden ser ante-
riores ¢ posteriores 4 un momento dado, los capitales pueden
contarse como ganancias ¢ como pérdidas ete.

Si un numero m representa una distancia, un tiempo 6
un capital, se ha convenido.en anteponerle uno de los sig-
10s mas y menos, para que ademas exprese el modo de ser de
dichas cantidades.

Por ejemplo, si 4 m representa una distancia recorrida
en la direccion AB, otra distancia igual, pero contada en el
sentido BA, se representa por — ; si un tiempo posterior &
una época dada se expresa por < 20 afos, otro anterior en la,
Tnisma cantidad, se expresars por — 20 afios; si una ganan-
cla de 4000 reales se expresa por +- 4000, una pérdida igual
sera, — 4000. '

Concretandonos al problema de los méviles, convendre-
oS en que # representa indistintamente, en la ecuacion ¥
en la formula del primer caso, —-la distancia del punto A al
}Junto de encuentro, si éste se verifiea 4 la derecha de A, Y=

a distancia mencionada, si el encuentro tiene lugar 4 la iz-
quierda de A. Igualmente, » ¥ ¢’ representan - el espacio
Tecorrido en un minuto por cada mavil, si el movimiento se
verifica en el sentido AB, Y — dicho espacio, si el movi
miento se verifica en la direceion BA. :

&=
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En virtud de este convenio, la ecuacion del primer caso
comprende las otras dos, y la formula
av
x i ts
D— D
se aplicard # todos los casos que puedan presentarse, sustitu-
yendo Z, ¥, o' respectivamente por — &, — ¥, — p', cuando
ias distancias que representan estas cantidades sean recorri-
das por los moviles en la direccion BA.
Asi, en el segundo caso, $& cambiaran los signos de Z, v,
y o', y tendremos -
ﬁ_(z_'l_’_;—’ 6 &= — g <
— o+ ' — 0
In el tercero, cambiando el signo de v’ resulta
av
o+

— =

xr =

EscoLios.

1° Tste procedimiento da siempre resultados exactos;
pero no todas las cantidades concretas tienen dos modos de
existencia directamente contrarios; y ademds no se ha de-
mostrado, de una manera general, la correspondencia entre
dichos modos de existencia y los signos mas y menos.

9.° ' La generalizacion de las formulas no podria lograrse
sin admitir los convenios del nimero 38.

CAPITULO QUINTO.

RESOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DE
PRIMER GRADO CON TANTAS ECUACIONES COMO
INCOGNITAS.

I.—Definiciones.

/86, SISTEMA DE ECUACIONES 68 la reunion de dos 0 mas ecua-
ciomes que deben ser satisfechas por los mismos valores de

las incdgnitas. )
Sovucion de un sistema de ecudciones s la rewnion de -

loves de las incdgnitas que verifican todas las pcuaciones
del sistemd.

A
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87.  Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, euando
tienen las mismas soluciones.

Para demostrar la equivalencia'de dos sistemas, es nece-
sario patentizar que toda solucion del primero es solucion
del segundo, y reciprocamente.

Diremos que un sistema no se altera, cuando se sustituya
por otro equivalente.

88, EvLwinar wna incdgnita entre dos ecuaciones es dedu-
cir una nueva ecuacion que no contenga dicha incdgnita, y
que pueda sustituirse por cualyuiera 'de lus ecuaciones da-
das sin alterar ol sistema.

Métodos de eliminacion son los diversos procedimientos
que pueden emplearse para eliminar una in¢ognita.

II.—Resolucion de un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas.

89. Toda ecuacion con dos incégnitas puede reducirse &
la forma general
ax —+ by = ¢.

Para conseguirlo, basta quitar denominadores, efectuar
las operaciones indicadas, pasar al primer miembro los tér-
minos en # y los en , asi como al segundo los conocidos, y
hacer la reduceion. :

Propongédmonos resolver el sistema de ecuaciones

ar - by = ¢ [1]
ax+by=c [2]-

90.  MFT0D0 DE ELIMINACION POR SUSTITUCION. Despejando Zen
la primera ecuacion, como si la incégnita  fuese conocida,
se obtiene -

- 3
e (3]
sustituyendo este valor de z en la segunda ecuacion, resulta

’ c—4 ’ ’
p) x—T?/_ By = 4].

Demostremos ahora que el sistema propuesto es equiva-
lente al formado con una de las ecuaciones dadas ¥ la ecua-
cion [4], esto es, &

m‘+ by = ¢
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: _f;['?’ Fby=c [4].

En efecto: todo par de valores de x é ¥ que convierta en
identidades las ecuaciones praopuestas, verifica tambien la
ecuacion [3], que es la primera de aquellas en otra forma;
por consiguiente sustituyendo 7 por su valor en la fraceion

al X

6= o obtiene el valor de z; pero la ecuacion [2] difie-

a
et — b
re de la [4] solamente en que  estd sustituida por ¢ P 4133

luego dando & x € ¥ sus valores en la ecuacion [2] y ponien-
do el de % en la [4], se obtendra el mismo resultado; y como
1a ecuacion [2] se econvierte por hipdtesis en una identidad,
la [4] se convierte tambien en identidad.

Luego toda solucion del primer sistema, es solucion del
segundo.

Reciprocamente, todo par de valores de z é % que verifi-
que las scuaciones [1] y [4], verifica la ecuacion [3], quees
la [1] en otra forma; por consiguiente sustituyendo 7 por su

c— by

valor en la fraceion —— ——, s6 obtiene el valor de &; pero

la ecuacion [4] difiere solamente  de la [2] en que _c;;_&__?/_

sustituye 4 #, luego dando 4 7 su valor en la ecuacion [4].y
poniendo los de z ¢ y enla’[2], se obtendrd el mismo resul-
tado; y como la ecuacion [4] se convierte por hipétesis en
una identidad, la [2] se convertird tambicn en identidad.
Luego toda solucion del segundo sistema, es solucion del
primero.
Ahora bien, la ecuacion [4] no contiene otra ine6gnita
que la 7, por manera que la 2 ha sido eliminada.
En vista del procedimiento empleado, podremos decir:
Para eliminar una incdqnita entre dos ecuaciones, por el
método de sustitucion, se despeja la incdgnita que se quiere
eliminar en wna dé las ecuaciones, Y e sustituye suw valor
en la otra.
_Resolviendo ahora la ecuacion [4], encontramos sucesiva-
mente
a'e —a'by +aby =-uac,
(ab —ba’)y =4dac — i,
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ac’ — ca’
N T
al’ — ba'
Sustituyendo este valor de y en la ecnacion [11, 6 1o que
es igual, en su trasformada [3], sers

abe'—bea'
AV —b T ack—ded —abe~4-dea’ ch—de'
a o a (ab'—ba') T el —od
Lijemplo. Resolver el sistema de ecuaciones
e — 2y =11
4z 4 3 Y = 27.
Despejando # en la primera ecuacion, resulta
1142y
ot
sustituyendo este valor de # en la segunda, se obtiene

1
Saes L L

3/:

=

=

Esta ecuacion dé sucesivamente
44 | By - 21y = 189,
8y + 21y — 189 — 44,
29y — 145,

145
y_ g’y 5’

Sustituyendo este valor de # en la ecuacion

11+ 2y
7 3 2>

11 410
'_—7—{‘__‘_" = 3-

-

C’ampm&tzcz)m.

o= lanbes T b= 3,
.o=27 G5 = 2T
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91. Mgropn DE ELIMINACION POR IGUALACION. Sean las ecua-
ciones

arv 4 by = ¢ 1]
an4by=c¢c (2]

8i queremos eliminar la @, despejaremos esta incognita
en las dos ecuaciones, conio st la 7 fuese conocida, y ten-
dremos ) :

c— by ¢ — 0y
T = 4 = ——,
@ @
Igualando, ahora, estos valores de 7, resulta la ecuacion

c— by o — by
A i

que no contiene la 2. ; 2
Este método, en el fondo, es igual al de sustitucion, por

lo que no nos detendremos : demostrar que la ecuacion (3]
y una de las propuestas forman un sistema equivalente al de

las ecuaciones [1] y [2]. :
Ll procedimiento seguido para eliminar la @, es el que

expresa esta regla:

Para eliminar una incdgnita entre dos ecuaciones, por. el
método de igualacion, se despeja en las dos ecuaciones la in-
cdguita que se trata de eliminar, Y € igualan los valores
obtenidos. :

Resolviendo la ecuacion [3], se obtiene

ac’ —ca’
Y ="08 —ba’ '

sustituyendo este valor en cualquiera de las expresiones de#,
se hallara, como en el método anterior,

eh’ — be'
= TR

al — ba’

92 MéTopo DE ELIMINACION POR REDUCCION. Sean las ecua-
ciones

e —

ar + by =c¢ 1]
dr+by=c [2].

Si 1os coeficientes de la incégnita.que se quiere eliminar,
1a & por ejemplo, fuesen iguales, restando ordenadamente
las ecuaclones, cuando los términos az y @' tuviesen el mis-
mo signo, y suméndolas, cuando dichos términos tuviesen
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signos;contrarios, los términos en @ desaparecerian por la
reduccion, quedando eliminada esta incognita.

Pero si multiplicamos la primera ecuacion por a' y la
segunda por-a, se convierten en

aw's — ba'y = ea'
aa's + ab'y = ac’,
en las que los coeficientes de & son ignales.
Restandolas ordenadamente, se obtiene
aWw's — aa's ++ ab'y —ba'y = ac’ — cd’,
y reduciendo sers
ab'y —ba'y = ac' —ca’ [3].

Demostremos, ahora, que el sistema de las ecuaciones [1]
Y [2], puede sustituirse por las ecuaciones [1] ¥ [3]-

Suponiendo que en las ecuaciones propuestas pasan al
primer miembro todos los términos, podrdn representarse por

=20
A'=10;
Y el sistema de ecuaciones [1] y [3] serd
=)
A'a — Aa’' = 0.

Es evidente que los valores de 2 é ¥ eapaces de verificar
el primer sistema, verifican el segundo: pues siendo 4 = 0 y
A" =0, A'a — Aa’ tambien se reduce 4 cero.

Reciprocamente, todo par de valores de ¢ 7 que verifi-
que el segundo sistema, verifica tambien el primero; pues
siendo A'a — Ada’ — 0 y 4=0, A'a debe ser cero, y como
@ 1o lo es, serd 4’ = (. :

En vista del procedimiento empleado, podremos enunciar
la regla siguiente: :

Para eliminar una incdgnita entre dos ecuaciones, por el
método de reduccion, se multiplica la primera ecuacion por
el coeficiente que tiene dicha wnedgnita en o sequnda; y I
Segunda ecuacion por el coeficiente de la misma medgnita en
la primera, y se suman ¢ restan {us ECUACIONES, Sequn que
los términos que contienen la incdgnita lleven signos con-
trarios d iguales.

La ecuacion

@b’y —ba'y = ac' — ¢q'
3 o e ==t
;i a —oq "’
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sustituyendo este valor en la ecuaeion [1], y resolviéndola,
se halla
el — be'

= al —da'
FEjemplo. Resolver el sistema de ecuaciones
1l — 15y =1
4z + Ty = 15.
Multiplicando la primera por 4 y la segunda por 11,
resulta

=

44r — 60y = 23
44w + 1Ty = 165;
restando éstas ordenadamente, obtendremos
187 9 =137,
.?/ = 1'_ ¥
Sustituyendo este valor de 7 en la primera ecuacion, serd
11z — 15 =1,
112 = 22,
z=2.

Si los coeficientes de la incGgnita que se quiere eliminar
no son primos entre si, se halla su minimo eomun multiplo,
v se multiplica cada ecuacion por el resultado de dividir el
Tninimo comun multiplo por el coeficiente de la incognita
en dicha ecuacion.

Ljemplo. Sean las ecuaciones

481 — 26y = 35
—36z—+ T4y = 1.

1 minimo comun multiplo de los coeficientes de & es
144; multiplicando la primera ecuacion por 3, y la segunda
por 4, resulta

144z — T8y =105,
— 144z 4296y = 4.
Sumdndolas tendremos
218y = 109

B
./—2'

_ Sustituyendo este valorde ¥ en cualquiera de las ecua=
ciones, se obtiene facilmente :

z=1.
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93. Las eenaciones
axr4-Uy—¢,

resueltas por los tres métodos de eliminacion que hemos ex-
puesto, han dado siempre las formulas

e — be' ac’' — ca'
T Tl A A i

ad' — éa ab' — ba
Supongamos, ahora, que las ecuaciones fuesen

ax— by =e¢ 2
ez —fy=¢, 2
que se obtienen cambiando en las primeras los signos de & W
&', y veamos cuales son las formulas que las resuelven.
Observemos, Para esto, que todas las trasformaciones ne-
cesarias para hallar los valores de g € 7,se reducen 4 sumas,
restas, multiplicaciones y divisiones. 'Si suponemos que se
resuelven simultineamente los sistemas [1] y [2], efectuare-
mos en ambos la misma serie de operaciones con cantidades
que solo se diferencian en los signos de 4 y 4'; luego las fér-
mulas resultantes de ambos sistemas, se diferenciardn tam-
bien en dichos signos [40].
Segun esto, las férmulas que resuelven el segundo sis-
tema son

&=

_ b — el o OGS iedl
ba —ap’ Y ba’ —ab' *

Luego, cuando se
nes literales con dos

RI0 REPETIR LOS CALCULOS PARA HALLAR LAS
NUEVAS FORMULAS, bastando cambiar en lgs primeras los sig-
n0s_de los coeficientes de dichos términos,
Propong#monos resolver, por medio de las férmulas
generales, el sistema de ecuaciones

48z — 26y =35
—36z 4+ 74y = 1. .
Tenemos que cambiar en las formulas los signos de 3 M
a'yhacera=48. 4= 26, ¢ = 35, @ =36,8="74, ¢ =1;
Pero, poner en las férmulas —  en lugar de 4 y hacer des-
pues 4 = 26, es lo mismo que poner de una vez — 26 en lu-
gar de 4; por la misma razon pondremos tambien desde
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fuego — 36 en vez de a'. Los valores de z é 7, haciendo las
mencionadas sustituciones, serdn
35 .74 ——26, 1 Tt agn lie 35 36
T= Al = —96,-36 7 48.74— —26.—36"
6 e 35 .74 426.1 e 48. 1-4-35.36
T48 74— 262367 48 .74 —26.36°
de donde @==il, Y= %

I1II.—Resolucion de un sistema'de tres 6 mas ecuaciones de
primer grado, con tantas incognitas como ecuaciones,

94. Toda ecuacion de primer grado con varias incognitas,.
puede escribirse en la forma

ar - by + ¢z <4 .ooenne = £.
Basta, para conseguirlo, quitar denominadores, efectuar
las operaciones indicadas, hacerla trasposicion y lareduccion.’
Propongémonos resolver el sistema de fres ecuaciones
con tres incognitas
2z — 3y -+ 52 =20
34 y— 2= 3
6z 44y — 3z = 14.
Eliminando sucesivamente la 2 entre la primera ecua-
cion y cada una de las otras, por el método de reduccion, se

obtienen dos ecuaciones con las incognitas ¥, 2:
— 11y + 192 =54
— 13y + 18z = 46.
i eliminamos ahora la incégnita 7 entre estas dos ecua-
ciones, se obtiene una ecuacion con la incognita 2:
49z — 196.
El sistema de ecuaciones propuesto es equivalente 4 este
otro
w— 3+ b=
— 11y 4+ 192 = 54
49z = 196,
compuesto de una ecuacion de las dadas, otra de las ecuacio-~
1ies con dos ine6gnitas, y de la ecuacion con ld tnica in-
cognita 7.
19
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En efecto, si pasamos al primer miembro todos 10s térmi-
nos de las ecnaciones, los segundos se reducen # cero, ¥y
aquellas adquieren la forma

d=0, 4'"=0, 4" = [1].

Llamando @, @', @'’ 4 los coeficientes de # en las tres
ecuaciones, y eliminando z entre la primera y cada una de
las demds, obtendremos

Ad — J'a =0, Aa" — 4"q = (.,

Ahora es ficil demostrar que el sistema de ecuaciones {1],

es equivalente 4 este otro
A=0, Ao’ —L'a=0, Aa"— 4"q =0 [2].

En efecto: los valores de , ¥, z, capaces de verificar las
ecuaciones [1], convierten en cero las expresiones 4, 4"y 4" -
luego tambien convierten en cero lns primeros iiembros de
las ecuaciones [2].

Reciprocamente, todo sistema de valores de las incdgni-
tas, capaz de verificar las ecuaciones [2], verifica las ecua-
ciones [1], porque para que sea 4 — 0 A&’ — A'a = 0, es
niecesario que A‘ sea cero; y para que sea A — 0 y da" —
A" @ =0, es tambien necesario que 4’ sea cero.

Si ahora eliminamos la incégnita 7 entre las ecuaciones

Aa' — A'a = 0, Aa" — A"a = 0,
estas dos ecuaciones podran sustituirse por el sistema com-
puesto de una de ellas y de la que resulte de 1a eliminacion,
que tendra la forma Bz = (: por consiguiente el sistema[2],
Y por tanto el [1], es equivalente & este otro
A=0, da —Ada=0, Br=_( [3].

En virtud de 1o expuesto, debemos resolver el sistema de

ecuaciones
2r — 3y + 5z 20
— 11y 419z 54
49z = 196.

De la tercera se deduce z = 4; sustituyendo este valor en

la segunda, resulta
— 11y 4 76 = 54
—l lar— o 0
y=2
poniendo en la primera los valores de z & ¥, resulta
R =642 =20 ¢ w=6, do donde # = 3.
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Bn general, para resolver un sistema de m ecuacionss
con W dncoguitas, se eliming und de éstas sucesivamente
entre una de las ecuaciones dadas y cada wne de las demds;
de este modo se obtienen m — 1 ecuaciones con m — 1 énedg-
nitas: se eliming una de ¢stas entre und ecuacton i cada und
de {as demds, lo que do m — 2 ecuaciones con m — 2 ducdg-
aitas. Continuando de este modo se llegard d abtener dos
ecuaciones con dos inedguitas, y por wltimo und ecuaciomn con
una sola incdguita. Se habla el valor de esta wedguita y se
sustituye en una de.las dos ecuaciones con dos incdquitas, o

e da el valor de wna sequnda incogrita; e sustitwyen os
dos valores hallados en una de {as tres ecuaciones con tres
incdguitas, y se continia de este modo hasta hallar los valo-
es de las m incdgnitas.

Bjemplo. Resolver las ecuaciones

3r— y+2—2u=5 ;
z2+3y— z+3u= 8 1

47 — 2y 43— w=15 (1]
W+ y— 4ds+3u= 3.

Eliminando la incégnita 7 entre la primera ecuacion y
cada una de las demas, por el meétodo de reduccion, se ob-
tendran las ecuaciones

10z + 52 — 3u = 23
%4+ z—3w=— 5 [2]
br— 2+ U= 8. ]

Eliminando ahora la inc6gnita % entre la primera ecua-
cion y cada una de las demas, resulta

8z + 42 = 28
et i == VA
simplificando la primera ecuacion se obtiene
et 2= 1T 3]
By — 7 = 41, :
y sumando éstas resulta
7% = 54, de donde z = 2.

Sustituyendo @ por su valor en la primera de las ecuacio-
nes [3], se halla z = 3.

Poniendo por # y z sus valores en la segunda de las ecua-
ciones [2], se obtendrad % = 4.

Por ultimo, reemplazando las inedgnitas @, 2, % por sus
respectivos valores en la primera de las ecuaciones dadas, se
encuentra

[

y=—1
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CAPITULO SEXTO.

PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON VARIAS
INCOGNITAS.

95. Cuando las incégnitas de un problema estén ligadas
entre si y con los datos por medio de relaciones complicadas,
se representa cada ine6gnita por una letra, y se eseriben se-
paradamente todas las relaciones de igualdad que se descu-
bran en el enunciado.

Si resulta un sistema con tantas incégnitas como ecua-
ciones, su resolucion no presenta generalmente ninguna
dificultad.

Mas adelante examinaremos el caso en que el ntmero de
incdgnitas sea mayor ¢ menor que el de ecuaciones.

Prosremas.

1.° Tistribuir 5324 pesetas entre dos gw-mnas, de modo

que la parte de la segunda sea el trip
primerda.

Sea z la parte de la primera persona é # la de la segun-
da; las ecuaciones del problema son 3
&+ ¥ = 5324
Y = 3.
Eliminando la g, por el método de sustitucion, se obtiene
Z + 3z = 5324,
de donde &'=1331.

Sustituyendo este valor en la segunda ecuacion, resulta
¥y =3 X 1331, 6 y—=3993.

Obsérvese que al resolver este problema empleando una
sola incOgnita [71], se hicieron las mismas trasformaciones
que hemos hecho ahora, sélo que enténces la sencillez de las
relaciones permitié efectuar desde luego mentalmente la sus-
titucion de la parte segunda ¥ por el triplode la primera 3z.

2" Dividir el mimero 420 en tres partes, tales gue la
primera esté con la sequnda en la relacion 9 : 5, ¥ quela
vercera sea mitad de la suma de Jas otras dos.

Sean @, ¥, z las tres partes.

0 de la parte de lg
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Las ecuaciones del problema son
x4+ 9+ 2 =420
TR ALY,
O R b
x —

2

Sustituyendo el valor de ¢ en la primera epuacion, se
pbtiane el sistema de dos ecuaciones -

sy Ehy

= 420.
2
e Y
i
que quitando denominadores, trasponiendo y simplificando,
se reducen &

Eliminando la & se obtiene y = 100,
luego « = 280 — 100, 0 2 =180,
y 7 — 420 — 100 — 180 6 2 = 140.
3.°  Un objeto de oro ligado con plata tiene 640 centine-
tros ciibicos de volimen y pesa 10000 gramos. Cada centime-
¢ro cildico de oro puro pesa 19,26 gramos y cadda centimetro
cibico de plata 10,47 gramos. ;Cudntos gramos de oro Y
cudntos de plata contiene el oljeto?
Llamando & al peso del oro é  al de la plata, es evidente

r

que el volimen del oro contenido en el objeto es 996 /26 Y
y ’

el de la plata 1047 centimetros cibicos; luego las ecua-

clones son
&+ y = 10000
z B o
19, 26 g el
Resolviéndolas se encontrard

2 = 7229 gramos, 6 sea 7,229 kil6gramos,
y = 2771 gramos, 6 sea 2,771 kilogramos.
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4" Un banquero quiere emplear 40000 duros en un nego-
cio, que debe producirle cierto tanto por ciento de ganancia,
Y pava revnir dicha swuma le faltan 8500 duros, ‘gue toma
prestados @ un inlerds menor: {a operacion le produce 3005
duros. Otra operacion de iguales condiciones, en la que pres-
¢4 54600 duros, de los cuales 12800 toma d préstamo, le pro-
duce un beneficio de 4018 duros. ;Qué tanto por ciento ha
producido el negocio, y @ qué lanto por ciento le fueron
prestadas las cantidades que le faltaban?

Representando por # é y las incdgnitas del problema,
tendremos -
40000z 85007
100 100
546002 128007
100 100

= 3005.

= 4018.

Simplificindolas se convierten en
80z — 17y = 601
273z — 6dy = 2009.
Resolviéndolas por enalquier método se obtendrs

&=19; ?/27.

5. Una persona se encarga de trasportar objetos de tres
tamanos diferentes, & condicion de abonar por cada objeto
que se rompa una cantidad igual & la que recibiria por la
conduccion, si lo entregase intacto. En el primer viaje reci-
be 4 oljjetos pequeiios, 5 medianos y 8 grandes; rompe los me-
dianos, y recive 32 reales. En el sequndo viaje conduce 6
objetos pequeiios, 3 medianos y 5 grandes; rompe los grandes
Y silo_wrecibe 5 reales. En el tercer viaje conduce 7 objetos
pequenos, 2 medranos y 6 grandes; rompe los medianosy re-
cive 43 reales. ; Cudl es el precio de trasporte de un objeto
de cada tamaio?

san el precio de trasporte de un objeto pequefio, 7 el
de uno mediano y z el de uno grande.
Las ecuaciones son
4z — by -+ 8z — 32
624+ 3y —b5z= 5
T3 — 2y 4 62 = 43.
Resolviéndolas se hallarg
% =3, Yy=4, z=0.
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CAPITULO 8ETIMO.

DISCUSION DE LAS FORMULAS QUE RESUELVEN
DOS ECUACIONES GENERALES DE PRIMER GRADO
CON DOS INGOGNITAS.

96.  Vamos & examinar si los valores que adquieren las
formulas generales
2 el’ — be’ f ac’ — ca’
T =t V=08 —ia
en ciertos casos particulares, convienen 4 las ecuaciones
correspondientes a dichos casos.
PainER cAs0.  Supongamos que el denominador al’ — ba’
sea cero, sin que lo sean los numeradores, y tendremos
el — be' ac’ — ca'
B T e T KR
valores infinitos. :
Veamos, ailora, en qué se convierten las ecuaciones
ar + byt =c¢
ar+0y=c
por la hipdtesis @6’ — ba' = 0. De esta igualdad se deduce
ba' ¢ e
@ T sustituyendo este valor de ¢ en la primera ecua-
cion, se convierte en
ba'x
7 +iy=c

6 quitando el denominador &'; ¥ partiendo ambos miembros
por 4,

S r c])r

x4+ ) Y=
i b
Si comparamos esta ecuacion con la segunda de las pro-

puestas, vemos que serin compatibles, esto es, podran verifi-
carse por los mismos valores de & é 7, siempre que se verifi-
que la igualdad
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que se convierte fdcilmente en esta otra

el — be' = 0:
pero como hemos supuesto que ninguno de los numeradores
es cero, se deduce que las ecuaciones propuestas son contra-
dictorias 6 incompatibles.

Esto mismo nos dicen las formulas, que al dar para  é y
valores infinitos, manifiestan la imposibilidad de hallar dos
cantidades que verifiquen el sistema.

SequNbo caso. Supongamos que el denominador comun y
uno de los numeradores sean iguales 4 cero, esto es,

al’ — da’ =0, eb' — be' = 0.

De estas igualdades se deduce

@ b d

T el

B ¢ i

a 4 ; :
luag'o —a,—: ?, 4 ac — ca’ = ().

Por consiguiente, si el numerador de z es cero. el de 7
tambien lo es. Del mismo modo demostrariainos la reciproca.
Tenemos, pues,
0 0

iy Ay
Si representamos por # el valor de cada una de lastfrac-

§ : a ¢
ciones iguales o e tendremos

a=ma', b=mb, ¢=me,
¥ sustituyendo en la primera ecuacion del sisteéma, resulta
ma'® —- md'y = mc’,
que dividida por m se convierte en la segunda
adx~+0y=c.

Luego el sistema de dos ecuaciones se reduce & una sola

con dos incognitas; pero de esta ecuacion se deduce
‘ /
AL et Oy i

a

¥ dando & 7 valores cualesquiera, se hallardn otros ecorres-
pondientes para @, por consiguiente los valores de g ¢ ¥ son
indeterminados, segun manifiestan las formulas.




207

CAPITULO OCTAVO.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE PRIMER
GRADO CON MAS INCOGN ITAS QUE ECUACIONES.

97. Consideremos, en primer lugar, la ecuacion con dos
incdgnitas
2z — 5y = 3.
Despejando la # se obtiene :
g R
i
§i ahora damos 4 ¥ valores cualesquiera, y 4 @ los que se

3+ 5y

obtengan efectuando las operaciones indicadas en :

2 »
315y

la ecuacion & = - se convertird en identidad por

cada par de valores correspondientes de @ € ¥; por consi-
guiente suceders 1o mismo con la propuesta.

Haciendo sucesivamente ¥ = 0L, 2R

3 13
se obtendra =5 4, —

Una ecuacion de primer grado con dos 6 mas incognifas,
tiene infinitas soluciones, por lo que se llama  ecuacion
indeterminadd. :

S resolvers siempre despejando una de las incdgnitas, ¥
dando valores arbitrarios 4 las demds. Las incdgnitas que re-
ciben valores arbitrarios, se llaman pariables independientes;
y la que se ha despejado varia segun los valores que reciben

aquellas: por esto se llama Sfuneion de dichas variables.

En la resolucion anterior, la variable independiente es 7,
mientras que # es una funcion de 7.

En general, se llama juncion de una 6 mas cantidades-
variahles, toda cantidad cuyo valor depende de los de dichas
variables.

98. Para resolver un sistema de dos ¢ mas ecuacion’s
con mayor nikmero de inesgnitas, $2 despejan, tantas inedq-
nitas como ecuaciones tenga el sistema, considerando las

restantes como. cantidades conoctdas; se da @ estas valores
cualesquicra; y estos valores, Juntos con los coyrespondien-
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tes de lns incdgnitas despejadas, formardn las soluciones:
del sistema. :
Sean las ecuaciones
2 — y4-5z4 3u=13
T4y —8z — 3 — 5
Considerando z y #-como cantidades conocidas, y pasin-
dolas por consiguiente al segundo miembro, las ecuaciones
Se convierten.en ] s
e y=13 - 5z 3
4y = 5 8z 3u.
Resolviéndolas se encuentra

N ]9—4;'»-—3?4’ A —l+;;75—|—3n

Si hacemos £ =1, v — 2, se obtiene 2 — 3, r=4;
suponiendo t=Lu=3, restulta z—29, Wi

De este modo pueden. hallarse cuantas soluciones se
quieram

€APITULO NOVENO.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE PRIMER

-

. GRADO CON MENOS INCOGNITAS QUE ECUACIONES.

Y. Para resolver un sistema de ECUACIONES CON MENOY
nimero de incdgnitas, se resuelven tantas cewaciones como-
anedguitas tenga el sisteme. Si los valores hallados veri fican
das ecuaciones restantes, tadas lus Propuestas serdn compa-
tibles; pero-si dichos valores no veryfican lus ecuaciones res—
vantes, el sistema no tiene sol ucion, d lo gue es fo mismo, las
gecuaciones que o_forman son i?acmiz_mé-z'ZZe :

Sean las ecuaciones

4x 4 3y

6z — 2y

2% < dy
Resolviendo las dos primeras se ballarg:
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sustituyendo estos valores en las demds, veremos que se con
vierten enidentidades; luegolas ecuaclones propuestas tienen
1a solucion & = R =il

Sean las ecuaciones

Las dos primeras dan =3, ¥ . sustituyendo estos
valores en la tercera resulta
6 —15=28,
joualdad absurda, luego las ecuaciones propuestas son in-
compatibles. i :

100. Si las ecuaciones propuestas contienen coe ficientes
indeterminados, podra-hallarse la condicion 6 condiciones &
que deben satisfacer dichos coeficientes para que el sistema
sea compatible.

Sean las ecuaclones
ar — Yy =4
bx -+ 2y =2
o+ y=2
Para determinar los valores particulares de @ y &, que las
hacen compatibles, deduciremos de la 1." y 3." los valores de
Z é g/, que son :
s 6 v Q-4
e B a+1"’
sustituyendo estos valores en la ecuacion segunda, se halla
64 40 —8 9
a1 a—+1 ?
de donde a="5— 3b.

Como esta ecuacion de condicton es indeterminada, podre-

mos asignar & los coeficientes ¢ y 4 infinitos valores.

: 1 :
Si hacemos & = - serd @ = 4, y las ecuaciones se COLl-

vierten en
2 +2y=2
S

7+ y=2
que son compatibles. .

4
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EJRRCICIOS.

———

Resolver las ecuaciones siguientes
T 1 Az Iz (it

¥ b T

5 20

a

1. Dos personas prestan capitales iguales, la primera a] 7 por ciento
y la segunda al 4; Ia ganancia de la primera excede 4 la de Ja segunda en
14500 pesetss. ;Qué eapital prestaron?

II. " Una persona que posee 250000 reales, presta una parte de su
capital ab8 por ciento de interés, ¥ la parte restante al 5 por ciento;
recibe por los intereses de todo el capital la cantidad de 17900 reales,
¢Cuiles son las partes? :

IV. Una aleaeion de plata pesa 40 Lilégramos, y 8u ley es de/900
milésimas; para obtenerla se ha ligado plata de 800 y de 960 milésimas,
¢Cuintos kildgramos de eada especie han entrado en Ja aleacion?

Y. En un reloj son Ias cuatro en punto. ;A qué hora el minutero, que
sefala las doce, alcanzara al horario? :

VI. Resolver el sistema de eguaciones
- hi—21
T -+- ?y —] -’12.
VII. Resolver el sistema de ecuaciones
bex 4+ 9 —ey —9
a (e3—p3)
by T =

. VIIL. Resolver el sistema de ecuaciones
Sz —2y —
2r— y 95 :
4Ty — bz = 4,
IX. Resolver el sistema de ecuaciones
r—+y—s3—=1#
T —Y--5— @8
Ty 4 z5=20
X. Una persona dice & otra: si me das G0 reales, tendré tanto
dinero como i; y si te doy la misma cantidad, tendras tres veces mas
dinero que yo. ;Cudnto tenia cada persona?
“XI. Por 6 libras de azicar y 5 de calé he pagado 85 reales, Yy otra
vez pagué 109 reales por 4 libras de aziicar Yy 9 de calé; A qué precio
he pagado estos géneros?
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XIL. Tres hermanos han eontraido una deuda de 4000 reales: al
primero la falta para poder satisfacerla las dos quintas partes del capital
del tercero; al segundo la mitad del capital del primero; y al tercero los
cineo treceavos del capital del segundo. jCuit es el capital de cada uno?

XII[. Hallar un nimero compuesto de cuatro cifras: Ja suma de todas
ha de ser 21; la seganda v la cuarta, contando de izquierda 4 derecha,
valen doble qua la primera; la primera, segunda y cuarta equivalen al
séxtuplo de la tercera; y restando la primera de la segunda, la diferencia
es doble que restando la tercera de la cuarta.

XIV. Resolver el sistema indeferminado siguiente

5 (z—3)

"

2

5(y=2 ,. 5y , 2(=T)
e 3 +!IHT+"—,‘——*+5

L willo e i
5 3 —-5=22—3y,

Averiguar si son compatibles las ecuaciones
9 — y=2
Q2 — ﬁy =71 |
5z — 5y = 0.




LIBRO TERCERO,

ECUACIONES DE  SEGUXNDO GRADG,

CAPITULO PRIMERO.
CUADRADO Y RAIZ CUADRADA DE L0OS MONOMIOS.

101.  Para elerar al cuadrado un producto de varios fac-

tores, se eleva cada factor al cuadrado.
Si el producto es ade, tendremos
(@be)* = abe X abe = abeabe — aabbee = a2 J? ¢,

102, Para clevar al cuadrado ung DPotencia cualyuiera,

se multiplica su exponente por 2.
SI la potencia es ", tendremos
(ﬂm)-} — am X am — Gﬂl tm ”’Eu:

103. Para elevar al cuadrado wn monomio entero, se ele-
va el cocficiente & dicha potencia, Y se mulliplican los expo-
nentzs de las letras por 2.

Esta regla es una consecuencia de las anteriores.
Asi, (Babe'd) = 2504801
(—Rabet) = dg2p2p0.

104. Para elevar wnq Jraccion al cradrado, se elevan ¢

dicha potencia sus dos términos.

(1 a @ a.a Q"
En efecto: (—&-) = 7 > T = PR T —Z_E-,
105. Para extraer'lo raiz cuadrada de un produeto de
varios factores, se extrae la raiz de cade factor.
Asi, V’I(E__ﬁzz ‘/E V’&-‘/-c_.-_
ety =R =gl —
porque (w Vé v’o_) = (;/a) (‘/5) (w )’ =abc.
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106, Para extraer la raiz cuadrada deuna potencia de
grado par, se divide su exponente por 2.

Asi Va* = a", puesto que (a")* = a*".
107.  Para extraer la raiz cuadrade de wn monomio ente-
7o, se extrae la raiz cuadrada del coeficiente y se dividen

por 2 los exponentes de las letras.
“ Iista regla es consecuencia de las dos-anteriores.

Asi, V49428 = Tatd'eb.

Se ve que un monomio no tiene raiz cuadrada exacta: 1.°
.cuando el coeficiente no es cuadrado; 2.° cuando alguno de
1os exponentes no es par.

Sea, por ejemplo, V274542 ¢ :

No siendo-posible extraer exactamente la raiz cuadrada
de 27 ni la de @, el monomio no tiene raiz cuadrada exacta.

En este caso, las expresiones irracionales pueden con fre-
cuencia simplificarse exérayendo la rais de'los factores que
Ja tienen exdeta. _

El monomio 274°4¢? se descompone en

9a*bte? X 3a.

Extrayendo la raiz cuadrada exacta del-primer factor, y

multiplicandola por v3e, que 10 puede efectuarse, tendremos
V27a*lte® = 3abc v3a.

~ Por el contrario, se introduce wu factor bajo el signo ra-
dical, elevandole al cuadrado.
De este modo se obtiene

20%h \/5a = y4a'h® X ba = y20a°03.

108. Para extraer lo raiz cuadrada de una fraccion, se
divide la raiz cuadrada del numerador por i del denomi-
aador.

(Queremos ‘demostrar que

-
En efecto: ( /{,,
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LsenpLos.

It LG

9° [ 48aB'c qadrer y3qp

OR324,5 ey
98m*n® Tt 3n

. 109. Sabemos que las potencias de grado par de una can-
tidad no varian, aunque se cambie e] signo de dicha canti-
dad, asi

(@ =@, (— a) = a;
por consiguiente Za raiz de grado par de toda. cantideq po-
Sitiva, tiene dos valores iguales y de Sgno conlrario.
Por ejentplo, la raiz” cuadrada de 16esday—4, 1o que
Se expresa diciendo
V16 = =4,

Se llaman ezpresiones imaginarias las raices de grado
par de las cantidades negativas.

Sitenemos y 16, esta raiz no puede ser positiva, por-
que una cantidad positiva elevada al cuadrado da resultado
Positivo; pero tampoco puede ser dicha raiz negativa, por-
que toda cantidad negativa elevada a) cuadrado da resultado
tambien positive. No hay, pues, cantidad ninguna que
represente la expresion y — 15: por esto se llama expresion
LMATINATIAL.

Lo mismo podriames decir de una raiz de otro grado par
cualquiera.

Por oposicion, se llamair cantidades 7eales las que no
son imaginarias. ‘

CAPITULO SEGUNDO.

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE SEGUNDO
GRADO CON UNA INCOGNITA.

110. Una ecuacion de segundo grado con una incgnita
puede tener tres clases de términos: unos que contengan la
segunda potencia de la incégnita, otros que contengan la

primera potencia, y términos conocidos.
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Si la ecuacion tiene estas tres clases de términos, puede

reducirse 4 la forma :

a4 b +¢=0,
para lo cual se quitardn denominadores, se pasardn todos
los términos al primer miembro, lo que reduce & cero el
segundo, y se efectuaran ]_ns reducciones posibles.

La ecuacion que contiene las tres clases de términos
mencionadas, se llama completa.

Puede suceder que falten los términos conocidos, los que
contienen la potencia primera de la incognita, 6 unos y
otros; las ecuaciones entonces son respectivamente:

. az® =+ bz = 0,
art+¢ =0,
aci— 0
vy se llaman incompletas.

I.—Ecuacion completa.

111. Vamos 4 resolver la ecuacion general completa
ar® 4+ b+ c=0 [1],
en la que ¢ se supone siempre positiva, pudiendo ser bye
positivas 0 negativas, 6 una positiva y otra negativa. Sia
fuese negativa se cambiarian los signos & todos los términos
de la ecuacion.
Dividiendo la ecuacion por el primer coeficiente @, resulta

et ¢
&* —l —_—=
i . =% 7 0;

i ; ] c :
haciendo, para abreviar, T P R ¢, se convierte
la ecuacion anterior en

2t 4 pz g =0 2]
pasando ¢ al segundo miembro, resulta
2+ pr = —.q.
El primer miembro es ahora la suma de los dos primeros

términos del cuadrado de x + %, puesto que

(oL oot 2
20
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s SRR /i :
Sl anadimos %— 4 los dos miemnibros. tendremos

Ahora el primer miembro de esta ecuacion tiene raiz
cuadrada exacta; escribiéndole en forma de cuadrado serg,

TS 0 Wty S
fotighe £ L,
extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros, resulta
P b
sy iR

: 2 »
de donde T=— T el e o [3].
Llamamos 74iz de una ecuacion 4 toda expresion numé-
rica 0 literal, carezea 6 no de sentido, que puesta en lugar
de la incégnita hace idénticos los dos miembros.
La ecuacion [2] tiene, pues, dos raices, que son

Bl 7 ? ‘/ P
T e i) R | | et i P4

Traduciendo la férmula [3]al Ieug'uajevulgar, tendremos:

En toda ecuacion de Jg Jorma x2 +pPxX4+q=0, & in-
cognita es igual ¢ la mitad del _coeficiente del sequndo tép-
mano, tomado con SETRO COntrario, mas é menos I rarz cua-
drada de lo diferencia entre el cuadrado de dicha mitad Y
el término conocido.

112. Sustituyendo p ¥ ¢ por —‘Z— v 72—- en la férmula [3],

se obtiene la que resuelve 1a ecuacion [1].
Asi tendremos
b 4 c
s I St
S 2a ) 4q® @
o 6 — dac
4 ¢=————c ;
24 ‘/ 4q*
extrayendo ahora la raiz cuadrada de] denominador 4¢*
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sumando 6 restando las fraceiones de igual denominador que
resultan, obtendremos por Gltimo
— b=t —dac
20

formula que traducida al lenguaje vulgar, dice: :

B toda ecuacion de la forma ax* 4 bx ¢ =0, le in-
cdguita es igual al coeficiente del_sequndo términn, tomado
cony Siqno contrario, Mmas o menos la raiz cuadrada de la di-
ferencia entre el cuadradn de dicho coeficiente y el cuddru-
‘plo del producto de los cneficientes primero y tercero, - divi-
dido todo por el duplo del coeficiente del primer término.

|4]‘

PWr==

EiEmpLos.
1. Resolver la ecuacion
2 —2x — 15=0.
Aplicando la férmula [3], resulta
g—=1=2VIF+15, -6 =14
luego los valores que verifican la ecuacion propuesta son
z=1-+4+4 2=1—4;, 6 2=5, #=—3.
2.° Resolver la ecuacion
62— dxr — 6 = 0.
Aplicando la férmula [4], se obtiene
5= y25 + 144
12 :
18 s
OB R

0 —

de donde & =

Il.—Ecunaciones incompletas.

113. Sea la ecuacion
azg® -+ bx = 0.
Siendo # factor comun & los términos del primer miem-
bro, podemos escribir
@ (ax -+ 0) = 0.
El producto @ (a@ <+ &) se convierte en cero si uno de los
factores ‘@s ctro; luego'w = 0 ¢s una raiz de la ecuacion pro-

8)SC
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puesta, y obtendremos otra raiz dando & @ un valor tal que
el factor ¢z 44 se convierta en Cero; pero de
az 4 4 = (,
&

se deduce r= — S

b : 2
luego 2 =0, 2 = — —~ son las raices de la ecuacion pro-

puesta. _
La formula [4] puede aplicarse 4 este caso,
En efecto: haciendo ¢ = 0 en 1a ecuacion [1), se convierta
en az* + bz = 0, que es la ecuacion propuesta.
Si damos 4 ¢ el valor cero en la formula, obtendremos
— b= iR 5 —d*t4

= — fori = Sl s oty AT
i 2a

de donde

114. Sea la ecnacion incompleta
ar? 4 ¢ = (.
Pasando ¢ al segundo miem bro, sers
arl=-p
c ¢
de donde = $=i\/_"7["

@
—_—

: : : ; : ¢
Siay ctienen el mismo 51210, las raices \/—- =7

—— \/—7 Serdn 1maginarias; pero si dichas letrag tienen

signos contrarios, las raices seran reales.
Haciendo 4 = 0 en la férmula [4], podré aplicarse al caso
actual. En efecto:

x:M:i\/“‘m =i\/:a_"'_ ;

—_—

2a 4a?
115. 8i la ecuacion incompleta es
Axd= 0,
€s evidente que ser4 satisfecha por @ = 0.
Aplicando la formula [4] se hallaria lo mismo,
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IIl.—Descomposicion del trinomio #* 4 p» 4 g en faclores
de primer grado, y propiedddes de las raices de la ecuacion

at 4+ px+ g =0.

: . * :
116. Afiadiendo y restando la cantidad %— al primer

miembro de la ecuacion
4+ pr—+g=0,

se convierte en

w’+p~v+g+-%—~—

S 2 N

e
6 sea en

J! L)
(et )= ()=

La cantidad del primer paréntesis es el cuadrado del bi-

el

2

el cuadrado de su raiz cuadrada; asi tendremos

(e +L) — (\/%———g)! =0;

pero ahora se presenta la diferencia entre los cuadrados de
dos cantidades, que sabemos es igual 4 la suma de dichas
cantidades maltiplicadas por su diferencia; luego la ecua-
cion se convierte en

_.4 _g) (cv—]— —%—— \/-]ii-—g ):O.

/2
Si hacemos ——-g-— %_gzss'

nomio # 4 =—, y la del segundo se puede considerar como

P Vi !
la ecuacion adquiere la forma
(#—a) (@ —2")=0.
Luego el trinomio x* 4 px 4-q es igual al producto de

dos binomios, que se forman restando de x (as dos raices de
(a ecuacion x* -+ px 4-q = 0.
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Ejemplo. Descomponer el trinomio z* — 22 — 15 en fac-
tores de primer. grado.
Resolviendo la ecuacion 2® — 2z — 15 = 0, se obtiene
@ =3, ' = 5; luego
% — 2 — 15 = (x -+ 8) (= — 5).

117.  Hemos visto que llamando @', '’ & las raices de la
ecuacion #* + pz - g = 0, el primer miembro de la misma
esigual § (z — &) (3 — #"'). Efectuando esta multiplicacion
obtendremos

T — (@ 2o+ 2.

Ahora bien, para que este trinomio sea igual &

z* 4+ pr—-g,
es necesario que se verifiquen las relaciones siguientes:
¢4+ =—p
& @' =q.
Luego, en wna ecuacion de sequndo grado de Io forma

XX +-px - q =0, o suma delas raices es iqual al coefi-
ciente del sequndo término, tomado con SLgno contrario; y el
producto de lis mismas es igual al término conocido.

En virtud de este principio, puede escribirse una ectiacion
de segundo grado cuyas raices sean conocidas.

Sean éstas, por ejemplo, 4 y —17; el coeficiente del se-
gundo término serd

—@d—7=3,
¥ el término conocido
4 X —7=—298:
luego la ecuacion es
2%+ 3z — 928 = .
Resolviéndola se hallard efectivamente

# =4, @' =-=1.
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CAPITULO TERCERO.

RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS DE SEGUNDO
GRADO CON UNA INGOGNITA.

118. PROBLEMAS.

1. Hallar un nimero tal que el quintuplo de su cuadia-
do, disminwido en sw producto por 63, sea igual @ 180.
Llamando # al nimero que buscamos, la ecuacion es
bz? — 63z = 180,
i} 52 — 63z — 180 = 0;

63 ==/ 7569
de donde = 5 SR T

5 e 63 == 87
e 10

Tomando el signo mas, serd & = 15.
Comprobacion: 5 . 152 — 63 . 15 = 1125 — 945 = 180,
La raiz &' = 15 es, pues, una solucion del problema.

~

Tomando el signo #énos en el valor de z, serd z''— ——
3}

Para interpretar este valor negativo observemos que po-
niendo — « en lugar de @, la ecuacion se convierte en
5z + 63z = 180;
resolviendo ésta, los valores de x s6lo se diferencian de los
obtenidos anteriormente en el signo del coeficiente del se-
gundo término; luego
— 63 = /7569
= q

10
de donde B -}52— o — =15,

St : : 12 :
Por consiguiente la raiz negativa — e es solueion,

prescindiendo del signo, del siguiente problema:
Hallar vn niimero tal gue el quintuplo de su cuadrado,
aumentado en su producto por 63, sea igual ¢ 180.
R Por 144 reales compra una persond cierta cantidad de

U
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cafe; si con el mismo dinero comprase 6 lLibras menos, cada
tibra le costaria 4 reales mas. ;Cuantas libras ha comprado?

PREN I . ; 1
Sea & la incognita: el primer precio serd ey el se-

144 ; :
gundo et como este excede al primero en 4 reales, la

ecuacion es
144 144
& —06 @
Quitando denominadores, reduciendo y simplificando, se
convierte en

! — 63 — 216 = 0;
resolviéndola sers, =3 ==

Tomando el signo mas, tendremos z’ =18, valor que ve-
rifica la ecuacion, y es solucion del problema.

Tomando el signo menos, se obtiene 2" — — 12, valorque
Prescindiendo del signo es - solucion del siguiente problema:
Por 144 reales COmpra una persona cierta cantidad de
cajfe; si con el mismo dinero comprase 6 litras mas, cada li-
dra le costaria 4 reales menos.; Cudntas libras ha comprado?
3.° Hallar dos nimeros cuya suma seals Y su producto56.
Si llamamos @ 4 uno de ellos, el otro serd 15 — z; yla
ecuacion
z (15 — z) = 56,
0 z* — 152+ 56 = (.
i - 15 1
Resolviéndola resulta @ — —2_ 4+ _~__
2 2
Las raices son, pues, 2’ — 8,02 =1Y; pero
@ 42" =15, &'z’ =56;
luego los valores de @ son los dos ntimeros busecados.

Obtendriamos el mismo resultado observando que las in-
cognitas del problema son las raices de una ecuacion, que
tiene por coeficiente del segundo término la suma dada, to-
mada con signo contrario, y por tercer término el producto
dado; llamando % 4 la incégnita de dicha ecuacion, se tiene

' % — 15u 4 56 = 0,
' cuyas raices %' =8, %'’ =7 deben ser los niimeros buscados.
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CAPITULO CUARTO.

DISCUSINN DE LAS ECUACIONES Y PROBLEMAS DE
SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA.

119. La ecuacion
B4pr+qg=0,
ha dado la formula
)2
2 4
Para discutirla distinguiremos tres casos, segun que el
término ¢ sea negativo, cero 6 positivo.
Priver caso. Siendo el término g negativo, sl ponemos su

: . : <3550 3
signo de manifiesto, la diferencia {L— — ¢ se convierte en la

suma -%— -} ¢ de dos nlimeros positivos; luego la cantidad

: 4
subradical es positiva y mayor que —2—, por consiguiente el
¥ 4 ,

valor del radical es real y mayor que —]2)—-.

Los dos valores de z son reales en este caso,y podran ha-

3

s : ;
1larse exactamente si -24—- — ¢ tiene raiz cuadrada exacta,
y con cuanta aproximacion se desee, en el caso contrario.
Ll coeficiente p serd positivo 6 negativo: si es positivo,
las raices son

P /2
— =Yt
siendo p y ¢ niimeros absolutos, y como el radical es mayor

que i, la primera sera positiva; en cuanto 4 la segunda

evidentemente es negativa.
Si p es negativo, las raices son

2o/ 0
o

positiva la primera y negativa la segunda.
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La raiz positiva es en general solucion del problema,
propuesto, y la negativa de otro andlogo, que se obtiene po-
niendo — z en lugar de « en 1a ecuacion, y modificando el
enunciado primitivo de modo que la ecuacion nueva sea su
traduccion exacta al lenguaje algebrdico. Este cambio de
signo no altera los valores absolutos de las raices, pero cam-
bia sus signos.

En efecto: si p es positivo, poniendo 4 cada coeficiente su
signo, resulta la ecusacion

22+ pr — g = 0,

? Vil
que da S Tt V/T- -+ g:
¥ la ecuacion
‘ T — Pz — g =,
que resulta poniendo — 2 en lugar de z en Ia Primera, da
/] 3
Separando las raices de la primera ecuacion, sergn

P ’F__- i} T
5+ =2 T,

separando igualmente las de Ia segunda, se obtiene

P R Bl p—“—'
TV E+e LB

' Dondese ve que estas dos raices se diferencian de las
anteriores en el signo.
El mismo resultado obtendriamos si 2 fuese negativa.
En restimen: si ¢ es cantidad negativa, las raices de lg
ecuacion que nos ocupa son reales, una positiva ¥ otra
negativa.

4 y ; . )
SEGUNDO cAso. i g es igual 4 cero, el radical \/% — q

se convierte en ~f:—

~

Si p es positivo, las raices son — —721- o= -’;—, de las cua~
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A P 2 5 g .
les, la primera — —- —+ 5 equy alente & cero;yla segun-
) )
da — —F—)— = —‘q)— se reduce 4 — 2.

; ; : . /] ;
Si p es negativo, las raices seran —‘zﬁ o -%-: la primera
) ) ’ ) / :

%— - J:')— se reduce 4 p, y la segunda —?2— e equivale
4 cero.

Se ve que estas ultimas se diferencian de las anferiores
en el signo.

Ya hemos vistoque eneste casola ecuacion se convierteen

2 4pp=0, 6@ +p)=0;
el primer miembro sera cero si z = 0, lo que da una raiz, 6
si 4+ p =0, de donde x = — p, lo que da la otra raiz.
TERCER cAsO. Sig es cantidad positiva, podra ser menor,
2

igual 6 mayor que '%'

2
Sig < %—, la cantidad subradical es positiva y menor

a

que L luego el radical es real y menor que -—p—; or con-
7 Y qug s P

siguiente en esta hipétesis las raices son reales.
Si p es positivo, las raices son

et

evidentemente negativas; y si 7 es negativo serdn

ambas positivas.
X : p*
Si g esigual & —]Z— los dos valores de z se reducen & uno

)
-22——- () —g—, segun sea el signo de 2.

Poniendo en la ecuacion —%— en lugar de ¢, se convierte

solo, (ue sera —

a

\




6 bien (:: - _g_) (;.; e _?21_) Lhy

Esta ecuacion se convierte en identidad por todos los va-
loresde 2 que anulen uno 4 otro de los factores del primer
miembro; pero el primer factor da :

o LBty ng donde & — — 2.
2 2
Y el segundo da exactamente 1o mismo; luego la ecuacion

Y A ; )
tiene dos raices iguales 4 — —%— .

2 2
Sig > -{i—-, la cantidad subradical —73—- —ges negativa,
Y los dos valores de « son imaginarios.

2
Llamemos & 4 la difereneia g — —]i—-, ¥ tendremos

2

siendo @ una cantidad positiva. Sustituyendo ¢ por su valor,
la ecuacion sers

m*+p~’v+—7‘;;+d=0

0 bien (—.z! —{—%)*—i- ad = 0;

pero ('c | %)“es siempre una cantidad positiva, y como

tambien lo es, resulta que la ecuacion encierra un ahsurdo,
Puesto que la suma de dos cantidades Positivas. no puede ser
igual 4 cero.
De aqui se deduce que las raices imaginarias indican un

absurdo en la ecuacion.

120.  Algunos de los resnltados obtenidos en la discusion
anterior, pueden deducirse brevemente del principio demos-
irado en el numero 117. ( 3
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Sea la ecuacion
gtictne — g —0.

Sabemos que siendo ¢ cantidad negativa, las raices son
reales.

Ahora bien, el producto de ellas debe serigual 4 — ¢,
luego una es positiva y otra negativa. 2

Si g es positivo, la suma de las raices es — p, luego la
negativa tiene mayor valor absoluto; y si p es negativo, la
suma de las raices es -+ p, luego serd mayor la positiva.

Sea la ecuacion

2% =& gz = 0.

Supongamos reales las raices.

Debiendo ser el producto de ellas igual & 4 ¢, serdn las
dos positivas ¢ las dos negativas. Si p es positivo, la suma de
las raices es — p, luego las dos son negativas; si por el con-
trario, p es negativo, la suma de las raices es - p, y seran
ambas positivas.

TsenpLos.

x*—2r— 8 = 0, raices reales, & signo conlrarie; mayorla positiva.
Frfox 30 id. id. , mayorla negativa.
2 At () id. , las dos positivas.

aiH7r—+-10 = 0, id. , las dos negativas.

x*—5x—+ 8 =0, raices imaginarias.

a*—6x—+ 9 = 0, raices iguales positivas.

2*—-8z-+16 = 0, raices iguales negativas.

121. La ecuacion
ar’ +bx 4 e =0,
ha dado la férmula
— b= h — dac
2a :
Si suponemos ¢ = 0, los valores de z son
—b+t b

0 L4
el primero se reduce & -g— y el segundo 4 — —201-

Sin embargo, haciendo en la ecuacion la misma hip6te-

. 1 ¢
sig se convierte en dx - ¢ = 0, de donde = — s

U
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Examinemos si efectivamente es indeterminado el pri-
mer valor de x, 6 si existe algun faetor comun 4 los dos
miembros de la fraceion

— b =6 — 4ae
2a

Multiplicando los dos términos POrVa® _ dge - 4, el nu-
merador serd

(\:’ 2 — dge — &) (V&ﬁ— dae 4+ é)
esto es, el producto de la suma de dos cantidades por su dife-
rencia; luego la fraccion se convierte en
0 — dac — 5
2a (V4 = 4ac - &)

Reduciendo en el numerador, notaremos un factor 2¢ co-
mun 4 los dos términos, que siendo g — 0 los convierte en
Cero; pero suprimiendo dicho factor, la fraceion es

el
b+ V8: — dae
; ;s . c
¥ haciendo ahora ¢ = 0, la fraccion adquiere el valor — 7

deducido de la ecuacion directamente.

; 20 g
Lasegunda raiz — -5 & el limite de

— b — b2 —dace
2a
cuando a disminuye indefinidamente; puesto que en tal caso

V 8* — dae crece y tiene por limite /2% 6 2, por, consigniente
el numerador tiende al valor — 20; 4 medida que ¢ disminu-
Ye, la fraccion aumenta en valor absoluto,y cuando ¢ tenga
un valor suficientemente pequefio, el valor absoluto de la
fraccion serd mayor que cualquiera cantidad asignable; lue-

go dicho valor es infinito, cuando ¢ = 0. :

>
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Proprena.
122, Hallar en la recta AB que une dos luces, wn punto

o

igualments iluminado por cada wna de ellas.

1 | 1 I ' |
B A P B e

Sean ¢ y ¢ las intensidades respectivas de las luces A y B,
6 sea, las cantidades de luz que arroja cada nna de ellas 4 'la
unidad de distancia;y representemos por & la distancia entre
los puntos A y B. s ol !

Suponemos conoeido un principio de Fisica que dice: /as
intensidades de une (uz ¢ distancias diferentes, son inver-
samente proporeionales & J?s _c-mzda-arlns de las fhsm;wi({&

Si el punto buscado estd situado entre A y B, por ejem-
plo en P, y llamamos x 4 la distancia AP, la PB serd d — #;
ahora bien, siendo @ la intensidad de la primera luz & la uni-

a

dad de distancia, 4 una distancia como 2 serd T 4 ung dis-

a@ . : ; a
tancia como 3 serd «» J e fin 4 la distancia z serd 5
igualmente, la intensidad de la segunda luz 4 la distancia
4 — @ serd -

b

(d—z)p? "’
debiendo ser iguales las intensidades de las dos luces en el
punto P, tendremos la ecuacion
@
z* (@ —x)2°
Pudiéramos resolverla por el método general, esto es,
reduciéndola & la forma aa® + bz 4 ¢ = (), y aplicando la
formula correspondiente; pero es mas sencillo convertirla en
otra de primer grado.
Para esto, se extrae la raiz cuadrada de 4mbos miembros,

¥ resulta
Ve VB
22 d—z "
Resolviendo esta ecuacion se obtiene ficilmente

daya
T oWa=vVe

%
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. Discusiox. E\:alzlixmremos sucesivamente tres casos prin-
cipales, que serdna >4, a =4, g < 4.

i PR!ME-R caso. Siendo @ >_&, tendremos y’E} w?, luego
Va =6 serd mayor que ya, pero menor que 2y/a; por con-
P Vo 1
siguiente ————— es menor que uno, pero mayor que ——;
Ve 4o @

ava

luego el primer valor de x, —, seri menor que @ y

. Va v
mayor que 5 Esto significa que el punto P est4 situado ;

enfre A y B, mas cerca de B que de A. Se comprende que asi
debe suceder, puesto que siendo diferentes las intensidades
de las dos luces, el punto igualmente iluminado debe estar
mas proximo & la luz mas débil.
dya : A
— . el denominador es

Va— b

s 7 Va N
Positivo y menor que g , luego ——— es positivo ¥y ma-

Va—yb :

yor que uno; por consiguiente el valor de z es positivo ¥
mayor que d. Ay S

Este resultado significa que existe 4 la derecha de B otro
punto, tal como P’, igualmente iluminado por las dos luces.

Vemos que en este caso tiene el problema dos soluciones.

: 3 e , d
SEcuNDO caso. Si @ = 2, el primer valor de z es . — 0—.
Wa 2

Esto significa que el punto P estd en medio del intérvalo

AB que separa las dos luces, lo que es evidente.
dya

El segundo valor de z es s Si suponemos que

El segundo valor de x es

dva

en Ia férmula /_—‘:—q es @ >4, peroque é aumenta gra-
va—b ;

dualmente, el denominador irg disminugendo, v la fraceion
aumentard; si la diferencia entre @ y & es suficientements

Pequena, la fraccion podrd adquirir un valor tan grande

"
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como se quiera, de modo que el punto P: se alejard cuanto
queramos, y cuando 4 llegue 4 ser igual 4 ¢, dicho punto se
colocara 4 una distancia infinita. esto es, desaparecerd.:

In este caso tiene, pues, el problema una séla solucion,

TercER caso. Sia < 4, la suma yg -+ /3 es mayor 2/a ,
luego el primer valor de o es menor que i por tanto, el

punto P estarda mds proximo 4 la luz A que 4 la B, como
efectivamente debe suceder.
Ll segundo valor de r es negativo; poniendo — z en lt~
gar de z en la ecuacion se convierte en
a b
z} (@ + z)*
v debiendo representar ¢ -« la distancia del punto B al que
R : RYRit 72 g
se busca, es claro que dicho punto estd & la izquierda de A,
Tambien en este caso tiene el problema dos soluciones.

CAPITULO QUINTO.
ECUACIONES BICUADRADAS,

123. Se llama ecuacion Gicuadrada toda ecuacion de la
forma

avt 4 bx* + ¢ = 0.
Dividiendo por @ todos sus términos, y representando por

; b ¢
2 ¥ ¢ las fracciones R S trasforma en

@ - px? 4 g = 0.

Para resolver esta ecuacion, hagamos #* = 7, en cuyo
supuesto serd #* = 7*, y la ecuacion se convierte en la de
segundo grado

V+py+q=0.
Sabemos que

7] t3
e
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y como de &* = y se deduce & = == /| serd
s Ve W /D
W e

. La incégnita  tiene, segun vemos, los cuatro valores
slgulentes:

Vg VE S VogE,

g Sy o T
VL VE g Ve Vel

Si ¢ es cantidad negativa, las dos primeras raices son rea-
les, iguales en valor absoluto, pero una positiva Y otra ne-
gativa. Las raices tercera y cuarta son imaginarias.

Sig=0, y p es positiva, las dos primeras raices son
iguales 4 cero; perosig =0, y p es negativa, dichas rajices
son iguales 4 /p , aunque de signo contrario. La tercera y
cuarta son iinaginarias enel primer caso y ceroenel segundo.

Si ¢ y p son positivas, las cuatro raices son imaginarias;
Ppero si ¢ es positiva y p negativa, serdn todas reales, iguales

; : e
¥y de signo contrario dos & dos, cuando sea q <l4-; todas

reales, iguales en valor absoluto & \/ —g—, pero dos positivas

9

¥ dos negativas, cuando sea g = —{1—-; y todas imaginarias,
cuando sea g > —%—-

124. En algunos casos, los radicales dobles que se obtie-
nen resolviendo una ecnacion bicuadrada, pueden convertir-
se en la suma ¢ diferencia de dos radicales simples.

f: Propongémonos convertir el radical doble ¥ ¢ == /3 en
otra expresion de la forma V4 = B, siendo 4 y B canti-
dades racionales. ’

Sabemos [25] que
(V etV T+ e ) =0V +2V a8V (b0,
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(‘/ a _H/Z—__\/ a_\/“[)!:a-{—ﬁ —2V a+s/3—|/d—»fz+ﬁ-—&/_5:

pero es evidente [105] que
N 18V a—yF =V (avF) (e—8 )=2/a"=F;
luego
(\/a—wé_-i- Vs \/T)ez 2 4+ Wat — b,
(\/ﬁ’« R D A \/_&—)E = 20 — Wt — b

Extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros de las
igualdades anteriores, serd

Va4 V5 +Va—vE =Vu+a—5
Vatvi —Va—vs =V — e —b

siendo conocida la suma y la diferencia de dos cantidades,
tendremos [4, 2.

V&+¥’&—J—t/9a+2»@* &+—1—‘/"a at—0,

\/a—v‘z_: -2—‘/253 —+ 2/ — b — —0- 1/2@—2\/{32—&;

b Vi V=L i

VieZys = Vi B OV B

Las expresiones equivalentes 4 |/ o+ Ve ¥ Vie— Vo,
ue acabamos de obtener, serdan la suma de dos radicales
simples, siempre que ¢* — 4 tenga raiz cuadrada exacta;
pero si @® — & no tiene raiz cuadrada exacta, no deberd em-
plearse la trasformacion explicada, puesto que en lugar de
un radical doble que teniamos, obtendremos la suma de dos
radicales dobles tambien.
Fjemplo. Sea la expresion

Vis < otz
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Introduciendo el factor 2 bajo el segundo radical, se con-
vierte en |/ 15 V56
Ahora, a* — § = 15® —- 56 — 13* esun cuadrado perfec-
to, luego podrd trasformarse el radical doble en la diferen-
cia ae dos radicales simples.
Aplicando la férmulza [2] se obtiene

TR VLR ) e

) ?

VIS SRS \I_L— — \"T VAP, 3

CAPITULO SEXTO.

EXPRESIONES IMAGINARIAS.

125. Hemos llamado expresiones imaginarias 4 1as raices
de grado par de las cantidades negativas. Vamos 4 ocupar-
nes de las imaginarias de segundo grado, esto es, de aque-
Has en Ias que el indice de la raiz es 2.

Monomio imaginario es el producto de una cantidad real
por la raiz cuadrada de una cantidad negativa; por e Jjemplo
(€ +2)y—5.

126. Las expresiones Imaginarias se admiten en el edl-
culo algebriico, conviniendo en aplicarles las reglas dadas
para el caleulo de las cantidades reales.

En virtud de este convenio tendremos

VA B e O e 1;
luego Zodo monomio imaginario puede reducirse é la forma
ay/— 1, en la que @ representa una cantidad real positiva (V]
negativa, de ung ¢ muchos términos.

127, Binomio imaginario es toda expresion algebrdica
compuesta de una cantidad real cualquiera, y de un mono-
Inio Imaginario; por ejemplo

a--dy—1.
Los binomios imaginarios se consideran siempre reduci-
dos & la forma ¢ 44y —1, en la que ¢ y ¢ son cantidades
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realescualesquiera. Esto es posible, porque, segun hemos vis-
to, todo monomio imaginario puede adquirir la forma &y/—].

128,  Teorema. La swma, la diferencia, el jnodueto y el
cociente de dos binomios imaginarios, es en general wn bi-
OO TIMAGINATE.

Al 30 : et ,
Swma. ({.f-M; e l)—i— L‘c—H?vﬁl): (a=-0)4-(04-d) v —1.
Casos particulares. Sia -+ ¢ =0, la suma de los bino-

mios es un monomio imaginario; y si é—-d =0, dicha suma

es la cantidad real ¢ -+ c.

i . . PRI R TR o
Diferencia. (rt—}—&y’—} )—(C—i—(?\-’—— | j=(7—c)4-(b—d)y/~-1.
Casos particulares. Si a—e==0, la diferencia es un mo-
nomio imaginario; y si &—d =0, sera la cantidad real a—e¢.
Producto. (cz~+—5\f—l) (c—{—rﬁg,’:l'):(ac—éd)—i—(éc-—i-ad)\/ —1.
Cuasos particuiares. 81 ac—~od=0, el producto es un mo-
nomio imaginario; y si d¢ -+ ad = 0, una cantidad real.

a -+ 5\-’——_l (a -+ Eﬂ,’:—J) (6= ffl,’:_I)

¢~ dy—1 (e +dv=1)(c— dy—1)
(ae+-0d) + (be—ad)/—1  ac-bd be—ad v
¢t ¢ o g e d2 ‘" :
Casos particulares. Siel término real es cero, el coeien-
te serd un monomio imaginario; y si el eoeficiente de \/—1
es cero, dicho cociente es una cantidad real.
129. ¥n virtud de la definicion de potencia, tenemos
( ) =v/—1
(W hlmoumn s o 1372
(V=T)= (/=1 /=T =—p=T :
(V=1)=(/—1)(y=T)=—1.—1=1.
Toda potencia de y/—1 superior & la cuarta, tendrd su
exponente representado por 4n, 4w -+ 1, 4n 4 2 6 4u -+ 3,
siendo 2 un numero entero; pero ‘
(y=1) =1L

\in

luego L ED)=r=5

Cociente.
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por consiguiente
(V=T)", (=T)"'/mT
(‘/—_}.)"”’2 Tt l, (‘/-—_T)“H; A \/—_]'._

Vemos que cualquiera que sea el exponente de /—1, se

obtendra siempre una de las enatro primeras potencias.
130. Se llama mddulo de una expresion imaginaria @ 4

&/—1, laraiz cuadrada de la suma de los cuadrados de ay 2,
esto es, a® 4 4%

Dos expresiones imaginarias se llaman conjugadas, cuan-
do sélo se diferencian en el signo del coeficiente de j/— 1.

Talessona+&/—1 ya— b/ — 1.

Es evidente que dos imaginarias conjugadas tienen el
mismo mdédulo /a® + 2.

131.  Trorema. 87 e mddulo de una EXPIESLON IMAGINATia
es cero, la expresion es igual @ cero.

Sea la expresion imaginaria.a + &/— 1; su médulo seré
Viad - 2.

Para que /a® - 42 sea cero, es necesario que la cantidad
subradical sea cero; pero @ - 4* es la suma de dos cantida-
des positivas, puesto que ¢y 4 tienen un valor real, luego
debe ser ¢ = 0, & = 0; por consigniente @ - 5;/.— JE {1

132. Teorema RrEciprOCO. % una expresion LIRAGTNAT I
a--by/—1 escero, sumddulo es tambien cero.

Para que @ + &,/— 1 sea cero, es necesario que sea g=0,
& = 0; luego /a® -I- 52 = 0.

133. Trorema, Z7 mddulo del producto de dos factores
IMAGINarios, es iqual al producto de los mddulos de dichos
Jactores.

Hemos visto [128] que
(¢ +8/=1) (c+ &/=T) = (ac—2d) + (¢ + ad)/=T.

El médulo de este producto es
Viae — bap 4 (be + ad)* = /a*c® + B'd? 3 i°c —+ a*d*

Poniendo 4 ¢ y &* por factor comun, el médulo del pro-
ducto serd

VEEF B T+ =vV@ T 0 @+ &
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pero. V@0 @+ &) =Ve+ 8 XVE+d,
y como y/a* + 0* y/c* 4 d* son los médulos de los facto-
res, el teorema es cierto.

134. Tronema. F¢ mddulo del cociente de dos expresionss
imaginarias, es igual al cociente de los modulos de dichas
ExPresiones.

Llamando ¢ = &'y/— 1 4 la expresion imaginaria que
resulta de dividir ¢ + &/— 1 por @’ + &'/— 1, tendremos
e+ /=T = (¢ +&y/=1) (¢4 &v—1).
Pero, segun el teorema anterior, es

VEFF =B T

luego V‘E”g + &"’i :M—
Va0

igualdad que demuestra el teorema.

135. Trorema. Un producto de varios factores imagina-
7108 €5 igual & cero, Si uno cualyuiera de los jfactores es
igual @ ¢ ro.

En efecto: es evidente que el teorema demostrado en el
namero 133 para un producto de dos factores imaginarios,
es igualmente cierto si los factores son mas de dos. Ahora
bien, si uno de estos factores es cero, su moédulo tambien
serd cero, luego el producto de los médulos se reducird 4
cero;” pero el producto de los médulos es el médulo del pro-
ducto, y siendo este médulo cero, dicho producto tambien es
cero.
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EJERCICIOS.

—

1. Extraer las siguientes raices:
Anoht 2
— WL
Yo 4

II. Separar de Ia cantidad subradical los factores que tengan raiz
cuadrada exacta en las expresiones siguientes:
- rd 2Watbie'd
a T T BT A e e &
\‘,’T, l/-loi:a"b‘c"d, 1/.;,@ -+ 9x* 4 S +1, \/ T
it dmbn
IIL. Introducir hajo el signo radical los factores que estin fuera del
mismo en las siguientes expresiones,

i s SRS o Sabe
VG 362/ Tabe, (a—1) y/u —1, Sy

dact’

oLt : b2
V14dadts, \/a* — ab 4 —

IV. . Resolver las ecuaciones siguientes:
z? — 8§z = — 15,

2 — Sz 9=, -;%-{_I:—_?-.

[ V. Resolver las ecuaciones
dzt= 17z = {0 2 = 1522 -+ =z,
i i ab 111

__+: b e 8 e N -
24 Sz bz —35 ° 2543 bz—8

-

VL Descomponer en factores de primer grado los trinomios siguientes:
22 g — 3 z? - (@ — 2b) o — 24b.

VIL.  Escribir una ecuacion de segundo grado cuyas raices sean

¥ 2a.

VIIL.  Una persona quiere repartir 180 reales entre varios pobres; si
los pobres fuesen § menos, cada uno recibiria un real mas. iCuintos son
los pobres?

IX. - Los capitales de dos socios importan 6000 duros: el primero de
Eslos se retira de la sociedad 4 los 15 meses, y recibe 4050 duros entre
capital ¢ intereses, el segundo se retira 4 10s. 7 meses, recibiendo 2540
duros tambien entre capital é intereses, jCual es el capital de cada sécio?




LIBRO CUARTO.

POTENCIAS ¥ RAICES DB LAS CANTIDADES ALGEBRAICAS,

CAPITULO PRIMERO.

POTENCIAS Y RAICES DE LOS MONOMIOS.
I.—Potencias de los monomios.

136. Para elevar un products de varios [actores G una
potencia cualyuicra, se eleva cada factor ¢ dicka potenci.
En efecto:
(abe)™ = abe . abe....... repetido m veces;
pero abe . abe ... = aa ... b6 ... cc ...,
entrando cada letra @, & y ¢ por factor m veces; luego
{(L'&C) T ﬁ;mbmcm.

187. Para elevar una potencia de una cantidad @ otra

potencia cualyuiera, se multiplican los exponentes.
Lin efecto:

{[&m)u e am : am“"” — (z_1}l+ﬂl+ e
entrando /2 en el exponente por sumando 7 Veces;
luego

(ﬁm)“ — [,5”?'".

138. Para elevar un monomio entero & una potencid
cualguiera, se eleva el coeficiente & dicha polencia, y se
multiplican los exponentes de las letras por el de la polen-
cia. LI resultadn serd positivo si el expon-nte d2 la potencia
es par, y levard el signo del monomio si dicho exrponente
esampar [39].

Tista regla es consecuencia inmediata de las anteriores.
Asi

(3(&&203)52 27(@’-5566“’, (_ 2{5’5‘563)‘ —— 164150138,
— Smntp)t = — 125mn'*p’s
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139.  Para elevar una fraccion ¢ una potencia cualyuie-
7a, se elevan 4 dicha potencia sus dos términos.
gt g Q.0
En efecto: (—-) = L = s
b 6 b G .
entrando cada letra @ y 4 por factor 2 veces, luego

( a )m_—. am
b SR
2% )a_ 270°0

o 5ed? 12504

IL—Raices de los monomios.

140. ' Para extraer Iz raiz de un grado cualyuiera de un

producto de varios factores, se extrae la raiz ded mismo gra-
do de cada factor.

Vamos & demostrar que

Vale=Va Vi e .

En efecto:

v vi ve )= 0a VO ) e )= we.
141, Para extraer la raiz de un grado cualyguiera de w~

patencia, cuando el exponents de ésta es divisible por el 1.
dice de la raiz, se efectiba dicha division.

Decimos que

mn
m

: ‘/amu — (ET.: ar.
En efecto:
(a-a)m = gnm,

142. Para extraer la raiz de eualquier grado de un mo-
nomio entero, se extrae la vaic del mismo grado del coefi-
ciente, y se divide el exponente de cada letra por el indice de
la raiz. Bl signo del resultado serd == si la cantidad subra-
dical es positiva. y el {ndice de la raiz es par, y levard el
sigio de i cantidad subradical si dicko indice es impar.

5]
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Tista regla es consecuencia de las anteriores.
Asl
AT 1N B e Wy
V8lathte'* = == 3abic’, \216a'c'd* = 6a’cd,
5 Lo o
V/—32a"08 = — 2a?5°.

143. Para que la raiz de un monomio sea exacta, esto es,
para que esta raiz sea una cantidad racional, se necesita: 1.°
que el coeficiente tenga raiz exacta; 2.° que los exponentes
de las letras sean divisibles por el indice de la raiz. Si falta
alguna de estas condiciones, se descompone, si es posl ble, la
cantidad subradical en dos factores, tales que uno de ellos
tenga raiz exacta, y se extrae la raiz de dicho factor, dejan-
do indicada la del otro.

Asi

3 3 NN FESREL NTEEN
V@l = /20 X\ 20t = 3ab/ 20*het.

Por el contrario, se introduce un factor bajo el signora-
dical, elevandole & la potencia indicada por el indice del
radical.

Asi

4 + 4 4
dalPe /3030 = /256 0 et X /3070 =\/T68a’0" ¢
144. Para extraer la raiz de cualguier grado de una

“raccion, se divide I Taiz ded numerador por la del deno-
wvinador.

Vamos & demostrar que

v
b
En efecto:
va\"_Wa) _a
Vo (va) 9
Asi 4
5 ———— —_———— e
\/ Rafpe e 20, Ratbe _ 4a/c
MmN dmn gmns Vg
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CAPITULO SEGUNDO.
POTENCIAS Y RAICES DE LOS POLINOMIOS.

I.—Permutaciones Y combinaciones,

145. " Se Ziaman. persuraciones 0,

Jormar con varias letras v objetos, tomdndolos uno d uao,
dos @ dos, tres a tres,

ete., de modo que ningun ohjeto se re-
puta e el mismo qrupo, y gue dos arupas de iqual nimero de
obijetos se diferencien en uno de ¢stos d en el drden de colo-
cacion.

Vamos & for
&0 S di

Para esto, se escribe 4 la derecha de cada letra todas las
demds, una 4 una,

$ qrupas gue se pueden,

mar las permutaciones binarias de las letras

Asi tendremos, ab, Qe
ba,
ea,

Para formar ahora 1
@ la derecha de cada bi
una & una.

as permutaciones ternarias, se eseribe
naria las letras que no entran en ella,

Asiresulta  ade, abd..... ach, aed.... adhb, ade....
; bae, bad.... bea, bed.... bdn, bde..,
cab, cad .... cha, ckd.... cda, edb...

dab, dac.... dba, dbe . dea,

Las permutaciones cu
4 la derecha de ¢

ella, una 4 una,

srierie ol

aternarias se formarian escribiendo
ada ternaria las letras que no entran en

146. Prowieva: Hallar el nimern, de permutaciones que

pueden formarse con m letras tomadas 1 ¢ n.

Es evidente que con m letras tomadas una 4 una se for-
man 7 permutaciones.

Si & la derecha de la primera letra se colocan una 4 una
las demds, se formardn m — 1 permutaciones de dos letras:
lgualmente la segunda lefra origina otras m—1 permutacio-
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nes, y asi todas las demds; luego las m letras dadas originan
m (m — 1)
permutaciones binarias. : S

Si 4 la derecha de la primera permutacion hinaria se es-
eriben una d una las 2 — 2 letras que no entran en ella, se
formaran % — 2 permutaciones ternarias; del mismo modo,
la segunda permutacion binaria origina ofras m — 2 terna-
rias, y asi todas las demads; luego las m (m — 1) permutacio-
nes binarias originan

wm(m— 1) (m—2)
permutaciones ternarias.

Iin general, si & la derecha de la primera permutacion
de z letras se colocan una & una las m-— x letras que no en-
tran en ella, se formaran m — 2 permutaciones de 2 + 1 le-
tras; igualmente la segunda permutacion de z letras origina
otras 7 — x permutaciones de # -+ 1 letras, y asi todas las
demis; luego representando por 2, el niimero de permuta~
ciones de 7 letras tomadas z 4 @, cuando se tome en cada
permutacion una lefra mas, resultardan 2, (m — &) permuta-
ciones de & -+ 1 letras, esto es,

B i="2m = %).

Haciendo en esta formula sucesivamente z =1, =2, =

3,.... =@ — 1, y recordando que P, = m, tendremos
L= (1)
P, = P(m—2)
Boi— o =3)

B P"_,(-?}. 7 —+ 1).

Si ahora multiplicamos ordenadamente estas igualdades,
v suprimimos despues los factores comunes & los dos miem-
bros del resultado, tendremos

Piv==im; (m ~<11) (m—2) (m—3).... m—n-4+1). [

Ljemplo. Hallar el nimero de permutaciones que pue-
den formarse con 12 letras tomadas 6 & 6.

El primer factor 7 vale 12, y cada uno de los demds se
halla disminuyendo el anterior en una unidad, y el tltimo
a— %~ 1 vale 12 — 6 4+ 1 = 7; luego

L, =12.11. 10..9 . 8.7 = 665280,
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147. Sien la férmula (1] suponemos m = 71, el ultimo
factor m — 2 1 se reduce 4 1, Y serd

P =mm— 1) m —2)..... 1,
0 PR [2]-

Lsta férmula dé el ntimero de permutaciones que se pue-
den formar con m letras entrando todas ellas en cada per-
Inutacion.

Asi, el nimero de permutaciones de 5 letras, tomando
todas en cada grupo, es -

Py=1.2.8.4.5=19°0.

148. Se llaman compixaciones los qrupos que se pueden
Jormar con varias letras i objetrs, tomandolos uno i wno,
dos @ dos, tres @ tres, etc., demodo qus ningun oljeto sz re-
pita en el mismo grupo, y gue dos grupos de tqual nimero
de oljetos se diferencien por lo menos en uno de éstos.

Para formar las combinaciones binarias de las letras a, b,
¢, d, €....., se escriben & la derecha de cada letra todas las
siguientes, una # una.

Asi tendremos, abd, ac, ad, ae......
be, bd, be......

« * 8

Para formar las combinaciones ternarias, se eseriben 4 la
derecha de cada combinacion binaria las letras que siguen 4 .
la ultima.

Asi se obtienen

abe, abd, abe...., acd, ace.... ade....
bed, bee.... bde....
cde. ..

R R DR Rt S Y T e RNy e e ey B

Las combinaciones cuaternarias se formarian eseribiendo
4 la derecha de cada combinacion ternaria las letras que
siguen 4 la Gltima.
149. - Propieva. Huallar el mimero de combinaciones que
pueden formarse con m letras tomadas n ¢ n.
Si suponemos formadas las combinaciones de m letras to-
madas dos 4 dos, cada combinacion, alterando el érden de
las letras, dard dos permutaciones; por ejemplo, la combi-
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nacion b dara las permutaciones ¢4 y ba, luego el ntimero
de combinaciones binarias es la mitad del nimero de permu-
taciones; llamando €, al niimero de aquellas, serd
O m (m — 1)
R D) =
gi se han formado las ecombinaciones ternarias de 7 le-
tras, alterando el drden de éstas en cada combinacion de
todas las maneras posibles, resultaran, sezun la formula (2],
1. 2.3 permutaciones; por gjemplo, la combinacion abe orl-
ging las permutaciones
abe, ach, bae, bea, cab, cba;
luego el nimero de combinacioes ternarias es igual al de
permutaciones dividido por 1 . 2. 3; asl
C m (m— 1) (m — 2)
557 e 3 ’
In general, si suponemos formadas las combinaciones de
o letras tomadas z# 4 », y alteramos de fodas las maneras
posibles el érden de las 2 letras que forman una combina-
cion, se originan

2 AR R )
permutaciones; luego para hallar el numero de combinacio-
nes de # letras 2 4 m, se divide el nimero de permutaciones
de las mismas letras por el producto
=52 nidecena it
Asi

g=

e (m— 1) (1 — 2)eeeee (m—n 1)
g2 i

Ejemplo. Hallar el ntimero de combinaciones que se
pueden formar con 10 letras tomadas 4 4 4.
Haciendo 7 = 10, # = 4 en la férmula [3], se obtiene
TONEONEE S
¢, 1 I e S il
150. TrorEmA. F7 niimero de combinaciones de m letras
tomadas 1 ¢ n es iqual al nimero de combinaciones de las
mismas letras tomadas m —n ¢ m — n.
Si de las 7 letras dadas separamos 2, formardn éstas una
combinacion de # letras; y las m — % no separadas, forma-
rdn igualmente otra combinacion de 7 — # letras.
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Supongamos que vuelven 4 reunirse las m letras; si sepa-
Tamos un grupo que contenga z de éllas, pero - distinto del
Separado la primera vez, tendremos una segunda combina-
cion de# letras, Y las no separadas formardn igualmente
Gtra combinacion de m — letras, distinta de la primera.

Luego & cada combinacion de 7 letras corresponde otra
de 7 — n letras; por consiguiente el ntimero de las primeras,
es igual al de las sagundas.

Asl, el namero de combinaciones de 12 letras tomadas 3
4 3, es igual al niimero de combinaciones de 12 letras toma-
das 9 4 9.

IL—Foérmula del binomio de Newton.

151. Efectuando sucesivamente las multiplicaciones de
dos, tres, cuatro ete. factores hinomios, cuyos primeros tér-
minos son iguales y los segundos diferentes, se obtiene

(#4-a) (#+b)=a2+-a ‘ Z ~- ab.
—+4

(2-a) (24-2) (2 O =2l ~-ab|z + abe,
: 4| ar
+c| e

(@=4-a) (x4-2) (zc) (24-d)=z'+-a|w+ad | 2*-abe o-+abed.,
+b| —ac| —abd
~+c| adl —acd
~+d| —be| —ded
—+bd
~cd

En la formacion de estos productos se observa la ley
siguiente: : ;

L5l exponente de x en el primer término es tgual al nime-
70 de factores binomios, Y disminuye sucesivam nte en una
unvdad. Ll coeficiente del primer término es la unidad, el
dael sequndo, la suma de los sequndos lérminos de los facto-
78; el del tercero, la sumia de sus combinaciones binarins; el
ded cuarto, lo suma de las combinaciones ternarias, ete. Bl
Ultimo término es el producto de los Sequndos tirminos de
los binomios.

Demostremos, ahora, que sila ley enunciada se verifica
Para 7 factores binomios, se verificar4 igualmente para m—1.
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Representemos el producto de # factores por ka expresion
g™ 4 damt 4 Bt 4 Cams 4 ... 4+ U,
en la que, con objetn de-abreviar, se representan por 4, B,
! wens U7 los coeficientes de @, esto es,
A=a+b4c4.............
B =ab—"ac -4 be +
C = abec + abd 4 acd -+

L L R U el S AR

Multiplicando dicho producto por un factor nuevo z +p;
se encuentra
o + Apm-1 + Baym-2 + me-s —-+.... -+ 7
A o
G Al.a"‘ + B |a™t 4= ¢ .w'""-’ S
-+ Ap -+ Bp == L:'n

-t
¥

Examinando este producto se reconoce que el exponente
de 2 en el primer término es igual al nimero de binomios, ¥

que disminuyé sucesivamente en una unidad.

El coeficiente de! primer término es la unidad, el del se-
gundoes 4 -- p, y como A4 es la suma de los segundos tér-
minos de los 7 binomios y p el segundo término del binomio
nuevo, 4 4-p es la suma de los segundos términos de los
7 —+ 1 ‘binomios.

El coeficiente del tercer término es B — 4p, siendo 7 la
suma de las combinaciones binarias de 2 letras. Pero es evi-
dente que dadas las combinaciones binarias de # letras, se
hallarin las combinaciones posibles del mismo 6rden con
una letra mas, agregando & las ya formadas los grupos que
resulten poniendo la Jetra nueva 4 la derecha de cada una
de las primeras; luego

B ApéseaB~+ (a0 405 ~+4c ) p
es la suma de las combinaciones binarias de los segundos
términos de los » 4 1 binomios.

El coeficiente del cuarto término.es ¢ 4 Bp, siendo (' la
suma de las combinaciones ternarias de  letras; si atadi-
mos una letra més, originard otras combinaciones ternarias,
que podran formarse colocando la nueva letra p 4 la derecha
de cada combinacion binaria de m letras; luego

CHBp 6sea C+ (ab+ac+be—4...)p
23
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cuarta, y sustituyéndolas por s, £% 5%y s+ en la expresion
anterior, se obtendré la potencia euarta’de @ 4 4 4 ¢.

Asi tendremos
e =i
2= 0 - 2he 4 2
8 =0 4 3P - 3t - ¢
. s = 0 4 4b5¢ - 642 - 4405 ~+ ¢t
luego

@428+ o)) =a* + 46*(b <+ ¢) + 6a(02 - 20c' 4 ¢2)
40(6° + 35% - 3be* 4 ¢8) 4 B4+ 43¢ - 643¢2 —+4beS ¢,
0 (a,-;-&‘-{-c)*:(.;‘—{-5*—{—c‘+4¢z‘5—{-4(z"c+465ft—1—-4&"c—}—40"a+
460 < 6a*0* + 6a*cr + 60°¢* 4 12a%he + 122%¢ ~+ 12¢%b.

En general,

m(m—1
(@-b4-c+-.... ) *=(a+-35)"=a"-ma™' s ——{1—-7)— amisi4-
m (m —1) (m — 2) ‘
I 2033 ;

Donde vemos que la potencia z de un polinomio depende
de varias potencias de otro polinomio s, que tiene un térmi-
10 menos que el propuesto.

Representandos 6 4 4 e~-d—-.... por otro binomio o+,
las potencias de s dependerin de varias potencias de s, poli-
1nomio que tiene dos términos menos que el propuesto.

Coutinuandodel mismo medo, la potencia (a—-b—c—...)m
llegars 4 depender solamente de varias potencias de un bi-
nomio, que se desarrollardn fieilmente. -

158. Representando por @ las decenas de un niimero en-
tero y por 4 las unidades, el numero serd a—4: elevando
este binomio 4 la potencia m, se hallara la composicion de
una potencia cualquiera de un numero mayor que 10.

Por ejemplo, de la expresion

(@~+-0)t = a*+-40°b~-6a252 - 4ad —+ B
se deduee que la potencia enarta de un numeromayor que 10,
s igual 4la enarta potencia de las decenas, més el cuidruplo
del cubo de las decenas multiplicado por las unidades, mis
el séxtuplo del cuadrado de las decenas por el de las unida-
des, mids el cuddruplo de las decenas multiplicadas por el
cubo de las unidades, mds la cuarta poteneia de las unidades.

UER
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1V.—Raices de los numeros y de los polinomios.

RAICES DE LOS NUMEROS.

159. Los razonamientos que nos condujeron en Aritméti-
ca 4 las reglas de la raiz cuadrada y de la cubica, se apoyan
en la composicion del cuadrado y cubo de un numero ma-
yor que 10.

Segun hemos visto en el niimero anterior, podemos ahora
estudiar la composicion de una potencia cualquiera 7 de un
nimero compuesto de decenas y unidades; por consiguiente
nada mds faeil que deducir la regla para extraer la raiz m
de un numero, mediante razonamientos anilogos 4 los ex-
puestos en las raices cuadrada y cubica.

Sin embargo, la teoria de logaritmos, que expondremos
en el libro siguiente, da un procedimiento general y breve
para hallar la raiz de cualquier grado de un numero, por
tanto nos limitaremos aqui & indicar la posibilidad de hallar
reglas especiales para la extraccion de raices de indice ma-
yor que 3.

160. RAICES DE LOS POLINOMIOS.

Sea un polinomio 4+ B+ O~ D—-......, y su raiz del
grado m, a—-0—+-c—+d—+
Supongamos que el polinomio propuesto y su raiz se
hallen ordenados por las potencias decrecientes de una mis-
ma letra.
Iis evidente que
A+B+C0+D+.... = (a+-b4-c4-d—+...)™
0 sea [157]
A4 B+ O+ D+-.... = e +mam* (O -c4-d+4-.....)+
: . (m — 1) x :
Tam'g (&+'c+d+““)u+ [1]
El primer términodel desarrollode esta potenciaesa™ [23],
puesto que dicha potencia es un, producto de 7 factores or-
denados por las potencias de una misma letra; luego
y A = a”, de donde ¢ = V/A 3
Por consiguiente, para hallar el primer término ¢ de la
raiz, se extrae’la raiz del grado v del primer término del
polinomio propuesto.
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Por ejemplo, para hallar el 5.° término,. haremos % — 4,
¥ serd ;
L m (m—1) (m — 2) (m—3) ol
s 1 ARIEE A
Para hallar el Gltimo término, ohservaremos que el de-
sarrollo tiene m 4= 1 términos, Y 'se hard # = m; asi el tlti-
MmO términG seri
m(m—1) (m—2)...3.92.1
J e dide o :
pero el numerador y el denominador de la fraccion son
atihos el producto de todos os niimeros enteros desde 1 has-
ek, y portanto ignales, y o =1; luego el ultimo término
es @, segun sabiamos.
154, Bi damos & = el valor # =+ 1, el término oeneral se
convierte en }
A m {?}Z—l)’(?)l-ﬁﬁ?).... (m— 71._—}-]) (m—n)
i T Riadis S SlypetsT

X I3 E ac T Nal 1 ~§ 3 L T 9 Ak &8 4
Comparando las expresiones de 1 ..y T, se observard

o

an xﬂ;

ar me-nft-

esta ley.

U término del desarrolin de (a —+ x)™, se forma multi-
plicando el anterior por el exponente de x, dividiendo el pro-
ducto por el nimero que erpresa el lugar de este término,
aumentando el exponente de a en una unidad, Y disminuyen-
do, tambien en vna unidad, el de x. :

De este modo se obtiene
(T-t-0)'=a"+-6axd + 15a°c 4= 0% + 15a' 2 4602+ a°.

155. En la prdctica, sélo es necesario calcular la mitad
de los coeficientes de una potencia ¢ la mitad mas uno, por-
que los terminos equidistantes de ios extremos tienen cos 2 fi-
clentes igirales.

En efecto: supongamos dos’ términos equidistantes en 7
lugares del primero y ultimo respectivamente.

El término que dista 2 lugares del primero ocupa el Ju-
gar 2 - 1 y tiene por coeficiente el nimero de combinacio-
nes de o letras tomadas 2 & 2: y el término que dista % lu-"
gares del ultimo, dista del primero 7 — % lugares, luego su
coeficiente es el niinero de combinaciones de m letras toma-
das 7 — - m— w; pero el niimero de combinaciones de m
letras tomadas 74 # es igual.al ntmero de combinaciones

i
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de m letras tomadas m — n & m —n; luego los coeficientes
de los términos equidistantes de los extremos son iguales.

Supon amos que se quicre desarrollar la potuu,m

(# = @)’

Dehiendo tener 10 términos este desarrollo, se caleulan
solameanie los coaficienies de 1os cinco primeros, por la regla
del ntimero 154, y se repiien dichos coeficientes en los cireco
términos restantes, en orden inverso.

Ast
(z4-a)'=5"- 902+ 360z - 84a”z® 4-1260'c® -+ 1260°2' -

8detz® + 36077 - 9az -+ o,
156. Tiatercos de hallar el desarrollo de (# — a)™.

Si en la firmula de Newion cambiamos el signo de @,
cambiardn de signo. 1os {érminos en que esta letra tenga ex-
poneniz impar, y aquellos en que el exponente sea par no se
alteraran; lueoo

. (m— 1)

2

(1t e S e il AL

;e —

(z — a)" = ™ — maz™' -

m (m—1) (m —2)

eSS :

Obsérvese que los términos son alternativamente positi-
vos y negativos, & partir del primero, que es positivo.

- Bjemplo. (a—0)°=a*—5a*h 10630 — 10030 +-5a4—5.

IIL—Potencias de los polinomios:

157.- Todo polinomio @ - & -+ ¢ = @ +-..... puede consi-
derarse como un binomio, cuyo primer término es @y el
segundo la suma & 4 ¢ -+ d......

Por consiguiente, la formula del binomio de Newton
sirve para hallar una potencia cua.lqmem de un polinomio.

Sea la potencia (@< 0+ c)

Considerando & @ como primer término de un binomio y
4 4 + ¢ como segundo, y representando la suma 4—¢ por s, ,

serd,
| (@b + 0 = (@ 9
pero (@4 8) = a' 4 4a°s 4 6as® - das® - 5%
luego hallando las potencias de s, desde la primera hasta lai’
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es la suma de las combinaciones ternarias de los segundos
términos de 1os p 4 1 binomios.

Este razonamiento puede aplicarse & los demds coeficien-
tes, y se vera que todos obedecen en su formacion 4 la ley
enunciada.

El ultimo término &p se compone de 77, producto de los
segundos términos de los . binomios, y de p, segundo tér-
mino del factor nuevo; luego Up es el producto de los segun-
dos términos de los 2 -+ 1 hinomios.

Vemos, pues, que si la ley es cierta para 7 factores hino-
mios, lo es tambien si se toma un factor més.

Pero, sabemos que es cierta para dos, tres ¥ cuatro facto-
tores, luego lo serd tambien para cinco, y siéndolo para ein-
¢o, lo sera tambien para seis, ¥ asi sucesivamente: luego la
ley es cierta para un nimero cualquierade factores hinomios.

152. Sien un producto de m factores hinomios supone-
mos iguales entre si los segundos términos, esto es, si hace-
mose=~06—=¢—=d . el producto indicado

(4 @) (z 4+ &) (x4 c).....

se convierte en

@+ @) (x+ @) (2 + a)..... = (2 + a)™.
En el producto efectuado, el coeficiente del segundo
término

e+ o4 c—+......
se convierte en
T~ @+ a—...... = ma;

el del tercer término

ab -+ ac =4 be +-......
se convierte en

a4+ a® 4 a® —......,
donde a* se repite por sumando tantas veces como combina-
mim—1)

1t

ciones binarias pueden formarse con  lefras, esto es,

veces; luego dicho coeficiente sers,
mm—1)

T

Del mismo modo se verd que el coeficienie del cuarto

término es
R ol Sl (AR Sy
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* . ; m (1) (m—2
estando @° repetido por sumando 9.3 veces;

luego dicho coeficiente es
m (m—1) (m.— 2) g
13203
Los demés coeficientes se hallarin del mismo modo.
Bl Gltimo férmino AhHC. s
se convierte en CoiE =1
Luego el desarrollo de la potencia (z 4 )" serd

mm—=1) o 4
a* m-2
REoE Y

aaxm-s _+_ 2 + am.

.

(@ + a)m = ™ 4 maz™"' -

m (m—1) (m — 2)
AL

Tal es la formula del binomio de Newton.

153. Puede obtenerse una expresion general que repre-
sente todos los términos del desarrollo de (z -+ @), & partir
del segundo.

En efecto: obsérvese que el exponente de ¢ en un térmi-
no dado es el niimero de términos que preceden & éste, y el
de # es igual &  disminuido en el mismo nUmero; Por ima-
nera que la suma de ambos exponentes es siempre .

Los factores

i mm—1)  mm—1) (m—2)
: 1E DR 128
que preceden 4 las letras @ y @, representan, en un término
cualquiera, el niimero de comhinaciones (ue se pueden for-
nar con letras, tomando tantas en eada grupo como ter-
minos preceden al que se considera.

Llamando % - 1 al lugar gue ocupa un término, con=
tando desde el primero, dicho término estard precedido por
otros #, y sera \

} AT [y LN, ey
7 (o — 1) (1 —2) weeees (. — 0~ 1) ot
7+ AP R e

. Esta expresion, llamada tdrmino general, da los términos

0 a
2.2, 8.°, 4.% ete. del desarrollo de (z - @)™, con solo hacer en
ella respectivamente # = 1, = 2, = 3 ete.
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Restando A del primer miembro de la igualdad [1] yan
del segundo, resulta

B4 C+D—-..... = ma™! btecHtd+.....)
(i — 1) : 2]

)

Puesto que 4 contiene la letra ordenatriz con mayor ex-
ponente que e, d,..... ete., ma™'% serd término anterior 4
wma''e, ma"'d ete.

“Por igusl razon, el primer término en cada potencia
(Od-e~4-d—+-...)%, (b4 c+d—-..p... ete., serd 22, 7... eto.

Pero el producto #”-'2 contiene la letra ordenatriz con
mayor exponente que ¢"*J%, puesto que a™'4 = g"uh; y de
los factores distintos @4 y 2%, el primero contiene la letra or-
denatriz con mayor exponente que el segundo. Del mismo
Tuodo es fietl ver que #™*) contiene mas veees como factor 4
la letra ordenatriz que a™-%%5...... etc.

Luego el primer término del segundo miembro de la
iguaidad [2] es ma™ 4, por tanto

B

Wza:m—i 3

Luego, para:hallar el segundo término & de 1a raiz, ‘se
divide el segundo término del polinomio propuesto por
veces la potencia del grado m — 1' del primer término de la
raiz.

Consideremos el polinomio ¢—-4—c¢ - d—-.... como un
binomio, cuyoprimer término es a5 yel segundo e+4-d—-...;
v serd
A4+B+C 4 D+-.... = (a4d)m - m(a—-0y""(e4d—+....) 4=

m (m — 1)
1558

Restando la cantidad (2 4 2)" de los dos miembros ¥ re-
presentando la diferencia 4 4+ B+ € 4 D —-...—(a-4-4)»
por A'+ B+ (F'~-....., serd

A= Be O i Saila s B d.....)4=
m (m—1) 3 :
‘ ;ﬁ— (@ 0P @k d e e

Ahora se podria demostrar que el primer término del se-

gundo miembro es 74" 'c; luego G

B'=mae™'d, de donde & =

@ =02 (2 - @ ... ),
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r

A" = ma™'c, de donde ¢ =

mamt "

Por consiguienie, para hallar el fercer término ¢ dela
vaiz, se rasia del polinoiaio propussto le potencia (@ bl
y se divide el primer término de! resto por m veces la poten-
cia de! grado  — 1 del primer término de la raiz.

Considerando, aliora, la raiz eomo un binomio, euyo pri-
mer término fuese @ 4 & + ¢ y el segundo d ..., y repi=
tiendo os vazonamienios, se veria que el cuarto término se
obticne dividiendo el primero del resto por me™".

Podemos, por tanto, enunciar la siguiente regla.

Parc eziraer la raie del grado m. de wn polinomio, se
ordene por las potencias de wna letra, y cxlrayendo lo raiz
del grado m del primer término, se obtiene el primer término
de lo veiz. Se divide el sequndo teérmino del polinomio por m
weces i potencia m — 1 del término primero de la raiz, v el
cociente serd el sequndo término de ésta. Se resta del prli 10-
amio mropuesto la potencia del grado m de lo raiz Mﬂgm, Y
se divide el primer tirmino del resto por m veces la pot-neia
m — 1 del primer término de lo raiz, lo gue da el e cer -,
mino de ésta. Se contintia del mismo modo, y evando se 0b-
tenga residuo cero, el polinomio hallado seid (o raiz del

propuesto. ;
EigvpLos.

1.° Extraer la raiz cuadrada del polinomio
0%t — 6a°z° + 13a'z* — 4a°n* + 40°7°.

Disposicion practicd.
92%% — 673" + 130's" — 4a°s® +40°2°|3ar®—a* 2%
— 9075 4 6o — - otat OATT s A 1
12a'z* — APx® + da'x?
— 120! 4+ 4@°z — da°n?
0 l
2. Ixtraer la raiz ciibica del polinomio 0
@' 4 60°z' 4 9a'%® — 403 — 9078 4 6ax® — 2%
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EienpLos,
4 Pl &g S
/3a*l? /3%

\Sa‘& =¥ 5at °

it
V3a?s® .
AT X
Voua'‘dh
3 ﬁ‘ 6 ;
Via2h? V49a*s* [49ars*
—_—=V\
— b— 8a®
V2a V8a®
171.  Para elevar una cantidad radical & una potencia,
s¢ eleva @ dicha potencia la cantidad subradical.
Vamos & demostrar que

fis

O Ab
e \/4.J(!& :
8

M \B m
(V’(& =vya" .

En efecto;

m

)n m_ [, s sl (D m m____
VT =Y SV E SEa o s Ve .a.a.. =ya"
Eienrros.
N (v’!ia!/ﬂc ) = V/36a*'c? .
ALY A SRR R AL
N (\”3&&5 ) = V3'a** = /3a% .
Si el indice de la raiz es divisible por el exponente de 1g

potencia, se obtendrd wn resultado mis sencitip dividienda
el indice por el cxponente, sin alterar la cantidad subradical.
M A\n ma____ O s
Enefecto: (/o )= /o" = Va .

Aplicando esta regla al segundo de los ejemplos anterio-
Ies, se obtiene inmediatamente

8 4
(1/3(5%) = /3a%% .
172.  Para extraer la raiz de un grado eurzlguiem de unw

cantidad radical, se mulliplican los indices de lasdos raices.
Vamos 4 demostrar que

Wor
En efecto: (-u;é_)"_—ﬂ &(? [171];

m__
luego V¢ es la raiz del grado 2 de Va .
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EJIEMPLOS.

1 \/ \;‘5{.5*& = ;0/5(.5*5 :

3
S Bt B B -
! \/ VBl = V8BF = V2% [167].

Si 1a cantidad subradical es una potencia exacta del mis-
mo grado que la raiz pedida, se abtendra wn resultado mis
sencilln extrayendo esta 1aiz de la cantidad suwbradical, sin
alterar el tndice.

n
a3 iyt e nm—— | pe—

En efecto: \/‘/ﬂ-" = ‘/f{-" o \/(3 X

Aplicando esta regla al segundo de los ejemplos anterio-
res, se obtiene inmedic tamente

\/‘U/Sul‘fﬁ = \?2a*o’l :
173. Acabamos de ver que

n

M — M

Ve =V ;
luego :/F: \/‘—/cf:, Va = C/;_/a,r-, \}E.: \/;/‘7&:, ete.

Por consiguiente, para extraer de una cantidad una raiz
cuyo indice es un nimero compuests, se extraen SUCesivi-
mente las raices que indican los factores simples de dicho
indice. :

Si estos factores son el 2 y el 3, sélo habrd que extraer
raices cuadradas y cubicas.

Bjemplo. /T0T102976 = V/\/ 01102976 =/ 13824= 24.

II.—Exponentes fraccionarios ¥y negativos.

174. Supongamos que se trata de extraer la raiz del gra-
do 7 de una potencia a™. Ya hemos visto [141] que en el caso

m

de ser# divisible por #, la raiz pedida es a", expresion que

: ; ) &
nada tiene de singular, puesto que 5y, un namero entero.
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166. &7 Zos tudices no. tienen Jactores priinos comunes,
para reducir los radicales & un indice commn. se multiplice
eada indice por el producto de todos los demas, i se eleva la
cantidad swuiradical G la potencia indicada por dicko pro-
ducto.

Ljemplo. Sean los radicales

[ b e 5"

Va Vo Vails .
Aplicando la regla anterior, se obtendrs

30 30 SO
Vel VBT, . Ve

167. TroremA. Tng cantidad radical no se aitera divi-
diendo el {ndice por uno de sus Joctores, con tal que se ex-
traiqa de la cantidod swbradical wig @iz del grado que
wudigne dicho factor.

Vamos 4 demostrar que

}/tlp" = Va_p.-
En efecto:

M I'i;l
(var ) = @
elevando ambos miembros de esta igualdad 4 la potencia 7%
Sera

m___\mn
(Ve )" = am;

- - oy T
esta igualdad manifiesta que V@ es la raiz del grado mn de
o', esto es, que :

nn

R m
Vi =,

lo cual dehiamos demostrar.

En virtud de este teorema, siempre que el indice de un
radical sea divisible por un niimero entero, Y se pueda ex-
iraer de la cantidad subradieal iz reiz del grado que indica
este Himero, se simplificara el radical, efectuando la divi-
sion del indicey extrayendo la raiz de la, cantidad subradical.

De este modo los radicales
[ e i2
V316ats | va'ht .,
se eonvierten en

{'4{&'&* 5
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. 168. OPERACIONES CON LAS CANTIDADES RADICALES.

Las cantidades radicales se suman 7y restan como las
sacionales. Si el resultado presenta términos semejantes, se
efectiia Lo reduccion de ellos.

EJiEmPLOS.

b 1At (B e SIS Bl s
1.+ (3aevas )+(5as/as )=30%ih —503ab =—2a*ab
de—— e o S Tl 1 Bactics

o (waz)— (5@ ) = Wad — 5/ = e .

169. Pare multiplicar cantidades radicales que tienen
igual {ndice, se multiplican las cantidades subradicales, y
el producto se escribe lajo un radical del mismo indice.

Si los radicales tienen indices diferenies, se reducen d

un tndice comun, y se efectia despues la multiplicacion del
modo dicho.

In efecto: hemos demostrado [140] 1a igualdad
e Ma Ml Mira
Vabe = Vo Vo we,
M M V) s S,
Va Vb Ve = abe .

Eiempros.

1.0 yV3ab X Woa® X 6Vl — 18/1207F .

by - HiE S 4 © 43 @ a
9. Vb X3/@h X/ 2T =y 5 XN 0 X2 8T —Gy/Sah

170. Para dividir dos cantidades radicales gue tienen
iqual indice, se dividen las cantidades subradicales, y el
cociente se escribe bajo un radical del mismo indice.

8% los radicales tienen indices diferentes, se reducen d
;z;g:, }'ndice comun, ¥y se efectia despues la division del modo,
ieho. :

En efecto: hemos demostrado [144] la igﬁaldad

e M |

a __s/a,
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Disposicion practica.
a'e—-6a"r4- 90'e’— 4052 —9g2 p4-6ax'—a° | 2200 -2°
—tip e Gt — ] D pB L 36 B 7R L EE T
a' e —6abpt—12a e~ 8udx Sz
— da'r—12a2°— 9’ -6art—a°
3t es—4-120 s - 9a*a — 6 axs—4-u®
/ 0
161. Escouo. Un polinomio ordenado no tiene raiz exac-
ta del grado 7: 1.° si el primer término ¢ el tltimo no tiene
raiz exacta de dicho grado; 2.° si el segundo términe no es
divisible por m veces la potencia m — 1 del primer término
de la raiz; 3.° si el primer término de un resto no es divisible
por dicha cantidad.

CAPITULO TERCERO.

CALCULO DE LOS VALORES ARITMETICOS DE LAS
CANTIDADES RADICALES,—EXPONENTES FRACCIO-
NARIOS Y NEGATIVOS.

I.—Calculo de los valores aritméticos de las cantidades
; radicales.

162. Si convenimos en llamar raiz del grado m de una
cantidad & toda expresion, positiva 6 negativa, que elevada
4 la potencia 7 reproduzea la cantidad propuesta, las raices
de grado par de una cantidad positiva tienen, segun sabe-
1m0s, dos valores iguales y de signo centrario; pero si ademds
consideramos como raices las expresiones imaginarias que
elevadas 4 la potencia m reproducen una cantidad dada, se
demuestra en Algebra superior que un nimero @ ‘admite
tantas raices del grado 7 como unidades tiene el indice.

Se llama varor snitvEnico de uwn radical al valor real
absolulo de la raiz de una cantidad positiva.

Vamos 4 ocuparnos solamente del célenlo de los valores
aritméticos de los radicates.

163.  Se llaman wavicaiss sevEsANtEs, Jos que tienen el
aismo tidice ¢ igual cantidad subradical.

Asi Salv/2ah, 202 » — A V2a%0
son radicales semejantes.
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Tambien lo son

adab , . Wavh, Vabd,
porque extrayendo la raiz cuadrada de los factores que la
tienen exacta, se convierten 1os radicales propuestos en estos
otros

ayab, 3Saab, Wab.
164. Trorewa. Una cantidad radical no se altera mulli-
licando el indice por un mimero entero, con tal que se eleve
w cantidad subradical @ la polencia indicada por dicho ni-

MErn eRLEro.
Lin efecto: es evidente que

’"r__ m
(Vﬂi ) =a;
elevando 1os dos miembros de esta igualdad 4 la potencia #,

sera [137]

W )" =

extrayendo la raiz del grado ma, es claro que el primer

Mo

ni>s ;i
miembro, que es la potencia ma de Ve , se convierte en Va ;

luego

M mn——

Vg = N
igualdad que demuestra el feorema.

165. Una aplicacion importante de este teorema, es la
reduccion de radieales que tienen diferente indice a otros
equivalentes de indice comun.

Para reducir radicales & un indice comun, se halla el
minimo comun maltiplo de los indices, y este serd el indice
comun.  Despues se eleva cada cantidad subradical @ la po-
tencia indicada por el factor que Jalta a suindice respec-
tivo para valer el indice comun.

Ljemplo. Sean los radieales

e L, S e LR
VST, A VR ok WAG%

Tl indice comun es 12, y los factores que faltan & cada
uno de los indices para valer 12 son respectivamente 2, 4, 3;
por lo tanto las cantidades subradicales se elevardn a las

potencias 2.5, 4. 3 3.°
Asi tendremos

2 43
Vaard? \-/l(ia"é‘ ¥
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" Pero si aplicamos la regla citada al easo en que 7 no sea

m .

nuiltiplo de %, la evpresion ¢ carecerd de sentido, porque
la definicion de poteucias exige que todo exponenie sea en-
toro y positivo.

Sin embargo, los exporentes fraceianarios ce emplean
venfajosnmente en Algebra, n liange el signiente convenio:

Toda cantidad con raponente “raccionario representa Lo
TRLE, cuyn ndice es el dendminad. de la fraceion, de una
potencia ve la misme cantidad, cuyo . Tpoueute es el nume-
sador.

n it

Asi, las expresiones /g™ y 4" representan una misma
canfidad, 4 saber: la que se ohtendria elevando ¢ & 1o, poten-
cia del grado m, y extrayendo despues 1z raiz del grado 2 de
dicha potencia; por consiguiente un: cualquiera de estas
expresiones puede sustituirse por la -ra, siemprz que con-
venga; y la regla dada para extraer ia raiz de una poiencia,
puede hacerse extensiva al caso - que el exponente de la
potencia no sea divisible por el Tudice de la raiz.

Eirpres.
5 158 AL i adst s
L'Va =e®, 2°yVa =a?,3"a"=yq,4°¢ =yl .
175. Supongamocs que se trata de efectuar la division de
a™ por a”,
El cociente es gn-» [27]-
Pero si # es mayor que m, por ejemplo
%= Mm P,
la sustraccion de 10s exponentes dg origen & esta expresion
(‘?{l
a*
Observemos ademas que siendo % = m - p, serd
" ﬂ'" 1
ar R amn X (!I'— o av
Iistos des resultados de una misma division, conducen %
admitir convencionaimente la igualdad
1

e

‘[&P Ed
que en lenguaje vulgar significa:

: 5

Y

= @R =y

-
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Toda cantidad. con. exponeate acqativn vepresenta. una
fraccion, qrue tiene por naemerador la wnidad o por deinnyi-
“wador la misma cantidad con el exponenie hecho pasitivos

Por 1o tanto, las expresionss @ - y oy sera1i eonsidera-
@r

das como equivalentes; pudiéndose sustitnir c:alquiera de
ellas por la otra; y la regla dada para dividir dos potencias
de una misma cantidad se hace  extensiva al casv en que el
expouente del dividendo sea menor que el del divisor..

LEiearros.
[ A3 1 -
e = Qo 2
a % « g
-5 ]
3 a = -
>

176. Por medio de los exponentss fraccionarios y nega-
tivos, puede davse formalentera & las expresiones irracionales
y 4 las fraccionarias,

EEapros.
] s 3 8 1 v
G e T i e

2 .
3. === e g h
7 X ;
= ?ﬂe/) 1 ]- 7 =
4°  ——— 3020 X =X =302 3,
ccd® ce @’

Las raices inexactas de las fra¢eiones pueden igna 'menta
recibir forma entera, si admitimos los éxponenies fraccionin-
1105 negativos.

q:

U




Asi,
/—J&T /.——u-——-—-_. RIS
\’ W Vi 3ad .54 =3

177.  Para multiplicar potencias cualesquiera de ung
misma cantidad, se swman los exponentes.

Vamos & demostrar que

0 b m P mq-np

(E'_'Xfﬂ @ —gin n[.:a ny
En efecto:

Poa Fot 11.7 ng
i g ':— i T ettty 1 '(Em.'f
T 4 = {/gm \/-— =\ gm oy O
a"Xa i P 4 e Sl o o
AT e] et S b s

V"amq-,nm = nq

178. Para dividir potencias cualesquier
cantidad, serestan los exponentes.
Demostremos que

& de una misma

m

a n

En efecto: multiplicando el segundo miembro de esty
r)

igualdad por el divisor ¢ ¢, tendremos
e SIS ] (alit _.m
a L0 q X a q —=a n,
mn P

que es el dividendo; luego @” v ¢ es el cociente.

ntencia de una cantidad ¢ otra
tiplican los exponentes.

179. Para rievar wna /

poteacia cualyuiera, se mu
En efecto:

2ty 1 1 1
(([ f’) e TR _-—"/ —
L P
((lp) n V (4

pm
S sty

alr:
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180. Para extraer und raiz de una poteacia culilquiera,
se divide el exponente de la potencia por el indice de la raiz.

En efecto:

am Ek

181. Trasformando las cantidades radicales v fraceiona-
rias en otras de forma entera, podemos alwra efectuar el cal-
culo de toda clase de cantidades por las reglas dadas para
las enteras. ;

EIEMPLOS.

i 3

[ =ity P e L ~
1. Vet XVed =a

Sl
-

o
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RIERCICION.
Py
I. ;Cuintos nimeros de trog ciftas se pueden eseribip eon las cinen

Primeras s ignificativas, sin que ninguna de ellas se repitt en el mismo
nimere?

L. 302 cudntas maneras pueden colocarse 12 persouas al rededor de
un: nese?

HI. iGnantos productos diferentes de tres factures pueden formarse
con las cantidades o b, d?

IV, D6 endntos modos meden distribuirse 50 bolas diferentes en
i i [
grupos de 7 v de +5 holas?
Y. Hallarla diferencia signiente
(e bim — (p — hym,
VL. Hallay el término octavo (el desarrollo de
(nd-z) 12 ‘
VIL  Hallar el téemine medio del desarrallo de
{u - f)}"“_

VITL.  Extraer la iz emadeada del polinamio
r:l*—i—fff—}—’u"-‘—~3rrh-4-—’m—-’1h‘.
IX. Extrier 12 vaiz etbica del polinomio

b g8 L 2a7h2—5a565— 19,555 120 th5 365 bb—Ga2p? b,
+ :

X.  Efectuar lag sigtientes mulli licaciones
S I

—_—
b

.i! 2y -:‘ J
(et o aygs / {g‘fa‘l — b5 e,

XI. " Efectnar Jus divisiones siguientes

4 12
224l Ve 1 /9.p5,
5 12 ; ;
Taih — YT = % Lo
4V ’__L._,_"_’\_'..ﬁ_ = VAT Wab — W<,

Vud
Teastormar by expresion
2h
—
(oagert) 2 8
€0 olra cuyos exponentes sean enleros Y pusiivos,




LIBRO QUINTO.

PROGRESIONES Y LOGARITMOS,

CAPITULO PRIMERO.

PROGRESIONES,
I —Progresiones por diferencia.

F 182. PROGRESION POR DIFERENCIA 6 ARITMETICA S UAf SC1'ie
de nikmeros tales que restando de cada uno de ellos el ante-
701, S 0btiene siempre la wisma diferencia.

A esta diferencia constaute se lame razor de la pro-
gresion.

Si 1os ntimeros 6 términos van aumentando, laprogresion
se lama creciente: en este caso la razon es una cantidad po-
sitiva. Silos términos van distninuyendo, la progresion se
llama decreciente, y la razon es una eantidad negativa,

Las progresiones aritméticas se eseriben del modo si-
guiente:

ey s T VR

il puntoque separa dostérminos consecutivos, se lee e¢ .

La anterior progresion es creciente, y su razon es 2; por
el contrario

= 2502 =19 G a3
es decreciente, v la razon es — 3.
183. Sea la progresion
AT A A

Si llamamos 2 & la razon, pudiendo ser 2 positiva 6 nega-

tiva, deduciremos fdcilmente de la definicion las igualdades

b=a-41 ¢ =07
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Sustitnyendo, en la segunda, la cantidad 3 por su igual
@ =+ », tendremos

C=a-t+r—4r=aq+ .

Del mismo modo se halla

a’:c—|—fr—_—a+2r+r=(z+3r efc.

De las igualdades

b=a-7, c='q 42, d=a- 3,
se deduce que un (érmino de una progresion. aritmeticn es
tqual al primero, mas tantas veces la razon COMO Lerminos
preceden al que se considera.

Si Hamanos Z,al término que ocupa en la pProgresion el
lugar #, es claro que estard precedido por z — 1 términos,
¥ serd

L. =a—+n—1)n [1].

Considerando la razon # como incégnita y las demds can-
tidades, que entran en la formula anterior, como datos, se
abtiene

Ifrr ¥rE] (b

= — [2]
n—1
Luegp la razon de una progresion ariimetica se obtiene
vestaido el primer término de un terming dado,y dividiendo
la diferencia por ol niimero de términns que preceden ¢ éste.
La formula [1] da tambien el valor del primer término,
Pues despejando ¢ se ohtiene
=t — (n—1)7.
Igualmente, despejando %, resulta
y AR a
el s
=
Eremrros.
L Lallar el octavo términe de una progresion, siendo ¢l
prumer térmano 5 y la razon 3.
by=954{8—1)3 =96,
2.0 Hallurla razon de une progresion, que empiesa por 5,
Seendn 26 el octavo termino. -

2% — 5

= — 3,
8—1
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8.2 Determindr o primer término de una progresion cuya
razon es 3, siendo 26 el término octano.
a—=26 —(8—1)3 =5,
4. ;Cuantos términos tiene la progresion

&
=l =l 2ty =
3
184. INTERPOLAR MEDIOS DIFERENCIALES enire dos nainmieros
dados, es formar una progresion aritmelica cuyos extremos
sean dichos numeros.

Tratemos de interpolar 7 medios diferenciales enfre los
nUImeros Py g.

Si conociésemos la razon, que llamaremos 7, de la pro-
gresion que deseamos formar, el problema estaria resuelto;
pues afiadiendo al primer término p la razon, obtendriamos
el segundo, anadiendo & éste la razon, resultaria el tercero y
asi sucesivamente, hasta que llegésemos al término g.

Haciendo en la formula [2] del namero anterior @ = p,
t =¢q, n=m-%+ 2, resulta

pet T 3]

m—41"

Luego cuando se quiera interpolar un numero dado de
medios diferenciales entre dos numeros, se Aallara la razon
dividiendo la diferencia de Ins nimerns dados por el nime-
70 de medios que se han de interpolar mas wno.

EiEMPLO.

Interpolar 6 medios diferenciales entre 2 y 30. '
30—2
— 30__:,.. —— 4;

641

luego la progresion es
<.9.06:.20. 14,18 .. 22.:26:..30.

185. TroreMa. S entre cada dos términos consecutipos
de una progresion por diferencia se interpola iqual nlmero
de medios diferencialss, resulta otra progresion por dife-
7eNLIa.

En efecto: la interpolacion mencionada origina una serie
de progresiones parciales cuya razon es la misma; puesto
que al determinar los valores de 7 por medio de la formula

8]
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[3]. hallaremos siempre para numerador Ia razon de Ia pro-
gresion dada, ¥ para detlominador el ntimero constante e
m xlios que se interpolan anmentado en una nnidad. Ademss
6 ultimo término de una progresion parcial es el primero
ue la siguiente; luego todas las progresiones pareiales for-
man una sola progresion,

LE5,  Trowema. B foda nrograsion por diferencia, Ia
Sun de dos (érninos equidistantes de Jon extremos, es igual
@ la suma de dicos extreings.

Sea fa progresicn

SR L
Nuponemos que entie ¢ vy » hay # términos ¥ otros
CNire ¢ y %, y queremos demostrar que
’ D=0
En efecto: sahemos [183] que
P=0—17n1)
el el o e O
restando estas igualdades resulta
P—th=a—g;
trasponiendo los términos # ¢ tendremos por 1iltimo
Pto=a4 .

Liscatio. 8i el mimero de términos de una progresien eg
fmpar, el término medio equidista de los extremos, y la
deinostracion ant -rior patentiza que Ia suma de los extremos
es ignal al duplo del término medio.

187, Prosiena. Hullar la suma de los términos de ung
prooresion por di ferenciq.

Sea la progresion

Ta.b.¢ TR

Desicrnando por A la suma de todos sus términos, ep-
dremos :

BN g e =y
N=t4ptma ... 4L, -4 a.

sSumande estas igualdades, se obtiene
2r§'=fﬂ+?f)+(5+ﬁ)+(c+i-=e)+-.--+(nf+0)+f;:+5)+(?f+a):
pero las snmas a—-», O—-p, e+mete. son iguales todas 4
G—~# [1586]. y hay tanias eomo t€rminos tiens la proeresion
dada; por eonsigniente, si designamos por i el ntimero de
tirminos, sersd
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98 = (a -+ u) n,
(0 = 2) n.
de donde Wi o
Lista formula manifiesta que y !
La suma de los terminos de wna progresion por diferen-
cia es iqual d la mitad del producto gue se obticne multipli-
cando {o swime de los extremos por el nimero de tdvmings.

LEienpros.

1. Calewiar Lo swuma de los 15 primeros términos de o
progresion
e e TR fo g B

El ultimo término serd 3—-14 . 3 = 45; luego
s _(3_4;:3&_ = 360.
R" Caleular la suma de los términos de la progresion
v L AR
60 — 4

Ll niimero de términos serd 1 - ST 9; luego
(44 60)9
]

~

==

= 288.

3. Calcular la swina de los n primeros nimeros impares.
Ll iltimo término de la progresion
Sl em e B Y
es 1420 —1)=2n—1;
P -
luego Jaji=- Gt Sy K
Tiste resultado manifiesta que 2 suma de I2s n primeros
NUMETIS vInpares es tgual al cuadrado del nikmero de estos

Lcrminos.

II.—Progresiones por caciente. N
h|
88, ProcrEsioN por CociRyTE 4 GEOMEIRICA 28 ma sorie de
aitmeros tales que dividiendn eada wno-de ellos por el ante-

#i07, € obtiene siempre el mismo coviente.
A este cociente constante se llama 7azon de la progresion.
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Si los términos van aumentando, la progresion se llama
ereciente; en este caso la razon es mayor que la unidad. Sj
los términosvan disminuyendo, la progresion se llama decre-
ciente, y la razon es menor que uno.

Las progresiones geométricas se escriben del modo si-
guiente:

36012 :24:48:96 0 ...

Elsigno (:) que separa dos términos consecutivos se lee
es d.

La anterior progresion es creciente, ¥y surazon es 2; por
el contrario

2
%486:169:54:18:6:2:?: :

2 : 1
€s una progresion decreciente, cuya razon es o

189. Sea la progresion
S ARG S S i
Si llamamos ¢ 4 la razon, tendremos
b=ag, c=1f.

Sustituyendo, en la segunda igualdad, el término & por
suigual ag, serd

c=ag X ¢g=ag’.
Del mismo modo se halla
d=cqg=uag* X ¢g=ay ete.
De las igualdades
- b=aq, c=ap', d=ayp,
se deduce que ua término de una progreswon geomeirica es
tgual al primero mullinlicado por una potencia de la razon,
cuyn exponeile es el numero de términos que preceden al que
se considera. ;
Si llamamos ¢, al término que ocupa en la progresion el
lagar @, es claro que estard precedido por 7 — 1 términos,
-y serd
: t = ag*-\ 1]
SIen esta férmula consideramos la razon como inedgni-
ta, ¥ las demds cantidades como conocidas, obtendremos
despejando ¢

n-1

(2]
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Luego, Za razon de una pragresion geométrica se obtiene
dividiendo wa término dado por.el primero. y extrayendo
del cociente una raiz cuyo tndice es el numero de términos
que preceden al dado. §

La férmula [1] da tambien el valor del primer término,
pues despejando @ se obtiene

n

o
=
EiEMPLOS.

1." Huallar el octavo término de una progresion, siendo
el primer término 5 y la razon 3. .
£, =5X 3 = 10935.
2." Hallar la razon de’una progresion geometrica que
empieza por 3, siendo T68 el término noveno.
L]

U /SRR WO =2
Q——\/g 6 g=y256 .

Extrayendo tres raices cuadradas sucesivas del ntime-
r0 256, se obtiene g = 2.
3. Determinar el primer término de wna progresion geo-

i ila ot AT
MELTICA CUYE TATON 68 ——, Siendo o el término octavo.
2

(E:—%——=486.

()
3

100. INTERPOLAR MEDIOS PROPORCIONALES entre dos niimeros
dados, es formar una progresion geometrica cuyos extremos
sean dichos niumeros.

Tratemos de interpolar # medios proporcionales entre
los ntimeros p y q.

Si conociésemos la razon # de la progresion, el problema
no ofreceria dificultad, pues siendo p el primer térming, el
segundo seria px, el tercero pa*® ete.

Haciendo en la formula [2] del nimero anterior g = g,
(,‘" e 2, resulta

A+

PR _j‘/)_ [3]
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Luago enando se quiera interpolar un nimero dado de
medios proporcionales entre dos wimeros, e hallard ln ra-
won extrarudo del enciente de los milmerns dados Wi Paiz
CHAD fndivo seq ol iirkmero do medios Proporeionales aunen-
tado on una wnidad.

Tsenrro.
Luterpolar 5 medios proporcionales entre 4 ¥ 256.
[t 3

F 256

5 Gbam— \f/v’@—: 25

luego la progresion es
+4:8:16:32:64: 128 : 256.

101,  Troneva. 57 entre cada dos Lrminos  consecutivos
de i progresion, par eociente se in terpola igual nimoro de
MEAIOS proporciontles, resulta otra progresion por cociente,

En efecto: Ja interpolacion menciongda origing una seris
de progresiones pareiales, que tienen todas la misma razon,
puesto que al determinar los valorss de por medio de la
formula 3], halliremos siempre para cantidad subradical la
razon de la progresion dada, ¥ para indice el niimero eons-
tange de medios que se Interpolan aumentado en una unidad.
Ademds el ultimo término de una Progresion parcial es el
primero de la signiente: luego todas las progresiones par-
sciales forman una sé'a progresion.

192, Prowxms. Hallur o suma de los terminos de una
Proavesion por coriente,

Sen la progresion

At IO R SO
Designando por S la suma de sus términos, tendremos
;S':r.z-—|—&—-{—c—{-d+.........+15. [4]

Multiplicando los dos. miemhros de esta igualdad por la
razon g de Ia progresiou. y teniendo presente que el produe-
to de un término por la razon es ol término siguiente, serd

B =b—tec+d--. ... == % - ug. [3]

Restando de esta igualdad la anterior, tendremos
! 5y — 8= wp—a, 0 Ag—1) = U — &,
| da donda
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La sumn de Ins términos de wna proqresion por cociente

es wgnal & la diferencia entve =L 4itinn términn UL PLic-
do por la razon, y el primer término, partida por el exceso
de la razon sobre {u wwidad.

Si In progresion es decreciente, los dos términos del va-
lor de &' serdn negativos; por cousiguiente el cosiente ©5
Positivo.

Si queremos que dichos términos sean siempre positivos
deberemos restar la igualdad (5] de la [4], cuando la progre-
sion sea decreciente, ¥y la suma serg ‘

B

Ly
Eiryrros.
1.°  Caleular la suma de los 6 primeros terminos de lg .
progresion
sl NG
Ll ultimo término serd 4* — 1024: lueco
R ) g I
; 8= Py —.1____ =1 305;
2" Calewlar lo swma de los 5 primeros términos de la
progresion :
L2806 2 3D e

El ultimo término serd 198 . (—I)—)
128 — 8. 1
2

luego I e T

Ji=sr

193. Troreva. Las potencias, enteras Y positivas, deuy,
nAr0 mayor que lo unidad, erecen, si proce of erpaneile,
y pueden adguirir un valor fan mrande como se guizra,

Sga % Un numero mayor que 1,

Si consideramos dos potencias sucesivas n#, ur+, sahamog
que la segunda es ignal 4 np X #; pero siendq el multipli-
cador # mayor que 1, el producto 20+ es mayor que el mnl-
tiplicando 27, loque demuestra I, primera parts del teorema,.

Sl representamaos 7. por 1 - @, tendremos

=1

/)
(I4-apr =1 -+ pa 4 p—({ﬁr— [ R S
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es evidente que el segundo miembro es mayor que 1 - pa,
y como dando & p un valor suficientemente grande, el pro-
ducto pe podra ser mayor que cualquiera cantidad dada,
resulta que 1 4 pa, y con mayor razon (1 - a)r, podra ad-
quirir un valor tan grande como se quiera.

194. Tronema. Las raices de un wimero mayor gue la
unidad disminuyen, si aumenta el tndice,y tienen la wnidad
nor Limilte. :

En efecto: las raices de los mimeros mayores que la ani-
dad, son mayores que la unidad, puesto que la raiz de un
grado cualquiera de 1 es 1, y es evidente que si un niimero
aumenta su raiz aumenta igualmente.

Sean ahora dos raices de la misma cantidad

m S| m+ﬂ__
Va, Va:;

f?l-?-?!__ m L

decimos quesia > 1, sera Vo < Vu .
Para demostrarlo, supongamos que

m-+n

m
Vzl_z 7y > Vﬁ =17

de donde se deduce
== Q=N
La raiz del grado m +# de @ no puede ser 7, porque
pmtn > pm 6 pmn > a;
tampoeo puede ser mayor que 7, pues si fuese # > 7,

tendriamos
7" m > Q,.m’
¥ con Imayor razon

Gp e S I Tt
lo que es absurdo; luego

VJ<WE

m
Demostremos ahora que /&  tiene por limite inferior la
unidad, si el indice aumenta indefinidamente, esto es, que

m_. .
Ve —1<d,
siendo @ una cantidad tan pequeiia como se quiera.
En efector para que la desigualdad anterior se verifique,

basta que se verifiquen estas otras, que no son mas que tras-
formaciones de la primera,
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P
Ve <144,
@< (IL4-d)* 6 (13-a)™ > g;
pero siendo 1 4 & mayor que la unidad, Ia potencia (1+4-)m
puede adquirir un valor mayor que @, por grande que sea
este namero [193]; luego

"o
am. Va =1.

195.  Teorena. ZLas potencias, enteras Y positivas, de un
numero menor gue la ?&;zir!gd, disminiyen, si aumenta el ex-
ponente, y pucden adguivir un valor tan PEGUERD como se
qULPd. ; ]

Iin efecto: si consideramos las potencias 27 ¥y nt*!, ten-
dremos
avt = pt 3 p,
¥ es claro.que siendo 2% menor que 1, el producto n2+! es me-
nor que el multiplicando a7,
Ademds, todo ntimero menor que 1 Paede escribirse en Ia

1 : ; il
forma wy donde @ serd entero, fraccionario ¢ ineonmensu-
{1

(4

rable, pero mayor que 1.
Si elevamos o 4 potencias cuyos exponentes crezean

indefinidamente, el denominador legard & ser tan grande
como se quiera, y como el numerador es siempre 1, la frac-
cion legard & ser menor que cualquiera cantidad asignable,

196. Tronema. ZLas raices de un nimern MEnor que L
vnidad, crecen, si aumenta el tndice, y tienen la unidad por
Limite.

Observemos ante todo que las raices de los nimeros Me-
nores que la unidad, son menores que 1, puesto que las rai-
ces del mismo grado de un nfimero 501 fanto menores ¢uan-
to menor es el numero, y la raiz de 1 es 1.

m m+ nE S

Sean \/(5 . Va dos raices de la misma cantidad: re-
presentemos la primera por 2 ¥ la segunda por 7, Yy demos-
tremos que si @ < 1, serd 2/ > 7.

d m+mn

En efecto: 1/ & no pusde ser 7, porque siendo 7™ = g,

sery
gy [195].
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Tampoco puede ser

m ‘ " i’
o<l

pues si fuese 2 < #, tendriamos

.].’ m < 7 ux,
¥ eon mayor razon
,).’ m+n < pm d a < (l',
lo-que es absurdo; luego
m+ ",‘_ m S50
Ve >Va
m._
Demostremos ahora que v/ tiene por limite superior la
unidad, si 7 aumenta indefinidamente, esto es, que

m_
1 — e <d,
siento @ una cantidad tan pequeia como se quiera,
En electo: la designaldad anterior se verificard, siempre
que se verifique la signiente:

;| B
by il
] (1—d"<a;
pero sienido 1 — Z menor que la unidad, 1a potencia (1-—d)™
puede adjuirir un valor mznor que «, Por pajueiio que sea
este namero [195]; luego

L7, g S
lim. o =]1.
197. Sien la férmula
VS a— 1y
J'S —— __l_-:—. y .

que da la suma de los términos de una progresion geométri-
cadecreciente, se sustituye # porsu valor ag™!, seconvierte en
a — an®
= 7 :
l=g
Siendo g <1, el valor de ¢, ¥ por consiguiente el de ag”,
disminuye 4 madida qune anmenta el niimero de términos de
la progresion, pudiendo IHagar & ser menor que cualquiera

cantidad asignable; luego si # es infinito sers agt =0,y
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Vemos, pues, que /e suma de los terminos de una progre-
sion geométrica decreciente, continnade al in finito, es igual
al primero dividido por el exceso de la unidad sobre la razon

IlsEMPLOS.

1. Sea la progresion
)

ok e o

@

1
Larazon es o luego

Sies 4

il |

oot St

7 :
2." Convertir en ordinaria la fraceion periddica
0,4343.......
Esta fraccion puede considerarse como la suma de los
términos de lo progresion
= 0,43 : 0,0043 : 0,000043
cuya razon es 0,01; luego
0.43 43

B PEORG G oG

CAPITULO SEGUNDO.
LOGARITMOS.
I.—Idea general de los logaritmos.

. . ‘
198. Si consideramos dos progresiones
#wligigtigiagtigiig
SR T ey S S N i
la primera geométrica y principiando por la unidad, y la
segunda aritmética y empezando por eero, se observardn en
ellas’]as siguientes propiedades:

L* El producto de dos términos de la progresion geomé-
trica es un término de la misma, puesto que ésta contiene
todas las potencias de la razon; y la suma de dos términos de

o

)
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la progresion aritmética es un término de la misma, puesto
que ésta contiene todos los miltiplos de la razon.

2. 8i se suman dos términos dp la progresion aritmeéties,
¥ st multiplican los correspondientes de |a geométrica, I
suma y el producto son términos correspondientes de las
respectivas progresiones,

En efecto: si g™ y g™ son 1os términos de la primera pro-

gresion, mr y m'r seran los correspondientes de la segunda;
el producto de los primeros es g"™*™, que ocupa en la pro-
gresion geométrica el lugar m 2 2 -+ 1, y la suma de los
segundos es (m — m')r, que tambien ocupa en la aritmética
el tugar m — m' -1,
De estas dos propiedades se deduee que para multiplicar
dos terminos de la progresion geomdtrica, basta sumay dos
correspondientes de la aritméticn, el término de la prime-
ra correspondiente ¢ la suma, leidg en la sequnda, serd el
producto pedido. ' )

Si las progresiones son

s+ i8:790: 27 - 81048 . 729 : 2187 : 6561 - 19683.....

i a o R e U s DA s ST
¥ queremos hallar el productn 27 X 729, sumaremos los tér-
minos correspondientes 6 ¥ 12 de Ia progresion aritmética, y
el namero 19683, que correspende 4 la suma 18, es el pro-
ducto de 27 por 729.

199. Para que las propiedades enunciadas en el numero
anterior se verifiquen, s vecrsanior 1.° que la progresion geo-
mélrica conienga un términn wnald 1 y la aritmética uno
tqual @ 0; 2.° ‘gue estos términos 1 7 O se correspondan.

En efecto: si ' es el primer término de una progresion
Por cociente y ¢ la razon, dos términos cualesquiera estardn
representados por ag™ y ag™ ; para que el producto

a!yun+m’

de estos términos pertenezea & la progresion, es necesario
que tenga la forma general ag+; esto s, que sg verifique la
igualdad

a!gmﬂu’ — a?n’
siendo # un ntimero entero cualquiera.

De esta igualdad se deduce
ﬂgﬂl'}lll’ — ?ﬂ‘

Abora bien, ag™t™ es un término de la progresion.que

empieza por a; luego su igual ¢ debe estar entre los térmi-




371

nos de la misma; por consiguiente, para que el producto de
dos términos de una progresion geométrica pertenezca 4 la
progresion, es necesarin que haya entre los términos de ésta
uno de la forma ¢"; pero los términos anteriores 4 g™ son g™,
w2, . etc., luego llegarémos necesariamente 4 uno de la
forma ¢"" =¢' = L. i
Del mismo modo se vé que si & 4 mry @ - m'r son dos
términos de una progresion aritmética que empieza por 4,

la suma
C 20—+ (m+ m)r
pertenecerd & la progresion siempre que se verifique la
igualdad
@ -+ (m 4+ m')r = nr,

esto es, siempre que la progresion contenga un término de
1a forma 77; pero los términos anteriores & #¢* son

(n — 1)1, (n— 2)r..... etc., A
luego llegaremos & unc de la forma (2 — 2)r = 0.
Para demostrar la segunda parte del teorema, suponga-

mos las progresiones, que empiezan por 1y 0 respectivamente,

P

A SRR TS R S v

Observando que el exponente de ¢ y el coeficiente de #
aumentan una unidad 4 cada término, se comprende que el

producto ]
gm X Qm — gm-hnf

dista 7 lugares de ¢™', y la suma
) nwr =+ a'r = (n—+ '),

. dista de #'#, # lugares; para que el prodncto y la suma se
correspondan es, pues, neceserio que m=mn, pero en tal caso,
el término ¢™ dista 7 lugares de 1, y su correspondiente 72
dista de 0 otros # lugares; por consiguiente, los términos 1
y 0 se corresponden necesariamente.

200. Cuando dos progresiones tienen las propiedades del
nimero 198, los términos de la aritmética se llaman dagarit-
mos de los correspondientes en la geométrica. Diremos, pues, .

Se llaman tocAriTyM0S, (08 Iérminos de Ua@ Progresion
aritmética, que empiezn paricers, correspondientes & los de
otra geometrica, que empiesa por {6 Unidad.
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Asi en las progresiones
ot B0 S0 LR G e
ol LU T PR Bad NFSL
tenemos
logl=0, logg=r, log ¢* =27.... log g™ = nr.
201. Interpolando el mismo numero de niedios propor
clonales entre cada dos términos consecutivos de la progre-
sion geometricya, la razon de la nueva, progresion que resul-
m+d
ta serd /g , llamando 7 al nimera de medios que se in-
terpolan [190]; por Colsigiuients si @ es un térming de €sta,
m+i

el siguiente sera a}/ g, ¥y la diferencia entre ambos

M+l
S

La expresion \/g —1 tendrd un valor tan pequenio como
S€ quiera, si haceinos & m suficientemente grande, esto es,
S Interpolfmos suficiente ntiero de madios Proporcionales;

a(r\“)’ﬁ— 1)

luego la diferencia

entre dos términos consecutivos podrd ser tan pequefia, que
permite considerir la progresion geométriea como una serie
de t€rininos que crecen de una manera continua ¢ por gra-
dos insensibles, y entre los cuales se encucntran todos los
ndmeros mayores que 1.

Interpolando entre cada dos términos consecutivos de la
progresion.aritmdtica, tantos medios diferenciales como me-
dios proporcionales se hayan interpolado entre cada dos tér-
minos de la geométrica, se hallarén los logaritmos de 1os
numeros que ha originado la primera interpolacion.

St queremos obtener los logaritmos de los ntimeros me-
norss que 1, conseguirenios que estos niimeros furmen parte
de la progresion, geombtrica prolongando ésta hdcia Ia iz-
yuierdw, para lo que basta dividir eada término por la razon;
Y ubtendremos los logaritmos respectivos prolongando 1gual-
m=ante la progresion aritmética en el mismo sentido, lo que
s¢ logra restando la razon de cada término.

Por este medio se obtienen las progresiones

1 1 bt 2el
3 oy SEA —95—: ?—9— iligigtag®sniegnld
e e R T A L A S N POy eIty
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donde se ve que Jos nameros MEnores que 1 dicnen logarit-
mos nequiivos. - .
Las anteriores consideraciones manifiestan que Zodo n7i=

mero tione un dogaritma. Sin embargo, la continuidad per=
fecta de la progresion geométrica, <1 hien se econecibe, no-
puede aleanzarse practicamente, por lo que, en la mayoria
Jdo los casos, el mumero euyo logaritmo se quiere hallar no
forma parte de dicha progresion; pero cualguiera que sea
aquél, estard & lo menos comprendido entre dos términos
consecutivos de la misma, ¥y podra tomarse para logaritno
el de uno de estos, cometiendo en error menocr que la razon
de la progresion aritmética, que puede hacerse tan pequena
como se quiera. .

902. Las progresiones del niimero anterior pueden eseri-
birse [175] en la forma
EERE T GL S LW A gt L gongt zlg® vesnghsas
g g e Y 2 = S0 LT BT e e BTy

Haciendo ahora g = @/, 10 que siempre es posible, puesto .
1

que esta igualdad se trasforma en g"'—: @, y podemos repre-
A )

sentar por @ el valor de 7 ", las progresiones serdn
ce Liegmen [sgetrizgnt iant sl an gt LT L LT,
L e — S Dk, =i Ol LB B

donde vemos que
log a-Pr =9, log a’r =37, loga™=nr,

esto es, que el logaritmo de un término de la progresion por
cociente es el exponente de a en dicho término.

Lista observacion permite dar una nueva definicion de 1o-
garitmos ;nndependiente de toda idea de progresion, diciendo

Logaritmos de.los numeros son los exponentes de las po-
tencias & que debe elevarse ‘wn mibinero constante para obte-
ner [os propuestos.

203. Sea la ecuacion
RE ==

{'Si @ es un mimero constante, cada valor partienlar de 2
dard para 7 otro valor, y 4 cada valor dey correspondera
otro de »; por manera que & € ¥ son dos cantidades variables
dependientes una de la otra, v los valores de @ correspon-
dientes & los valores de 7 son los logaritmos de €stos.
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Pero es evidente que si ¢ cambia de valor, & un mismo
nimero 7 corresponderdn diferentes valores de @, esto es, un
nimero puede tener diferentes logaritmos. ‘

Llamamos sistemA ve LocARITMOS & 105 Valores de @ que
corresponden & otros de 7, cuando @ recibe un valor particu-
lar invariable.

Este valor de @, constante para cada sistema, se llama
pask del mismo, y sirve para distinguir un sistema de otro,

204.  TeoreMA. &% el exponente x de una cantidad a posi-
tiva y diferente de o ?m:a?aj:zd, crece de una manera cont nua,
da funcion a® varia tambien de una manerq continua.

Distinguiremos dos casos, segun que ¢ sea mayor ¢ me-
nor que la unidad.

1
Priver caso. @ >> 1. Sean m y w4 T dos valores suce-

sivos del exponente #; decimos que si la diferencia entre es-
tos valores es suficientemente pequena, esto es, siz erece lo
bastante, la diferencia entre los valores correspondientes de

m 1
1a funcion, que son ¢ ya"tw, serd menor que cualquiera,
cantidad asignable, por pequefia que sea.
En efecto: la diferencia entre los valores de la funcion es
et e
am (@7 —1) = gnly7" — 1),
Y siendo @ >> 1 esta diferencia es positiva, luego si el expo-
nente @ crece, la funcion a® crece iambien.
» L
Pero si z es suficientemerte grande, la cantidad Va —1
serd tan pequedia como queramos [194], y su producto por a™
lo serd tambien, -
“Ademés, si 2 = 0, tendremos.q® — 1;
51L& = o0, serd’a °°§= oo [193]; i
uego cuando ai™ 1, si x crece de una manera continug

desde cEno hasta weisiro, a® crece de UnG manera coniinug
desde vxo fasta wriniro.

Supongamos ahora que se den 4 « valores que'crezcan

i i g
negativamente, y sean — m y — (m - -;—) dos valores su-

cesivos de ;- los correspondientes de la funcion serdn

=1 1
ot el
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- ! me —
ero si 2 es suficientemente grande la diferenciae " —a”
de los denominadores sera tan pequefia como se quiera, y
con mayor razon 1o serd tambien la diferencia
‘ 1

m+ —
Gt e

de las fracciones.
Ademas, si el valor absoluto de @ es infinito, la funcion

-

1 li : 5
) — s — —— adquiere el valor cero; luego enando a1,
(o30)

51 x crece neqativamente desde cERo hasta el INFINITO KEGATIVO,
da funcion at disminvye desde vxo hast® CERO-

SEGUNDO CAsO. @ << 1. Razonamientos analogos-d los an-
teriores fundados en los teoremas de 1os ntumeros [196],[195],
demuestran que si x crecede wna manera continia drsde CERO
Jasta el ipisiTo posimvo, a funcion a* disminuye desde uNo
liasta cERO; Y qUe Si X Crece negativamente desde cEro hasta
el INFINITO NEGATIVO, d@ funcion aumenta desde vno lasta el

INFINITO POSITIVO.
/

Tscorios.

905. 1.° Acabamos de ver que todos los niimeros positi-
vos pueden corsiderarse como potencias, positivas O negati-
vas, de un ntimero constante; luego podemos decir: fodos los
aiimeros positions tienen Logaritmas.

9.0 La base de todo sistema de logaritmos debe ser positi-
va y diferente de la wnidad. ' :

Puesto que las potencias sucesivas de un niimero negati-
vo serian unas positivas, otras negativas y otras. imaginarias;
y por consiguiente la funcion no variaria de una manera
wontinua. Ademds es evidente que la unidad no pueds ser
base de ningun sistema, porque todas sus potencias son
igunales & 1.

3% In fodo sistema de logaritiios, el logaritmo dela
unidad es cero y el de la base es uno. ’

En efecto:si enla ecuaciona?=y,se hace 2=0, serda’'=l1,
luego log 1=20;
¥ si hacemos z =1, serd ¢' = ¢,

luego log @ = 1.
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IL—Propiedades generales de log logaritmos,

Treorema, 77 bocaritmo de un producty de papips
Jactor-s, es wual é la suma de Jog logaritmos de Jos Jactores.,
Sean 7, ¢/, 7"... varios uimeros, z, &', 2., sus logarit-
mos respectivos en gl sistema cuya hase es g,
Tendremos [202]
B =g, ekt =gt MR
multiplicando ordenadamente estas igualdades, resulta
qrre vaity, — ,‘-V,E/'.’b’”------;
donde vemos que 2--z'4-2".. | es el €xXponente de 1a Poten-
cia & que deho elevarse la base ¢ Para obtener e] Producto
YY L luego :
] log (yy'y"...) = Z g 4 g S A
pero'siendo @, &', ... log logaritmos de B U cmnila
1gualdad anterior se convierte en
Ehl0g (W'Y ) = log Y+logy +logy ...
7. Teorema, J7 logaritmo de un cociente, es igual al
dogaritmo del dividendn menos el logaritmo dej (Zim'mr._
" Sean y al dividendo é 7' ] divisor, z y 2’ Jos logaritmos
de estos numeros, Y @ la base del sistema.
Tenemos las igualdades
a.‘ﬂ:y, GI'_-:y’;
dividiéndolas ordenadamente, results

gL

Tuego :
lo’gi/,—“_—z'——a:' 6 log%:-logy——logy’.

208. TEorema. 77 lagaritng de Una potencia cualyuiory
dr un mikmers, es jgual g7 logaritms del nikmero mulliplica-
do por el exrponente de la potonciq, :

Sea ¥ el nimero, # sy logaritmo,
Tengmos la igualdad
a.‘t e -.-(y:.
elevando amhos miembros 4 una Potencia cualquiera m, serg
aml-‘ - ym’.

luego logy™ =mz ¢ logym =3 log #.

]
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909. Trorema. J77 logaiitmo de la raiz dewn sniimero, es
wgual al logaritmo del numerodividido por elindicedelaraiz.
Sea 7 el nitmero,  su logaritmo.
Tenemos la igualdad . |
X — ?/;

extrayendo la raiz 7 de ambos 1'11ieu1‘bros, sera

S
am =y,
m— 2 " log %
de donde log vy = o 6 logyy = i
210. En virtud de las propiedades anteriores, las opera=
ciones aritméticas se simplifican considerablemente, por el
empleo de los logaritmos. :

Se ve, en efecto, que para hallar el producto de varios
ntmeros hastard swmar los logaritmos de los factores, y bus-
car el nimere correspondiente 4 esta suma;y que un cogcien-
te se hallard 7estando los logaritmos del dividendoy divisor.
Todavia son mayores las ventajas cuando se aplican los lo-
garitmos 4 la elevacion 4 potencias y extraccion de raices
de todos los grados, puesto que estas operaciones tan laborio-
sas, se reducen respectivamente & multiplicaciones y divi-
siones muy sencillas.

IIL.—Construccion de las tablas de logarilimos, v propiedades
particulares de los logaritmos de Briggs.

211. TUnas tablas de logaritmos es la reunion de los ni-
meros enteros desde uno hasta 10000, 100000 ete., y de sus
correspondientes logaritmos en un sistema dado.

Ll sistema que ha merecido la preferencia es aquel
cuya base es 10. Los logaritmos en este sistema’ se llaman
logaritmos ordinarios, tabulares 6 de Briggs. ! .

212, Trorevna. Para que el logaritmo ordinario de un
nmern conmensurable sea conmensurabls; s» necesita y bas-
ta que el wimero sea una potencia de la base 10, cuyo expo-
nente s2a entero, positivo d neqativo.

1 La invencion de los logaritmos se debe 4 Jnan Neper, baron escocés,
que public su teoria & principios del siplo XVII,

[lenri Briggs, profesor de Oxford, fué el primero - que 4 instancia de
Neper, construyé unas tablas con la base 10, La base de los.logaritmos
neperianos es 2,718281828.....
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En efecto: sea % un ntimero conmensurable.

Para que su logaritmo sea entero es necesario que la
ecuacion 107 = # se verifique por un valor entero de z; pero
51 & es entero, » serd potencia entera de 10. '

Supongamos que el logaritmo de 7 sea fraccionario, y
distingamos dos casos, Segun que z sea mayor 6 menor que
la unidad.

En el primer caso el logaritmo de % es positivo y podrd,

representarse por la fraceion —’g—, debiendo verificarse la

igualdad

B e :
1019 — 2 67710 =

Tista ignaldad exige que 7 sea un numero entero y ade-
mas que sus factores primos sean 2 ¥y 9, unicos que coni-
ponen el primer miembro; sea :

7=2" X 5%
tendremos
107 =2m X 5% 6 20X 5p—29n X 5%
de esta igualdad se deduce
P D=8, 0=
luego
7% =2" X 5" = 10",
potencia positiva de 10.
S 72 es menor que la unidad, podrd representarse por la

Pl : @ ¢ :
- fraccion 11-reduc1ble.—&—, ¥y su logaritmo serd negativo. Re-

Presentindole por — -g—, se tendrd,

107 P Gy Lioai in8
=i L4

BRI et
de donde [Aritm. 148.]
l=a1, 107 = 39,
De la primera de estas igualdades se deduce ¢ — l,yla
segunda exige, segun se ha visto en el primer, caso, que &
sea potencia de 10, por ejemplo, 10%; luego

(=] ‘—-16-'— — 10""
Potencia negativa de 10.
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Fura demostrar que la condicion del enunciado es sufi-
ciente. supongamos que el numero 2 sea potencia entera de
10, y llamemos p al exponente de dicha potencia; segun
esto tendremos ¢

n =107,
donde vemos que el logaritmo de 2 gs , niimero conmensu-=
rable; que serd DOsitivo siz es mayor que 1 y negativo en
el caso contrario,
Asi, log 10°=0, log 10 ‘= 1, log 102= 2, log:10:
log 10'=-1,log 102=-2, log 103

==
=g

6 sea log 1=0, log 10 = 1, log 1(1)0 = 25log 10100 =ihl
1
- ].0g ﬁ -—"1, IOD —]'36 ---'2, 10g‘m —=-3...

913. Acahamos de-ver que las potencias enteras de la -
base 10 son los tinicos nimeros conmensurables que tiencn
logaritmo conmensurable, y que éste es igual al exponente
de la potencia. Veamos, ahora, de qué modo podran calcu-
larse los logaritmos de los demas nameros.

Supongamos que se trate de hallar el logaritmo del
nimero 2.

En el sistemade logaritmosde Briggs, las progresionesson

221 :10:100:1000 : 10000
S0 e @Uarng vt

Hallandose el niimero 2 comprendido entre 1 y 10, su lo-
garitmo lo estard entre 0 y 1; si hallamos un medio propor-
cional entre 1 y 10, y un medio diferencial entre 0 y 1, ten-
dremos las progresiones

2o 123,162 104
= 00205 w01

Como el niimero dado estd comprendido entre 1y 3,162~
su legaritmo lo estara entre 0y 0,5; hallando un medio pro*
porcional entre 1 y 3, 162 y otro diferencial entre 0y 0,5,
resultan las progresiones

O [ [y 7 LI T s 2
= .0..0;25 . 0,6 _

Ahora el niimero 2 se encuentra entre 1, 778 y 3, 162, y
su logaritmo entre 0,25 y 0,5.

4i’se continia interpolando un medio proporcional entre
cada dos numeros que contienen al dado, y & la vez uno di-
ferencial entre los logaritmos de aquellos, se llegara & en-




380

contrar dos mimeros, uno menor ¥ otro mayor que 2, cuyos
logaritmos se diferencien en menos de una décima, centési-
ma, milésima ete., y tomando uno de estos para logaritmo
de 2, el error serd menor que una de las mencionadas dife-
rencias. L

Asi, despues de once interpolaciones, se encuentra el nii-
mero 2 eomprendido entre los medios proporcionales 1,999 y
2,001, y su logaritmo entre los diferenciales 0,3008 y 0,3013,
que se diferencian en menos de una, milésima; luego

log 2 = 0,301
€On un error menor que una milésima. :

Del mismo modo podrian determinarse los logaritmos de
los demas numeros primos menores que el limite de las
tablas; y despues sumando los logariimos de los nimeros
primos se hallarian los de los compuestos, quedando asi for-
ada una tabla de logaritmos.

Debemos advertir que este procedimiento s6lo sirve para
demostrar la posibilidad de construir unas tablas de logarit-
mos: en las Matemdticas superiores se estudian otros mucho
mas breves.

214. - Una vez determinados los logaritmos de los niime-
T0s en un sistema cuya base es @, se puede hallar los logarit-
mos.de 1os mismos numeros en otro sistema de base 4, sin
repetir los cileulos. :

En efecto: sea # un ntimero, z su logaritmo en el sistema
de base @, »' su logaritmo en el nuevo sistema de base A;

tendremos evidentemente
a% =1, 0! RS

de donde Gf ——qui ;

Siengo iguales estas cantidades, tambien lo seran sus
logaritmos, esto es,

zloga==x"log 4;
. pero loge=1;
~ luego
1

Q=0 lOg‘A (e} m’=me-
&

Segun esto, dado el logaritmo de-1n nibmers PR i Siste-
8 7na, se obtendra el logaritmo del mismo nibmero en 0410, $is5=
i lema, inultiplicando el logaritmo dado por una fraccion que




381
tenga por numerador la unidad y por denominador el loga-
pitinn de o nueva base tomado en el primer sistema.

Tista fraceion recibe el nombre de mddulo.

915. Los logaritmos ordinarios de los nimeros que 1o son
potencia de 10, se expresan aproximadamente por medio de
fracciones decimales.. )

La parte entera de un logaritmo se llama caracteristica,
v la parte decimal maniisa.

Tronrva. La caracteristica del logaritmo de un nimero
mayor que 1, consta de tantas unidades menos vag, coino
eifras enteras tenga el nikmern. :

En efecto: todo numero de 7 cifras enteras que no es po-
tencia de 10, es mayor que 10*** y menor que 10%, y su lo-
garitmo estard comprendido entre los logaritmos de estos
nimeros, que son 7 — 1y 7; 1ego la parte entera de dicho
logaritmo serd n — 1. ¢

Asi, la caracteristica del logaritmo de 4527, 8 es 3; pues-
to que siendo 4527,8 mayor que 10° y menor que 104, su lo-
garitmo serd mayor que 3 y menor que 4. } ;

De aqui se deduce evidentemente que wn numero tiene
tantas cifras enteras mas und, como unidades tiene la ca-
racteristica de su logaritmo.

Asf, cuando la caracteristica es 0, 1, 2, 3, ‘el namero tie-
ne 1, 2, 3, 4 cifras enteras.

916. TroReMA. S% un nkmero a se multiplict o se divide
por wna poteucia de la base 10, Lo caracteristica de su loga-
rilmo anmenta 6 disminuye en tantas unidades comn teng@
el exponente de dicha potencia, y la mantisa no varia.

Tenemaos, en efecto:
log (@ . 10" =log ¢ +log 10" = log & + %
Yy log (@ :10") = log ¢ — log 100 =log @ — 2,
donde vemos que multiplicando ¢ dividiendo @ por 10, su
logaritmo aumenta ¢ disminuye en # unidades enferas, que
se agregaran 4 la caracteristica 6 se restardn de ella, sin que
varie la mantisa. _ 4 :
217. Corovario 1." Cwando dos numeros escrilos con las

mismas cifras, colocadas en el mismo drden, se diferencian
en el lugar de la coma, sus logaritmos tienen tgual mantisa.

Puesto que uno de aquellos es igual al otro multiplicado
o dividido por una potencia de 10.




382
Asi, los logaritmos de los niimeros
827.,5, 82,75, 8,275

tiene igual mantisa, siendo las caracteristicas 2, 1 y 0 res-
pectivamente.

- 218, Conovarwo 2.° 8% la caracteristica del logaritmo de
wn wmero aumenta o disminuye en 0 unidades, el numero
se muwlliplica ¢ divide por 10"

IV.—Disposicion y uso de las tablas de logaritmos,

219. Prosieva 1.° Dade un nimero entero, hallar su
Logazritmo.

Suponemos que se tiene & la vista las tablas de logarit-
mos de Vazquez Queipo, ultima edicion, I que contiene los
logaritmos de los niuneros enteros desde 1 hasta 20000 con
seus cifras decimales.

Al hallar, por medio de ellas, el logaritmo de un ntimero
-entero, pueden ocurrir fres casos: 1.° que el nimero sea me-
nor que 2000; 2." que esté comprendido entre 2000 y 20000;
3.° que sea mayor que 20000. :

220. Priver caso. K7 numero cuyo logaritmo se busca es
menor gue 2000. -

La primera plana de las tablas contiene, en columnas
verticales. estrechas ysenaladas arriba yabajo con la letraN.,
los niimeros enteros desde 0 hasta 399, y & la derecha de los
namervs, en columnas mas anchas, senaladas con la abre-
viatura Log., sus logaritmos respectivos.

En la segunda plana se observa ya que sélo hay dos co-
lumnas de nhimeros sefialadas con la letra N., la primera de
la izquierda. en cada llana, y que estos son los mismos en
ambas columnas. Todas las demds planas, hasta el fin de la
tabla, presentan dichas dos columnas de ntimeros, ¥ estas
contienen repetidos los enteros desde 100 hasta 1999.

Jomprendida esta disposicion, es ficil encontrar en las
tablas un nimero menor que 2000.

1 Estas tablas son delas llamadas de doble enlrada, Tos alumnos
que aprendan & manejarlas, no se verin embarazados para emplear otras
mas extensas y voluminosas, como las lan generalizadas de Calfet, puesto
que la disposicion es la misma, salvo ligeras variaciones que se descubren
4 primera visla,
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En el caso presente dede leerse el mimoro dado en Ia
llana primera d de la igquierda, y 4 su derecha,en la colum-
na senalada con la abreviatura log. 0, se encuentra la parte
decimal de su logaritmo. 1 En cuanto & la caracteristica, se
determina por el principio del nimero 215. :

Propongémonos, por ejemplo, hallar el logaritmo de 563.

Ante todo eseriniramos la caracteristica, que es 2; busca-
remos despues el niimero en la columna N., llana izquierda,
y 4 su derecha se encontrardn las cifras 750508 que constitu=
yen la mantisa. :

Por consiguiente,

log 563 = 2,750508.

Sea el ntimero 1417.

La caraeteristica es 3; las dos primeras cifras de la man-
tisa no estdn eseritas, pero setoman las del logaritmo conr-
pleto anterior, que son 15; las cuatro ultimas son 1370:1uego

log 1417 = 3,151370.

221. Seeunvo caso. Ll nimero dado es mayor gue 2000 ¢
menor qie 26600,

Prescindiendo por el momento de una cifrade la derecha,
el nimero que resulta se encuentra en las tablas. Se huscard
este nimero en la llana de la izquierda, si la cifra de que
prescindimos es menor que 5, y en la llana de la derecha si
dicha cifraes 5 6 mayor que 5,y & la'derecha del nimero, en
la primera columna, se tomaran las dos primeras cifras de la
mantisa, como en el primer caso. Para hallar las enairo res-
tantes es necesario fijarse en las columnas que tienen & su
cabeza y pié las cifras 0, 1, 2, ete. hasta 9, impresas en ca-
ractéres gruesos, y husear el resto de la mantisa enfrente del
nimero, pero en la columna que tiene a su cabeza y pié la
cifra de que se ha prescindido. ;s

Sea, por ejemplo, el ntimero 12363.

Prescindiendo de la cifra 3, buscaremos en la llana de la
jzquierda el nimero 1236, y 4 la derecha de éste encontra-
mos dos cifras 09 de la. mantisa; despues, en la linea hori-

1 La mantisa liene siempre sews cifras: las dos primeras se repiten
varias veces, por lo que rse han omitido en Ia mayor parte de 1 s logarit-
mos, yse encuentra su lugar en blanco. Coando suceda esto, se towmarin -
para dos primeras. cifras las del logavitmo anterior mas inmediato que #s1é
completo; las cuatro ultimas siempre se encuentran enfrente del nimero.
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zontal del niimero 1236 y columna ds la cifra 3, de que
hemos prescindido, se encuentran las cifras 2124 que com-
pletan la mantisa; por consiguiente
log' 123638 = 4, 092124.

Sea el nidmero 9487,

Buscaremos en la llana de la derecha el nuimero 948,
hallaremos 97 para primeras cifras de la mantisa; en la linea
horizontal del ntumero 948 y columna del 7, se encuentran
las cifras restantes 7129; luego

log 9487 = 3, 977129.

Debe tenerse muy presente que si las cuatro 1iltimas cj-
fras de la mantisa de'un logaritmo, van en las tablas prece-
didas de un asterisco *, las dos primeras no seran las que se
encuentran del modo ordinario, sino las del-logaritmo com-
pleto mas inmediato posterior, esto es, las que se encuentran
descendiendo por la columna correspondiente.

Por ejemplo, si queremos hallar el logaritmo de 6458,
observaremos que las cuatro ultimas cifras de la mantisa
0098 estan senaladas ¢on un asterisco; por consiguiente no
tomaremos 80 para dos primeras, sino 81. ‘

Asi log 6458 = 3, 810098.

222, Tercrr caso. B nimero dado es mayor gue 20000.
Sea, por ejemplo, 648735. _
Separemos con una coma tantas cifras de la derecha como

sean necesarias para que la parte entera del niimero que re-
sulte sea menor que 20000, y tendremos el numero

6487, 35.

_El logaritmo de este niimero tiene igual mantisa que el
del propuesto [217], por consiguiente la cuestion se reduce 4
determinar la mantisa del logaritmo de 6487, 35.

Este numero es mayor que 6487 ¥ menor qiie 6488, luego
su logaritmo estard comprendido entre los logaritmos de
estos nuieros, y es necesario averiguar qué aumento expe-
rimenta el logaritmo de 6487 cuando el numero auments en’'
35 centésimas. '

Para esto puede admitirse, sin error sensible, ‘que Zzs.di-
Jerencias entre los logaritmns son proporeionales ¢ las dife-
. Tencias entre los nimeros, con tul que éstos sean mayores
quz 1000 y que su mayor diferencia no crceda de la -
dad; por manera que siendo

Ul
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log 6488 = 3,812111
log 6487 = 3,812044

0,000067

1a diferencia entre estos logaritmos es 67 unidades del 1ilti-
mo 6rden decimal; y el principio anterior establece que si
6487 aumenta en
0,01, 0,02, 0,03 ete.,
su logaritmo 3,812044 aumenta en
0,01 X 67, 0,02 X 67, 0,03 X 67 ete.
unidades del ultimo 6rden; por consigniente si el nimero
anmenta en 0,35, el aumento correspondicnte 4 su logarit-
mo serd
0,35 X 67

unidades del ultimo érden.

Tenemos, pues,

log 6487,35 = 3,812067,

despreciando las cifras que siguen 4 la sexta.

‘Ahora bien, el logaritmo del nimero propuesto 648735,
se diferencia solamente del que acabamos de obtener en la
caracteristica, luego, por tltimo,

log 648735 = 5,812067.

Las diferencias entre los logaritmos de dos niimeros con-
secutivos se encuentran en las tablas en columnas, sefiala-
das con la abreviatura dif., & la derecha del logaritmo del
nimero menor, y reciben el nombrede diferencias tabulares.

Segun acabamos de ver, para lLallar el logaritmo de un
wikmero mayor gue 20000 se separan de o derecha con wnd
coma 1as. cifras decimales necesarias para que il arte ente-
ra seq menor gue 20000; se halla- la mantisa del lngaritmn
de esta parte entera; se multiplica la diferencia tabular por
la parte decimal separada. ¥ aiiadiendo el producto & la -
mantisa haliade en las tablas, se tendrd la manlisa gue se
busca. La caracteristica se obtiene por imedio del teoremd
del naimero 215. :

EiEMPLOS.

1.° Hallar el logaritmo de 325845.
Separando dos cifras decimales, resulia.. . .
La mantisa del logaritmo de 3258 es

25
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La diferencia tabular 133 multiplicada por
0,45 da, prescindiendo de Ias cifras decimales, |, 60

.« Luego, log 325845 — 5 513011
- 2.° Seael ntimero 18726493,
Separando tres cifras decimales, resulta. . 18726,493
Lamantisa de log 18726 es. . . . . . . . : 272445
La diferencia tabular 23 multiplicada por
0,40814.7 7 00 L e i er e A st 11
p Sl o
Luego, log 18726493 — 7,272456

223. Para multiplicar la diferencia tabular por la parte
decimal separada con la coma, pueden emplearse las tablas
de piries proporcioaales, que impresas en papel de color, se
encuentran 4 continuacion de Ias tablas de logaritmos,

Las mencionadas tablas contienen los productos de las
diferencias tabulares por cada una ds las eifras bR R
hasta 9; de modo que se encnentran en ellas los producios
parciales de la diferencia tabular por cada cifra de la parte
decimal separada, lo que evita el trahajo de formarlos. :

Para hallar estos productos parciales, obsérvese que las

tablas que nos ocupan estdén dispuestas como la de Pitigo-
ras, explicada en Aritmética; por manera que el multipli-
cando se huscard en la primera columna vertical, llamada
de las diferencins. y el multiplicador en la primera linea
horizontal; recorriendo desvues de izquicrda & derecha la
linea del multiplicands, se llegars 4 la columna del multi-
plicador, y se tendrd alli el producto buscado.

Asi, para hallar el logaritmo de 325845, empleando las
partes proporcionales, escribiremos la mantisa correspon-
diente al logaritmo de 3258, y buscaremos los productos de
la diferencia tabular 133 por las cifras separadas 4 ¥ 5, que
son respectivamente 532 y 665, los que se escribirdn debajo
de dicha mantisa, pero teniendo cuidado de correr el primero
un lugar & la derecha, porque representa décimas, y el se-
gundo un lugar mas, porque representa c#néésimus. Suman-
do y despreciando las cilras decimales que siguen 4 la sexta,
se obtiene el logaritmo padido.

La cperacion se dispone asi:

Mantisa . de log 3258. . . . 512951

it tabpor G d A 532
U E s o (), 007 2 Siakiag 665
BEIRS e L B TR
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Luego, . log 325845 = 5;513011,

Sea el ntimero 18726493,
Mantisa de log - 18726. 272445
Dif. tab. por 0,4 . . . ... 92
Id.  id: por 0509 vie il 207
Id. id. por 0,003.. . . . . ... 69

SRS T e s e ahia st tie lre 272456339
Luego, log 18726493 = 7,272456.

924, Propreva 3.° Dado wn logaritmo hallar el nimero
correspondiente.

Tu la resolucion de este problema distinguiremos dos
casos: 1.* que la mantisa del logaritmo dado se encuenire en
las tablas; 2. que dicha mantisa no se encuentre en lastablas.

995, PrivEr caso. La mantise del logaritmo dado se en-
cuentra en las tablas.

Se buscaran las dos primeras cifras de la mantisa en'la
columna log 0; descendiendo despues por la misma colum-
na, s6 busea una linea que empiece por las dos eifras si-
guientes de la mantisa, ¢ por dos ciffas que componzan un
niimero menor y 1o mds proximo posible al compuesio por
aquollas. Recorriendd dicha linea de izguicrda a derecha, en
toda la extension de las dos 1lanas, se encontraran las cuatro
cifras tltimas de la mangisa.

Hecho esto, se eseribg el niimero dé la ¢olumna N., que

rente de las cuatro Gltimas cifras de la mantisa, 4 su

» pone la cifra de la columna en que se han encon<

trado dstas, y del nfumero que resulta se toma para parte en-

tera, tantas cifras como unidades mas una tiens la ¢aracte-

ristica [215], afladiendo para ello uno mas ceros si fuesen
neeesarios. ‘

Propongdmonos hallar el nimero cuyo logaritmo: és
3, 685473. _

~ Buscaremos las dos primeras cifras 68 en la columna
1og. 0; y descendiendo por la misma, hallaremos una linea
que empieza por 43; como la siguiente empieza por 57, ni-
merG. mayor que 54, se recorre la primera de izquierda &
derecla, v en la columna del 7'se hallan las eifras 5473 Ll

nimero de In columna N. seguido de un 7, da 4847, que es

el niimero buscado, pues debe tener cuatro cifras enteras.
Sea el logaritmo's,180062. :
El ntimero 18 y todos los comprendidos enfre 00 y 30 se
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encuentran en las tablas en dos puntos bastante separados
uno anges y otro despues del nimero 1000: conviene en todos
los casos loer las dos primeras cifras de la mantisa, euando
no pasan de 30, despues del nintero 1000. Una vez hallado
el nimero 18, observaremos que va seguido en las tablas de
las cifras 01, que ya son mayores que las 00 del logaritmo
dado: en este caso y en todos los andlogos, se buscan las ei-
fras restantes de la mantisa en la linea superior inmediata, y
se encontraran precididas de un asterisco. En el ejemplo ac-
tual las hallamos en la columna 8 frente al nimero 1513
que con la cifra 8 da 15138; como la caracteristica es 5, afia-
diremos un cero, y 151580 serd el numero correspondiente
al loguritmo dado.

296, Secunpo caso. La mantisa del Zogariémo dado no $e
encusntra en las taslas.

Saa el logaritino dado 3, 893912,

Buscando esta mantisa, por la regla del caso anterior, se
encontravan dos consceutivas 893873 y 893928, una menor v
otra mayor que la propuesta, de donde se infiere que ésta no
se encuentra en Jas tablas. Los numeros correspondientes &
las mantisas halladas son 7832 y 7833, entre los que debe
hallarse el niimero que buscamos; para caleular qué aumen-
to experimenta ¢l numero 7832 cuando su logaritmo aumen-
ta en 39 unidades del ultimo érden decimal, que es la dife-
reneia entre el logaritmo dado y el inmediato inferior de las
tablas, debemos resolver la cuestion siguniente: si por el au-
mento de 0,000055-en el logaritmo, aumenta 1 unidad el nii-
mero, cnando el logaritmo aumenta en 0,000039 jcudnto
aumentard el numero?

Segun e! principio enuneciado en el nimero 222, el au-
mento que buscanios serd

0,000039 : 0,000055 6 39 : 55 = 0,709;
lnego el namero correspondiente al logaritmo dado serg
7832,709.

De lo expuesto se deduce la regla siguiente:

Para hallar el wimern correspondiente ¢ un logaritmo
dadn, cuando lu mantise ‘no se encuentra en las tablas, se
dusea la mantisa inmediata menor, y se divide la diferencia
entre ambas por lo diferencia tadular correspondionte ¢ Lo
menor; a parte decimal ded cociente se escribe @ la derecha
del nitmers corrospondisnte @ la mantisa hallada en las ta-
Glas, v s» toman tantas cifras enteras como unidades mas
Wad bizie la caracteristica.

U
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FaEurLos.

12 Hallar el ntmero - correspondiente al logaritmo
‘4, 168130,
Mantisa del log. dado., 168130

. del inmediato menor. . . 168114

Difereneia. « « o« o 50 oo - 16
Diferencia tabular.. « .. - - 20
Cociente de 16 : 30 = 0,533.
Tseribiendo este coctente & la derecha del niimero 14727,
correspondiente & 1a mantisa hallada en las tablas, y sepa-
rando o cifras enteras, resulta el nimero 14727,533.

9, Sea el logaritmo. .. ...« .
Mantisa del inmediato menor.. . .

Diferencia. . . . -
Diferencia tabular. . . . . .
Cociente de 25 : 80 = 0,3125.
Numero correspondients d la man-
tisa hallada en las tablas. .%. . . 5402.

Luego . 5,732580 = log 540231,25. 3
297. Las tablas de partes proporcionales dan ficilimente

el cociente de dividir Ia diferencia entre las mantisas por ia
diferencia tabular.

Para dividir 25 por 80, ejemplo 2.°, se busca la diferencia
tabular 80, y se recarre la linea de ésta, de izquicrda & dere-
cha, hasta encontrar el niimero inmediato inferior & 25, que
es.24,0; la cifra 3 de la columna, es la primera del cosiente.

La diferencia 1 entre 24 y 25 se multiplica por 10, ¥ sé
busca, en la linea horizontal del 80, el nimero més Proximo
4 10, que es 8.0; la cifra 1 de la columna es la segunda del
cociente. La diferencia 2 entre 8 y 10 se multiplica por 10, y
se basea el ntmero mas préximo al producto 20, que es 16.0,
y 2 serd la tercera cifra del coeiente. Del wmismo modo se 0=
tiene la niltima, que es 5.

998, ' Prowiema 3.0 Hallar el logaritmo de uad jraccion.
o

Sea la fraceion —]i;—
Sabemos [207] que
T

log AT log 7:— log 13;
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siendo el logaritmo de 7 menor que el de 13, la diferencia, ¢
sea el logaritmo de ml%’ serd negativa, lo que sabiamos ya
[201].

Asi, log 1_;. = 0,845098 — 1, 113943 — — ,268845.
229. Tratemos ahora de hallar el logaritmo de una frac-
cion decimal menor que la unidad.

Sea la fraceion 0,00456,
Tenemos 0,00456 = 4,56 : 1000;
luego log 0,00456 = log 4,56 — log 1000,
6 log 0,00456 = log 4,56 — 3,
El logaritmo de 4,56 tiene igual mantisa que el de 4586,
Y la caracteristica es cero; luego
log 0,00456 = 0,658065 — 3.

Ahora podriamos restar 0,658065 de 3, ¥ poner 4 la dife-
rencia el signo Inenos; -pero es preferible dejar indicada la
sustraceion, si bien bajo otra forma,

Bsta es: 3,658965. :

De suerte que el signo menos colocado sobre el 3, indica
que la caracteristica es negativa y la mantisa positiva.

Asi, 3,658965 = — 3 - 0,658965.

Obsérvese que la cifra 3 de la caracteristica indica el lu-
gar que ocupa, en el numero propuesto, la primera cifra
decimal significativa.

Demostremos ahora que siempre sucede lo mismo,

En efecto: si % es el lugar de dicha eifra decimal, multi-
plicando el ntimero dado por 107, se obtendrd otro cuya par-
te entera constard. de una cifra, siendo por lo tanto'cero la
caracteristica de su logaritmo; pero habiendo multiplicado
el numero propuesto por 10", su logaritmo ha aumentado en
7 unidades, las que deben restarse de la caracteristica cerp
para obtener la verdadera. Por consiguiente €sta, sers

0—2n=n.

Ahora podemos enuneciar la regla siouiente;

La caracteristica del logaritmo de una fraccion decimal
menor gue 1, tiene tantas unidades negabioas como indicg ef
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Zugar de i primera cif1a significativa; en cuanto 4 la man-
tisa se obtiene como st €L nUMero dado furse entero.

Asi, log 0,7852 = 1,804930.

log 0,00027 = 4,431364.
930. Prosiewa 4.0 Hallar la fraccion correspondiente a
un dogaritmo d@* caracteristica negativa.

Sea el logaritmo 2,653213.

La caracteristica 2 indica que la primera cifra decimal
significativa es la segunda, y como 4 la mantisa dada cor-
responde el numero 45, tendremos:

2.653213 = log 0,045.

Luego, para hallar la fraccion correspondiente & un lo-

 garitmo dado de caracteristica negativa, $2 0pera como §i

dsta fuese pasitiva, Y se escriben despues de ln coma {os ce-
708 NECESATINS Para qu? la primera cifra Sigui ficativa ocupe
el lugar indicado por la caractoristica.

Asi, 1,845098 = log 0,7

5,255273 = log 0,000018.

231. Examinemos ahors cémo deben efectuarse las ope-
raciones aritméticas, cuando algunos datos 6 todos son frac-
cionesdecimales de caracteristice Hegativa y mantisa positiva.

Abpicion.
4,853469
1,934508
3,695430
0,483407
Sumando las partes decimales, por la regla general. re-
sulta la parte decimal de la suma y ademds 2 unidades ente-
ras, que sumadas algebrdicamente con —4, — 1y 3, dan la
caracteristica 0.

232 SUSTRACCION.
1457893
9 583042
3,873951
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Restando las partes decimales, por laregla general, re-
sulta la parts decimal de la diferencia; pero habiendo au-
mentado el minuendo en una unidad simple, debe aumen-
tarse en la misma la parte entera del sustraendo, que asi se
convierte en — 1: restando algebrdicamente las caracteris-
ticas resulta

=4 (=)= 4 g =g

La sustraccion puede convertirse en suma, por medio del
complemento logaritmico. : !

Llamamos esmplemento aritmético de un logaritmo 6
conplemento logaritmico, & otro logaritmo que sumado con
el propuesto dé \a suma cero.

Se desprende de esta definicion que el complemento de
un logaritmo es igual & éste ¥ de signo contrario,

Asl, el complemento de 5 es 5, ¥y reciprocamente, puesto
que

S+ 5=0.

Igualmente, el complemento de 3,141724 es — 3,141724,

puesto que
3,141724 + (—3,141724) = 0.

Sin embargo, como al efectuar operaciones con logarit-
mos, nunca emplearemos los negativos, sino que serdn reem-
plazados por los de caracteristica negativa y mantisa positi-
va, para hallar el complemento de un logaritmo, en vez de
cambiar el signo, observaremos si aquel tiene mantisa, las
reglas siguientes: . :

L. Se cambiard el signo de lu caracteristica, despues de
anadir ¢ ésta una unidad positiva.

25 e restard de 10 la primera cifra decimal significa-
tiva de la derecha, y de 9 las demds.

Demostremos estas reglas,

Sea el logaritmo positivo 4,274356; su complemento sers
— 4,274356; afiadiendo ¥ restando 4 este ntimero 5 unidades,
esto es, tantas mas una comwo tiene la caracteristica, resulta,

—4,274356 = — 5 (5 — 4,274356)
6 ~—4,274356 = — 5 -~ 0,725644 — 5,725644.

Donde vemos que la caracteristica 5 se ohtiene por la pri-
mera regla, y que la sustraceion indicada contenida en el
paréntesis, puede efectuarse restando de 10 I» primera cifra
decimal significativa y las demds de 9.
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Yea ahora el logaritmode caracteristicanegativa 2,472358.
Su complemento serd
2 —0,472358,
donde vemos que la caracteristica cambia de signo y que al
efectuar la sustraccion disminuir4d en una unidad, lo que
equivale & aumentar T en esta unidad y cambiar despues el
signo; por consiguiente el complemento buscado es
1,527642.

Veamos ya como la sustraccion puede convertirse en
adicion. :

Sea 4,472935 — 6,895023.

Tista diferencia equivale & la suma

4,472935 -+ (— 6,895023);

pero la cantidad contenida en el paréntesis es el complemen~
to lozaritmico del sustraendo 6,895023; luego

Para restar dos logaritmos, se aRade al minuendo el
complemento del sustraendo.

EI1EMPLOS.

1.* Efectuar la sustraccion siguiente:
1,457893 — 2,583942.
Disposicion practicd.

Minuendo. ... -+« - 1,457893
C.te del sustraendo. . 1,416058
Diferencia .1 18,873951

: 4:
9.° Hallar el logaritmo de la fraccion 7—3-

Disposicion practica.

l,633468
2,102373

43
Log =g~
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233. MurtipLicacion,

S6lo vamos 4 considerar el caso en que el multiplicando
es un logaritmo de caracteristica negativa, ¥ el multiplica-
dor un niimero entero Y positivo, por ejemplo

3,257608
5

14,288040
Multiplicando 5 por 1a parte decimal del logaritmo, se
obtiene la del products Y ademés una unidad positiva, que
sumada algebrdicamente con E: producto de 5 por la carac-
teristica, da 14.

234, Drvisiox.

Supongamos que el dividendo es un logaritmo de carac-
teristica negativa, ¥y el divisor un niimero entero ¥ positivo,
Y distinguiremos dos casos: 1.* que la caracteristica sea mul-
tiplo del divisor; , 2." que no lo sea.

P 42,214572 : 6 = 7,035762.

Como se vé este caso no ofrece dificultad.

s 3,460935 : 5 — (— 34 0,460935) : 5.

Aumentando y disminuyendo el dividendo en las unida-
des necesarias para que la caracteristica sea divisible por 5,
que son 2 en nuestro ejemplo, tendremos

3,460935:5 = (54-2,460935):5 — 14-0,492187=1,492187.

235. Para ejercitarse en el uso de los logaritm_os,. es muy
eonveniente efectuar los cdleulos siguientes::
1.* Hallar el valor de 2 dado por la igualdad

429 . 217
835
Tomando logaritmos en los dos miembros, serd

log # = log 429 =t log 217 ~<1po 835,
log # = log 429 log 217 4-C.w0 log 835.

2.632457

2,336460

3,078314

logz= 2047231 , 2— 111,4887.

U
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9* Hallar el valor de z dado por la igualdad
B DA
R TONSE X 95 X 0,36

logz—= log' 3,27-+log 5,428+-C.1 log 7,2--0.% log 95+~
C.o log 0,36.

0,514548
2734640
1 142668
2,022276
0,443697

Log # = 2,857829 , @ = 0,072082.

427 \*
= (%or)

log # = (log 427 4 C.to log 584) 4.
2,630423
3,233587

1,864015
4

log # ="1,456060 , = 0,285798.

x__‘/ 49.8

log 49 < log 8 + C.olog 75"
g .
1,690196 .
0,903090
2,124939
0,718225
log 2 = 0, 143640, z = 1,392019.

_\/175

(loﬂ' 24 -4 C.to log 17+ C.b log 5) 5
3

log & =
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1,380211
2,769551

1,301030

1,450792
5
3,253960
log & =1,084653, & — 0,121521.
- 24,35 "
6. Tr = — __8_7_—‘
Prescindiendo del signo menos, seré
4 . 35
log : 873 = log 24 4 log 35 4 C.to log 87.
‘ 1,380211
1,544068
2,060481
0,984760
248'73" =9,655178, @& — — 9655178, °

V.—Aplicacion de los logaritmos a la resolucion de las
ecuaciones exponenciales,

236. Sellama rcuacon ExvonesciaL Za ecuacion en que la
wncdgnits entra como exponente.

a%— 5,
€s Una ecuacion exponencial.
Tambien lo es

&
o =e.
La primera es una exponencial de primer drden, v la se-
gunda de segundo drden, por ser el exponente 4% una expo-
nencial de primer érden. el mismo modo

T
7/ [

a' =d,
es una exponencial de Zercer drden cte.
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Vamos & resolver la ecuacion
a® = 0.
Tomando logaritmos, resulta
z log @ = log &,
log &
de donde btz -—‘3-“—

Sea la ecuacion
X
&
fLih =g

Tomando logaritmos serd
& loga=log ¢
loge
log e’
si tomamos logaritmos ofra ves, tendremaos
2 log 4 = log log ¢ — log log &,
log log ¢ — log log @
log &
Por un procedimiento andlogo se resolverian las ecua-
ciones exponenciales de otros ordenes.

de donda i

de donde x =

EJEMPLOS.
Lo » — 7524,
log 7524 3,876449
Tlog8  0,903090
* — 65536
oo . log 63336 4,816479
= " log4  0,602060 °
log 4,816479 — log 0,602060 __ 0,903090

—_——

logi2 i . ..0,301030

o= = 4,292418.

VI,—Interés compuesto.—Anualidades.

987, Sabemos [Aritm. 322] que el interés se llama com-
wests euando los intereses que produce un capital en un

periotlo e tiempo, se asumulan al capital, formando asi uno
nnevo, que aumanta al fin de cada periodo.
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Por ejemplo, si una persona presta 20000 pesetas al 5 por
eiento anual, y trascurrido el primer afio no percibe las in-
tereses, el capital durante el segundo afio serd igual al pri-
mitivo aumentado en dichos intereses, que importan 1000
pesetas, esto es, 4 21000 pesetas; de suerte que el interés al
cabo del segundo ano se compondra del interds del capital
20000 mas el interés del interés 1000, importando, por con-
siguiente

1900 4 50 = 1050 pesetas.

.8i tampoco se perciben estos intereses, el capital serd

durante el tercer ano

22050 pesetas,
Y se aumentard en el 5 por ciento para formar el capital
correspondients al cuarto afo, y asi sucesivamente.

En las cuestiones de interés compuesto, en vez del tanto
por clento se emplea, como mas comodo, el tanta por uno:
en lugar de decir, por ejemplo, que 100 pesetas producen 3,

diremos que 1 peseta produce ﬁl(j) 0 ¢ 0,05, lo que es entera-

mente igual.
Propongdmonos resolver el siguiente
Prosuena 1.° Om-capital ¢ se coloce durante t aios ¢ in-
siendo t el tanto por tno awual. 3Cudnto
6 ded capital é intereses al cabo de dicho tiempo?

Cada unidad . de-dinéro produce en un afo la cantidad »,
por cousiguiente vale al cabo de este tiempo 1 4 7, si una
unidad se convierts en 1 -+, ¢ unidades se convertiran en
B gy
luego para Lallar el valor de un capital al cabo de un afio,
Se mabtiplica por 1 —4-r.

Esta regla tan sencilla, puede aplicarse # un capital
cualquiera; por lo tanto el capital ¢ (I 4~ #), al cabo del se-
gundo ano, serd E

e+ A4+r=cl+n"
Aplicando de nuevo la regla & este capital, resulta al fin
del tercer aiio
¢l (142 =c(l 4 7).
Finalmente, el capital al cabo de ¢ afios serd
¢ (Y 42k
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Si 1o representamos por ¢ tendremos la formuln,

O=c -+ [1]

Tsta formula se ha obtenido en 1& hipétesis de que ¢ es
un nimero entero de aos.

Supongamos, ahora, que el tiempo sea el nimero frac-
cionario de anos —2:—

Representemos por = el interés que debe producir la uni-
dad de dinero en el tiempo o para que en un afio produz-
ca 7. .
gi cada unidad de dinero produce x en el tiempo -17 se

convierte al cabo de este tiempo en 1 ~-&; luego ¢ unidades
de dinero s& convertiran en

cill= a2,

vemos, pues, que para hallar el valor de un capital al cabo
de la fraccion de ano Pk multiplica el eapital por 1-+2.
Como esta regla puede aplicarse 4 un capital cualquiera,

es _cla;-o que ¢ (1 4 x) al cabo de otra [fraccion 5 de afio, 6

sea el capital ¢ al cabo del tiempo %—, serd,
e(l+2)%
igualmente, al cabo del tiempo —3—-, el capital ¢ serd

¢ (1 4 )%
y por ultimo, el capital ¢ al cabo del tiempo -%, serd

c(l 4 z)™

Tendremos, pues,
C=c(l+a)" 2]
llamando ¢ & la suma del capital é intereses al cabo del

tiempo ik
S
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El razonamiento anterior demuestry que el capital ¢ al

caho deltiempo —:’—, esto es, al cabo de un afio es
¢ {1+ a)n, :
¥ como sabemos por otra parte que este capital es tambien
¢(l+7),
tendremos
6l +a) =¢ 1+ )
de donde

!
14 z=(1+4n",

Sustituyendo. este valor de 14 en la férmula [2], resulta

Lym il
C&c(U4+0")=cayn™,
y como %- es el tiempo, se puede sustituir por £, obteniendo
C=c(l+4nt -

Luego la férmula [1], obtenida en el supuesto de ser # un
nimero enterode afios, es igualmente cierta cuando ¢ sea un
ntimero fraccionario.

La ecuacion [1] establece una relacion entre las cantida-
des C, ¢, 7, ¢, y nos dard una cualquiera de éstas, cuando se
conozcan las otras tres.

S5i conocemos el capital primitivo, el tanto por uno y el
tiempo, tomando logaritmos, sers

{ log €' = log ¢~ ¢ log (1 4 7).

Si conociendo la suma ¢ del capital é intereses, el tanto
por uno y el tiempo, queremos hallar el capital primitivo ¢,
tendremos

s C

T o+
de donde -
log ¢ =1log C — ¢t log (1 4 7).
Si la incognita es el tiempo ¢, serd

‘ log ¢! — log ¢

log (1 + 7)
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Por 1iltimo,_ si deseamos conocer,el tanto por uno #, ten-

1—[—-9‘:“’3,

108. (1 + gc) ] ._IEE_(_’T._:_IPE_E._

dremos’

Eirxbros.

1. Hallar ¢l vador del capital 6500 duros al cabo de8
anos, al 6 por ciento.

Tog 650075 + i, o — 3,812913
log 1,06 = 0,025306
8log 1106 % Wi = 0,202448

Log € = 4,015361
¢ = 10360 duros.

20 ;0udl es el capital que vale al cado de 9 aitos 43800
pesetas, siendo 5 el tanto por ciento? 4

log 43800.. .« . ' . — 4,641474
log 1,05 = 0,021189
OB 1008 05 el oe — 0,190701

log ¢ = 4,450773
¢ = 28234,02.
3. ;Cudnto tiempo deberd estar colocado wn capital de

8000 pesetas, a5 por ciendo, para que adguiera el valor

14000 pesetas? : :

: log 14000 . . .ix . = 4,146128

log 8000, . ....=3903050

0,243038

leg 1,05.. . . ... =0,021189

" log 0,243038. . . . = 1,385674

log 0,021189. .. . = 2,326110

log ¢ = 1,059564

t:zll anos 5 meses 19 dias.

26




AOR

4" A gud tanto por ciento deberd colocayse un capita
fle 25780 pesetas para que, al cabo de 4 afios, ascienda
33792,40 pesetas? :

log 33792,40 = 4,528819
log 25780 = 4,411283
0,117536 .
log (1 4-#) = 0,117536 : 4 = 0,029384
14-#=1,07, = 0,07;
luego el tanto por ciento es 7. .

238, ProvEna 2" Tn capital ¢ se coloca port aios al
Zanto por uno v, & interés compusto; y cada aiio se agreqa al
capital primitivo una suma _igual con las mismas condicio-
nes. § Cual serd, al cabo de dicho tiempo, el valor de los ca-
pitcles aewmuiados con sus intereses compuestost

£l capital primitivo ¢, al cabo de ¢ afios, vale

e(lfnk
4 suma ¢ que se agregu al fin del primer afio, permanecs
colocada ¢ — 1 ailos, luego se convierte en
e (14 r)et;
iwralmente, las sumas iguales 4 ¢ agregadas al fin del se-
& ndo, tercero, cuarto ete. afio, valen ;
el 7 e(4n ¢ (147 ete.;
v '» iiltima suma ¢, como sélo produce interés durante el
ultino aiio, se convierte en
' e (147,

Si llamamos €' 4 la suma total de eapitales € intereses
pOMPURSTos, serd
U=c Q47"+ ¢ (1474 4 c Q49 Ll - o (147);
poniendo ¢ por factor comun, resulta
C=c[d 47"+ 1+ 4 (142t i (1 4 2]

El segundo miembro es el nroducto de ¢ por la suma de
los térmiinos de una progresion geométrica, cuyo primer tér-
mino es L ¢, el ultimo (1 4-7)%, y la razon'l 4 7 luego
cldtr™' —(A+n] _ e 42 [14+r'—1)

0=

UN
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EIEMPLO.
Una suma d» 1000 pesetas o coloca d interés compuesto,
siendo 5 el tanto por 100, ¥ cada aio se agrga al capital
rimitivo otras 1000 peselas con das mismus condiciones.
10udl sera al caby de 12 aios el valor de los capitales acu-
amulados con Sus intereses?
Tenemos ‘
¢ = 1000, r = 0,05, t=12.
1000 X 1,05 (1,05 — 1)
G= : = :
0,05 4

Jog1000: 5tk asvasass =g
Yo BoDB8 itk des — 0,021189

1,()5"0—-1 = (,795841
log 0,795841. . . . . . = 1,900827
C.10 10g 0,05, « « « + » = 1,301030
Log C = 4,223046
C = 16712,69 pesetas.

939, Prosteva 3.° Un capital ¢, trmadn @ pristamn, debe
pagarse prr medio de t cuntas iquales, que serdn satisfechas
1 fin de cada ain,d eontar de la época del empréstito.  Cudl
serd du cuota anual siendo v el tauto por uno? ,

La cuota anual recibe el nombre de anualidad; de suerte
QUe ANUALIDAD €s fa Suma qu” d~b» pagarse anvalmente pare
eolinnuir una deuday Sus intereses compuestos en cierto
naimero de awos. -

El capital ¢ al caho de £ afios, se convierte en

iy e+ 1),
y esta es la suma que deheria abonarse al prestador si todos
{os p 1@os se hiciesen al fin del tiempo &.

Poro la anualidad @ satisfecha despues del primer afo,

repres nta 4 los ¢ afios de la época del empréstito, una suma

mayor, que serd
al+n;

igualmente, las cuotas iguales 4 a satisfechas despues del

segundo, tercero, cuarto etc. afios, representan al fin del

tiempo #, otras cantidades mayores, expresadas por
G40 eQ+4n7, el

v la suma de los valores que adquieren las cuotas al fin del

U

S ——
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tiempo £ mds el valor ¢ de la tltima, debe ser igual & 1
cantidad !
¢ (147
Tenemos, pues,

@ (10)" @ (140)" 4 @ (1405 -
6 @ [(14-2)" = (142 o (1p)ios

¢ (1 )t —1

al(l 47 ] iy

2

240. En esta ecuacion entran cuatro cantidades a, ¢,
Z, 7> uni cualquiera de las dos primeras puede calcularse
facilmente, siempre que las otras tres sean conocidas.

Para hallar el valor de ¢ puede hacerse

(1 + ?')‘ —1= ik
trasformando as{ la ecuacion en

- ax cr
=it Zhrque daim— ———:
5 (14-2),q ey

una vez conocida «, hallaremos ¢ del modo siguiente:
(l+n'=1+ua,
¢log (1+7) =log (1 4 z),
log (1 + 2)
W log (1 47) °
Por 1ltimo, si tratdsemos de hallar 2, encontrariamos,
haciendo 1 -7 = x, la ecuacion del grado ¢ -+ 1

ez’ — (e +a)z'+ a=0,
que no sabemos resolver.
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LJERCICIOS.

T. - Un obrero, que dehe abrir un pozo de 15 metros de profandidad,
pecihe 5 peselas por el primer metro, 4 por ol sertinda, b por ol tereero,
y el sucesivamente. jGuanto recibe por abrir el pozo? o

1[.  Un cuerpn, al caer en el vacio, vecorre durante el primer secndo
4.8907 metros, durante el segundo recorre tres veces esla distar du-
rante el Lercero, recorre cinco veces la misma, y 4si sucesivamenie.
;Lnantos metros descendera en 12 segundos?

11l Hallar o suma de los términos de una progresion aritmeéticay co-
neciendo el witimo, la razon y el nivmero de términos,

[¥. Hallar los términos extremos de uni progresion arvitmética, cu-
nociendo la razon, el numero de términos v la snma de #stus.

V. Conociendo el primer término de una progresion por diferencid,
Jasuma de todos y la razon, hallar el alimo térming ¥ el namero de
eslos,

VI. Una persona accede # vender su cahallo 4 eondicion de recibic
un céntimo de real por el primero de los 52 clavos que Lienen las her=
raduras, 2 céntimos por el segundo, 4 céntimos por el tercern, v asi
sucesivamente, duplicando siempre el nimero de céntimos. JLnanto pide
por el caballo?

VII. Resolver Tos problemas 11, IV y V cuando la progresion es geo-
métriea,

Viil, Caleular por medio de logaritmios las signientes expresioues:

s (ar)

1X. Averiguar de qué expresiones provienen los signientes valores:
log z=— log a — —— log b; log 2=bloga-4-Tlogb—o— — log a.
] J v
X. Resolver las ecuaciones siguientes:

23 mp.3
QL HI=2 —

902, 52 =9,

_ XI. En cufintos afios se duplica un capital cualgquiera, prestado &
lnl:,:rés compuesto, siendo H el tanto por ciento?

XL Averiguar qué capital seri necesario eoloear i interss eompuesto,
para que retivando al fn de cada ano nna suma de 5060 nesetas, se reeimn-
bolse el eapital y los intereses al G por cicnto cn 20 anos.
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