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Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Geometria y Topologia

Titulo: Teoria de Nudos y ADN

Breve descricién do contido:

El ADN bacteriano suele ser una molécula circular que se enrolla. Este
enrollamiento impide el acceso a la informacién a menos que se actte
sobre la doble hélice para separar las hélices. Si las dos hebras del
ADN no estuvieran entrelazadas, seria facil separarlas simplemente
empujando cada una en una direcciéon diferente. Pero no es asi, y lo
que ocurre en las bacterias es que una de las hebras se enrolla sobre
la otra, de manera que forman un circulo. Pero para poder ser ttiles,
necesitan desenrollarse para permitir el acceso a la informacién y la
transcripciéon de genes. La teoria de nudos se ha demostrado muy ttil
para entender la accién de las enzimas llamadas Topoisomerasas en
todo ese proceso de enrollamiento y desenrollamiento.

El trabajo consistira en hacer una introduccién a la teorfa de nu-
dos y exponer como se utiliza para la comprensiéon del fenémeno del
enrollamiento del ADN.
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Resumen

En este trabajo se pretende ofrecer una pequena introduccién a la teoria de nudos y
su aplicacién a la biologia. Los nudos son objetos matemaéticos que se pueden clasificar
mediante una clase de equivalencia; para poder compararlos, utilizaremos una serie de
invariantes que nos aportan informacién de si éstos son equivalentes o no. Ademas, estu-
diaremos cémo se relaciona esta teoria con la teoria de enredos y algunas de sus operaciones
béasicas.

Una vez visto el marco tedrico, comprobaremos como se pueden aplicar en el campo
de la Biologia. En concreto, nos centraremos en la analogia que existe con algunas enzimas

que actuan sobre el ADN circular. Las topoisomerasas, al igual que las recombinasas, son
dos casos particulares de enzimas que cambian la topologia del ADN, afectando consecuen-
temente a la forma que presenta y sus propiedades asociadas. Ambas seréan de gran interés
para el objetivo final de este trabajo: demostrar que las teorias de nudos y enredos son

capaces de explicar el comportamiento de estas enzimas.

Abstract

The objective of this work is to give a brief introduction to the knot theory and its
biology application. The knots are mathematical objects that can be classified according
to an equivalent class. In order to compare them, we will use a group of invariants that will
provide us information so that we can determine if they are equivalent or not. Furthermore,
we will study how this theory is related to the knot theory as well as its basic operations.

Once we have reviewed the theoretical framework, we will check its applications in
Biology. In particular, we will focus on the existent analogy with certain enzymes which

act upon circular DNA. Topoisomerases as well as recombinases are two particular cases
of enzymes that modify the DNA topology, altering its structure and properties. Both will
be really useful for the main objective of this paper which is showing that the knot and

tangle theory can explain the behaviour of these enzymes.
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Introduccion

Se considera que la teoria de nudos tiene sus origenes en el siglo
XIX gracias a unas observaciones del fisico escocés Peter Guthrie
Tait. Este cientifico se dio cuenta de que en el volcan Etna se

producia un fenémeno particular, y es que debido a la emisioén de

gases del volcan, emergian unos anillos perfectos de humo.

En el anio 1867, Tait empezd a realizar una serie de experimen-
tos que intentaban emular el comportamiento del volcan. Para poder hacerlo, construyé
una maquina que ayudaba a estudiar este fenémeno a pequeiia escala. Este invento con-
sistia en una pequena caja de madera a la que le hizo un agujero circular en una de las
caras. En la cara opuesta sustituy6 la tabla de madera por una toalla tensa. Dentro de ella
colocaba amonfaco y acido sulftrico que, al reaccionar, producian humo. Luego, le daba
golpes a la toalla, movimiento que impulsaba a que el humo saliese por el agujero. Cuando
el humo salia del orificio, retrocedia en su camino haciendo una forma circular, lo que daba
lugar a los anillos antes mencionados. Fue asi como Tait vio que si se utilizaba un patrén
circular, el aro se estabilizaba. Sin embargo, cuando en lugar de usar un agujero circular
se usaba uno con forma de curva cerrada distinta a la circunferencia, el ”aro” salia del
orificio con la forma de dicha curva se iba deformando paulatinamente hasta obtener la
forma circular.

Tait le ensen6 a William Thomson (también conocido como
Lord Kelvin) los experimentos realizados, asi como algunos trucos
de magia que se podian hacer con aros de humo. Lord Kelvin
apreci6é que los anillos formados en esos trucos de magia tendian

a estabilizarse en una forma ”fundamental”, lo que hoy se conoce

como un toro. Posteriormente, fue capaz de acoger esta idea para
intentar explicar la estructura atémica y la forma de los distintos
elementos.

Los cientificos de la era victoriana creian en la existencia de un fluido perfecto y no

viscoso, conocido como éter. Este se consideraba esencial para poder explicar cémo se

IX



X INTRODUCCION

llenaba el espacio infinito y los procesos que ocurrian en él. Thomson tenia esta idea en
mente, y junto a los conocimientos obtenidos de los experimentos de Tait, determind que
los elementos quimicos eran tubos de éter anudados.

A partir de este momento, Thomson intenté explicar los elementos quimicos clasifican-
dolos como distintos tipos de nudos. El éter generaba vértices que “atrapaban” a los a&tomos
dando lugar a este tipo de formaciones.

El modelo de Kelvin motivé a que Tait, en 1877, empezara una clasificacion de los nudos
de hasta 7 cruces. Esto lo hizo con el fin de poder diferenciar los 4tomos correctamente.

En 1887 Michelson y Morley determinaron que el éter no existia. A la luz de este hecho,
el modelo atéomico propuesto por Kelvin perdia toda la validez e hizo que los quimicos
perdiesen todo el interés en los nudos. Sin embargo, éste fue el germen de la teoria de
nudos.

La clasificacién de Tait incité a otros mateméticos a seguir aumentando la tabla ana-
diendo nudos con mas cruces. Thomas P. Kirkman se encargb de construir un nuevo cata-
logo con nudos de hasta 10 cruces y se lo mandé a Tait. No obstante, esta lista contenia
redundacias que procurd ir eliminando.

En 1899, Little fue el primer matemaético en clasificar los nudos alternantes (nudos en
donde los cruces se van alternando al pasar por encima y por debajo). Esta lista le fue

enviada a Tait y le ayudo a corregir un error que habia cometido.

Durante mas de 70 anos se pensd que la propuesta de Little era (\
correcta hasta que, en 1974, Perko (un abogado que era aficionado / (JQ
a las matematicas) descubrié que habia dos nudos (ver Figura) -~ \

que eran equivalentes, es decir, eran el mismo nudo, y habian sido

.. Fi 1: P Perk
omitidos hasta ese momento. lgtra ar de Perko

Con el paso de los anos se han ido encontrado muchas apli-
caciones para la teoria de nudos, dando lugar a que esta rama de la topologia se haya
extendido a diversos campos. La aplicaciéon inmediata que trataremos en los siguientes
capitulos es la relacion que presenta esta teoria con el ADN circular.

Este trabajo pretende ofrecer una vision de como se puede aplicar la teoria de nudos y
de enredos para entender el funcionamiento de dos tipos de enzima, las topoisomerasas y las
recombinasas. Tras dedicar un primer capitulo a proporcionar el marco teérico de la teoria
de nudos necesario para el desarrollo de la parte de biologia, dedicamos un segundo capitulo
para poder explicar qué es la teoria de enredos y sus operaciones bésicas, entendiendo la
conexién que existe entre las dos teorias. En el ultimo capitulo veremos cuél es la relaciéon
de la teoria de nudos con las topoisomerasas. Finalmente explicaremos el modelo de los

ovillos que demuestra, gracias a la teorfa de enredos, como actia la TN3-Resolvasa, un
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caso particular de la enzima recombinasa.

XI



XII

INTRODUCCION



Capitulo 1

Teoria de Nudos

Los nudos son, desde hace muchos afios, un elemento muy importante para el ser
humano y para la naturaleza. Ademas de los méas conocidos como son los nudos de los
zapatos o los nudos marineros, también se puede ver que, mismo en la prehistoria, se
fabricaban herramientas que consistian en dos piezas disjuntas unidas gracias al uso de un
nudo.

A pesar de ser algo que lleva tanto tiempo en nuestras vidas, no fue hasta hace unos
anos, que, se empezaron a estudiar los nudos como objetos matematicos.

En este primer capitulo vamos a ver en qué consiste la teorfa de nudos y su objetivo

principal: clasificar nudos. Antes de empezar, vamos a recordar una definicion:

Definicién 1.1 (Embebimiento). Sean X,Y dos espacios topolégicos. Dada una funciéon

f: X — Y continua, se dird que f es un embebimiento si X y f(X) son homeomorfos.
Ahora ya estamos en condiciones de definir qué es un nudo.
Definicién 1.2 (Nudo). Diremos que un nudo es un embebimiento f : St — R3

Observacion 1.3. Notemos que cuando nos referimos a un nudo f: S! — R3, intuitivamente
nos estamos refiriendo a la imagen f(S!) € R3. En muchas ocasiones a lo largo del trabajo,
haremos hincapié en la manera en que esta imagen esta inmersa en R?: a modo de ejemplo,

el conjunto de puntos de R? : {(z,y,0) € R3: 22 + y? = 1} ser4 el nudo trivial.

Cuando nuestro nudo en R? se puede transformar en la circunferencia anterior mediante
una serie de movimientos continuos (que precisaremos méas adelante), también se llamara

nudo trivial.
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En la figura anterior hay dos nudos que, aunque a simple vista se puede pensar que el
primer nudo es mas sencillo que el segundo, esto no es asi. Si nos fijamos, el segundo nudo
se puede deshacer hasta conseguir una circunferencia, es decir, se trata del nudo trivial. Por
el contrario, por muchos movimientos que intentemos hacer en el primer nudo, no vamos a
conseguir deshacerlo. Este nudo se trata del nudo no trivial méas simple, y recibe el nombre
de nudo de trébol debido a su forma caracteristica.

Para facilitar la comprensién, cuando dibujamos y estudiamos nudos, en lugar de tra-
bajar con el nudo en R3, lo hacemos con una proyeccién en R?, que recibe el nombre de
diagrama plano. Esta nos facilitara mucho el analisis de la equivalencia de nudos, que es

una de las aplicaciones méas importantes en la teoria de nudos.

O =y

1.1. Nudos equivalentes

Como se ha mencionado antes, lo que més nos va a interesar en este capitulo es el
anélisis de las propiedades de los nudos para ver si son equivalentes o no.
Para poder entender qué significa que dos nudos sean equivalentes, vamos a definir en

primer lugar algunos conceptos:

Definicién 1.4 (Homotopia). Sean X,Y dos espacios topologicos, f,g: X — Y dos apli-
caciones continuas y sea I = [0,1] C R el intervalo unidad. Una aplicacion continua
F : X xI = Y se dice que es una homotopia entre f,¢g si se verifican las siguientes

condiciones:

(1) Fo = f(z) Yz € X, siendo Fy : X — Y que lleva x — F(z,0)
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(2) Fi(x) =g(x) Vo € X, siendo F} : X — Y que lleva x — F(x,1)

Como F' es una funcién continua, se tienen dos propiedades implicitas extra:

(1) La aplicacion t € I — F,(t) € Y es continua Vz € X.
Esto se debe a que esta funcion es la composicion de dos funciones continuas. i, o F,
en donde i, : I — X x I lleva t — (z,t). La condicién implica que todos los caminos

que siguen los puntos deben ser continuos.

(7i) La aplicacion x € X — Fi(x) € Y es continua Vt € 1.
Esto se debe a que esta funcién es la composiciéon de dos funciones continuas. i; o F,

en donde i : X — X x I lleva z — (z,1).

Ejemplo 1.5. Un ejemplo de homotopia seria el siguiente, en donde podemos ver cé6mo
un cilindro se transforma de forma continua en el tiempo en un toro.

Sean los espacios X = S' e Y = S x S!. Consideremos la funcién f: S* — S! xS' dada
por x — (z,p), donde p = (1,0) es un punto fijo. Definimos a continuacion la siguiente

aplicacion continua F: S' x I — S! x St:

F(z,t) := (z,cos(2nt), sin(27t)) (1.1)

Tendremos que F' es una homotopia de f en si misma. Esto es debido a que se verifican
las hipotesis Fy(z) = F(z,0) = (z,(1,0)) = f(z) y Fi(z) = F(z,1)(z, (1,0)) = f(x).
Ademés, podemos apreciar como los caminos t — Fj(t) son continuos para todo = € S'. La

siguiente figura nos muestra la homotopia graficamente, y sus caminos estan representados

=@~

Ejemplo 1.6. Otro ejemplo de homotopia seria el siguiente, en donde podemos ver co6-

en rojo:

mo un circunferencia de radio 1 se transforma de forma continua en el tiempo en una
circunferencia de radio % a la que le vamos a aplicar una rotaciéon.

Sean los espacios X = S' e Y = R?. Consideremos f: S' — R? como la funcion
inclusién y la funcion g: S! — R? dada por § — %104-%' Definimos a continuacién la

siguiente aplicacion continua F': ST x T — R?:

F(0,1):= (3 + 5= 1) Loag) (1.2)
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Tendremos que F' es una homotopia de f en g. Vemos que se verifican las hipotesis
Fy(0) = F(0,0) = 0 = f(z) y F1(0) = F(0,1) = 30 = g(z), y ademas, se puede ver que
los caminos ¢ — F,(t) son continuos para todo x € S'. La siguiente figura nos muestra la

homotopia y los caminos que siguen los puntos en ella.

—_—

Definiciéon 1.7 (Isotopia). Se llama isotopia a una homotopia en donde V¢, Fy : X — Y

es un embebimiento.

Muchas veces se trata la equivalencia de nudos como la existencia de un homeomorfismo
entre las imagenes de los dos nudos. Por esta definicién tendriamos que el nudo de trébol
y su imagen especular serian equivalentes por ser homeomorfos. Sin embargo, esto no se
verifica porque no se puede pasar de uno a otro de forma continua en el espacio ambiente,

ni siquiera rotandolo. Este hecho motiva a buscar una nueva definiciéon de nudo equivalente.

Definiciéon 1.8 (Isotopia ambiental). : Sean f,g : S! — R? dos embebimientos que dan
lugar a dos nudos que denotaremos por K1, K. Diremos que una isotopia F': R® x I — R3
es una isotopia ambiental si se tiene que F} : R? x {t} = R?® — R3 es un homeomorfismo
Vt € I. Ademaés, como queremos que sea una isotopia entre los nudos K7 y Ko se tiene que

verificar que:
(1) Fp:R3 — R3 es la identidad
(2) Fi(K1) = K>
En donde R? es el espacio ambiente (espacio en el que se encuentra el nudo).

Observacion 1.9. Consideremos la aplicacion St x T — R3 que lleva (z,t) — Fy(f(x)). Si
tomamos ¢ € I fijo, tendremos un nudo S! = S! x {t} — R? = R? x {t}. Dado que V¢ € I,
F; es biyectiva y f un embebimiento, podemos asegurar que la composiciéon F;o f, es decir,
S! — R3 x {t} — R3, es una coleccion de nudos {K;} con ¢t € I, que se puede ver como
una deformacién del primer nudo, Ky en el ultimo, K;7. En todas las etapas tendremos
un embebimiento, es decir, un nudo, y por este hecho podemos asegurar que no existen

autointersecciones por la propia definicién.

Lo que hacemos cuando se considera una isotopia ambiental es, en lugar de deformar

el objeto en un espacio formado so6lo por éste, deformar su espacio ambiente.
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Definiciéon 1.10 (Nudos equivalentes/Isotopicos ambientalmente). Dados dos nudos f, g :
S — R3, diremos que son equivalentes si son isotopicos ambientalmente, es decir, si existe

una isotopia ambiental entre ellos.

5—5~%

Notemos que la definicién de nudos equivalentes en [I.10] es trivialmente una relacion

de equivalencia. Este hecho motiva la siguiente definicion:

Definicion 1.11 (Tipo de nudo). Llamaremos tipo de nudo a la clase de equivalencia

formada por todos los nudos equivalentes

Asi, por ejemplo, diremos que el nudo trivial (tipo de nudo trivial) es aquel que esta
en la misma clase de equivalencia que S! (que la inclusion ¢: S — R3 ), siendo ésta la
circunferencia situada en el plano OXY.

Habiamos dicho que para estudiar de forma mas clara los nudos, los proyectabamos en
un plano, creando asi los diagramas planos. Sin embargo, estos diagramas de los nudos nos
pueden dar problemas. A veces, el diagrama es imposible de representar con un ntmero

finito de cruces. Cuando esto ocurre, es imposible analizar sus propiedades.

Si el nudo se puede representar en un diagrama plano con un
nimero finito de cruces, recibiré el nombre de nudo décil, y en caso f

contrario, nudo salvaje. Este tltimo se caracteriza por la existencia
de un punto limite que se denomina punto salvaje (representado
en rojo).

Queremos solucionar este problema, y para ello debemos tener en cuenta lo siguiente:

Definiciéon 1.12 (Nudo Poligonal). Nudo cuya imagen estda formada por segmentos de

En esta imagen podemos observar como se puede hacer el dia-
; /7 grama del nudo de trébol, que es un nudo docil, con segmentos

de recta. Esta propiedad se puede aplicar sobre cualquier nudo

recta.

docil, porque son topoldgicamente iguales. Por tanto, si tenemos
un nudo poligonal, tendremos un nudo décil.
Teniendo esto en cuenta, vamos a definir una serie de conceptos nuevos en base a este

tipo de nudos.
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Definiciéon 1.13 (Proyecciéon). Diremos que una proyeccion es una aplicacion lineal de
R3 — R2. Mas en particular, una proyeccion de un nudo seria la composicién de un nudo
y una proyeccion:

f: St—=R3

N\

R2

Definicién 1.14 (Proyeccion regular). Diremos que una proyecciéon de un nudo es regular

si verifica:

1. En la proyeccién no hay ningiin punto que se corresponda a méas de 2 puntos del
nudo en R? que denominaremos puntos dobles. esto significa que su imagen inversa

corresponde a dos puntos del nudo.
2. Hay un nimero finito de puntos dobles

3. Cuando se trabaja con la proyeccién de un nudo poligonal, un punto doble no puede
ser un vértice. Cuando este no es el caso y se trabaja con un nudo no poligonal, no

se permite la tangencia entre sus curvas.

L
= o T

AN NN

Aqui podemos ver tres ejemplos en donde no se verifican las
propiedades necesarias para ser una proyeccion regular. ‘ /\g

En la imagen de la derecha, por el contrario, si se puede ver
una proyecciéon regular. No hay ningtn punto de la proyeccién que ‘
represente mas de dos puntos de la figura; el diagrama presenta 3

puntos dobles, por tanto es un ntmero finito, y los 6 vértices del

diagrama representan un tnico punto.
Desde este momento, cuando hablemos de nudo estaremos pensando en un nudo décil
que estudiaremos como nudo poligonal, para evitar los nudos salvajes, y todos sus equiva-

lentes.

Observacion 1.15. Podemos decir que un diagrama plano se puede ver como la imagen de
un nudo por una proyecciéon regular. Los puntos dobles de un diagrama plano reciben el

nombre de cruce. Ademés, como sbélo vamos a trabajar con nudos dociles podemos asegurar
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que siempre vamos a encontrar una proyeccion regular de este, pues bastaria con modificar

un poco el diagrama plano.

Como vamos a trabajar con los nudos poligonales, necesitamos definir un nuevo tipo

de isotopia, la isotopia ambiental lineal a trozos.

Definicién 1.16 (Isotopia ambiental lineal a trozos). Una isotopia ambiental lineal a
trozos es una isotopia en R3 en la que los movimientos que se realizan son los conocidos

como movimientos triangulares, que son:

Los movimientos triangulares son un tipo de isotopia ambiental, por lo que no cambian

el tipo de nudo, que nos va a ayudar a poder definir la equivalencia entre nudos poligonales.

Definiciéon 1.17 (Isotopia plana). Una isotopia plana es la composicion de una isoto-
pia ambiental lineal a trozos con una proyecciéon regular (nos permite pasar de un nudo

poligonal a otro sin atravesarse a si mismo).

R3 x——R3

N

RQ

Como una isotopia plana es un tipo de isotopia ambiental lineal a trozos, deducimos
que una isotopia plana no varia el tipo de nudo. Un resultado muy importante que pode-
mos intuir de lo que ya hemos mencionado hasta ahora es que, si tenemos una isotopia
plana, podemos construir una isotopia ambiental. Sin embargo, que tengamos una isoto-
pia ambiental no significa que tenga que ser una isotopia plana, pues no siempre vamos a
encontrar una proyeccion regular del nudo.

Cualquier nudo de 6 cruces o menos va a ser equivalente a alguno de los nudos siguientes

o la imagen especular de alguno de estos:

OQRGYR BV

A veces, que una isotopia ambiental no da lugar a una isotopia plana, no significa que

no se pueda hacer algtin tipo de movimiento para poder pasar de un nudo a otro que sea



8 CAPITULO 1. TEORIA DE NUDOS

equivalente. Por ese motivo, vamos a distinguir tres casos particulares de desplazamien-
to que si se pueden aplicar aunque halla que pasar por una proyeccién no regular. Los

Movimientos de Reidemeister:

Reidemeister Tipo I: }O<_> %‘O A F<-) l
7
Reidemeister Tipo II: > >< > | l

S

N
Reidemeister Tipo III: )/ «—> ><—<—> /\
\ 7=

Los movimientos de Reidemeister no varian el tipo de nudo, por lo que, si aplicamos
una cantidad de movimientos de Reidemeister, el nudo no cambia.

En 1927, Kurt Reidemeister consiguié dar una condicién necesaria y suficiente para
comprobar la equivalencia de los nudos. El fue capaz de probar que la existencia de una
isotopia ambiental entre nudos es equivalente a estudiar la equivalencia de los diagramas

planos asociados a ellos.

Teorema 1.18 (Reidemeister). Dos nudos son equivalentes si y sdlo si existe una sucesion
finita de isotopias planas o movimientos de Reidemeister que transforman el diagrama

plano de un nudo en el otro.

Demostracion.

7 : 2

Queremos ver que si tenemos dos nudos equivalentes, existird una secuencia de isotopias
planas y/o movimientos de Reidemeister que llevan de un diagrama al otro.

Supongamos entonces que tenemos dos nudos equivalentes con sus proyecciones co-
rrespondientes. Como ya sabemos, estamos trabajando con nudos poligonales, por tanto,
consideraremos un diagrama plano asociado a cada nudo poligonal, los cuales vienen de-
terminados por un nimero finito de segmentos de recta.

Como los nudos son equivalentes, tiene que existir una isotopia ambiental lineal a trozos
que lleve uno en el otro. El hecho de que esta isotopia sea a trozos, puede dar lugar a dos

situaciones:
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» Si podemos pasar de un diagrama al otro mediante movimientos triangulares (es
decir, en todo momento el diagrama es regular), tendremos que es una secuencia de

isotopias planas.

= Cuando realizamos una secuencia de movimientos triangulares a veces no podemos
evitar pasar por un diagrama que no es regular. Sin embargo, sabemos que los nudos
son equivalentes, por tanto, podemos asegurar que se podria ”saltar” el paso en el
que el diagrama no es regular utilizando alguno de los tres tipos de movimientos
de Reidemeister, que como mencionamos anteriormente, son movimientos permitidos

cuando ocurren estas situaciones y no cambian el tipo de nudo.

Por tanto, por ser nudos equivalentes se tiene que verificar la existencia de una secuencia
de isotopias planas o movimientos triangulares.

7 <: b))

Tanto las isotopias planas como los movimientos de Reidemeister no varian el tipo de
nudo. Por tanto, es trivial que una secuencia de éstos tampoco lo va a hacer, lo que significa

que llegaremos a un nudo equivalente. O

Sabemos que existen tres tipos de movimientos de Reidemeister, no obstante, esto no
significa que para pasar de un nudo a otro equivalente necesitemos usar los tres. De hecho, a
veces no hace falta usar ninguno de estos movimientos porque basta con hacer movimientos

triangulares. Aun asi, cabe destacar la siguiente definicién por ser un caso particular:

Definiciéon 1.19 (Regularmente equivalentes). Diremos que dos nudos son regularmente
equivalentes cuando para pasar de uno a otro se usan tinicamente movimientos de Reide-

meister de tipo II y III.

1.2. Algunos invariantes

Como podemos imaginar, es facil ver que dos nudos son equivalentes si encontramos
una combinaciéon de movimientos que lleve un nudo en el otro. Sin embargo, demostrar
que dos nudos son distintos es bastante complejo, pues puede ser que estemos hablando
del mismo nudo pero no encontremos la secuencia correcta.

Para poder asegurarnos de que dos nudos no son equivalentes, se definen una serie de
invariantes que nos pueden ayudar a ver cuando los dos nudos son distintos.

Tendremos que tener siempre en cuenta que, si dos nudos tienen el mismo invariante,
pueden ser equivalentes o no. Sin embargo, si presentan un invariante distinto, estaremos

hablando de tipos de nudo diferentes.
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A continuacion, estudiaremos algunos tipos de invariantes, empezando con algunos
tan bésicos como la tricoloreabilidad, y terminando por los més complejos a los que le
dedicaremos un subapartado para poder explicarlos.

Antes de empezar a ver los invariantes, vamos a definir qué son los nudos alternantes
porque, a veces, presentan caracteristicas importantes que nos ayudan a conocer dichos

invariantes.

Definiciéon 1.20 (Nudo alternante). Diremos que un nudo es alternante cuando presenta

un diagrama alternado, es decir, los cruces van por encima y por debajo sucesivamente

En los dos ejemplos que se muestran a la derecha se puede ver /.) /\
facilmente que los cruces se van alternando pasando por encima y C_> M:

por debajo hasta dar la vuelta completa por el nudo.

Los primeros invariantes que vamos a definir estan relacionados con los cruces de los

diagramas planos de los nudos.

Definicion 1.21 (Tricoloreabilidad). Diremos que un nudo es tricoloreable si se verifica
que en el diagrama plano se utilizan 3 colores, de forma que para todos sus cruces, los tres

arcos asociados verifiquen una de estas dos condiciones:

= Los tres arcos que se cruzan tienen el mismo color. Es decir, en cada cruce sélo hay

un color.

= Los tres arcos que se cruzan tienen colores distintos. Es decir, en cada cruce hay tres

colores.

Para entender la tricoloreabilidad vamos a ver los ejemplos de nudos alternantes que

aparecen en esta misma pagina.

El nudo de trébol es un claro ejemplo de un nudo tricoloreable. Si fijamos
(/P (/P un cruce, se puede pintar cada uno de sus tres arcos de un color distinto.

Observamos asi que los tres cruces del diagrama tienen un color distinto.

Sin embargo, si ahora vemos el nudo de la derecha pode-

AN AR A
mos ver que no es tricoloreable. %/TS, L/-S, %/\\

En el primer caso vemos que si el cruce esta formado por tres aristas del mismo color, no
habria forma de hacer que sea tricoloreable porque si pintamos las dos aristas que quedan
de azul s6lo habria un color y, si se utilizan los otros dos colores, habria cruces bicolores.

En el segundo caso vemos que si intentamos poner cada arista de un color es imposible,
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pues si la arista que esté sin color se pintase de azul, habria aristas bicoloreables, y si se

pinta de cualquiera de los otros dos, pasaria lo mismo.

Definiciéon 1.22 (Crossing number). Llamamos crossing number, ¢(K) al nimero minimo

de cruces con el que se puede representar un nudo.

Este invariante es tutil cuando queremos comparar un nudo alterante con otro nudo
cualquiera. Esto se debe a que si tenemos un nudo alternante, el nimero de cruces de éste
va a ser el crossing number. Por tanto, si comparamos un nudo alternante con otro que

tiene menos cruces, podremos asegurar que son distintos.

Definicion 1.23 (Unknotting number). Llamamos unknotting number, u(K), al nimero
de cruces que habria que cambiar en un diagrama para obtener la equivalencia con el nudo

trivial.

- Q- 5o~ ®-O

En esta imagen podemos observar que partimos de un nudo alternante, por tanto
¢(K) = 5. Para calcular el unknotting number vamos a intercambiar los enlaces que estan
rodeados, es decir, intercambiaremos la arista de delante con la de detras del cruce. En
este caso, podemos observar que sélo necesitamos realizar dos cambios de cruce, por lo que
u(K) = 2.

Los dos invariantes que vienen a continuacién no estan relacionados con los cruces del

nudo, sino con la forma que éste tiene.

Definiciéon 1.24 (Nudo invertible). Diremos que un nudo es invertible si es equivalente a

s{ mismo con la orientaciéon opuesta.

Como podemos observar en la imagen de la derecha, dotamos
al nudo de trébol con una orientaciéon. Seguidamente, rotamos el (&)
nudo 180° y vemos que el nudo sigue siendo el mismo pero ahora Q__:)j %}
la orientacién ha cambiado. Por lo que es invertible.

Cabe destacar que todos los nudos de 7 cruces o menos son

invertibles.

Definiciéon 1.25 (Nudo quiral). Diremos que un nudo es quiral cuando no es equivalente

a su imagen especular.

Cuando un nudo no es quiral, es decir, cuando un nudo sf es equivalente a su imagen

especular, estaremos hablando de un nudo anfiqueiral.
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De esta propiedad conocida como quiralidad podemos deducir
@) C(_:D que un nudo y su imagen especular no son necesariamente equi-
valentes (por ejemplo el nudo de trébol). Esto es muy util sobre

todo en el campo de la Quimica y también en la Biologia.

Teorema 1.26. Sea K un nudo alternante, si ¢(K) es impar entonces K es quiral.

Demostracion. Ver [18] O

1.2.1. Linking number

En este apartado vamos a generalizar el concepto de nudo. Para ello definimos qué es

un enlace.

Definicién 1.27 (Enlace). Diremos que un enlace es un embebimiento de un conjunto de

circunferencias en R3.

Un enlace se puede pensar como un conjunto de nudos entrelazados entre si, en donde
cada circunferencia que forma parte del enlace recibe el nombre de componente. Por tanto,

cuando hablemos de enlaces diremos que se trata de un enlace de n-componentes.

Estos dos ejemplos son enlaces muy usados desde hace mucho tiempo. El primero
es un enlace de 3 componentes que tiene la caracteristica de que sus componentes son
disjuntas dos a dos, esto significa que si suprimiésemos una de las componentes, las otras
dos quedarian libres, no estarian entrelazadas. Este enlace aparecia en el escudo de la
familia Borromeo, y debido a esto, se conocen con el nombre de Anillos de Borromeo. El
segundo es un enlace de 2—componentes que esta formado por un nudo trivial y un nudo
al que se le ha aplicado un movimiento de Reidemeister de tipo I. Este enlace se denomina
de Whitehead y se considera un enlace universal y uno de los més importantes. Al igual
que los nudos, presentan muchas caracteristicas que se estudian de la misma forma. Por
ejemplo, cabe destacar la importancia de ver si son equivalentes o no, para lo cual se aplican
los movimientos de Reidemeister. Vamos a ver a continuacién cémo serfa un ejemplo de

enlaces equivalentes para los anillos de Borromeo y para el enlace de Whitehead.
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@ <—> CEL?’@ @ <">@

Lo primero que haremos para distinguir si dos enlaces son equivalentes o no, es ver el
nimero de componentes que tienen. Pues si el ntimero de componentes es distinto, nunca
podréan ser el mismo tipo de enlace. Se podria decir que éste es un invariante muy bésico
que en pocos casos nos aporta algo de informacion, puesto que s6lo nos asegura que dos
enlaces son distintos si difieren en el niimero de componentes.

Los anillos de Borromeo y el enlace de Whitehead es imposible que sean equivalentes
puesto que el primero tiene 3 componentes y el segundo tiene 2 componentes. Un invariante
mucho més importante que se utiliza para distinguir enlaces es el linking number. Para
definirlo, vamos a considerar un enlace de 2 componentes, y dotaremos a cada una de las
componentes con una orientacion, en donde denotaremos por I(c) al namero asociado a
cada cruce que existe entre las dos componentes. Si el cruce es consigo mismo no se tendra

en cuenta.

Definiciéon 1.28 (Linking Number). Dado un enlace de 2 componentes, el linking number
viene dado por la expresion: Lk(K) = 3 Y 1(c).

YA =

A la derecha tenemos un ejemplo de un nudo K cuyo linking 1 2
number es Lk(K) = (14+14+1+1-1-1)=1. ‘/,\/%IS
El siguiente resultado demuestra que el linking number es un by, \4"1 ref

invariante.

Teorema 1.29. Si dos enlaces de 2 componentes y orientados son

equivalentes, entonces tienen el mismo linking number.

Demostracion.
Al igual que con los nudos, si dos enlaces son equivalentes podemos asegurar que existe
una secuencia finita de isotopias planas y movimientos de Reidemeister.

Como ya sabemos, las isotopias planas no afectan al niimero de cruces, y por tanto, tampoco
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al linking number. Los movimientos de Reidemeister, por el contrario, si varian el niimero

de cruces, pero se compensan y no afectan. Para entender esto, lo veremos de forma grafica:

Reidemeister Tipo I:

=0 Qr=0 =0 Qr=0
S { o +

Como podemos observar, en este caso no hay ningin cruce, pues el cruce que se ve es
consigo mismo y no se tiene en cuenta.

Reidemeister Tipo II:

w0 &0 Ou=0 €0 [ &0 Cu=0 -0
LA Jor Jr A e

} <—>ﬂ E © n S o ﬂ }} <_>ﬁ
2N ] R AN

ex=0 =0 =0 (28] Ou=0 =0 =0 Ouz0

~ Y el {1
<{<—> <<—> > y &
> 24 e )
En los movimientos de tipo II siempre va a haber dos cruces. Si el cruce es entre la
misma componente no se considera. En la imagen se ve cémo seria el linking number si los
cruces fuesen entre dos componentes. Observamos que, independientemente de la orienta-

cion, siempre se va a anular uno con el otro, por tanto, a nivel global se va a mantener el

linking number.

Reidemeister Tipo III:

et {:-1 L bt \:w:% &0 =0 L oo =0
S e S S o S ;V — >
R X DR o P o =24,
by &;’1 ) \;{ .4i;\ - \C-/'I .’—9‘1 o5 =) {K: y \:1 ek;o' I 8;’(
R R XX ResX

Ox=t1 (e =0 =0

Qxe-1 G=-q [ =0
SO, o, KoM, e
A s TP e WS aaan SN 4 S
Qxeed (] =1 =1 -0 €= © =0 =0
7 e s NE = 4 T s N7
\<_> 1/ \1 \< ? 4N\ \<—> EPAY) \< > 1S\
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Los movimientos de Reidemeister de tipo III tienen 3 cruces, pero como estamos tra-
bajando con enlaces de 2 componentes, es imposible que los 3 cruces sean de componentes
distintas. Existen muchos casos posibles dependiendo de cuales sean los cruces de compo-

nentes distintas y cuales de la misma:

= Si los 3 cruces son de la misma componente, no se considera ningun cruce y lk seré

0 antes y después de hacer el movimiento.

» Si los 2 cruces de las rectas diagonales son de la misma componente (ejemplo de la

imagen). Vemos que hay dos posibilidades:

e Los cruces se mantienen, y por tanto no varia el linking number.

e Cuando hay un cruce positivo y otro negativo, se invierten, lo cual tampoco

afecta a nivel global porque no cambia el linking number.

= Si los 2 cruces de la misma componente son uno de la diagonal y el correspondiente

con la recta horizontal, el procedimiento seria analogo al de la imagen.

Hemos demostrado entonces que ni las isotopias planas ni los movimientos de Reide-
meister afectan al linking number, por tanto, hemos probado que el linking number es un

invariante.

O

1.2.2. Polinomio de Kauffman

En 1928 aparece un nuevo tipo de invariante muy distinto a todos los vistos hasta
ahora, el primer invariante polinomial, conocido como polinomio de Alexander.

Este polinomio era méas preciso que los invariantes conocidos hasta el momento, pero
aun asi, habia muchos casos en los que no podiamos concluir nada, pues existen bastantes
tipos de nudo que presentan el mismo polinomio de Alexander.

A raiz de la aparicién de éste, empezaron a surgir otros invariantes polin6micos, como
es por ejemplo el polinomio de Jones, que aparecié en los ochenta. Con la llegada de cada
invariante polinémico nuevo, se conseguia ir mejorando un poco la capacidad de distincién
entre los nudos, pero se seguia buscando cada vez mas y mas precision.

Una variaciéon del polinomio de Jones, da lugar a un nuevo polinomio mucho mas
preciso, pero que sigue sin ser suficiente. Este recibe el nombre de Polinomio corchete de
Kauffman, el cual estudiaremos a continuacion.

Lo que més nos va a interesar es poder calcular este invariante, al igual que hicimos

con los demas, a través de sus diagramas planos. Para ello, vamos a suponer que estamos
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construyendo un polinomio de tres variables A, B, C' que puede ser calculado en base a una
proyeccion regular K del nudo. El polinomio corchete de Kauffman se denota por (K) y
sirve tanto para nudos como para enlaces.

Antes de empezar a ver la construccién de este polinomio, vamos a explicar en qué
consiste la operacion K U O .

Como hemos dicho, K es una proyeccion regular de un nudo, y (O es el nudo trivial.
Cuando unimos estos dos diagramas, vamos a obtener un diagrama formado por dos nudos
disjuntos. Para la construccion, lo que haremos seré obviar el nudo trivial del diagrama y
considerarlo una constante que multiplica al polinomio del diagrama sin el nudo trivial.

Ahora ya estamos en condiciones de ver la construccién del polinomio de Kauffman,

para ello le vamos a imponer las siguientes condiciones:

= (Q) =1 Condicién de normalizaciéon
= (KU O) =C(K)

(X) =A 00 +B(X)
] Relacion de madeja

(X) =A(X) +B OO

La relacién de madeja nos da una relaciéon que nos ayuda a obtener K, en términos de
Ki y Ks, en donde ambas son proyecciones con un cruce menos que K.

Dada una proyecciéon de un nudo, si tomamos un cruce ( XK ) v lo cortamos en vertical
y horizontal obtenemos (D C) y (><) . Y si el cruce es ( >X) , obtendremos la misma
relacion. La diferencia que hay es que si la pendiente es positiva, primero cortamos en
vertical y después en horizontal y, si por el contrario, la pendiente es negativa, primero
cortamos en horizontal y después en vertical.

Para entender esto mejor, vamos a ver la condicién de madeja paso a paso, pues sera
esencial para poder entender lo que viene a continuacion:

En <X> vemos que sOlo hay un cruce, el cual tiene pendiente positiva. Como tiene
pendiente positiva, cortaremos el cruce primero en vertical, es decir:
(X)) =(>XK) =(CCKY =01y =400 .
A continuacion, cortaremos el cruce en horizontal:
(2X) =(2X) =(2X) =(X) =B(X) .

De esta forma llegamos a la primera ecuaciéon de la relaciéon de madeja:
(Xy =A0 Q) +B(X) .

. 7 4, , . .
Por el contrario, en </\> vemos que s6lo hay un cruce, pero éste tiene pendiente

negativa. Como tiene pendiente negativa, cortaremos el cruce primero en horizontal, es
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decir:

(X =(>X) =(3%) =(X) =B(X) .
A continuacion, cortaremos el cruce en vertical:
(X =Ky =Ky =0y =4(00) .

De esta forma llegamos a la segunda ecuacion de la relacion de madeja:
(X)) =ACX) +BOQ) .

Queremos comprobar si es un invariante, y como los movimientos de Reidemeister
sabemos que no afectan al tipo de nudo, vamos a aplicar las hip6tesis de partida para ver
si afectan o no. En caso de que afecten, habria que imponer alguna condicién.

El primer movimiento que veremos sera el Tipo II. Vamos a descomponer el diagrama
( e} ), para ello elegiremos un cruce, en este caso empezaremos con el cruce de abajo. Este
enlace tiene pendiente negativa, por tanto, cortaremos primero en horizontal y después en
vertical.

Al cortar en horizontal llegamos a:
(L) =(£) =(Z) =(A).
Al cortar en vertical llegamos a:
(B) =(8) =(R) =(>X).
Es decir, tendriamos que:

(%) =A(A) +B(X)

El segundo diagrama de esta igualdad ya lo sabemos descomponer, pues es la primera
ecuacion de la relacion de madeja. Ahora, nos centraremos en cémo se descompone el
diagrama <;<> . En este caso el cruce tiene pendiente positiva, asi que lo que haremos
sera cortar primero en vertical y después en horizontal.

Al cortar en vertical llegamos a:
(A) =(R) =(R) =(X).
Al cortar en horizontal llegamos a:
(R) =(=) =(=x) =(X).
Es decir, tendriamos que:

() =ACX) +B(X) .

En esta relacion, el primer diagrama ya no se puede descomponer maés, y para el se-
gundo utilizaremos la segunda condicién, es decir, la unién de un diagrama con el nudo
trivial. Tendriamos entonces que:

(=) =c(X)
Ya no podemos descomponer ningin otro diagrama, asi que vamos a unir toda la informa-

cion que acabamos de obtener de los diagramas en una ecuacion:
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(%) = A(A) +B(X) =AALX) +B(X) |+BAPC) +B(X) | =
AA) +ABC(X) +BA(D Q) +BB(X) = [A2+ABC+B?|(><X) |+BA(> Q)

Recordemos que lo que estamos estudiando es el comportamiento que tiene este poli-
nomio respecto a los movimientos de Reidemeister de tipo II. Esto significa que a lo que
queremos llegar es a ( & ) = (D) para que no afecten estos movimientos. Para que

esto ocurra, se tiene que verificar el siguiente sistema:

A+ ABC+B?=0 C=-A%_- A2
=
BA=1 B=A"1
Por tanto, teniendo en cuenta que B = A~! y C = —A? — A~2 podemos reescribir las

condiciones de la siguiente forma:

« (O) =1 Condicién de normalizaciéon

(X) =A000 +41(X)
] Relacion de madeja

(X) =A(X) +4710Q

Como podemos ver, ahora los movimientos de Reidemeister de tipo II ya no afectan,
sin embargo, también debemos estudiar qué ocurre con los de tipo III y tipo I.

Reidemeister de tipo III
(Y = ADO) + 410Ky =A€Y 47 1=y = (>4)

Podemos observar que no hay ninguna incognita, por tanto, el polinomio acepta los
movimientos de Tipo III

Reidemeister Tipo I
() =A() +A (=) =A—) +A LAY () =—A(—)

Vemos que no se obtiene la igualdad porque depende de A~3, sin embargo, no podemos
hacer nada para solucionarlo. Por este motivo podemos afirmar que este polinomio no
distingue entre los movimientos de Reidemeister de Tipo I, que como ya sabemos, no
cambia la isotopia ambiental (y consecuentemente tampoco el tipo de nudo). Por tanto, el

polinomio corchete de Kauffman no es un invariante puro, pues depende del diagrama.

Observacion 1.30. Cuando estudiamos si dos nudos o enlaces son regularmente equivalen-
tes, podriamos usar este polinomio, pero si son equivalentes, no nos servird en muchas

ocasiones.

Para solucionar este problema, vamos a definir el nimero de Writhe



1.2. ALGUNOS INVARIANTES 19

Definicién 1.31 (Writhe). Dado un diagrama K de un enlace orientado, definimos el
nimero de Writhe w(K) como la suma de los cruces positivos y negativos de todo el

diagrama.

+4 4

+1
-9 -1

Como podemos observar en la imagen, los +1 y -1 se calculan igual que el linking
number, con la diferencia de que no es la mitad de la suma, sino la suma, y que en el linking
number s6lo se cuentan los cruces entre componentes, mientras que aqui se consideran todos
los cruces.

Deberemos notar que:
» En un nudo, el valor w(K') no cambia si variamos la orientacion.

» En un enlace, el valor w(K) cambia si variamos la orientacion de una de las compo-

nentes.

Como el nimero de Writhe tiene en cuenta los cruces consigo mismo, va a tener en
cuenta los movimientos de Reidemeister de Tipo I. Con este nuevo concepto se crea un

nuevo polinomio, el polinomio de Kauffman.

Definicién 1.32 (Polinomio de Kauffman). Dado un diagrama K de un nudo o enlace,

definimos el polinomio de Kauffman X como X (K) = (—A3)~*K)(K).

Observacion 1.33. En el caso de trabajar con nudos orientados habria una diferencia
minima que afecta a los movimientos de Reidemeister de Tipo I, que seria ( 2 ) =

—AT3({—) en funcion de la orientacion.

Teorema 1.34. El polinomio de Kauffman es un invariante para nudos (independiente-

mente de su orientacion) y para enlaces orientados

Demostracion. Para demostrar que es un invariante tenemos que ver que no le afectan los
movimientos de Reidemeister.

Recordemos que X (K) = (—A3)"*K)(K). Nos va a interesar estudiar qué ocurre con
(K) y con —w(K).
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= Reidemeister Tipo I Para ver qué ocurre en este caso, empezaremos calculando el

nimero de Writhe asociado a las dos posibilidades que hay

ws-| w:=0 w=¢+l w=0
- \l'*‘

N4 >

Como podemos observar en la imagen, sea w(K) = 1 o w(K) = —1, al deshacer el mo-
vimiento de Reidemeister obtenemos w(K) = 0, es decir, el ntmero de Writhe cambia

cuando pasamos de un diagrama a otro. No obstante, sabemos que el polinomio corchete

de Kauffman en este caso es (K) = ( 2 ) = —A*3(—) | El polinomio de Kauffman
seria:
Siw(K)=-1
X(K) = (=A%) UNE) = (A (A7) (—) =(—) .
Stw(K)=1

X(K) = (=A%) 09 (k) = (=A%) =A%) —) =(—) .

Por tanto, este polinomio es un invariante para los movimientos de tipo I.

= Reidemeister Tipo II Sabemos que al polinomio corchete no le afectan este tipo de

movimientos. Veremos qué ocurre con el nimero de Writhe en estos casos:

w=0 ws=0 w=0 w=° =0 w=0 w0 w=0
V3 \or Jr A e
ol Jol Tell Fe
N ] ) AN,

w=0 w=0 ws ws=0 w= wz=0 =0 “w=0

El nimero de Writhe tampoco varia, por lo tanto, es un invariante para los movimientos

de tipo II.

= Reidemeister Tipo III Sabemos que al polinomio corchete no le afectan este tipo de

movimientos. Veremos qué ocurre con el nimero de Writhe en estos casos:
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"“"‘ w=- w= 'L w=-T wz=
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N . s N/ s \1
,/\< » K, /Xp >,_,_/ ),/ - /;\.1 //\< X,
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> > > >

;/\\ EPANY )/\\ 92 //\\ EPANY \\ 7
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El niimero de Writhe tampoco varia, por lo tanto, es un invariante para los movimientos
de tipo III.
El polinomio de Kauffman distingue los tres movimientos de Reidemeister, por tanto,

si es un invariante. O

Observacion 1.35. El polinomio de Kauffman permite distinguir entre todos los nudos de

6 cruces o menos.

Como mencionamos antes, el origen del polinomio de Kauffman es una aproximaciéon

del polinomio de Jones. Como cabe esperar, se puede pasar de uno a otro de forma muy

sencilla. Para obtener el polinomio de Jones nos bastara con sustituir A = ¢~ /4.

Para terminar veremos algunos ejemplos del polinomio corchete de Kauffman:

Ejemplo 1.36.
(OQUO) =[-

Ejemplo 1.37.
(20) =A(QUO) +4°

1(O>:A[—A2—A_2]—|—A_1:—A3—A_1+A_1:—A3

Ejemplo 1.38.

(©) =A(O)+4

Una vez visto como se calcularia el polinomio corchete de algunos nudos béasicos, vamos

HOUQ) =A+ A -A2— A =A—-A— A3 =_4"3

a ver un ultimo ejemplo en el que se comparan el polinomio corchete de Kauffman con el

polinomio de Kauffman
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Ejemplo 1.39 (Nudo de Trébol).

= Polinomio corchete de Kauflman
(&) = AEP) + A HD) = AALY) + AU Y ) |+ AAD) +
ATHD) | = AN~ A2-A72(C0) 42(00) +AH @) =(D’) = -APAY-A2-
A_2] —2A3 —ATZAB =T 4 A3 243 — AP = AT — A3 — AP

s Polinomio de Kauffman

X(D’) = (—A3)3(A"A3 — A75) = —A16 4 A12 4 g4



Capitulo 2

Teoria de Enredos

La teoria de enredos es una forma muy 1til de aplicar la teoria de nudos a la vida real.
Lo que haremos sera considerar una porcién de un nudo y, en una zona concreta, introducir
una esfera, S?, de forma que el nudo quede cortado por 4 puntos distintos y proyectarlos

sobre un plano.

Definicién 2.1 (Enredo). Un enredo es la proyeccion de dos cuerdas enredadas sobre un
plano. Se representan en el interior de una bola, de forma que, los extremos de las dos

cuerdas se encuentran dirigidos en las direcciones {NO, NE, SO, SE}.

NO_ .-~ ~~.. .NE NO .-~~~ NE
(0 (&a)
SO *.__..~-” SE SO *.__..~-” SE

Observacion 2.2. En algunos contextos, en lugar de usar la palabra enredo se usa la palabra

ovillo, aunque no sea lo més habitual.

Podemos observar que, como se mencionaba anteriormente, un enredo se podria con-
siderar un trozo de un nudo al que le hemos cortado una secciéon de él mismo a través de
una esfera, quedando fijos sus extremos. Para visualizar el nudo asociado a dicho enredo,

bastaria con unir los extremos dos a dos.
95./:0 &2

23
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Al igual que en teoria de nudos, diremos que dos enredos son equivalentes cuando se
puede pasar de uno al otro utilizando los conocidos movimientos de Reidemeister, de forma
que los extremos estén fijos en todo momento. Es decir, solo se podra mover lo que haya

en el interior de la esfera, dejando fija la frontera.

A continuacion, tenemos un ejemplo de dos enredos que son equivalentes

NO_ 5™, NE
D B

SO e’ SE 4

sﬁ--"

.--
s
-

Como podemos observar, al aplicar tres movimientos de Reidemeister de tipo I en
determinados puntos, llegaremos a obtener dos enredos exactamente iguales.

Una forma muy ttil de representar un enredo es denotando por L a todo lo que hay en el
interior de la esfera, y dibujando los extremos como cuatro segmentos de cuerda que salen
de ella. Por facilidad de interpretacion, se escribiran en los extremos {NO, NE, SO, SE},

seglin su orientacién, sin embargo, esto no seria necesario.

NO NE NE S€ NO SO
so SE NO 3o NE SE
Enredo Giro Reflexion

En la primera imagen podemos observar un enredo con la representaciéon que acabamos
de mencionar. En la segunda imagen, podemos ver el enredo rotado, y en la tercera, una
reflexion sobre el eje NO — SE. Esta ultima va a ser necesaria para la explicaciéon de una
de las operaciones matematicas que vamos a ver a continuacion.

Teniendo en cuenta esta notacién, vamos a definir las cuatro operaciones mas impor-
tantes que se pueden hacer con los enredos. Destacando la importancia del numerador para

la parte de Biologia.

s Suma de enredos

Tenemos dos enredos L; y Lo, y unimos los extremos del este de L; con los del oeste

de Lo, es decir:

1. Unir el extremo NE de L; con el extremo NO de Ls.

2. Unir el extremo SE de Lq con el extremo SO de Ls.
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NO NE No NE
SO SE so SE

= Multiplicacién de enredos
Tenemos dos enredos L1 v Lo y hacemos una reflexion del primer enredo con respecto
a NO — SE. Una vez hecho esto, sumamos los dos enredos, es decir:
1. Unir el extremo SO de Ly con el extremo NO de Ls.

2. Unir el extremo SE de Lq con el extremo SO de Ls.

NO SO wNo NE
NE SE so

s Numerador de un enredo

Tenemos un enredo L y unimos los extremos del norte por un lado, y los del sur por

el otro, es decir:

1. Unir sus extremos NOy NFE.

2. Unir sus extremos SO y SE.

NO NE

so SE

s Denominador de un enredo

Tenemos un enredo L y unimos los extremos del este por un lado, y los del oeste por

el otro, es decir:

1. Unir sus extremos NO y SO.
2. Unir sus extremos NE y SE.

NO NE

so SE
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Vamos a ver estas dos tltimas operaciones con un ejemplo de un enredo sin simplificar,

como seria:

Al realizar el numerador y el denominador, vemos que el resultado no es necesariamente

un nudo, sino que puede ser un enlace:
— &5

Ahora que ya sabemos lo basico de los enredos, vamos a mencionar los tipos que existen:

= Enredo racional: Enredo equivalente al enredo trivial cuando las cuerdas se desplazan
sobre toda la frontera (por tanto, los extremos no estan fijos, pero nunca se pueden
mover por el interior). Este tipo concreto de enredos es muy importante, por tanto

se explicara con detalle a continuacion.

= Enredo localmente anudado: Son enredos que presentan una hebra anudada y la otra

libre.

= Enredos primos: Son aquellos que no son ni localmente anudados ni racionales.

7T s NO ‘,’—--"\ NE NO 4'---~\ NE
' / >—-\\‘f 7 g\M
‘-. 5 AN LIS \
so 0™ D). SE /Q
Enredo racional Enredo Loc. Anudado Enredo Primo

Vamos a comprobar que el altimo ejemplo es precisamente un enredo primo. Para ello,

vamos a analizarlo y ver que no es ni un enredo racional ni un enredo localmente anudado.

.--\ NE No\, "7 NE NO _.-~=~ NE NO_.~""~ NE
5\1‘ '3(-\".’_> :'\ g ——r
AN RN 2 L F\\

, {95 =
oS N 5049 RV Y )y

Scae=’

,--s



27

En la imagen podemos ver que si nos desplazamos por la frontera, no llegamos a dos
cuerdas libres, sino a un nudo localmente anudado, y por ello no es un enredo racional.
Tampoco se trata de un enredo localmente anudado, pues el enredo de partida no lo es.
Por tanto, es un enredo primo.

Como se dijo antes, los enredos racionales son especiales y por ello, vamos a explicarlos
con detalle. Lo que haremos seré ver coémo se puede construir un enredo de este tipo.

Vamos a suponer ahora una esfera en donde los extremos pueden moverse por la su-
perficie de ésta, mientras que, el resto del enredo permanece siempre en el interior.
Definicién 2.3. Llamamos enredo racional a un enredo que, mediante movimientos sobre

la superficie de la esfera, se deforma en dos lineas rectas.

Un enredo racional se construye a base de ir concatenando series de torsiones.

) O = 00 )

Enredo oo Enredo 0 Enredo 3 Enredo —2

El ntmero que llevan asociado representa el ntimero de cruces que tiene el diagrama.
Este tipo de cruces reciben el nombre de torsion.
El signo representa la pendiente. Cuando la hebra que pasa por delante tiene pendiente

positiva, lleva un més. Y cuando la pendiente es negativa, lleva un menos.

Teorema 2.4. A todo enredo racional se le puede asociar un vector (ai,...,a,) € R™ de

forma que se cumplan las siguientes tres condiciones:
L] ‘aﬂ >1
» El vector tiene que estar constituido al menos por dos valores, es decir, n > 2.
" Ay, .., 0, Z0

Este teorema se debe verificar siempre, con la excepcién de 4 casos, que son los siguien-

\./)(\ /
N -~ 7

Enredo 0 Enredo oo Enredo 1 Enredo -1

Para ver como se debe hacer la construcciéon de un enredo racional, vamos a construir

tes:

un vector y explicarlo paso a paso. El vector que construiremos sera el (—3,2,—2,4). En
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donde tendremos en cuenta que si hay un ntimero par de enredos se parte del enredo oo y
si hay un ntimero impar, se parte del enredo 0. En este caso es un nimero par:

Consideraremos las torsiones que necesitamos para nuestro enredo,

XOC XK X 00X

Enredo -3 Enredo 2 Enredo -2 Enredo 4

Ahora pondremos en vertical el Enredo -3 y el Enredo -2.

s 9

Enredo -3V Enredo -2V

Lo que haremos sera formar el enredo -3V a partir del enredo co. Luego anadimos a

-

la derecha en horizontal el enredo 2. Seguidamente, por debajo, unimos el enredo -2 en

vertical, es decir, el -2V y para terminar,anadimos el enredo 4 a la derecha en horizontal.

S8 gV — B0 T
)(— 8 — 8 M \&) ’”bk//n(x

(OO) <_3) <_372) <_3727_2> (_3727 _274)
Teorema 2.5. Dos enredos racionales son iguales si tienen el mismo vector asociado.

Vamos a ver ahora esto de forma maés técnica. Lo primero que haremos sera definir dos

nuevos términos, basandonos en la idea de que un enredo entero es una torsion:

Definiciéon 2.6 (Enredo entero horizontal). Un enredo entero horizontal (¢,) es la torsion

de las hebras a veces en posiciéon horizontal.

— \
= g positivo: G - _/\ Pendiente positiva

= a negativo: C —)X Pendiente negativa
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Definicion 2.7 (Enredo entero vertical). Un enredo entero vertical (¢)) es la torsion de

las hebras a veces en posicién vertical

- d Pendiente positiva
- /
= a negativo: | | - (\ Pendiente negativa

Como ya sabemos, hemos definido un tipo de suma. Sin embargo, podemos dividir la

(=

= @ positivo: |

suma en dos operaciones distintas en funcién de si el enredo lo vamos a sumar a la derecha
o debajo, en donde + indica la suma a la derecha y +’ la suma debajo. Teniendo esto en

cuenta, se verifica el siguiente resultado:

ta +1tp = tatb

ta + th = tats
Vamos a formalizar el concepto de enredo racional. Para hacer esto,tenemos que tener
mucho cuidado con estas operaciones, pues t, —I—tg es una cosa y tq+' t’b es otra muy distinta.

Para que quede clara la diferencia, vamos a ver un ejemplo:

\
SO0+ 8 ~ I,

Si hacemos 3 +' ) tendriamos:
.\/\\/\\/\ + /\ v )/

Teorema 2.8. Un enredo racional es aquel que se puede construir con n enredos enteros.
Es decir, es un enredo que se construye a base de hacer torsiones. Denotaremos por B; al
enredo que vamos obteniendo en cada paso hasta llegar a B, en donde Ta;,..., Ta, son

todas las torsiones de forma que para cada i, Ta; = ta; o Ta; = t'a;.
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m Paso 1: Ta1 = B;.
n Paso 2: k <n.

e Tagy1 = tagsy
By11 =tagy1 + By
Biy1 = By + tags
o Tapyy = a1
Byy1 = t'ap1 +' By

Bjita = Br +' t'ag11

Sabemos que dos enredos racionales son equivalentes si tienen el mismo vector asociado,
aunque hay casos en los que son equivalentes pero al aplicar alguna isotopia ambiental no
tienen el mismo vector. Para solucionar este problema se define un nuevo invariante basado

en las coordenadas de los vectores.

Definicion 2.9 (Fraccion continua). Dado un enredo racional (ay, ...a,) definimos la frac-

cién continua como:
1

Ay +
ap—1+

4

1
a2 + —
ai

Teorema 2.10 (Conway 1970). Dos enredos racionales son equivalentes si y solo si sus

fracciones continuas asociadas coinciden.

Demostracion. Ver [17].

Ejemplo 2.11.

1 5 23
La fraccion continua de (—3,2,—2,4) serfad + ——— =4 — =
1
-2+
) 1
—"_ _73
1 23
La fraccion continua de (3, —2,2, —4) seria -4+ ———— = —4 + A
1
2+
1
-9 4 -
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Las dos fracciones continuas son distintas, por tanto estos dos enredos no son equivalentes.
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Capitulo 3
Teoria de Nudos y Biologia

El ADN es una molécula que se encuentra en las células y contiene la informacién
genética necesaria para su desarrollo y funcionamiento. Esta formada por dos cadenas de
nucleétidos complementarias y antiparalelas unidas una a la otra. Estas dos cadenas se
enrollan, formando una estructura de doble hélice, que se puede encontrar de forma lineal

o circular.

En este capitulo nos centraremos en la relacién que existe entre la teoria de nudos y
enredos con el ADN de los virus, bacterias y mitocondrias de las células humanas, en las

cuales el ADN suele ser circular.

El comienzo del estudio geométrico-topolégico del ADN qued6 marcado por el descu-
brimiento de que el virus de Polioma, virus que provoca cancer en ratones, tiene ADN con
estructura circular. En 1963, se vio que si se centrifugaba su ADN, éste se separaba en 3
componentes en funciéon de la velocidad de sedimentacién. Dado que estas moléculas tenian
el mismo peso molecular, se llegd a la conclusion de que deberia existir alguna diferencia
estructural que justificase esta separacion debido a la centrifugacién. Ademas, se descubrié

también que se presentaba de dos formas: superenrollada y relajada.

Al ver que ocurria esto ultimo, se busc6 una forma de medir el superenrollamiento que
presentaba el ADN. Para hacerlo, se tenia en cuenta que las dos cadenas del ADN, son,
en realidad, dos curvas en R? que no se intersecan entre ellas. Ademés, cuando el ADN es
circular, tendremos que dichas curvas son cerradas. De esta forma, se acabd llegando a la

Formula de Calugareanu-White:
Lk=Tw+Wr

Esta férmula esta formada por tres elementos, que se calculan utilizando teoria de curvas
sobre las que no entraremos en detalle, simplemente las describiremos de la siguiente forma

utilizando la notacién de la asignatura Curvas y Superficies:

33
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» Lk es el namero de enlace, que nos da el valor asociado al superenrollamiento de las
hebras.

o) —a(s)l’

RANEY gy JUCEOIRCGEEC) P

Esta integral aparecié por primera vez gracias a un estudio que realizd6 Gauss entre

la 6rbita de la Tierra y de un asteroide.

s Tw es el twist, que mide el nimero de giros completos que da una hebra de ADN

alrededor del eje central.

1 L
Twzﬂ ; us(s)ds

= Wr es la integral de Writhe, que nos da el niimero de retorcimiento de una de las

curvas, es decir, mide cémo se enrolla el eje central alrededor de si mismo.

_ L[ [ @) =ae) @) xd(s),
Wr(Cy) = = /01 /C1 2(0) — 2(s)]° dod

Como se pudo ver en el primer capitulo, Lk y Wr se pueden calcular con los diagramas

planos también, simplemente se trata de dos técnicas distintas.

El proceso de replicacion del ADN se podria considerar el proceso méas importante de
toda la division celular porque se trata del momento en el que se produce la duplicacién
del material genético. Para poder realizarlo, las dos cadenas se van separando imitando el

movimiento que sigue una cremallera. Durante este proceso, puede haber obstrucciones:



000

N
v,
LN
v,
@:

Podemos ver en la imagen dos tipos de obstrucciones:

= Al realizar el movimiento de abrir como una cremallera podemos llegar a unos bucles
en donde puede haber problemas para leer la informacién. En concreto, en la imagen
se representa un superenrollamiento negativo, Lk < 0, pues si nos fijamos podemos
observar que la molécula se retuerce sobre si misma en una superhélice hacia la
derecha (si fuese hacia la izquierda dirfamos que sigue un superenrollamiento positivo,

Lk > 0). En la mayoria de seres vivos predomina el negativo.

= Cuando se corta el ADN circular para poder empezar a leer la informacion, éste puede
rotarse y, al separar las dos cadenas, en lugar de obtener dos cadenas disjuntas, se

obtendria un enlace.

TOPOISOMERASAS:

Para solucionar estos problemas lo que se hace es, en el primer caso desenrollar la
cadena antes de llegar al lugar de replicacion. Y en el segundo, para evitar enlaces, hay
unas enzimas encargadas de cortar y pegar. Estas enzimas se llaman topoisomerasas, y son
las encargadas de simplificar la topologia del ADN de las moléculas con el fin de facilitar
el proceso de reproducciéon celular.

Cuando actiian las Topoisomerasas se cambia la estructura del ADN haciendo que pase

de un forma superenrollada a una relajada. Al hacer esto, como se puede intuir, cambia el
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Lk correspondiente.

Existen dos tipos de Topoisomerasas:

= Topoisomerasa de tipo I: Cortan una cadena de la doble hélice y hacen que la otra
pase a través de ésta para, finalmente, volver a unir los extremos. Al hacer esto, se

deshace una vuelta completa, por tanto cambia el valor de Lk en +1.

S \ \
e Bacterianas: Son capaces de relajar el superenrollamiento negativo (+1)

e Eucariotas: Son capaces de relajar el superenrollamiento positivo (-1) y negativo
(+1)

= Topoisomerasa de tipo II: Cortan ambas cadenas de la doble hélice de ADN y pasan
la otra doble hélice por el hueco para, finalmente, unir los extremos. Al hacer esto,

cambia el valor de Lk en £2.

e Bacterianas: Son capaces de relajar el superenrollamiento negativo (+42) e in-

troducir el superenrollamiento negativo (-2)

e Eucariotas: Son capaces de relajar el superenrollamiento positivo (-2) y negativo
(+2)

En 1976, Wang y sus colaboradores trabajaban en un experimento con una molécula
circular de ADN sobre la que actuaba la topoisomerasa de tipo I. Se vio que daba lugar a

una molécula que sedimentaba mas rapido. Cuando analizaron las fotografias, descubrieron
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que el ADN estaba anudado.

A dia de hoy todavia no existen métodos para poder observar las enzimas en accion, y
lo que se hace es analizar la molécula antes (sustrato) y después (producto) de que actie
la enzima para poder deducir el comportamiento de ésta.

Los nudos son tan pequenos que, generalmente, aunque usemos microscopia electroni-
ca, no somos capaces de aislar una molécula individual de ADN porque hay demasiadas
moléculas como para poder usar este método de forma eficaz. Al no ser capaces de aislarla,
tampoco podremos analizarla.

Para detectar los cambios que se producen por la enzima, usamos una molécula de
ADN circular (pues si fuese lineal, podria desanudarse con el movimiento de la célula).
Se crean in wvitro moléculas sustrato de ADN con la forma deseada y dejamos actuar a la

enzima. Una vez hecho esto, llevamos a cabo dos pasos:

» Electroforesis por gel de agarosa: El ADN circular (nudo trivial) se inyecta en un
recipiente rectangular con un campo eléctrico cerca del polo negativo . Como el ADN
tiene carga negativa, provoca que las moléculas se vayan alejando. El gel forma una
barrera porosa a través de la cual, las moléculas de ADN més compactas viajan a
més velocidad. En 1996, A. Stasiak demostré que la migracién de un nudo en un
gel de agarosa es casi lineal con el nimero de cruces de su configuraciéon ideal. Esta
migraciéon da lugar a una banda en la que se van agrupando los nudos del mismo

tipo.

e
o
]
L
v
"
v
L
~
-
o

SEPARACION

El ntimero en grande representa los cruces minimos de nudo, y el subindice no tie-
ne significado ninguno, simplemente es un indice que sirve para poder ordenar los
distintos tipos de nudo. Se puede ver también en la banda antes mencionada que la
mayoria de los nudos obtenidos al realizar el experimento son el nudo trivial, es decir,

no han reaccionado.
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= Microscopia electronica: Al ADN se le anade una proteina conocida como proteina
REC A y se observa con microscopio. Esta proteina se une al ADN haciendo que éste
se expanda, endurezca y estire, facilitAndonos asi una proyecciéon del nudo que nos

permite analizar el producto obtenido.

En esta imagen podemos ver un ejemplo de cémo seria una imagen obtenida por mi-
croscopia. Cuando vemos esta imagen, nos damos cuenta de que realmente tiene la forma

de un nudo, mas en particular, la forma del nudo 6s.

Recombinasas

La recombinacién especifica in situ es una forma que presenta la naturaleza de poder
cambiar el c6digo genético de un organismo moviendo un fragmento de ADN a otra posicién
o insertando un nuevo fragmento de ADN ajeno (esto ultimo es vital en los virus puesto

que es la forma que tienen de poder infectar a las células).

+O -

Para llevar a cabo el proceso de recombinacién especifica in situ se necesita una secuencia
tnica y corta de ADN y una enzima que recibe el nombre de recombinasa. La enzima
recombinasa se encarga de reorganizar la secuencia de bases de ADN que se encuentran

expuestas a la acciéon de las enzimas.

Existen dos tipos de recombinacién:
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= Recombinacion procesiva: El proceso anterior solo ocurre una vez.

= Recombinacién distributiva: Nada més liberar el producto, la enzima se une de nuevo

y vuelve a reaccionar.

Por norma general, las enzimas s6lo son capaces de seguir uno de estos dos tipos de
recombinacién . Sin embargo, las enzimas que participan en la recombinacién especifica in
situ suelen realizar tanto la procesiva como la distributiva.

Otra caracteristica muy importante de las enzimas recombinasas es el tipo de repeticion,

que puede ser de dos formas. Para ver esto vamos a dotar con una orientacién al nudo:

= Repeticién directa: La orientacion del nudo coincide con la orientacién local dentro

de la region en la que se produce la recombinacion.

= Repeticién invertida: Las orientaciones local y la del nudo son opuestas

En las imégenes anteriores, representamos la enzima como una circunferencia roja. La
orientaciéon local es la que existe dentro de la regién en la que actiia la enzima, que estéa
representada en color azul. En verde esté la orientacién del nudo. Como podemos ver en
la imagen de la izquierda, estas dos orientaciones coinciden, por tanto se trata de una
repeticion directa. Sin embargo, en la imagen de la derecha las orientaciones no coinciden,
se trata entonces de una repeticiéon invertida.

Cuando trabajamos en recombinaciones procesivas se pueden dar las siguientes situa-

ciones:

= Si ocurre sobre sustrato circular con repeticién directa. Pasamos de un nudo a un

enlace.

= Si ocurre sobre sustrato circular con repeticiéon invertida. Pasamos de un nudo a otro

nudo

= Si ocurre sobre un enlace. Pasamos de un enlace a un nudo
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Cuando trabajamos en recombinaciones distributivas (el proceso ocurre varias veces)
hay un resultado que debemos tener en cuenta, y es que si trabajamos sobre sustrato

circular que presenta repeticién directa, se pueden dar dos situaciones:

1. Cuando tenemos un ntmero impar de recombinaciones, el nudo pasa a ser un enlace.

2. Cuando tenemos un numero par de recombinaciones, el nudo sigue siendo un nudo

Si en lugar de trabajar sobre sustrato circular, lo hacemos sobre un enlace, al igual que
en el caso de recombinacién procesiva, nuestro producto sera un nudo.

La TN3 Resolvasa es un tipo de recombinasa. Se trata de una enzima catalizadora para
la recombinacion especifica in situ en sustratos de ADN circular (es decir, en un nudo),
que presenta repeticion directa. Aqui aplicaremos el resultado anteriormente mencionado.

Cuando hacemos la representacion de la unién de un fragmento de ADN con la Resol-
vasa, podemos observar que existe una analogia con un enredo. La enzima hace la funcién

de S%, y corta el ADN (nudo) por cuatro extremos. Esto se puede ver graficamente en la

S~

Llamaremos complejo sinaptico al conjunto resultante del fragmento de ADN con la

siguiente ilustracion:

enzima, y sinaptosoma a la parte que queda dentro de nuestra enzima (parte que mas nos
interesa y con la que trabajaremos puesto que es un enredo). En la imagen anterior, el
dibujo de la izquierda seria el complejo sinaptico, y el de la derecha el sinaptosoma, que
siempre se representaré a partir de ahora como un enredo dentro de una circunferencia de

color rojo.

3.1. Modelo de Ovillos

Para el estudio de la acciéon de la TN3- Resolvasa, Ernst y Sumners crearon un nuevo

modelo matemético que tendria una equivalencia en el laboratorio. En laboratorio, ésta
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consistia en fijar un sustrato circular no anudado creado in vitro con la forma deseada y
dejar que la enzima actuase varias veces. El modelo hace predicciones del tipo de nudo que
deberia salir, algo que se comprueba posteriormente en laboratorio. Este modelo recibe el
nombre de Modelo de Ovillos y, explica la accion de la TN3-Resolvasa basandose en la idea
de que se puede deducir el funcionamiento de una enzima si se conocen el sustrato y el
producto.

A partir de ahora se va a suponer que la enzima actia sobre "todo” el nudo, de forma
que lo tinico que no quede dentro del sinaptosoma sean porciones de cuerda que s6lo unen
los extremos del enredo. Es decir, si se unen los extremos de arriba por un lado y los
de abajo por el otro (si hacemos el numerador) del enredo, obtendriamos el nudo en su
totalidad.

Para poder estudiar esto, dividiremos el sinaptosoma en dos partes, una parte invariante
(sobre la que no realiza cambios la enzima) y otra variante (antes de que actiie la enzima
tiene una forma, y después otra). En este modelo, como hemos dicho, vamos a demostrar el
funcionamiento de la TN3-Resolvasa, observando el sustrato y el producto. Por este motivo,
estudiaremos un sinaptosoma inicial, y el sinaptosoma de su producto y consideraremos 3

partes dentro del sinaptosoma:

1. Parte invariante del sinaptosoma (Ob), representada en amarillo
2. Parte que varfa con la enzima antes de que acttie (Op), representada en verde
3. Parte que varia con la enzima después de que actie (OR), representada en azul

Podemos comprobar que de una molécula de sustrato circular obtenemos dos ecuaciones
de recombinacién con tres incognitas. Para ello, nos basamos en la idea de que para obtener
el sustrato o producto, lo tinico que necesitaremos es hacer el numerador del sinaptosoma
correspondiente a cada uno de los casos.

Resolveremos por tanto el siguiente sistema:
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» Sustrato = N(Ob + Op).

» Producto = N(Ob+ OR).

Una vez conocido esto, vamos a presentar el modelo de Ernst y Sumners. Como mencio-
namos antes, vamos a partir de un sustrato circular, es decir, partimos de un nudo trivial
sobre el que actuara la enzima. Para poder realizar este experimento, vamos a hacer tres

suposiciones:
1. El comportamiento de las enzimas es constante.
2. Actuan independientemente de la topologia del sustrato.

3. La recombinacion ocurre en su totalidad en el sinaptosoma.

Como ya sabemos, la TN3-Resolvasa tiene repeticiéon directa, por tanto partiremos
del nudo trivial y obtendremos un enlace en la primera recombinacién. En la segunda,

obtendremos un nudo y asi hasta la cuarta. El resultado de que actiie esta enzima etapa a

@ QK

Nudo Trivial Enlace Hopf Nudo de 8 Enl. Whitehead Nudo 69

etapa es el siguiente:

Los siguientes resultados estan comprobados experimentalmente en laboratorio, aun-
que después de enunciarlos, veremos graficamente que es cierto que si se obtienen esos

diagramas:
Teorema 3.1. St Op, Ob y OR satisfacen
» N(Ob+ Op) = Nudo Trivial;
» N(Ob+ OR) = Enlace de Hopf
» N(Ob+ OR+ OR) = N(Ob+ 20R) = Nudo de Ocho,

se verifica que

{Obv OR} S {{(_37 0), (1)}, {(37 0)7 (_1)}7 {(27 3, 1)7 (_1)}7 {(_27 -3, _1)7 (1>}} :



3.1. MODELO DE OVILLOS 43

Teorema 3.2. Si ademds, N(Ob+ 30R) = Enlace de Whitehead, entonces:
1. N(Ob+40R) = Imagen especular del nudo 62, 62%;

2. {Ob,OR} = {(-3,0), (1)}.

Veamos la construccion cuando se hace el numerador de las 3 primeras recombinaciones

si {Ob,OR} = {(~3,0), (1)}

= Primera Recombinacion
RN ~
O B
= Segunda Recombinacién
5’\ ~ -~
D T3 (&) &
» Tercera Recombinacion

Do, $°h Bof @9 5 QD

La cuarta, serfa una mera predicciéon, sin embargo, como hemos dicho, esto esté pro-
bado experimentalmente, y por tanto, podemos asegurar que es asi. Ya hemos visto un
ejemplo de esto, pero para visualizar el resultado final al que se llega cuando actua la

TN3-Resolvasa, lo pondremos aqui también:
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Hemos comprobado que si conocemos el sustrato y el producto, gracias a un resultado
mateméatico podemos deducir cémo funciona una enzima.

Queda asi demostrada la relaciéon que existe entre la teoria de nudos y enredos y el ADN
circular. Ademéas hemos visto que las teorias de nudos y enredos nos ayudas a explicar
y entender el funcionamiento de las dos enzimas mencionadas, que era el objetivo que

teniamos con este trabajo.
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