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Breve descripcion del contenido

Este trabajo se centrard en el estudio de los sistemas dindmicos, los cuales constituyen
una generalizacion de las ecuaciones diferenciales y de las ecuaciones en diferencias. Estos
sistemas sirven para modelar matemaéaticamente procesos que evolucionan en el tiempo,
tanto de forma continua como discreta. En el trabajo se analizaran las propiedades basicas

de los sistemas dinamicos y se introducirén los conceptos de equilibrio, estabilidad y caos.
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Resumen

Un sistema dindmico no es més que un sistema de ecuaciones que varian con el tiempo: si
este recorre los nimeros reales, hablaremos de sistemas dindmicos continuos; cuando toma valo-
res enteros, se llamaran sistemas dinamicos discretos. El objetivo de este trabajo es hacer una
introduccién teédrica a los sistemas dindmicos para maés tarde estudiar los dos casos particulares
existentes. Veremos como los sistemas dindmicos continuos se pueden considerar equivalentes a
las ecuaciones diferenciales ordinarias gracias al Teorema de Existencia Global. Ademas, estu-
diaremos los diferentes tipos de conjuntos atractores o repulsores que definen sus retratos de
fases. Por otra parte, abordaremos los sistemas dindmicos discretos de una manera més grafica,
hablando sobre puntos periédicos e hiperboélicos. Luego, nos centraremos en un ejemplo concreto

(la familia cuadratica) y, para finalizar, introduciremos el concepto de caos.

Abstract

A dynamical system is just a system of equations that varies over time: if it goes through real
numbers, we will talk about continuous dynamical systems; when it takes integer values, they
will be called discrete dynamical systems. The objective of this work is to make a theoretical
introduction to dynamical systems in order to study the two existing particular cases later on. We
will see how continuous dynamical systems can be considered equivalent to ordinary differential
equations thanks to the Global Existence Theorem. Moreover, we will study the different types of
attracting or repelling sets that define their phase portraits. On the other hand, we will approach
discrete dynamical systems in a more graphic way, talking about periodic and hyperbolic points.
Then, we will focus on a specific example (the quadratic family) and, to finish, we will introduce

the concept of chaos.
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Introduccion

Informalmente, podemos decir que un sistema dindmico es un sistema de ecuaciones que
evolucionan con el tiempo. Con esta definicién esta claro que los sistemas dindmicos se pueden
aplicar a infinidad de casos: desde la evolucién en las generaciones de una especie animal hasta los
movimientos de los astros. A pesar de que su definiciéon formal no fue enunciada hasta mas ade-
lante, el estudio de los sistemas dindmicos se remonta hasta finales del siglo XIX, cuando muchos
investigadores consideran que nacié a raiz del trabajo del matematico francés Henri Poincaré
(1854-1912) sobre la mecéanica celeste, en particular en su estudio de las 6rbitas periodicas para
problemas de tres cuerpos en publicaciones como [17] o [18]. Una vez formuladas las ecuaciones,
Poincaré se centré mas en el entendimiento global de todas las soluciones del sistema, en lugar
del comportamiento local de una solucién particular analiticamente precisa. Gracias a ello, desa-
rroll6 diversas técnicas y herramientas que se fueron perfeccionando a lo largo del siglo XX. En
la primera mitad de este siglo destaca la obra de George David Birkhoff (1884-1944), como por
ejemplo [3], el cual recalco la importancia de la dinamica discreta como una forma de entender
las dindamicas més complejas que surgian del estudio de las ecuaciones diferenciales. A mediados
del siglo XX, el estudio de los sistemas dindmicos se vio eclipsado por los recientes avances en
topologia diferencial y algebraica, y no fue hasta los afios 60 cuando técnicas de dichos dmbitos
(en particular de topologia diferencial) permitieron a diversos matematicos de todo el mundo
entender el comportamiento cadtico de una gran clase de sistemas dinamicos, conocidos como
hiperbolicos. Recientemente, el estudio de los sistemas dindmicos se ha enriquecido gracias al
interés por parte de otros ambitos cientificos, como puede ser la fisica, la biologia, la economia,

etc.

FEn el estudio de los sistemas dindmicos, resolverlos analiticamente u obtener una expresiéon
explicita para su evolucién no suele ser el objetivo. De hecho, una gran cantidad de sistemas
no lineales de EDOs, que veremos que estan relacionados con los sistemas dindmicos continuos,
son muy dificiles, si no imposibles, de resolver. Por lo tanto, el andlisis de un sistema dinamico
tiene como objetivo principal el entendimiento o la descripcién general del movimiento a medida
que avanza el tiempo, y no el célculo del valor exacto. Por ejemplo, en una entrevista para la

revista +Plus (|9]), la matematica italiana Corinna Ulcigrai explica una aplicacién de sistemas

IX



X Introduccion

dinamicos discretos al billar: si consideramos una bola sin masa ni friccion (de modo que la bola
nunca se para una vez golpeada), y una mesa sin los agujeros tipicos del billar, se puede ver
que, salvo unas pocas orbitas periédicas, el resto no solo no vuelve a su posicién inicial, sino que
eventualmente recorre toda la mesa. Esto es lo que se conoce como sistema dinadmico caético, y
profundizaremos sobre ello en este trabajo. Bajo el yugo del comportamiento cadtico también se
encuentra uno de los sistemas dindmicos mas conocidos del mundo: el atractor de Lorenz. Este fue
introducido por primera vez en [15], y lo que describe es mundialmente conocido como el “efecto
mariposa’, es decir, que un cambio de las condiciones iniciales, aunque sea minimo, desembocara
en una dindmica completamente diferente a la anterior. Originalmente, la motivacién de Lorenz
para estudiar este sistema era la sensibilidad de la atmosfera a las condiciones iniciales, lo que
limitaba las predicciones meteorologicas a largo plazo. Ademas, el sistema de Lorenz ha sido
empleado en diversos campos como las fluctuaciones en el mercado de valores, sistemas biologicos

como el depredador-presa, turbulencias en dinamica de fluidos, etc.

En este trabajo haremos una introduccién teérica a los sistemas dinamicos, que se dividird
en dos partes bien diferenciadas. A continuacioén recorreremos brevemente los contenidos que se

ampliardn en cada capitulo.

En el Capitulo 1 se introduciran los conceptos bésicos sobre sistemas dindmicos, empezando
por su definicién y pasando por elementos importantes como sus érbitas o los distintos tipos
de puntos. En este capitulo todas las definiciones estan redactadas para un sistema dindmico
en un grupo topologico G general. Como veremos, dependiendo de si G = R o G = Z, se dira
que el sistema dindmico es continuo o discreto, respectivamente, y se particularizardn algunos

conceptos para esta division.

El Capitulo 2 es en el que se tratan los sistemas dinamicos continuos, aquellos donde el
tiempo del sistema recorre todos los ntmeros reales. En este capitulo nos centraremos en probar
la relacion entre este tipo de sistemas dindmicos y las ecuaciones diferenciales ordinarias, en
particular los problemas de valor inicial. Esta relaciéon sera la de equivalencia total, y se podra
ver mediante varios teoremas y ejemplos en la primera seccién del capitulo, en especial con el
Teorema de Existencia Global. Después de establecer esto, se trabajard con los conjuntos limite
va introducidos en el Capitulo 1, y veremos varios ejemplos de sistemas dinamicos con conjuntos

atractores, un caso particular.

Por ultimo, en el Capitulo 3 se estudian los sistemas dindmicos discretos, aquellos donde el
tiempo del sistema tnicamente toma valores enteros. En este capitulo se utiliza un enfoque més
grafico, el cual nos ayudard a entender mejor las dindmicas de este tipo de sistemas. Estudiare-
mos un tipo de puntos particular que se llamaran hiperbélicos, y cémo su existencia condiciona
el comportamiento del sistema a su alrededor. También comentaremos un par de resultados muy

interesantes acerca de los puntos periédicos de este tipo de sistemas, especialmente el Teorema
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de Sarkovskii y su reciproco. Luego, nos centraremos en un ejemplo en concreto de un conjun-
to de aplicaciones llamado la familia cuadrética, la cual exhibe muchos fenémenos de interés
dependiendo de su parametro. A partir de aqui introduciremos un espacio que nos ayudari a
caracterizar de una manera sencilla la familia cuadritica y, ya para finalizar, poder llegar a la
definicién de caos. Nosotros trabajaremos con la definicién de caos que dio Devaney en 1989 en

[6], uno de los conceptos mas importantes de la dindmica de sistemas discretos, si no el que maés.






Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

A lo largo de este trabajo estudiaremos los dos tipos de sistemas dindmicos existentes: conti-
nuos y discretos. Para ello, introduciremos unas definiciones generales, que después concretaremos
para cada caso particular. A lo largo de todo el trabajo se emplearan como referencia principal
los libros de Lawrence Perko ([16]) y Robert L. Devaney ([6]), pero también se trata este tema

en otras obras como [4], [5] o [21].

1.1. Definiciones Generales

Definicién 1.1. Un sistema dinamico es una terna (X, G, ¢) donde X es un espacio topologico,
G es un grupo topoldgico y
p: X xG—X

una aplicacién continua tal que:

I. ¢(x,0) =z para todo =z € X,

1. ¢(z,t+ s) = ¢(op(x,t),s) para todo x € X, t,s € G.
Si G = R se denomina sistema dinamico continuo, y si G = Z, sistema dindmico discreto.

Veamos un breve ejemplo de cada uno de los dos tipos de sistemas dindmicos, los cuales
estudiaremos particularmente en los siguientes capitulos.
Ejemplo 1.2. Dada una ecuacién diferencial ordinaria auténoma
&= f(x),

1



2 1. Sistemas Dinamicos

con f € C1(X), siendo X un subconjunto abierto de R™, definimos ¢(x,t) como la solucion del
problema de valor inicial
@ = f(z),
z(0) = o,

con g € X. Entonces, dicha soluciéon definird un sistema dindmico continuo si y sélo si, para
todo zp € X, ¢(xg,t) esta definido para todo t € R, o lo que es lo mismo, si el intervalo maximal
de existencia de ¢(xo,t) es I(zp) = (—00,00). En este caso, diremos que ¢(xq,t) es el sistema
dindmico en X definido por el PVL.

Ejemplo 1.3. Sea f un homeomorfismo en X C R". Se define el sistema dindmico discreto ¢

como
p: X xXZ—X
-0 f)(), si n >0,
(Z’,Tl) ?—>(Z$(I',TL) =37, si n:(),
@)= (o o f @), s n<o.
Es facil ver que se cumplen las condiciones establecidas en la Definicién 1.1. Primero, por la
definicion de ¢ esta claro que
¢(z,0) =2 VrelX.
Por otro lado, supongamos que t, s > 0, entonces

t+s

bt +5) = F75@) = (fo Vo @) = (Fo o f)o(fo ™o f))a)

— (o Do N((Fo o @) = F(FI @) = £ () = B, 1), 5).
Ahora bien, sit+s >0 perocont >0y s <0,

(t+s

bt +s) = @) = (fo Yo @) = ((F o P o f o (fo o f))a)
= (o o ) (fo o @) = F(F@)) = £2(0(. 1)) = B, 1), 5).

Analogamente se prueba para t + s < 0, tanto si £ y s son ambos negativos como si solo lo es

)

uno de ellos. Por tltimo, si ¢t + s = 0, suponiendo que ¢t > 0y s = —t (si t = s = 0 es trivial),

$(d(z,1),8) = ¢(d(, 1), —t) = [ ((x,1)) = f(f'(2)) = id(z) = 2 = $(x,0) = $(x,t + 5).

Por lo tanto, queda demostrado que se cumple también la propiedad II para todo z € X y
t,s € 7.

Definiciéon 1.4. Dado un sistema dinamico (X, G, ¢), definimos sus secciones como:

e Para cada z € X fijado,
¢ G— X

t— ¢ (t) = P(x, ).
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e Para cada t € G fijado,
X —X

v ¢'(z) = ¢z, 1),

que se llamara aplicacion “tiempo t”.

Al trabajar con sistemas dindmicos continuos (G = R), la funcién “tiempo t” serd denominada

flujo del sistema dindmico.

La siguiente proposicién enuncia algunas de las caracteristicas més importantes de la aplica-

cion “tiempo t”.

Proposicién 1.5. La aplicacion “tiempo t” ¢ de un sistema dindmico (y por tanto el flujo de

un sistema dindmico continuo) cumple las siguientes propiedades:

1. ¢°(z) = x para todo v € X,
1. ¢*(¢'(x)) = ¢+ (x) para todo s,t € R, z € X

1. ¢~ (¢t (x)) = ¢t (¢! (x)) para todo t € R, z € X.
En particular, ¢ es un homeomorfismo.

Demostracion. Las dos primeras propiedades son consecuencia directa de la Definicién 1.1 de

sistema dindmico. Comprobar su tercera propiedad es sencillo:

¢t(¢_t(x)) = ¢t(¢(x’ *t)) = Qb(qb(x’ *t)’ t) = ¢($, t— t) = ¢(¢(x’ t)’ *t)
=67 (p(x, 1) = ¢7"(¢'(x)) VzeX.

A partir de esto, podemos ver que ¢’ tiene inversa, ya que
gbt((b_t(m)) = ¢t(¢($‘, _t)) = ¢(¢(1:> _t)a t) = ¢($,t - t) = (l)(x»()) =z VzelX,

es decir, ¢' o ¢t = idx, v viceversa. Por lo tanto, como ¢’ es claramente una aplicacién con-
tinua (lo es ¢ globalmente) y tiene inversa (la cual, al ser ¢, también es continua), serd un

homeomorfismo. O

Definicién 1.6. Sean (X, G, ¢) un sistema dindmico y = € X. Definimos la érbita, semiorbita

positiva y semi6rbita negativa de x, respectivamente, como los conjuntos

V(@) = ¢a(G), 77 (@) = dx(GTU{0}), 7 () = 62(G~ U{0}).



4 1. Sistemas Dinamicos

Ejemplo 1.7. En el caso de trabajar con un sistema dindmico discreto como el del Ejemplo 1.3,
la semiorbita positiva no es mas que el conjunto {z, f(z), f(z),...}. Si f es un homeomorfismo,
se puede definir a partir del conjunto {f™(z)} la 6rbita de = para n € Z, la semioérbita positiva

para n € Z* U {0} y la semiorbita negativa para n € Z~ U {0}.
Dado el concepto de 6érbita, definimos a continuacién los conjuntos tales que las orbitas de
todos sus puntos se mantienen dentro de sf mismos.

Definiciéon 1.8. Sean (X, G, ¢) un sistema dinamico y M C X. Diremos que:

e M es invariante si y(x) C M para todo = € M.
e M es positivamente invariante si y*(z) C M para todo x € M.

e M es negativamente invariante si v~ (z) C M para todo = € M.
Por otra parte, si G = R (el sistema dindmico es continuo), diremos que:

e M es invariante respecto al flujo ¢ si ¢'(M) C M para todo t € R.
e M es positivamente invariante respecto al flujo ¢! si ¢'(M) C M para todo t > 0.

e M es negativamente invariante respecto al flujo ¢¢ si ¢'(M) C M para todo t < 0.

Ahora definamos los distintos tipos de puntos especiales que puede tener un sistema dinamico:

tanto fijos o peridédicos, como w o a-limite.

Definicién 1.9. Sean (X, G, ¢) un sistema dinamico y = € X. Diremos que z es:

e Un punto critico o fijo del sistema dinémico si ¢(z,t) = x para todo t € G.

e Un punto periédico del sistema dindmico con periodo T' > 0 si ¢(x,t) = ¢(x,t + T) para

todo t € G. Ademés, en ese caso diremos que su o6rbita y(z) es una orbita periodica.

Definicién 1.10. Sean (X, G, ¢) un sistema dinamico y € X. Diremos que p € X es un punto

w-limite de la 6rbita v(z) si existe una sucesion t, — oo tal que
lim ¢(z,t,) = p.
n—oo

Similarmente, diremos que ¢ € X es un punto a-limite de la orbita v(z) si existe una sucesion
t, — —oo tal que
lim (2, t) = g.

n—oo
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Ademés, los conjuntos de todos los puntos w-limite o a-limite de la 6rbita v(x) se llamaran

conjuntos w-limite o a-limite de la 6rbita y(z), y se denotaran como

wa)= (] 7 v a@)= ) v ®.

peYt(z) pEY~ ()

Para finalizar este capitulo, introduciremos las nociones de equivalencia y conjugaciéon topo-

logica.

Definicion 1.11. Dos sistemas dindmicos ¢ : X x G — Gy ¢ : Y x G — G son topologi-
camente equivalentes si existen dos homeomorfismos h : X — Y y 7 : G — G, este tltimo

creciente, tales que
h(é(x,t)) = (h(x),7(t)) Vere X, Vted.

Definicion 1.12. Dos sistemas dindmicos ¢ : X x G — Gy ¥ : Y x G — G son topoldgica-

mente conjugados si existe un homeomorfismo h : X — Y tal que
h(o(z,t)) = P(h(x),t) Ve X, VteqG.

Observacion 1.13. Es obvio que si dos sistemas dindmicos son topologicamente conjugados, en-
tonces también serdn topologicamente equivalentes, ya que simplemente se considera la aplicacion

7 de la Definicién 1.11 como la identidad en G, es decir, 7(t) =t para todo t € G.






Capitulo 2

Sistemas Dinamicos Continuos

Como ya hemos visto anteriormente, los sistemas dindmicos continuos son aquellos en los
que G = R. En este capitulo nos centraremos en la relacién entre estos mismos y las ecuaciones
diferenciales ordinarias, asi como en los conjuntos w y a-limite y los distintos tipos de atractores.
A lo largo de este capitulo se recogeran contenidos principalmente de [16], pero también de otras
fuentes como [1], |11], [10] o [13].

2.1. Relacion entre EDOs y Sistemas Dinamicos

En esta seccién nos centraremos en estudiar la relacién entre las ecuaciones diferenciales ordi-
narias (en particular problemas de valor incial) y los sistemas dindmicos continuos. En concreto,
probaremos que trabajar con sistemas dindmicos continuos y EDOs es esencialmente lo mismo,
incluso cuando el intervalo maximal de existencia no sea (—oo,00), condicién que vimos en el

Ejemplo 1.2.

Empezaremos con un ejemplo para ver que a partir de un sistema dindmico se puede definir

un PVTI:

Ejemplo 2.1. Sea ¢(z,t) un sistema dinamico continuo en £ C R™ tal que ¢ € C'(E). Entonces,

la funcion

d

@) = otn|

define un campo de vectores continuo en X, y para cada xg € X, ¢(x, t) es solucion del problema

de valor inicial
&= f(x),

1
x(0) = xo. o

7



8 2. Sistemas Dinamicos Continuos

Veamos entonces que ¢(xq,t) es solucion de (1). Primero, por la propiedad I de la Definicion 1.1,

esta claro que

¢(x0,0) = zo,

v por lo tanto se cumple la conidicién inicial del PVI. Por otra parte, queremos ver que cumple

la EDO para todo t € R, es decir, que

4 ol 1) = f(6(w0,1) ViR

Para t = 0 es inmediato porque

= f(wo) = f(é(x0,0)),

d
. ¢(:EU ) t)
dt t=0

usando en la primera igualdad la definicion de f y en la segunda la propiedad I de la Definicién 1.1.

Para tg # 0, tendremos que

= L st t)| = F(Blo,to),

d d
(.%‘0,75) = f¢($0,t+t0) dt
t=0 t=0

at” T

en este caso aplicando la propiedad II de la Definicién 1.1 en el segundo paso y nuevamente la

definicién de f para acabar.

Vista la motivaciéon para esta seccién, introduciremos un primer resultado previo que nos

ayudara a probar el Teorema de Existencia Global.

Teorema 2.2. Sean E un subconjunto abierto de R™ tal que xg € E, f € CY(E) y [0,3) es el
intervalo mazimal de existencia no negativo del problema de valor inicial (1). Asumiendo que

B < oo, entonces dado cualquier subconjunto compacto K de E, existe algun t € (0,3) tal que

o(t) ¢ K.

A partir de este teorema se deduce el siguiente corolario, que serd de utilidad a la hora de

demostrar el Teorema 2.9.

Corolario 2.3. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, si f < oo y existe lim x(t) entonces

t—B—
lim z(t) € OF.
t—pB—

Por ltimo y antes de llegar al resultado principal de esta secciéon, probamos un sencillo lema.

Lema 2.4. Para x € C'(a,b) se cumple que

0 |z| Oz
22
ot — | ot
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Demostracion. Si x(t) # 0 para todo t € (a,b), entonces

Olz| _z-2 _ |z||2|
— < —

il = |5
ot x| T || ot

Por otro lado, si z(tp) = 0 en algun ¢y € (a,b), entonces el conjunto {t € (a,b)||z(t)| = 0} esta
compuesto por la unién numerable de intervalos I; y puntos t;, j = 1,2,... Si tg € I, es trivial
que |z (to) = |2/ (to)| = 0; si to € {t;}, como = € C'(a,b), sabemos que tanto 2’ como |z|" son
continuas, y remitiéndonos al primer caso en un intervalo (tg — €, tp + €) obtenemos el resultado

por continuidad. O

Definiciéon 2.5. Sean dos sistemas de ecuaciones diferenciales (problemas de valor inicial con
xo € R™ fijado) tales que ambos definen un sistema dinédmico continuo, tal y como vimos en el
Ejemplo 1.2. Entonces, diremos que son topolégicamente equivalentes si lo son los respectivos

sistemas dinamicos asociados.

A continuacién enunciamos y demostramos un teorema crucial para el estudio de los siste-
mas dindmicos continuos. Este nos permite trabajar con sistemas de ecuaciones diferenciales y

sistemas dindmicos de forma equivalente.

Teorema 2.6 (Teorema de Existencia Global). Sea f € C1(R™). Entonces, para cada o € R",

el problema de valor inicial
@

T+ [F@)]° @)
z(0) = zo,

x

tiene una unica solucion x(t) definida para todo t € R, i.e., (2) define un sistema dindmico

continuo en R™. Ademds, (2) es topoldgicamente equivalente a (1) en R™.

Demostracion. Empezaremos probando la equivalencia topolégica de los sistemas. Consideramos

los homeomorfismos h : R® — R™ y 7: R — R tales que h es la identidad y

o(t) = /0 14 £ (x(s))]] ds.

Como 7/(t) = 14 || f(z(t))]] > 0, 7 es una funcion estrictamente creciente y por lo tanto se
cumplen las condiciones de la Definicion 1.11. Ademés, si consideramos la solucion x(t) de (1)

respecto al nuevo tiempo 7, esta satisface que

Ox Ox 0T f(x)

or o) ot T 1 @)

es decir, el tiempo ¢ de la solucion z(t) de (1) simplemente ha sido reescalado a través de T para

obtener la solucion de (2).
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Por otra parte, dada f € C'(R"), veamos que

_
T+ /]

Si f(x) # 0, aplicando que (|f(2)II)' = 55 /() ¥ que f(z)f(x) = (|| £(x)])? obtenemos

€ CH(R™).

FEA+1F@D) - F@A+F@))  F@+ P @I @) - @) @)

Fo= T+ @) - T+ @7
_ L@+ @@ =@ f =) =)
L+ f(@)])? (L+ (L (2)I)*
que es claramente continua. Para los zy € R™ tales que f(zg) = 0, se tiene que
f'(z)

lim F'(z) = lim

M, Fle) =l G Tstome ~ @)

y como F es continua en g, entonces existe F’'(xg) = f'(x0), por lo que podemos concluir que
F € CL(RM).

Ahora denotemos el intervalo maximal de existencia de la solucién de (2) como («,f3) y
veamos que es igual a (—o00,0), es decir, R. Para oy € R™, sea x(t) la solucion del problema de
valor inicial (2) en su intervalo maximal de existencia («, 3). Por el lema anterior,

9 , 1S Cz(®))l
@ < N2 = 7y <1
ot L+ f (@)l

para todo t € («, ). Entonces,

ool = lzol + [ 2 (s)]ds < ol + 1
para todo t € («, ). Supongamos ahora que < oo, entonces
[z@)[| < [lzoll + 8

para todo t € [0, 3); es decir, para todo t € [0, ), la solucion de (2) esta contenida en el conjunto

compacto
K ={z e R*[|[z]| < [lzol + B} C R™.

Entonces, como dicha afirmacion contradice el Teorema 2.2, concluimos que § = co. Andaloga-
mente se prueba que a = —oo. En conclusion, para todo xzg € R”, el intervalo maximal de

existencia de la solucion z(t) del problema de valor inicial (2) es (—o0, 00). O

Veremos ahora dos ejemplos relacionados con el Teorema de Existencia Global en el caso
de que n = 1, es decir, en R. En el primero consideraremos un sistema donde las soluciones
no estan definidas en R y veremos que, efectivamente, al aplicar la transformacién del teorema

conseguimos uno que si define un sistema dinamico.
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Ejemplo 2.7. Dado xg € R, xg # 0, el problema de valor inicial
T = xz,

z(0) = xo,
se puede resolver mediante variable separadas, de tal forma que
1
—dx = [ dt,
/ 22" /
1
——=t+C,
x

1
=

Aplicando la condicion inicial de z(0) = xo, tendremos que

1
z(0) = ——— = zp,
O)=—Frg ="
1
C=——.
o
Por lo tanto, (3) tiene como solucion tnica
1
a(t) = ——,
(t) t— L

o

cuyo intervalo maximal de existencia es I(xg) = (—o0, ﬁ) sixg > 00 I(xg) = (,00) sz <0,

o’
que como podemos ver no es todo R en ningtn caso. Por otra parte, el problema asociado
mediante el teorema que acabamos de enunciar es

. x?
r=—-7,
1+ 22 (4)

z(0) = xo.

Lo resolvemos también mediante variables separadas:

1 2
/ +f da::/dt,
xT

1
——+z=t+C,
x

o(t) = t+C+/(t+C)2+4
5 .

Calculamos el valor de la constante de integracién usando que x(0) = xo:

_CxVC?+4

z(0) 5 = 0,
|C? + 4| = (229 — C)* = 42§ — 4Cz + C?,
o1

o
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Luego, la solucion de (4) seré

9_ 2_1\2
t+zf;oli\/(t+%) +4

con el signo del £ dependiendo de si zg < 0 o 29 > 0. Est4 claro que, al no haber ¢ en el

denominador y no poder ser el argumento de la raiz negativo, el intervalo maximal de existencia

de la solucién es I(xo) = R, como bien nos indicaba el Teorema de Existencia Global.

Veamos ahora un ejemplo de por qué es importante que, en el teorema anterior, el conjunto
donde la funcién f es clase 1 sea R™. Veremos que, si f € C'!(E) siendo E un subconjunto propio

de R", no siempre se obtiene un sistema dindmico como resultado de dicha normalizacién.

Ejemplo 2.8. Dado xy > 0, el problema de valor inicial

L1
- 27 (5)
z(0) = xo,

se puede resolver mediante variable separadas, de tal forma que

1

1d$:/dt,

2x
/Q:de:t—i-C,

2 =t+C.
Despejando x obtenemos que
z(t) = £Vt + C.
Como la condicién inicial es 2(0) = xg > 0, nos quedamos con los valores positivos, y entonces

z(0) = V0 + C = o,

C = a3
Luego, (5) tiene como solucién tnica z(t) = /t + x3, definida en su intervalo maximal de
existencia I(zg) = (—23,00). En este caso, f(z) = o= € C}(E), siendo E = R\{0} C R. El
problema de valor inicial asociado segin el resultado anterior es
1
PR I
1+5  2z+17 (6)
x(0) = mo.

Al igual que anteriormente, resolvemos por variables separadas:

/(2x+1)dm:/dt,

w4+ =t+C,

2(t) = ~1+/1+4(t+C)
5 .
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Como la condicién inicial es 2(0) = xg > 0, nos quedamos con el signo “+”, y entonces
—14+1+4(0+C
z(0) = 5 ( )

(229 + 1)2 —1
1 .

= X0,
C =

Por lo tanto, el sistema (6) tendra soluciéon unica

2
1 1
l’(t):—§+ t+<l’0+2> .

Como podemos ver, el intervalo maximal de existencia donde esta soluciéon estd definida es
I(z0) = (—(wo + )%, 00), €l cual es claramente distinto de R, y por ende no define un sistema

dinamico.

Veamos ahora un teorema sobre la existencia de un sistema dindmico topolégicamente equi-

valente al problema de valor inicial dado por (1).

Teorema 2.9. Sea E un subconjunto abierto de R™, f € CY(E) y xo € E. Entonces existe una
funcion F € CL(E) tal que
i = F(a),
(7)
x(0) = xo,

define un sistema dindmico en E que es topoldgicamente equivalente a (1) en E.

Demostracion. Primero de todo, por el Teorema 2.6, la funcién

flz
o(@) = — 12
+ £ (@)l
cumple que g € CY(E) y |lg(x)| < 1, ademas de que los sistemas (1) y (2) son topologicamente

equivalentes en E. Ademés, para cualquier xg € E, la solucion x(t) de (2) satisface que

Anﬂdwkzélﬂﬂdﬂwﬁﬁh

es decir, para un tiempo finito ¢, la 6rbita definida por x(t) tiene longitud de arco finita. Sea
(cr, B) el intervalo maximal de existencia de z(t) y supongamos que 8 < oo. Entonces, como
la longitud de arco de la semidrbita definida por z(t) para t € (0, ) es finita, la definida para
t € [0, 3) debe tener limite tal que

x1 = lim z(t) € OF,
t—pB—

debido al Corolario 2.3. Ahora definimos el conjunto cerrado K = R™\ E y la funcién

d(z, K)

C T T de Ry
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donde d(z,y) denota la distancia entre z e y en R" y

d(z, K) = inf d(z,y);
yeK
es decir, para x € E, d(x, K) es la distancia a x desde la frontera OF de E. Luego, la funcion G
cumple que: G € CH(R"), 0 < G(x) < lyparaz € K, G(z) = 0.

Sea F(z) = g(x)G(x), entonces F € C1(E) por ser producto de funciones de C! y el sistema
(7) es topologicamente equivalente a (2) en E, ya que simplemente hemos reescalado el tiempo
a lo largo de las orbitas de (2), tomando el homeomorfismo h de la Definiciéon 1.11 como la
identidad.

Para probar que (7) define un sistema dinamico en F, basta ver que todas las semiorbitas de
(7) que empiecen en E, tengan longitud de arco finita sy y acaben en un punto limite x; € OF,
estan definidas para todo t € [0,00). Sea s(t) la funciéon que calcula la longitud de arco de una

solucion x(t), definida por
t
s(t) = /0 | F(a(2))]] dz

para t > 0. Por ser & = F(z), su derivada respecto a t es % = [|&(t)]]. Por lo tanto, sabemos que

su inversa t(s) estara definida por

$ dz
0= [ raea

para s > 0. Para cada punto z = z(¢(s)) de la semiorbita tenemos que

d(z, K) )
G(x) T+ de K) < d(z,K) ylél}f( d(z,y) < d(xz,z1) < sop—s
Por lo tanto, como 0 < ||g(z)|| < 1, tenemos que ||[F(z)|| = ||g(z)] - |G(z)| < |G(x)| < so — s

para cada x = z(t(s)) y, consecuentemente,

So — % 0 S0 — S

S d s
t> / SN log(so — z)| =log %0
0

y entonces t — oo cuando s — s;; es decir, la semiérbita definida por z(t) estd definida para
todo t € [0,00), 0 lo que es lo mismo, § = co. Andlogamente se ve que o = —o0, y por lo tanto

(7) define un sistema dindmico topologicamente equivalente a (1) en E. O

Observacion 2.10. El Teorema 2.9 implica que, para una f € C!(F), con E subconjunto abierto
de R™, no hay pérdida de generalidad al asumir que el sistema (1) define un sistema dinamico
¢(xo,t) en E. Por lo tanto, a partir de este momento, asumimos que para todo xg € FE, el

intervalo maximal de existencia de la solucion es I(xg) = (—o0, 00).
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2.2. Conjuntos Limites y Atractores

Para esta secciéon retomamos los conceptos de w y a-limite introducidos en la Definicion 1.10, y
utilizaremos la notacion w(7y), a(7) siendo v = y(x) una orbita general para un x € F arbitrario,

con E subconjunto abierto de R".

Teorema 2.11. Los conjuntos w y a-limite de la drbita v de (1), w(v) y a(y), son subconjuntos
cerrados de E vy, si vy estd contenida en un subconjunto compacto de R™, entonces w(y) y a(7)

son subconjuntos no vacios, conexos y compactos de E.

Demostracion. Veamos la demostracion para w(y) y serd analoga para a(7).

De la Definicion 1.10 es obvio que w(y) C E. Para ver que w(y) es un subconjunto cerrado

de E, consideramos {py }nen una sucesion de puntos de w(7y) tal que p, — p € R™ y veremos

que p € w(7). Sea xy € 7, como p, € w(7), para cada n = 1,2, ... existe una sucesion t,(cn) — 00

cuando k — oo tal que
11 ( ’t(n)> -
klm ¢ xg k =p

) (n)

. . 1 .
Ademas, podemos asumir que t,inJr > t;. 7, ya que de otra forma podriamos escoger una sub-

sucesién de t,(cn) que cumpla dicha propiedad. El limite anterior implica que, para todo n > 2,

existe una sucesion de enteros K (n) > K(n — 1) tal que para k > K(n),

1
< —.
n

o oo ) o

(n)

Sea t, =t I?(n), entonces por la desigualdad triangular tenemos que

1
1¢(o, tn) = pll < ll¢(z0,tn) = pall + llpw = 2l < =+ llpn = pll = 0
cuando n — oco. Entonces, p € w(y).

Por otra parte, si v C K, subconjunto compacto de R™, y ¢(xo,t,) — p € w(y), entonces
p € K ya que ¢(xp,t,) € v C K y K es compacto. Entonces, w(y) C K y por lo tanto w(7)
es un compacto, ya que cualquier subconjunto cerrado de un conjunto compacto es compacto.
Ademés, w(vy) # 0 debido a que la sucesion de puntos ¢(zg,n) € K contiene una subsucesion

convergente que converge a un punto de w(y) C K.

Para acabar, supongamos que w(y) no es conexo. Entonces, existen dos conjuntos cerrados,
disjuntos y no vacios A y B tales que w(y) = AU B. Como A y B son ambos acotados, se
encuentran a una distancia finita ¢ el uno del otro, donde dicha distancia se define como

d(A,B) = inf —y|l =9.
(AB)= _inf o=y
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Ahora, como los puntos de A y B son puntos w-limites de -y, existe un tiempo ¢ arbitrariamente
grande tal que la distancia entre ¢(xo,t) y A es menor que 6/2 y otro tiempo ¢ arbitraria-
mente grande tal que la distancia entre ¢(xg,t) y A es mayor que /2. Dado que la distancia
d(¢p(zp,t), A) es una funcién continua en t, tiene que existir una sucesion ¢, — oo tal que
d(¢(xo,tn), A) — §/2 cuando n — oo. Luego, como {¢(zg,t,)} C K compacto, existe una sub-
sucesion que converge a un punto p € w(vy) con d(p, A) = §/2. Pero, por definicién, tenemos que
d(A,B) < d(p,A) + d(p, B), y entonces d(p,B) > d(A,B) —d(p,A) =6 —§/2 = §/2, 1o que
implica que p ¢ Ay p ¢ B, es decir, p ¢ w(v), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, w(7)

es conexo. ]

Teorema 2.12. Sip € E es un punto w o a-limite de la orbita v de (1), entonces todos los
demds puntos de la drbita ¢(p,-) de (1) a través del punto p son también puntos w o a-limite

de la orbita . Es decir, si p € w(y), entonces v, C w(7y), al igual que si p € a(y), entonces
Y C a(y).

Demostracion. Veamos la demostracion para w(y) y sera anadloga para a(7y).

Sea p € w(vy) donde v = ¢(x, -) es la 6rbita de (1) a través del punto zg € E. Sea ¢ un punto
en la 6rbita v, = ¢(p, -) de (1) a través del punto p, es decir, ¢ = ¢(p,?) para algin £ € R. Como
p es un punto w-limite de la orbita ¢(xp,-), existe una sucesion ¢, — oo tal que ¢(zg,t,) — p.
Entonces, por la continuidad de la solucién respecto a las condiciones iniciales y la propiedad II

de la Definicién 1.1, se tiene que

¢($0, tn + t) = qb(qS(l‘o, tn)v t) - Qb(]% t) =q.

Y como t,, +t — 00, concluimos que ¢ es un punto w-limite de ¢(xo, -), es decir, para todo ¢ € 7,

se cumple que g € w(7). O]

A partir de este teorema sabemos que para todos los puntos p € w(v), ¢'(p) € w(7y) para todo
t € R, es decir, que ¢'(w(7y)) C w(y). Por lo tanto, segin la Definicién 1.8, se tiene el siguiente

resultado.

Corolario 2.13. Los conjuntos w(vy) y a(v) son invariantes respecto al flujo ¢* de (1). Como

consecuencia, también son conjuntos cerrados invariantes en E.

En la siguiente definicidon consideramos un entorno de un conjunto A como cualquier conjunto
abierto U que contiene a A, y diremos que x(t) — A cuando ¢ — oo si d(z(t), A) — 0 cuando
t — o0.

Definicién 2.14. Un conjunto invariante A C FE se llama conjunto atractor de (1) si existe
algiin entorno U de A tal que, para todo z € U, ¢'(x) € U para todo t > 0y ¢'(x) — A cuando

t — oo. Un atractor de (1) es un conjunto atractor que contiene una 6rbita densa.
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Cabe notar que cualquier punto de equilibrio xo de (1) es su propio conjunto w y a-limite, ya
que ¢(t,x9) = xo para todo t € R. Y que, si la 6rbita v de (1) tiene un tunico punto w o a-limite
xg, entonces por el corolario anterior zy es un punto de equilibrio de (1). Si g es un punto regular
en w(y) o a(vy), decimos que la érbita a través de ¢ es una orbita limite de «y, y entonces por el
Teorema 2.12 sabemos que w(7y) y a(7) estan formados por puntos de equilibrio y 6rbitas limites
de (1).

Definiciéon 2.15. Un ciclo u orbita periddica de (1) es cualquier curva solucion cerrada de (1)

que no sea un punto de equilibrio. Diremos que una 6érbita periédica « es:

e estable si para cada & > 0 existe un entorno U de v tal que para todo x € U, d(v],7) < e,
es decir, si para todo x € U y t > 0, d(¢(z,t),7) < .

e inestable si no es estable.

e asintoticamente estable si es estable y para todo x de algtn entorno U de ~ se cumple que
lim d t =0.
Jim d(¢(z,¢),7)

Los ciclos del sistema (1) se corresponden con sus soluciones periddicas, ya que ¢(xg, -) define
una curva solucion periodica de (1) si y sélo si ¢(xg,t) = ¢(xo,t + T) para todo t € R y algtin
T > 0. El T minimo tal que se cumple esta igualdad se denomina periodo de la érbita periédica

¢($07 )
Consideremos para la siguiente definicién orbitas periodicas de un sistema plano en R2.

Definicién 2.16. Un ciclo limite v de un sistema plano es un ciclo de (1) que es el conjunto
w o a-limite de alguna orbita de (1) a parte de ella misma. Si el ciclo vy es el conjunto w-limite
de toda érbita en un entorno de 7, entonces se llamara ciclo w-1imite o ciclo lfmite estable; si
en cambio es el conjunto a-limite de toda 6rbita en un entorno de -, entonces se llamara ciclo
a-limite o ciclo limite inestable; y si es el w-limite de una o6rbita y el a-limite de otra (distintas

de si misma), entonces se llamara ciclo limite semi-estable.

Veamos ahora algunos ejemplos sobre los distintos tipos de atractores. Para los dos primeros

emplearemos el sistema que se utiliza en [1], el cual es una simplificacion del usado en [11]:
&= a(p—2* —y?) —y,
g=ylp—2"—y) +u,
con i € R, el cual simplificaremos mediante un cambio de variables a polares. Aplicando que
x =rcos(f) e y =rsin(f), tendremos que
i cos(0) — r0sin(f) = rcos(0)(p — r2 cos®(0) — r2 sin®(0)) — rsin(6),
isin(6) + 76 cos(0) = rsin(0)(p — r2 cos®(0) — r2 sin®(0)) + r cos(6),
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y simplificando llegamos a

=) 0 - 1),
== 1) 1= 67,

lo cual claramente implica que 6= 1, y por lo tanto tenemos el sistema final

r= T(:u - T2)a

: (8)
f=1.

Cabe apuntar que, en el caso de que cos(6) = 0 o sin(f) = 0, no se puede pasar dividiendo pero
sabemos que las soluciones seran x(t) = 0, y(t) = 0. Esto se debe a que si cos(f) = 0, entonces
x =0 ey = xr, pero por las ecuaciones iniciales tendremos que & = —y, y por lo tanto y = 0.

El razonamiento es analogo para sin(6) = 0.

Ejemplo 2.17. 1. Puntos fijos: introducidos anteriormente en la Definicién 1.9, este tipo de
atractores consisten en un tnico punto al cual tienden todas las 6rbitas iniciadas en un entorno

de este. Si en el sistema (8) consideramos p < 0, entonces el (0,0) serd un punto atractor.

Resolvamos dicho sistema de ecuaciones diferenciales para yp = —1:
= —r(1+7r?),
f=1.

Primero de todo, si 7 = 0, es trivial que la solucion serd x(t) = 0, y(t) = 0, que seré el punto

fijo atractor de este sistema. Dicho esto, podemos aplicar el método de variables separadas,

/Mdr:/dt.

/ dt=t+C,
y por la otra, resolvemos la integral

-1 1 1 T 1 r24+1
- dr=— | ———dr = — - dr = —1 “lnlr?+1l=ln 20—~
/r(1+7“2) " /r3+r " /(r r2+1> " n|r|+2 nfr®+ 1] =1 7|

Juntando las dos partes y considerando potencias sobre e para eliminar los logaritmos,

obteniendo

Por una parte, es trivial que

1 1 1
:€2t+C:>1+72:th+C:>7 _ 240 g2
r

r2 41 eltJrcz>r2+1 -
r2 e2t+C _ 1’

e r?

v por lo tanto nos queda como solucién del sistema en polares
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Deshaciendo el cambio de variable, la solucién final sera

z(t) = + cos(t + Ca),

1
Ve2tHCr — 1
1
+ /e2t+C1 _ |

con C1,Ce € R. Como se puede ver en la Figura 2.1, al representar graficamente las soluciones

y(t) = sin(t 4+ Cb),

para distintos valores de Cy y Cy (es decir, distintas condiciones iniciales) es facil apreciar la

1oe ﬁ

0.02

08 —0.08 g4 —0.02 \tr) 0.02 0.04 0.06 0.

—0.02

e

Figura 2.1: Retrato de fases del sistema (8) con 1 = —1, que posee un atractor de tipo punto fijo
en el (0,0).

atraccion de estas por el punto fijo (0,0).

2. Ciclos limite estables: como hemos visto recientemente en la Definiciéon 2.16, cuando
todas las orbitas de un entorno de una 6rbita periédica tienden a esta misma, se la denomina
ciclo limite estable y es un conjunto atractor. Al contrario que en el ejemplo anterior, este caso
se dard cuando en el sistema (8) consideremos p > 0. Por ejemplo, para p = 1 tendremos el
sistema

i =r(l—1r?),

f=1.
De forma anéloga a lo hecho previamente, antes de proceder con el método de variables separadas,
analizamos los casos donde se anula el denominador: si r = 0, es obvio que la solucién sera
z(t) = 0, y(t) = 0; si r = 1, entonces la solucion serda x(t) = cos(t + C), y(t) = sin(t + C), es
decir, la circunferencia unidad, que sera el ciclo limite estable atractor de este sistema. Ahora si,

aplicamos la separacién de variables y obtenemos
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v despejando r, teniendo en cuenta dos casos, llegamos a que las soluciones en polares son

e2t+Cl )

T(t) ==+ m, Sl ‘7"| < 1,
€2t+01 .

T‘(t) =% m, S1 ‘7’| > 17

0(t) =1t+ Ca.

Deshaciendo el cambio de variable, las soluciones finales seran

e2t+Cl

x(t) =4 mcos(t‘i‘cb),
€2t+01 .

y(t) =+ msln(t“‘CQ),

siva24+y?<l,y

62t+01

f]}'(t) = :l: mcos(t-i—Cg),
th-‘rC’l .

y(t) =4 mSln(t—i—CQ),

si /22 +y? > 1, con C1,Cy € R. Representandolas graficamente, como se puede ver en la
Figura 2.2, las 6rbitas del sistema tienden claramente hacia la curva (z(t), y(t)) = (cos(t), sin(t)),

que es el ciclo limite estable de nuestro sistema.

Figura 2.2: Retrato de fases del sistema (8) con p = 1, que posee un atractor de tipo ciclo limite

en la circunferencia unidad.

3. Atractores cuasi-peridédicos o toros: para encontrar otro tipo de atractor tenemos

que aumentar una dimension en nuestro sistema, como bien se muestra en [10]. Si tenemos dos
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Orbitas periodicas que se enroscan en un toro con diferentes periodicidades 17 y 15, se pueden
dar dos casos: que el ratio 77 /T, sea un numero racional, y por lo tanto se acabe cerrando sobre
si misma tras un namero entero de rotaciones; o que sea irracional, lo que provoca que la 6érbita
siga dando vueltas al toro indefinidamente generando un movimiento cuasi-periédico. En este
caso, el cual podemos ver representado graficamente en la Figura 2.3, se forma un atractor con
forma toroidal cuasi-peridédico, estando cada érbita arbitrariamente cerca de cualquier punto del
toro (asi como arbitrariamente cerca de cerrarse, pero nunca ocurre, como se puede ver en [13]),

o lo que es lo mismo, cada 6rbita es densa en el toro.

Figura 2.3: Orbita densa en la superficie de un toro con frecuencias T7 y Th tal que T1 /T es

irracional, formando un atractor cuasi-periddico toroidal. Imagen obtenida de [10].

4. Atractores extranos: dado un conjunto invariante cerrado, se dice que es un atractor
extrano si contiene un conjunto numerable de 6rbitas periédicas con periodo arbitrariamente
grande, un conjunto no numerable de movimientos no periédicos, y una érbita densa. Este tipo
de atractores son los més complejos, siendo uno de los mas conocidos e importantes el atractor

de Lorenz, dado por el sistema homoénimo

T = O(y - :L')a

y=pr—y—rz,

z=—Pz+ ay,
con parametros o, p, y  no negativos. Tanto el trabajo original de Lorenz en 1963 (|15]), como
otros més modernos, como el de Sparrow en 1982 (|20]), estudian a fondo este sistema, usualmente

con los parametros o = 10, p = 28, 8 = 8/3, para los cuales el sistema tiene un conjunto atractor

extrafio, el cual se puede apreciar en la Figura 2.4.
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a0

Figura 2.4: Representacion gréafica del atractor de Lorenz del sistema homénimo con los parame-
tros o =10, p =28 y = 8/3.



Capitulo 3
Sistemas Dinamicos Discretos

FEn la segunda parte de este trabajo nos centraremos en los sistemas dindmicos discretos,
que como hemos visto son aquellos en los que G = Z. Introduciremos un método grafico para
analizar este tipo de sistemas, con el que trabajaremos a lo largo de todo este capitulo, y es-
tudiaremos los puntos hiperbodlicos, los cuales condicionan el comportamiento del sistema a su
alrededor. Ademas, también veremos algun resultado muy interesante sobre puntos perioédicos y
sus periodos. Luego nos centraremos en un ejemplo concreto y veremos sus propiedades, para a
partir de él introducir el concepto de sistema dindmico cadtico. Los contenidos de este capitulo

se basan principalmente en [6], pero también incluiran referencias a [14], [7], [8], [12], [19] o [2].

Antes de empezar propiamente con este capitulo, veamos una proposicién importante a la

hora de tratar con sistemas dindmicos discretos.

Proposicion 3.1. Todo sistema dindmico discreto estd univocamente determinado por su apli-

cacion “tiempo 17,

Demostracion. Sea ¢ : X x Z — X un sistema dindmico discreto y ¢! : X — X su aplicacion
“tiempo 17. Ayudandonos constantemente de la propiedad II de la Definicion 1.1, veamos que
conociendo ¢! también conocemos ¢(z,n) para todo x € X y n € Z. Para n > 0, se puede ver
que

(7! (n72)

oo 1) = (@' 0 "7 o 61 (é(6(x, 1),1)
(n—2

2o ¢)(6(x,2)) = - = 6" (¢(x,n — 1)) = d(x,n),

o 9)@) = (oo
~ (0o

para todo x € X. Para el caso en el que n < 0 nos ayudaremos de la Proposicién 1.5, que nos

indica que la aplicacién “tiempo #” tiene inversa y es (¢') ! = ¢~t. Aplicando esto a nuestro caso

23
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particular, tenemos que la inversa de la aplicaciéon “tiempo 17 es (¢!)~! = ¢!, y por lo tanto

)

o (@) = (67 0 "o ) (gle,—1)) = (¢ o 7 0 67 (@0(m, —1), —1))
= (67 0 T o ) (B, —2) =+ = &L (lan + 1)) = b(, n),

para todo x € X. Para terminar, si n = 0 entonces

(370"

(¢ 067 (2) = ¢! (¢(x, ~1)) = p(d(2, -1),1) = é(x,0),

para todo x € X. O

Como consecuencia de esta proposicién, el estudio de los sistemas dindmicos discretos se
puede reducir al estudio de problemas del estilo del Ejemplo 1.3, es decir, los definidos a partir
de un homeomorfismo f en X C R". Por lo tanto, cuando a lo largo de este capitulo nos
refiramos a un sistema dindmico discreto, a pesar de estar definido estrictamente por la aplicacion
¢ : X X Z — X, nosotros trabajaremos sobre la f : X — X, cometiendo un ligero abuso de
notacion. En general, consideraremos f un homeomorfismo de C*° en X C R, o inclusoen X =R

directamente.

3.1. Analisis Grafico

Dado un sistema dindamico f : R — R, representaremos su retrato de fases mediante una
técnica llamada anélisis grafico. Esta consiste en visualizar sus 6rbitas sobre la diagonal en vez
de sobre uno de los ejes. Sea la diagonal A = {(z,z)|x € R}, entonces, trazando una linea vertical
desde el punto (p,p) de A hasta la grafica de f, hallaremos el punto (p, f(p)). Ahora, una linea
horizontal desde dicho punto cortarda a A en (f(p), f(p)). Asi, una linea vertical seguida de otra
horizontal nos dan la imagen de un punto p bajo f en la diagonal. De esta forma, haciendo este
proceso recursivamente, obtenemos el itinerario de un punto p bajo f, {p, f(p), f2(p), ...}, o lo que
es lo mismo, su semiorbita positiva y*(p). Ademas de esto, el anélisis grafico nos permite calcular
los puntos fijos con facilidad, ya que son aquellos donde la grafica de la funcién y la diagonal
se cortan. Lo mismo pasa cuando hacemos el analisis grafico de f": los puntos de corte entre la

grafica de dicha funcién y A son los puntos periddicos con periodo n del sistema dinamico.

Veamos un ejemplo de estudio de un sistema dindmico discreto apoyandonos en su andlisis

grafico.

Ejemplo 3.2. En la Figura 3.1 vemos el andlisis grafico de la funcion f(z) = z3. Marcados
en rojo estan los puntos fijos, en azul la grafica de f y en negro las flechas que nos van dando
los puntos de las 6rbitas. Empezamos con los casos mas sencillos: cuando = > 1, esté claro que

f(x) = 23 > z y por lo tanto f*(z) — oo cuando n — co; anilogamente, si < —1 entonces
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f"(x) — —oo. Por otra parte, en el caso de que x € (—1,0), tenemos que f es estrictamente
creciente (f'(z) = 222 > 0 para todo x € R\{0}) y su grafica estd por encima de la diagonal.
Ademas, cumple que f([-1,0]) C [—1,0], es decir, la proyeccion de la grafica de f para los
puntos z € [—1,0] sobre la diagonal esta contenida en dicho intervalo. Todo esto implica que
dado un punto z € (—1,0), su imagen cumplira que f(z) € (—1,0) y f(z) > x. Por lo tanto,
iterando de forma sucesiva se obtiene una sucesién creciente de puntos que convergen al punto
fijo x = 0. El caso de x € (0,1) es anédlogo pero con la grafica de f por debajo de la diagonal,
por lo que la sucesiéon resultante serd decreciente y también convergerd al punto fijo x = 0. En
la Figura 3.1 podemos ver como, partiendo de cuatro puntos iniciales (uno en cada intervalo de

interés), obtenemos sucesiones que o bien tienden a 0o o bien a 0.

1.5

A
05
2 15 1 05 1 1.5 2
f -05

-1.5

Figura 3.1: Anélisis grafico de f(z) = 3.

Para ilustrar lo comentado anteriormente sobre los puntos fijos y periddicos, tenemos el
siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.3. Dada la aplicacion f(z) = 2°—2x, en la Figura 3.2 podemos ver su representacion
grafica (en azul) junto a la de f2(z) = f(f(«)) (en naranja). Los puntos rojos de la figura nos
indican los puntos fijos de f, que son los puntos de corte entre f y A. Efectivamente, es facil

comprobar que

f@)=a*-2z=2c2>-3x=0o2r=002==V3

Por otra parte, como es logico, las intersecciones entre f2 y A nos daran los puntos fijos de dicha

funcién, o lo que es lo mismo, los puntos peridédicos de periodo 2 de f. Estos estan representados
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de color verde, y se puede ver que coinciden con los calculados analiticamente ya que
fx) = f(f(x) = (2® —22)3 —202® —22) =z = 2” — 62" +122° — 1023 + 32 =0
Gr=00a"—625+120% — 1022+ 3 = 0" vt — 60 + 12> — 10u+3 =0
Royfni (u—1B3u—-3)=0su=lou=3r==+lox=+/3.

Obviamente, los puntos fijos de f también lo seran de f2, por lo que los puntos periédicos de

periodo 2 de f en este caso son 1 y —1, como se puede ver en la Figura 3.2.

-0.5 0.5 1 5 2 25

Figura 3.2: Representacion grafica de f(z) = 2° — 2z (azul) y f?(x) (naranja), ademés de los

puntos fijos de cada una (rojos y verdes respectivamente).

3.2. Puntos Perioédicos

En esta seccion enunciaremos varios resultados acerca de los puntos periédicos de un sistema

dinamico discreto. Aun asi, antes haremos una aclaraciéon sobre ellos que nos facilitara su estudio.

Observacion 3.4. Cuando nos encontramos con un sistema dindmico discreto como el del Ejem-
plo 1.3 (que hemos visto que su estudio se puede ampliar a cualquier otro sistema dindmico
discreto), podemos ver una definicién de punto periddico equivalente a la general enunciada en
la Definicion 1.9 (que ademads es mas intuitiva). Debido a que f es un homeomorfismo, se tiene
que

o(z,n) = d(x,n+N) YneG=7Z<s fi(z)=f""Nzx) o= ).

Por lo tanto, podemos decir que un punto x € X es un punto periédico de un sistema dinamico

discreto con periodo N si fN(x) = x. Ademas, el N positivo méas pequeiio tal que fN(a;) = se
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llamara periodo principal de .

Dicho esto, a continuacién estudiaremos principalmente dos resultados. En el primero, vere-
mos la importancia de los puntos periédicos de periodo tres, y en el segundo, el reconocido como
Teorema de Sarkovskii, la relaciéon entre puntos peridédicos de distintos periodos. Para ambos
teoremas nos olvidaremos de las hipotesis de regularidad de f que supusimos al inicio de este
capitulo, ya que a pesar de la gran importancia de estos resultados, sus hipotesis son muy poco

estrictas.

El primer teorema del que hablaremos fue enunciado y probado inicialmente por Li y Yorke
en 1975 (|14]). Este nos mostrara la importancia de los puntos periédicos de periodo tres y nos

servird de antesala al Teorema de Sarkovskii, mas general.

Teorema 3.5. Sea f : R — R una aplicacion continua. Supongamos que f tiene un punto

periddico de periodo tres. Entonces, f liene puntos periddicos de todos los demds periodos.

Demostracion. Empecemos la prueba comentando un par de observaciones necesarias para luego

demostrar el teorema propiamente dicho.

Primero, una simple consecuencia del Teorema de Valor Intermedio: sean I = [a,b] y J = [c, d]
intervalos cerrados tales que I C Jy f(I) D J, entonces f tiene un punto fijo en I. El Teorema
de Valor Intermedio dice que, si f es continua en [a, b], entonces para cualquier p € (f(a), f())
existird un ¢ € I tal que f(q) = p. Luego, con nuestras hipotesis podemos diferenciar cuatro
casos, dependiendo de los valores de f(a) y f(b). Si f(a) > ay f(b) < b, o viceversa, entonces
estd claro que la grafica de f cruzard la diagonal y por tanto tendra un punto fijo. Cuando
fla) <ay f(b) <b, como f(I)D J, tendra que existir un punto u € (a,b) tal que f(u) >d,y
como d > b (I C J implica que ¢ < a < b < d), se sigue que f(u) > u, por lo que la grafica de f

cruzara la diagonal de nuevo. El caso donde f(a) < ay f(b) > b es completamente analogo.

Por otra parte, supongamos que Ag, A1, Ag... son intervalos cerrados y que f(A4;) D Ai+1
para i = 0,...,n — 1. Entonces existe por lo menos un subintervalo Jy de Ay cuya imagen es Aj.
Existe también un subintervalo de A; cuya imagen es Ao, y por lo tanto existe un subintervalo
J1 C Jo que cumple que f(J1) C Ay y f?(J1) = As. Recursivamente podemos construir una
sucesion de intervalos encajados con imagenes los varios A;, v por lo tanto existird un x € Ay tal

que fi(z) € A; para cada i. Diremos entonces que f(A;) cubre f(A;11)-

Para probar el teorema, sean a,b,c¢ € R y suponemos que f(a) = b, f(b) = cy f(c) = a.
Podemos asumir que a < b < ¢. Sean ahora Iy = [a, b] e I} = [b, ¢, por las suposiciones anteriores
tenemos que f(Io) D I y f(I1) D IoUI;. Luego, f tendra un punto fijo entre b y ¢, asi como f2
tiene puntos fijos entre a y b, vy es facil ver que al menos uno de estos puntos es de periodo dos.

Por lo tanto, ya visto el resultado para n = 2, veamos que existe un punto periédico de periodo
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n > 3.

Construyamos a continuacién de forma inductiva una sucesién de intervalos encajados tal que
Ag, Ay, ..., Ap—o C I;. Definimos Ay = I;. Como f(I1) D I, existird un subintervalo Ay C Ag
tal que f(Ay) = Ag = Iy. Similarmente, existira un subintervalo As C A; tal que f(Az2) = Ay,
es decir, f2(As) = Ag = Iy. Recursivamente, encontramos un subintervalo A, o C A,_3 tal que
f(Ap—2) = A,_3. Por la segunda observacion al comienzo de esta demostracion, si x € A,_o
entonces f(z), f2(x),..., f*2(x) C Ag vy, por supuesto, " 2(A, o) = Ag = .

Ahora, como f(I1) D Iy, existird un subintervalo A, 1 C A, o tal que f" 1(4, 1) = Io.
Finalmente, como f(Iy) D Iy, tenemos que f"(A,—1) D I, por lo que f™"(A,,—1) cubre A,_1. Se
sigue de nuestra primera observacion que f™ tiene un punto fijo p en A,,_;. Las primeras n — 2
iteraciones de p caen en Iy, la (n — 1)-ésima cae en Iy y la n-ésima es p de nuevo. Si f"~1(p) esta
en el interior de Iy entonces dicho punto seré periédico de periodo principal n; en el caso de que

esté en su frontera, entonces n = 2 0 3, y de nuevo terminamos. O

A continuacion veremos el llamado Teorema de Sarkovskii, que nos dara una idea sobre qué
periodos implican otros en una aplicaciéon continua de R. Antes de esto, veamos un orden de los

nimeros naturales que nos servird a la hora de enunciar este teorema:

357> >2:32-52-T>--->22.3>22.5>22. 7> -

>22.32%.5>2%. 7> > 22> 222> 1,

donde “a > b” significa que a es mayor que b en este orden, al que llamamos orden de Sarkovskii.
Esta lista estd compuesta por varios bloques (realmente infinitos), siendo el primero los numeros
impares excepto el uno. A este le sigue el compuesto por los dobles de los impares, luego el
cuadruple, etc., es decir, el bloque n con n > 0 serd el de los niimeros impares (excepto el uno)
multiplicado por 2™. Asi habremos recorrido todos los numeros naturales salvo las potencias de
dos, que son las que se incluyen en el dltimo bloque de forma decreciente para todo n > 0. Dicho

todo esto, enunciemos el resultado, que generaliza el Teorema 3.5.

Teorema 3.6 (Teorema de Sarkovskii). Sea f : R — R wuna aplicacion continua. Supongamos
que f tiene un punio periddico de periodo principal k. St k>1 en el orden de Sarkovskii, entonces

f también tiene un punto periédico de periodo .

Debido a su complejidad, la prueba de este teorema no se incluird en este trabajo, pero se
puede consultar en [7]. A continuacién enunciamos alguna consecuencia de este resultado.
Observaciones 3.7.

1. Si f tiene un punto peridédico cuyo periodo no es una potencia de dos, entonces f tiene

necesariamente infinitos puntos periédicos. Reciprocamente, si f solo tiene un nimero finito

de puntos periddicos, entonces todos ellos tendran periodos que son potencias de dos.
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2. El periodo tres es el periodo més grande del orden de Sarkovskii y por consiguiente implica

la existencia de todos los demas periodos, reiterando la veracidad del Teorema 3.5.

3. El reciproco del Teorema de Sarkovskii también es cierto: existen aplicaciones con puntos
periodicos de periodo n y ninguno de periodos més grandes que n. A continuacién enun-
ciaremos este resultado, cuya demostracion no haremos pero se puede ver en [§8|, y veremos

un ejemplo.

Teorema 3.8. Sea n € N, entonces existe una aplicacion continua f : R — R con puntos

periddicos de periodo n tal que para cualquier k> n, f no tiene puntos periddicos de periodo k.

Ejemplo 3.9. Construyamos una aplicaciéon continua con puntos periédicos de periodo 5 pero
no de periodo 3, es decir, que cumpla el reciproco del Teorema de Sarkovskii para n = 5.

Consideramos entonces f : [1,5] — [1,5] la aplicacion tal que

que claramente tiene en = 1 un punto periédico de periodo 5 (y por el Teorema de Sarkovskii,
también los tendra de todos los demas periodos excepto el 3, del cual este teorema no dice nada).
Suponemos ademés que f es lineal entre dichos puntos, por lo que la grifica de f serd como se

muestra en rojo en la Figura 3.3.

Tanto analitica como graficamente (en azul en la Figura 3.3) es facil ver que
£2lL,2] = [2,5], £°[2,3] = [3,5], f°[4,5] = [1,4],

y por lo tanto f3 no tendra puntos fijos en dichos intervalos. Ahora bien, f3[3,4] = [1, 5], por lo
que habra por lo menos un punto fijo de f3 en [3,4]: veamos que este punto es tinico y por lo
tanto sera el punto fijo de f y no un punto periédico de periodo 3. Como f : [3,4] — [2,4] es
estrictamente decreciente y f : [2,4] — [2,5] también, tenemos que f2 : [3,4] — [2,5] lo es. De
nuevo, como f : [2,5] — [1,5] también lo es, concluimos que f3 : [3,4] — [1,5] es estrictamente
decreciente y por lo tanto cruza a la diagonal una dnica vez. En definitiva, hemos probado que

f no tiene puntos periédicos de periodo 3.

Por dltimo, es preciso enfatizar que todos los resultados de esta seccién son ciertos exclu-
sivamente para sistemas dindmicos discretos en una dimensién. Cuando trabajamos en R™ con
n > 1, no existe ningtn resultado analogo al Teorema de Sarkovskii. Por ejemplo, la aplicacion
en S' que rota todos los puntos del circulo 120° hace que todos sus puntos sean periddicos de

periodo 3, pero no tiene ningin punto de cualquier otro periodo.
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Figura 3.3: En rojo, gréafica de la aplicacién continua a trozos f tal y como se describe en el

Ejemplo 3.9. En azul, grafica de f3.
3.3. Hiperbolicidad

Los puntos periédicos de un sistema dindmico discreto se pueden clasificar en dos grandes
grupos: hiperbélicos y no hiperbélicos. Las aplicaciones con puntos peridédicos hiperbélicos son de
las més comunes en sistemas dinamicos, ademas de propiciar un andlisis sencillo de los mismos.

En esta seccion estudiaremos este tipo de puntos y cémo afectan al sistema a su alrededor.

Definicion 3.10. Sea p un punto periédico de periodo principal n. Entonces, diremos que el
punto p es hiperbolico si [(f™)(p)| # 1. El namero (f™)'(p) se llama multiplicador del punto

periddico.

Observacion 3.11. En la definicién anterior, en el caso de que n = 1 el punto p serd realmente
un punto fijo, ya que un punto periédico de periodo 1 cumple que f!(x) = x, que obviamente
es la definiciéon de punto fijo. Por lo tanto, los puntos hiperbélicos pueden ser tanto fijos como

periédicos de periodo n.

Definicion 3.12. Sea p un punto periddico de periodo n. Diremos que un punto x es asintético
a p hacia delante si 1im; ,o, f*(z) = p. De igual manera, diremos que un punto z es asintético
a p hacia atrés si lim;_, o, f"(x) = p. El conjunto de todos los puntos asintéticos hacia delante
a p se llamard conjunto estable de p, y el de los puntos asintéticos hacia atras a p, conjunto

inestable de p, denotados por W*(p) y W*(p), respectivamente.

Observacion 3.13. Aunque p no sea periddico, se pueden llegar a definir puntos asintoticos a
p hacia delante requiriendo que ‘fl(x) — fi(p)’ — 0 cuando i — oo. De la misma manera se

consideran los puntos asintéticos hacia atras, simplemente cambiando que i — —oo.



3.3. Hiperbolicidad 31

Veamos ahora un ejemplo de dos aplicaciones con puntos fijos hiperbélicos y comportamientos

diferentes.

Ejemplo 3.14. Consideremos el difeomorfismo f(z) = %(m?’ + ). Sus puntos fijos son 0,1y —1,
que ademas son hiperbolicos ya que f'(0) =1/2y f'(1) = f'(-1) = 2.

Por otro lado, sea g(x) = —%(:1:3 + ). El 0 es un punto fijo hiperbolico, con ¢'(0) = —1/2, y
ahora los puntos £1 caen en una 6rbita peridédica de periodo 2 (en naranja en la Figura 3.4), ya

que g(1) = =1y g(—1) = 1. Por la regla de la cadena es facil sacar que

(9°)(£1) = ¢'(9(£1))g'(£1) = ¢' (1) (-1) = (-2)(-2) = 4,
por lo tanto estos puntos también serédn hiperbolicos.

Como veremos més adelante, dependiendo del valor de la derivada en cada punto hiperbélico
el comportamiento del sistema es distinto. Por un lado, tenemos que |f'(£1)| > 1y |¢/(£1)] > 1,
v se puede ver claramente en la Figura 3.4 que los puntos que se encuentran en los intervalos
(—00,—1) y (1,00) tienden a —oo y oo respectivamente para los dos ejemplos, es decir, se alejan

de 41 siendo puntos asintéticos a £1 hacia atras.

Por otra parte, tenemos que tanto |f/(0)| < 1 como [¢/(0)| < 1, y como podemos observar
en la Figura 3.4, todo punto cercano a 0 es asintético a él hacia delante, o lo que es lo mismo,
su conjunto estable es W*(0) = (—1,1) en ambos casos. Ademas de acercarse a 0, estos puntos
también se estan alejando de +1, por lo que podemos calcular sus conjuntos inestables: en el
caso de f, se tiene que W¥%(—1) = (—00,0) y W*(1) = (0,00), y en el caso de g serdn ambos
W (£1) = (—o00,0) U (0, 00).

1.5

0.5 f

0.5

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

-2 -5 -1 -05 0.5 1 1.5 2

-2

Figura 3.4: Analisis grafico de f(z) = (2% + z) (izquierda) y g(z) = —3(2® + z) (derecha).

El fenémeno descrito alrededor del punto fijo x = 0 en este dltimo ejemplo se da muy a

menudo, como se puede ver en la siguiente proposicién.
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Proposicion 3.15. Sea p un punto fijo hiperbolico tal que | f'(p)| < 1. Entonces existe un entorno
abierto U de p tal que si x € U, entonces

lim f"(x) = p.

n—oo

Demostracion. Como f € O, existe € > 0 tal que |f/(z)] < A < 1 para x € [p — ¢, p + €], siendo

A una constante. Teniendo en cuenta que p es un punto fijo, por el Teorema de Valor Medio

[f(@) —pl =f(z) = fp)| < Alz —p| < |z —p| <e

para todo x € [p — €,p + €|. Por lo tanto, f(x) pertenece al intervalo [p — e,p + €] v estd mas

cerca de p que x. Mediante el mismo razonamiento,
|f"(x) —pl < A" [z —p],
y entonces f™(x) — p cuando n — oo. O

Observacion 3.16. De esta demostracion se sigue que el intervalo [p — &, p + ¢] esta contenido en

el conjunto estable de p, W*(p).

Como consecuencia de la proposiciéon anterior, podemos definir un tipo de puntos hiperbélicos

especifico: los atractores.

Definicion 3.17. Sea p un punto periédico hiperbolico de periodo n con |(f™)(p)| < 1. El punto

p se llamard punto periddico atractor (o simplemente un atractor).

Los puntos periddicos atractores de periodo n tienen entonces un entorno tal que su imagen
por f" estd dentro de si mismo. Dicho entorno se llamaréd conjunto estable local, y se denotaré

S
por W .

Ejemplo 3.18. En cuanto a puntos periodicos atractores, se pueden dar tres casos dependiendo
del valor de la derivada: —1 < f'(p) < 0, f'(p) =0y 0 < f'(p) < 1. Cada uno de estos tipos
tienen unas caracteristicas diferentes, con comportamientos asintéticos hacia el punto p variados.
Los casos donde la derivada es distinta de 0 ya los vimos en el Ejemplo 3.14, ambos en p =0, y
su andlisis gréfico se puede ver en la Figura 3.4 (izquierda derivada positiva y derecha negativa).
Por otra parte, el caso donde f’(p) = 0 se da, por ejemplo, en el punto p = 0 de la funcion
f(x) = —22, representada en la Figura 3.5. Ademés, podemos ver en los anélisis gréaficos de estos

ejemplos que el conjunto estable local de 0 serda W}? (0) = (—1,1) para los tres sistemas.

Veamos ahora un resultado contrario a la Proposicion 3.15, que nos dard paso a definir en

este caso los puntos hiperbdélicos repulsores.
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Figura 3.5: Analisis grafico de f(z) = —a°.

Proposicion 3.19. Sea p un punto fijo hiperbolico tal que | f'(p)| > 1. Entonces existe un entorno

abierto U de p tal que si x € U, x # p, entonces existe un k > 0 tal que f*(x) ¢ U.

Demostracion. Como |f'(p)| > 1, existe un valor A € R tal que |f'(p)] > A > 1. Por definicion

de derivada, tenemos que

|/(p)| = lim f(f”)—f(f?)’ . f(x)_p‘ .
T—p T—0p T—p —p
Por lo tanto, como f € C!, existe € > 0 tal que
’f(ff)l” o4
=P

para z € [p—¢e,p+¢]\{p}. Luego,
|[f(z) = pl > Alz —pl,

para z € [p—e,p+e]\{p}. Supongamos ahora que f*(x) € [p—e,p+¢] para todo k > 0, entonces

podemos aplicar lo anterior de forma recursiva hasta tener que
[ (@) —p| > A" Hz) —p| > > A |z = p]

para cualquier n > 0. Luego, como A > 1, si tomamos el limite cuando n — oo tendremos que
|f™"(z) — p| = oo, lo cual contradice nuestra suposicion anterior. Por lo tanto, concluimos que

tiene que existir un k& > 0 tal que f*(x) ¢ [p —e,p +¢l. O]

Definicion 3.20. Sea p un punto periédico hiperbolico de periodo n con |(f™)(p)| > 1. El punto
p se llamara punto periddico repulsor (o simplemente un repulsor). El entorno U definido en la

proposicién anterior se llamara conjunto inestable local, y se denotara por W, .



34 3. Sistemas Dinamicos Discretos

Ejemplo 3.21. Sea f(z) = 3(2® 4+ 3z), tiene un punto fijo en el 0 y su derivada en dicho
punto es f/(0) = 3/2 > 1, es decir, el 0 es un punto fijo hiperbélico repulsor. Como vemos en la
Figura 3.6, cualquier punto cercano a 0 se aleja de él infinitamente hasta estar abritrariamente
lejos, lo cual es una representaciéon de lo establecido por la dltima proposicién. En este caso, el

conjunto inestable local de 0 serfa W} _(0) = (=6,9) con 6 > 0 arbitrariamente grande.

0.5

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

Figura 3.6: Anélisis grafico alrededor del punto fijo repulsor 0 para f(z) = 4 (z® + 3z).

Esta claro entonces que los puntos peridédicos hiperbélicos tienen un comportamiento definido
por el valor de su derivada en dicho punto. Por otra parte, esto no sucede cuando el punto es no

hiperbélico, como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.22. Sean fi(z) =z + 22, fo(x) = v — 23 y f3(x) = x + 22 tres aplicaciones con un
punto fijo no hiperboélico en el punto z = 0, es decir, que f;(0) =0y f/(0) = 1 para i = 1,2,3.
A pesar de esto, como podemos apreciar en la Figura 3.7, cada una tiene un retrato de fases
totalmente distinto: f; tiene en 0 un punto fijo repulsor débil, f, atractor débil y f3 es atractor
débil por la izquierda y repulsor débil por la derecha (decimos que son atractores o repulsores
débiles ya que realmente no cumplen las definiciones anteriormente redactadas al no ser puntos

hiperbolicos).

En la préxima seccién nos centraremos en lo que llamamos una familia de aplicaciones: un
conjunto de aplicaciones que se diferencian entre si por el valor de un parametro. En nuestro caso,
trabajaremos con la familia cuadratica, que estd compuesta por aplicaciones no muy complicadas

de analizar pero que presentan muchas propiedades interesantes.
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Figura 3.7: Analisis gréfico de f1(z) = z+23 (izquierda), fo(z) = x—23 (centro) y f3(z) = v +a?
(derecha).

3.4. Familia Cuadratica

En esta seccion estudiaremos a fondo la familia cuadrética, dada por Fj,(x) = px(l — )
con p € R\{0}, que presenta muchos de los fenémenos importantes en el estudio de sistemas

dinamicos discretos en una dimensiéon.

Proposicion 3.23. Sea F), la familia cuadrdtica con p € R\{0}. Tenemos que:

1. F,(0) = F,(1) =0 y Fu(pu) = pu, donde p, = “T_l
2. 0 y p, son los tinicos puntos fijos de F),.

3. 0<pu,<1siysolosip>1.

Demostracion. Probar los puntos 1. y 3. es trivial por la definicién de F),, asi que veamos que 0

¥ Py son los tnicos puntos fijos de dicha funcion:

—1
Fu(x)z,ux(l—a:)::E<:>x(u—1)—,ux2:O@x:Oou—l—ux:0@x20om:L:pu.

1
O

En esta seccién nos centraremos en el estudio de la familia cuadratica en el caso de que p > 1,
va que es donde aparecen las dindmicas més interesantes, pero analicemos primero brevemente

el comportamiento de esta familia cuando p < 1.

Antes de nada, estudiaremos la existencia de puntos perioédicos de periodo 2 para F),. Bus-
camos los puntos fijos de Fi, sin tener en cuenta x = 0 y * = p,, ya que son puntos fijos de
F,:

Fi(x) = p?x(1—2)(1 — px + pa®) =z < px(l —2)(1 — px + pa’®) —z =0
& pa(z — pu)(—pe® + plp + Do — (u+1)) = 0.
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Buscamos las raices del ultimo elemento y tenemos que
o “tDEVp+1)(p-3)
-2/

que es un nimero real siy solo si p < —1 0 p > 3. Como para yp = —1 ambasg raices dan 0 y para

)

p = 3 dan p,, podemos afirmar que F), solo tiene puntos periddicos de periodo 2 cuando p < —1
y > 3.

Observacion 3.24. Acabamos de ver que la familia cuadrética F), no tiene puntos periédicos de
periodo 2 para los valores del pardmetro p € [—1, 3]. Entonces, gracias al Teorema de Sarkovskii
visto en la Seccion 3.2, podemos asegurar que dicha aplicacion no tendra ningtin punto periédico

para esos valores de pu, ya que el periodo 2 es el més bajo en el orden de Sarkovskii.

Sea ahora p € (0,1]. Entonces, como se puede ver en la Figura 3.8 (arriba izquierda), su
punto fijo p, < 0 (cuanto menor sea p, mayor serd p, en valor absoluto). En este caso, es facil
ver que todos los puntos del intervalo (p,, 1 —p,,) tienden al punto fijo 0, mientras que los puntos
tales que x < p, y * > 1 — p, tienden a —oo. Por lo tanto, podemos decir que 0 es un punto fijo
atractor y p, un punto fijo repulsor (esto se puede verificar facilmente ya que F, li(a:) = u(l—2zx)

y entonces F,(0) = pu < 1y F)(py) =2—p>1).

El caso donde pu € [—1,0) es muy similar, ya que las graficas son simétricas respecto al eje
x, como se puede ver en la Figura 3.8 (arriba derecha). Aqui el punto fijo p, > 2 (cuanto mas
cercano a 0 esté p, mas grande serd p,), y entonces el intervalo de puntos que no tienden a oo

serd (1 — py,pu), ya que se acercan a 0.

Por ultimo, si 4 < —1 el anédlisis de F), se vuelve més extrano, ya que, como hemos visto
antes, existen puntos periédicos de periodo 2. Luego, si analizamos el valor de la derivada de F3
en sus puntos periddicos obtenemos los siguientes resultados: si 4 € (1 — /6, —1), entonces E,
tendra dos puntos periodicos atractores de periodo 2 (o, lo que es lo mismo, una orbita periddica
atractora de periodo 2); si p < 1 — /6, F,, tendrd dos puntos periédicos repulsores de periodo
2 (o0, lo que es lo mismo, una o6rbita periddica repulsora de periodo 2). Ademas, siempre que
p < =1, p, € (1,2) y los dos puntos fijos 0 y p, seran repulsores. Debido a esto, el analisis
grafico de F), es mas engorroso que en los casos anteriores. En la Figura 3.8 (abajo izquierda y
derecha) podemos ver en naranja la érbita periodica de la que hablabamos, y se ve bien que en la
figura de la izquierda esta es repulsora, y en la de la derecha, atractora. En resumen, los puntos
del intervalo (1 —py,p,) se mantienen en él y aquellos tales que < 1—p, y > p, tenderan a

oo cuando iteramos sobre F},.

De ahora en adelante, supondremos siempre que g > 1. En la siguiente proposicién veremos
como, bajo iteraciones de F),, todos los puntos que no pertenecen al intervalo [0,1] tienden a

—0Q.



3.4. Familia Cuadratica 37

-2
4

-3
B .

18 / l/ ,
16
14 b
15
12
A
1
e 4 ! A
US
06 E,
05
4 F,
oy

0.8 -0 to4fo2 02 04 04 0d A 12 14 16 18 ’
02
-05
—04
=
P o6 L=py

Figura 3.8: Analisis grafico de F,, cuando p € (0,1] (arriba izquierda), u € [—1,0) (arriba
derecha), p € (1 —+/6,—1) (abajo izquierda) y 1 < 1 — /6 (abajo derecha).

Proposicion 3.25. Supongamos que p > 1. Si x < 0, entonces FZ}(:U) — —00 cuando n — oo.

Andlogamente, st x > 1, Fﬁ(x) — —00 cuando n — 00.

Demostracion. Si x < 0, entonces F),(x) = pz(l — ) < xy, por consiguiente, F}(z) es una
sucesion decreciente de puntos. Esta sucesion no puede converger a un p € R (en particular,
p < 0), ya que si Fj(z) — p entonces F;}H(x) — F,(p) < p, lo cual es imposible. Por lo tanto,

Fil(z) — —oo.

En caso de que x > 1, tendremos que F,(x) = px(l —x) < 0 y, siguiendo el mismo razona-

miento anterior, concluimos que Fj}(z) — —oo. O

Como podemos observar en la Figura 3.9, el andlisis grafico de F), ilustra esta tltima propo-
sicién. Ademds, como consecuencia de dicho resultado, todas las propiedades interesantes de la

familia cuadratica se dan en el intervalo unidad I = [0, 1].

Veamos a continuacién la dindmica de los puntos de I bajo iteracién de F), en funcién de los
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Figura 3.9: Analisis grafico de F,(z) = pa(1 — x) para ¢ > 1 en los puntos fuera del intervalo
[0,1].

valores del pardmetro pu. Veremos que, si u se encuentra en el intervalo (1, 3), el comportamiento
del sistema es el mismo, y que cuando sobrepasa el 3, este comienza a comportarse de forma
diferente. Esto se debe principalmente a que, como vimos en la Observacién 3.24, F), no tiene

puntos periddicos para u € (1,3).

Proposicion 3.26. Sea 1 < p < 3. Tenemos que:

p—1

1. F), tiene un punto fijo atractor en p, = = Y un punto fijo repulsor en 0.

2. Si0 <z <1, entonces lim Fj}(z) = p,.
n—oo

Demostracion. La primera parte de la proposiciéon es muy sencilla de demostrar: que 0 y p, son
puntos fijos se vio en la Proposicién 3.23, y como F(x) = p(1 — 2z), entonces F},(0) = p y
F/fb(p#) = 2 — u. Luego, como 1 < p < 3, por las Definiciones 3.17 y 3.20 se tiene que 0 es un

punto fijo repulsor y p, es un punto fijo atractor.

Para demostrar la segunda parte, veamos el comportamiento de p,, y F), para distintos va-
lores de p. Como F)(x) = p(1 — 2z) tenemos que F), es estrictamente creciente en (0,1/2) y
estrictamente decreciente en (1/2,1) para > 0. Ademés, F}/(z) = —2u < 0 para todo z € [0, 1]
cuando p > 0y F},(1/2) = 0, por lo que tendremos un méximo en x = 1/2 para cualquier valor
de > 0. Este andlisis nos invita a estudiar el comportamiento de F), dependiendo de si p,, esta
en el intervalo donde la funcion es creciente, (0,1/2), o decreciente, (1/2,1). Para estudiar esto,
definimos una aplicacién que nos permita analizar como varia el punto p, respecto al parametro
. En particular,

-1 —(p—1) 1
g ="~ (u)z”(ﬁ‘;):lﬂm Yy # 0.
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Vemos que p,, aumenta a medida que aumenta p y por lo tanto sabemos que si p € (1, 2] entonces
pu € (0,1/2], y si p € (2,3) entonces p, € (1/2,2/3). En conclusién, dividiremos la demostracion
en los casos donde p € (1,2] y p € (2,3).

Primero, sea u € (1,2] y, como vimos, p, € (0,1/2]. Supongamos que z € (0,p,), entonces
como F), es creciente y los puntos x = 0 y x = p, son puntos fijos, tendremos que la grafica estara
por encima de la diagonal, como bien se puede ver en la Figura 3.10 (izquierda). Por lo tanto,
esté claro que cada iteracion estard més cerca de p,, y entonces Fj}(x) — p,, cuando n — oo. Por
otra parte, si € (py,1/2] la grafica estara por debajo de la diagonal y, como F), es creciente,

entonces F,(x) € (py,1/2) y F,(x) < z, es decir,
[Fu(®) = pul < |z —pul-

Por lo tanto, de forma recursiva llegamos a que F[](m) — py, cuando n — co. Supongamos ahora
que z € (1/2,p,), donde p, = 1 — p, es el punto simétrico de p, respecto a la recta x = 1/2,
es decir, el punto tal que F,(p,) = Fu(pu) = pu. Entonces, F,(z) € (pu,1/2) y aplicamos el
argumento inmediatamente anterior. Por tltimo, si € (P, 1), su imagen F,(z) € (0,p,) y por
tanto podemos volver al primer caso. Los casos donde x = p, 0 & = p,, son triviales al ser o bien
un punto fijo o bien la preimagen de dicho punto fijo. También es obvio que, si u = 2, entonces

pu = 1/2y con los casos donde x € (0,p,) ¥y © € (Pu, 1) ya estudiamos todo el intervalo unidad.

Sea ahora ;1 € (2,3), entonces tendremos que 1/2 < p, < 1. Denotemos nuevamente por
Pu = 1 — p, el tnico punto del intervalo (0,1/2) tal que F,(p,) = pu. Es obvio, como se puede
ver en la Figura 3.10, que la imagen de los puntos en (p,,p,) serd mayor que p,, en particular
estard en (p,, F,(1/2)), ya que F), tiene un maximo en = 1/2. Ademés, para > 1/2 se tiene
que F)(z) = p(1—2z) < 0, es decir, F), es decreciente, por lo que la imagen de los puntos mayores
que p,, serd menor que este mismo. Teniendo todo esto en cuenta, llegamos a la conclusién de que
la imagen de los puntos del intervalo [p,, p,] mediante Fl% estard contenida en [1/2,p,]. Igual que
antes, de forma recursiva se llega a que F[f(x) — py cuando n — oo. En el caso de que x < p,,
por ser F), creciente y estar su grafica por encima de la diagonal, sabemos que existird un k > 0
tal que Fllf(m) € [Pu;pul); y por lo tanto F/fJ“”(x) — py cuando n — oo. Para terminar, igual que
en el primer caso, si & pertenece a (p,, 1) entonces F),(z) estara en (0,p,), por lo que se sigue el

mismo razonamiento que anteriormente.

O

Dado todo esto, entendemos por completo el comportamiento de F), cuando 1 < p < 3.
Cuando el valor de u sobrepasa el 3, las dinamicas de la familia cuadrética se complican pro-
gresivamente al ir apareciendo nuevos puntos periédicos de periodos superiores a 1. Cuando

3 < p <4, a pesar de ser su estudio méas complejo, se sigue cumpliendo que F),(I) C I ya que
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Figura 3.10: Analisis grafico de Fj,(z) = px(l — ) para 1 < p < 2 (izquierda) y 2 < pp < 3

(derecha) en los puntos del intervalo (0, 1).

en el maximo F,(1/2) = pu/4 < 1. No profundizaremos en este caso ya que a continuacion nos
centraremos en el que p > 4, donde la dindmica del sistema no se mantiene dentro de I para

todos los puntos de dicho intervalo.

Ya hemos visto que, como consecuencia de la Proposicién 3.25, todas las propiedades intere-
santes de F), para p > 1 se encuentran en el intervalo unidad I, por lo que sucede lo mismo
cuando p > 4. Aun asi, al contrario de lo que sucedia para p € (1,4], no todos los puntos de
I permanecen indefinidamente en I al iterar F),: al evaluar la funcion en el maximo z = 1/2,
tenemos que F,(1/2) = /4 > 1, lo que quiere decir que existe un intervalo de puntos alrededor
de 1/2 que abandonan el intervalo I después de una iteracion. A dicho intervalo le llamaremos
Ap, y esté claro que si @ € Ay, entonces Fy,(z) > 1y F/f(ac) < 0, por lo que F}(z) — —oc cuando

n — OQ.

Sea ahora A1 = {x € I | F),(z) € Ao} el conjunto de puntos que abandonan I en dos iteracio-
nes. Similar a lo anterior, si x € A1, entonces Fﬁ(:r) >1y Fg(x) < 0, por lo que Fj}(z) — —o0
cuando n — oo. De forma inductiva, llegamos a definir A, = {z € I'| Fj}(z) € Ap}. Escrito de

otra forma,

A, ={x¢€ I‘F;(:L’) € I para ¢ < n pero F;]H(a:) ¢ I},
es decir, A, consiste en los puntos de I que escapan de éste luego de n + 1 iteraciones. Al
igual que antes, si x € A,, entonces su Orbita también tenderd a —oo. En definitiva, nosotros

querremos estudiar el comportamiento de los puntos que nunca abandonan I, esto es el conjunto

que denotamos por A y definimos como

A=T\ (QOAH> .
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Analicemos ahora con mas detalle la construccion de este conjunto A para ver de qué se
trata realmente. Como se puede ver en la Figura 3.11 (izquierda), al ser Ay un intervalo abierto
centrado en 1/2, I'\ Ay estard formado por dos intervalos cerrados que llamaremos Iy (izquierda)
e I; (derecha), marcados en rojo. Se puede ver en dicha figura que F), lleva ambos intervalos de
forma monotona a I, siendo creciente en I y decreciente en Iy, es decir, que F),(Iy) = F,,(I1) = 1.
En consecuencia, existird un par de intervalos abiertos, uno en Iy y otro en I, cuya imagen sera
Ap. Estos dos intervalos son precisamente los que componen Aj. En la Figura 3.11 (derecha)
podemos ver como, efectivamente, los puntos de estos intervalos, denotados como A, y A1, ¥

marcados en verde, abandonan I al aplicarle F’ 3

Consideremos ahora I'\(Ag U A;). Este conjunto esta formado por cuatro intervalos cerrados
marcados en rojo en la Figura 3.11 (derecha), donde cada uno de ellos tiene como imagen por F),
o bien Iy o bien I7. Consecuentemente, y como se puede apreciar en dicha figura, su imagen por
Fﬁ serd el intervalo I por completo. En esta grafica vemos que, al ignal que pasaba anteriormente,
cada uno de los intervalos de I'\(Ag U A;) tiene a su vez un subintervalo que es llevado a Ay
por medio de Fi Estos cuatro intervalos se escapan de I con la tercera iteraciéon de F), y son
los que conforman el conjunto As. Al igual que F), es creciente en Iy y decreciente en I, se ve
facilmente en la Figura 3.11 (derecha) que Fﬁ es alternativamente creciente y decreciente en los
cuatro intervalos de I\ (Ao U A;1).

1 A 1 E‘z 4
0.8 El 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
-0.2 I[)O.Z 0.4 A() 0.6 0.8[l 1.2 -0.2 A](‘].Z 0.4 A“ 0.6 0.814]._, 1.2

Figura 3.11: A la izquierda, grafica de F), representando el conjunto Ag. A la derecha, gréafica de

Fﬁ representando los conjuntos Ag y A1. Ambos casos con p > 4.

Continuando con esta argumentacién, podemos construir A,, para cualquier n € N. Ya vimos
que Ap constaba de un intervalo, A; de dos y As de cuatro, por lo que recursivamente se llega

a que A, estard formado por 2" intervalos abiertos, que ademads seran disjuntos. Por lo tanto,
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I\(ApU...U A,) tendrd 27" intervalos cerrados disjuntos ya que

n
PIPAEAEEE
k=0

Esto es facilmente comprobable mediante induccién: sabemos que se cumple para k = 0, ya que
20 =1 =2! — 1. Supongamos ahora, como hipétesis de induccién, que se cumple para un cierto
k€N, es decir, 1 + 2+ 224 ... +2F = 2¥+1 _ 1. Entonces,

por lo que queda probado. Por otra parte, también sabemos que F/’}H lleva cada uno de estos
27+ 1 intervalos en I de forma monoétona, ademas de ser su grafica alternativamente creciente y
decreciente en dichos intervalos. Asi, la grafica de F; [L"H tiene exactamente 2" “jorobas” en I (en
el caso de Fﬁ, como se ve en la Figura 3.11 (derecha), tiene dos “jorobas”), lo que implica que
la grafica de F)} cruza la linea y = x (la diagonal A) por lo menos 2" veces. Esto quiere decir
que F}} tiene al menos 2" puntos fijos, o lo que es lo mismo, el conjunto de puntos periédicos
de periodo n de F), consiste en 2" puntos de I. En particular, F), tiene puntos periédicos de

cualquier periodo.

Cabe destacar que A es un conjunto no vacio. Esto se probaré en la demostracion del Teore-

ma 3.29, al ver que los extremos de los intervalos A estan en A.

La construccion de A nos puede recordar a la del conjunto ternario de Cantor, ya que ambos
se construyen eliminando intervalos abiertos del interior de los ya existentes de forma sucesiva.
Veamos la definicion formal de conjunto de Cantor y una hipétesis anadida sobre p que es

necesaria para que A lo sea.

Definicién 3.27. Diremos que un conjunto es totalmente disconexo si no contiene intervalos,
y que es perfecto si todo punto en él es punto de acumulacion o punto limite de otro punto
en el conjunto. Se dice que un conjunto es de Cantor si es cerrado, totalmente disconexo y un

subconjunto perfecto de I.

Ejemplo 3.28. Fl ejemplo clasico de conjunto de Cantor es el conjunto ternario de Cantor,

que como ya hemos dicho, se construye de forma anéloga a nuestro conjunto A. Iniciamos con
12
373
habitual referirse a este conjunto como “Cantor Middle-Thirds set”, ya que realmente lo que

el intervalo I y eliminamos el segundo tercio, es decir, el intervalo abierto (%, %) (en inglés es
estamos eliminando es el “middle third”, o tercio del medio). A continuacién, eliminamos los
centros de los dos intervalos resulantes, que son los intervalos (§,32) y (%, 5). Continuando con
este proceso, llegaremos a haber eliminado 2" intervalos en el paso n-ésimo. Asi, obtendremos
un conjunto perfecto y totalmente disconexo, que ademaés es compacto en R y tiene medida nula.
En la Figura 3.12 podemos ver seis iteraciones de este proceso, aunque obviamente el conjunto

ternario de Cantor es imposible de representar graficamente ya que su construcciéon no tiene fin.
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Figura 3.12: Conjunto ternario de Cantor en seis iteraciones.

Volvamos ahora a nuestro conjunto A: para asegurar que es un conjunto de Cantor, necesi-
taremos exigirle a p algo mas que simplemente que sea mayor que 4. Necesitaremos que u sea
suficientemente grande para que ’F[L(I‘)’ > 1 para todo x € Iy U I;. Veamos entonces cual es
la condicion que tiene que cumplir p para verificar lo establecido: primero de todo, notar que
In = [0,20] e Iy = [x1,1], siendo zg,x1 € I tales que Fj,(x9) = Fu(z1) = 1. Estos se obtienen

resolviendo la ecuacion

pE N p? =4

pr(l—z)=1lou? —pr+1=0sz= 5
1

b
siendo el mas pequeno g y el mas grande x1. Aplicamos entonces la condicion de p: sea x € IgUI,

F’ 1< 1-2 1< _
@) > 1 Ju(1 = 2)| > 1 o> g

Supongamos que x € Iy, como 2o < 1/2 podemos deshacer el valor absoluto y continuar tal que

1
&> = a

o> = &
12z L ;H/ZLLM N

p? —4p >1

<:>|;P—4p}>1“<§4u2—4u—1>0<:>p>

4+ I6-ACT | e
2 )

donde al resolver la ecuacion de segundo grado nos quedamos con el signo “4” del “4” ya que

p > 4. El caso en el que x € I es andlogo ya que, como x1 > 1/2, tendremos que

>

>
=1

1 1%
RV \/52—4# 1 Ve —4p

es decir, llegamos a algo idéntico a lo hecho anteriormente. En conclusion, para los valores de
> 24 +/5, existe A > 1 tal que ‘F[L(x)‘ > X para todo x € A. Por la regla de la cadena, se

puede ver que
[(F) ()| = |FL(Fr @) (Fp Y (@) = - = [FL(Fp (@) F(Fy 2 () - F(2)] > A%,

yva que la imagen de un punto de A se mantendra en dicho conjunto para cualquier n € N.

Establecida la condicién de u, enunciamos el siguiente teorema.
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Teorema 3.29. Si 1 > 2+ /5, entonces A es un conjunto de Cantor.

Demostracion. Primero de todo, veamos que A no contiene intervalos. Supongamos lo contrario,

entonces podemos escoger =,y € A, = # y, tal que el intervalo cerrado [z,y] C A. Por lo visto

anteriormente, (Fﬁ)’(a)‘ > A" para todo « € [z, y]. Escogemos n tal que \" |z — y| > 1, y por el
Teorema de Valor Medio se sigue que ‘F[j(x) - F[j(y)‘ > A" |z —y| > 1, lo que implica que por
lo menos uno de F/(z) o Fj!(y) estd fuera de I. Esto es una contradiccion, asi que concluimos

que A no contiene intervalos, o lo que es lo mismo, que es totalmente disconexo.

Por ser A la interseccion de intervalos cerrados encajados, A es cerrado. Probemos ahora que es
perfecto. Para empezar, cabe notar que los extremos de cualquier Ay estédn en A: efectivamente,
estos puntos eventualmente acaban en el punto fijo 0, ya que un punto es extremo de Ay si
cumple que F/f“(x) = 1, y para cualquier n € N, F/}(1) = 0. Obviamente, F}}(0) = 0 para todo
n € N, y por lo tanto nunca se abandona el intervalo I. Ahora, si existiese un punto p € A que
fuese aislado, todo punto cercano a p deberia abandonar I en alguna iteraciéon de F),, es decir,
pertenecerian a algin Aj. Entonces, o bien existe una sucesion de extremos de Aj convergente
a p, o bien todo punto en un entorno perforado de p tiene imagen fuera de I mediante alguna
potencia de F),. En el primer caso ya acabarfamos, porque como hemos visto estos puntos estan
en A y por lo tanto p seria un punto de acumulacién de A. En el segundo, podemos asumir que
Fj lleva p a 0 y el resto de puntos de su entorno en el eje real negativo (se considera el n més
pequeno tal que la imagen de todo punto del entorno perforado de p ya no esté en I'). Entonces,
F}} tiene un maximo en p, es decir, (F})'(p) = 0. Por la regla de la cadena, deberfamos tener que
F!(F.(p)) = 0 para algin i < n, y por lo tanto F},(p) = 1/2. Pero si esto es cierto, F;*(p) ¢ I'y
entonces F}}(p) — —oo cuando n — oo, lo cual es una contradiccion con que F}}(p) = 0. Como la
imagen del resto de puntos de su entorno es negativa, por continuidad F}} (p) < 0y luego p ¢ A.

En definitiva, A no tiene puntos aislados, o equivalentemente, es un conjunto perfecto. O

Observacion 3.30. El teorema anterior también es cierto para p > 4. La demostracién en este

caso es bastante mas compleja, por lo que no entraremos en ella, pero se puede ver en [12].

Llegados a este punto, hemos entendido el comportamiento de las érbitas de F), cuando p > 4:
un punto o bien tiende a —o0o, o bien su érbita al completo se encuentra en A. En el caso concreto
de que p > 2++/5, hemos visto que ’Fl’L(ﬂs)’ > 1 para todo x € IoU Iy, lo cual se cumple también
para todo x € A (ya que A C Iy U I). Esta condicion recuerda a la de la Definicion 3.10, donde
introdujimos los puntos hiperbélicos, excepto que se exige en todo un conjunto y no solo en un

punto periédico. Esto motiva la definicion de conjunto hiperbélico:

Definicién 3.31. Diremos que un conjunto I' C R es un conjunto hiperbélico repulsor (respec-
tivamente atractor) para f si I' es cerrado, acotado e invariante bajo f y existe un N > 0 tal

que |(f™)'(x)| > 1 (respectivamente < 1) para todo n > N y todo x € T".
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Por supuesto, el conjunto de Cantor A para la aplicacién cuadratica F), cuando p > 2 + V5

es un conjunto hiperbélico repulsor con N = 1.

3.5. Dinamica Simbédlica

El objetivo de esta seccién serd introducir un espacio cuyos puntos sean sucesiones infinitas
de 0’s y 1’s. Luego, definiremos una métrica en este espacio y una aplicacién que nos sera util

mas tarde a la hora de introducir el concepto de caos.

Definicién 3.32. El conjunto Xo = {s = (sos152...)|s; = 0 0 1} es llamado el espacio secuencial

en los simbolos 0 y 1.

En general, se puede considerar el espacio Y, consistiendo en sucesiones infinitas de enteros
entre 0 y n — 1, aunque nosotros trabajaremos principalmente con n = 2. Los elementos de 39
son cadenas infinitas de enteros, en particular 0’s y 1’s, como por ejemplo (000...) o (0101...).
Convirtamos ahora Y9 en un espacio métrico: dadas dos sucesiones s = (sgs182...) y t = (tot1ta...),

definimos la distancia entre ellas como
— |si —ti
d(S, t) = Z %
i=0

Debido a que |s; — t;| es 0 bien 0 o bien 1, se tiene que
y como la serie

converge (serie geométrica con razén 1/2), entonces por el criterio de comparacion se sigue que
nuestra serie inicial es convergente. Por ejemplo, si s = (000...) y ¢t = (111...), entonces la distancia
seré igual que la serie “mayorante”, es decir, d(s,t) = 2. Si r = (1010...), entonces la serie sera

geométrica y
oo

1 1 4
d(s,r):zﬁ:ﬁ_l =3

i=0 4
Probemos entonces que, efectivamente, d convierte a Yo en un espacio métrico.

Proposicion 3.33. d es una métrica en .

Demostracion. Claramente, d(s,t) > 0 para todo s,t € Yy por ser cada elemento de la serie no
negativo. También es obvio que d(s,t) = 0 si y solo si s; = t; para todo i € N, es decir, todos los

elementos son 0. Por ultimo, dados s,t,r € X, por la desigualdad triangular tenemos que

|ri — ti| < |ri—si| +|si — ti| = d(r,t) < d(r,s) +d(s,t).
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O

Fl siguiente resultado nos daré una condicién para considerar que dos sucesiones estan cerca

la una de la otra.

Proposicion 3.34. Sean s,t € 39 yn € N fijo.

e Sis; =t; para todo i < n, entonces d(s,t) < 1/2™.

o Sid(s,t) <1/2", entonces s; =t; para i < n.

Demostracion. Si s; = t; para ¢ < n, entonces

2 |si — t4 s — S | |
A= "5 =2 “5 =2 5=y
=0 i=n+1 i=n+1 =0

1— (3" 1 1
:2‘<1_1 2P T
2

Supongamos ahora que s; # t; para algin j < n, entonces

1 1
d(s,t) > = > —
27 n
y por lo tanto, si d(s,t) < 1/2", entonces s; = t; para todo i < n. O

La importancia de esta proposicién es que podemos decidir rapidamente si dos sucesiones
estdn cerca, simplemente comprobando que sus primeros elementos coinciden. A continuacién
definiremos la aplicaciéon shift, que se podria decir que es el elemento que més nos interesa de la

dindmica simbolica.

Definicién 3.35. Definimos la aplicacion shift o : Yo — Yo como o(S9s182...) = (515283...).

Coloquialmente, esta aplicacion lo que hace es eliminar el primer elemento de la sucesion y
mover el resto un espacio hacia la izquierda. Veamos ahora que, en la métrica definida anterior-

mente, o es continua.

Proposicion 3.36. o : 3o — Yo es una aplicacion continua.

Demostracion. Sean ¢ > 0y s = (805152..), escogemos n € N tal que 1/2" < e. Sea § = 1/2"F1.
Si t = (tot1te...) satisface que d(s,t) < d, entonces por la Proposicion 3.34 tenemos que s; = t;
para i < n+ 1. Por lo tanto, los elementos i-ésimos de o(s) y o(t) coinciden para i < n. Luego,

también por la Proposicion 3.34, se tiene que d(o(s),o(t)) < 1/2" < e. O
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Veamos ahora algunas propiedades interesantes de la aplicacion shift, empezando con dos

relacionadas con los puntos periédicos de dicha aplicacién.

Proposicion 3.37. La aplicacion o tiene 2™ puntos periddicos de periodo n.

Demostracion. Primero de todo, los puntos periédicos de periodo n de ¢ son aquellos que estan

compuestos por sucesiones finitas que se repiten infinitamente, de la forma

Tn = (80---8n—180--Sn—180++-Sn—1--.)-

Asi, al aplicarle o0 n veces a 7,, el resultado sera el propio 7,. Dicho esto, al solo haber dos
posibilidades para los valores de s;, resulta trivial que para cada n habra 2" puntos de la forma
descrita anteriormente, ya que son las posibles sucesiones de dimensién n resultado de combinar
0sy 1’s. O

Observacion 3.38. De la proposicién anterior también se sigue que o tiene tinicamente dos puntos
fijos (puntos periodicos de periodo 1): (000...) y (111...). Asimismo, los puntos periddicos de
periodo 2 seran dichos puntos y ademés (101010...) y (010101...). También existen infinidad de
puntos que seran fijos o periddicos a partir de cierta iteracion, como por ejemplo (sg...s,1111...)
o cualquiera que, a partir de un elemento, consista en una sucesién que se repite, como puede

ser (1111sg...8,,80...8p...), respectivamente.

Proposicion 3.39. El conjunto de puntos periddicos de o es denso en Yo,

Demostracion. Veamos que, dado un punto arbitrario s = (s09$182...) € Yo, podemos construir
una sucesion de puntos periodicos 7, que converja a s. Definimos la sucesion {7, }nen tal que
cada elemento 7, = (Sg...Sn80...Sn-..) estd compuesto por la repeticion de los primeros n términos
de s. Esta claro que cada 7, es un punto peridédico de periodo n y, por la Proposicién 3.34,

d(7,,s) < 1/2". Por lo tanto, 7, — s cuando n — oo, por lo que hemos probado el resultado. [

A continuacién probamos una propiedad relacionada con puntos no periédicos: que la apli-
cacion shift tiene una 6rbita densa, o lo que es lo mismo, que es una aplicacién topoldgicamente

transitiva.
Proposicion 3.40. Ezxiste una drbita de o densa en Yo.

Demostracion. Otra forma de enunciar esta proposicion es decir que existen puntos en Yo cuya

6rbita estd arbitrariamente cerca de cualquier sucesién en ¥o. Para ver esto, consideramos

s*=( 01 | 000110 11| 000001 ..]| ...).
~~~ ~~
bloque 1 bloque 2 bloque 3
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Este punto (no periddico) de X9 se construye anadiendo infinitamente sucesiones que llamaremos
bloques, donde el bloque n cousistira en todas las combinaciones posibles de n elementos de 0’s y
1’s. Luego, alguna iteraciéon de o aplicada a s* nos dara una sucesién que coincidird con cualquier

punto dado de X9 en un nimero posiciones arbitrariamente grande. O

Vistas algunas propiedades de la aplicacion shift con el objetivo de entender mejor su dina-
mica, en la proxima seccién veremos la relacién entre esta aplicacion y la familia cuadratica F),

cuando p > 4.

3.6. Relacion entre o y F),

El objetivo de esta seccidn serd entender la relacion entre la aplicaciéon shift o y la familia
cuadrética F), cuando p es suficientemente grande. Empecemos recordando que todo punto de
R tiende a —oo bajo iteraciones de F},, excepto aquellos que pertenecen al conjunto de Cantor
A. Hemos visto en la Seccion 3.4 que A C Ip U I; (intervalos representados en la Figura 3.11
(izquierda)), por lo que si z € A entonces cada uno de los puntos de su drbita estaran o bien
en un intervalo o en el otro. Para tener una idea de cémo son las érbitas de un punto bajo F},,

definimos lo siguiente para indicarnos si un punto estd en Iy o I7.

Definicién 3.41. Definimos el itinerario de 2 como la sucesion S(x) = sps1s2... donde s; = 0 si
Fi(z)elpy s; =1si Fj(z) € I.

Es decir, el itinerario de un punto x es una sucesioén infinita de 0’s y 1’s, o lo que es lo mismo
) ) 7
un punto del espacio secuencial 5. Si pensamos en S como una aplicacion que lleva A en Yo,

podemos ver que tiene algunas propiedades interesantes.

Teorema 3.42. Si 1 > 2+ /5, entonces S : A — Lo es un homeomorfismo.

Demostracion. Empecemos viendo que S es una aplicaciéon inyectiva: supongamos que existen
z,y € A tales que S(z) = S(y). Entonces, para cada n € N, Fj}(z) y F/(y) caen en la misma
mitad de I. Esto implica que Fy, es mondtona en el intervalo entre F}(z) y F}}(y), y consecuen-
temente todos los puntos de este intervalo se mantienen en Iy U ;. Esto es una contradiccién con

el hecho de que A es totalmente disconexo, o dicho de otra forma, que es un conjunto de Cantor.

Para ver que S es sobreyectiva, introducimos la siguiente notacién: dado J C I un intervalo

cerrado, denotamos la preimagen n-ésima de J como

F"(J) ={z € I|F}(x) € J}.
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En particular, Fljl(,]) denota la preimagen clasica de J. Podemos ver en la Figura 3.13 que, al
ser J C I un intervalo cerrado (marcado en rojo), entonces Fy L(J) consiste en dos subintervalos,

uno contenido en Iy y otro en I; (marcados en verde).

0.8

0.4

0.2

-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2
WmﬂJ}\

Figura 3.13: Grafica de F,, con p > 2 + /5 representando la preimagen Fu_l(J) del intervalo

cerrado J.

Sea ahora s = s9s182.... Tenemos que buscar un x € A tal que S(z) = s. Para ello definimos
Ig..s, ={x e llx €Iy, Fu(x) € I, ,FIT(I‘) el }.
Notese que este conjunto también se puede definir como
Lsgosn = Lsg N F (g, .s,) = Isg N F  (I) NN F (L)

Veamos que Iy, forma una sucesion de intervalos cerrados encajados no vacios cuando n — 00.
Primero de todo, por induccién se puede ver que I, s, es cerrado no vacio: para n = 0 esta claro
que, como sy € {0,1}, ademéas de ser cerrados Iy # 0 # I;. Utilizando la segunda definicion,

podemos tomar como hipdtesis de induccién que I, s, es un intervalo cerrado no vacio. Luego,

n
por lo que comentamos anteriormente y se puede ver en la Figura 3.13, F#_I(Islmsn) constara
de dos intervalos cerrados, uno en Iy y otro I;. Por lo tanto, Iy, s, = Is, N FJI(ISL._SR) es un
intervalo cerrado no vacio. Ver que estos intervalos son encajados es facil pues, al ser no vacios,

no queda otra opcién que

Luego, concluimos que
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es una interseccidon no vacia de intervalos cerrados encajados. Si z pertenece a dicha interseccién,
entonces se tendra que x € I, Fj,(x) € I,,, etc., es decir, que S(x) = sgs152... = s, por lo que

hemos probado que S es sobreyectiva.

Del hecho de que S sea inyectiva se sigue que (1),~q s...s, consiste en un tnico punto. En

particular, se tiene que diam(Iy,. s, ) = sup{d(z,y)|z,y € I5,. s, } — 0 cuando n — oo.

Para finalizar, veamos que S es continua. Sea x € A, suponemos que S(z) = s9$152..., y sea
e > 0, escogemos un n € N tal que 1/2" < e. Consideremos los subintervalos cerrados Iy, ¢,
para todas las posibles combinaciones tg...t,,. Estos subintervalos son todos disjuntos y A esté
contenido en su unién. En total, hay 271 gubintervalos v Isy..s,, €s uno de ellos. Por lo tanto,
podemos elegir § > 0 tal que y € Ay |x —y| <, lo que implica que y € I, ,. Luego, S(x)
coincide con S(y) en los primeros n + 1 términos y, por la Proposicion 3.34, se tiene que

1
A(S(2), 5()) < 57 <<

lo que prueba la continuidad de S. Anilogamente se puede ver que S~! es continua.

Por lo tanto, como S es una aplicacién biyectiva, continua y con inversa continua entonces

es un homeomorfismo. O

Esta proposicion es de suma importancia porque acabamos de probar que, como conjuntos, A
y Yo son iguales. A continuacién probaremos lo més relevante de esta seccion: que la aplicacion

S nos da una equivalencia entre las dindmicas de F}, en A y o en ¥s.

Teorema 3.43. Se cumple que SoF, =00 S.

Demostracion. Hemos visto que un punto z € A esta definido tinicamente por la interseccién de

) Leo.sn

n>0

intervalos encajados

determinada por el itinerario S(z). También sabemos que
Lgsn = Loy NF  (Is) NN E (L),
por lo que su imagen se podra escribir como
Fullsg.s,) = I NF (I) NN E (I ) = I, s,
ya que F,(Is,) = I. Por lo tanto,

(S0 Fy)(x) = S(Fu(x)) = S(Fu(Mnz0lsg...50)) = S(Mn>11s,...5,)

= 515283... = 0(Sps15253) = 0(S(x)) = (0 0.5)(z).
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Observacion 3.44. Remontédndonos a la Definicion 1.12, es trivial adaptarla para el caso en el
que estamos trabajando: sean f : X — X y g : Y — Y dos aplicaciones que definen dos
sistemas dindmicos discretos. Entonces, diremos que son topolégicamente conjugadas si existe
un homeomorfismo h : X — Y tal que ho f = goh. El homeomorfismo h se llamaré conjugacion

topolégica.

Corolario 3.45. La aplicacion shift o y la familia cuadrdtica F,, (para pp > 2+ V/5) son topold-

gicamente conjugadas. Su conjugacion topoldgica serd la aplicacion itinerario S.

Las aplicaciones que son topolégicamente conjugadas tienen dindmicas completamente equi-
valentes. Por ejemplo, si f es topolégicamente conjugada a g mediante h, se tiene que si p es
un punto fijo de f, h(p) lo sera de g. Efectivamente, es obvio que h(p) = h(f(p)) = g(h(p)). De
manera similar se ve que h forma una correspondencia inyectiva entre los puntos periédicos de
periodo n de f y de g. En particular, como F), es topolégicamente conjugada a o, se tiene que
la familia cuadratica cumple las mismas propiedades que ya vimos para la aplicacion shift en la

seccién anterior.

Teorema 3.46. Sea F), = px(1 —x) con p > 2+ V5. Entonces:

1. F), tiene 2" puntos periddicos de periodo n.
2. El conjunto de puntos periddicos de F), es denso en A.

3. Existe una orbita de F),, densa en A.

A pesar de que calcular los 2" puntos periddicos de periodo n de F), o las orbitas de los
puntos de A puede ser un trabajo extremadamente complicado, la conjugacion topologica nos
permite asegurar que existen y la dindmica simbodlica nos da una idea de su complejidad. Dichas
cuestiones justifican el esfuerzo realizado para probar que la aplicacion shift es un modelo preciso

de la familia cuadratica.

3.7. Caos

Para finalizar, el objetivo de esta seccion serd definir el concepto de caos y dar algtin ejemplo
de sistemas dindmicos discretos caoticos. En particular, veremos que la familia cuadratica con
la que hemos estado trabajando es cadtica cuando el valor del parametro p es suficientemente
grande. Existen muchas definiciones diferentes de caos, pero nosotros nos centraremos en la que
propuso Devaney en 1989 en [6]. Para ello, primero introduciremos algunos conceptos que nos

ayudardn mas tarde en nuestro cometido.
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Definicion 3.47. Una aplicacion f : J — J es topoldgicamente transitiva si para cualquier par
de conjuntos abiertos U,V C J existe k > 0 tal que f*¥(U)NV # 0.

Intuitivamente, una aplicaciéon topolégicamente transitiva es aquella que, al iterar sus pun-
tos, estos eventualmente se mueven de un entorno arbitrariamente pequeno a cualquier otro.
Consecuentemente, el sistema dinamico no se puede dividir en dos conjuntos abiertos disjuntos e
invariantes bajo la aplicacion. Néotese que si una aplicacién posee una 6rbita densa en el espacio
donde esta definida, entonces claramente es topoldgicamente transitiva. Para que el reciproco sea
cierto se requieren hipotesis sobre el conjunto de definicién en las que no profundizaremos, pero
cuya demostracion se puede ver en [19] (este resultado fue obtenido por primera vez en 1920 por
Birkhoff en [2]).

Definicion 3.48. Una aplicacion f : J — J tiene dependencia sensible de las condiciones
iniciales si existe > 0 tal que, para cada z € J y cualquier entorno U de x, entonces existe
y e U yn>0tal que |[f"(z) — f"(y)| > 0.

Intuitivamente, una aplicacién tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales si para
cualquier punto z existe otro arbitrariamente cerca de él que, bajo iteracién, eventualmente se
aleja a una distancia de por lo menos §. Conviene aclarar que no todos los puntos cercanos a
x necesitan alejarse de él bajo iteracién, simplemente debe existir uno que lo haga por cada
entorno de x. Las aplicaciones con dependencia sensible de las condiciones iniciales imposibilitan
la computacién numérica de sus 6rbitas, ya que cualquier error por redondeo, aunque sea minimo,
se ird magnificando a medida que se itera hasta obtener una 6rbita que no se asemejara en nada

con la real.

Ejemplo 3.49. La aplicacién cuadratica F,(z) = pz(1 — ) con p > 2 ++/5 es topolégicamente
transitiva y posee dependencia sensible de las condiciones iniciales en A. El hecho de que F), es
transitiva es obvio ya que, por el Teorema 3.46, F), tiene una orbita densa en A. Para ver lo
segundo, escogemos d menor que el didmetro de Ag, es decir, el espacio entre los intervalos Iy e
I, como se podia ver en la Figura 3.11 (izquierda, aquello que no esta indicado de rojo). Sean
x,y € A, si z # y entonces S(x) # S(y), por lo que los itinerarios de ambos deben diferenciarse
en por lo menos un término, digamos que el n-ésimo. Esto significa que Fj}(z) y F}}(y) caen en

lados opuestos de Ag, y por lo tanto

|FJ (2) — FJ(y)] > 6.

Dadas estas dos nociones previas, ya podemos definir el concepto de sistema cadtico.

Definicion 3.50. Sea V' un conjunto. La aplicacion f: V — V es caética en V si:

1. f tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales.



3.7. Caos 53

2. f es topologicamente transitiva.

3. f tiene un conjunto de puntos periédicos denso en V.

Informalmente, se podria decir que una aplicacién es cadtica si posee estas tres propiedades:
es impredecible debido a la dependencia sensible de las condiciones iniciales; no se puede dividir
en dos conjuntos abiertos e invariantes que no interactuen entre ellos bajo iteraciones de f debido
a la transitividad topolégica; y existe un elemento de regularidad en medio de la aleatoriedad,

que se da gracias a que los puntos periédicos son densos.

Ejemplo 3.51. La aplicacion f : S — S! dada por f(6) = 26 es caotica. Est4 claro que, como
la distancia entre dos puntos se dobla en cada iteracién de f, cualquier punto cercano a otro
acabard arbitrariamente lejos de él, es decir, f tiene dependencia sensible de las condiciones
iniciales. De forma similar se justifica la transitividad topolégica, ya que cualquier arco de S! (es
decir, cualquier entorno de un punto de S') acaba cubriendo todo S! bajo alguna iteracién de f, y
en particular cualquier otro arco. Por otra parte, es facil ver que los puntos periédicos de periodo
n de f son de la forma 0, ; = e% con k=0,1,...,2" — 1, es decir, las raices (2" — 1)-ésimas
de la unidad, por lo que para cualquier arco de S! va a existir por lo menos un punto periédico

se encuentre en él.

La aplicacién del ejemplo anterior posee una forma de dependencia sensible de las condiciones
iniciales muy fuerte, cumpliendo més requisitos que los que pediamos. Este fenémeno se llamaré
expansividad, y difiere de la dependencia sensible en que, al iterar bajo f, todos los puntos

cercanos a otro eventualmente se alejan lo suficiente de él.

Definicion 3.52. Una aplicacion f : J — J es expansiva si existe v > 0 tal que, para cualquier

x,y € J, x # vy, existe n > 0 tal que |f"(z) — f"(y)| > v.

Ejemplo 3.53. Las aplicaciones de la familia cuadratica F,(x) = px(l — x) son caéticas en
A cuando p > 2+ /5. En el Ejemplo 3.49 hemos visto que F),, es topologicamente transitiva y
depende sensiblemente de las condiciones iniciales, y en el Teorema 3.46, que sus puntos periédicos

son densos en A.

En este ejemplo hemos visto como el caos esté confinado a un subconjunto pequeno de I, el
conjunto de Cantor A. A continuacién veremos una region mucho méas grande donde la aplicacion

cuadratica es cadtica para ciertos valores de pu.

Ejemplo 3.54. La aplicacion cuadratica Fy(z) = 4x(1 — x) es cadtica en el intervalo I = [0, 1].
Para verlo, utilizaremos una técnica muy 1util que se puede aplicar a mas de una aplicacién

cadtica.
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Sea g(6) = 26 1a aplicacién en S! del Ejemplo 3.51. Definimos las aplicaciones hy : St — [~1,1]
como hy(f) = cos(#), es decir, la proyeccién de S! en el eje X,y q : [~1,1] — [~1,1] como
q(r) = 222 — 1. Entonces,

(h1 0 g)(0) = h1(20) = cos(26) = 2cos*(0) — 1 = q(cos(#)) = (q o hy)(H),

por lo que h; conjuga g con g (como h; no es inyectiva no serd un homeomorfismo, por lo
que la conjugacién no es topologica). Por otra parte, si definimos hy : [-1,1] — [0, 1] como

ha(z) = 1(1 — ), entonces por un lado

(F4oh2)(a:):F4< (1—35)) 4( (1—33)) <1—;(1—x))

=2(1 —x) ( ) 1-—2)1+z)=1-2%

y por otro
(hs 0 )(x) = ha(22% — 1) = %(1 C (22— 1)) = %(2 _ a2 =1 — 2.

Por lo tanto, como ho si es un homeomorfismo, Fy y ¢ son topoldgicamente conjugadas. Como

resultado de todo esto, tenemos el siguiente esquema:

st —2— st

hll lhl

[—1,1] —2 [-1,1]

th lhg

0,1 —2 5 [0,1].

De nuevo, no estamos probando que g y Fy sean topologicamente conjugadas, ya que hy no es
un homeomorfismo: en este caso diremos que son semiconjugadas. Veamos ahora que se cumplen

las hipétesis de la Definicién 3.50.

Para ver que Fy es topoldgicamente transitiva, dados dos intervalos abiertos U,V C I, pode-
mos escoger U , V c S! tal que sus proyecciones en I mediante hoohj sean U y V', respectivamente.
Como g es topologicamente transitiva, existe un k£ > 0 tal que gk(ff) nv # (). Ahora bien, es

facil comprobar que
(P10 g")(x) = (9" () = ha(g(¢" ' (x))) = (h1 0 g)(¢" }(2)) = (g0 h1)(¢" " (2))
= q(hi(g" 1 (2))) = al(g 0 ) (g 2(2))) = ¢*(ha(¢"2(2))) = - = (¢" o ) (),

v andlogamente se ve que

(hz 0 ¢")(x) = (Ff o h2)(x).
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Por lo tanto, tendremos que

g" )NV # 0= (hgohn)(g"(T)) N (hg o hy)(V) = ((hzohl)og)(U)ﬂV
= (h2o (o g"))(U)NV = (k2o (¢" c h))(U) NV = ((ha 0 ¢") 0 h)(U)NV
= ((FFohy)oh)(U)NV = EF(ha o h)(U))NV = EF(U)NV # 0.

Para probar que depende sensiblemente de las condiciones iniciales, observamos que cualquier
entorno U de z € T se puede “subir” hasta U en S' mediante (ho o h1)~!. Hemos visto que existe
un n > 0 tal que g”(U) abarca todo S', por lo que esta claro que F(U) también cubrira todo
I. Luego, habra puntos en U que se alejen por lo menos § = 1/2 de = (pero no sucede con todos

los puntos de U, por lo que, al contrario de g, Fj no sera expansiva).

Por tltimo, la densidad de los puntos periédicos de g en S! implica que cualquier Ucst
contiene por lo menos un punto periédico. La proyecciéon de dicho punto serd claramente un
punto peridédico de Fy, por lo que se tiene también la densidad de los puntos periédicos de Fjy en
1.

En la Figura 3.14 (izquierda) podemos ver el analisis grafico de Fy con condicién inicial
xo = 0,7, donde se aprecia perfectamente el comportamiento cadtico del sistema. En particular,
se ve como para la gran mayoria de puntos, su 6rbita en alguna iteracién se aleja lo suficientemente
de él como para poder considerar que Fj tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales.
Asimismo, si consideramos un entorno de un punto cualquiera, su iteraciéon bajo Fy acabara
recorriendo todo el intervalo I, lo que implica la transitividad topolégica. Obviamente, hay
puntos para los cuales su orbita “se para”’, como puede ser el caso de los puntos fijos y periddicos,
tal y como se puede ver en la Figura 3.14 (derecha), donde hemos escogido como condicion inicial

el punto periédico de periodo 4 x¢ ~ 0,16543.

A A

Fy

0.8 0.8

0.6

0.6

04 0.4

021 MR 02

02 04 06 0.8 \ 02 0.4 06 08 \\

Figura 3.14: Analisis grafico de Fy(z) = 4z(1—xz). A laizquierda, la 6rbita con n = 400 iteraciones
para la condicion inicial g = 0,7. A la derecha, la o6rbita periddica de periodo n = 4 para la

condicién inicial xg ~= 0,16543.
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