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Resumo

A partir do Teorema espectral para operadores compactos e autoadxuntos obtere-
mos unha descomposicion espectral para operadores compactos baseada na sucesién de

niumeros singulares.

A velocidade de converxencia desta sucesion a cero dara lugar & definicién das clases de
Schatten-von Neumann, ideais bildteros do espazo de operadores lineais e limitados cuxa
orixe histérica é a extension a dimensién infinita da traza dunha matriz. Tamén proba-
remos que coa norma axeitada constitien unha escala de espazos de Banach e obteremos

os espazos duais.

Abstract

From the spectral Theorem for compact and self-adjoint operators we will obtain a

spectral decomposition for compact operators based on the sequence of singular values.

The speed of convergence to zero of this sequence will lead to the definition of Schatten-
von Neumann classes, bilateral ideals contained in the bounded linear operators set whose
historical origin is the extension to infinite dimension of the trace of a matrix. We will
also prove that with the appropriate norm they constitute a scale of Banach spaces and

we will obtain their dual spaces.
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Introducion

O obxectivo principal deste Traballo Fin de Grao é adentrarse no estudo de certo tipo

de ideais de operadores, as clases de Schatten-von Neumann.

Se ben estas nociéns poden resultar abstractas a primeira vista, ou mesmo tras fami-
liarizarse con elas, o certo é que na sia orixe responden a un problema basico: comprobar

se a traza dun operador (matriz) é un valor finito.

Realicemos, pois, un breve percorrido histérico polos momentos mais relevantes da

idea de traza. Deste xeito, os contidos deste traballo poderian resultar algo mais naturais.

A orixe do concepto reméntase ao ano 1829, que foi cando Cauchy [1] introduciu o

polinomio caracteristico asociado a unha matriz S = (s;;) de dimensién n x n:
P,(\) =det(A, = S) = N"+ a;\" '+ 4 ap 1A+ ay,

Foi Jacobi —véxase [3]— quen obtivo as expresiéns dos coeficientes a;. En particular,

tense que

n
—ay; = trS = E Skk-
k=1

Noétese, pois, que definimos a traza da matriz como a suma dos elementos da stua
diagonal, e que este concepto deixa pegada no polinomio caracteristico. O seguinte paso
consiste en decatarse de que a traza é un invariante alxébrico. Polo tanto, se diagonaliza-
mos a matriz, poderemos considerar a traza como suma dos autovalores da matriz —que

non son mais que as raices do polinomio caracteristico—:
n
tr§ = E /\k
k=1

No caso finito a traza esta perfectamente definida, pero o problema de estendela a unha

matriz de dimensién infinita non é en absoluto trivial: a suma dos infinitos elementos

IX



N INTRODUCION

da diagonal dunha “matriz infinita” é —en realidade— unha serie, e poderia non ser

converxente.

Un dos primeiros intentos de estender a idea de traza a dimension infinita débese ao
matematico rumano T. Lalesco, quen publicou un libro sobre ecuacions integrais en 1912
—véxase [4]— no que define a traza dun operador integral K asociado & funcién nicleo
k € Ly([0,1] x [0, 1]) como:

1
trK:/ k(z,z)dz.
0

Observemos que, en efecto, definese como unha suma —en realidade unha integral— sobre

a “diagonal” da funcion nucleo.

En particular, pédese probar que para funciéns k reais, simétricas e positivas recupe-

ramos a relacién coa suma dos autovalores. Mdis exactamente, tense que
1 o0
/ k(z,2)dz = E An(K).
0 n=1

En espazos de Hilbert, a definicion moderna da traza dun operador positivo débese a
John von Neumann, quen no seu libro Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik
de 1932 [8] introduce como:

tr1 = Z(Ten, €n)-
k=1

Basta comprobar cun sinxelo calculo que esta definicién é a xeneralizacién natural da
traza dunha matriz finita ao caso infinito dimensional. Tendo en conta que todo operador
nun espazo de Hilbert ten asociada unha representacion matricial, a definiciéon anterior
resulta coherente e mesmo intuitiva. Ademais, probaremos que asi definida, a traza non

depende da base escollida.

Noétese tamén que se T é un operador positivo, entén (T'e,, e,) > 0, polo que a traza
ou ben é un numero real positivo ou ben diverxe. O paso natural consistira, por tanto,
en identificar baixo que condicions ou con que familias de operadores temos garantida tal

converxencia.

Serian o propio von Neumann e o seu colaborador R. Schatten —membro da Escola

Matematica de Lwow, & que tamén pertenceu S. Banach— os que responderian a pregunta.

Para iso, definiron sobre o espazo dos operadores lineais e limitados en H —ao que

denotaremos por B(H)— a clase dos operadores Hilbert-Schmidt. Mais exactamente, tra-
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tariase da familia formada por aqueles operadores S € B(H) que satisfan

D NSenl? =D [(Sen em)]? < o0
n=1

n=1 m=1

para algunha base ortonormal (e,,).

A partir disto, afirmaron que un operador T" pertence & clase traza se se pode expresar
como produto de dous operadores S e R que sexan de Hilbert-Schmidt. En tal caso, pode

comprobarse que a serie
[e.e]

trSR = Z(SRen, €n)

n=1
¢ converxente, proporcionando asi unha solucién ao problema da traza en dimension

infinita.

Coas ferramentas axeitadas, resulta relativamente sinxelo probar que os operadores
de Hilbert-Schmidt e os da clase traza constitiien respectivamente sendos ideais bilateros
contidos en B(H). Isto é, componer un operador dalgunha das familias anteriores por
esquerda e dereita con operadores de B(H) dé como resultado un operador pertencente &

clase correspondente.

En realidade, e tal e como amosaremos neste Traballo Fin de Grao, o realmente in-

teresante é construir e considerar unha escala de clases de Schatten-von Neumann.

Con ese obxectivo en mente, comezaremos o noso estudo a partir do Teorema espectral
para operadores compactos e autoadxuntos e deseguido deduciremos un Teorema espectral
prescindindo da hipdtese alxébrica. Isto é, teremos & nosa disposiciéon unha descomposicion
semellante & que empregaba autovalores, s6 que desta vez a chave seran os conecidos como

nimeros singulares.

No segundo capitulo probaremos unha serie de propiedades e caracterizacions dos
numeros singulares. Entre estas, destaca a que nos permitird probar que as clases de

Schatten-von Neumann forman ideais bilateros.

Chegaremos as clases de Schatten-von Neumann no Capitulo 3 e amosaremos a partir
deste punto un estudo que nos indicard como caracterizalas e comprobar que, coa norma

axeitada, constitien un espazo de Banach.

Coa completitude garantida, podemos facer analise, e no Capitulo 4 optaremos por
unha das formas mais elementais para conecer propiedades dun espazo de Banach: estudar

o seu dual. Comprobaremos que o concepto de traza, e en particular os operadores clase
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traza, xogan un papel fundamental 4 hora de demostrar quen é o dual das clases de
Schatten-von Neumann, e empregando a desigualdade de Holder, remataremos probando
que o dual non é outro que a clase de Schatten-von Neumann conxugada, en clara analoxia

co que sucede noutras escalas de espazos de Banach.

Finalmente, destacamos que o presente Traballo de Fin de Grao ten como referencia
bibliografica fundamental a [7]. Boa parte dos seus contidos foron adaptados aos nosos
propositos, facendo sempre fincapé en deixar o mais claras posibles as demostracions e
refinando o material ata quedarnos tan sé cos resultados que xulgamos imprescindibles.
Doutra banda, a obra do matematico aleman A. Pietsch [5] constitie unha referencia
obrigatoria para profundizar nesta drea, pois recolle e amplia algins dos resultados aqui
presentados. A referencia [6], tamén do mesmo autor, foi empregada como guién para a

elaboracion desta introducion.



Capitulo 1

Teorema espectral e descomposicion

polar

Iniciamos o presente traballo co conecido Teorema espectral para operadores compac-
tos e autoadxuntos, resultado que pode verse como conclusion dun curso elemental de
espazos de Hilbert, pois tratase da extension natural a dimensién infinita da descomposi-

cién de Jordan xa ben conecida das materias de Alxebra Lineal.

A idea esencial: probar que existe unha base do espazo na que un operador —repre-
sentado mediante unha matriz— adopta forma diagonal, facilitando asi o calculo e com-

prension da sia accién mediante os seus autovalores e autovectores.

Para iso, ao xeneralizar o problema a dimensién infinita, debemos esixirlle ao operador
certa propiedade topoléxica —compacidade— e unha propiedade xeométrica-alxébrica —
ser autoadxunto—. Isto da boa conta do equilibrio entre topoloxia e alxebra lineal no que

habita a Analise Funcional.

Agora ben, en Matematicas sempre é interesante tentar rebaixar as hipdteses dos
teoremas xa conecidos e estendelos a outros supostos. Neste caso, farémolo eliminando a
hipétese alxébrica e permitindo que o operador actie entre dous espazos de Hilbert distin-
tos, dando lugar asi & conecida como representaciéon de Schmidt. O custo, que tornaremos
mais adiante en vantaxe, sera ter que falar da sucesion de nimeros singulares do operador

no canto da sua sucesién de autovalores.

Neste capitulo tamén falaremos da descomposicién polar dun operador compacto,

ferramenta que empregaremos en capitulos posteriores.



2 1. Teorema espectral e descomposicion polar

1.1. O Teorema espectral

Comecemos pois lembrando o enunciado do Teorema espectral para operadores com-
pactos e autoadxuntos. A sia demostracion é ben conecida e pode ser consultada na
maioria de manuais basicos sobre teoria de espazos de Hilbert ou anélise funcional; véxa-

se por exemplo [2, Theorem 159].

Teorema 1.1 (Teorema espectral para operadores compactos e autoadxuntos).
Se T € B(H) é un operador compacto e autoadzunto, entdn existe un sistema ortonormal
©1, P2, ... formado por autovectores del' con autovalores correspondentes Ay, Ao, ... de
zeito que
Ty = Z AT, on)pn  para todo x € H.
n

Ademais, se a sucesion de autovalores € infinita, enton lim A\, = 0.
n—oo

Nota 1.2 (Sobre o Teorema espectral para operadores compactos e autoadxuntos.).
O sistema ortonormal formado polos vectores ¢, (2, ... € unha base de Hilbert de Im 7" =

(ker T')*. Polo tanto, en virtude do Teorema da Proxeccién Ortogonal, temos que

x = Px+ Z(x, ©n)pn para todo x € H,
onde P: H — kerT' é a proxeccién ortogonal de H sobre ker 7.

A continuacién, prescindiremos da hipdtese “autoadxunto” e centrarémonos no estudo

dos operadores compactos entre espazos de Hilbert.

Para iso, comezaremos por enunciar e probar un resultado fundamental: o Teorema
espectral para operadores compactos. A demostracion deste resultado é breve e relati-
vamente simple, pero convén observar que depende fortemente do Teorema 1.1 anterior.
A idea chave da proba consistira en pasar dun operador compacto a un operador com-
pacto e autoadxunto e invocar logo o Teorema espectral para operadores compactos e

autoadxuntos.

Teorema 1.3 (Teorema espectral para operadores compactos. Representacién de Sch-
midt).
SeT € B(Hi,Ha) € un operador compacto, enton existen sistemas ortonormais o1, ps, - . .

en Hi ey, Yo, ... en Hao e niumeros reais non negativos A1, o, ... de zeito que
Ty = Z AT, on)n  para todo x € H,. (1.1)

Ademais, se a sucesion de escalares € infinita, enton lim A, = 0.
n—oo
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Demostracion.

Suponamos T # 0 € B(Hi,Hz), pois noutro caso o resultado enunciado é trivial
e consideremos o operador T*T € B(H;), que é compacto —por ser T compacto— e

autoadxunto ao ser un operador positivo:
(T*Tz,v) = (Tx,Tx) = ||Tx||* >0 para todo x € H,;.

Polo tanto, en virtude do Teorema 1.1 anterior, sabemos que existe un sistema ortonormal

©1, P2, ... en Hy de xeito que

T Ty = Z N Az, ), para todo x € Hy,

onde os escalares A/, son todos non negativos por ser 77" un operador positivo e \] >
A, > -+ > 0. Ademais, en virtude da Nota 1.2 anterior, para cada = € H;, existe un

unico y € ker T*T de xeito que

x:y—i-Z(x,gon)gan. (1.2)

Sexa 1), = ——=Tp,, para cada indice n. En tal caso, 1, 12, ... é un sistema ortonor-
/\!
n

mal en Hs. En efecto, pois:

1 1 )
<7/1n,¢m> - — )\/ )\/ <T80n7T90m> = —\/W<T Tgon,(pm>
)\/
— Xn)\_/ (Ons@m) = Opn.m para todo n, m.

Asi pois, tendo en conta que ker 7T = ker T' e partindo de (1.2), concluimos finalmente

que:
Tx—Ty—l—Z T, Pn Tgan—O—f—Z\//\’
= Z (2, on)0,  para todo x € Hy,

onde 1y, 15, ... € un sistema ortonormal de H; e A, = /N, para cada n, formando asi

unha sucesion decrecente de ntimeros reais non negativos que converxe a 0 no caso de ser

infinita. O

Nota 1.4 (Sobre a demostracién do Teorema 1.3).
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(a) Probar que ker T' = ker T*T" é doado: se Tx = 0 entén T*T'xz = 0 e reciprocamente,
se T*Tx = 0 entén 0 = (T*Tx,z) = (Tx,Tz) = ||Tz||* ou, equivalentemente,
Tz =0.

(b) Convén observar que os escalares \,, = /X, que aparecen en (1.1) son os autovalores
do operador raiz cadrada de T*T, operador ao que denotaremos por (T*T)? e que
satisfai (T*T)Y2(T*T)'? = T*T. Por comodidade, ¢ habitual denotar ao operador
(T*T)'/? por |T| e chamarlle valor absoluto de 7.

O Teorema 1.3 anterior permea a meirande parte das demostracions deste traballo e
constitie a orixe da discusién posterior ao dar lugar ao concepto de sucesion de niimeros
singulares que definiremos a continuacién. Destacamos, ademais, que a descomposicion es-

pectral para operadores compactos obtida recibe habitualmente o nome de representacion
de Schmidt.

Notese tamén que, en esencia, esta representacién indicanos que podemos falar dos
operadores compactos en espazos de Hilbert mediante sucesions de escalares converxentes

a cero.

Definicién 1.5 (Numeros singulares).
Dado un operador compacto T' € B(H1, Hs), chamaremos sucesion de nimeros singulares

de T' & sucesién de niimeros reais non negativos (A, ) que nos proporciona a descomposicién
de Schmidt en (1.1).

Por comodidade, empregaremos a notacién s, (7)) = A\, (|T]).

Tendo presente, pois, que a sucesiéon de nimeros singulares dun operador compacto
converxe a cero, o seguinte paso consistira en clasificar os operadores compactos segundo
a velocidade de converxencia a cero da siia sucesion de nimeros singulares. Presentaremos

esta idea en detalle no terceiro capitulo.

1.2. A descomposicion polar

Neste epigrafe presentaremos a descomposicion polar dun operador compacto. Para
iso, é preciso introducir primeiro o concepto de isometria parcial, pois xogara un papel fun-
damental en dita descomposicion. Sexan H; e Hsy dous espazos de Hilbert, U € B(H1, Hs)
e M C H; un subespazo pechado.
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Definicién 1.6 (Isometria parcial).
Dise que U é unha isometria parcial de M sobre U(M) se |Uz|| = ||z|| para todo = € M
e Uz = 0 para todo x € M+,

Teorema 1.7 (Teorema de descomposicién polar).
Se T € B(Hi,Ha) € un operador compacto, enton existe unha isometria parcial U €
B(H1,Hs) de (ker T)* sobre InT de modo que T = U|T| e |T| = U*T

Demostracion.

Tendo en conta a demostracién do Teorema 1.3 anterior (Teorema espectral para
operadores compactos), sabemos que existe un sistema ortonormal @1, s, ... en H; de

modo que para x € Hi:

T*T:U—ZV T, Pn)Pn,

T|x = Z A, 0n)@n, (1.3)

Tx = Z A (@, 00 ), (1.4)

onde A\, Ag,... é a sucesion de numeros singulares do operador T e 1, = 1/\, T'¢,, para

cada n. Ademais, dado que @1, ¢o,... é unha base de Hilbert de (ker T')t —véxase a
Nota 1.2 anterior—,

r = Z(x, ©n)n, paratodo x € (ker T)*. (1.5)

n

Consideremos logo o operador U € B(#H1, Hz) definido como:

Ur = Z(w, ©n)n, para cada x € H;. (1.6)

n

Probaremos que U é unha isometria parcial satisfacendo as propiedades indicadas no

enunciado.

Tendo en conta (1.6) e (1.5), obtemos que

1/2
HUQ;HZ(ZW,%)P) — |lz]l, para todo z € (ker T')*.
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Ademais, posto que ker T é un subespazo pechado, (ker T)* = ker T' e daquela, se z €
(ker T)*+ = ker T, entén é claro que {x,¢,) = 0 para todo n, pois @1, @, ... unha base
de Hilbert de (kerT)*. E dicir, acabamos de probar que Uz = 0 para todo x € kerT'.

Polo tanto, U ¢ unha isometrfa parcial de (kerT')* sobre ImT.

Tan sé resta probar que T'= U|T| e |T| = U*T. Para obter a primeira igualdade basta
empregar (1.3) e (1.6). En efecto, pois

U|T]x:U(Z)\ T, Pn) gon Z)\ 1, = Tx, paratodo z € H;.

Para a segunda igualdade, comezamos observado que para x € Hi e y € Ho,

(Uz,y) = (D (@, 0a)thny) = Y (@, 00y, 0hn) = (=, Z RUMICHNE

logo
Uy = Z(y,¢n>gpn, para todo x € H; e y € Ha. (1.7)

n

Polo tanto, empregando (1.4) e (1.7), concluimos finalmente que

U*T:U:U*(Z)\ X, On wn Z)\ on = |T|x, paratodoz € H;. O

O Teorema de descomposicion polar pode resumirse en que todo operador compacto
entre dous espazos de Hilbert é factorizable como composicién dunha isometria con pro-
piedades especificas e a accion sobre o espazo de partida do valor absoluto do operador

inicial, que é compacto e autoadxunto.



Capitulo 2
Propiedades dos niimeros singulares

O obxectivo deste segundo capitulo é presentar as propiedades mais relevantes da

sucesion de numeros singulares dun operador compacto.

Polo camino, considerando aproximantes de rango finito, obteremos unha caracteriza-
cién da sucesién de nimeros singulares. Isto resulta moi interesante, pois no Capitulo 1
os numeros singulares foron introducidos como os autovalores do operador valor absoluto,
pero agora seremos quen de entendelos e pensalos como a distancia entre certos espazos de
operadores. Ademais, esta caracterizacion sera imprescindible para probar os resultados

mais relevantes deste traballo.

2.1. Os nuimeros de aproximacion

Sexan X e Y espazos de Banach e T € B(X,Y).

Definicién 2.1 (Numeros de aproximacién e de Gelfand).

Definimos a sucesion de nimeros de aproximacion de T como:
a,(T) =If {||T —T,|| : T, € B(X,Y), rangT,, < n}
e a sucesion de numeros de Gelfand de T' como:

en(T) = f {||T|x, || : X, C X, codim X,, < n}.

7



8 2. Propiedades dos ntuimeros singulares

Como consecuencia inmediata da definicion:

a(T) = [T} = ax(T) = --- = 0,

a(T)=||T|| > co(T) > --- > 0.

Nota 2.2.

Notese que se T' é un operador compacto sobre o espazo de Hilbert H, entén a,, — 0. Isto
é sinxelo de comprobar fixandonos na definicién da sucesiéon dos ntimeros de aproxima-
cion, pois sabemos da teoria basica de espazos de Hilbert que os operadores compactos
conforman a clausura dos de rango finito. Esta afirmacion non é certa en xeral para os

espazos de Banach.

Nota 2.3.

Dados os operadores A e B, con rang A < k e rang B < [, verificase que
rang (A+ B) <k+1—-1

Isto ¢é facilmente comprobable se nos decatamos de que A(X) xerarase, ao sumo, por k—1

vectores bésicos, mentres que B(X) farao, ao sumo, mediante [ — 1.

Proposicién 2.4 (Propiedades dos niimeros de aproximacion).
Sexan X,Y,Z espazos de Banach e consideremos os operadores S,T € B(X,Y) e R €
B(Y,Z). Entén, dados os indices k,l € N, os nimeros de aproximacion verifican as se-

gquintes propiedades:

((Z) ak+l_1(RS) S ak(R) al(S).

(b) ak+l_1(5 + T) S (lk<S) + CLl(T).

Demostracion.

(a)

Tomemos ¢ > 0. En base & definiciéon dos ntimeros de aproximacién como un infimo
¢ inmediato decatarse de que existen operadores Ry € B(Y,Z) e S; € B(X,Y), con
rang Ry < k e rang S; < [, de xeito que:

HR—R1|| <ak(R)—l—€ (S HS—Slu <al(S)—i—5.
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Por outra banda, tense que
rang (R15' — Rlsl + RSl) =rang (Rl(S — Sl) + RSl) <k+1-— 1,
e polo tanto:
ak+l,1<RS) S HRS - Rl(S - Sl) - RSlH
< [R= R[S — Sl
S (ak(R) + 6) (al(S) + 8).
Finalmente, tomando ¢ — 0 chegamos ao resultado buscado:

ak+l_1(RS) S ak(R) CL[(S).

(b)

Tomemos € > 0. Aplicando de novo o razoamento do anterior apartado, existen ope-

radores S1, 71 € B(X,Y), con rang Sy < k e rangT; < [ de xeito que:
15 = S1ll < ax(S) + e,
T —Ti|| < a)(T) + €.
Por outra banda, tense que
rang (S1 +T1T1) <k+1-1,
e polo tanto:

a1 (S+T) < [|S+T =5 =T
< |5 =51 + | T = T1]l
< (ar(S) +¢) + (a(T) +¢).

Finalmente, tomando ¢ — 0 chegamos ao resultado buscado:

ak+l_1(5 + T) S ak(S) + al(T). ]

Teorema 2.5 (Coincidencia das sucesions anteriores para os operadores compactos).

Se T € B(H1,Ha) € un operador compacto, enton

a,(T) = ¢, (T) = 5,(T) para todo n € N.
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Demostracion.

Sexa T,, € B(Hi,Hs) tal que rangT,, < n. Se consideramos X, = kerT,, ent6n

codim X,, < n e daquela, dado que T'— T,, é unha extensién de Ty, ,
en(T) < Tx, || < 1T = Tall,

polo que ¢,(T) < a,(T) para todo n € N.
Doutra banda, se X,, C H; é tal que codim X,, < n e P, é a proxeccién ortogonal
sobre X,,*, entén para T, = TP, temos que rangT,, < n e daquela,

an(T) < T = Toll < ITx.1l,

polo que a,(T) < ¢,(T) para todo n € N.

Dado que por hipétese T' € K(H1, Hz), podemos falar da descomposiciéon de Schmidt

de T'; sexa logo

Tx = Z sn(T)(z, on)tn, para cada x € H;.
n=1

e consideremos para cada n € N o operador 7, dado por

n

T,z = Z s;(T){x, p;)p;, para cada x € H;.

Jj=1

En tal caso, sen méis que aplicar a desigualdade de Bessel, xa chegamos a que

a,(T) < ||T = T,|| = s.(T), para todon € N.

Para probar a desigualdade oposta, para cadan € N, sexa T,, € B(H1, H2) un operador

arbitrario de rango finito con rangT;, = m < n. Daquela,

T,x = Z(az, v.)w, para todo x € H;. (2.1)

r=1



2.1. Os nimeros de aproximacién

Consideremos o seguinte sistema de m ecuaciéns lineais e n > m incégnitas:

( n

Z(SO]J U1> 0
7=1
Z(@ja U2>77j = Oa
j=1

n

Z(S%u Um>77 =0.

\ J=1

11

Dado que se trata dun sistema compatible indeterminado —pois temos mais incognitas

que ecuaciéns—, podemos escoller unha solucién (7, ..., n,) non trivial tal que

n
2 _
> Inil* =
=1
Asi pois, se agora escollemos

XTo = angpj c 7‘[1,

Jj=1

entén ||zg|| = 1 e —tendo en conta (2.1)—

Tnxo = Z < angpjavr>wr - Zwr an<90jvvr> = 07
r=1  j=1 r=1  j=1

Polo tanto, tendo en conta a monotonia dos niimeros de aproximacion,

1T = Toll = [I(T" = To)oll = [[Toll

:HZZ;S] UJ@Z)J“—(ZSJ )l ) 8
> (5,2(1) Z )" = 5.1,

Logo debe ser a,(T') > s,(T).

Proposicién 2.6 (Propiedades dos nimeros singulares).

Sexan os operadores T € K(H1,Hs), R € B(Ha, Hs) e S € B(Ho, H1). Enton, para todo

n € N verificanse as sequintes propiedades:

(a) sn(RTS) < |[R] sa(T) S]]

(0) Snim-1(S+T) < 5,(9) + 5, (T).
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Demostracion.

Ambas propiedades consisten na aplicacion do Teorema 2.5 anterior sobre as respec-

tivas afirmacions da Proposicién 2.4.

(a)

Tomemos k£ =n e [ = 1 na primeira das propiedades da Proposicion 2.4. Entén:
sn(RTS) < 51(RS) 50(T) = | RS| 50(T) = || R| s(T) [| S]],

CcOomo queriamos ver.

(b)

Inmediato a partir do Teorema 2.5 sobre a segunda das propiedades. O



Capitulo 3
Clases de Schatten-von Neumann

Os resultados que mostramos neste capitulo constitiien o nucleo deste Traballo Fin
de Grao, pois introducimos e estudamos aqui as clases de Schatten-von Neumann para
I <p<oc

A idea esencial consiste en clasificar os operadores compactos segundo a velocidade
de converxencia (a cero) da sia sucesién de nimeros singulares. Isto é, falando de xei-
to informal, estableceremos unha especie de “indicador do grao de compacidade” dun
operador. Os espazos de sucesiéns ¢, xogaran un importante papel, pois fixarémonos na

p-sumabilidade da sucesiéon de niimeros singulares.

A clase de operadores obtida ao considerar p = 2 sera especialmente interesante.
Tratase dos conecidos como operadores de Hilbert-Schmidt e coa norma axeitada formara
un espazo de Hilbert. A pouco que reflexionemos, isto non deberia sorprendernos pois
xa conecemos outras escalas de espazos de Banach nas que o espazo asociado ao indice
2 ¢ o que mellores propiedades presenta. En ltima instancia, isto é debido & validez do
Teorema de Pitdgoras, piar sobre o que se fundamenta a Xeometria tamén en dimension

infinita.

Ao longo deste capitulo probaranse distintas caracterizaciéns dalgunhas clases de
Schatten-von Neumann e remataremos probando a sua completitude respecto de certa
norma axeitada que non serd a do espazo de operadores (B(H),||-||). Isto é, obteremos

unha nova escala de espazos de Banach.

13



14 3. Clases de Schatten-von Neumann

3.1. As clases de Schatten-von Neumann

Comezamos coa definicion das clases de Schatten-von Neumann.

Definicién 3.1 (Clases de Schatten-von Neumann).
Para 1 < p < 00, a clase de Schatten-von Neumann S,(H) é a familia de operadores dada
por:
Sp(H) ={T € K(H): (sn(T))nen € £p}-
Para cada operador T' € S,(H) consideraremos

o0

o1) = (X samy) .

n=1

e referirémonos a Sy(H) como o espazo de operadores de Hilbert-Schmidt.

Nota 3.2 (Ideais de operadores).

Lembremos que pola Proposicién 2.6 tense que
sn(RT'S) < [|R][ sa(T) [IS]],

0 que nos permite afirmar que as clases S,(#) tefien estrutura de ideal bildtero de B(#).
Isto é facil de ver, pois ao compofier un operador 7' € S,(H) pola esquerda e pola de-
reita con operadores lineais e limitados R e S de B(#H) poderemos limitar cada un dos
numeros singulares da composicion mediante os correspondentes nimeros singulares de T'

(escalados por unha constante real), facendo que o operador RT'S quede en S,(H).

Noétese tamén que Soo(H) = K(H), sendo K(H) o espazo formado por todos os opera-

dores compactos en H.

A continuacién probaremos unha serie de lemas que seran utiles para obter caracteri-
zacions das clases de Schatten-von Neumann en funciéon do comportamento asintético da

sucesion de nimeros reais (||7e,]|), onde (e,) é un sistema ortonormal.

Lema 3.3.
Os operadores de rango finito son densos en S,(H) para todo 1 < p < oo.

Demostracion.

Basta con truncar a orde N, para NN suficientemente grande, a suma da descomposicién
espectral de T € S,(H). O
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Lema 3.4. T € S,(H) <= |T| € S,(H)

Demostracion.

Lembremos que os operadores T' e |T'| tenen os mesmos numeros singulares, pois se

escribimos as stas descomposicions espectrais:

TTx—Zs Z, Pn)Pn,

oo

(T°T) 2 = |T|z =Y s0{x,00)@n,
n=1
Tx = Z $p (T, ) Un. O

Lema 3.5. Se T € B(H) ¢ (én)nen € (€n)nen son dias bases de Hilbert de H, entdn
Z I Tenl* = Z I Tenl”.

Demostracion.

En efecto, pois en virtude da identidade de Parseval, temos que

Z | Ten|* = Z Z (Ten, em)|? = Z Z |(en, T em)|?

n=1m=1 n=1 m=1
=SS e e = 3 T (3.1)
m=1 n=1 m=1

e agora, aplicando novamente a identidade de Parseval,

Z [Ten|? = Z Z [(Ten, em)|? = Z Z [(en, T em)|?

n=1 m=1 n=1 m=1
=3 > KewTren)P =D 1T enl® = > [Tl
m=1 n=1 m=1 n=1
onde na tultima igualdade empregamos (3.1). O

Estamos xa en condiciéns de obter unha caracterizacién de Sy(H). O resultado é in-
teresante, pois logramos a equivalencia entre a pertenza a devandita clase, que foi definida
en base & converxencia dos nimeros singulares, e a existencia dunha base de Hilbert sobre
a que a suma das normas ao cadrado da acciéon do operador converxa, o que é a priori
mais sinxelo de comprobar. Polos mesmos motivos, proporciénanos tamén un xeito mais

préactico de obter 05(T"), parametro que adquirird relevancia na seguinte seccion.



16 3. Clases de Schatten-von Neumann

Teorema 3.6 (Caracterizacién da clase Sa(#H) en B(H)).
Sexa T € B(H). En tal caso,

TeS(H) = Z |Ten|* < 0o para algunha base de Hilbert (e, )nen de H.

n=1

Ademais, para todo operador T' € Sy(H),

Z |Te,||?, sendo (e,)nen unha base de Hilbert de H. (3.2)

n=1

Demostracion.
13 i 2

Comezaremos probando que T € K(H). Para iso, tendo en conta a Nota 3.3 e a
definicion dos numeros de aproximaciéon en termos de operadores de rango finito, basta

probar que a,(7) — 0 cando n — 0o. Non obstante, dado que para cada n € N,
an(T) = CH(T) = inf {||T|Xn|| 1 Xn C X, codim X, < n} < ||T|span{el ,,,,, en71}J-||7

basta en realidade ver que ||T| | = 0 cando n — oc.

span{ei,...,en—1}+
Sexa logo = € span{ey,...,e, 1}+ con ||z|| < 1 arbitrario. En tal caso,
© 2\ /2
r=Y(wee; ezl = (D lwen) " <1
j=n j=n

Daquela, empregando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

Tl = || > (@, e)Tes]| <Dl e [T
j=n j=n

< (Slwed)” (Shrer?) ™ < (Siren?) ™

Polo tanto, tendo en conta a hipotese sobre a converxencia da serie,

° 1/2
1T |spanges,.en_13+ 1 < (Z HTej||2> — 0 cando n — oo.

j=n

Deseguido probaremos que o2(7") < co. Se

To=> su(T){x, on)tn, = €H, (3.3)
n=1
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é a representacién de Schmidt do operador T, entén —dado que H = ker T' @ (ker T)*
(©n)nen ¢ unha base de Hilbert de (ker T')*— podemos completar (¢, )nen ata obter unha

base de Hilbert (¢,,)nen de H. En tal caso, en virtude do Lema 3.3 anterior,

Z I Ten|* = Z ITGnll?,

pero dado que T'¢,, = 0 se ¢,, € kerT', en realidade

ZHTQZD”HQ :Z||T90n”2 ZHSH Yionll* = Z n(T)%,
n=1 n=1 n=1

0 que nos permite afirmar que
° 1/2 ° 1/2
= (Xsm?) " = (T Ire?) <o
n=1 n=1

[13 2
—

Se T' € S3(H) entdn, en particular, T' € K(H) e daquela podemos falar da stia repre-
sentacién de Schmidt. Asi pois, se (e,)nen € unha base de Hilbert de H, empregando a

mesma notacion ca en (3.3), temos agora que

[Ten||* = (Ten, Ten) = <25k (en, Pr wkysz {en; P 2/fk>

2{: en7¢k>P

k=1

e daquela, en virtude da identidade de Parseval,

(e} o0

D olTenl? =D sk(T)* D e on)] Z ) lloell”
n=1 k=1 n=1

P
= Zsk(T)2 = 05(T)? < o0,
k=1
obténdose ademais a identidade enunciada en (3.2). O

Nota 3.7. Na demostracién do Teorema 3.6 anterior probouse que a cantidade Z | Ten|?

n
¢ independente da base ortonormal escollida aplicando a identidade de Parseval, despois

pasando ao operador adxunto, permutando as sumas e volvendo aplicar Parseval de novo.

Notemos que ||Te,| = Z| Ten, zm)|?. Por tanto, o feito de que o exponente desa
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cantidade sexa 2 permite eliminar a raiz cadrada e levar a cabo a permutacién dos suma-
torios, mentres que no caso de S,(H) con p > 2 non podemos facer o mesmo. Isto acaba
causando que no Teorema de caracterizacién dos operadores de S,(H)(3.8) escribamos

0,(T") como un supremo.

Teorema 3.8 (Caracterizacion da clase S,(H) con p > 2 en K(H)).
Sexap>2eT € K(H). En tal caso,

TeS,(H) = Z ITe,||” < oo para toda base de Hilbert (e,,)nen de H.

n=1

Ademais, para todo operador T € S,(H),

o,(T) = sup {(Z ||Ten||p> . (en)nen base de Hilbert de 7—[}

Demostracion.

Dado que T € K(H), podemos falar da sta descomposicién de Schmidt:

o0

Tx = Z Sn(T)(z, on)thn, x € H.

n=1
“g ”

Razoando coma na primeira parte da demostracion do Teorema 3.6 anterior, podemos

completar (¢, )nen ata obter unha base de Hilbert (¢, )nen de H. En tal caso, por hipétese,

o0

00 > Z [T pnll” = Z lsn(T)nll? =Y su(T) = (T

n=1
U

Sexa (e, )nen unha base de Hilbert de H arbitraria. En tal caso, empregando a desigual-
dade de Hélder —con exponentes conxugados p/2 e 1/(2—1/p)— primeiro e a desigualdade

de Bessel despois, obtemos que:

o0 [e.9]

ITeall® =D si(T)en ) = Y s5(T)* e, 03)| 1 ens i) P77

Jj=1 j=1

< (35 @Plfen) )M(Z! (e )P

< ( si(T)"[{en, @) > lenll = <ZSJ em%>‘2)2/p.

1-2/p

<.
Il

NE

1

<.
I
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Por tanto,

| Te,||P < Zsj [(en, ¢;)?, para todon € N,

de onde se segue —aplicando a identidade de Parseval— que

Z [ TenllP <3 s (T)[{en, o)) ]* = Z pZ| en, 05)]
n=1 j=1 Jj=1
= 5T lleal> =Y s;(T)P = 0,(T) < 0. O
7j=1 Jj=1

3.2. O espazo de Banach (S,(H),0,)

Os seguintes resultados axudarannos a probar que o, verifica a desigualdade triangular

e, en xeral, que define unha norma na clase de operadores S,,.
Proposicién 3.9 (Caracterizacién dos operadores positivos de S,(H)).

Sexap>1eT € K(H) un operador positivo. En tal caso,

TeS,(H) = Z (Ten,en)|P < oo para todo sistema ortonormal (e,) de H.

n=1

Ademais, para todo operador T' € S,(H) positivo,

1/p
o,(T) = sup {<Z| Te,,en) ) : (en) sistema ortonormal en ’H} (3.4)

Demostracion.

Todo operador positivo é autoadxunto. Polo tanto, cando consideramos un operador
compacto e positivo, en realidade, estamos a falar dun operador compacto e autoadxunto.
Asi pois, se T' € B(H) é un operador compacto e positivo, entén podemos considerar a

sta representacion espectral, que vird dada por
Tr = Z $n(T, on)n para todo x € H, (3.5)

onde (¢n)nen é certo conxunto ortonormal en H.
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13 ”
et

Sexa T' € S,(H) un operador positivo arbitrario e (e,) un sistema ortonormal en H
escollido tamén de xeito arbitrario. Se P ¢ a proxeccion ortogonal de H sobre ker T', enton
{(On, Pen) = 0 para todo n, m € N —pois (¢n)nen é unha base de Hilbert de (ker T')t—
e daquela, empregando (3.5),

[M]8

Sn(T)€ms Pn)Pn, Pem + Z(ema 90n>90n>

1 n=1

sn(T)(em: o) |-

(Tepm, em) = <

3
Il

NE

1

S
Il

Se ¢ é o exponente conxugado de p —isto é, ¢ tal que 1/p + 1/q = 1— e reescribimos
a espresion anterior en termos destes exponentes, empregando a desigualdade de Holder

obtemos que

sn(T)[{em, 90n> |2/p [{em, 90n>|2/q

< < 3 Sn(T)pKema(Pn >1/p (Z’ em?@n )l/q

n=1

|<T€ma 6m>| =

WE

3
Il
_

< (X sulmltem enl?) "

n=1

onde a derradeira cota ¢ consecuencia da desigualdade de Bessel.

Agora, elevando a p e sumando en m, obtemos finalmente que

> UTem, em)l” S > 5T {em, on)]”
m=1 1 n=1
(T~ [em, en)l

m=1

Mg HM8

3
Il
—

NE

$n(T)? = 0,(T)P < oo por ser T € S,(H),

Il
—

n

onde —novamente— a derradeira cota é consecuencia da desigualdade de Bessel.

Ademais, dado que o conxunto ortonormal (e,) foi escollido de xeito arbitario en H,

podemos afirmar que

> 1/p ]
sup { ( Z |(Te,, en)]p> : (e,) sistema ortonormal de 7—[} < o,(T). (3.6)
n=1
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13 ”
P

Basta empregar a representacion espectral (3.5) para observar que

op(TV = salTP = [Tpn on)l”
n=1 n=1
< sup { Z |(Te,,e.)|P: (e,) sistema ortonormal de H}, (3.7)
n=1

logo 0,(T) < o0 e, polo tanto, T' € S,(H).

A identidade enunciada en (3.4) é consecuencia de (3.6) e (3.7). O

Teorema 3.10 (Caracterizacién alternativa dos operadores de S,(H)).
Sexap>1eT € K(H). En tal caso,

TeS,(H) = Z |(Ten,en)|P’ < o0 para calquera (e,) e () sistemas ortonormais en H.

n=1
Ademais, para todo operador T € S,(H),
o,(T) = sup { ( i [(Ten,en) |p) 1/p: (en), (en) sistemas ortonormais en 7—[} (3.8)
n=1
Demostracion.
“

Sexa T' € S,(H) un operador escollido de xeito arbitrario. En tal caso, empregando a
descomposicién polar de T' (véxase o Teorema 1.7 anterior), concluimos que se (e,) e (&,)

son dous sistema ortonormais en H, entén

D NTen )P = [UITlen, )P = [(|T]en, Uren)|?
n=1

n=1 n=1
o
< sup { Z |{|T'|en,en)|P: (€n), (€,) sistemas ortonormais en H}
n=1

Probaremos que tal supremo —no que non aparece o operador 7', senén |T'|— é finito.

En primeiro lugar, empregando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a definicién da
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norma, obtemos que

(I T len, en) | = ([T en, |T|?e,) |
< TV enl® 1T e
= (|T"2en, ITV?en) (IT|"?en, |T|e0)
- <|T|en> en> <|T|5n75n>

e daquela, elevando ambos membros da desigualdade anterior a p/2 e sumando en n,
concluimos que

o0 o0

> KIThen 0}l < 30T lew 20 (Tl 201"
n=1

< (S hne)” (S nar) ™

n=1 n=1

sendo a derradeira cota consecuencia directa da desigualdade de Holder.

Agora ben, dado que |T| é un operador positivo e T € S,(H) < |T| € S,(H),

podemos invocar a Proposicién 3.9 anterior para concluir finalmente que

STl en)?) " (ST 20
( )

n= n=

Y < o (T2 (o, () 2

= (0p(T)")'? (0,(T))"/? = 0, (T)"
Asi pois, para T' € S,(H),

sup { Z [(Te,,en)|P: (en), (e,) sistemas ortonormais en ”H}

o0
< sup { Z |{|T|en, en)|?: (€n), (€,) sistemas ortonormais en H}

(3.9)

< o0,(T)? < 0.

(13 2
<

Consideremos a representaciéon de Schmidt do operador T*:

Tx = Z Sn(T, ©n)n para todo x € H.
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En tal caso,

n=1

:an Z|T90n7¢n
n=1

< sup { Z [(Ten,en)|P: (en), (en) sistemas ortonormais en 7—[} (3.10)

n=1

Polo tanto, 0,(T) < 0o e, equivalentemente, 7" € S,(H).

A identidade enunciada en (3.8) é consecuencia de (3.9) e (3.10). O

Corolario 3.11.

(Sp(H),0p) € un espazo vectorial normado.

Demostracion.

Basta comprobar que 0,: S,(H) — R satisfai as propiedades da definicién de norma:

(N1) 0,(T) > 0 para todo T € S,(H) e 0,(T) =0<=T =0 € S,(H),
(N2) 0,(AT) = |N 0,(T) para todo T € S,(H) e A € K,
(N3) 0,(T'+ 5) < 0,(T) 4 0,(S5) para todo T, S € S,(H).
As duas primeiras propiedades son consecuencia inmediata do caracter non negativo

dos nimeros singulares e da descomposicién de Schmidt.

Para probar a desigualdade triangular, sexan (e,) e (g,,) dous sistemas ortonormais en

H arbitrarios. En tal caso, para dous operadores T, S € S,(#) arbitrarios, temos que

1/p

<i (T + S)en,gn>|p>1/p _ (i(’@emgn)] + ’<S€n7€n>‘)p>

<Z|Ten,gn ) (Z|Sen,5n >p

e daquela, empregando o Teorema 3.10 anterior, concluimos que o,(T" + S) < 0,(T) +
a,(95). O

Lema 3.12 (Continuidade dos ntimeros singulares).
SeT, =T en (B(H),| - |I) enton s;(T,,) = s;(T) en (R, |- |) para todo j € N,.
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Demostracion.

Tendo en conta a Proposicién 2.6 anterior, sabemos que para dous operadores calquera
A, B € B(H),

Sp(A+ B) = spy1-1(A+ B) < sp(A) + 51(B) = sp(A) + || B
e daquela, considerando S = A+ B —e entéon B = S — A— deducimos que
|sn(S) — sp(A)] < [|S — Al para todo n € N.
Polo tanto,
15(T0) = 5;(T)| < T = T para todo n, j € N;

e asi pois, tendo en conta a hipotese, para cada j € N, temos que

lim s;(7T,) = s;(T). O

n—oo
Rematamos a seccion probando que ao considerar unha norma axeitada, dotamos as
clases de Schatten-von Neumann da estrutura de espazo de Banach, o que constitie un
paso fundamental para facer analise sobre elas, pois gozaremos da importante propiedade

da completitude.

Teorema 3.13.

Para 1 < p < 00, o espazo vectorial normado (S,(H),0,) € un espazo de Banach.

Demostracion.

Sexa (T}, )nen C Sp(H) unha sucesion de Cauchy arbitraria en (S,(H), 0,); probaremos

que (T,,)nen € converxente en (S,(H),0,).

Comecemos observando que, en realidade, (7},)nen tamén é unha sucesién de Cauchy

en (B(H), || - |I). En efecto, pois para calquera operador S € S,(#) tense que

- 1/p
5] = ax(8) = 51(8) < (D su(8)7) " = 0 (9).
n=1
Polo tanto, dado que (B(H), || - ||) é un espazo completo, sabemos que existe T' € B(H)
de modo que ||T,, — T|| — 0 cando n — oo. Ademais, dado que KC(#H) é pechado en

(B(H)), |l - ) e (Th)nen € K(H), concluimos que T' € C(H).

A continuacién probaremos que T' € S,(H) e que 0,(T — T,,) — 0 cando n — oo.
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Por ser (1;,) C S,(#H) unha sucesién de Cauchy en (S,(H),0,), dado ¢ > 0 existe
N € N de xeito que

0p(Tn = Tp) =Y 8;(To = T)’ <" sen,m>N

Jj=1

e dado que os ntimeros singulares son non negativos, podemos afirmar que

Z s;(T, —T,,) <&’ para calquera L € N sen, m > N. (3.11)

Jj=1

Asi pois, tomando limite cando n — oo en (3.11) e empregando o Lema 3.12 anterior,

chegamos a que
L

Zsj(T—Tm)p<5p sem >N

j=1

e tomando agora limite cando L — oo na expresion anterior concluimos finalmente que

Zsj(T—Tm)p<€” se m > N.
j=1
Edicir,
e p
ap(T—Tm):<Zsj(T—Tm)p> <e sem >N,
j=1

de onde se segue que T € S,(H) e que T,, = T en (S,(H),0,). O
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Capitulo 4

O espazo dual de S)(H)

Neste capitulo continuamos co estudo das clases de Schatten-von Neumann. Agora que
xa sabemos que coa norma axeitada son espazos de Banach, o natural é acometer unha
analise mais profunda dos seus elementos, e un bo punto para comezar resulta ser o estudo
do seu dual. E dicir, empregaremos as ferramentas mais sinxelas das que disponiemos: as
aplicaciéns (lineais e continuas) que operan entre o espazo e o corpo de escalares. O
resultado sera analogo ao dos espazos de sucesiéns, pois os dual consistird na clase de

Schatten de indice conxugado, o que nos indica a presenza da desigualdade de Holder.

Veremos que para chegar ao dual a chave sera definir o concepto de traza dun operador
e aproveitarse da sua invariancia con respecto da base escollida e da sia boa definicion

para os operadores de S.

4.1. O concepto de traza dun operador

Definicién 4.1 (Traza dun operador).
Se (en)nen C H é unha base de Hilbert de H e T € B(H), definese a traza de T sequndo
(e,) como
tr(en)nen ] = Z(Tek, er),
k=1

sempre e cando a serie anterior sexa converxente.

O seguinte resultado é fundamental, pois permitiranos construir na seguinte secciéon o

espazo dual das clases de Schatten-von Neumann, ademais de asentar a nocién de traza

27
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dun operador, que noutros espazos non gozaria dunha boa definiciéon. Por iso, chamamos

a S; a clase traza.

Teorema 4.2 (A traza é un invariante en S;(H)).
Se (en)nen € H € unha base de Hilbert de H e T € S1(H), entdn a serie que define d
traza de T € absolutamente converzente e o seu valor ¢ independente da base de Hilbert

escollida.

Demostracion.

Consideremos a descomposiciéon de Schmidt do operador T' € S;(H)

[e.9]

Z T, on)Un, reH.

=1

En tal caso, empregando a desigualdade triangular, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e

a desigualdade de Bessel, obtemos que

oo o0
Z’ Tey, ex)| Z| an {ek, n ¢n,€k>|
k=1 k=1

oo

1> su(T){ers @n) (Won, k)|

1 =1

Z |8”(T) <€k7 Son><wn7 €k>|

n=1

Sn Z’ ek,SDn @Z)naek)‘

sl (f] erenl?)” (3 )"

1 =1

Mg

b
Il

M]3

B
Il
—

Mg

N
I
—

Mg

S
I

<D sa(Dllealllnll = Y 5a(T)

e finalmente, tendo en conta que —por hipétese— 17" € S;(H), concluimos a converxencia

absoluta anteriormente enunciada.

A continuaciéon probemos que o valor da suma é independente da base de Hilbert de
‘H escollida. En efecto, pois empregando novamente a representacién de Schmidt de T

sabemos que

Z<T€k7€k> - an Z ekvgpn 77Z)mek>
k=1 n=1 k=1
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e operando na segunda serie concluimos que

Z ekaSOn wTL?ek) <Z<wmek;>€k7<90naeka>ek>
k=1 k=1
Polo tanto,
trT' = Z<T6k‘7€k an ¢na¢n
k=1 n=1
expresion claramente independente da base de Hilbert considerada sobre H. O

Nota 4.3. En virtude do Teorema 4,2 anterior, para operadores T" € S;(H), o concepto

de traza estd ben definido, polo que empregaremos simplemente a notacion tr 7.

Proposicién 4.4 (Propiedades da traza).
SeT, S €S (H), enton:

(a) tr(aT + BS) = atrT + GtrS para todo «, 5 € C;

(b) trT* =trT.
SeT e€S,(H) e SeS,(H) conp eq exponentes conzugados, enton
() ST, TS € S§i(H), tr (ST) =tr(T'S) e |tr (ST)| < 0,(T) 04(95).

Demostracion.

(a)

Dedtcese inmediatamente a partir da definicion de traza sen mais que ter en conta as

propiedades do produto escalar.

(b)

Consideremos a descomposicion de Schmidt do operador T

Tx—an (x, on)n, reH.

En tal caso,

(Tz,y) = an = (x, an Y, n)pn), paraz,y € H,
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o cal implica que

T = su(T){x,dn)pn, wEM (4.1)

n=1
E dicir, (4.1) é a representacién de Schmidt do operador T* e daquela, agora é claro que
T € §i(H) e que o1(T*) = o1(T).

Asi pois, dado que T* € §1(H), a traza de T* estd ben definida e

tr 7" = i(T*ek, 6k> = i ek, Tek i Tek, ek
k=1 k=1 k=1

(c)

Tendo en conta a hipotese e empregando unha desigualdade tipo Hélder sobre os

nimeros singulares (que non probaremos aqui), basta observar que

(ST) = i s;(S (isj(s)q)”q (i sj(T)P)l/p = 0,(8) 0, (T) < o0,

Jj=1 Jj=1 Jj=1

para concluir que ST € S§;(H). Para probar que T'S € §;(H) procédese de forma comple-

tamente andloga.

Ademais, como vimos na proba do teorema 4.2 anterior, verificase que
oo oo
trT| =) (Tex, ex)] Z Ter, ex|) < o1(T),
n=1 n=1

0 que nos permite concluir que

[tr(RT)| < 01(RT) < 0,(T) 04(R).
Para probar a igualdade das trazas faremos uso da descomposicién de Schmidt de 7"

Taf—an T, o), € H.

En efecto, pois en tal caso

STy = Z Sn(T)(z, 0n) S, para todo x € H,
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de onde deducimos que

tr (ST = Z<ST‘:D7% Pn) = an(Tﬂs%, Pn)-

Doutra banda, dado que
TSz = Z sp(T){Sx, u), paratodo x € H,

obtemos igualmente que

n= 1

Nota 4.5 (O produto interior do espazo de Hilbert—SChmidt).

Empregando os resultados enunciados na Proposicion 4.4 anterior e definindo
(T,S) =tr (T*S) paraT S € Sy(H)

obtemos que (-,-) define un produto interior na clase de Schatten-von Neumann Ss(H).
E ademais, para T' € Sy(H),

VAT, T) =/t (T"T)

=D (T Teier) = | > (Tei, Te)) = | Y | Tei|> = 0a(T).
=1 =1

i=1

Polo tanto, (S,, 09) é un espazo de Hilbert, pois a norma o, deriva dun produto interior.

Pédese probar facilmente que para p # 2, a clase de Schatten-von Neumann (S,(H), o)

non é un espazo de Hilbert.

4.2. O dual das clases de Schatten-von Neumann

Lema 4.6.

Dados dous vectores x,y € H consideramos o operador T, ,: H — H definido como
Tyyz = (z,y)x para todo z € H.

En tal caso, para calquera S € B(H),

tr (13,5) = (Sz,y).
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Demostracion.

Basta observar que se (ej)ren é unha base de Hilbert de H, entén

tr (15,,5) = Z( yS€L, €) Z ((Ser,y)z, ex)
k=1 k=1
= Z<S€k7 (x,ep) Z er, S*y) (x, ex)
k=1 k=1

O

O seguinte resultado constitie a porta de acceso a unha caracterizacion do dual das

clases de Schatten-von Neumann, pois mostra unha relacion de dualidade entre as normas

cuxos indices sexan exponentes conxugados.

Teorema 4.7 (Caracterizacion case-dual de oy,).

(a) Dado T € S1(H), enton

o1 (T) = sup {\tr(ST)] .S € B(H) con ||S|| = 1}

(b) Dado1l <p<ooeT eS,(H), enton

o,(T) = sup {|tr(ST)| t0g(S) = 1} con —+ — =1

(¢) DadoT € K(H) = Sx(H), enton
0oo(T) = sup {|t7’(ST)| : S € S1(H) conoy(S) = 1}
Demostracion.
“
En virtude da Proposicién 4.4, podemos afirmar que:
[tr(ST)| < 0p(T) 74(5),
de onde se conclie que

sup{[tx(ST)| < 0,(S) = 1} < 0,(T),

(4.2)
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o cal vale para as tres casuisticas formuladas no enunciado.
C(>77

Separemos a demostracién desta desigualdade para cada un dos tres casos.

(b) Sexal <p<ooeT € S,(H).

Consideremos a descomposicion de Schmidt de 7',

Tx =Y su(T){x, on)n.

Tomemos o seguinte operador:

Syr = ( ﬁ: sn(T)p> i ﬁ: Sn (VP9 (2, 10 n.

E inmediato decatarse de que Sy ¢é un operador de rango finito para cada N € N,

polo que, en particular, Sy € S,.

Noétese, ademais, que a expresién de Sy non € outra cousa que unha descomposicion

de Schmidt (o que permite ver, en efecto, que é de rango finito):
N N 1/q
SNI' = Z ( Z Sn<T)p> Sn(T)p/q <JI, ¢n>§0n7
n=1 n=1
onde o que hai entre parénteses son os nimeros singulares de Sy.

Consecuentemente, tense que:

N N ” a7 1/q N N . 1/q
o= [Z((an@)p)‘/sﬂ)p/q) ] - [Z((anmp) wv)
- (Strr) (S

(4.7)
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Unha vez feita esta comprobacién, obtenamos o seguinte:

(>

— ( iv: s, (TP “ta f: sn (TP f: si(T)(x, ;) (i, n)on
(
(

(4.8)
onde no derradeiro paso empregamos que §—i—1 = p por seren exponentes conxugados.
Polo tanto, tomando x = ¢,, no anterior e introducindoo na definicién dada de traza:

SNT) = 3 (50T ) — (ﬁ ()"

n=1

1

onde empregamos que —% +1= ’

Asi, concluimos que, para todo NV € N,

N 1/p
sup{[tr(ST)| : o,(S) = 1} > <an(T)p) = 0, (T),
n=1
COImo queriamos ver.

(a) Sexa T € S1(H).
Tomemos o seguinte operador:

N
SN'I = Z<Q?, ¢n>90n
n=1

Consecuentemente, tense que:

0oo(Sn) = [|1Sx [l = 1,
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e por inmediata analoxia co apartado previo:

N

SyTx = Z Sn(T)(x, ©0) Pn-

n=1

Polo tanto, tomando z = ¢,, no anterior e introducindoo na definiciéon dada de traza:
N
tr(SNT) =) sa(T).
n=1
Asi, concluimos que, para todo N € N,

N
Sup{[r(ST)] : 0o(8) = 1} = 3 50(T) = 1 (T),
n=1
como queriamos ver.
(c) SexaT € K(H) = So(H).
Tomemos o seguinte operador de rango 1:
Ry = (z,9)p.
Consecuentemente, se ||| = ||| = 1, tense que:
01(Rpy) = [[Rpull = 1,
e en virtude do Lema 4.6 anterior:
[tr( Ry T)| = [(Tp, ).
Asi, concluimos que

sup{[tr(ST)| : 01(S) = 1} = sup{[(T'p, ¥)| : [l = [Pl = 1} = T},

Cco1mo queriamos ver.

Lema 4.8.
Sexa B: H x H — K unha aplicacion sesquilineal (lineal en x e conzugada-lineal en y).
Se existe K > 0 de modo que

B(z,y) < K||z|| |ly|| para todo x,y € H, (4.9)
enton existe T € B(H) de modo que

B(z,y) = (Tx,y) para todo x,y € H.
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Demostracion.

Dado z € H, consideraremos o funcional lineal e limitado f,: H — K dado por

fo(y) = B(z,y) para caday € H.

Daquela, en virtude do Teorema de representacién de Riesz, existe un tnico Tx € H de

xeito que

B(z,y) = (y,Tx) paratodoy € H,

ou equivalentemente,

B(z,y) = (Tz,y) paratodoy € H.

Comprobemos que a asignacién de x € H —— Tx € H mencionada anteriormente
define un operador lineal e limitado. A linealidade é evidente. En efecto, pois para v, w € H

e a, f € C arbitrarios, temos que

(T'(aw + fw),y) = aB(v,y) + fB(w,y)
= a(Tv,y) + B(Tw,y)
= (aTv+ pTw,y) paratodoy e H

e entén
(T(aw + pw) — aTv — fTw,y) =0 para todo y € H,
é dicir,
T(aw + Pw) = oTv + fTw.

A continuidade de T' é unha consecuencia inmediata da hipétese (4.9). En efecto, pois

1T} = sup{|(Tz, y)| : [l=]l = [lyl = 1} < K. B

Probaremos, a continuacién, unha serie de teoremas que caracterizaran os duais das
clases de Schatten-von Neumann, resultando non ser outra cousa que as clases de ex-

ponente conxugado.

Teorema 4.9 (Caracterizacién do dual de S,(H), 1 <p < o0 ).

Sexan 1 < p < o0 e q o seu exponente conzugado. Enton, os funcionais lineais e limitados
sobre S,(H) son da forma
F(T) = tr (ST), (4.10)

con S € S,(H) univocamente determinado e | F|| = o,(5). En definitiva, o espazo dual

de S,(H) resulta S,(H)* = Sy(H).
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Demostracion.

Comecemos tomando un funcional F': S,(H) — C lineal e limitado e comprobemos
que a sua expresién vén dada por F(T) = tr (ST) con S € S,(H).

Consideremos z,y € H e o operador de rango 1 construido mediante:

Ty yz = (z,y)x.
Definamos agora a sta imaxe por F,
B(x,y) = F(Tky),

e comprobemos que estamos nas hipoteses do Lema 4.8 anterior.

En efecto, B é sesquilineal, pois:

Tt ? = (2 M1 + ) = Mz, y1)x + (2, y2)
= ATy 2+ T2,
e ademais esta limitado por:
1B(z,y)| < [[Fllop(Tay) = I 1]l [1yll-
Asi pois, estamos nas hipdteses solicitadas, logo existe S € B(H) de xeito que, para

T,y €H,
B(z,y) = (Sz,y).

Pero entén, en virtude do Lema 4.6,

B(J},y) = F(Tit,y) = <S$’y> = tr(STz,y)‘

Estendendo o resultado anterior para todo operador T de rango finito, F(T)=tr(ST).
Necesitamos que isto sirva para calquera operador en S,(H), ademais de comprobar que

SeS,(H).

O primeiro é inmediato, pois en virtude do Lema 3.3, os operadores de rango finito

son densos en S,, 0 que nos permite aplicar o resultado anterior a todo 7' € S,(H).

En canto 4 segunda afirmacion, empregando o Teorema 4.7:
04(S) = sup{|tr(ST)| : 0,(T) = 1, rang(T) < oo}
— sup{|F(T)| : 0,(T) = 1, rang(T) < o0}

=[[F] <00
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onde a finitude da norma débese, de novo, a que os operadores de rango finito son densos
en S,. Por tanto, como o,(5) < oo, entén S € S,(#H), como queriamos ver.

S6 queda por ver que S € S,(H) esta univocamente determinado & hora de identificarse

con F'.
Supofiamos, pois, que existe outro S € S,(#H) representando a F'. En tal caso:
,(S — §) = sup {ytr (S — 8)T)| : 0,(T) = 1}
— sup {|tr (ST) — t2(ST))| : 0,(T) = 1}
— sup {|F(T) — F(T)| : 0,(T) = 1} —0
Polo tanto, S = S , demostrando a unicidade da representacion. O

Teorema 4.10 (Caracterizacion do dual de S;(H)).

Os funcionais lineais e limitados sobre S;(H) son da forma

F(T) = tr (ST), (4.11)
con S € B(H) univocamente determinado e ||F|| = ||S]]). En definitiva, o espazo dual de
S1(H) resulta Sy (H)* = B(H).

Demostracion.
Anéloga en todos os seus argumentos & do Teorema 4.9 anterior. O]

Teorema 4.11 (Caracterizacion do dual de Sy (H)).

Os funcionais lineais e limitados sobre Soo(H) son da forma
F(T) = tr(ST), (4.12)

con S € §1(H) univocamente determinado e |F|| = o1(S). En definitiva, o espazo dual

de Soo(H) resulta Soo(H)* = S1(H).

Demostracion.

Tomemos un funcional F' : S,(H) — C lineal e limitado. Do feito de que ¢y C l
deducimos que S; C S.. Enton, o funcional F' leva os elementos de S; en C, isto é,
F € &;. Asi, en virtude da demostracién do Teorema 4.9, sabemos que existe S € B(H)

de xeito que

F(S) = tr (ST)
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para todo operador T' de rango finito. Asi:

01(S) = sup {\tr(ST)| 1 00o(T) =1, rang(T) < oo}

= sup {|F(T)] : 0c(T) = 1} = | F|| < 0,

onde a finitude da norma débese & densidade dos operadores de rango finito en So. [
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