S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Grao

Reglas Discriminantes en el Analisis
Multivariante y su adaptacion a la alta
dimension

Paula Soto Rodriguez

2021/2022

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Traballo Fin de Grao

Reglas Discriminantes en el Analisis
Multivariante y su adaptacion a la alta
dimension

Paula Soto Rodriguez

Julio, 2022

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Estadistica

Titulo: Reglas Discriminantes en el Analisis Multivariante y

su adaptacién a la alta dimensién

Breve descricion do contido

Se trata de estudiar algunas técnicas de clasificacion o anélisis dis-
criminante, importantes y de referencia, y el papel que desempenan
dichas técnicas en el campo del “Big Data” y la alta dimensién, con

sus correspondientes adaptaciones a este contexto.

Recomendacions

Guién aproximado:

1) Técnicas de clasificacion lineal o cuadratica

2) Algunas técnicas de clasificacion adaptadas al contexto de alta
dimensién en “Big Data”.

3) Nustracion en bases de datos reales

Outras observacions

Breve planificacion:

Revisién de las técnicas de clasificacién clésica a finales de enero.
Técnicas adaptadas a la alta dimensién a finales de abril.
Tlustracion con datos reales a lo largo del mes de mayo.

El mes de junio se dedicara a ultimar la redaccion final del documento.
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Resumen

Este trabajo trata sobre el anéalisis discriminante y la introduccién de algunos métodos de
clasificacién, tanto tradicionales como de creacién més moderna. En el primer capitulo se presen-
tan las nociones basicas de clasificaciéon, asf como dos reglas discriminantes clasicas: la lineal y la
cuadratica. Ademads, se describen algunas generalizaciones de estas reglas, como las maquinas de
vector soporte, que buscan suplir muchas de las deficiencias de los métodos més tradicionales. En
el segundo capitulo se explican diversas técnicas de clasificacion adaptadas al contexto del Big
Data, donde la dimensién o, equivalentemente, el nimero de variables, es mayor que el tamafio de
la muestra. Finalmente, el Gltimo capitulo ilustra el funcionamiento de estas reglas en conjuntos

de datos simulados y mediante su aplicacién a dos bases de datos reales.

Abstract

The aim of this project is to introduce discriminant analysis and some classification techni-
ques, both traditional and modern. In the first chapter, basic notions for classification and two
classic discrimination rules, linear and quadratic, are presented. Furthermore, this chapter also
describes some generalizations of these rules, such as the support vector machines, that seek
to make up for many of the deficiencies of the more traditional methods. The second chapter
discusses several classifcation techniques in the Big Data context, where the dimension or, in
other words, the number of variables, is bigger than the sample size. Finally, the last chapter
illustrates the performance of these rules in simulated datasets and through their application on

two real databases.
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Introduccion

Fl analisis discriminante es una disciplina estadistica cuyo objetivo es separar los individuos de
una poblaciéon en distintos grupos o clases, conocidos de antemano, en base a sus caracteristicas.

La regla discriminante éptima serd aquel criterio que mejor separe los datos.

El problema de la discriminacion o clasificacion se puede abordar de miltiples formas y apa-
rece en numerosas ocasiones de la vida cotidiana, desde el diagnéstico médico hasta la deteccion
de transacciones bancarias fraudulentas. Las técnicas presentadas en este trabajo se enmarcan
dentro de la Clasificacién Supervisada, donde se persigue predecir el resultado final de una cierta
medida (output) basandose en un conjunto de valores previos (input). En nuestro caso, dispone-
mos de un conjunto de variables o predictores (inputs) bien clasificados que sirven como modelo

o referencia para la asignaciéon de nuevas observaciones a uno u otro grupo (output).

El area de la estadistica se enfrenta constantemente a problemas derivados de los nuevos
retos que surgen con el avance de la ciencia y la tecnologia. En sus comienzos, estos retos proce-
dian, sobre todo, de la agricultura o la industria y tenfan un bajo alcance. Sin embargo, con la
aparicion de los ordenadores y la difusién de Internet, los problemas estadisticos se han vuelto
més complejos y de mayor tamafo. La enorme cantidad de datos que genera la sociedad actual
ha dado paso a una nueva era de la informacion, conocida como Big Data, donde se necesitan

herramientas computacionales no convencionales para procesar los datos adecuadamente.

Ahora bien, jcémo saber cuando un conjunto de datos es o no Big Data? Los datos masivos
se pueden describir por las siguientes propiedades, conocidas como las cinco V’s: volumen (gran
cantidad de datos generados y guardados), velocidad (rapidez a la cual se generan los datos),
variedad (referida a los diversidad de los datos: estructurados, semi-estructurados y no estructu-
rados), veracidad (el grado de fiabilidad en los datos debe ser alto, con resultados de calidad y
verificables) y valor (los datos generados deben ser ttiles y accionables, es decir, deben ayudar

a tomar una decision en base a ellos).

La evolucién de la tecnologia ha originado, a su vez, el florecimiento de numerosas disciplinas
estadisticas. De todas ellas cabe destacar el anélisis de datos, cuya finalidad es reconocer patrones

e inferir conclusiones en los datos no procesados (raw data) para extraer informacion ttil que
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XI1 INTRODUCCION

sirva de apoyo en la toma de decisiones.

Un aspecto importante en cualquier andlisis de datos es la interpretacién, y uno puede pregun-
tarse: ;Qué informacion proporciona el analisis acerca de los datos? ; Qué nuevos conocimientos
hemos adquirido tras el analisis? ;Cuan adecuado es el método escogido para esos datos? ; Cuédles
son las limitaciones de un determinado método? y ;Qué otros métodos producirian mejores re-
sultados? La necesidad de responder a todas estas preguntas, asi como de afrontar los problemas
que aparecen en el contexto de la alta dimension, ha traido consigo nuevas formas de clasificacion

para separar de forma 6ptima los datos.

En este trabajo se presentan algunas de tales reglas discriminantes que intentan lidiar con los
dificultades surgidas cuando el niimero de variables es mucho mayor que el tamaiio de la muestra,
aplicando métodos dispersos con pocos pardmetros que reduzcan la dimensién y, al mismo tiempo,
cuenten con un elevado poder de prediccion. Ademaés, se estudia su comportamiento sobre bases
de datos simuladas y reales, ilustrando las ventajas y carencias de los métodos y comparando su

eficiencia con la de los clasificadores tradicionales.



Capitulo 1

Técnicas de clasificacién lineal y

cuadratica

Segin la RAE, discriminar significa “seleccionar excluyendo”. Dada una muestra dividida en k
grupos, la definicion anterior se traduce matematicamente por construir una regla (discriminante)
que mejor separe los datos de los grupos. La aplicacion de dicha regla se denomina clagificacion
(creacion de clases). En este capitulo estudiaremos en profundidad dos de ellas: la lineal y la
cuadratica. Ademads, introduciremos otros métodos de clasificacién mas actuales que solventaran

muchas de sus deficiencias, consiguiendo, con ello, una mejor separacién de los datos.

1.1. Definiciones béasicas
Dada una muestra dividida en k grupos, los objetivos del Anélisis Discriminante son:

= Obtener un criterio para asignar un nuevo individuo a uno u otro grupo.

» Determinar la estructura diferenciadora (discriminante) de los grupos o, equivalentemente,

qué combinacién lineal de las variables originales separa mejor los datos.

Es importante notar que no pretendemos clasificar a los individuos en grupos procediendo
nosotros mismos a su agrupacion, sino que aqui los grupos son conocidos de antemano y lo que
buscamos es descubrir qué tiene de especifico cada grupo para ser capaces de asignar de manera

correcta un nuevo individuo a uno de ellos.

A continuacién, establecemos la notacion que se seguird a lo largo de todo el trabajo, asi

como algunos conceptos fundamentales. Tomaremos como referencia [§].
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Definiciéon 1.1. Sea k > 2 (fijado y conocido) el namero de clases y sean Cy, ..., Cy las clases.
Un vector d-dimensional X pertenece a la clase C, 0 X es un miembro de la clase C, para algtn

v < k, si X satisface las propiedades que caracterizan C,. Lo denotamos como: X € C, o X

Para vectores aleatorios X de k clases, la etiqueta Y de X es una variable aleatoria que toma
un conjunto discreto de valores 1 ,..., k tal que: Y =v si X € C,.
El vector aleatorio d+1 dimensional etiquetado se denota por:

X
Y

Definicion 1.2. Sean Cy, ...,Ci k clases. Sea X un vector aleatorio que pertenece a una de estas
clases. Una regla (discriminante) o clasificador ¢ para X es una aplicacién que asigna X un
nimero [ < k. Escribimos: ¢(X) =1 para 1 <[ < k.

La regla ¢ asigna X a la clase correcta o clasifica X correctamente si: ¢(X) = v cuando X

pertenece a la clase C, y clasifica X incorrectamente en otro caso.

Definicion 1.3. Sea X un vector aleatorio que pertenece a una de las dos clases C; o0 Cy. Sea
la regla discriminante para X. Una funcién de decision para X, asociada con g, es una funcion

escalar h tal que:

1
2

>0 sip(X)
<0 siyX)

h(X) =

La funcién de decision correspondiente a una regla no es tinica. Por ejemplo, cualquier multiplo
de una funcién de decisiéon por un escalar positivo es también una funcién de decisiéon para la

misma regla.

Idealmente, el nlimero asignado a X por la regla ¢ serfa el mismo que el valor de su etique-
ta. Sin embargo, en la practica esto no siempre ocurre, lo que conduce a comparaciones en la

efectividad de las distintas reglas.

1.2. Analisis Discriminante Lineal

El anélisis discriminante lineal (LDA) es un método de clasificacion supervisado de variables
cualitativas (i.e, que toman valores en un conjunto discreto) en el que dos o mas grupos son
conocidos a prior: y las nuevas observaciones se clasifican en uno de ellos en funcién de sus

caracteristicas.

Existen dos formas de ver el LDA:
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= Geométrica, haciendo uso de una reduccién de dimensiones. Este fue el primer enfoque del

analisis discriminante lineal.

= Analitica, empleando probabilidades y el Teorema de Bayes.

1.2.1. LDA y la reduccién de dimensiones

El origen del analisis discriminante lineal se remonta al matematico R. Fisher [5]. Su pro-
puesta consistia en hallar la direccién e que maximizara la diferencia entre grupos respecto a la

variabilidad dentro de los grupos y trabajar con estas cantidades unidimensionales.

Es decir, Fisher plante6é una aproximacion en la que el espacio p-dimensional (donde p es
el namero de predictores originales) se reduce a un subespacio de menos dimensiones formado
por las combinaciones lineales de las variables originales que mejor explican la separacién de las
clases. Una vez encontradas dichas combinaciones, se realiza la clasificacién en este subespacio.
El subespacio 6ptimo, segtn Fisher, es aquel que maximiza la distancia entre grupos en términos

de varianza.

La aproximacién de Fisher se puede ver, por tanto, como un proceso con dos partes:

= Reduccion de dimensionalidad: Se pasa de p variables predictoras originales a [ combina-
ciones lineales de dichos predictores (variables discriminantes) que permiten explicar la
separacion de los grupos pero con menos dimensiones (I<p). Por ello se dice que el LDA

funciona como un reductor de dimensiones.

= Clasificacion de las observaciones empleando las variables discriminantes.

Matematicamente, el problema de discriminacién de Fisher es equivalente al siguiente pro-

blema de optimizacién:

e’ Be
eTWe (1.1)

sujeto a: ele=1

max

donde e es un vector d-dimensional, B = ij:l(uy — 1) (py — 1) es la variabilidad entre
grupos y W = 25:1 >, es la variabilidad intra-grupos. Resolver el problema se corresponde
con encontrar la descomposicién en autovalores y autovectores de la matriz: W—!'B. La direcciéon
1 que produce la maxima separacion entre los grupos es el mayor autovalor de W™!B y se

denomina direccién discriminante.
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Ademas, se tiene:

» Los autovectores proporcionan las combinaciones lineales discriminantes (funciones discri-

minantes), que son incorreladas entre ellas.

= Los autovalores nos dan la medida de la capacidad discriminante.

Definicién 1.4. Para v < k, sea C, clases caracterizadas por (u,, 2, ). Sea X un vector aleatorio
de una de las clases C,. Consideremos las matrices B y W definidas anteriormente y asumamos
que W es invertible. Sea n la direccién discriminante.

La regla (lineal) discriminante de Fisher rr se define como:

trX) =1 si [nTX —nTw| < |nTX —nTu,|  paratodo v #1 (1.2)

Es decir, la regla de Fisher asigna X el ntimero [ si el escalar n7X esta mas cerca de la media
escalar nT ;. Por tanto, en vez de fijarse en la verdadera media p; que estd mas cerca de X,
escogemos la cantidad mas sencilla: 97 py, la cual estd més proxima a media ponderada nTX.

Usar el escalar nT X presenta varias ventajas frente al vector X d-dimensional:

= Reduce y simplifica las comparaciones multivariantes, pasiandolas a una dimension.

= Disminuye el efecto de variables explicativas irrelevantes.

Para dos clases con medias p; y o, una funcion de decision h adoptaria la forma:

T
h(X) = [X LT u2>} " (13

2
Notar que, en efecto, h es una funcion de decision para rp, pues A(X) >0 <= p(X) =1y
hM(X) <0< rp(X)=2

1.2.2. LDA y la regla de Bayes

Haciendo uso del teorema de Bayes, LDA estima la probabilidad de que una observacion,
dado un determinado valor de los predictores, pertenezca a cada una de las clases de la variable
cualitativa, i.e, estima: P(Y = v|X = z). Finalmente, asigna la observacion a la clase v para la

cual la probabilidad predicha es mayor. Veamos esto con detalle.
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Teorema 1.5 (Teorema de Bayes). Sea {Ai,..., Ai, ..., Ay} un conjunto de sucesos mutuamen-
te excluyentes y erhaustivos tales que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero
(P[A;[£0, para i = 1,2,...n). Si B es un suceso cualquiera del que se conocen las probabilidades

condicionales P(B|A;), entonces la probabilidad P(A;[B) viene dada por la expresion:

P(B|.A;)P(A;)

donde:

» P(A;) son las probabilidades a priori.
» P(BJA;) es la probabilidad de B en la hipdtesis A;.

» P(A;/B) son las probabilidades a posteriori.

Teniendo en cuenta el anterior teorema y la Ley de probabilidad total se obtiene la Férmula

de Bayes, también conocida como Regla de Bayes (o regla de clasificacion universal):

 P(BJA)P(A)
P(A4;]B) = S p_i P(B|AL)P(Ay)

Supongamos ahora que deseamos clasificar una nueva observacién en una de las v clases de
una variable cualitativa Y, siendo el nimero de clases k& > 2. Consideremos un tnico predictor
X (i.e, p=1) En otras palabras, Y puede tomar v posibles valores. Sea 7, la probablidad a priori
de que una observacion, aleatoriamente escogida, pertenezca a la v-ésima clase. Denotemos por
[v(X) = P(X|Y = v) la funcién de densidad de X para una observacion que pertenezca a la
v-ésima clase. Equivalentemente, f,(X) es relativamente grande si hay una alta probabilidad de

que una observacién de la v-ésima clase verifique: X ~ .

Entonces, el Teorema de Bayes establece que:

7Tl/fl/(X>

PY=vX=2)= —"—"——
S mfi(X)

(1.4)

En consonancia con nuestra notacién anterior, usaremos p,(z) = P(Y = v|X = z) para
designar la probabilidad a posteriori de que una observacion X = x pertenezca a la v-ésima
clase. Esto es, la probabilidad de que una observacién pertenezca a la v-ésima clase, dado el

valor del predictor para esa observacion.

Teniendo todo esto en cuenta, la regla discriminante 6ptima (i.e, con menor error de cla-

sificacion) consistird en asignar la observacion a aquel grupo que maximice la probabilidad a
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posteriori. Dado que el denominador Z{:l mf1(X) es igual para todas las clases (puesto que no
depende de v), la norma de clasificacion es equivalente a decir que se asignard cada observacion

a aquel grupo para el que 7; f;(X),7 = 1,...k sea mayor.

Para que la clasificacion basada en Bayes sea posible, se necesitan conocer m, v f,(X) =
P(X|Y = k). En la practica, rara vez se dispone de esta informacion, por lo que los parametros
tienen que ser estimados a partir de la muestra. El clasificador LDA es el resultado de sustituir
los pardmetros m, y f,(X) por sus correspondientes anélogos muestrales en el clasificador de

Bayes.

En general, estimar 7, es sencillo si tenemos una muestra aleatoria de la poblacién: basta
con calcular la fraccién de las observaciones que pertenecen a la v-ésima clase. Sin embargo,
estimar la funcién de densidad f,(X) es més complejo, por lo que es necesario asumir ciertas
hipotesis adicionales sobre f,,(X), como, por ejemplo, que los datos sigan una distribucién normal

o gaussiana. Fsto nos conduce a la siguiente seccion.

1.2.3. LDA para poblaciones normales

LDA es 6ptimo (segun la regla de Bayes) bajo la suposicion de que los datos son normales y
homocedéasticos, esto es, los grupos son normales multivariantes que solo se diferencian por sus

medias.

Obtendremos la regla (lineal) normal discriminante (designada por algunos autores como

regla de Fisher) considerando un unico predictor y dos clases, i.e, p=1y k = 2.

Asumamos que f,(X) es normal. Si X es una variable aleatoria unidimensional, su funcion

de densidad es de la forma:

1) L)

1
o,V 2T P ( 207

donde 1, y 02 son la media y la varianza de la v-ésima clase, respectivamente. Si asumimos

también que los datos son homomcedasticos, i.e, que las v clases tiene una varianza comin:
0? = ... = 02 = 02, se tiene, sustituyendo f,(X) en :

e (gl
i Wlﬁ €xp (_#(CE - MI)Z)

pu(T)

Tomando logaritmos en la expresién anterior y reordenando términos, obtenemos:
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2
5, (x) = log(P(Y = v|X =) =z % — % +log(m,), parav=1,2 (1.5)

Si asumimos que ] = mo ¥ que i1 > 2, la regla discriminante lineal éptima, también conocida

como clasificador de Bayes, se define entonces como:

IBayes(X) =1 si 61(x) > 02(2) <= IBayes = arg mfix {log T, + ,uZE_l(X - u,,)} (1.6)

Equivalentemente, la regla de Bayes asigna una nueva observacién a la clase 1 si:

1 _ us
xBayes(X) =1 (X - 5(:“’1 + MZ)TE 1(#1 - ,u2) + IOg 7_[_7; > O> (17)
donde I(z > 0) es la funcion indicadora o caracteristica, que toma el valor 1 si z > 0y 0 en
otro caso (vemos por tanto que [1.7)es lo mismo que: rpayes(X) = 1si 01(x) > dp(x) <= = € C1).

El término lineal en el nombre del clasificador deriva del hecho de que las funciones discrimi-

nantes 0, (x) son funciones lineales de x.

El resultado obtenido para una sola variable se generaliza facilmente para el caso multidi-

mensional.

Teorema 1.6. Sea X un vector aleatorio con distribucion normal que pertenece a una de las
clases C, = N'(uy, X)), para v = 1,2 y asumamos que j1 # py. Sea 6, el logaritmo de la probabi-
lidad a posteriori de que que una observacion X = x pertenezca a la v-ésima clase. Sea rBayes

la regla que asigna X a la clase 1 si 61 > 6. Entonces:

1 _
hMX)=|X- 5(#1 +p2) S (g — p2) (1.8)
es una funcion de decision para tBayes, y h(X) > 0 si y solo si 61(X) > 62(X).

El clasificador LDA se obtiene sustituyendo X, uy, po, T1 ¥ 7o por sus respectivos estimadores

muestrales (v = 1,2):

Ty =mny/n, f, = Z X/, DES Z Z (X — ) (Xi — ﬂV)T/(n -2)
Yi=v

14 Y'i:y
donde n es el tamafio muestral y n, es el nimero de observaciones en la v-ésima clase.

Entonces, la regla LDA se define como:



8 1. Técnicas de clasificacion lineal y cuadratica

1. L 8!
£10A(X) =1 (X = S + )£ iy ) +log 7 > 0) 1.9

1.3. Analisis Discriminante Cuadratico

Las reglas discriminantes discutidas hasta el momento eran lineales en el vector aleatorio X.

En otras palabras, sus funciones de decisién adoptaban la forma:

h(X)=alX +¢

para algn vector a y escalar ¢ que no dependen de X.

En la regla normal discriminante, la linealidad era consecuencia de que todas las clases tenfan
la misma matriz de varianzas-covarianzas. Si se relaja la hipotesis de homocedasticidad, la regla
de Bayes nos lleva a una funcién de decisién no lineal y, en consecuencia, a una regla no lineal.

En concreto, nos conduce al Anélisis Discriminante Cuadratico (QDA).

Al igual que LDA, el clasificador QDA resulta de asumir que las observaciones de cada clase
siguen una distribucién gaussiana, pero a diferencia de éste, QDA supone que cada clase tiene
su propia matriz de varianzas-covarianzas. Esto es, tiene como hipo6tesis que una observacion de
la v-ésima clase es de la forma X ~ N (u,,¥,). Bajo todas estas asunciones, el clasificador de

Bayes asigna una observaciéon X = z al grupo para el cual:

1 _ 1
O(x) = =5 (2 = )" (Z0) " @ = ) — 5 log|Sy| + log(m) o)
1.10
1 _ _ 1 _ 1
= _§xT(EV) 'z + xT(Eu) 1/’1’1/ - 5“3(21/) 1ﬂ'u ) log|X, | + log(m,)

es mayor. Al contrario que en el LDA en este caso x aparece como una funcién cuadratica.

De ahi viene el nombre de Analisis Discriminante Cuadratico.

Por tanto, en el contexto binario, la regla QDA asigna una nueva observacién a la clase 1 si:

rpA(X) =1 ((X ) 5K — ) = (X )55 (X — o) +log 21 > 0] (1.1)
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1.4. LDA vs. QDA: ;cual es mejor?

Llegado este momento cabe preguntarse cuédndo se deberfa utilizar uno u otro método, y si
alguno de los dos presenta mas ventajas frente al otro. La respuesta a estas cuestiones viene de

considerar el balance sesgo-varianza.

En la practica, los parametros poblacionales se desconocen y tienen que ser estimados por

una muestra de entrenamiento, asi como la media y la matriz de varianzas-covarianzas. Cuando

. . . . . . 1 .
tenemos p variables, estimar una matriz de covarianzas requiere estimar % pardmetros. Por

. 1 . . . .
tanto, QDA necesita k - B ( 2+ ), pues estima una matriz de varianzas-covarianzas separada para

cada clase. Si asumimos que los grupos poseen una varianza comin, como en el caso del LDA,

solo seria necesario aproximar k - p coeficientes. En consecuencia:

= El nimero de parametros estimados en LDA crece linealmente con p, mientras que en QDA
se incrementan de forma cuadratica. Por tanto, esperarfamos que QDA se comporte peor

que LDA en problemas de altas dimensiones.

s LDA es un clasificador mucho menos flexible que QDA, lo que implica que tiene una

varianza substancialmente inferior. Esto conduce a un mayor poder de prediccién.

= Si los grupos no comparten la misma matriz de varianzas-covarianzas, el clasificador LDA
tendria un elevado sesgo, acarreando un deficiente rendimiento. En esencia, LDA es mejor

que QDA si la muestra es pequefia, va que en este caso reducir la varianza es decisivo.

En conclusion, ninguno de los dos clasificadores domina completamente al otro. En cualquier
situacion, la elecciéon de uno u otro método dependera de la distribucién de las variables en cada
una de las k clases, asi como del nimero total de observaciones (n) y de predictores, i.e, de la

dimension (p).

1.5. Generalizacion del LDA y el QDA: RDA

EI RDA, o Analisis Discriminante Regularizado, constituye un nexo de unién entre el LDA y el
QDA y se fundamenta en regularizar, de forma individual, las matrices de varianzas-covarianzas.
Regularizar significa imponer una cierta restriccién en los pardmetros estimados y es ttil cuando
tenemos pocos datos, pues las matrices de varianzas- covarianzas presentan mucho sesgo. En
esta situacién, los autovalores son mal aproximados, lo cual ocasiona problemas de inestabilidad

relacionados con la inversiéon de las matrices.

Consideremos las clases Cy, ..., Cg, y sea X, la matriz de covarianzas muestral correspondiente

a la clase C,. Para a € [0,1], la matriz de covarianzas regularizada ¥, (a) es:
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A A

() = a¥, + (1 — a)2p0

donde ipool es la matriz de varianza agrupada, obtenida mediante pooling, un método para
estimar la varianza de un conjunto de poblaciones cuando la media de cada grupo puede ser
diferente, y las verdaderas matrices de varianzas-covarianzas son desconocidas, pero se pueden
asumir iguales. La matriz de varianza agrupada es una media de las matrices de covarianzas

muestrales, cuya expresiéon viene dada por:

k
~ n, — 12
2paol: 5 b)Y
— n- 2

~ L . k . .
donde n,, es el tamailo de la clase v-ésima y n = > ’°_; n,. Bajo el supuesto de varianzas
poblacionales iguales, la varianza muestral agrupada proporciona una estimacién de la varianza

con precision mas alta que las varianzas muestrales individuales.

Los dos casos especiales (« = 0y aw = 1) corresponden a la discriminacion lineal y cuadratica,
respectivamente. Las matrices de covarianzas distintas en la regla cuadratica se contraen a una
matriz de covarianzas comun, como en LDA. EL parametro « proporciona una continuidad entre
los modelos LDA y QDA y necesita ser especificado. En la practica, a puede ser escogido basado

en el comportamiento de la regla en la muestra de validacién, o mediante validacién cruzada.

Un segundo parametro de penalizacion vy € [0, 1], regula la contraccion, a su vez, de la matriz

Y pool hacia la matriz identidad, I, mediante:

~

Epool(’y) = (V)Epool + (1 - 7)82 I

donde s? es un escalar positivo adecuadamente elegido. La substitucién de Yipool POT Lpool (7Y)
conduce a una familia més genérica de matrices de varianzas covarianzas 3, («, ), indexadas

por un par de parametros.

1.6. Evaluaciéon de las reglas. Probabilidad de clasificacién inco-

rrecta

1.6.1. Fronteras y regiones discriminantes

Definicion 1.7. Sea X un vector aleatorio que pertenece a una de dos clases C; y Co2. Sea r una

regla discriminante para X, y sea h la correspondiente funcién de decision.
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1. La frontera de decisién B de la regla ¢ consiste en todos los vectores d-dimensionales X tal
que h(X)=0.

2. Para v < k, la regién discriminante G, de la regla ¢ esta definida por:

GV:{X:K(X):V}

Cuando la regla es lineal en X, la funcion de decision es una linea recta en 2 dimensiones
o un hiperplano en d dimensiones. Para reglas no lineales surgen fronteras mas complejas. Las
fronteras y funciones de decisién existen para més de dos clases, pero son menos tutiles debido a

su complicada interpretacion.

Las regiones discriminantes G, son disjuntas, ya que cada X es asignado un ntimero v < k por
la regla discriminante. Podemos interpretar las regiones discriminantes como “clases asignadas

por la regla”. Dadas regiones disjuntas, definimos una regla discriminante como:

1(X) =v, i Xeaq,

por lo que los dos conceptos, regiones y regla, quedan completamente determinados conocido
uno de ellos. Si la regla fuese perfecta, entonces para cada v, la clase C,, y la region GG, coincidirian.

Las fronteras de decisién separan las regiones discriminantes.

La Figura ilustra el concepto de fronteras y regiones discriminantes para las reglas de
Bayes, LDA y QDA asi como el comportamiento de estos métodos cuando las clases tienen una
varianza comin y en el caso en que las matrices de covarianzas difieren. En la primera situacion,
LDA se aproxima mejor a la regla de Bayes (puesto que la frontera de ésta ultima es lineal),
resultando en un mejor clasificador. En el segundo caso, en cambio, la frontera de Bayes es

cuadratica, por lo que QDA es el que la aproxima mejor.

1.6.2. Evaluacién de las reglas discriminantes

Existen numerosas razones por las que uno estd interesado en evaluar cuan bien funciona una
regla discriminante. Si disponemos de dos o mas reglas, es importante entender qué técnica es
mejor y bajo qué condiciones una regla proporciona buenos resultados. En la préctica, no hay

una tnica medida o mejor técnica de evaluacion.

Sea X = [X1X5...X,,] los datos pertenecientes a las clases C,, con v < k. Sea ¢ una regla
discriminante para este conjunto de datos. Decimos que la regla ¢ ha clasificado correctamente
una observacion si la asignacién de la regla coincide con el valor de la etiqueta. Cudntas més

clases haya, més errores puede cometer dicha regla.
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Figura 1.1: Fronteras de decision para la regla de Bayes (linea violeta discontinua), LDA (linea
negra punteada) y QDA (linea verde solida). En sombreado se representa la region discriminante
de QDA. La grafica de la izquierda muestra un problema de clasificaciéon binario donde 31 = 3.
Como la frontera de Bayes es lineal, es mejor aproximada por LDA que QDA por lo que en este
caso LDA es un mejor clasificador que QDA. En la figura de la derecha, ¥; # 9. Como ahora

la frontera de Bayes no es lineal, QDA la aproxima mejor que LDA. Imagenes extraidas de [7]

En esta seccién, consideraremos dos reglas de evaluaciéon para medir el rendimiento de las

reglas discriminantes: el error simple de clasificacién y el error dejando uno fuera.

Definiciéon 1.8. Sea X = [X;X...X,,] datos etiquetados, y sea r la regla. Un factor de coste

¢ =|e1, ..., cy] asociado a la regla ¢ esta definido por:

=0 si X; ha sido correctamente clasificado por ¢
C; =
>0 si X; ha sido incorrectamente clasificado por ¢

El error de clasificacion &,,;s (mis: missclasification) de la regla ¢ y el factor de coste ¢ es el

error porcentual dado por:

1 n
gmis: - 7 10
<n;c> x 100

Si X; ha sido incorrectamente clasificado, ponemos ¢; = 1. Un error de clasificaciéon con
factores de coste 0 y 1 es el mas natural, ya que no se fija en la cantidad de grupos, sino que solo

cuenta el nimero de observaciones mal clasificadas.
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Las medidas de evaluacién juegan un papel importante cuando la regla se construye en
base a una parte de la muestra, para después ser aplicada al conjunto de datos restante. Para
X = [X1X2..X,], sea Xy formado por m < n de las observaciones originales, y sea X, el
subconjunto constituido por las n —m observaciones restantes. Primero derivamos una regla rg a
partir de X (sin referirnos a X,,) y después predecimos la pertenencia a la clase para los datos de
X, usando ro. Finalmente, calculamos el error de clasificacién de la regla ro para las observaciones
de X,. Este proceso es el pilar de la Clasificaciéon Supervisada, fundamentada en muestras de
entrenamiento y validacion. Hay muchos modos de escoger Xy, pero ahora consideraremos el caso

mas simple Xy, correspondiente a todas las observaciones menos una.

Definiciéon 1.9. Consideremos el conjunto de datos etiquetado X = [X1X5...X,,] y una regla .

Para ¢ < n, sean:

XO,(—i) = [X1X2...Xi,1 Xi+1Xn]
Kp,(-i) = Xi

y llamemos X (_;) la i-ésima muestra de entrenamiento, dejando uno fuera. Sea r(_;) la regla
construida como ¢ pero solo basada en X ;) y sea r_;(X;) el valor que la regla r(_;) asigna a
la observacion X;. Un factor de coste k = [k_1, ..., k_,] asociado con las regla I(—i) esta definido

por:

L =0 si X, ha sido correctamente clasificado por F(—i)

> 0 si X; ha sido incorrectamente clasificado por F(—i)

El error dejando uno fuera &y, (loo: leave-one-out) basado en las n reglas r(_;), con i < n,

los valores asignados ;(_i)(Xi) y el factor de coste k, es:

171
oo = =Y ki | x 100
(g

La eleccion de estos n conjuntos de entrenamiento X (_;), la derivacion de de las n reglas
I(—i) vy el calculo de &, recibe el nombre de método dejando uno fuera. Este procedimiento es

un caso especial de validacién cruzada, denominado validacion cruzada de n iteraciones.

Notar que el conjunto X (_;) omite precisamente la observacion i-ésima. X, _;) es tenida en
cuenta como una nueva observacion que necesita ser clasificada por la regla r(_;. Este proceso
se repite para cada ¢ < n, de modo que cada observaciéon X; se deja fuera exactamente una

vez. El error &, colecciona contribuciones de aquellas observaciones X; para las cuales ;(,i)(Xi)
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difiere del valor de la etiqueta de X;. Fijarse que las reglas r(_;) seran distintas entre ellas y de
I, pero para una buena regla discriminante esta diferencia se hard despreciable a medida que se

incrementa el tamano de la muestra.

Para una evaluacion teérica de las reglas, la probabilidad de error es un concepto importante.

Introducimos esta nociéon para problemas binarios (i.e, de dos clases).

Definicion 1.10. Sea X un vector aleatorio perteneciente a una de las dos clases C1 vy Co, ¥
sea Y la etiqueta de X. Sea r una regla discriminante para X. La probabilidad de clasificacion
incorrecta o probabilidad de error de la regla ¢ es P{x(X) # Y'}.

Tipicamente queremos que la probabilidad de error sea lo méas baja posible, por lo que uno
estd interesado en aquellas reglas que minimizan este error. Esto nos conduce a la siguiente

proposicién, que proporciona un método para comparar dos reglas discriminantes.

Proposicion 1.11. Sea X un vector aleatorio que pertenece a una de las dos clases C1 y Co, y
sea 'Y la etiqueta de X. Sea

p(X) = P{Y = 1|X}

la probabilidad condicional de que Y = 1 dado X, y sea ¢* la regla discriminante definida

como:

1 sip(X)>
0 sip(X)<

r(X) =

[T T

Si ¢ es otra regla discriminante para X, decimos que r* es preferible a ¢ (o que t* es dptima)

st se verifica:

P{*(X) #Y} <P{x(X) #Y}

1.7. Clasificacién mediante las Maquinas de Vector Soporte

En esta secciéon analizaremos las Méquinas de Vector Soporte o MVS (del inglés: Support
Vector Machines, abreviado como SVM), una herramienta de clasificacion desarrollada por el
matematico ruso V. Vapnik [2] en los afios 90 y considerada, actualmente, como uno de los

mejores métodos de prediccion.
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Las Maquinas de Vector Soporte son una extension del Clasificador de Vector Soporte (Sup-
port Vector Classifier), y éste, a su vez, es una generalizacion del Clasificador de Margen Maximal
(Mazimal Margin Classifier), el cual, a pesar de ser simple y elegante, no puede ser aplicado a
muchos conjuntos de datos debido a su requisito de que las clases sean linealmente separables.
Estudiaremos estos 3 conceptos en detalle, subrayando las diferencias entre uno y otro. Para ello,

nos basaremos en [7].

1.7.1. Clasificador de Margen Maximal

Supongamos que estamos en la situacién de la Figura , donde tenemos un conjunto de
muestras positivas y negativas que deseamos separar mediante una linea recta. La pregunta es,

iqué linea recta debemos escoger para obtener una separacion éptima de los datos?

+
+

Figura 1.2: Observaciones pertenecientes a dos clases distintas que deseamos separar de forma

6ptima.

Definamos el margen como la minima distancia (perpendicular) de cada observacion a una
recta dada. El Clasificador de Margen Maximal se basa en tomar la linea recta (o hiperplano,
valido también para cuando estamos en p dimensiones, p >1) para la cual el margen es mayor.

Ahora la cuestion es, jqué regla de decision usa esa frontera de decision?

Para responder a esto, consideramos un vector w, perpendicular a la linea recta y de longitud
desconocida, y un vector u, como se muestra en la Figura [1.3] Proyectamos u en la direccion
de w, mediante el producto escalar: w - u. Cuanta mas grande sea esta proyeccidén, mas seguros

estaremos de que w es una muestra positiva.

Matemaéticamente, esto lo podemos expresar como:
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+

MAT}( j
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Figura 1.3: Vectores w, u y margen. El hiperplano de margen maximal se muestra como una linea

solida. El margen es la distancia desde la linea sélida hasta cualquiera de las lineas discontinuas.

w-u>c< [w-u+b>0, entonces +] (1.12)

siendo ¢ una constante positiva. En la equivalencia hemos definido b = —c¢. Notar que b es
desconocido. Esto dltimo nos proporciona la regla de decision. Ahora bien, como w y w son
incognitas, necesitamos imponer més restricciones para averiguar su valor. Si ¢4 es una muestra

positiva y &_ una muestra negativa, se verifica:

w-xy+b>1
(1.13)
w-r_+b< -1

pues w-x+b > 0 si « estd en la linea recta. Para hacer las cosas més sencillas, introducimos

una nueva variable y; tal que: y; = 1 para muestras positivas, e y; = —1 para datos negativos.

Se tiene:

w-ry+b>1<—vy-(w-x;+b)>1

wr_ +b< -1y, - (w-x;+b)>1

Es decir, las dos ecuaciones son iguales, con lo cual basta considerar solo una de ellas. Asi:

yi-(w-x;+b)> 1=y - (w-x;i+b)—1>0
yi - (w-x; +b) —1 =0, para x; en los bordes del hiperplano
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+

Figura 1.4: Célculo geométrico de la distancia minima entre un par de observaciones pertene-

clentes a clases distintas.

A continuacion, calcularemos la distancia entre las lineas discontinuas, por el procedimiento

que se ve en la Figura|l.4

donde n es un vector normal unitario perpendicular a la linea recta. La proyeccién de n sobre
o —x_ nos proporciona la longitud de éste, i.e: la distancia buscada. Ahora bien, ;qué vector n

elegimos? Dado que el vector w definido anteriormente verificaba la perpendicular con respecto

a la recta, basta tomar va—” para que, ademas, sea unitario.

Matematicamente, esto se traduce como:

Distancia = (x4 —x_) - H:U"—H =

[[w]]

donde en la segunda igualdad hemos tenido en cuenta que, como las observaciones x4 y x_
estén en los bordes, se verifica: y; - (w-x; +b) — 1 = 0. En particular, para x4, y; = 1, con lo cual

w- x4+ =1—1>b. De forma similar, para x_ se tiene que y; = —1 y por lo tanto w-x_ = —1 —b.

EL hiperplano maximal, bajo las restricciones consideradas se calcula como: méax ﬁ y:

2 1 . 1 2
MAX — <= max —— <= min|lw|| <= min —||w||
[[aw]] [wll 2

La construccion del Clasificador de Margen Maximal se basa en resolver el siguiente problema

de optimizacién:

. 1 2
min = |jw||
2 (1.14)

sujeto a: y; - (w-x; +b) —1>0

Para ello, emplearemos los multiplicadores de Lagrange:
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||'w||2 Zaz Yi - (w-a; +b) — 1]

oL
— = w — Zazylwl =0= w= Zalylml (1.15)

ow
Zazyz —O:Zazyz =0

Substituimos ahora el valor de w en la expresién de L, y obtenemos:

= % <Z aiyiiri) Z Yz | — (Z Oziyi:l:i> Z YTy | — Z b + Z ;=
' ‘ ¢ J 7 i
L= ZO‘@ ~3 Zzaz%yz% z))

Es decir: la optimizacién de L solo depende del producto escalar entre pares de muestras.
Dicho de otro modo: el Clasificador de Margen Maximal depende de un conjunto muy pequeno
de observaciones, las cuales son denominadas vectores soporte, ya que “soportan” el hiperplano
maximal, en el sentido de que son puntos que si se mueven ligeramente, entonces el hiperplano

también se desplaza.

1.7.2. Clasificador de Vector Soporte

No siempre se da el caso en que los datos sean separables por un hiperplano. De hecho,
aun en el supuesto de que tal hiperplano existiera, hay situaciones en las que este clasificador
no es deseable. Un clasificador basado en un hiperplano separador necesariamente clasificara
a la perfeccion todas las muestras, y esto puede causar una alta sensibilidad a observaciones

individuales, produciendo un sobreajuste en los datos.

En esta situacién, nos interesa considerar un clagificador basado en un hiperplano que no
separe perfectamente las dos clases, para lograr:

= Mayor robustez frente a observaciones individuales.

= Mejor clasificaciéon para la mayor parte de muestras.

Esto es, puede merecer la pena clasificar mal unas pocas observaciones para separar mejor

los datos restantes.
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El Clasificador de Vector Soporte hace exactamente esto: en vez de encontrar el margen
mas ancho posible para que cada observacién esté no solo en el lado correcto del hiperplano,
sino también en el lugar apropiado del margen, permitimos mayor flexibilidad admitiendo que
algunas observaciones estén en la parte incorrecta del margen o el hiperplano. Las observaciones

que verifican esto tltimo son las muestras mal clasificadas por el Clasificador de Vector Soporte.

Mateméaticamente, su construccién se basa en resolver el siguiente problema de optimizacién:

1
min - fwlf?
2
sujeto a: y; - (w-x; +b) —1+& >0 (1.16)

&ZO,Zn:fiSC
i=1

donde hemos introducido unas nuevas variables no negativas, llamadas variables de holgura ¢;
(del inglés: slack variables), las cuales “relajan” las condiciones iniciales del margen, permitiendo

que éste sea mas flexible, i.e, que algunas observaciones no estén en el lugar correcto.

Siguiendo un razonamiento andlogo al realizado para el Clasificador de Margen Maximal

[1.13] se tiene que las restricciones en este caso son:

w-z, +b> 1-¢
w-r_ +b<—-1+¢

Asimismo, la variable & nos indica la posiciéon de la observacion x;, relativa al hiperplano y
al margen. Si & = 0, x; esta en el lado correcto del margen. Si &; > 0, x; estd en el lugar erréneo
del margen (decimos que la observacion i-ésima ha wviolado el margen). Finalmente, si & > 1,

entonces x; estd en el lado incorrecto del hiperplano.

Por su parte, la constante C' que aparece en [.16] es un pardametro de penalizacion. Su
funcién como cota de la suma de los &;’s nos sirve para determinar el nimero y la severidad
de las violaciones del margen y el hiperplano que estamos dispuestos a tolerar. Por ejemplo, si
C>0, entonces no méas de C observaciones pueden estar en el espacio equivocado del hiperplano.
Notar que el caso C = 0 se corresponde con el problema de optimizacién pues en esta
situacion: & = ... = &, = 0. A medida que C se incrementa nos volvemos més tolerantes a los

incumplimientos del margen, resultando en un ensanchamiento de éste.

En la préctica, C se calcula mediante validacién cruzada y controla el equilibro sesgo-varianza.:

cuando C' es pequeiio, los margenes son estrechos y rara vez son transgredidos por los datos, lo
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cual se traduce en poco sesgo, pero en una alta varianza. Sin embargo, cuando C' es grande, el
margen es mas amplio, derivando en un peor ajuste de las observaciones y en un clasificador
potencialmente més sesgado, aunque de menor varianza. La Figura [I.5]ilustra, de forma grafica,

cémo se transforma el margen en funcién de los valores de C.

Figura 1.5: Variacién del margen para distintos valores de C'. El mayor valor de C corresponde
al grafico superior izquierdo, mientras que las restantes figuras se obtienen considerando valores
decrecientes del parametro. Cuando C es grande, hay una alta tolerancia para observaciones que
no se encuentran en el lado correcto del margen, por lo que el margen serd ancho. A medida que
C decrece, la tolerancia para la transgresiéon del margen también es menor, por lo que el margen

se estrecha.

El problema de optimizacién tiene una propiedad muy interesante: solo las muestras
que, o bien descansan en el margen, o bien lo vulneran, afectaran al hiperplano, y por lo tanto,
al clasificador. Estas observaciones son los vectores soporte y, en consonancia con lo descrito en

el parrafo precedente, aumentan cuando C' es alto y disminuyen si éste es pequeno. Esta carac-
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teristica muestra la robustez ante el comportamiento de observaciones alejadas del hiperplano.
Ademis, distingue al Clasificador de Vector Soporte de otros métodos de clasificacion, como el
LDA. En efecto, la regla de clasificacion del LDA depende de la media de {odas las observa-
ciones entre cada clase, asi como de la matriz de varianzas-covarianzas entre-grupos empleando

todos los datos.

1.7.3. Maquinas de Vector Soporte

El Clasificador de Vector Soporte es un enfoque natural para la clasificaciéon en el contexto
binario, si la frontera entre las dos clases es lineal. No obstante, en la practica, muchas veces esto

no se verifica y en estas situaciones cualquier clasificador lineal actuard pobremente.

Las Maquinas de Vector Soporte solucionan esta problema aplicando una transformacién de
los datos originales a un nuevo espacio, de dimensién superior, donde si se pueden separar de for-
ma lineal. La ampliacién del espacio se realiza mediante unas funciones especificas, denominadas

kernels. Veamos esto en detalle.

Fijémonos en que la solucién del problema de optimizacién y el Clasificador de Vector

Soporte lineal solo dependen del producto escalar entre las observaciones:

donde la expresiéon de h viene de considerar la regla de decision y el valor de w obtenido
en Notar que «; # 0 si y solo si x; es un vector soporte.

Si ahora consideramos una transformacion ¢, para hacer la maximizacién solo necesitariamos
conocer el valor de: p(x;) - ¢(x;), mientras que para la regla de decision bastaria: p(x;) - ¢(u).
En otras palabras, no necesitamos conocer la transformacion ¢, sino solo el producto escalar de

los vectores transformados, y aqui es donde reside la magia de las Maquinas de Vector Soporte.

Las funciones kernel K(x;, ;) = ¢(x;) - ¢(x;) son una generalizacion del producto escalar,

que cuantifica la similaridad entre un par de observaciones.

Algunos kernel populares son:

= El kernel lineal: K(x;, ;) = «; - «;, que mide el parecido entre dos muestras usando la

correlacion (estandar) de Pearson.
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» El kernel polinémico de grado p: K(x;, ;) = (x; - «; + 1)P, con p>1.

» El kernel radial (en inglés: radial basis function kernel o RBF kernel): K (x;, x;) = exp (%)

Cuando el Clasificador de Vector Soporte se combina con un kernel no lineal como el poli-
némico o el radial, el clasificador resultante recibe el nombre de Maquina de Vector Soporte. En

este caso, la funciéon de decision (no lineal) toma la forma:

Veamos, por ejemplo, como funciona el kernel radial. Si dada una nueva observaciéon x;,
ésta se encuentra muy alejada de una muestra de entrenamiento x;, i.e, si la distancia euclidea
|z; — 2} ||? entre ambas es grande, K serd pequefio. Esto significa que en la ecuacién anterior, z;
no jugara ningan papel en h(zx}) o, equivalentemente, en la prediccion de la pertenencia de
a una u otra clase. Se dice entonces que el kernel radial tiene un comportamiento muy local, en
el sentido de que solo muestras de entrenamiento cercanas tienen un efecto en la etiqueta de la
clase correspondiente a una muestra de validacién. La Figura[l.6| es un ejemplo de como actiian
los kernels radial y polinémico cuando los aplicamos a un conjunto de datos que no se pueden

separar de forma lineal.

\

_4
|
_4
1

Figura 1.6: Ajuste por MVS de un conjunto de observaciones no linealmente separables, perte-
necientes a dos clases distintas (senaladas en rosa y azul). La grafica de la izquierda corresponde
a una MVS con un kernel polindémico de grado 3 y la de la derecha a un kernel radial. Imagenes

extraidas de [7]

La ventaja de usar las funciones kernel K es esencialmente computacional, ya que solo precisa-

mos calcular K (x;, x;), para todos los (g) pares distintos ¢, j. Esto se puede realizar sin trabajar
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explicitamente en el espacio ampliado y es muy importante, pues en numerosas aplicaciones de

las MVS el nuevo espacio tiene tantas dimensiones que los cilculos se vuelven intratables.

Por ultimo, es relevante mencionar que el concepto de hiperplano separador en el cual se
basan las MVS’s no se extiende de forma natural para més de dos clases. No obstante, hay
algunos métodos que intentan generalizar este argumento para el caso multiclase, siendo los maés

conocidos el one-versus-one y el one-versus-all.

1.8. LDA generalizado

Recordemos algunas de las ventajas del Analisis Discriminante Lineal.

= La regla de decisién solo depende de la media de cada clase. Recordar que por una

nueva observacion es asignada a la clase de media més cercana.

= Las fronteras de decisién son lineales, originando, con ello, reglas de clasificacién simples

en forma e implementacion.

= Actia como reductor de dimensiones, lo cual permite, entre otras cosas, una mejor visua-

lizacién de los datos.

= Suele producir los mejores resultados de clasificaciéon, debido a su sencillez y baja varianza.

Sin embargo, la simplicidad caracteristica de esta técnica de clasificacion provoca que falle

en numerosas situaciones:

= En muchas ocasiones se necesita mas de una medida para describir y clasificar los datos.
= A menudo las fronteras de decision lineales no separan adecuadamente las clases.

= En aquellos casos donde tenemos demasiadas variables correladas, LDA usa un gran nimero

de parametros, que son estimados con una alta varianza, y su rendimiento es pobre.

Con el fin de solucionar estos problemas, se crearon una serie de técnicas que generalizan el

modelo del Analisis Discriminante Lineal ([6]). Las describiremos brevemente.

La primera idea consiste en pensar el problema del LDA como un problema de regresion lineal.
Hay muchos métodos que generalizan la regresion lineal para obtener més flexibilidad. Esto, en
consecuencia, conduce a formas més flexibles de analisis discriminante, que llamamos Analisis

Discriminante Flexible o FDA (del inglés: Flexible Discriminant Analysis). En la mayor parte de
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los casos los procedimientos consisten en ampliar el conjunto de variables mediante funciones no
lineales de los predictores. EL. FDA equivale al LDA en el espacio ampliado, el mismo argumento

usado en las MVS’s. Es tutil para modelar relaciones no lineales entre las variables.

En el caso de muchos predictores, la segunda idea radica en ajustar un modelo LDA, pero
penalizando los coeficientes, de forma similar a las técnicas de regularizacion en el contexto de
regresion. A este procedimiento se le conoce como Anélisis Discriminante Penalizado o PDA (del

inglés: Penalized Discriminant Analysis).

Fl clasificador LDA asume que cada clase proviene de una sola distribucién gaussiana. Esto,
en ocasiones, puede ser muy restrictivo. La tercera idea se fundamenta en modelar cada clase
como una mezcla de dos o méas subclases con distribuciones normales y con la misma matriz de
varianzas-covarianzas. Ello permite fronteras de decision més complejas, asi como una reduccion
de dimensiones al igual que en el LDA. Esta extension se la conoce con el nombre de Anélisis

Discriminante Mixto o MDA (del inglés: Mizture Discriminant Analysis).



Capitulo 2

Adaptacion al contexto de alta

dimensién en “Big Data”

El avance de la ciencia y la tecnologia trae consigo conjuntos de datos donde el niimero
de variables es mucho mayor que el tamafio de la muestra. En tales situaciones los clésicos
LDA y QDA son inaplicables, pues las matrices de varianzas-covarianzas no poseen inversa. En
los ultimos afios, los estadisticos han dedicado grandes esfuerzos a adaptar estos métodos para
dimensiones elevadas. Hay una ingente cantidad de informaciéon sobre este tema y multitud de
propuestas, pero en este capitulo nos centraremos solo en algunas de ellas, las cuales, por sus

caracteristicas, resultan particularmente interesantes.

2.1. Reglas de clasificacion en alta dimensién para LDA

La formula para el clasificador LDA, considerando dos clases (k = 2) con distribucién normal

v un vector de predictores p-dimensional X es:

A IR DN m
f1 + 1) TS (g — fag) + log s > 0) (2.1)
donde fi,,, 5t y 7, son los estimadores muestrales de los parametros poblaciones p,,, X! y

7, respectivamente, para v = 1, 2.

Como vimos en el capitulo anterior, el clasificador era 6ptimo, segun la regla de Bayes,
si el namero de predictores (p) estaba fijado y el tamano muestral (n) tendia a infinito. En
caso contrario, cuando la dimensién es elevada, se presentan esencialmente tres problemas: la

singularidad de la matriz ¥, la adecuada estimacion de frj y la regularizacion simultanea de

25
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Yy p;. Para solventar estas dificultades se han propuesto una serie de clasificadores en un
intento por adaptar LDA a dimensiones superiores, que se pueden agrupar, esencialmente, en
dos categorias: clasificadores no dispersos y clasificadores dispersos. A continuaciéon introducimos

algunos ejemplos de cada tipo, extraidos de [9].

2.1.1. Clasificadores no dispersos

FEstos métodos emplean seleccion de variables mediante técnicas de regularizacién aplicadas a
las medias o la matriz de varianzas-covarianzas. La denominacién de “no disperso” hace referencia
a que estos clasificadores no necesitan asumir que las matrices sean huecas, o equivalentemente,

que tengan un gran ntumero de entradas nulas.

2.1.1.1. Independence Rule (IR)

Esta técnica de clasificacion fue creada para solventar el problema de la singularidad de
la matriz 3. IR sustituye la matriz anterior por D = diag(f]), que es un estimador definido
positivo y, por lo tanto, siempre invertible. El hecho de que D sea diagonal equivale a decir que
las variables, en cada grupo, son independientes. Se ha comprobado que IR puede proporcionar

mejores resultados que una regla que modele todas las posibles correlaciones entre los predictores.

Para definir IR, consideremos el siguiente espacio de parametros:

L(c,v,B) = {(11, 112, %)+ (1 — 1) S 7 (111 = p12) > &, 01 < Apin(B) < Apan (D) < w2, p; € B}

donde B = B, 4 = {u € Ly E?Zlaju? < dQ}, v = v,12) Y Amin(E) ¥ Anaz(X) son el

menor y mayor autovalor de 3, respectivamente.
Si estimamos p;; con:
~IR _

Pt = (1= rjn) + [

para algin r;, adecuadamente escogido, el clasificador IR adopta la forma:

1 N A =1, N niq
rrr(X) =1 <X = 51"+ i)D" = 15") + log > 0) (2.2)
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2.1.1.2. Features Annealed Independence Rule (FAIR)

Se puede probar que IR pierde sus buenas propiedades si la dimensién es demasiado alta. No
obstante, si esta misma regla es aplicada a unas variables seleccionadas, la técnica de clasificacion
resultante FAIR, propuesta por Fan y Fan ([4]), soluciona los problemas de interpretabilidad y
acumulaciéon de ruido debido al exceso de variables en el contexto multidimensional, lo cual

conlleva estimar un gran ntmero de pardmetros.

Con objeto de seleccionar tnicamente aquellos predictores que recogen la mayor variabilidad
de la muestra se emplea el test £. La eleccién del nimero 6ptimo de variables o, equivalentemente,

el valor umbral de los estadisticos ¢, son propuestos basados en una cota del error de clasificacion.

. A —1 . L. .
Fijandonos en v teniendo en cuenta que D es diagonal, vemos que las tnicas variables
que aportan algo a la regla de decisién son aquellas cuyas medias son diferentes entre clases.
Por ello, el estadistico empleado para seleccionar las m componentes mas significativas es el

estadistico t, definido para el predictor j como:

I:L1j _ﬂ2j .
t, = —F——=, j=1,.p
s2. s2.
215 + 225
ny na

donde slz,j es la varianza muestral de X; en la clase v. En [4] se pueden ver las condiciones

bajo las cuales el estadistico anterior selecciona todas las variables importantes con probabilidad

tendiendo a 1.
La regla FAIR selecciona las variables en el conjunto S = {j : |t;] est4 entre los s, més grandes}
En la practica, se ordenan los |t;| por orden decreciente y se fija:

2
1 " Zj‘:l t? + S(mn_w]

Sy, = arg max — 3
s NS Sning + ning ijl t;

donde A

S ax €S €l mayor autovalor del bloque superior izquierdo, de dimensién s x s, de la

] y N 1/24 A —1/2 . o .
matriz de correlacién muestral D D . Sirve para minimizar una cota superior del error

de clasificacion.

FAIR clasifica una observacion de acuerdo a la siguiente regla de decision:

T
1 . “ ~—1 N 1
trarr(X) = ((Xs = 5B+ M2§)> X Digs (g = frpg) +log - > 0) (2.3)
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2.1.1.3. Nearest Shrunken Centroids Classifier (PAM)

Este es un célebre clasificador en el ambito de la genética (microarray data) y por ello también
se le conoce con el nombre de PAM (del inglés Prediction Analysis for Microarrays). Es una
modificacion del Nearest Centroids (Prototype) Classifier; el cual asigna una nueva observacion
a la clase con la distancia més pequena entre la observaciéon y el centroide. Fue diseiado por
Hastie, Tibshirani et al. ([I4]). Como se explicita en el articulo, la contraccion de los prototipos
permite obtener un clasificador méas eficiente y con mayor poder de predicciéon que otros métodos
existentes, pues reduce el exceso de ruido. Aunque en [14] este clasificador se emplea para la
diagnosis objetiva de una muestra en el contexto de la clasificaciéon cancerigena, el procedimiento
es general y puede ser usado en muchos otros problemas de clasificacion. Ademas, PAM funciona

especialmente bien cuando hay mas de dos clases.

Al igual que FAIR, PAM aproxima X mediante una matriz diagonal y se hace una seleccion

de variables, pero los estimadores empleados son distintos. En efecto, en este caso:

i:]f)+801

para alguna constante pequena sg > 0, donde I es la matriz identidad, y:

N
vj my(sj_'_so)a

donde p; = %Z?:l ijmu =v(1/ny) +(1/n)y 5? = ﬁjj

PAM contrae t; a cero (empleando un valor umbral o soft thresholding), proporcionando la
variable t;ﬂj v los centroides reducidos: ﬂl = ftj + my(s; + so)t;{:j. De esta forma se introduce

seleccién de variables en el método. La regla de decision resulta en:
tpan(X) = argméx(X — )" SN (X — fn,) - 27,

2.1.2. Clasificadores dispersos

Los clasificadores mostrados anteriormente tienen sus desventajas. Por ejemplo, intentar re-
gularizar individualmente X y p; puede conducir a error, tanto en términos de seleccion de
variables como a efectos de clasificacién. De hecho, se pueden ver ejemplos donde la seleccion
de variables aplicada a IR escoge un conjunto erréneo de predictores. Ademés, aunque en FAIR
no se requiere ninguna condicién de dispersién sobre 3, este clasificador no es asintoticamente

6ptimo, pues ignora las correlaciones entre las componentes de X.
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Esta seccién estard dedicada a presentar algunos ejemplos de clasificadores que asumen la
dispersion de BBWes = ¥ 71 (uy — po), i.e, asumen que el nimero de elementos no nulos en el
vector BB es mucho menor que p. Estos métodos emplean, por tanto, la idea de penalizaciéon
en el contexto de regresién para regularizar la direccién discriminante estimada, donde se forzaba

a que los coeficientes de regresion tendiesen a cero.

2.1.2.1. Conceptos y definiciones previas

Consideraremos el problema de clasificacién binario y un vector p-dimensional X, pertene-

ciente a la clase v si X ~ Nj(p,, %) para v = 1,2, donde p; # py y ¥ es definida positiva.

El indice (tasa) de clasificacion incorrecta es la media de las probabilidades de cometer dos
tipos de errores: clasificar X a la clase 1, si X ~ N, (9, X) vy clasificar X a la clase 2, cuando X
~ NP(“’I? Z)

Si pq, e v X son conocidas, entonces la regla de clasificacion 6ptima, i.e, aquella con el
menor error de clasificacién, clasifica X a la clase 1 si y solo si 5/2_1(1’ — ) > 0, donde
= (py + p)/2,8 = g — p1y y 8 denota el vector traspuesto del vector 8. Notar que estamos
ante la regla de Bayes cuando las probabilidades a priori son iguales. Denotemos por Ropr la

tasa de clasificacién incorrecta de la regla 6ptima. Se tiene:

Ropr = ®(—Ap/2), A, =V 18 (2.4)

donde @ es la funcién de distribucién de una normal estandar.

Como en la practica p,, y % son desconocidos, precisamos de una muestra de entrenamiento
X = {xyi,i =1,...,ny, v = 1,2}, donde n, es el tamafio muestral de la clase v y x,,; ~ N, (1, X)
son independientes. Para evaluar el buen funcionamiento de una regla de clasificaciéon T basada en
una muestra de entrenamiento, se utiliza la tasa de clasificacion incorrecta condicionada Ry (X),
definida como la media de las probabilidades condicionales de cometer los dos tipos de clasifiacién
érronea antes mencionados, donde las probabilidades condicionadas se miden respecto a x, dada
la muestra de entrenamiento X. El comportamiento asintético de T' es equivalente a analizar

como actia Rp(X) cuando n — oo.
Definicién 2.1. Sea T una regla de clasificacion con probabilidad de error condicionada Rr(X),
dada la muestra de entrenamiento X.

1. T es asintoticamente optima si Rp(X)/Ropr —p 1

11. T es asintoticamente sub-6ptima si Rp(X) — Ropr —p 0
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111. T es asintéticamente peor si Rp(X) —p 1/2

Si limy, 0 Ropr [<= A, en estda acotado|, entonces (I) y (II) son equivalentes. El
apartado (III) viene del hecho de que 1/2 es la probabilidad de clasificacion incorrecta de una

eleccién al azar.

Nos centraremos en reglas de clasificaciéon de la forma:

Asignar x alaclase 1 <= § X7 (x — 1) > 0 (2.5)

donde 4, oy 371 son los estimadores de 4, 2y X! usando la muestra de entrenamiento X.

2.1.2.2. Linear Programming Discriminant (LPD)

En contraste con otros métodos precedentes basados en la estimacion individual de la matriz
Y71 0 en el vector diferencia de medias p; — p9, LPD obtiene un clasificador mas simple y

eficiente a nivel computacional estimando directamente el producto 389 = ¥~ (uy — uy).

La obtencién de la regla proviene del siguiente hecho: ©38%¢ = p, — pu,. Por tanto, el

estimador de gBwes eg:

prEP = argmin|f]l1, - tal que 126 = (f1 = f2)lloo < A

El resultante BLPD

normalmente es disperso y se puede implementar ficilmente usando pro-
gramacion lineal. La dispersion en el producto X! (p; — ) es una condicién mas débil y flexible
que imponer la dispersiéon tanto en X! como en p; — po. En particular, LPD no requiere que
Y71 sea dispersa. Esto tltimo es una gran ventaja, pues estimar la inversa de una matriz hueca

con una elevada dimensién es complejo y requiere de una ingente cantidad de célculos.

Asumiendo mismas probabilidades a priori, m1 = me, LPD clasifica una nueva observaciéon a

la clase 1 si:

1 T
(X S n») 3PP S g (2.6)

Se tiene que, bajo ciertas condiciones de regularidad, la probabilidad de error de LPD tendera

a la probabilidad de error de Bayes (i.e, es asintoticamente 6ptima).
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2.1.2.3. Sparse Linear Discriminant Analysis (SLDA)

Como en la situaciéon p > n, LDA puede ser asintéticamente peor incluso aunque X sea
conocida (en cuyo caso la estimacion seria exacta), para obtener un LDA 6ptimo es necesario
imponer condiciones de dispersién en 3 y § cuando ambos son desconocidos. La regla SLDA
presentada en el articulo [I2] se construye basandose en estimadores de umbral para las medias
v la matriz de varianzas-covarianzas, al igual que en FAIR y PAM, pero, a diferencia de éstos, se
permitird que el nimero de estimadores no nulos sea mucho mayor que n. Esto permitira asegurar
la optimalidad asintética de la regla de clasificacion, i.e, Rgrpa(X) convergeréd en probabilidad
al mismo limite que Ropr y si Ropr — 0, Rsrpa(X) y Ropr tendran, ademés, la misma

velocidad de convergencia.

= Condicion de dispersion para 3

Consideramos:

p
—mé R
Chp = miix ;‘%” (2.7)

donde o es el elemento que ocupa la posicion (j,1) en la matriz 3, y h es una constante
que no depende de p tal que 0 < h < 1. Si h=0, Cp ) es el mayor nimero de elementos
no nulos de las filas de ¥ . Por tanto, Cp, << p implica que hay muchos elementos en ¥
iguales a cero. Si C}, << p para una constante h € (0,1), entonces X es dispersa, en el

sentido de que gran parte de sus entradas son muy pequenas.

El estimador resultante de 3, 3, se consigue teniendo en cuenta e imponiendo el valor
umbral ¢, = Mi+/log p/+/n a los elementos de S situados fuera de la diagonal, donde S es la
matriz de covarianzas muestral (i.e, el estimador de ¥ obtenido por maxima verosimilitud)
y M es una constante positiva.

s Condicion de dispersion para 0

Consideramos:

p
Dgp=> 067 (2.8)
j=1

donde d; es la j-ésima componente de ¢ y g es una constante independiente de la dimension

p tal que 0 < g < 1. Como antes, si Dy, << p para g € [0,1), entonces § es disperso.

El estimador disperso de 8, 8, se obtiene imponiendo el valor umbral a,, = My (log p/n)* a

las componentes de 6, donde My >0y a € (0,1/2).
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La regla SLDA se obtiene al sustituir & y %! en por & y ¥, donde las constantes M,

v Ms se obtienen por validacién cruzada.

Asignar x a la clase 1 < Sli_l(x — ) >0 (2.9)

El Teorema 3 del articulo garantiza la optimalidad asintética del SLDA bajo ciertas hipotesis

en la velocidad de divergencia de p,C}, p, Dg ) ¥ Ag.

2.1.2.4. Direct Sparse Discriminant Analysis (DSDA)

Este clasificador considera LDA como un problema de regresién lineal simple, con lo cual es

particularmente eficiente en términos de computacién. Definimos:

pols  Jols , - 2
(B8, ') = arg min > (V; — Bo — X[ B) (2.10)
(Bo,B) izl

donde Y; es la etiqueta de clase, pero tratada como una variable continua. Por [6], 3% y BB“yeS
comparten la misma direccién o, equivalentemente, son proporcionales. Asi, DSDA obtiene un

estimador disperso como:

GDSDA = argngn; (i — B — XTB)" + P(B) (2.11)

donde Py es una funciéon de penalizacion en el parametro \. De esta forma, la ecuacion [2.11]
tiene la misma forma que el estimador por minimos cuadrados de la regresion.

Otra caracteristica de este método es que puede tratar problemas con distintas probabilidades
a priori. Considerando AP5P4 DSDA calcula:

- (BDSDA)T§JBDSDA
2 ng

. 1 .
DSDA . . \T ADSDA
0 =—c(f + )" B + log ( " N
(fu, — j1,)T FDSDA

Por tanto, DSDA clasifica una nueva observacion a la clase 1 si:
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2.2. Reglas de clasificaciéon en alta dimensién para QDA

Los clasificadores LDA no proporcionan buenos resultados si las matrices de covarianzas son
distintas entre poblaciones, pues el LDA ignora estas diferencias. A dia de hoy existen muchos
menos clasificadores cuadraticos en altas dimensiones que lineales. Esto se debe a la dificultad
intrinseca que conlleva estimar la regla de clasificacién cuadratica y, en especial, las matrices de
varianzas-covarianzas. Los métodos existentes, creados para reducir tal complejidad, se pueden

agrupar en tres categorias:

s Clasico QDA después de una reducciéon de dimensiones.
= QDA con estimadores de p,, y 3, no dispersos.

= QDA con estimadores de p,, y 3, dispersos.

Los clasificadores dispersos suelen gozar de buenas propiedades asintéticas, pero requieren
de complicadas asunciones y poseen un coste computacional elevado. Por el contrario, aquellos
métodos con estimadores no dispersos tienen mayores tasas de error, pero son més féiciles de

implementar a nivel algoritmico.

En esta seccién nos centraremos en el problema de clasificacién binario, considerando, ademas,
mismas probabilidades a priori e igual probabilidad de clasificaciéon incorrecta. Los métodos

presentados estan sacados de [11].

2.2.1. Conceptos previos

La regla cuadratica QDA asigna una nueva observacion x a la clase 1 si:

fopa(X) =1 ((x )TN X ) — (K - ) TS (X — )+ log 22 > o) (2.13)

donde || denota el determinante de la matriz X.

El enfoque tradicional para implementar consiste en sustituir las p, v ¥, por sus corres-
pondientes andlogos muestrales. Sin embargo, cuando la dimensién supera al nimero de datos,
los estimadores para las matrices de covarianzas no poseen inversa y, por tanto, el procedimiento
anterior es inaplicable. A continuacién presentaremos tres ejemplos de clasificadores cuadraticos,
cada uno perteneciente a un grupo distinto de los mencionados anteriormente, que tratan de

solucionar este problema de la singularidad.
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2.2.2. Ridge-forward QDA (RFQD)

Este método reduce la dimensién de los predictores para que sea menor que el tamano mues-
tral. De esta forma, se pueden usar los estimadores muestrales para las medias y las matrices de

varianzas-covarianzas y el clasico QDA funciona bien.

Como se describe en el articulo [I1], RFQD emplea una version modificada del criterio de
informacién de Bayes junto con un método forward para la selecciéon de variables. Es decir, RFQD
elabora la regla de clasificacion basdndose en las herramientas tradicionales para la construccion
de modelos en el contexto de la regresion. Asi, una nueva observacion es asignada a la clase 1
empleando Unicamente las variables seleccionadas. Este clasificador estd justificado tedricamente

si las muestras de entrenamiento son independientes.

2.2.3. High-dimensional Quadratic Classifiers in Non-Sparse settings

El clasificador QDA clésico no siempre produce buenos resultados aun en el caso de que
las matrices de varianzas-covarianzas sean conocidas y las poblaciones sigan una distribucion
normal. El método presentado a continuacion aporta informacién sobre la heterogeneidad entre
clases expandiendo tanto el vector diferencia de medias como las matrices de covarianzas, sin
necesidad de asumir dispersion en p,,, 3, 0 Y12. Se basa en sustituir ¥ ! en mpor A, donde

A, es una matriz definida positiva verificando:

tr, (A, — A))] =tr(APA) —p,  parav # 1, v, € {1,2}

La nueva regla de clasificacion incluye, ademas, el término tr(S,A,)/n,, cuya funcién es

reducir el sesgo en cada clase.

Por tanto, una nueva observacion x es asignada a la clase 1 si Wi (A1) — Wa(Az2) > 0, donde:

W,(A)) = (x— ,uV)TAl,(x — ) —tr(S,A) /n, —loglA,|, v=1,2

En particular, los autores consideran cuatro tipos de matrices A;:

. I 4 ) oyl _ oyl
MA, =1, (I)A, = tr@y>1p7 (D) A, =% 4 (IV) A, =%,

siendo E;( d) la version diagonalizada de X,.

Ignorando el término corrector del sesgo, se tiene que el caso (I) conduce al clasificador

LDA y a un clasificador QDA simplificado, donde no hay necesidad de estimar las matrices de
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covarianzas; (IT) es un caso particular del anélisis discriminante regularizado (RDA); (III) es el
QDA diagonalizado, el cual disminuye la cantidad de parametros desconocidos en las matrices de
varianzas-covarianzas (en concreto, se pasa de un orden de p? a p) y por tltimo el caso (IV) es
el QDA clasico, aplicable inicamente en aquellas situaciones donde el tamafio muestral es mayor
que la dimension. Ademas, bajo ciertas hipotesis, la tasa de error de la regla de clasificacion

obtenida con cualquiera de estas cuatro matrices converge, en probabilidad, a cero.

2.2.4. Sparse QDA for high-dimensional data (SQDA)

Cuando p es mucho méas pequenio que n, QDA tiene la menor tasa de clasificacién incorrecta
en términos asintéticos. Kl SQDA mostrado aqui busca lograr este mismo objetivo para aquellas
situaciones donde la dimensién es mucho mayor que el tamano muestral. Para ello, impone
condiciones de dispersién en las medias y las matrices de covarianzas, que supone desconocidas.

Veamos el procedimiento para obtener esta regla discriminante.

La funcién rgpa en puede ser reescrita como:

/ by
tapa(x) =1 (<x = )TV — ) — 2055 (x — puy) + 6516 + log ;Z:) S0 214

donde § = py—py y V= 21_1 —22_1. Las condiciones de dispersion se impondran en §, 31, 39
y A= 21 — EQ.

= Condicion de dispersion y valor umbral para estimar §

Definimos d, = §Z1|5j\29, donde 0; es la j-ésima componente de § y g es una constante
en [0,1). La dispersion de ¢ estd garantizada si dj, diverge a oo a un ritmo mucho mas
lento que p, cuando tanto p y n tienden a infinito. Un estimador disperso de § se obtiene
imponiendo la siguiente cota o valor umbral a los estimadores de maxima verosimilitud de

[y — Mo tn, = Mo(n~'logp)®, para alguna constante o € (0,1/2) y Mg > 0.

= Condicion de dispersion y valor umbral para estimar X; y A

Definimos ¢, = méax,—1 2 max;—12 . p Z§Z1|am~j\h, donde oy es la entrada (7,7) de X, y
h es una constante en [0,1). Para asegurar que gran parte de las componentes de ¥, sean
nulas, necesitamos que ¢, sea mucho mas pequeila que p. De esta forma, A es disperso. Sin
embargo, para garantizar la dispersiéon de las matrices 31 y Yo se necesitan, en este caso,

1/2 1/2

dos valores umbral, determinados por: t1, = My(n"!logp)'/? v ta, = Ma(n"'logp)

para ciertas constantes My y Ma.
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La regla SQDA se obtiene entonces sustituyendo §,%, y A en por sus correspondientes
estimadores dispersos. Los pardmetros de regularizacién My, M1 v Ms son elegidos mediante
validacion cruzada para minimizar la probabilidad de clasificacion incorrecta. Asumiendo ciertas
hipotesis, se puede probar que la tasa de error del clasificador SQDA es asintoticamente 6ptima

(i.e, converge a la correspondiente tasa de error de la regla de Bayes).



Capitulo 3

Ilustraciéon sobre datos simulados y

reales

En este capitulo ilustraremos, a través del software R, algunas de las técnicas presentadas
para un conjunto de datos simulado y dos bases de datos reales. En ambos casos nos centraremos

en el problema de clasificacion binario, tomando como referencia el articulo [10].

3.1. Datos simulados

Emplear datos simulados tiene varias ventajas. En primer lugar, debido a la escasez de mues-
tras en conjuntos de datos reales, es dificil detectar diferencias significativas y evaluar la relevancia
de los clasificadores. En segundo lugar, la falta de informacién acerca de cémo se generan los
datos en un contexto real y la distribucién de probabilidad subyacente hace complicado extraer
conclusiones. Por dltimo, puesto que conocemos el verdadero comportamiento del modelo en los
datos simulados, podemos comprobar cuan bien funciona, lo cual es importante para hacernos

una idea de su fiabilidad cuando lo aplicamos a datos reales.

Guiandonos por [10], construiremos varios modelos de simulacion diferentes. Para ello, gene-
ramos aleatoriamente n muestras, de forma que la probabilidad a priori de que una observaciéon
pertenezca a una de las dos clases sea la misma, i.e: m; = my. Esto significa que ambas clases
tienen el mismo namero de observaciones. Condicionado a la etiqueta de clase (v = 1,2), gene-
ramos el vector predictor X de dimensién p de una distribucién normal multivariante con vector
de medias p, y matriz de varianzas-covarianzas Y. Sin pérdida de generalidad, tomamos @1 = 0
v po = LB (consideramos ahora SB% = N7 (ug — pq)).

37
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Modelo n P by BBwes — =1y — py)

1 100 400 ¥, = 0,57 0,556(3 1,5,0,0,2,0,-5)"

2 100 400 %, = 0,5 0,582(3,2,5, —2,8,0,_3)"

3 400 800 X =1,%; =0,5,i #j 0,395(3 1 7 —2,2,-2,1,2,55,0,_5)"

4 400 800 X, =1,%;=005,i#j 0551(3,1,7,-2,2,-2,1,2,55,(p — 5) " L,_5)T
5 400 800 X =1,%;=005,i#7 0,362(3,1,7, 2,2, —2,1,2,55, (p — 5)'T,_5)T

Cuadro 3.1: Valores de los parametros para distintos modelos de simulacion, extraidos de [10].

Las elecciones para n, p, ¥y S5 se recogen en la tabla .

Los modelos 1-3 son todos dispersos, pero poseen una estructura diferente en las medias y
la matriz de covarianzas. Los modelos 4 y 5 son practicamente dispersos en el sentido de que
no dependen de todas las variables y se pueden aproximar bien por funciones discriminantes

dispersas.

A continuacién, comparamos la regla LDA clasica con las técnicas discriminantes lineales
de alta dimensién FAIR, PAM y DSDA. Para ello, dividimos la muestra original en dos partes:
una de entrenamiento, sobre la cual se ajusta el modelo, y otra de testeo o validacién, cuyas
observaciones serviran para la prediccion de las etiquetas de clase. La comparaciéon de los métodos
la haremos mediante el error o probabilidad de clasificacién incorrecta, calculada como la fraccion
de etiquetas de clase predichas por el modelo que difieren de la verdadera etiqueta. Para reducir
la variabilidad, repetimos el proceso de simulacién 2000 veces y promediamos las estimaciones

del error obtenidas.

En lo concerniente a su implementacion en R, las reglas LDA y PAM se programan de
forma directa. El método DSDA, por su parte, estd basado en un modelo de regresion lineal
con penalizacién Lasso, por lo que haremos uso del comando glmnet en R para aproximar su
solucion. Por ultimo, debido a que FAIR no cuenta con un paquete disponible en R, tomaremos
como referencia los resultados para el error de [10], los cuales, a pesar de haber sido obtenidos de
una manera diferente, sirven para hacernos una idea del comportamiento de esta regla. La tabla

recoge la comparacion de los métodos, donde el error estd expresado en ( %).

Como vimos en el capitulo 2, FAIR y PAM estiman la matriz de varianzas-covarianzas X
mediante una matriz diagonal, con el fin de resolver el problema de la invertibilidad en alta
dimension (p >> n). Es decir, estas reglas ignoran la estructura de correlacion entre las variables.
Sin embargo, el método DSDA, basado en un modelo de regresion lineal con penalizaciéon Lasso,
si tiene en cuenta esta correlacion y, por ello, es el tinico que muestra un buen comportamiento en

los cinco modelos considerados. Los métodos PAM y FAIR tienen igualmente un comportamiento
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LDA FAIR PAM DSDA

Modelo1l 68  11.47 2 0
Modelo 2 68 15.67 4 0
Modelo 3 37  25.69 35.5 0
0
0

Modelo 4 275 1427 28
Modelo 5 295 24.14 295

Cuadro 3.2: Resultados de la simulacién para cada modelo considerado.

aceptable, ya que su tasa de error se sittia en todos los casos por debajo del 50 %. No obstante,

el error es significativamente mayor que el de DSDA, a excepcion del modelo 1.

En el modelo 1, los primeros cinco elementos de po — 1 son mucho més grandes que el resto,
lo que implica que las reglas basadas en la independencia de las variables pueden incluir las tres
variables discriminantes (i.e, las variables del conjunto {j: {S7!(p2 — p1); # 0} }). Por otro
lado, aunque el modelo 2 usa la misma matriz de varianzas-covarianzas > que el modelo 1, tiene
una estructura de medias muy diferente: los primeros dos elementos de g9 — 1 son muy grandes,
mientras que el resto son mucho méas pequenos. Esto significa que las reglas de independencia

tienen dificultades en seleccionar la variable 3, resultando en una peor clasificacion.

Finalmente, los resultados de la simulaciéon también muestran que LDA sigue siendo un
clasificador competente atn en el contexto de la alta dimensién, pues su comportamiento se

asemeja al de otras técnicas discriminantes como FAIR o PAM.

La Figura muestra, graficamente, el comportamiento de los cuatro métodos en los cinco

modelos de simulacion.

3.2. Datos reales

En el d&mbito médico, una temprana detecciéon de tumores malignos es dificil pero muchas
veces crucial para un tratamiento exitoso. La informacién biomolecular es, a dia de hoy, igual
o incluso méas importante para el diagndstico del cancer que los factores clinicos tradicionales.
El reto reside en que algunos test, como los experimentos microarray, generan un gran conjunto
de datos con valores para la expresion génica de cientos o miles de genes, pero con una muestra
de muy pocos pacientes. Es decir, estamos en el caso de la alta dimensién, donde el ntimero de

variables es mucho mayor que la cantidad de observaciones disponibles.

Por tanto, para una comparaciéon mas exhaustiva de las diferentes reglas discriminantes,
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Figura 3.1: Error de clasificaciéon medio para las distintas reglas sobre cada modelo de simulacién
(rojo: LDA, verde: FAIR, azul oscuro PAM, azul claro: DSDA)

haremos uso de dos bases de datos clasicas y de referencia en el contexto de la genética: la de
cancer de colon ([I]) y la de cancer de prostata ([13]). El objetivo basico en estos casos es predecir

sl una nueva observacion es o no tumoral.

La base de datos [I], disponible en R a través del paquete HiDimDA, estd formada por
2000 genes (i,e 2000 variables) medidos sobre 62 pacientes (i.e, 62 observaciones): 40 de ellos
diagnosticados con cédncer de colon y los 22 restantes sanos. El status del paciente esta descrito
por la variable factor grouping v los valores de los genes estan dados por las variables numéricas
“genes.1” hasta “genes.2000”. Por su parte, el conjunto de observaciones [13], que esta disponible
en R a través del paquete sda, contiene mediciones de la expresién génica correspondiente a 6033
genes para una muestra de 102 observaciones: 52 son pacientes diagnosticados con cancer de

prostata y 50 son varones sanos.

En ambos casos, dividimos la muestra en una parte de entrenamiento y otra de validaciéon
con un ratio 2:1 (equivalentemente, 2/3 de la muestra serd de entrenamiento y 1/3 de testeo).
Repetimos este proceso 100 veces. Los porcentajes de error relativos a los distintos métodos en
las dos bases de datos consideradas se recogen en la tabla [3.3] donde las probabilidades son las
opuestas de las que aparecen en el articulo [I0]. No implementamos esto en R puesto que su

programacién es andloga a la realizada para los datos simulados.

De forma global, observamos que los tres métodos tienen un comportamiento muy similar en

la base de datos de colon, mientras que en la de prostata vemos, de nuevo, que DSDA es la mejor
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FAIR PAM DSDA

Colon 13.6 13.6 13.6
Prostata  23.5 8.8 5.9

Cuadro 3.3: Comparacion de las reglas discriminantes con las bases de datos de colon y prostata.

regla discriminante. FAIR, por el contrario, es la que posee un mayor error de clasificacion.

Finalmente, veremos como se comporta el clasificador Maquinas de Vector Soporte (MVS)
en estas bases de datos reales y lo compararemos con la calidad de las reglas previamente men-

cionadas. Para ello, emplearemos el procedimiento en [3].

Como se describe en el articulo, previo al estudio aplicamos una transformacion logaritmica en
base 10 a las expresiones génicas para lograr un efecto de simetrizaciéon en las variables. Ademés,
con el fin de prevenir que una sola observacion domine el analisis, estandarizamos los datos. A
continuacion, de manera aleatoria, seleccionamos 200 genes (para reducir el ntimero de variables)
y particionamos la muestra, de forma que 2/3 de las observaciones sean de entrenamiento y 1/3
de validacién. Los errores los calculamos, de nuevo, como la fraccién de clases predichas por el

modelo que difieren de la verdadera etiqueta.

Para construir el clasificador MVS, usamos la opcion del kernel radial que ofrece R por
defecto, pues es la que proporciona, generalmente, mejores resultados y solo necesita de dos
parametros: el parametro de coste o penalizacién C, y el parametro v que aparece en la expresion
del kernel radial. A efectos de mejor clasificaciéon, ambos parametros son escogidos por validacion
cruzada sobre la malla de valores {2_5, 274 ., 210} X {2_10, 279, .., 25} para cada conjunto de
entrenamiento. Repitiendo este proceso 50 veces se obtienen los resultados de la tabla En el
apéndice se proporciona un esquema del cédigo que se podria usar para llegar a tales valores en

el conjunto de datos relativo al cancer de colon.

‘ Colon Prostata, ‘

| MVS 1505 788 |

Cuadro 3.4: Errores de clasificacion MVS ( %) en las bases de datos de colon y prostata, extraidos
de [3]

Observamos que MVS arroja peores resultados que las reglas FAIR y PAM en la base de
datos de colon, pero sin embargo en la de prostata tiene una tasa de error muy similar a la de

DSDA que, como vimos antes, era la mejor regla discriminante. La Figura proporciona la
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comparacién de los cuatro métodos en este ultimo conjunto de datos.
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Figura 3.2: Error de clasificaciéon promedio para las distintas reglas sobre la base de datos relativa
al cancer de prostata (rojo: MVS, verde: FAIR, azul oscuro PAM, azul claro: DSDA)

Por tanto, después de analizar como acttian los métodos de clasificacion introducidos para
el contexto del Big Data sobre varios conjuntos simulados y algunos reales, concluimos que
aunque las reglas discriminantes basadas en la independencia de las observaciones suponen un
gran atractivo a nivel computacional, pueden arrojar resultados no deseables en el aspecto de
clasificacién. Sin embargo, aquellos métodos como el DSDA | que si tienen en cuenta la estructura
de correlacién entre las variables, poseen un comportamiento mas homogéneo y son las que
proporcionan las menores tasas de error. Por ultimo, aunque el LDA clésico funciona peor que
las técnicas previamente mencionadas, debido al efecto de la colinealidad entre variables, vemos

que sigue teniendo un elevado poder de prediccion.



Anexo 1

Scripts utilizados para la

implementacion de los métodos

En este apéndice se recoge el c6digo de R usado para generar los modelos de simulacion, asi
como para implementar las reglas discriminantes LDA, PAM y DSDA. También se anaden las
lineas de las Figuras y asi como un esquema de codigo relativo a la obtencion de los

errores de clasificacion por las Maquinas de Vector Soporte.

set.seed (2000)
library(MASS)
library(glmnet)
library(pamr)

#PARAMETROS

#Namero de observaciones

nl = 100
n2 = 400
#Dimensiones
pl = 400
p2 = 800

#tMatrices de varianzas-covarianzas

43
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Sigl <- matrix(0,pl,pl)

for(i in 1:p1){

for(j in 1:p1){

Sig1l[i,j] = 0.5~ (abs(i-j))
}

}

Sig2 <- matrix(0,p2,p2)
for(i in 1:p2){

for(j in 1:p2){

if (i==j){

Sig2[i,jl = 1}

else{

Sig2[i,j] = 0.5

+

}

+

#GENERACIAON MODELOS DE SIMULACION

#MODELO 1

EstBayesl = as.matrix(0.556%c(3,1.5,0,0,2,rep(0,p1-5))) #Estimador de Bayes
mull = as.matrix(rep(0,pl)) #Media para la primera clase

mul2 = Sigly*J%EstBayesl #Media para la segunda clase

X1_clasel = mvrnorm(nl/2,mu=mull,Sigma=Sigl)

X1_clase2 = mvrnorm(nl/2,mu=mul2,Sigma=Sigl)

X1 = cbind(rbind(X1_clasel, X1_clase2), c(rep(1,n1/2), rep(2, ni1/2))) #Modelo

#MODELO 2

EstBayes2 = as.matrix(0.582%c(3,2.5,-2.8,rep(0,pl1-3)))
mu2l = as.matrix(rep(0,pl))
mu22 = Sigl¥=*)EstBayes2
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X2_clasel

X2_clase2 = mvrnorm(nl/2,mu=mu22,Sigma=Sigl)

mvrnorm(nl/2,mu=mu21,Sigma=Sigl)

X2 = cbind (rbind(X2_clasel, X2_clase2), c(rep(1,n1/2), rep(2, nl/2)))

#MODELO 3

EstBayes3 = as.matrix(0.395%c(3,1.7,-2.2,-2.1,2.55,rep(0,p2-5)))
mu3il
mu32

as.matrix(rep(0,p2))
Sig2%+*/EstBayes3

X3_clasel = mvrnorm(n2/2,mu=mu31,Sigma=Sig2)
X3_clase2

mvrnorm(n2/2,mu=mu32,Sigma=Sig2)

X3 = cbind (rbind(X3_clasel, X3_clase2), c(rep(1,n2/2), rep(2, n2/2)))
#MODELO 4

EstBayes4 = as.matrix(0.551%c(3,1.7,-2.2,-2.1,2.55,rep((1/(p2-5)),p2-5)))

muédi
mu4?2

as.matrix(rep(0,p2))
Sig2)*)EstBayes4

X4_clasel

X4_clase2 = mvrnorm(n2/2,mu=mu42,Sigma=Sig2)

mvrnorm(n2/2,mu=muél,Sigma=Sig2)

X4 = cbind(rbind(X4_clasel, X4_clase2), c(rep(1,n2/2), rep(2, n2/2)))
#MODELO 5
EstBayesb = as.matrix(0.362*c(3,1.7,-2.2,-2.1,2.55,rep((1/(p2-5)),p2-5)))

mu51 = as.matrix(rep(0,p2))
mub2 = Sig2¥%*Y%EstBayesb

X5_clasel = mvrnorm(n2/2,mu=mub1,Sigma=Sig2)

X5_clase2 = mvrnorm(n2/2,mu=mub52,Sigma=Sig2)
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X5 = cbind(rbind(X5_clasel, X5_clase2), c(rep(1,n2/2), rep(2, n2/2)))

error.lda <- matrix(0,2000,5)
error.pam <- matrix(0,2000,5)
error.DSDA <- matrix(0,2000,5)

for(i in 1:2000){

#Tenemos que convertir los datos a data.frame para poder aplicar las reglas

discriminantes

N1 <- data.frame(X1)
N2 <- data.frame(X2)
N3 <- data.frame(X3)
N4 <- data.frame(X4)
N5 <- data.frame(X5)

#Dividimos la muestra en una parte de entrenamiento y otra de validacidn

#La mitad de observaciones serdn de entrenamiento y la mitad de validacién
trainl <- sample(l:nl, nl/2)
data.trainl <- Ni[traini,]

data.testl <- Ni[-traini,]

data.train2 <- N2[trainil,]
data.test2 <- N2[-traini,]

train2 <- sample(l:n2, n2/2)

data.train3 <- N3[train2,]
data.test3 <- N3[-train2,]

data.traind4 <- N4[train2,]
data.test4 <- N4[-train2,]

data.trainb <- N5[train2,]
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data.testb <- N5[-train2,]

#CLASIFICACION LDA (Linear Discriminant Analysis)

Ajustamos modelo sobre la muestra de entrenamiento

clasificacion.ldal <- lda(data.traini1$X401~., data=data.trainl)

#Predecimos la etiqueta de clase sobre la muestra de validacidn

pred.test.ldal <- predict(clasificacion.ldal,data.testl)$class

#Calculamos la probabilidad de clasificacidén correcta (que mide la calidad de una
regla discriminante)

eficiencia.ldal<- mean(pred.test.ldal == data.test1$X401)

#Calculamos la probabilidad de clasificacion incorrecta

error.ldal<- mean(pred.test.ldal != data.test1$X401)

clasificacion.lda2 <- lda(data.train2$X401~., data=data.train2)
pred.test.lda2 <- predict(clasificacion.lda2,data.test2)$class
eficiencia.lda2<- mean(pred.test.lda2 == data.test2$X401)
error.lda2<- mean(pred.test.lda2 != data.test2$X401)

clasificacion.lda3 <- lda(data.train3$X801~., data=data.train3)
pred.test.lda3 <- predict(clasificacion.lda3,data.test3)$class
eficiencia.lda3<- mean(pred.test.lda3 == data.test3$X801)
error.lda3<- mean(pred.test.lda3 != data.test3$X801)

clasificacion.lda4 <- lda(data.train4$X801~., data=data.train4d)
pred.test.lda4<- predict(clasificacion.lda4,data.test4)$class
eficiencia.lda4 <- mean(pred.test.lda4d == data.test4$X801)
error.lda4<- mean(pred.test.ldad != data.test4$X801)

clasificacion.ldab <- lda(data.trainb$X801~., data=data.trainb)
pred.test.ldab <- predict(clasificacion.ldab,data.testb5)$class
eficiencia.ldab <- mean(pred.test.ldab == data.test5$X801)
error.ldab<- mean(pred.test.ldab != data.test5$X801)
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#Almacenamos los errores de cada iteracidn

error.ldafi,] <- c(error.ldal,error.lda2,error.lda3,error.ldad,error.ldab)

#CLASIFICACION PAM (Nearest Shrunken Centroids Classifier)

clasificacion.paml <- pamr.train(list(x=as.matrix(t(data.trainl)),...

y=as.factor(data.train1$X401)), threshold=1)

pred.test.paml <- pamr.predict(clasificacion.paml, as.matrix(t(data.testl)),...
threshold=1, type="class")

eficiencia.paml<- mean(pred.test.paml == data.test1$X401)

error.paml<- mean(pred.test.paml != data.test1$X401)

clasificacion.pam? <- pamr.train(list(x=as.matrix(t(data.train2)),...

y=as.factor(data.train2$X401)), threshold=1)

pred.test.pam2 <- pamr.predict(clasificacion.pam2?, as.matrix(t(data.test2)),...
threshold=1, type="class")

eficiencia.pam2<- mean(pred.test.pam2 == data.test2$X401)

error.pam2 <- mean(pred.test.pam2 != data.test2$X401)

clasificacion.pam3 <- pamr.train(list(x=as.matrix(t(data.train3)),...

y=as.factor(data.train3$X801)), threshold=1)

pred.test.pam3 <- pamr.predict(clasificacion.pam3, as.matrix(t(data.test3)),...
threshold=1, type="class")

eficiencia.pam3 <- mean(pred.test.pam3 == data.test3$X801)

error.pam3<- mean(pred.test.pam3 != data.test3$X801)

clasificacion.pamé4 <- pamr.train(list(x=as.matrix(t(data.train4)),...

y=as.factor(data.train4$X801)), threshold=1)

pred.test.pamé4 <- pamr.predict(clasificacion.pamé4, as.matrix(t(data.test4)),...
threshold=1, type="class")

eficiencia.pam4 <- mean(pred.test.pamé4 == data.test4$X801)

error.pam4 <- mean(pred.test.pam4 != data.test4$X801)

clasificacion.pamb <- pamr.train(list(x=as.matrix(t(data.trainb)),...
y=as.factor(data.train5$X801)), threshold=1)
pred.test.pamb <- pamr.predict(clasificacion.pamb, as.matrix(t(data.test5)),...

threshold=1, type='"class")
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eficiencia.pamb <- mean(pred.test.pamb == data.test5$X801)
error.pamb <- mean(pred.test.pamb != data.test5$X801)

error.pam[i,] <- c(error.paml,error.pam2,error.pam3,error.pamé,error.pamb)

#CLASIFICACION DSDA (Direct Sparse Discriminant Analysis)

resl <- glmnet(as.matrix(data.trainl) ,data.train1$X401,alpha=1)

#alpha=1 => PENALIZACION LASSO

#Escogemos el mejor parametro de penalizacién lambda por validacidén cruzada usando
cv.glmnet(). Por defecto, este comando realiza validacidén validacién cruzada de

10 iteraciones.

res.LA1 = cv.glmnet(as.matrix(data.trainl),data.train1$X401,alpha=1,standardize=FALSE)
best.lambdal <- res.LA1$lambda.min

#Predecimos con el mejor lambda

pred.test.DSDALl <- round(predict(resl,s = best.lambdal, as.matrix(data.testl)),1)
eficiencia.DSDA1<- mean(pred.test.DSDA1 == data.test1$X401)

error.DSDA1<- mean(pred.test.DSDAl != data.test1$X401)

res2 <- glmnet(as.matrix(data.train2),data.train2$X401,alpha=1)

res.LA2 = cv.glmnet(as.matrix(data.train2) ,data.train2$X401,alpha=1,standardize=FALSE)
best.lambda2 <- res.LA2$lambda.min

pred.test.DSDA2 <- round(predict(res2,s = best.lambda2, as.matrix(data.test2)),1)
eficiencia.DSDA2<- mean(pred.test.DSDA2 == data.test2$X401)

error.DSDA2<- mean(pred.test.DSDA2 != data.test2$X401)

res3 <- glmnet(as.matrix(data.train3),data.train3$X801,alpha=1)

res.LA3 = cv.glmnet(as.matrix(data.train3) ,data.train3$X801,alpha=1,standardize=FALSE)
best.lambda3 <- res.LA3$lambda.min

pred.test.DSDA3 <- round(predict(res3,s = best.lambda3, as.matrix(data.test3)),1)
eficiencia.DSDA3<- mean(pred.test.DSDA3 == data.test3$X801)

error.DSDA3<- mean(pred.test.DSDA3 != data.test3$X801)

res4 <- glmnet(as.matrix(data.train4),data.train4$X801,alpha=1)

res.LA4 = cv.glmnet(as.matrix(data.train4),data.train4$X801,alpha=1,standardize=FALSE)
best.lambda4 <- res.LA4$lambda.min

pred.test.DSDA4 <- round(predict(res4,s = best.lambda4, as.matrix(data.test4)),l)
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eficiencia.DSDA4<- mean(pred.test.DSDA4 == data.test4$X801)
error.DSDA4<- mean(pred.test.DSDA4 != data.test4$X801)

resb <- glmnet(as.matrix(data.trainb),data.trainb$X801,alpha=1)

res.LA5 = cv.glmnet(as.matrix(data.train5),data.trainb$X801,alpha=1,standardize=FALSE)

best.lambdab <- res.LA5$lambda.min

pred.test.DSDA5 <- round(predict(res5,s = best.lambdab, as.matrix(data.test5)),1)
eficiencia.DSDA5<- mean(pred.test.DSDA5 == data.test5$X801)

error.DSDAS <- mean(pred.test.DSDA5 != data.test5$X801)

error.DSDA[i,] <- c(error.DSDA1,error.DSDA2,error.DSDA3,error.DSDA4,error.DSDA5S)

#ERRORES DE CADA METODO EN LOS 5 MODELOS CONSIDERADOS

colMeans (error.1lda)
colMeans (error.pam)

colMeans (error.DSDA)

#GRAFICO DE LOS ERRORES DE CLASIFICACION (promediados)
error.fair <- ¢(0.11,0.16,0.26,0.14,0.24) #Error correspondiente a la regla FAIR

x <- 1:5

y <- seq(0,1,length.out=5)

plot (x,y,type="n",xlab=’’,ylab=’"’)
lines(colMeans(error.lda),col=2,type=’0’) #Rojo: LDA
lines(error.fair,col=3,type=’0’) #Verde: FAIR
lines(colMeans(error.pam),col=4,type=’0’) #Azul oscuro: PAM

lines(colMeans(error.DSDA),col=5,type=’0’) #Azul claro: DSDA

#MAQUINAS DE VECTOR SOPORTE
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#Bases de datos

library(HidimDA)

X <- AlonDS #Base de datos cancer de colon

library(sda)

data(singh2002) #Base de datos cancer de prdstata

#Hacemos solo el estudio para la base de datos de Alon (el otro caso se hace

igual, sustituyendo la base de datos)

levels(X$grouping) <- c("1", "2") #Cambiamos las etiquetas de las clases "colonc"

y "healthy" para que éstas sean nimeros.

scale(log(X[,-11)) #Aplicamos una transformacidén logaritmica a los datos y los
estandarizamos, de forma que pertenezcan a una distribucidn normal de media O
y varianza 1 (por tanto, las variables tomaran valores entre -2 y 2).
library(el1071) #Libreria para la clasificacidén por Maquinas de Vector Soporte
error <- numeric(50)

for(i in 1:50){

#Preseleccionamos una muestra de 200 genes (al azar)

X.new <- X[,c(1,sample(1:2000,200))]

#Dividimos muestra: 2/3 muestra de entrenamiento y 1/3 muestra de validacién

(aleatoriamente)

index <- l:nrow(X.new)
testindex <- sample(index, trunc(length(index)/3))
data.test <- X.new[testindex,]

data.train <- X.new[-testindex,]
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#Maquinas de vector soporte

#Seleccionamos mejores parametros por validacidén cruzada de un conjunto de posibles

valores sobre la muestra de entrenamiento

parametros <- tune.svm(data.train$grouping™., data = data.train,...
gamma = 2~(-10:5), cost = 2°(-5:10))

#Mejor modelo

svm.modelo <- parametros$best.model

#Predecimos sobre la muestra de validacién, considerando el mejor modelo

svm.pred <- predict(svm.modelo,data.train)

#Calculamos el error para cada iteracidn

error[i] <- mean(svm.pred != data.test$grouping)

¥

error.definitivo <- mean(error) #Promediamos los valores de los errores obtenidos

#GRAFICA ERRORES PROMEDIO EN LA BASE DE DATOS PROSTATA
x <- seq(-2,2,length.out=20)

y <- seq(0,1,length.out=20)
plot(x,y,type="n",xlab=’’,ylab="’)
abline(h=0.08,col=2) #Rojo: MVS

abline(h=0.24,co0l=3) #Verde: FAIR

abline(h=0.09,col=4) #Azul oscuro: PAM
abline(h=0.06,co0l=5) #Azul claro: DSDA
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