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Introduccion

El trabajo recogido en esta memoria se enmarca en el problema de la
reconstruccién de la fase de una onda electromagnética a partir de medidas
de irradiancia y se centra, en concreto, en la técnica de reconstruccién en la
aproximacién paraxial basada en la Ecuacién de Transporte de Intensidad (ETT).
Esta ecuacion liga la derivada axial instantanea de la irradiancia de un haz con
la variacion transversal de los frentes de onda. La trascendencia de la ETI como
técnica de recuperacién de fase se encuentra en la sencillez para ser implementada
simplemente a partir de medidas de irradiancia en dos planos paralelos y ortogonales
al eje 6ptico, que la convierte en un método versatil, aplicable en muchas ramas
de investigacién en Optica, entre las que destacan la ()ptica activa y adaptativa, la
caracterizacion de materiales y la Microscopia. Nuestro objetivo principal en este
trabajo es realizar un estudio detallado de este método que permita optimizar su
rendimiento en sus distintas aplicaciones.

La apertura finita de los dispositivos que atraviesa el haz de luz, se traduce en la
presencia de una pupila en el plano de recuperacion. En consecuencia, las medidas
de irradiancia necesarias para estimar la derivada axial no solo deben realizarse en
el interior de la pupila, sino también en torno al borde o frontera, lo que veremos
serd esencial para recuperar la fase sin ambigiiedades. Por otra parte, la conservacion
de la paraxialidad exige que los frentes de onda sean fundamentalmente planos.
En la mayoria de las aplicaciones, esto significa que la irradiancia en el plano de
recuperacion se puede considerar aproximadamente uniforme. En esta situaciéon la
ETI informa de que las medidas en el interior de la pupila se relacionan con la
curvatura del frente de onda, mientras que las medidas en la frontera proporcionan
su derivada normal. De ahi el nombre de los sensores de frente de onda basados en
la ETT aplicados en Optica Astrondémica, que comunmente se han llamado sensores
de curvatura.

En este trabajo se da respuesta a tres cuestiones que surgen al trabajar con

sensores de curvatura. Primero, como optimizar el rendimiento del sensor de
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curvatura en las configuraciones habituales del mismo. Segundo, cémo mejorar la
respuesta del sensor para que la fase recuperada tenga mas resolucion. Tercero,
debido a la mayor dificultad para realizar medidas precisas en la frontera, determinar
el peso de la informacién recuperada en el borde de la pupila respecto del resto de
informacién obtenida a partir de medidas en el interior.

La memoria se ha estructurado en cinco capitulos. En el primero de ellos, se hace
una revision histoérica de la ETI como técnica de recuperacion de fase en diversas
aplicaciones, se revisan los problemas principales que surgen al ponerla en practica,
las limitaciones de las soluciones utilizadas hasta la fecha y se proponen nuevas
soluciones que constituyen los objetivos de este trabajo de investigacion.

En el capitulo segundo, se trata la estimacién de la derivada axial de la
irradiancia en el interior de la pupila suponiendo irradiancia uniforme en el plano de
recuperacion, es decir, se estudia la estimacion del laplaciano de la fase. En concreto,
se identifican las principales fuentes de error de las medidas de la curvatura del frente
de onda y se modela su varianza en funcién de estos factores y de la posiciéon axial
de los planos de irradiancia. Por ltimo, se procede al diseno de un método para
optimizar el rendimiento del sensor en relacién con estas medidas, que se comprueba
en un ejemplo ilustrativo.

En el capitulo tercero, se introducen los métodos mas habituales para obtener
informacion de la fase en el borde de la pupila, se analizan sus principales limitaciones
y se calcula una expresion para el error de la derivada normal de la fase en funcién
de estos factores limitantes y de la posicién axial de los planos de irradiancia. Con
esta informacion se procede al diseno de un procedimiento de optimizacion de este
tipo de medidas, que, al igual que en el capitulo anterior, se ilustra con un ejemplo.

Una vez identificadas las limitaciones de las implementaciones tradicionales de la
ETI, en el capitulo cuarto se proponen otras configuraciones del sensor persiguiendo
el objetivo de mejorar su rendimiento fijadas las condiciones de medida.

Por 1ltimo, en el capitulo quinto, se aborda el problema de contorno que
constituye la ETI aplicada a un haz de luz que ha atravesado una pupila, con
la perpectiva de analizar la importancia en el resultado final de la informacion
recuperada en el borde de la misma. La complejidad manifiesta de las medidas en el
borde de la pupila justifica un estudio donde se pondere su peso en la recuperacion
de la fase en comparacién con las medidas en el interior.

Para concluir, se incluyen tres apéndices no solo con herramientas de apoyo para
la comprensién de los capitulos, sino también con informacién complementaria mas

orientada hacia aplicaciones concretas de la ETI, que no aparece en el cuerpo de la
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memoria para dinamizar su lectura, pero no por ello menos importante. En el primero
se deduce la ETI y se halla la version de la misma particularizada a haces limitados a
una abertura en el plano de recuperacion. En el segundo se obtienen las expresiones
necesarias para aplicar el procedimiento que se desarrolla en esta memoria para
optimizar la respuesta del sensor de curvatura, en aquellas aplicaciones donde haya
una limitacién temporal que repercuta en la deteccién de un niimero finito de fotones.
Por 1ltimo, el tercero concierne a la configuracién mas habitual de esta técnica de
recuperacion de fase en el ambito de la Optica adaptativa aplicada a la Astronomia:

la configuracion de Roddier.






Capitulo 1

La Ecuacion de Transporte de
Intensidad como técnica de

recuperacion de fase

En este capitulo inicial, se aborda el papel de la Ecuaciéon de Transporte de
Intensidad (ETT) en el problema de la recuperacién de fase a partir de medidas de
irradiancia, para dar contexto al trabajo de investigacién que recoge esta memoria.
Tras un repaso, en la primera seccién, de las principales aplicaciones de la ETI, en
la segunda seccion se introduce esta ecuacion como relacién 1til para resolver un
problema genérico de recuperacién de fase, asi como las necesidades y dificultades
mas importantes que surgen al aplicarla y algunas de las soluciones que se han
propuesto hasta la fecha para reducirlas. Basandonos en estos antecedentes, en
la tercera seccion, se explican las cuestiones que han motivado este trabajo de
investigacion y las propuestas generales para dar solucién a tales cuestiones, que

constituyen los pilares del mismo.

1.1. Introduccion

Cuando una onda electromagnética se propaga en un medio determinado, su
amplitud y su fase sufren modificaciones en mayor o menor grado, acumulando
informacion acerca del medio que atraviesa. La variacion de amplitud provocada
por la absorcion de radiaciéon durante la propagacién proporciona datos acerca de
la estructura del medio atravesado. No obstante, en ocasiones el medio es tan poco

absorbente que la onda se transmite sin que su amplitud se modifique visiblemente.
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Es entonces cuando la obtencién de la fase de la onda a la salida del objeto o medio
dispersivo es esencial para reunir informacion acerca del mismo, a costa de tener que

emplear algoritmos y técnicas complejas.

Los dispositivos que se encargan de medir observables con los que obtener
informacion acerca de la fase de la onda electromagnética se llaman sensores de
frente de onda [1, 2]. Este tipo de aparatos se utilizan en muchas aplicaciones, como
control de calidad de componentes 6pticos [3-5] o de haces laser de alta energia,
pero su mayor desarrollo llegd dentro del campo de la ()ptica Astronémica de la
mano de la Optica activa y adaptativa, cuyo concepto fue descubierto en paralelo
por dos investigadores en la década de los cincuenta (H. Babcock y V. P. Linnik) [6].
Sin embargo, los intentos serios de aplicar esta tecnologia en Astronomia se hicieron
esperar hasta mediados de los anos setenta [7-9] y, hasta los noventa, la mayor
parte del esfuerzo para desarrollarla se centré en las aplicaciones militares [6, 10, 11].
En Astronomia la ()ptica activa y adaptativa se utiliza para mejorar la resoluciéon
de los telescopios terrestres compensando activamente sus aberraciones, inducidas
térmicamente o causadas por defectos de fabricacién, asi como adaptandose a las
aberraciones provocadas por las turbulencias atmosféricas, empleando, para ello, un
espejo deformable [6, 12-17]. Estos factores tienen mas relevancia conforme aumenta
el tamano de los telescopios [18], una necesidad fundamental a la hora de estudiar

objetos celestes cada vez de menor tamano y también menos brillantes [19, 20].

La fase de una onda electromagnética puede obtenerse utilizando variedad de
métodos. Por ejemplo, la holografia y la interferometria permiten caracterizar
con precision la forma del frente de onda a partir de patrones de interferencia.
Cuando la aplicacién exige mayor robustez, estabilidad y mayor flexibilidad en los
requerimientos de coherencia de la fuente, se emplean técnicas no interferométricas,
entre las que destacan los sensores Shack-Hartmann [1]. Alternativamente, pueden
emplearse otros métodos no interferométricos que nos permitan deducir la amplitud
compleja de la onda electromagnética a partir de medidas de irradiancia en eje [21—
38]. Este conjunto de técnicas se conocen habitualmente como el problema de la
recuperacion de fase. En este campo, hay métodos practicos que extraen la fase
como resultado de un procedimiento de optimizacién no lineal iterativo, basado, o
bien en el conocimiento de la distribucion de intensidad en un segundo plano de
difraccién, o bien en la aplicacién de ciertas ligaduras [21, 22, 27]. Pero también
existen métodos deterministas, que se fundamentan en una ecuacién matematica
que describe una relacién mas o menos precisa entre la amplitud y la fase de la

onda [23-25, 31, 34, 37|. La recuperacién es determinista en el sentido de que la fase
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se obtiene directamente en funcién de los datos de irradiancia y la cuestion de la
unicidad de la solucién ya no surge aqui [39-41], a diferencia de los métodos que
emplean algoritmos iterativos [22, 27, 42]. En este trabajo nos centraremos en un
subconjunto concreto de estos ultimos métodos, los que se basan en la Ecuacion de
Transporte de Intensidad (ETT) [24, 25].

La ETI es una ecuacién diferencial de continuidad valida para describir, en
aproximacién paraxial, la propagacién de luz en medios homogéneos [43], tanto con
iluminacién coherente como incoherente” [46, 47]. Si no hay ceros en la distribucién
de irradiancia, esta ecuacién expresa una relacién unica entre la variacién transversal
del frente de onda y la variacién axial de la intensidad [48, 49]. En particular, si la luz
se distribuye uniformemente a la salida del medio atravesado, las variaciones axiales
instantaneas de la distribucién de irradiancia estan provocadas por las curvaturas
locales del frente de onda. Este comportamiento sienta las bases del funcionamiento
de los conocidos sensores de curvatura, inventados por Roddier a finales de los
anos ochenta para su aplicacion en Optica activa y adaptativa en Astronomia, por
sugerencia de Beckers [12, 50, 51]. Multitud de trabajos ilustran el rendimiento de
estos sensores en aplicaciones como el control de calidad de telescopios terrestres y
la compensacion de las aberraciones provocadas por las turbulencias en imagenes de
objetos celestes [10, 16, 17, 53, 54, 56-64]. Otros usos del sensor de curvatura en el
campo de la Optica Astrondmica son la alineacién en fase de espejos segmentados
[65, 66], la obtencién del patrén de centelleo de la luz de las estrellas [67] o la
recuperacion de imagenes solares contrastadas, que demuestra el éxito de esta técnica
cuando opera con fuentes extensas [68-70]. En el aspecto de las comunicaciones por
satélite, la E'TI se ha aplicado en la deteccion de la inclinacion del frente de onda
para guiar con precisién un haz ldser [71]. También se ha demostrado su utilidad
para el control de calidad de espejos [3] o lentes progresivas [72]. En el ambito de
la ()ptica Fisiologica, el sensor de curvatura se ha empezado a aplicar recientemente
para la medida de la topografia corneal y de la ldgrima en el ojo humano [73, 74], y
de las aberraciones oculares [75].

Pero, junto con la Optica Astrondmica, la Microscopia es, sin duda, el otro campo
donde las técnicas de visualizacion de fase fundamentadas en la ETI han tenido una
aceptacion notable [46, 49, 76-105]. Ello ha sido posible gracias a su simplicidad,

asi como a la sencilla interpretacién de los resultados, que las distinguen de las

“Recientemente, Paganin et al. han calculado la versién de esta ecuacién aplicable cuando el
medio refractivo es no lineal [44]. También se ha demostrado til la versién temporal de la ETI

para el cdlculo de las propiedades no lineales de materiales 6pticos [45].



8 La Ecuacién de Transporte de Intensidad como técnica de recuperacion de fase

técnicas interferométricas [80, 85]. En Microscopia la recuperacion de la informacion
acumulada en la fase es esencial en muestras poco absorbentes y delicadas,
especialmente en el caso de especimenes biolégicos, pues la adicion de sustancias
para incrementar el contraste por absorcién puede danarlos irremediablemente [93].
Inicialmente, los objetos transparentes se visualizaban mediante el simple acto de
la propagacion en el espacio libre, desenfocando la imagen del microscopio. El
incremento de la defocalizacién aumenta el contraste, pero a costa de disminuir
la resolucién. Para incrementar la resolucién, se idearon técnicas que miden
especificamente el desplazamiento de fase del haz que atraviesa la muestra, como
el Contraste Diferencial por Interferencia (DIC) o la Microscopia de fase de Zernike
[106]. Persiguiendo este mismo objetivo e inspirdndose en la técnica de visualizacién
por desenfoque original, la ETI comienza a aplicarse plenamente en Microscopia a

finales de los anos noventa para resolver objetos débilmente absorbentes.

En el ambito de la Microscopia éptica, la ETI se ha aplicado para caracterizar
materiales y dispositivos 6pticos, como microlentes planas [77] y fibras Gpticas
[80, 82, 85|, asi como para visualizar estructuras de muestras biolégicas [80, 101].
Con el objetivo de resolver las micro o nanoestructuras que componen todo tipo de
objetos, la luz visible se sustituye por otro tipo de radiaciones, como en el caso de la
Microscopia electrénica [103], la Microscopia por rayos X [76, 78, 79, 81, 87, 94]
y la Microscopia por haces de adtomos o de neutrones [83, 107, 108]. Cuando
se emplean haces de particulas de este tipo, si la radiacién tiene poca energia,
el objeto ha de someterse a dosis masivas para obtener imagenes contrastadas
por absorcién, que pueden conducir a posibles dafios estructurales [84], o si, por
el contrario, la energia de la radiacion es muy alta, el contraste por absorcion
puede ser despreciable. Al igual que en Microscopia 6ptica, la alternativa pasa por
obtener imagenes de fase contrastadas [76, 78, 109]. Existen sofisticadas técnicas
interferenciales que permiten obtener datos cuantitativos precisos, pero, cuando
se utilizan radiaciones de este tipo, la relajacion de los requisitos de coherencia
de la fuente es esencial con el fin de rebajar costes y simplificar técnicamente
el dispositivo [49, 99, 110]. La aplicacién de métodos de recuperacién de fase no
interferenciales como los fundamentados en la ETI ha flexibilizado enormemente los
requisitos técnicos del sistema para muestras homogéneas, alcanzandose altas cotas
de calidad en la recuperacién [92, 95]. En Microscopia electrénica fueron Lynch et al.
quienes observaron que el contraste obtenido con una pequena defocalizacion es
proporcional al laplaciano de la densidad de carga proyectada [93]. Este concepto

también se ha aprovechado en Microscopia electrénica de Lorentz para obtener
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Figura 1.1: Tlustracién de un tipico experimento de recuperacién de fase basado en la ETT en un

plano z = 0 a la salida de un objeto o medio difractivo.

mapas de potenciales electrostatico y magnetostatico de materiales magnéticos y
superconductores delgados [86, 88, 89, 99, 102, 104, 105, 111-113].

Finalmente, la combinacién de las técnicas de recuperaciéon de fase con la
reconstruccién tomografica ha mejorado mucho sus resultados, pues las imagenes
de fase contrastadas, menos afectadas por ruido que las imagenes obtenidas
por absorcién, proporcionan una reconstruccién mas limpia [98, 114, 115]. La
recuperacion es cuantitativa y el resultado ha mostrado una calidad en ocasiones

superior a otros métodos de medida empleados comercialmente [82, 85, 96, 97, 116].

1.2. Fundamentos

Consideremos la imagen de la Figura 1.1. La ilustracién describe un problema
genérico de recuperacién de fase. Una onda electromagnética plana se propaga a lo
largo de la direccion del eje z e incide en un medio u objeto débilmente dispersivo que
no absorbe significativamente la radiacién. El objeto o medio atravesado por la onda
esta localizado en el entorno del eje éptico en el semiespacio z < 0 a una distancia
[ del plano de recuperaciéon de fase, z = 0. Como el objeto o medio es débilmente

inhomogéneo, la onda transmitida es paraxial, de la forma /I (r, z)e*" 2k con
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r = (z,y), y se propaga a lo largo del eje z.

Aunque no se puede deducir informaciéon del objeto a partir de la absorcién
de radiacién, la fase de la onda, W (r, z), si transporta con frecuencia importante
informacion acerca del mismo. En esta memoria consideraremos el problema de la
reconstruccion de la fase de la onda W (r) = W (r,0) en el plano z = 0, a partir de las
medidas de la distribucién de irradiancia, I (r, z), en uno o mas planos ortogonales
al eje optico. De aqui en adelante, obviaremos en este capitulo la dependencia en r
de estas magnitudes.

La ecuacion que describe como cambia instantaneamente la irradiancia de una
onda electromagnética paraxial en funcion de las variaciones transversales de la fase,
es la Ecuacion de Transporte de Intensidad (ETI) [24]:

~I'(2) =V -(IVW)=VI-VW + IV*W (1.1)

donde I'(z) = 0I (z) /0z es la derivada axial instantdnea en un plano z y V =
O0,% + 0,y es el gradiente transversal. La Ec. (1.1) puede resolverse para recuperar
la fase de la onda, W, en un plano z si se conoce I’ en dicho plano.

Ichikawa et al. dan una interpretacién de los términos de la derecha de la Ec. (1.1)
que explica los fundamentos de los sensores de frente de onda basados en la ETT [117].
El primer término, VI - VW, representa la variacion de irradiancia causada por el
desplazamiento transversal del haz no uniforme (VI # 0) debido a la inclinacién
local de los frentes de onda, cuya normal o direccién del rayo viene dada por VIW.
El segundo término, IV2W, puede interpretarse como las variaciones de irradiancia
causadas por las convergencias o las divergencias locales del haz, que dependen de
las curvaturas locales de los frentes de onda, V2W. Ambos sumandos determinan la
variacion axial de la irradiancia que causan las deformaciones transversales de los
frentes de onda a medida que el haz se propaga a lo largo del eje z.

La Ec. (1.1) proporciona una relacién entre la irradiancia y la fase de la onda
valida en el espacio libre. No obstante, en la practica, la apertura finita del dispositivo
que capta la luz se manifiesta con la presencia de una pupila, P, = P (r,0), en el plano
de recuperacién de fase. Esta abertura influye en la evolucién axial de la irradiancia,

lo que obliga a reformular la Ec. (1.1) de la forma (ver Apéndice A):
—I'(0) = [V - (I,VW)] P, — [,W, 6. (1.2)

donde I, es la distribucién de irradiancia en el interior de la abertura en el plano de
recuperacion o plano de la pupila, z = 0, y J. es una distribucion lineal de Dirac que

coincide con el borde de la pupila. Por tanto, en el plano z = 0, el primer término de
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Plano de la Plano de medida
pupila
Desplazamiento
del borde
..................... Divergencia
del haz )<,
Convergencia I(z)>1
del haz ©
w j Desplazamiento
................................................. del borde
z
z

Figura 1.2: Esquema para ilustrar el significado fisico de la ETI particularizada a intensidad
uniforme en el plano de recuperacion de fase. Los rayos convergen y divergen debido a la influencia de
las curvaturas locales del frente de onda, redistribuyéndose la irradiancia de los planos posteriores.
En consecuencia, la intensidad aumenta en unas zonas y disminuye en otras, y se producen

movimientos del borde que deforman la regién iluminada.

la derecha describe la variacién axial instantanea de la irradiancia en el interior de
la abertura y el segundo en el borde o frontera. Si la distribucion de luz en el interior
de la pupila es uniforme, entonces VI, - VIW se anula y la ETI toma la conocida
forma [118]:

~I'(0) = L,R,V*W — I,W, 6. (1.3)

La Ec. (1.3) es una ecuacién de Poisson con condicién de contorno de Neumann, que
relaciona el incremento o decremento local de irradiancia que se produce durante la
propagacién axial de la luz con la curvatura local de los frentes de onda en el interior
de la pupila (ver Figura 1.2) y su derivada normal local en el borde. Constituye la
base del funcionamiento de un tipo concreto de sensores que se derivan de la ETI, el
llamado sensor de curvatura.

Las Ecs. (1.2) y (1.3) tienen solucién analitica tinica, salvo una constante o pistén,
siempre y cuando no haya ceros en la distribucién de irradiancia [48], ya que la
presencia de puntos donde la intensidad se anula lleva a la aparicion de dislocaciones

de fase en forma de puntos rama o vértices [48, 90, 110, 119-122], que en este trabajo
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no vamos a estudiar.

A lo largo de esta memoria estudiaremos cémo optimizar la recuperaciéon de
la fase a partir de la resolucién de la Ec. (1.3). Para ello, ha de medirse I’ (0) en el
interior de la pupila para estimar el laplaciano de la fase, V2W, e I’ (0) en el contorno
para estimar la derivada de la fase normal al borde, W,.. Ahora bien, la presencia de
una delta de Dirac, d., en el borde provoca que ambas medidas sean radicalmente

distintas, lo que obliga a analizarlas por separado.

1.3. Medida experimental de la derivada axial:

aproximaciones lineales

El conocimiento de la variacion axial de irradiancia en el plano de la pupila,
z = 0, es esencial para resolver el problema de recuperacién de la fase por medio de
la ETI. Sin embargo, no existen detectores que midan directamente la variacion axial
instantanea de la intensidad. En la practica, los detectores proporcionan medidas
de irradiancia promediadas durante un espacio de tiempo mas o menos breve.
Por este motivo, los sensores que operan de acuerdo con la ETI utilizan versiones
aproximadas de la ecuacion, en las que se supone una evolucion axial lineal de la
irradiancia en los puntos del interior y también de la posicion de los puntos del
borde. Experimentalmente, se suelen manejar tres configuraciones del sensor, donde
la derivada axial se aproxima con férmulas en diferencias finitas a primer orden
de medidas de irradiancia en dos planos paralelos y ortogonales al eje 6ptico (ver
Figura 1.3). Desde el punto de vista técnico, una u otra férmula puede resultar mas
apropiada para una aplicacién concreta. Si llamamos I = [ (r,+2) a la irradiancia

detectada en el punto r en las posiciones axiales +z, estas férmulas son las siguientes:

(a) Férmula central o de Stirling

La derivada se calcula en cada punto r del plano z = 0 a partir de las medidas
de irradiancia en los planos +z y —z, situados simétricamente a ambos lados
del mismo:

I, —1_

I'(0) ~ = I'(0) (1.4)

Esta configuracién se emplea habitualmente en aplicaciones de la ETI en el
campo de la Microscopia tanto éptica, como electronica, por rayos X o por

haces de d4tomos o neutrones [80, 85, 92, 96, 115]. También se utiliza en Optica
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Foérmula central y de Roddier

| z
: >
-z z=0 z
Foérmula progresiva
z
z=0 z
Formula regresiva
z
-z z=0

Figura 1.3: Configuraciones tipicas del sensor de curvatura con dos planos de medida transversales
al eje éptico para estimar la derivada axial de la irradiancia en el plano de recuperacion, z = 0.

activa y adaptativa en Astronomia cuando la fuente de iluminacién es muy
débil [56, 123].

(b) Férmula progresiva (+) o regresiva (—) de Newton

La derivada se aproxima en los puntos de z = 0 a partir de la medida de
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irradiancia en 42z o bien en —z, respectivamente:

I —1,
I'(0) ~
(0) e

=1'(0) (1.5)

Esta formula se ha empleado en experimentos de Microscopia para caracterizar
materiales u otros objetos homogéneos [81, 95, 98, 103], dispositivos épticos
como espejos [3], lentes [72, 77] y fibras dpticas [82], y, en menor medida, en
experimentos de ()ptica Astronémica [124, 125], entre los que se encuentran la

captura de imdagenes solares contrastadas [68].

(¢) Férmula de Roddier

Esta formula se usa solo en aplicaciones concretas donde pueda asumirse que la
distribucién de luz es uniforme en el plano de recuperacion, z = 0. La derivada
axial se aproxima con la féormula central en diferencias finitas y la irradiancia
en z = 0, I,, se modela como el valor medio de las irradiancias en los planos

+z y —z, construyéndose la que se conoce como senal del sensor:

roy I, —1I

S = ~
L, Tt L

=S (1.6)

La férmula de Roddier se utiliza tradicionalmente en los sensores de curvatura
integrados en sistemas de Optica activa y adaptativa acoplados en grandes
telescopios terrestres [16, 17, 52, 55-57, 118], pero también se ha empleado
puntualmente para alinear en fase espejos segmentados [65, 66, en aberrometria

ocular [73-75] y en otras aplicaciones [107, 114].

1.4. Rendimiento de un sensor basado en la ETI:

criterios de seleccién de los planos

La aparicion del sensor de curvatura en ()ptica Astronémica en competencia con
el sensor Shack-Hartmann propicié varios trabajos de investigacién en la linea de
determinar el grado de eficiencia de uno en comparacién con el otro [10, 56, 126—
128]. Para unas condiciones de medida determinadas, el rendimiento de un sensor
Shack-Hartmann esta fijado por las caracteristicas de la matriz de microlentes fija que
utiliza. En cambio, la calidad de respuesta del sensor de curvatura esta condicionada,
sobre todo, por la distancia entre los planos seleccionada para aproximar la derivada
axial en diferencias finitas [10, 16, 17, 24, 87, 94, 103, 118, 123, 126, 129, 130], lo
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que le permite adaptarse con flexibilidad a cambios en las condiciones de medida
[10, 126].

Entre los factores que deterioran la respuesta de un sensor basado en la ETI,
pueden distinguirse dos agentes fundamentales: el ruido de los datos de entrada y
el rango de validez del modelo matematico en diferencias finitas que se utiliza para
estimar la derivada axial. La presencia de ruido aditivo en las senales proporcionadas
por los detectores de irradiancia es especialmente relevante en aquellas aplicaciones
en las que el sensor opera en condiciones de escasa luminosidad, situacién frecuente
en ()ptica Astronémica. Para acotar su influencia, la separacion entre los planos
debe limitarse inferiormente. Por otro lado, al implementar seniales en diferencias
finitas para estimar la derivada axial, se estd suponiendo que la irradiancia evoluciona
linealmente en el rango de z donde funciona el sensor. Pero el comportamiento no
lineal de la intensidad crece conforme la posicién del plano de medida se aleja de
z = 0y, por tanto, la separacién entre los planos no debe ser muy elevada para que
la respuesta no lineal del sensor no sea muy significativa [16, 53, 123, 131-133].

En definitiva, los errores de las medidas junto con el comportamiento no lineal de
la irradiancia son dos problemas fundamentales intimamente ligados por la distancia
de separacién entre los planos, que determina la precision de la estimacién de la
derivada axial y, con ello, la calidad de la recuperacién. Para lograr un rendimiento
optimo del sensor, ha de escogerse una posicién de los planos en el eje z donde la
contribucién de ambas fuentes de error se equilibre [16, 17, 53, 81, 82, 123, 129, 132—
134].

A pesar de ello, en la bibliografia relacionada existe un buen nimero de
publicaciones que tratan aplicaciones de la ETI donde no se hacen referencias
a los criterios seguidos para seleccionar los planos de medida utilizados en el
experimento [10, 76, 95, 96, 114, 135]. En otras ocasiones, no obstante, si se da
alguna informacién acerca de como se ha deducido la posicién de los mismos. Por
ejemplo, en las aplicaciones de ()ptica Astrondémica se suelen programar complicadas
simulaciones numéricas que proporcionan resultados estadisticos o probabilisticos
que orientan en la eleccién de la mejor posicién [53]. En otros casos se ha optado
por seleccionar los planos por ensayo y error comparando en paralelo con otras
técnicas para obtener la fase, que ayudan a confirman si la distancia escogida es
adecuada [72, 80, 86, 103, 130]. Asimismo, incluso tras disenar métodos complicados
de seleccion, a veces se constata el empleo de técnicas poco objetivas para ajustar
la posicion de los planos, jugando la experiencia del investigador con un peso muy
importante en esta tarea [53, 56, 102, 130].



16 La Ecuacién de Transporte de Intensidad como técnica de recuperacién de fase

Otros trabajos, como el de Roddier y Roddier [118, 126] y el de Teague [24],
proporcionan intervalos que acotan el valor de z a partir del conocimiento estadistico
o probabilistico disponible a priori acerca de los frentes de onda y de las condiciones
de iluminaciéon. El método de Roddier y Roddier se utiliza especificamente en
la aplicaciéon de la recuperacién de frentes de onda degradados por turbulencias
atmosféricas. El criterio de Teague es mas general y proporciona un limite superior
para z basado en el comportamiento no lineal intriseco de este tipo de sensores. En
concreto, la evolucién no lineal de la irradiancia se modela matematicamente hasta
segundo orden en funcién de las caracteristicas de la fase. El peso del término lineal
respecto del cuadratico proporciona el valor del limite. Asimismo, las fluctuaciones
de la irradiancia causadas por el ruido foténico se cuantifican y se traducen en un
extremo inferior del intervalo de operacién.

Estos dos métodos facilitan datos objetivos para orientar en la seleccion de
la posicion axial de los planos de medida, pero el intervalo que proporcionan es
demasiado amplio. El valor de z mé&s adecuado a las condiciones de medida es
una distancia imprecisa entre el limite superior y el inferior. En la practica, ambos
métodos sirven, en realidad, para acotar el intervalo axial donde no se deben situar

los planos de medida.

Por 1ltimo, es muy importante destacar que con estos dos criterios se pretende
optimizar la medida de la curvatura en el interior de la pupila. Hasta donde llega
nuestro conocimiento, no se ha disenado ningtin procedimiento similar que oriente al
seleccionar la posicion de los planos para estimar la derivada normal de la fase en la

frontera.

1.5. Objetivos

En esta seccién se exponen los objetivos principales de este trabajo de
investigacion, enmarcado en el contexto de la recuperacion de fase a la salida de un
medio u objeto débilmente dispersivo utilizando, para ello, un sensor de curvatura.
Por tanto, supondremos que el medio modifica débilmente la amplitud y la fase de la
onda y que la distribucion de irradiancia es uniforme en el plano de recuperacién de
fase, z = 0. En esta memoria, se presentan nuevas soluciones y respuestas a problemas
fundamentales que surgen al trabajar con sensores de curvatura que, en nuestra
opinién, todavia se encontraban sin resolver satisfactoriamente. Estas cuestiones son

las siguientes:
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1.5.1. Disenar un método objetivo para seleccionar la
posicion de los planos que optimiza las medidas del

sensor en el interior

A la vista de lo expuesto hasta ahora, se deduce que la posibilidad de disponer
de un procedimiento objetivo para seleccionar la separacion entre los planos
mas adecuada a las condiciones de medida, facilitaria enormemente la puesta en
funcionamiento de este tipo de sensores en sus distintas aplicaciones.

Por este motivo, nos propusimos el desarrollo de un método que proporcionase
de forma objetiva la separacién éptima conocida cierta informacion a priori acerca
de la estadistica del ruido y de los frentes de onda. El objetivo de los sensores
de curvatura es medir las curvaturas locales de la fase en el interior de la region
iluminada [10]. El desarrollo de una teoria para maximizar su rendimiento, pasa
por modelar matematicamente no solo la propagacion del ruido a las medidas de
curvatura local, sino también del comportamiento no lineal de la respuesta del sensor.
A este respecto ha habido algunas aportaciones que analizan estos dos fenémenos
por separado [24, 123, 131, 132]. Sin embargo, puesto que la ligadura de ambos
errores por medio de la separacion z es un hecho comprobado experimentalmente,
nos proponemos estudiar la contribucién de ambas fuentes de error en conjunto,
hallando una expresion que describa la varianza de las medidas de la curvatura local

en funcién de z.

1.5.2. Disenar un método objetivo para seleccionar la
posicion de los planos que optimiza las medidas del

sensor en la frontera

La medida de la derivada de la fase normal al borde de la pupila es fundamental
para obtener la fase sin ambigiiedades a partir de la senal proporcionada por un
sensor de curvatura, pues constituye la condicién de contorno necesaria para resolver
la ETT [48]. En la literatura especializada apenas hay resenas al método para llevar
a cabo las medidas de frontera, destacando unicamente los trabajos de Milman et al
y de 1. Han [131, 136]. En cambio, con cierta frecuencia se menciona la dificultad
para obtener resultados de calidad para la derivada normal en comparacién con la
curvatura [53, 66, 136-138]. A pesar de ello, desconocemos la existencia de algin
criterio objetivo que oriente en la seleccion de los planos de medida para obtener la

derivada normal.
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Los errores de los datos de entrada y el comportamiento no lineal de la dinamica
del borde en la propagacion de la luz reducen la precision de esta medida. Disponer
de una expresion donde se describa la dependencia del error de la estimacién de
la derivada normal local con la separacion z facilitaria la determinacién objetiva
de la posicién de los planos que garantiza la mejor respuesta del sensor para unas
condiciones de medida determinadas. En este trabajo nos proponemos calcularla.
Paralelamente, estudiaremos hasta qué punto influye en la calidad de la medida el
tamano de la regién de frontera.

Tanto la ETI como las ecuaciones que describen la dinamica del borde de la
region iluminada pertenecen al &mbito geométrico. En este trabajo no vamos a tener
en cuenta el efecto de la difraccion en la recuperacién, pues su influencia puede

considerarse despreciable [52].

1.5.3. Mejorar el rendimiento del sensor de curvatura
basandose en tomar medidas de irradiancia en

multiples planos

La respuesta de un sensor basado en la ETI que opere en la separacién 6ptima
podria ser insuficiente para garantizar el grado de resolucién en la fase recuperada
que la aplicacion exige.

Dentro del dmbito de la Microscopia, en los tultimos anos se ha ganado
resolucion gracias al diseno de algoritmos lineales alternativos, no basados en la
ETI, que propagan menos error de no linealidad trabajando con datos de irradiancia
tomados en planos més separados de z = 0, buscando reducir el efecto del ruido
[36, 94, 139, 140]. También se han disenado algoritmos iterativos para refinar la
fase inicialmente reconstruida por medio de la ETI a partir de las distribuciones de
irradiancia en dos planos [16, 90, 98, 134, 141, 142].

Otra de las estrategias utilizadas consiste en emplear algoritmos que precisan de
datos de irradiancia en multiples planos [23, 121, 143-145]. Con estos métodos se
incrementa la resolucion reduciéndose el efecto del ruido en la reconstruccién de la
fase, pero a costa de incrementar las necesidades computacionales. Los algoritmos de
este tipo basados en la ETI mejoran los resultados a base de promediar la derivada
axial estimada a partir de multiples pares de planos de irradiancia [144].

Siguiendo esta linea de aumentar la resolucién espacial de la recuperaciéon a
cambio de incrementar el nimero de datos de irradiancia, proponemos en este trabajo

aplicar formulas en diferencias finitas para aproximar la derivada axial de la ETI
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utilizando més de dos planos de irradiancia. Con ello se persigue el doble objetivo de
minimizar la contribucién del ruido de medida y de reducir el error de no linealidad
de la aproximacién, sin que ello implique necesariamente un incremento sustancial

del gasto computacional al reconstruir la fase.

1.5.4. Analizar la contribucion de las medidas de frontera

Se ha visto que para poder obtener una solucién tunica del problema de
recuperacién de fase representado por las Ecs. (1.2) 6 (1.3) es necesario estimar
I' (0) en el interior de la regién iluminada y también en la frontera. Pero también
se ha hecho constar la dificultad experimental de obtener resultados precisos para
la derivada normal de la fase en el borde, pudiendo jugar la seleccién del tamano
de la regién de frontera un papel activo en ello. Las simetrias del objeto o medio
dispersivo, o bien el tipo de iluminacién, pueden fijar condiciones para evitar las
medidas de frontera [24, 136, 146]. En la ultima parte de esta memoria, analizaremos
con detalle el peso de la contribucion de las medidas en el contorno para estudiar
cdémo obtener la maxima informacion acerca de la fase con solo medidas en el interior

del dominio.






Capitulo 2

Optimizacion de la medida del

interior

En el capitulo anterior hemos introducido la Ecuacién de Transporte de
Intensidad particularizada a irradiancia constante en el plano de recuperacién de
fase, z = 0, como base del funcionamiento del sensor de curvatura. En este capitulo
analizaremos el rendimiento de este tipo de dispositivos al recuperar la curvatura de
los frentes de onda en el interior de la pupila, V2W, que depende de su capacidad

para estimar la derivada axial de la irradiancia, I’ (0).

El ruido de las medidas de irradiancia en los dos planos de medida y el
comportamiento no lineal intrinseco del sensor son las principales limitaciones
que degradan su respuesta. Con esta informacion nos proponemos expresar
matematicamente la varianza de la curvatura estimada en el interior en funcién
de estas dos contribuciones, que han de estar ligadas por medio de la distancia de
separacién entre los planos. A partir de aqui, disenaremos un método para deducir
una posicion de los planos de medida que garantice objetivamente la respuesta
optima del sensor. Llevaremos a cabo el desarrollo de este procedimiento para la
formula de Stirling y para la férmula de Newton en dos planos. Dejaremos para mas
adelante el andlisis de configuraciones alternativas del sensor que utilizan férmulas
en diferencias finitas con méas de dos datos de entrada. Finalmente, un ejemplo
ilustrara la efectividad de este procedimiento de optimizacion, aplicandolo a un sensor
de curvatura acoplado a un dispositivo compensador de turbulencias atmosféricas.
En concreto, utilizando los parametros caracteristicos del telescopio Gemini y de las

condiciones atmosféricas promedio de su ubicacién, se determina la posicién de los
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planos que proporciona la mejor medida de la curvatura de los frentes de onda”.

2.1. Factores que limitan la estimacion de la

curvatura del frente de onda

De acuerdo con la Ec. (1.3), el laplaciano de la fase en el interior de la pupila P,
del plano z = 0 se relaciona con la derivada axial de la irradiancia en dicho plano,

I' (0), de la forma:
1'(0)

2 — —
VW = T

(2.1)

donde I, es la irradiancia uniforme en z = 0.

Los dos agentes esenciales que deterioran la calidad del laplaciano de la fase
recuperado son el ruido de los datos de entrada y el error del modelo en diferencias
finitas utilizado para aproximar la derivada axial. En general, los detectores de
irradiancia proporcionan senales afectadas por ruido aditivo, que aumenta conforme
la luminosidad se hace més escasa. El ruido se debe tanto a errores intrinsecos
del detector como a errores provocados por la aleatoriedad espacio-temporal de los
fotones al incidir en él [6, 14, 147]. El primer tipo se suele llamar ruido de deteccidn,
que, en el caso de las camaras CCD, se conoce como ruido de lectura [147-149].
El segundo se llama ruido foténico y es fundamental en la deteccion de luz y, por
tanto, inevitable. Tampoco se puede evitar el efecto de la radiacion de fondo, que
contribuye negativamente restando contraste a las imagenes [149]. El ruido foténico
depende del nivel de luz, a diferencia del ruido de deteccion y del ruido de fondo,
que son de la misma magnitud con independencia de la luminosidad.

Por otro lado, como la derivada axial se construye aproximandola en diferencias
finitas a primer orden, se presupone que el comportamiento del dispositivo es lineal
en todo el rango axial donde se captan medidas de irradiancia [16, 53, 123, 131, 132].
Sin embargo, esto es solo cierto para valores de z pequenos, donde el efecto del ruido

es mayor.

“Un célculo andlogo se realiza en el Apéndice C con la férmula de Roddier. Sus principios
son semejantes, pero no completamente iguales, a los de la férmula central en diferencias finitas,
requiriendo un estudio aparte, que no se incluye en el cuerpo principal de esta memoria para
dinamizar su lectura. No obstante, debemos senalar que este hecho no debe restar importancia a
los resultados alcanzados, dada la trascendencia de la formula de Roddier en la destacable expansién
de los sensores de curvatura en el ambito de la ()ptica Astrondémica. Es por ello que el ejemplo que
se incluye en este capitulo ilustra los resultados obtenidos en el Apéndice C para la férmula de
Roddier.
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2.2. Varianza de la estimacion de la derivada axial

En las lineas que siguen, calcularemos la varianza de la estimacion de la derivada
axial en funcién de la posicion de los planos en el eje z. Modelaremos la presencia
de ruido de medida: sin pérdida de generalidad en los resultados, para calcular y
analizar el comportamiento de la varianza de la curvatura, supondremos aqui que
las fluctuaciones de irradiancia en cada punto son de media cero e independientes
del nivel de senal. Esta situacion es equivalente a considerar como fluctuaciones por
ruido de deteccion las fluctuaciones provocadas por el ruido foténico, cometiéndose un
error de estadistica que no influye apreciablemente en el comportamiento cualitativo
de la varianza. No obstante, en el Apéndice B se incluye el calculo completo para
condiciones de iluminacion limitadas, que es especialmente 1til en la aplicacién de

()ptica Astronémica.

2.2.1. Férmula central de Stirling en diferencias finitas

La férmula central en diferencias finitas permite estimar I'(0) = I'(r,0) en z = 0
a partir de las irradiancias en dos planos situados simétricamente a ambos lados de

z=0: . .
I'(0) = bt 2.2
( ) 2z ( )

donde z > 0 y el circunflejo sobre I" denota una estimacién de I'. iy =i(r,z) e
i = i(r,—z) son las senales proporcionadas por el dispositivo de deteccién en los
planos +z y —z respectivamente, que en cada punto r y en cada instante de tiempo
t son la suma de la irradiancia exacta sin ruido o determinista, I+ = I(r, £z), y el

ruido, ny = ny(r, £2), es decir:
i:t = ]:t + ng (23)

Consideramos que los errores n4 son de media cero, covarianza nula entre puntos
distintos y varianza £ {[nif} = 02 en todos los puntos de cada plano z, donde £{-}
denota valor medio.

Con el objetivo de obtener estimaciones precisas de la derivada axial de la
intensidad en un punto cualquiera r, queremos encontrar la separacion entre los

planos, z = z(r), tal que se verifica la siguiente condicién:

§? [i’ (0)} —¢ { [f’ 0)— I (0)} 2} — min (2.4)
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En definitiva, debemos calcular cuanto se aleja la aproximacion experimental de la
derivada axial, I’ (0), del valor determinista de la derivada, I'(0), en el plano z = 0
y después hallar el valor de z que minimiza la varianza s [f ! (O)]

Suponiendo que la intensidad, I(r, z), es una funcién univaluada, continua, cuya
derivada primera es también continua y cuya derivada segunda existe en el rango
(0, z) de operacion del sensor, entonces podemos aplicar el teorema de Taylor para

la intensidad en cada punto r en torno a z = 0, que establece que [150]:
/ 1 " 2
I:t = Io +7 (O)Z + 5[ (C:I:) Z (25)

donde en el tercer sumando del miembro de la derecha, {(; = (; (r) es un punto
dentro del intervalo (0, z) ((- = (_ (r) es otro tal que (_ € (—z, 0)). Este sumando
representa el resto del desarrollo en serie de Taylor a primer orden y da cuenta
del error de la aproximacion lineal de la derivada axial. Introduciendo el resultado
anterior en la Ec. (2.2) y teniendo en cuenta la Ec. (2.3), la derivada axial estimada

en cada punto r del plano z = 0 es:

A ny+n_ 1
I'(0) = I'(0) + +T + o U (G) = 176 2 (2.6)
A la vista de esta ecuacion, queda claro que la precision de I (0) depende del peso
del segundo sumando, debido al error de las medidas, que limitara el valor de z
inferiormente, y del tercer sumando, debido al error de la aproximacién en diferencias
finitas, que lo limitara superiormente.
Suponiendo que no hay correlacién entre el ruido en los puntos de ambos planos
y que ambas fuentes de error contribuyen independientemente, se deduce que la
varianza de la aproximacion de la derivada axial con la formula de Stirling es:
2 1

210 = S5+ 117G = 1" () 22 (2.7)

donde cabe recalcar que la varianza varia de un punto a otro, ya que (x = (x (r).

2.2.2. Foérmula progresiva o regresiva de Newton en
diferencias finitas
La férmula progresiva o regresiva en diferencias finitas permite aproximar la

derivada axial en un punto r del plano de recuperacién de fase, I'(0) = I'(r,0),

utilizando como datos de entrada la irradiancia en dicho plano, i, = i,(r,0), vy la
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irradiancia en otro plano a una distancia z a la derecha (+z, progresiva) o a la

izquierda (—z, regresiva), iy = i4(r, £2):

2 tr — 1o
I'0) = = (2.8)
siendo z > 0. Las medidas de irradiancia se suponen degradadas por ruido de la
misma estadistica descrita en la seccion anterior y obtendremos estimaciones precisas
de I'(0) en r en la medida que la separacién z = z(r) verifique la condicién (2.4).
De forma anéloga procedemos a aplicar el Teorema de Taylor a la intensidad en
cada punto r en torno a z = 0, Ec. (2.5), y sustituimos en la Ec. (2.8) teniendo
en cuenta la Ec. (2.3), obteniéndose una relacién similar a la Ec. (2.6) entre la
aproximacion progresiva o regresiva y el valor determinista de la derivada axial.
Suponiendo que la contribucién del ruido y del error de la aproximacién de la derivada
en diferencias finitas son independientes y teniendo en cuenta la hipdtesis de no
correlacion del ruido en los puntos r de ambos planos se deduce que la varianza de

la derivada axial estimada en cada r con la férmula de Newton es:

e [r)] = 2%+ Lreor (29)

donde ¢, = (;(r) es un punto tal que {; € (0, z) ((_ € (—z, 0)).

2.3. Seleccién del plano de medida

Las varianzas (2.7) y (2.9) demuestran que en idénticas condiciones de medida,
la precision que se alcanza al estimar la curvatura del frente de onda depende de la
formula concreta que se escoja para aproximar la derivada axial. En estas expresiones
generales de las varianzas, el primer sumando esta relacionado con el ruido de las
medidas de irradiancia y aumenta conforme la separacion z disminuye. El segundo
sumando depende exclusivamente de la forma del frente de onda a recuperar y
describe, en funcién de z, cuanto se desvia el modelo en diferencias finitas respecto
de la curvatura exacta del frente de onda.

Las Ecs. (2.7) y (2.9) rednen caracteristicas que impiden emplearlas directamente
para hallar una tnica separacién entre los planos que optimice la respuesta del sensor
en la configuracién correspondiente. Por un lado, informan de que, en general, el
error de la aproximaciéon de la derivada axial depende del punto r concreto. Por otro
lado, el segundo término de estas varianzas es desconocido en cada punto r, ya que

¢ = ((r). El método de seleccién de la separacién entre los planos debera eludir
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estos problemas para proporcionar una tnica posicién de los mismos que optimice
globalmente la respuesta del sensor en el plano de recuperacién de fase, z = 0. Antes
de proceder a disenarlo, es necesario realizar un analisis previo de la propagacion
axial de la irradiancia en funcion de las caracteristicas del frente de onda.

2.3.1. Analisis de la evolucidon axial de la intensidad

El problema de la propagacién de un haz difractado por una abertura en z = 0
da lugar a integrales dobles de la forma [151, 152]:

//g(x,y, 2) e @v2) dy dy (2.10)

donde, en la aproximacion de Fresnel:

Fe,2) = 5 [ = 2 + (v = ]+ W (2,9) (2.11)

y donde g es la amplitud de la onda en el plano de la abertura. Tanto g como f son
independientes de k y el dominio de integracién estd determinado por la abertura.
En el rango de la aproximacion de Fresnel, la distribuciéon de irradiancia en cada
plano axial depende, en esencia, de las caracteristicas de la fase a segundo orden en
los llamados puntos criticos de primera clase, r. = (x., y.), del plano z = 0 [152, 153],

es decir:
I,(r.)

T 14 2V2IW(r,) + 2H[W ()]
donde V?W (r.) es el operador laplaciano y H[W (r.)] es el operador hessiano de la

I(r,2) (2.12)

fase evaluados en dichos puntos. Los puntos criticos son puntos del plano z = 0 donde

el argumento de la exponencial del integrando de la Ec. (2.10), f = f(r), verifica:

of of

A 2.13

or 0Oy ( )
La Ec. (2.12) es valida siempre y cuando r = (x,y) no se encuentre en las

inmediaciones de las causticas [153]. En realidad, su denominador deberia estar en
valor absoluto, pero aqui se ha eliminado y se ha tomado el signo positivo porque
trabajamos con planos de irradiancia situados antes de las causticas. Esta ecuaciéon
nos muestra que la suposicion de que la irradiancia evoluciona linealmente en la
variable z es una simplificacion, que solo es cierta para valores de z suficientemente
pequenos, pues, en realidad, la evolucién axial de la intensidad en el rango de Fresnel

depende de las caracteristicas de la fase de forma mas compleja.
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En general, a cada punto r le corresponde un punto critico distinto del plano
z = 0 y la ecuacién que relaciona r con r. es complicada de resolver. Sin embargo,
la Ec. (2.12) no presenta una dependencia explicita en los puntos criticos en el caso
particular de que la fase W en el plano z = 0 sea cuadratica, esto es, que tenga la

forma:

W, =a+bx + cy + de* + ey* + fay (2.14)

donde a representa el pistén, b y ¢ son inclinaciones y d, e y f estan relacionados
con el operador laplaciano y con el operador hessiano de la fase cuadratica W,. Dado
que estos dos operadores son invariantes, podemos simplificar W, rotando los ejes de
coordenadas de tal modo que la Ec. (2.14) pueda reescribirse en su forma canénica
[154]:

W, = A+ Bz + Cy + Da* + Ey? (2.15)

De las Ecs. (2.14) y (2.15), se deduce que V*W, =2(d+e) =2(D+ E) y H(W,) =
4de — f? = 4DE. De este modo, la intensidad evoluciona en cada punto r = (x,y)

de acuerdo con:
I,

I =
C) =501 B): - 1DE=

(2.16)

donde no hay dependencia en los puntos criticos, pues cada uno de los puntos de la
pupila tiene el mismo valor del laplaciano y del operador hessiano. Por tanto, dado
un plano z, la irradiancia es la misma para cada punto r de dicho plano.

La aplicacién de la Ec. (2.16) en las férmulas (2.7) y (2.9) de la § 2.2 proporciona,
en este caso, la misma varianza de I’ (0) para todos los puntos r de un mismo
plano axial, cuya minimizacién permite calcular un tnico valor para la separacion
6ptima de los planos de medida. Aunque esta no es la situacién que normalmente nos
encontraremos globalmente en el plano de la pupila, como iremos viendo, el estudio
detallado de estas varianzas en funcion de los parametros D y E nos permitird disenar

una estrategia para resolver problemas mas complejos.

2.3.2. Varianza de la estimacién del laplaciano de una fase

cuadratica

En este apartado analizaremos la evolucién del error de la estimacion de la
curvatura de un frente de onda cuadratico W, con férmulas en diferencias finitas, en
funcién de la posicién axial de los planos de irradiancia, z. En concreto, haremos un

analisis detallado para distintos valores de las curvaturas principales en el eje z, D, y
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en el eje y, E, para elaborar mas adelante un método para seleccionar la separacion
de los planos que optimiza la respuesta del sensor.

Desde el punto de vista de la ()ptica, los frentes de onda descritos por las FEcs.
(2.14) y (2.15) son frentes de onda esferocilindricos. Pero la Geometria Algebraica
da una interpretacion de estas ecuaciones muy apropiada para el andlisis que vamos
a realizar. Basicamente, W, es la representacion de una superficie cuadratica que
describe algunos de los tipos estdndar de cuddricas [155]. En concreto, distinguiremos

cuatro tipos de frentes de onda cuadraticos:

= Si Dy FE tienen el mismo signo, los frentes de onda en z = 0 son paraboloides
elipticos. D = E es un caso especial, pues el frente de onda es un paraboloide

parabdlico, esto es, un frente de onda esférico en aproximacién paraxial.
» Si Dy F tienen signos distintos, los frentes son paraboloides hiperbdlicos.
= SiD =00 F =0, los frentes son cilindros parabdlicos.
= Si D= FE =0, los frentes de onda son planos.

La ilustracion de la Figura 2.1 muestra ejemplos de estos cuatro tipos de frentes de
onda cuadraticos.

Veamos a continuaciéon cémo es la varianza de la estimacion de la curvatura de
un frente cuadratico si la derivada axial se aproxima con la férmula de Stirling y con

las férmulas de Newton:

a) Férmula central en diferencias finitas

Introduciendo las intensidades I, e I_ calculadas a partir de la Ec. (2.16)
en la féormula central en diferencias finitas, la estimacién de la derivada axial
en funcién de los pardmetros que caracterizan la fase cuadrética (2.15) es, en

ausencia de ruido:

7(0) = —AD+ B) i (2.17)
(1+4DE=2) — 2(D + E)7]

Es decir, —I'(0)/I, se acerca mas al laplaciano, 2(D + E), a medida que z — 0.

Como la evolucion axial de la irradiancia no depende explicitamente de los
puntos criticos, I”((4) tiene el mismo valor en todos los puntos r de un plano
+2z. Asi, despejando I”(¢;) e I"((_) en el desarrollo en serie de Taylor de la
Ec. (2.5) para I, e I_, sustituyendo en la Ec. (2.7) y teniendo en cuenta que
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Figura 2.1: Ejemplos de los cuatro tipos de superficies cuadraticas seleccionadas para estudiar el

rendimiento del sensor de curvatura.

segin la ETI I'(0) = —2(D + E)I,, entonces el laplaciano de la cuddrica de la

Ec. (2.15) se estima con la varianza:

2

1 2 4DE (2 4+ 4DE2?) — 4 (D + E)?
632_2(3) +4(D+E)* 2 2+ 22) ( +2) (2.18)
222 \ I, (1+4DEz?)" —4(D + E)” 22

b) Férmulas progresiva o regresiva en diferencias finitas

Anélogamente, si sustituimos la intensidad en el plano £z tomada de la Ec.
(2.16) en la férmula progresiva o regresiva en diferencias finitas (Ec. (2.8)),
en ausencia de ruido, la estimacién de la derivada axial en funcién de las
caracteristicas locales del frente de onda es:

2(D + E) £ 4DE> 2.19)
“[1+£2(D+ E)z +4DE22 '

I'0) =
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Por tanto, —1'(0)/1, se acerca a 2(D + E) siempre y cuando z — 0.

Llevando a cabo un célculo andlogo al del apartado a), se deduce que la varianza
del laplaciano de la fase cuadratica estimado por medio de la férmula progresiva

y regresiva en diferencias finitas es:

2 o 2
2 2
€ _2 <_> + z

Seguidamente, vamos a estudiar detalladamente la evoluciéon de €, en funcién de

2
4(D+E) —4ADE+8DE(D+E)z

2.20
1+2(D+E)z+ 4DEz2 (2.20)

z, pero, debido a las simetrias en D y F de las ecuaciones que acabamos de calcular,

solo analizaremos los casos siguientes:
= D>0yE>0con D > FE.
» D<0y E>0con |D|>E.

Ademas, consideraremos solo combinaciones de los parametros D y E tales que
2(|D| + |E|) <V, donde V es una cota superior. Tomamos una cota superior para
la suma de los valores absolutos de las curvaturas principales y no para el valor
absoluto del laplaciano, con el propésito de desechar, por ejemplo, casos de frentes
hiperbélicos con valores muy altos de |D| y |E| tales que su laplaciano fuese nulo
o practicamente nulo. Con ello, implicitamente se estd acotando superiormente el
valor del hessiano, lo que garantiza que los frentes de onda cuadraticos son suaves
con pequenas desviaciones en torno a un frente de onda plano o, equivalentemente,
se garantiza la paraxialidad del haz.

En la Figura 2.2 se dibuja la desviacién estandar de la curvatura, ¢,, recuperada
con la férmula central y en las Figuras 2.3 y 2.4 con las formulas progresiva y
regresiva de Newton, respectivamente. Se supone que las irradiancias proporcionadas
por el detector oscilan con desviacién relativa o /I, = 0,01. El apartado (a) de cada
figura muestra el comportamiento de ¢, para frentes de onda con forma de cilindro
parabdlico, el (b) para frentes con forma de paraboloide eliptico, el (c¢) para frentes
con forma de paraboloide parabdlico y el (d) para aquellos con forma de paraboloide
hiperbdlico. Los parametros D y E de los ejemplos dibujados se han escogido para
mantener la condicién 2(|D| + |E|) < V = 1. El comportamiento cualitativo de las
curvas dibujadas es comin a ambas formulas y sus caracteristicas mas salientables

son las siguientes:

» A medida que disminuye la distancia entre los planos el error tiende a infinito

y a medida que uno cualquiera de los dos planos se aproxima a la posicion de
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Figura 2.2: Desviacién estdndar de la curvatura del frente de onda cuadratico en funcién de la

posicién de los planos de medida, z, suponiendo que se estima con la férmula central de Stirling,

siendo o /I, = 0,01. El apartado (a) corresponde a frentes de onda con forma de cilindro parabdlico,

el (b) a frentes de onda con forma de paraboloide eliptico, el (¢) a frentes de onda con forma de

paraboloide parabdlico y el (d) a frentes de onda de tipo paraboloide hiperbélico.

la linea focal en x o en y més pequena (fijadas por z = 1/D y z = 1/E), el

error se incrementa también drasticamente.

Manteniendo constantes las condiciones de deteccién, o/1,, siempre hay una

desviaciéon minima absoluta, €, (zmm), que decrece a medida que disminuye el

laplaciano, en contraste con la posicién correspondiente de los planos, zym, que

crece. El frente de onda plano, de curvatura nula, es el caso limite y su varianza

tiende a cero si la separacién entre los planos tiende a infinito.

Si las caracteristicas del frente de onda se mantienen constantes, la posicién

del minimo absoluto, zym, se aleja de z = 0 a medida que aumenta el nivel de

ruido de las medidas de irradiancia, o/1, (se vera en la Figura 2.7).

El paralelismo entre ambos tipos de formulas en diferencias finitas conforma
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Figura 2.3: Desviacién estdndar de la curvatura del frente de onda cuadratico en funcién de la
posicién de los planos de medida, z, suponiendo que se estima con la férmula progresiva de Newton,
siendo o /I, = 0,01. El apartado (a) corresponde a frentes de onda con forma de cilindro parabdlico,
el (b) a frentes de onda con forma de paraboloide eliptico, el (¢) a frentes de onda con forma de

paraboloide parabdlico y el (d) a frentes de onda de tipo paraboloide hiperbélico.

comportamientos cualitativos de las curvas de error muy similares, salvo una
excepcion: en las formulas de Newton, la evolucién del error difiere del
comportamiento general cuando la diferencia finita se aplica en una direcciéon donde
no hay linea focal (comparar las Figuras 2.3 y 2.4). Para los valores de D y E
escogidos en estas representaciones, esta situacion se da en la féormula progresiva.
Segun z va aumentando, el error de la curvatura recuperada utilizando esta formula
tiende a un valor constante igual a €, = 2(D+FE), es decir, llega al 100 %, en contraste
con la férmula regresiva donde el error si que aumenta drasticamente, muy por encima
del 100 %, a medida que el plano de irradiancia se sitia mads cerca del foco. Por otro
lado, las curvas representadas en la figura correspondiente a la formula regresiva se
intercambian con las de la férmula progresiva y viceversa si los parametros D y E

tienen signos opuestos a los analizados. También es importante resaltar el hecho de
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Figura 2.4: Desviacién estdndar de la curvatura del frente de onda cuadratico en funcién de la
posicién de los planos de medida, z, suponiendo que se estima con la férmula regresiva de Newton,
siendo o /I, = 0,01. El apartado (a) corresponde a frentes de onda con forma de cilindro parabdlico,
el (b) a frentes de onda con forma de paraboloide eliptico, el (¢) a frentes de onda con forma de

paraboloide parabdlico y el (d) a frentes de onda de tipo paraboloide hiperbélico.

que, para los valores de los parametros D y E escogidos en las figuras, la curva para
la formula regresiva se encuentra siempre por encima de la curva correspondiente de
la féormula progresiva. Pero se dard el comportamiento contrario cuando los signos
de D y E sean opuestos a los mostrados.

Las Ecs. (2.18) y (2.20), junto con sus representaciones en las Figuras 2.2, 2.3
y 2.4 son validas desde z = 0 hasta las proximidades de la linea focal, donde el
error tiende a infinito. Sea cual sea la férmula aproximada empleada, los planos
no deben separarse de z = 0 una distancia proxima a la distancia focal. Esta
caracteristica es coherente con la observacién experimental de que los planos de
irradiancia deben tomarse lejos de la posicién de las causticas para garantizar el
funcionamiento correcto del sensor [16].

En las Figuras 2.5(a), para la férmula central, 2.5(b), para la férmula regresiva
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Figura 2.5: Evolucién del error de las curvaturas de los frentes de onda cuadraticos que verifican
2(]|D|+E|) = 1 en funcién de la posicién de los planos, z, suponiendo que se estiman con la férmula
central (a), con la férmula regresiva (b) y con la férmula progresiva (c), bajo la influencia de ruido
de deteccién con desviacién relativa o /I, = 0,01.

y 2.5(c) para la férmula progresiva de Newton, se muestra la desviacion €, solo para
aquellas combinaciones de D y E tales que 2(|D|+|E|) iguala la cota superior, V' = 1.
En estas figuras también se indica la posicion del plano donde se minimiza ¢,, en las
mismas unidades que la posicién de la linea focal. Es decir, supongamos que el frente
es un cilindro parabdlico con D = 1/(4f) =1/2y E=10.Si V =1 m™ !, entonces
la linea focal se halla en f = 0,5 m y el minimo en 2z, = 0,17 m, para la férmula
central, y en zop = 0,11 m, para las férmulas de Newton.

A partir de ellas se deduce que de todas las combinaciones de D y E tales que
2(|D| + |E|) = V, la curva que estd por encima de todas las demds en la zona del
minimo corresponde al cilindro parabdlico, seguida, en orden decreciente, por la curva

del paraboloide eliptico, la del paraboloide parabdlico y, por dltimo, la del hiperbélico.
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Figura 2.6: Evolucién axial de la intensidad para las fases cuadriticas de laplaciano unidad

analizadas. En linea de puntos se representa la aproximacién lineal proporcional al laplaciano.

La razén para este comportamiento es que, aunque consideremos frentes cuadraticos
con el mismo valor del laplaciano, la contribucién del error de no linealidad varia entre
unos y otros. En concreto, de entre los cuatro estandares de cuddricas estudiados,
la irradiancia asociada al cilindro parabdlico es la que evoluciona axialmente mas
alejada del comportamiento lineal (ver Figura 2.6). Adicionalmente, cabe destacar
que la curva asociada al frente de onda plano se encuentra siempre por debajo de
cualquier otra curva, sea cual sea el valor de V' y el tipo de fase cuadrética con que
comparemos.

Por ultimo, la Figura 2.5 nos indica también que en las mismas condiciones
de medida, la férmula central proporciona mejores resultados que las férmulas de

Newton.

2.3.3. Seleccion de la separaciéon 6ptima y cotas superior e

inferior de error

En la seccién anterior, hemos calculado y representado frente a z la desviacion

estandar de la estimacion experimental de la curvatura de un frente de onda
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cuadratico en funcién del nivel de ruido, o/1l,, y de las caracteristicas del frente
expresadas en sus curvaturas principales D y E. El analisis de estas curvas de error
nos permitird deducir ahora la separacion entre los planos que proporciona la mejor
respuesta del sensor ante frentes de onda cuadraticos. En concreto, la Figura 2.5 nos
informa de que si lo tnico que conocemos de la fase cuadrética en el plano z = 0
es que su laplaciano alcanza como maximo un valor V', entonces la peor respuesta
del sensor de curvatura se da ante los frentes con forma de cilindro parabdlico de
curvatura V. Por eso, la mejor respuesta del sensor ante frentes de onda cuadraticos
se garantizaria separando los planos de irradiancia la distancia z = z.,e que viene
determinada por el minimo de la curva de error correspondiente al cilindro parabdlico
de curvatura V.

Basandonos en este resultado alcanzado con este caso sencillo, encontraremos en
esta seccidn la separacion entre planos que optimiza la respuesta global del sensor
de curvatura en el interior ante frentes de onda mas complicados.

Si suponemos que el frente de onda, W, en los puntos del plano z = 0 es suave,
continuo y diferenciable, entonces existen entornos {2 donde W puede aproximarse
localmente por superficies cuadréticas, W,, de la forma (2.14), donde ahora a
representa el pistén, b = W /0x y ¢ = W /0y son las inclinaciones locales de W en
Q,yd=(1/2)(0*W/0x?), e = (1/2)(0*W/0y?) y [ = 0*W/Izdy estén relacionados
con el operador laplaciano y con el operador hessiano locales de la fase W en el
entorno (). La unién de todos los entornos €2 recubre la superficie del frente de onda
completamente. Como los operadores laplaciano y hessiano son invariantes, podemos
simplificar la cuddrica (2.14) rotando los ejes de coordenadas y reescribiendo W, en
su forma canédnica, es decir, en la forma descrita por la Ec. (2.15). Los parametros
D y E de la aproximacion cuadratica local W, representan ahora las curvaturas
principales locales del frente de onda W en el interior del entorno §2. Por tanto, el
operador laplaciano y el operador hessiano locales de W asociados a cada entorno
(2 son constantes en cada plano axial para todos los puntos de €2 y la evolucién de
la irradiancia en el eje z se puede expresar localmente como en la Ec. (2.12), en
funcion de los parametros D y E del entorno. Estas curvaturas de cada entorno €2
provocan convergencias o divergencias de los haces, que se manifiestan con cambios
de la distribucion de luz dentro de la regiéon iluminada en funcion de la posicion axial
z (ver Figura 1.2). En definitiva, de acuerdo con esta hipétesis, podemos afirmar que
las Ecs. (2.18) y (2.20) describen el error de la recuperacion de la curvatura local del
frente de onda W en un entorno €.

De este modo, concentrémonos ahora en la estimacién de las curvaturas locales de
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un frente de onda, suponiendo que existen entornos {2 donde W puede aproximarse
por superfices cuadraticas W, tales que 2 (|D| + |E|) es menor o igual que un cierto
valor normalizado a la unidad, que denotamos por V. En la Figura 2.5, 2z, denota
la posicién de los planos que minimiza la desviacién estandar de la estimacion de la
curvatura local del frente de onda en un entorno con forma de cilindro parabdlico con
V = 1. Si en  la cuadrica fuese de otro tipo, entonces, de acuerdo con esa figura,
situando los planos en z., esta garantizado que su laplaciano se estimaria con menos

desviacién que si fuese un cilindro parabdlico.

Veamos qué implicaciones tiene este comportamiento a nivel local en la
recuperacion del laplaciano a nivel global, es decir, en la unién de todos los entornos
del plano z = 0. Si los planos de medida se sitiian en las posiciones z < 2, entonces
las curvaturas locales estimadas en cualquier parte del interior de la pupila tendran
siempre mas error que si los planos se colocan en las posiciones 2z = 2. Por otro lado,
si las irradiancias se detectan en z >z, aunque mejora la estimacion en los entornos
donde la aproximacion de W es un paraboloide o un plano, empeora la recuperacion
de las curvaturas locales en entornos donde W se aproxima por cilindros parabdlicos.
De este modo, si hubiese una densidad significativa de entornos dentro del dominio
definido por la pupila donde el frente de onda se aproximase mejor por medio de
superficies cilindricas de curvatura maxima (V' = 1), si 2 # zupt, globalmente
empeoraria la estimacién del laplaciano de la fase en z = 0. En consecuencia, si
la tnica informacion a priori disponible acerca de los frentes de onda es que su
curvatura maxima es V', minimizando €2 para un cilindro parabélico de curvatura V/,
es decir, D = V/2 y E = 0, obtendriamos z.p, la mejor posicién de los planos que
es compatible con esta informacion. Todo esto independientemente de la férmula en

diferencias finitas que se utilice para configurar el sensor.

En términos generales, con el objetivo de escoger adecuadamente sus componentes
principales, cuando se procede al disenio de cualquier dispositivo sensorial de fase debe
disponerse de un cierto grado de conocimiento a priori acerca de los frentes de onda
que se quieren medir. Por ejemplo, en el caso de los sensores de frente de onda Shack-
Hartmann, es necesaria cierta informacion previa de la fase para disenar las matrices
de microlentes con el espaciado y la apertura numérica adecuados. En el caso de
los sensores de curvatura, una vez que se ha determinado el nivel de ruido de los
planos de irradiancia, el paso siguiente es fijar su posicién, para lo que es necesario
hacer uso de la informacién de la fase disponible. Si conocemos una estimacién de
las maximas curvaturas locales de la fase en la abertura, tenemos ya la capacidad

para hallar objetivamente una separacién éptima siguiendo el método descrito hasta
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ahora. No obstante, normalmente estos datos no siempre se conocen. En su lugar
podriamos disponer de cierta informacion estadistica de los frentes de onda que nos
oriente a la hora de escoger un valor para V.

[lustrémoslo de la siguiente forma. Por ejemplo, supongamos que la fase en el
plano z = 0 varia en el tiempo y se conoce lo suficiente acerca de su comportamiento

estadistico como para que podamos:

» estimar L = |[(V?W(r))|, donde (-) indica valor medio espacio-temporal en el

total de la pupila.

» estimar AL = \/<[V2W(r) — (V2W(r))]?), la desviacién cuadrética media

espacio-temporal calculada en la totalidad de la pupila.

Si no hay informacién adicional, proponemos tomar los planos de irradiancia
en la posicién z., que minimiza €,(z) tomando D = V/2 y E = 0, siendo
V = L + AL, donde a es un parametro que cuantifica la probabilidad de que
Vel[L—-aAL L+ aAL]*. De este modo, nos aseguramos de que la desviacion de
la curvatura local de W en un entorno €2 cualquiera, €, (z), oscila, para todo z, entre

las siguientes cotas:
€inf(2) < €(2) < €qup(2) (2.21)

donde €,¢(2) es la mayor cota inferior, que esté fijada por la curva de un frente de
onda plano, y €y (2) es la menor cota superior, que viene indicada por la curva del
cilindro parabdlico de curvatura V. La magnitud de estas cotas sera distinta segin
se emplee una u otra férmula en diferencias finitas. A continuacion, expresaremos las
ecuaciones de las cotas en funcién de la variable normalizada h = V z, que permite

generalizar el error y la posicién optima de los planos a cualquier valor de V:

a) Férmula central de Stirling

€o(2) de la Ec. (2.18) para D = V/2 y E = 0 representa para cada z la
menor cota superior de error de la estimacion de la curvatura, €, que, con la

normalizacion h = V z, es:

2 2 2
Cw)?_ 1 (o h
(v) ~ 2h2 (1) +(1—h2> (2.22)

*Si a = 1, la probabilidad es del 68,3%, si o = 2, la probabilidad es del 954% y si a = 3, la
probabilidad llega al 99,7 % [156].
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Figura 2.7: Cota superior de error, €sup;, ¥ cota inferior de error, €juf, de la estimacién de la
curvatura local de la fase en € con la férmula central (a) y con las férmulas de Newton (b), para

varios niveles del ruido de deteccién, o/I,.

mientras que €,(z) para D = E = 0 representa la mayor cota inferior de error

de la estimacién de la curvatura, €

2
€inf 2 1 o

— ) =— (= 2.23

( V ) 2h? ([o) ( )

En la Figura 2.7(a) representamos estas cotas para algunos ejemplos de /1,

apreciandose la disminucién del rendimiento del sensor conforme aumenta el
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nivel de ruido en las medidas de irradiancia.

Para hallar una relacién entre la separacién éptima, hgpi, y €l nivel de ruido
de las medidas, o/1,, derivamos la Ec. (2.22) respecto de h e igualamos a cero,
obteniendo:

2
_ (Ii) (1 hgpt)?’ +4h8, =0 (2.24)

b) Férmulas progresiva y regresiva de Newton

La Ec. (2.20) particularizada a D = V/2 y E = 0 proporciona la menor cota

superior de error para cada h =V z:

R e

mientras que si se particulariza a D = E = 0, proporciona la mayor cota

(-5 (7) e

En la Figura 2.7(b) representamos estas cotas para los mismos ejemplos de o/1,

inferior de error:

que en el apartado anterior. Comparando esta figura con la Figura 2.7(a), se
ve con claridad el aumento de la incertidumbre de las curvaturas recuperadas

cuando se usan las férmulas de Newton en comparacién con la férmula central.

De la minimizacién de la Ec. (2.25) respecto de h obtenemos la siguiente
ecuacion, que relaciona la separaciéon optima, hgp, con el nivel de ruido en

las medidas de irradiancia, o/I,:

2
9 (Ii) (1= hopt)* + bt =0 (2.27)

Por dltimo, la Figura 2.8(a) muestra la dependencia de la separacién éptima, hopt,
con el nivel de ruido, o/I,, suponiendo que se implementa la férmula central. En los
apartados (b) y (c), se representan las cotas superior, €q,/V, e inferior, €y,/V, de
error de la curvatura en la posicién éptima. Asimismo, se indican los datos de los
coeficientes 3, v y ¢ del ajuste de las cotas y de las posiciones éptimas a la siguiente

ecuacion en funcién del nivel de ruido:

fun_ﬁ( %)—1—7( %>2+5( %)3 (2.28)

Sustituyendo en la Ec. (2.28) los coeficientes del apartado (a) de la Figura 2.8,

podemos calcular facilmente la separacién entre los planos, hop, que optimiza la



2.3 Seleccion del plano de medida 41

(a)
0.6
0.48-
hopt 0.36 B=1,620 % 0,002
0.24 = —1,942 0,007
0.12 d =1,000 = 0,006
05
(b)
1
e sup 08" 1
v 06 B =0,4581 +£0,0005 |
0.4+ y=1,077+£0,002
0.2 ‘ § =-0,250+0,001
('I, | |
()
0.9
€ g 072 i
v 0.54- B=0,3692+0,0004
0.361 =0,9244£0,001 -
0.18- : § = —0,168+0,001
(I/ | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
g
I

Figura 2.8: Posicién éptima de los planos y cotas superior e inferior de error de la curvatura local
de la fase en Q, en funcién del nivel de ruido en el plano de la abertura, o/I,, para la férmula
central. Con el simbolo “0” se indican algunos de los puntos utilizados para realizar el ajuste, que
se obtienen a partir de las Ecs. (2.22), (2.23) o (2.24) para cada valor de o/I,. La linea continua
representa el ajuste de los puntos.

respuesta del sensor de curvatura para unas condiciones de medida determinadas. El
mismo procedimiento para los coeficientes de los apartados (b) y (¢) nos proporciona
las cotas entre las que oscila el error de las curvaturas locales estimadas con el sensor.
En la Figura 2.9 se hace la representacion analoga para las férmulas de Newton.
Las Figuras 2.8 y 2.9 constituyen uno de los resultados mas importantes de este
trabajo de investigacion, pues son una referencia objetiva para determinar no solo la
posicion de los planos que optimiza la respuesta del sensor para unas condiciones de
operacion dadas, sino también las cotas superior e inferior entre las que oscila el error
de las curvaturas locales estimadas, que ningin otro criterio previo proporcionaba.
Para poder aplicar este procedimiento solo resulta necesario tener informacién sobre
el nivel de ruido de medida, ¢/I,, y un minimo conocimiento a priori acerca de la

fase, es decir, una cota superior de las curvaturas locales, V.
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Figura 2.9: Posicién éptima de los planos y cotas superior e inferior de error de la curvatura local
de la fase en 2, en funcién del nivel de ruido en el plano de la abertura, o/I,, para las férmulas
de Newton. Con el simbolo “0” se indican algunos de los puntos utilizados para realizar el ajuste,
que se obtienen a partir de la Ec. (2.25), (2.26) o (2.27) para cada valor de o/I,. La linea continua
representa el ajuste de los puntos.

2.4. Ejemplo: Seleccion de la separacién optima

para el telescopio Gemini

En las lineas siguientes, se ilustra con un ejemplo el método de seleccion de la
posicion de los planos descrito en la § 2.3. El problema escogido consiste en calcular la
separacion entre los planos que optimiza la respuesta del sensor de curvatura acoplado
al sistema de Optica adaptativa del telescopio Gemini. Este sensor de curvatura, al
igual que la mayoria de los que son utilizados en Optica Astrondmica, se ha disenado
de acuerdo a la configuracién de Roddier (ver § 1.3).

El sensor se emplea para medir las aberraciones de frentes de onda distorsionados
por turbulencias atmosféricas y trabaja con un nimero de fotones limitado, siendo

significativa la influencia del ruido foténico. A lo largo de este capitulo, hemos
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supuesto que las medidas de irradiancia solo estan afectadas por ruido de deteccion
independiente del nivel de senal. Los resultados que se han mostrado para las férmulas
tipicas en diferencias finitas son cualitativamente analogos a los que se obtienen para
un numero de fotones disponible limitado, segiin puede comprobarse en el Apéndice
B. No obstante, la diferente estadistica del ruido de medida en un caso y en el otro
se traduce en cambios cuantitativos en los resultados, de ahi la utilidad de los datos
presentados en ese apéndice. Por su parte, los calculos especificos para la férmula de
Roddier, adecuados para su aplicacion en este ejemplo, se muestran en el Apéndice
C.

Para seleccionar los planos de irradiancia, nos basaremos solamente en los datos
técnicos publicados en el trabajo de Rigaut et al. de 1997, relativos a los componentes
del telescopio Gemini y a las condiciones de turbulencia medias de su ubicaciéon en
Mauna Kea (Hawaii) [56].

2.4.1. Caracteristicas del sistema y de la turbulencia

En la Tabla 2.1 se resumen los parametros principales que caracterizan el
telescopio Gemini y las turbulencias atmosféricas medias de su emplazamiento [56].
Los frentes turbulentos que se quieren compensar provienen de una estrella natural
de magnitud mpr = 14,7 en la banda R". El ritmo de emisién de fotones indicado
estd ya calculado para la totalidad de la abertura del telescopio Gemini. De los
datos de la tabla se desprende que el sistema de Optica adaptativa es real, con 56
subaberturas repartidas en una pupila de 7,9 m de diametro con una obstruccion
central de 1,2 m de diametro. Cada subabertura tiene asociado un detector y un
actuador que modifica la forma de un espejo deformable. Se emplean fotodiodos de
avalancha (APD), limitados solo por ruido foténico, que operan en una longitud de
onda A = 0,7 um. El 50 % de los fotones que emite la estrella no se detectan por
efecto de la atmosfera, de la transmision instrumental del telescopio y de la eficiencia
cuantica del detector. Por ultimo, el comportamiento estadistico de las turbulencias
atmosféricas en Mauna Kea esta caracterizado por el pardmetro de Fried, r, = 25
cm, para una longitud de onda A = 0,55 pum.

Con los parametros de la Tabla 2.1 calcularemos un valor para V' y para el nimero
de fotones promedio disponibles en cada subabertura, N, necesarios para hallar zop

de acuerdo con los resultados del Apéndice C.

“La banda astronémica R estd centrada en una longitud de onda A = 0,7 pum con un ancho de
banda efectivo de 0,22 pm [149].
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Parametros Valores
Didmetro del telescopio (m): D 7,9
Didmetro de la obstruccién central (m) 1,2
Dimensién radial de la regién de frontera: L 1,6D
Namero-F (f/#) 60
Ritmo de emisién de fotones para una estrella mpg = 0 (fotones/s) 8,2 - 10!
Brillo del cielo en la banda R (magnitud arcseg=?) 20,3 - 10!
Pérdidas (%) 50
Ruido de lectura del APD 0e”
Retraso del APD 0
Nimero de subaberturas 56
Velocidad del viento (m/s) 20

o en 0,55 ym (cm) 25
Longitud de onda de trabajo del sensor (pum) 0,7

Tabla 2.1: Pardmetros del telescopio Gemini y de las condiciones de visibilidad en el observatorio

de Mauna Kea (Hawaii).

2.4.2. Calculo de la separacién 6ptima

En las lineas siguientes calcularemos la separacion entre planos necesaria para que
el sensor de curvatura opere correctamente en las condiciones descritas. Dado que
el sistema de optica adaptativa es real, la calidad de la compensacién dependera del
comportamiento local de la fase y de la irradiancia en el entorno definido por cada
una de las subpupilas. Partimos de la hipotesis de que en el area de una subpupila

la superficie del frente de onda es, en esencia, cuadratica.

Por un lado, supondremos que la estadistica de la turbulencia sigue el espectro de
Kolmogorov y calcularemos un valor para V = L+AL asociado a toda la abertura del
telescopio (ver § 2.3.3). L = |[(V2W(r))] es el valor absoluto del promedio espacio-
temporal de la curvatura en la totalidad de la pupila, que, para frentes de onda

distorsionados por turbulencias atmosféricas, es igual a cero. De este modo, la cota
superior de las curvaturas locales es V = AL = \/<[V2W(r) —(V2W ()] =

([V2W (r)]?), es decir, la raiz cuadrada de la varianza espacio-temporal del

laplaciano de la fase. El frente de onda se desarrolla como combinacion lineal de
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polinomios de Zernike", W = % Zj’;l a;Z;, y el dispositivo adaptativo estd disenado
para detectar y compensar el efecto de los J = 56 primeros. Este nivel de
compensacion fija el valor maximo de la curvatura promedio, V', que asumimos que
puede darse en el entorno local delimitado por una subpupila.

Por otro lado, calcularemos el niimero de fotones promedio, /N, que se detectan en
cada subabertura durante el tiempo de exposicién. Con ambos datos determinaremos
la separacion zope que debe utilizarse para que el sistema alcance el maximo nivel de

compensacion.

1. Curvatura maxima promedio en la abertura del telescopio

A continuacién calculamos la cota superior de la curvatura local, V' = AL,

para los J = 56 primeros polinomios de Zernike. Acabamos de ver que:

V= (VW @) = \ (VW (sD/2,0)) (2.29)

donde p € (0,1) y 6 € (0,27) y D es el didmetro de la pupila del telescopio.

Suponiendo que la fase se desarrolla como combinacion lineal de J polinomios

de Zernike, W (pD/2,0) = ;] 16;Z;(p,0), entonces:
J
WQZZV%aewmwmm» (2.30)
71=1 k=1

donde (-) es ahora el promedio espacial y £{-} es el promedio temporal. El
valor medio espacial del laplaciano de cada polinomio de Zernike se calcula en

el circulo de radio unidad, es decir:

2.0 =+ [ [ V200 papas (231)

y €{ajai} son los elementos de la matriz de covarianzas de los coeficientes del

desarrollo de la fase, que, para el espectro de Kolmogorov, es [14, 157]:

DY 5/3
) = 0.0072 (2 ) ()0, 4 1)+ 1],
To
n;+np—>5/3
D (5T =]

T |:njfn192+17/3:| T |:nkfnj2+17/3] I [nj+n;€2+23/3:|

X

(2.32)

“En este calculo se utiliza la notacién de Noll de los polinomios de Zernike [157].
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E{ajar}

E{ai} 0,023180345(D/r,)"/3
E{asasn} 0,000315852(D/ry)>/3
Elasase}  0,000000521(D/r,)%?
E{ai,} 0,002449955(D /r,)%/3
E{an azr}  0,000088166(D/r,)>/?
E{ady} 0,000654043(D /r,)"/3
E{azz as}  0,000315852(D/r,)"?
E{ag asg}  0,000034494(D/ry)"/3
E{azr} 0,000251506(D/r,)*/3
E{azran} 0,000088166(D/r,)"?
E{azs} 0,000118472(D/r,)?/?
E{ase as}  0,000000521(D/r)>/3
E{ass an} 0,000034494(D/r,)**

Tabla 2.2: Covarianzas no nulas asociadas a los 56 primeros polinomios de Zernike cuyo valor

medio espacial en el circulo de radio unidad no se anula.

donde n;j indica el orden radial asociado al polinomio de Zernike Z;;. La

ecuacion anterior es solo valida para combinaciones j—k = pary j—k = impar.

Ahora bien, de los 56 primeros polinomios de Zernike, solo el promedio
espacial de los rotacionalmente simétricos es no nulo. En concreto, solo
contribuyen los siguientes valores medios: (V2Z4(p)) = 8V/3, (V2Z11(p)) =
2V, (V2 Zns(p)) = 48V, (V2Zir(p)) = SOV ¥ (V2Zsg(p)) — 120V1T.
Asimismo, los inicos coeficientes no nulos de la matriz de covarianzas, de todas
las combinaciones posibles asociadas a estos polinomios de Zernike, son los que

se muestran en la Tabla 2.2.

El radio de Fried es r, = 25 cm para una longitud de onda A = 0,55 um. Pero
la longitud de onda de trabajo del sensor de curvatura es A = 0,7 um. Teniendo
en cuenta que la velocidad promedio de la capa de turbulencia es ¥ = 20 m-s~ !,
podemos calcular el radio de Fried asociado a una longitud de onda A pum por

medio de la ecuacién [15]:

ro(\) = 20 (i)m [em)], (2.33)
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que implica un radio de Fried de r, = 33,39 cm. Sustituyendo estos datos en
la Ec. (2.30), teniendo en cuenta que el sensor trabaja en la longitud de onda
A = 0,7 pm, obtenemos la curvatura maxima promedio de los frentes de onda:
V=79-10""m!.

2. Numero de fotones disponible

En la Tabla 2.1 se indica que una estrella de magnitud mpr = 0 emite fotones
dirigidos a la totalidad de la abertura del telescopio a un ritmo F, = 8,2 - 10!
fotones - s71. A partir de este dato, se puede calcular el ritmo F al que una
estrella de cualquier magnitud, m, emite fotones dirigidos hacia la abertura.
Concretamente, para una longitud de onda determinada, la magnitud de la

estrella viene dada por [15]:

F
m=—251In (F) [arcseg | (2.34)

o

Queremos calcular la posicién 6ptima de los planos cuando el sensor de
curvatura funciona con la luz que proviene de una estrella de magnitud
m = mpg = 14,7. Despejando F' en la ecuacion anterior se obtiene ' = 1 080 970
fotones - s71. Por otro lado, la Tabla 2.1 también informa de que solo el
50% de los fotones consiguen ser detectados, con lo que la lectura efectiva
proporcionada por los detectores es de F' = 540 485 fotones - s~1. El mismo
procedimiento permite calcular el ritmo F con el que los fotones de la radiacién
de fondo inciden en los detectores. La radiacién de fondo limita la observacién
de objetos muy tenues a través de la atmoésfera debido especialmente a la
emisién intrinseca del cielo nocturno [149]. La magnitud equivalente del ruido
de fondo es, segtin la Tabla 2.1, m%, = 20,3 arcseg=2. Teniendo en cuenta que los
detectores solo captan el 50 % de los fotones que entran en la abertura, se tiene
que Ff = 3110 fotones-s~'. Dado que el fondo limita el contraste inferiormente,
en la practica solo dispondremos de F' = 540 485 —3110 = 537 375 fotones-s~ 1.

Ahora solo necesitamos calcular el tiempo de respuesta o tiempo de exposicién
de los detectores, que esta intimamente relacionado con el ancho de banda
del sistema. El tiempo de respuesta del sistema compensador no puede ser
superior al tiempo de correlacién atmosférico, que da cuenta de la rapidez a la
que evolucionan las capas de turbulencia. Para calcular el tiempo de exposicion,
nos basamos en el procedimiento que describe F. Roddier en las secciones §.

3.4y § 3.5 de la Ref. [15]. En concreto, Roddier modela el funcionamiento
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del sistema de Optica adaptativa como un sistema integrador ideal. Como
el sistema es integrador, es un sistema en lazo cerrado y el espejo ha de
lograr compensar, al cabo de varios ciclos, las curvaturas locales del frente
de onda en la regién definida por cada una de las subpupilas [10, 123]. Como
es ideal se suponen despreciables el error de prediccion, es decir, el retraso
en la compensacion o también, por ejemplo, fenémenos de histéresis en los
actuadores piezoeléctricos. De este modo, el minimo ancho de banda admisible

para un sistema compensador basado en un sensor de curvatura es:

.
v, = o,34§ (2.35)

donde v es la velocidad promedio de la capa de turbulencia y d es el diametro de

cada subabertura. La pupila del telescopio esta muestreada por 56 subpupilas

de la misma area repartidas a lo largo y ancho de la region entre el borde de la

abertura del telescopio, de didmetro D = 7,9 m, y el borde de la obstruccién

central, de didmetro 1,2 m. Con todo ello podemos ya calcular el tiempo de

integracion:

1 D—-1.2 o 79-12

S 2y, 4-0347560 1,361 /56 - 20

y asi, tras el tiempo de exposicion 7,, cada detector ha captado en promedio:
F-7,

26

=0,010s (2.36)

To

N =

= 96 fotones (2.37)

Separacién 6ptima

Con los datos calculados para la curvatura local maxima, V =7,9-107" m™!, y
para el nivel de luz disponible por detector, N = 96 fotones, procedemos aqui a
calcular la separacion entre planos que optimiza el rendimiento del sensor de
curvatura. Sustituyendo N en la ecuacién para la posicion optima de la Tabla
C.1 (ver Apéndice C), hallamos hep v dividiendo por V' se obtiene zqp, = 875
km. En esta posicion, la cota superior del error de la estimacién de la curvatura
local en el drea de cada subpupila es €5, = 1,2- 1077 m~! y la cota inferior es
€inf = 8,4-1078 m~!,

Estudios tedricos y simulaciones numéricas junto con la experiencia adquirida
con los sistemas UH (University of Hawaii) y CFHT (Canada France Hawaii
Telescope) [53], permiten a Rigaut et al. afirmar que la operacién éptima del
sensor de curvatura en las condiciones descritas en la Tabla 2.1 se da para una
posicién de los planos, z = 898 km, practicamente igual al zp¢ que acabamos

de calcular.



Capitulo 3

Optimizacion de la medida de

frontera

En el Capitulo 1, se ha visto que el problema de recuperaciéon de fase a partir de
medidas de irradiancia basado en la ETT consiste en resolver una ecuacién diferencial
eliptica con condicion de contorno de Neumann. Cuando la distribucién de irradiancia
es uniforme en el plano de recuperacion, se trata de una ecuacién de Poisson. En
consecuencia, para que no haya ambigiiedades en la solucién, generalmente no llega
con recopilar informacién del laplaciano de la fase en el interior, VZW, sino que
también ha de obtenerse informacién de su derivada normal en el borde, W,. En
la ETT (Ec. (1.3)), W, va modulada por una distribucién lineal de Dirac, 4., que
coincide con el borde de la pupila en z = 0. Por ello, para extraer informacién de
la derivada normal de la fase en la frontera, las medidas de la derivada axial de
irradiancia deben promediarse radialmente en un intervalo que contenga el borde de
la regién iluminada [136].

La aproximaciéon de la derivada axial en diferencias finitas a primer orden
produce aqui problemas parecidos a los estudiados en las medidas del interior, pero
también surgen otros nuevos, a causa de la integracién en el borde, que dificultan
especificamente la estimacién de W,.. La contribuciéon conjunta de todas las fuentes
de error depende de la distancia de separacion entre los planos. Andlogamente a lo
visto para el interior, para realizar la medida de frontera, se utilizan medidas de
irradiancia en planos situados entre el plano de la pupila y las causticas.

Salvo en aquellos casos donde la posicién éptima de los planos se selecciona
programando complicadas simulaciones numéricas [53], en la mayoria de las

aplicaciones no se informa acerca del criterio utilizado para escoger la posicién de los
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planos de medida. En estas situaciones, todo apunta a que las medidas de frontera se
realizan empleando las mismas posiciones de los planos que las medidas del interior.
No obstante, a priori no existe ninguna razéon que garantice que la separacion elegida
para optimizar la medida del laplaciano permita obtener también medidas de frontera
de buena calidad.

Debido a los problemas que surgen al poner en practica el procedimiento anterior,
se han propuesto otros métodos para estimar W,., que utilizan como datos de entrada
el radio de la regién iluminada en dos planos adyacentes ortogonales al eje z [131].
Mediante este tipo de métodos, se elimina la contribucién del ruido de las medidas
de irradiancia, pero se sustituye por la inevitable incertidumbre de las medidas de la
posicion del borde.

En este capitulo desarrollaremos un procedimiento, analogo al realizado para
el interior, para optimizar la senal de frontera proporcionada por el sensor de
curvatura. Comenzaremos describiendo con mas detalle los fundamentos de estos
métodos y proseguiremos analizando las principales limitaciones que presentan y que
determinan la precision del resultado final. Por iltimo, modelaremos el error de W, en
funcién de la posicién de los planos de medida en el eje z, que nos permitira encontrar

la separacion entre ellos que minimiza las contribuciones del error en conjunto.

3.1. Meétodos de medida de la derivada normal de

la fase en la frontera

Cualquiera de los dos métodos que se emplean para obtener W, en el borde
de la pupila tiene como finalidad cuantificar el cambio de dimension radial de la
zona geométricamente iluminada. El primero, consiste en medir directamente la
deformacion radial de las regiones iluminadas en dos planos paralelos perpendiculares
al eje éptico del sistema [131]. Lo llamaremos método directo. En el segundo,
el desplazamiento radial del borde se mide indirectamente, como resultado de
implementar la ETI aproximando la derivada axial con diferencias finitas a primer
orden de medidas de irradiancia en dos planos promediadas radialmente en el

. ’ , . . *
contorno [136]. Nos referiremos a él como método indirecto .

* ’ . . . . ’ . . . .
En este capitulo estudiaremos exclusivamente las aproximaciones clésicas en diferencias finitas
de la derivada axial. La férmula de Roddier, semejante en algunos aspectos a la formula central, no se
analiza en este capitulo para facilitar su comprensién. No obstante, dado su destacable protagonismo

en el campo de la Optica Astronémica, merece un estudio aparte en este trabajo, que se incluye en
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En esta seccion deduciremos las ecuaciones que relacionan las medidas que lleva
a cabo el sensor con la derivada normal de la fase en la frontera. Partiendo de
estas ecuaciones, describiremos las simplificaciones que se realizan para poderlas
implementar experimentalmente en el sensor de curvatura. Este paso es muy
importante para identificar, més adelante, las principales fuentes de error que

deterioran la respuesta del sensor en relacion con las medidas de frontera.

3.1.1. Meétodo directo de medida de la deformacién de la
region iluminada

La hipdtesis de partida consiste en que la deformacién radial de las regiones
iluminadas en dos planos z y —z, es proporcional a la derivada de la fase normal al
borde de la pupila, W,.. De este modo, en cada angulo 6 se toman, experimentalmente,

las seguientes relaciones para estimar W, en la frontera [131]:

R, — R_=2:W,

' (3.1)
Ry — R=+2W,

donde Ry = Ry (0) es el radio de la regién iluminada en las posiciones £z y W, =
W, (6) es la estimacién de la derivada normal en el punto (R, #) del borde. Dado que
en la primera ecuacion se usan datos en dos planos situados simétricamente a ambos
lados de z = 0, la llamaremos férmula central. En cuanto a la segunda ecuacién, la
llamaremos férmula progresiva o bien férmula regresiva segtn se utilice el radio en
el plano +z o bien en en el plano —z, respectivamente.

En lo que sigue, demostraremos que las Ecs. (3.1) son, en realidad, una
aproximaciéon a primer orden de la dinamica del borde de la region iluminada en
planos perpendiculares al eje z, valida solo muy cerca de z = 0.

Partimos de las ecuaciones de los rayos asociadas a una onda paraxial de fase W

que se propaga a lo largo del eje z [152, 153]:

r=x.xzW,,
y =yt 2W,, (3.2)

donde W, = (0W/0x), vy Wy = (OW/dy),,, . - Estas ecuaciones describen la
trayectoria del rayo que pasa por el punto (z.,%.) del plano de la pupila, z = 0, en
funcién de las coordenadas y de las inclinaciones de la fase, W, y W, , en dicho

punto.

el Apéndice C.



52 Optimizacion de la medida de frontera

N

Figura 3.1: Ejemplo de evolucién de la zona geométricamente iluminada desde el plano de la
abertura, z = 0, a un plano desplazado, z.

En coordenadas polares se expresan de la forma:

rcos(0 —0.) =r. £ z2W,,
(3.3)
rsen(f —0,.) = :I:z‘ff—i’c

donde W, = (OW/0r), o,y Wo, = (OW/00),, ,.,, siendo (rc,0.) las coordenadas
polares del punto del plano z = 0 por donde pasa el rayo. Si la distancia de separacion
escogida, z, es lo suficientemente pequena como para que el desplazamiento angular
de los rayos, #—6.., no sea muy grande, podemos truncar a primer orden los desarrollos
en serie de potencias de las funciones trigonométricas de las ecuaciones anteriores,
obteniéndose:
r=r.xzW,,
3.4
0 =0+ 202 o
Pero para llegar a las Ecs. (3.1) es necesario hacer una aproximaciéon mas fuerte, es
decir, hay que suponer que la deformacion de la regién iluminada es estrictamente
radial, esto es, # = .. En definitiva, se supone que el efecto de la derivada angular de
la fase en los puntos de la frontera no es significativo desde el plano de recuperacion,
z =0, al plano z.
En la Figura 3.1 se muestra un ejemplo para ilustrar la evolucién axial de la zona

iluminada, donde el vector d indica el desplazamiento del borde, que, en general,
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tiene componente radial y tangencial.

Si se trabaja con distancias z lejos de las causticas, podemos asegurar que los
puntos del borde en el plano z = 0, (R, 6,.), dan lugar a puntos del borde en un plano
+z, (R4, 0) [153]. Por tanto, a partir de las Ecs. (3.3), se deduce que el radio de la

regiéon iluminada evoluciona en cada angulo 6 de acuerdo con la siguiente ecuacion:

Ry = \/(R + W,.)" + <zm}/§C>2 (3.5)

Si la distancia z es muy pequena, entonces la zona iluminada se deforma linealmente

con z y proporcionalmente a W, _, lo que posibilita el método descrito por las Ecs.
(3.1), es decir:

W, \ 2 W,
Ri—R:\/(RizWrC)QJr(z R") —R%R\/lisz—R

%R(lj:z

M;”) — R =4W,, (3.6)

De acuerdo con este modelo, en cada angulo @, la derivada normal seria la
constante de proporcionalidad que liga el desplazamiento radial del borde con el
desplazamiento longitudinal del plano de medida en el eje z. Pero, en realidad, la Ec.
(3.6) informa de que la linealidad del proceso de deformacion de la zona iluminada
solo se puede suponer en un rango limitado del eje z. El motivo, ya adelantado en la
Figura 3.1, es que, en realidad, la derivada angular de la fase, Wy,_, interviene también
en la traslacion del borde de la region iluminada. Como las medidas de los radios de
las dos zonas iluminadas se llevan a cabo para un angulo 6 constante, la derivada
radial calculada como diferencia entre ambos radios se asigna al punto (R, 6) de la
frontera de la pupila cuando, en realidad, corresponde a otro punto (R,0.) de las
inmediaciones (ver Ecs. (3.4)). Esta asignacién incorrecta induce un error que crece

con la separacién z, debido a la contribucién no siempre despreciable del término
2Wy./R de la Ec. (3.5).

3.1.2. Metodo indirecto de medida de la deformacién de la
region iluminada
Con este método se trata de obtener la derivada de la fase normal al borde de la

pupila a partir de medidas de la derivada axial de la intensidad, de acuerdo con la

relacién entre ambas magnitudes descrita por la ETI (Ec. (1.3)):

I'(0) = IL,W,6, (3.7)
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En esta ecuacion, W, va modulada por una delta de Dirac en el borde de la pupila,
d. = d(r — R). De este modo, una forma sencilla de extraer la derivada normal es
promediando la ETI radialmente en un intervalo que incluya la delta de Dirac del
borde [136], es decir:

1 [BHL/2 1 [B+L/2 W
7(0) = & / I'(0)dr =+ / LW,6(r — Rydr = X (3.8)
L Jp-r2 L Jr-rp L
donde 7’ (0) representa, en un angulo 6, el promedio radial de la derivada axial
dentro de una regién alrededor del borde de anchura radial L: la regién de frontera.
Experimentalmente, se implementa alguna de las aproximaciones en diferencias
finitas de la derivada axial, cuyos datos de entrada son las distribuciones de
irradiancia de dos planos axiales £z y/o z = 0. En la Figura 3.2(a) se representan
ejemplos de los perfiles de irradiancia en un angulo 6 del plano z, I(z), del plano

z =0, 1(0), y del plano —z, I(—z). Matemé&ticamente pueden expresarse de la forma:

(0) =L[1-H(r—R)
(2) =L[1-H(r—R)] (3.9)
[(—2)=1_[1—H(r—R_)|

1
1

siendo Ry el radio de la regién iluminada asociado al angulo 6 en el plano +z (Ec.
(3.5)), I+ la irradiancia en el punto (r,6) de dicho plano en el supuesto de que no
hubiese una pupila en el plano z = 0 (en aproximacién de Fresnel, Ec. (2.12)) y H

es la funcién de salto unitario, es decir [158]:

1sir>R
H(r—R)= , (3.10)
O0sir<R

que representa el efecto que causa la pupila del plano z = 0.
Por tanto, las aproximaciones en diferencias finitas de la derivada axial que
tipicamente se implementan para estimar la derivada normal de la fase en la frontera,

W,., pueden expresarse de la forma siguiente:

a) Férmula Central o de Stirling

En un punto (R, #) del borde de la abertura, la derivada axial se estima como:

. T, -1
7'(0) = +T (3.11)
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(a) (b)
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Figura 3.2: (a) Ejemplo de perfiles de irradiancia en planos -z y z = 0 perpendiculares al eje del

sistema. (b) Suma y resta de las irradiancias de los planos +z y —z.

con z > 0, donde el circunflejo sobre Z’ indica que se trata de una estimacién

de la derivada axial y donde:

1 R+L/2 1 Ri
Ii = —/ [i [1 — H (7’ — Ri)] dr = —/ Iidr (312)
L R—-L/2 L R—-L/2
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El algoritmo es mas preciso a medida que se reduce la distancia entre los planos,

es decir:

. 1 /1 [® 1 [ I,[Ry —R—(R_—R)
7(0) = — | = ILodr—— I dr| ==
©) 2z (L /R—L/Q w L/R—L/2 1") L{ 2z

I 2W, — (—2W,) 7 W,
L 22 )

~

= 7' (0) (3.13)

donde también se comprueba que este método y el descrito por las Ecs. (3.1)

son equivalentes cuando los planos se sitian muy cerca de z = 0.

b) Férmula progresiva y regresiva de Newton

En este caso, la derivada axial se aproxima en cada punto (R, #) del borde de

la forma: 7 7
7(0) = = _=° 14
=2 (3.14)
con 7 de la Ec. (3.12) e Z,:
1 R+L/2 _[ L _[
I, = — I,[1—H(r— dr =2 — — == 1
AR A GRS

Llevando a cabo un proceso analogo al del apartado anterior se deduce

facilmente que:
7' (0) =1, =17'(0) (3.16)

3.2. Factores que limitan la medida de frontera

En la seccién anterior, hemos introducido los dos métodos que se utilizan para
obtener la derivada normal de la fase en el borde de la pupila. Las férmulas
empleadas experimentalmente son aproximaciones a primer orden de las ecuaciones
exactas y la estimacion de W, por estos métodos puede llegar a ser muy imprecisa.
Concretamente, como ya vimos, los algoritmos funcionan correctamente siempre y
cuando pueda suponerse que un punto (R,6) del borde de la pupila en z = 0 se
mueve hasta (R4 zWW,., 0) en el plano +z. No obstante, la deformacion real del borde
difiere, en general, de este comportamiento lineal.

Acabamos de comprobar que la precision de cualquiera de los dos métodos se
incrementa conforme los planos se acercan [16, 131, 136]. Pero también hay que
tener en cuenta la presencia de errores en los datos de entrada, cuyos efectos se

hacen notar sobre todo en las posiciones cercanas al plano z = 0. En el caso de
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los métodos directos, los errores de los datos son las incertidumbres de las medidas
de la posicion del borde de la zona iluminada. En los métodos indirectos, son las
fluctuaciones de las irradiancias debido al ruido. En definitiva, los errores de las
medidas y el efecto de la derivada angular de la fase en la dinamica del borde de
la regiéon iluminada son dos problemas fundamentales, intimamente ligados por la
posicion de los planos, z, que determina la precisién del resultado final.

Por otro lado, para que el método basado en la ETI sea preciso, la derivada que
debemos medir en la frontera debe ser infinitamente estrecha, segtin indica la delta
de Dirac, 0. (Ecs. (3.7) vy (3.8)). No obstante, en la préictica, el salto de I’ (0) =
[I(z) —I(—%)]/(22) en la regién de frontera tiene un perfil aproximadamente
rectangular, que solo converge a la delta de Dirac en el limite en que z es pequeno
[158] (ver Figura 3.2(b)). Ademds, puesto que W, se estima promediando I’ (0) en
la frontera, la precisiéon del método indirecto también depende de la anchura radial

seleccionada para la regién de frontera, L.

3.3. Varianza de la estimacion de la derivada

normal en la frontera

A continuacién calcularemos la varianza de la derivada normal estimada siguiendo

los métodos directo e indirecto en funcién de la distancia de separacién z.

3.3.1. Meétodo directo

En el método directo solo distinguimos dos fuentes de error. La primera es el error
del modelo, es decir, cuanto se aleja de la ecuacién exacta la ecuacion simplificada
que emplea el algoritmo de medida. La segunda es la propagacion de los errores de los
datos de entrada a la derivada normal. Vamos a suponer que estas dos contribuciones
son independientes y la varianza total de W, serd, por tanto, la suma de ambas.

Supongamos que el método de deteccién de la posicion del borde de las regiones
iluminadas proporciona medidas de los radios R+ y R en cada angulo # con una
incertidumbre s(Ry) = s(R) = 0. Podemos estimar la derivada normal en un punto

(R, 0) utilizando las Ecs. (3.1), cuyas varianzas son, para cada férmula:

a) Férmula central

Las medidas son R, y R_ en el plano +z y el plano —z, respectivamente.
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Entonces, la varianza de W, es:

s2(W,) = <21V%V+’“> 2 (Ry) + (g?) s’ (R_) + (WT —WT>2

o2 R.—R_ 2
= 5.2 + (+T — WT> (3.17)

con Ry de la Ec. (3.5).

b) Férmula progresiva y regresiva

Las medidas son R4 en el plano £z y R en z = (. La varianza de la derivada

normal de la fase en el borde de la pupila es, entonces:

L o\~ o\, i 2
sY(W,) = (8Ri> S(Ri)+<aR) s(R)+<Wr—Wr)

207 - ?
== 4 (M - Wr> (3.18)

22 4z

con Ry de la Ec. (3.5).

3.3.2. Meétodo indirecto

En este caso la derivada normal de la fase en la frontera se estima a partir de
medidas de irradiancia. La luz se capta utilizando detectores situados en el borde
de la pupila en una regiéon que abarca desde R — L/2 a R + L/2, como se muestra
en la Figura 3.3 para una pupila circular [16]. Cada detector, de anchura radial L,
cubre un angulo Af donde realiza medidas promedidas de irradiancia. El resultado
para la derivada normal, W,, es una medida promediada en el angulo A#, con centro
en 0, que se asigna al punto (R, #) [136]. No obstante, en este célculo teérico vamos
a suponer que en cada angulo # del contorno tenemos un detector que proporciona
medidas de irradiancia, es decir, supondremos que podemos estimar W, en cada
angulo #. Llamemos Z, e Z_ a las irradiancias promedio en las posiciones z y —z,
respectivamente, captadas por el detector del dngulo . La cantidad de luz que capta
este detector varia dependiendo de la distancia z porque las aberraciones de los
frentes de onda actian deformando la region iluminada, como se muestra en la Figura
3.3.

En el método indirecto las dos fuentes principales de error son el error del modelo

utilizado para aproximar la derivada axial y el ruido de las medidas de irradiancia,
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Figura 3.3: Ejemplo de matriz de detectores en la regién de frontera. En linea de puntos se dibujan

z=0 z

las zonas iluminadas en el plano de la pupila, z = 0, y en un plano desplazado, z.

que consideramos contribuyen independientemente. Sin pérdida de generalidad en
los resultados, para calcular y analizar el comportamiento de la varianza de W,,
32(WT), supondremos que las fluctuaciones de irradiancia en cada punto son de
media cero e independientes del nivel de senal. Esta es una simplificacién, ya que
asi las fluctuaciones por ruido foténico se consideran como fluctuaciones por ruido
de deteccion, cometiéndose un error de estadistica que no influye apreciablemente en
el comportamiento cualitativo de SZ(WT>. No obstante, en el Apéndice B se incluye
este calculo en funcién del nimero de fotones que llegan al detector, de utilidad
cuando se precisen datos cuantitativos en aplicaciones donde la disponibilidad de luz
es limitada, como, por ejemplo, en Optica Astrondémica.

Si ng es el ruido de las medidas de irradiancia en cada punto r (ver § 2.2.1), el
ruido del promedio radial de la irradiancia en la frontera, 7., es también de media

cero y de varianza o?:

s2(IL) =€ {[ni]z} = o? (3.19)

donde £{-} denota valor medio.

Teniendo en cuenta estas hipotesis, calcularemos 52(Wr) partiendo de la varianza
de la derivada axial de la intensidad estimada en diferencias finitas. Analogamente al
procedimiento de optimizacion de las medidas del interior, con el objetivo de obtener

estimaciones precisas de Z' (0) en cada dngulo 6 de la frontera, encontraremos la
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separacién entre los planos, z = z(6), que verifica:

2T =¢ { 70) -7 (0)] 2} — mfn (3.20)

Es decir, calcularemos la desviacién cuadratica media de la aproximacion
experimental de la derivada axial, Z' (0), respecto del valor determinista de la derivada
promedio, Z'(0), en el plano z = 0, para més adelante hallar el valor de z que la
minimiza.
a) Varianza de la derivada axial aproximada por la férmula central en
diferencias finitas

Supongamos que en un plano +z, el promedio radial de la irradiancia en cada
angulo 6 de la regién de frontera, Z,, es una funcién univaluada, continua,
cuya derivada primera es también continua y cuya derivada segunda existe en
el rango axial de operaciéon del sensor. Entonces, podemos aplicar el teorema
de Taylor a primer orden para Z, en torno a z = 0 y hallar, para cada angulo

0, el siguiente desarrollo en serie:
1
I. =ZT,+7 (0) z + 52” [Cx (0)] 22 (3.21)

El tercer sumando del miembro de la derecha es el resto del desarrollo del
promedio radial de la irradiancia entre los limites R — L/2 y R+ L/2, donde,
para cada dngulo 0, (+ = (4 (f) es un punto dentro del intervalo (0, z) o
(_za 0)

Introduciendo el desarrollo (3.21) en la Ec. (3.11), la derivada axial estimada

en un punto (R,#) de la frontera de la pupila en z = 0 es:

T(0)=70) + B (TG 0] - T O]} - (3.22)

La precision de 7' (0) depende del peso del segundo sumando, debido al error
de las medidas, y del tercer sumando, debido al error de la aproximacion en
diferencias finitas; a lo que hay que anadir el tamano de la regién de frontera,

L, del que también depende implicitamente.

Teniendo en cuenta que no existe correlacién entre el ruido de un plano y
otro y suponiendo que ambas fuentes de error contribuyen independientemente,
a partir de las Ecs. (3.19), (3.20) y (3.22), deducimos que la varianza de la

estimacién de la derivada axial en un punto (R, ) es:

2[P0)] = 5+ TGO - T O (3)
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Este resultado no es méas que el promedio radial de la varianza de la Ec. (2.7)

calculada en el Capitulo 2 para la formula central en puntos r del interior.

b) Varianza de la derivada axial aproximada con la férmula progresiva

y regresiva en diferencias finitas

Como en el apartado anterior, aplicando el desarrollo de Taylor del promedio
radial de la irradiancia (Ec. (3.21)) en la Ec. (3.14), se obtiene una relacién
similar a la Ec. (3.22), que da cuenta de la desviacién de f’(O) respecto
de Z'(0) en un punto (R,6) del contorno. Si suponemos que el ruido de
ambos planos no esta correlacionado y que ambas fuentes de error contribuyen
independientemente, la varianza de la derivada axial estimada en (R, #) con la
férmula de Newton es, de acuerdo con la Ec. (3.20):

2 [20)] = 2% + Lz o (3:20
De nuevo, la Ec. (3.24) coincide con el promedio radial en la regién de frontera
de la varianza de la Ec. (2.9), que habiamos calculado para un punto r del

interior de la zona iluminada.

3.4. Seleccién del plano de medida

Las Ecs. (3.17) y (3.18) para el método directo y las Ecs. (3.23) y (3.24) para
el indirecto modelan en funcién de z el error de W, en un punto (R,0) del borde.
El primer sumando de cada ecuacion cuantifica la contribuciéon de los errores de
los datos de entrada y decrece al aumentar z. El segundo sumando no depende
del ruido, sino de las caracteristicas del frente de onda. Describe cudnto se desvia
la respuesta del sensor respecto de la derivada normal de la fase en la frontera y
crece con z. Adicionalmente, en las Ecs. (3.23) y (3.24), ambos sumandos dependen
implicitamente del tamano de la regién de frontera, L.

En este punto nos encontramos con problemas parecidos a los que nos enfrentamos
en las ecuaciones analogas de la § 2.3 correspondientes a la medida del interior,
que nos impiden utilizar directamente las ecuaciones calculadas hasta ahora para
optimizar la respuesta del sensor en la frontera. Por un lado, el segundo término de
las Ecs. (3.17) y (3.18) del método directo depende del radio de la regién iluminada
en cada angulo 6. Es decir, para minimizar la varianza de Wr, deberiamos tener un
cierto conocimiento de como evoluciona la posicién del borde en todos los angulos

0 en funcion de la posicién z del plano axial. Por otro lado, en las ecuaciones para
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el método indirecto, el segundo término es funcién del resto de la aproximacion en
serie de Taylor a primer orden del promedio radial de la irradiancia en el intervalo
[R— L/2, R+ L/2]. En general, este sumando es diferente y desconocido para cada
angulo #. En consecuencia, las formulas calculadas no pueden ponerse en préactica
directamente para hallar una tinica separacién 6ptima que minimice la varianza de la
derivada normal estimada en todo el perimetro de la pupila. Ademas, aun conociendo
exactamente el segundo término de las ecuaciones, proporcionarian una separacion
entre los planos diferente para cada angulo 6.

Para llegar a nuestro objetivo, disenaremos a continuacion un método donde
aplicaremos razonamientos similares a los utilizados en el Capitulo 2 que ayuden a
evitar estos problemas. En concreto, estudiaremos la evolucién del borde de la region
iluminada suponiendo que la fase en el plano z = 0 es cuadratica y calcularemos el
error que se comete al estimar su derivada normal en la frontera con el método
directo y el indirecto. El comportamiento de este error en funcion de la posicion de
los planos de medida en el eje z nos proporcionara informacién suficiente para disenar
un procedimiento para optimizar la estimacién de la derivada normal de frentes de

onda més complejos en la totalidad del perimetro de la pupila.

3.4.1. Anadlisis de la dindmica del borde de la regién

iluminada

Sea el método de estimacién de W, directo o indirecto, la calidad de respuesta del
sensor depende del proceso de deformacién de la regiéon iluminada conforme la luz
se propaga en la direccién del eje z. En cada angulo 6, la Ec. (3.5) nos informa de la
evolucion del radio de la zona iluminada en cada plano z. Sin embargo, la dependencia
en el punto (R,6,.) del plano z = 0, implicita en W,y Wj_, introduce dificultades
a la hora de usar directamente dicha ecuacién para disenar el procedimiento de
optimizacién de la medida de frontera para cualquier frente de onda. Es por ello
que deberemos hallar alguna expresién més simple, que no dependa de (R, 6,.), para
describir la dinamica del borde.

Siguiendo un razonamiento paralelo al del Capitulo 2 para las medidas del
interior, calcularemos primero cémo evoluciona el radio de la region iluminada
para frentes de onda cuadraticos sencillos y hallaremos la varianza de la medida
de su derivada normal en el borde de la pupila. El andlisis de esta varianza nos
proporcionard informaciéon para disenar un protocolo de actuacién para mejorar el

rendimiento del sensor en la frontera ante frentes de onda mas complejos.
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Para analizar la deformacién de la regién iluminada que provoca una fase
cuadratica W,, es suficiente con que la cuddrica esté en forma candnica, ya que
la pupila circular del plano z = 0 no cambia si se rotan los ejes de coordenadas. Por
tanto, supongamos que la pupila en z = 0 es circular, de radio R, y que la fase en

dicho plano es cuadrética, de la forma candnica:
W, = A+ Bx + Cy+ Daz* + Ey? (3.25)

donde A representa el piston, B y C son las inclinaciones del frente en = y en y, y
D y FE son sus curvaturas principales en z y en y.

Si la superficie del frente de onda en los puntos del plano z = 0 es cuadratica,
veremos que resulta factible hallar una ecuacién que describa la evolucién del radio
de la regién iluminada, RE, que no dependa de ..

En este caso, las ecuaciones que regulan la trayectoria de los puntos (z.,y.) del

plano z = 0 a los puntos (z,y) del plano z (Ecs. (3.2)) son:

r==+Bz+x.(1+£2Dz)
(3.26)
y==2Cz+y.(1+£2E%2)

Si los puntos del origen se toman en el borde de una pupila circular de radio R,
entonces z2 4 y? = R? y las ecuaciones anteriores representan el lugar geométrico de

los puntos de una elipse en el plano +z:

z¥F Bz )\’ Cz\°

(1 fzm) * (1yf2Ez) =1 (3.27)
donde se observa el papel de cada uno de los parametros de la fase cuadratica en la
dinamica del borde de la region iluminada. Asi, B y C' dan cuenta de la traslacion
del centro de la pupila durante la propagacion y los coeficientes D y E del aumento
o decremento del tamano de la region iluminada, es decir, cuantifican la elipticidad
que gana la pupila circular del plano z = 0 en cada plano axial z. Naturalmente,
cuanto mas se traslade su centro y cuanto mas eliptica se vuelva la region iluminada,
mas peso tendra la derivada angular de la fase en la dindmica del borde. Teniendo en
cuenta que las coordenadas de un punto de la elipse en el plano £z son x = R cos 6

e y = REsenf, sustituyendo en la Ec. (3.27) y despejando RE, se obtiene:

[142(D+E)2+4DEz2| xRaiz + 2[(142E2)” B cos 0+(142Dz)*C sen 0]

R¥ = (3.28)

(1£2Ez)? cos? 6+(1+2Dz)? sen? 0

donde:

Raiz = \/R2 [(1+ 2Ez)” cos? 6 + (1 & 2Dz)” sen? 6] — 22 (Bsenf — C cos 0)
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A partir de esta ecuacién, podemos calcular el radio de la regiéon iluminada en un
plano +z, asociado a un angulo #, en funcién de los parametros caracteristicos de la
fase cuadrética de la Ec. (3.25), sin haber dependencia en el éngulo 6. Sustituyendo
R¥ en las varianzas de la § 3.3, calcularemos la varianza de la derivada normal de la

cuadrica en cada angulo 6.

3.4.2. Varianza de la estimacion de la derivada normal de

una fase cuadratica

Dada la fase cuadrética W, en el plano z = 0 (Ec. (3.25)), la derivada normal en

cada punto (R, 6) del borde de la pupila es:
W,, = Bcosf + Csenf + 2R (D cos*§ + E sen”0) (3.29)

A continuacién calcularemos la varianza de la derivada normal estimada en cada
dngulo 0, €2 = s? (Wm.)- Comenzaremos con el método directo y seguiremos con el

indirecto:

a) Método directo

En los algoritmos directos, la varianza de VAVOT en un angulo 6, €2 se calcula
sustituyendo simplemente la expresién para R de la Ec. (3.28) en las siguientes

ecuaciones:

a.l) Férmula central

2 + - 2
o_ 0 (By R,
=33+ ( 5 Wor) (3.30)

a.2) Férmula progresiva y regresiva

202 R*—R 2
2= +( 0 —WOT) (3.31)

° 22 +2z

b) Método indirecto

En los algoritmos indirectos, el calculo es algo mds complejo porque €2 depende

no solo de R*

0

sino también de las irradiancias integradas radialmente en la

region de frontera, 7.
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En ausencia de una pupila en el plano z = 0, la irradiancia en cualquier punto
r evolucionaria en los planos £z de la forma (ver § 2.3.1):

I,
- 1+2(D+E)z+4DE

Iy (3.32)
Entonces, la tinica dependencia en la coordenada radial de la distribucion de
irradiancia en cada plano z se encuentra en la funcién de salto que modela el
efecto de la pupila de z = 0 (ver Ec. (3.9)). De este modo, las irradiancias

integradas en la region de frontera son:

1 R+L/2 ]:t

zi:_/ L[l-H(r— R dr="% (R~ R+ L)
L R—L/2 L

I, Rf—R+L/2

L {1i2(D+E)z+4DEzQ

(3.33)

donde RE se calcula a partir de la Ec. (3.28). Veamos ahora €2 = s? <Wor>
cuando W, se estima aproximando con férmulas en diferencias finitas la

derivada axial de la irradiancia promediada:

b.1) Férmula central

Partiendo de la Ec. (3.23), sustituyendo Z" [} (0)] e Z" [(_ (6)] calculados
a partir del desarrollo (3.21) y teniendo en cuenta las Ecs. (3.8), (3.11)
y (3.15), la varianza de VAVOT estimada utilizando esta configuracion del

SENsor es:

. L? (o\? 1 Rf — R+ L/2
60_@(1?) +{§{1+2(D+E)z+4DEz2

R, —R+L/2 2

_1—2(D+E)z+4DEzz]_ }

(3.34)

b.2) Férmula progresiva y regresiva

Partiendo de la Ec. (3.24), sustituyendo Z” [(+ (6)] despejado en la Ec.
(3.21) y teniendo en cuenta las Ecs. (3.8), (3.14) y (3.15), la varianza de
W,, es:

, L* (o 2+ 1 REf—R+L/2 Ll w ?
e =— = — — | =W,
222 \7, +2 |1+2(D+ E)z+4DEz?2 2 "
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A continuacion analizaremos el comportamiento de ¢, en funcién de z y de
los pardametros de W, (Ec. (3.25)). Clasificaremos los frentes de onda cuadraticos
utilizando la misma notacién que en la Pagina 28 del Capitulo 2, en funcién de los
valores de sus curvaturas principales D y E. Es decir, distinguiremos entre frentes de
onda con forma de cilindro parabdlico, paraboloide eliptico, paraboloide parabdlico
y paraboloide hiperbdlico. Como antes, consideraremos solo combinaciones de los
pardmetros tales que 2 (|D| + |E|) <V, siendo V una cota superior, para garantizar
que los frentes de onda cuadraticos son suaves con pequenas desviaciones en torno a
un frente de onda plano. No obstante, como W, depende también de los coeficientes
B y C, debemos acotar el valor maximo de estas inclinaciones para mantener la
condicion de paraxialidad de los frentes de onda. En concreto, analizaremos frentes
de onda cuadréticos tales que /B2 + C2 < U, donde U es otra cota superior.

En las Figuras 3.4(a), 3.4(b) y 3.4(c) representamos ¢, frente a z en la
configuracion central, la configuracion progresiva y la configuracion regresiva,
respectivamente, del método directo. Para cada plano z, el valor de ¢,(2)
representado en las curvas es el resultado de calcular el maximo de la varianza de Wm.
de todos los angulos 6 en dicho plano z. Suponemos que la medida del radio en un
dngulo 0, RE, tiene una incertidumbre o = 0,01, siendo el radio de la pupila R = 1,
y que las cotas de las curvaturas principales y de las inclinaciones son V = U = 1.
No obstante, tan solo hemos representado los resultados para aquellos valores de
D y E tales que 2(|D|+ |E]) = 1 y aquellos de B y C tales que vB?+ (C? = 1.
Esto implica que las curvas representadas corresponden a los frentes de onda menos
suaves, para los que, en vista de los resultados obtenidos para la medida del interior,
se da la respuesta mas deteriorada del sensor de curvatura.

Tomando estos mismos valores de los parametros de W, de las cotas U y V' y del
radio de la pupila, R, en la Figura 3.5 se muestra la varianza de la derivada normal
estimada utilizando el método indirecto en sus tres configuraciones, en funcién de la
posicién axial de los planos, z. El error se ha calculado suponiendo ¢/Z, = 0,01 para
la fluctuacion de la irradiancia promedio detectada en un angulo 6 del plano z = 0.
Hemos tomado L = 0,3R para la dimension radial del anillo de detectores, pues solo
vamos a estudiar el comportamiento de las curvas de error en funcién de z y del

tipo de cuddrica. La influencia de la eleccién del tamano de la regién de frontera

“En la practica, normalmente se verificara 1 /V > R. Sin embargo, se han tomado estos valores
sencillos para U, V' y R porque nuestro objetivo aqui es aclarar el comportamiento cualitativo de
las curvas de error y no tanto dar resultados cuantitativos. Por otro lado, en la § 3.6 se verd que

para frentes de onda turbulentos, U ~ V.
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Figura 3.4: Curvas de error de W, estimada con la configuracién central (a), con la configuracién
progresiva (b) y con la regresiva (c), utilizando el método directo para ¢/Z, = 0,01, L = 0,3R,
R = 1 y fases cuadraticas con U = V = 1. También se representa el resultado para el frente de

onda plano.

se analizard mas adelante. Por ultimo, al igual que en las curvas anteriores para el
método directo, en todas las figuras se ha calculado la desviacion estandar en cada
uno de los dngulos y se ha representado el méaximo de todos los errores obtenidos

en cada plano z. En definitiva, podemos asegurar que cada curva muestra la menor
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Figura 3.5: Curvas de error de WOT estimada con la configuracién central (a), con la configuracién
progresiva (b) y con la regresiva (c), utilizando el método indirecto para o/Z, = 0,01, L = 0,3R,
R = 1 y fases cuadraticas con U = V = 1. También se representa el resultado para el frente de
onda plano.

cota superior del error de WOT.
En ambos métodos e independientemente del tipo de férmula empleada, el
comportamiento cualitativo de estas curvas es similar al observado para las curvas

de error del laplaciano recuperado en el interior. Sus principales caracteristicas son:
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» A medida que disminuye la distancia entre los planos el error tiende a infinito
y a medida que uno cualquiera de los dos planos se aproxima a la posicion
de la linea focal en = o en y mas pequena, el error se incrementa también

drasticamente.

= Manteniendo constantes las condiciones de deteccién, o, siempre hay una
desviacién minima absoluta, €, (zmm), que decrece a medida que disminuyen
VB2 +C? 0 2(|D| + |E|). La posicién correspondiente de los planos, zpum, se
aleja de z = 0.

» Es importante indicar que si las caracteristicas del frente de onda se mantienen
constantes, la posicion del minimo absoluto, zyun, se aleja de z = 0 a medida

que aumenta la incertidumbre de los datos de entrada, o.

Entre las curvas asociadas a una configuracion del sensor y las asociadas a otra,
también se aprecian diferencias. Si hablamos del método indirecto, a igualdad de
valores de los parametros de la fase, del ruido y de la dimension radial de los
detectores, la férmula mé&s precisa para estimar la derivada normal es la férmula
central, seguida de la férmula regresiva y, por ultimo, la férmula progresiva (ver
Figura 3.6). En el caso del método directo, la configuracién central proporciona el
sensor con la mejor calidad de respuesta.

No obstante, hay que indicar que si todos los parametros tienen signos opuestos,
entonces los resultados representados para la formula progresiva pasan a ser los de la
regresiva y a la inversa. Cuando los planos se sitian simétricamente a ambos lados
del plano z = 0, el resultado no cambia.

Teniendo todo esto en cuenta, desde el punto de vista cuantitativo e
independientemente del tipo de configuracion del sensor, se observa que la curva
que esta por encima de todas las demas corresponde al cilindro parabdlico, seguida
de la correspondiente al paraboloide eliptico, al paraboloide parabdlico y, por tultimo,
al hiperbdlico. Es decir, andlogamente a lo visto para las medidas del interior, la peor
respuesta del sensor en la frontera se da ante los frentes de onda cilindricos porque
la contribucién del error del modelo es en este caso superior al de los otros tipos de
frentes cuadraticos.

Por 1ltimo, es necesario recordar que para representar ¢, hemos calculado
el maximo error en cada angulo #. En realidad, las curvas dibujadas coinciden
precisamente con las curvas de error de WOT en los dngulos 6 donde |W,, | < |W,,],

es decir, para obtener la mejor estimacion de W, debemos minimizar el error de
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Figura 3.6: Representacion frente a z de la desviacién estdndar maxima de la derivada normal de
la fase cuadratica con vB? + C? =1, D = 1/2, E = 0, estimada con el método indirecto empleando
las férmulas en diferencias finitas indicadas, siendo R =1y L = 0,3R en cada caso.

WOT en dichos angulos. En la Figura 3.7 se representan W, y W,, para un cilindro
parabdlico con B =1, C =0, D =1/2y E = 0. Todas las curvas dibujadas para
este tipo de cuddrica corresponden a angulos 6 donde W, ~ 0y W,, es maxima en

valor absoluto (en este ejemplo, en torno a 57 /4 6 Tr/4).

3.5. Seleccién de la separacién 6ptima

El analisis realizado en la seccién anterior para fases cuadraticas en el plano z = 0
nos permitird a continuacion disenar un método para optimizar la estimacién de la
derivada normal de una fase cualquiera en la frontera. Este método complementa
el procedimiento de optimizacién de la recuperaciéon del laplaciano del interior
desarrollado en el Capitulo 2. En concreto, las figuras representadas nos informan
de que si lo inico que conocemos acerca de la fase en el plano de la pupila, z = 0,

es que se trata de una fase cuadratica (Ec. (3.25)) y que sus pardmetros verifican
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Figura 3.7: Derivada normal y angular del frente cilindrico parabélico con B =1,C =0, D = 1/2

y E =0 en la frontera.

que 2 (|D| + |E|) alcanza como maximo un valor V' y que v B? + C? estd también
acotada por un valor U, entonces la peor respuesta del sensor de curvatura se da
ante los frentes con forma de cilindro parabdlico de curvatura V y de inclinacién
U. Por este motivo, separando los planos de irradiancia la distancia z = zy;,, que
viene determinada por el minimo de la curva de error correspondiente al cilindro
parabdlico de curvatura V' e inclinacién U, se garantiza la mejor respuesta del sensor

ante cualquier frente de onda cuadratico como los considerados.

Llegados a este punto, nos basaremos en el procedimiento que se utilizo para
optimizar las medidas del laplaciano del interior, para disenar un método analogo
para seleccionar la posicién de los planos que optimiza las medidas de frontera. Asi,
supongamos que el frente de onda W = W (z,y) en los puntos del plano z = 0 es
suave, continuo y diferenciable. Entonces, también puede aproximarse localmente en

entornos, €2, situados en el borde de la regién iluminada, por superficies cuadraticas
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de la forma siguiente:
W, =a+bx + cy + de* + ey* + fay (3.36)

donde a representa el pistén, b = OW/0x y ¢ = OW /0y son las inclinaciones en z y en
y, respectivamente, y d = (1/2) (0°W/0z?), e = (1/2) (*W/0y?) y f = 0*W/0xdy
estan relacionados con el laplaciano y el hessiano de W en ). A diferencia de la
forma canénica de W, (Ec. (3.25)), aqui aparece el pardmetro f porque, en general,
los ejes del entorno €2 pueden tener cualquier orientacion.

Para cada punto (R, ) del borde suponemos que existe un entorno Q = 2 ()
donde el frente de onda reine estas caracteristicas. Esto quiere decir que en cada
angulo 6, suponemos que los movimientos del borde de la regién iluminada estan
regidos por las deformaciones que provocan las inclinaciones y las curvaturas locales
del frente de onda en €). Es decir, en cada angulo #, el borde de la regién iluminada
evoluciona de la misma forma que el borde de la elipse asociada a la aproximacion
cuadratica local del frente de onda en 2.

Para ilustrar esta hipdtesis emplearemos un ejemplo. Supongamos que en el plano

de la pupila, z = 0, la fase es:
W (z,y) = A(2* — 3zy°) (3.37)

Queremos analizar el movimiento del borde de la zona iluminada en un punto (z., y.)
del contorno, desde el plano z = 0 al plano z. Las Ecs. (3.2) describen la evolucién
de la posicién del punto (z.,y.) de z = 0, a un punto (x,y) del plano z que, para
este caso particular, son las siguientes:

x = 1.+ 3Az (22 — y?)

(3.38)

y =y — 6AzzY,
Calculemos la fase local cuadratica W, de la Ec. (3.36) evaluada en puntos (z,,y,)
de z = 0 dentro del entorno 2 asociado al punto (x.,y.). Para ello debemos obtener

los valores de los parametros b, ¢, d, e y f de W, en el entorno €. En concreto:

b=3A(y2 — x3)

c=6Az,y,
d = 3Ax, (3.39)
e = —3Axzx,

f = _6Ayo
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Figura 3.8: Secuencia que muestra la evolucién del borde de la regién iluminada desde el plano
z = 0 al plano z. En linea delgada continua se representa la pupila en el plano z = 0. En linea
gruesa continua se muestra el borde de la regién iluminada en cada plano z, que corresponde a la
fase W. Por ultimo, en linea discontinua se muestra la evolucién del borde de la regiéon iluminada

que predice la aproximacién cuadritica W, en la direccién § = 7/3.

y las coordenadas de los puntos (z,,%,) del interior del entorno §2, incluidos los del

borde de la zona iluminada, evolucionaran axialmente de acuerdo con:

r=1x,+2z(b+2dx,+ fy,)
(3.40)
Y="Yo+ z(c+2ex,+ fr,)

En la Figura 3.8 se muestra la pupila circular en el plano z = 0 de radio
R =1, junto con la evolucion, en cuatro planos z, del borde de la region iluminada
correspondiente a W y también a la aproximacion cuadratica local W, asociada al
entorno {2 del punto con R =1y 6 = 7/3, tomando A = 1/(24R). En ella se observa
la tipica zona iluminada correspondiente al trifoil junto con la elipse correspondiente
a la fase cuadratica, que evolucionan en contacto en la direcciéon 6 = 7/3. Esta
secuencia confirma que el radio de la regién iluminada evoluciona en torno a cada
angulo 6 en funcion de las caracteristicas locales de la fase a primer y segundo orden.

En la seccion anterior, hemos representado curvas que describen el rendimiento del
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sensor a la hora de recuperar la derivada normal de una fase cuadratica en la frontera,
W,,., en funcién de la posicién de los planos en el eje z. Pero, en vista del razonamiento
que acabamos de hacer, también nos informan de la precisiéon con la que el sensor
estima la derivada normal local de un frente de onda cualquiera en un entorno 2
de un punto del borde. Ahora bien, los errores representados en la seccién anterior
para W, son la menor cota superior del error en cualquier angulo 6 y, por tanto,
son independientes de la orientacion de la elipse del plano +z. Entonces, podremos
aplicar las varianzas de la seccion anterior para todo entorno ) independientemente
de la orientacion de sus ejes, en funcién de los parametros B, C'; D y E de la forma

candnica de la fase cuadratica W,,.

Otra consecuencia de que las curvas representadas sean cotas superiores de
error, donde se verifica 2(|D|+|E|) = V y vB24+C? = U, es que aquellas
curvas donde 2(|D|+ |E|) < V y vVB%?+ (C? < U se situarfan por debajo de las
mostradas. Fijémonos, entonces, en la curva asociada a un frente de onda con forma
de cilindro parabdlico. Si llamamos z,, a la posicién del minimo de esta curva, si
los planos de medida se sitian en las posiciones z < zpnnm,, entonces las derivadas
normales locales se estimardan con menos precisién que si se mide en las posiciones
Z = Zmm, cualquiera que sea el frente de onda cuadratico. Asimismo, si los planos
se colocan en posiciones z > znn,, aunque mejora la estimacion en los entornos
donde la aproximacién cuadratica W, es eliptica, parabdlica o hiperbdlica, empeora
la recuperacion de la derivada normal en entornos donde W, es cilindrica. Siguiendo
el mismo razonamiento que en las medidas del interior, si existe una densidad
significativa de entornos donde el frente de onda tiene forma fundamentalmente
cilindrica, entonces la recuperacion de la derivada normal empeoraria tomando
2 > Zmin- En definitiva, si de la fase solo conocemos las cotas U y V', minimizando
la méxima varianza €2 para un frente de onda con forma de cilindro parabdlico de
curvatura V' e inclinacion U, obtendriamos la mejor posiciéon de los planos compatible

con esta informacién.

En la Figura 3.6 se representa la curva asociada a D = 1/2 y E = 0, con
VB2+C? =1, R =1y L = 0,3R, para las férmulas en diferencias finitas del
método indirecto, de donde se deduce que la férmula central proporciona la mejor
respuesta del sensor. Es importante indicar que el error se mantiene en niveles bajos
en un rango de z mas amplio para la férmula central que para las férmulas de Newton.
Esta es una caracteristica muy a tener en cuenta, pues la eleccion de la posicion de
los planos se muestra mas flexible para la féormula central que para las férmulas de

Newton.
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A diferencia de las medidas del interior, para optimizar la recuperacion de W,
con el método indirecto, hay que escoger adicionalmente una dimension radial de la
region de frontera, L, que conjuntamente con la seleccién apropiada de z minimice
la varianza de W,. Es decir, para cada valor de L existe uno de z, zy,, que minimiza
la varianza de Wr. Pero para seleccionar la separacion éptima, 2z.pt, debemos hallar
el par (L, zmm) que garantiza la mejor respuesta del sensor. En concreto, se trata de
ajustar L a la deformacion maxima de la regién iluminada en el plano de medida,
evitando la pérdida de informacién que se produce cuando el borde de la region
iluminada sobrepasa los limites interior o exterior del anillo de detectores de la region
de frontera. Solo asi podremos decir que zop; = Zmm. En la Figura 3.9 se representa
¢, (2) en la configuracién central y en la de Newton, para R =1, VB2 +C2=1,D =
1/2 y E =0, y para varias desviaciones de las medidas de irradiancia, o/Z,, cuando
L se ha ajustado a la deformacion radial maxima de la regién iluminada en zqps.
El proceso que hemos seguido es el siguiente: Dado un valor de ¢/Z,, simplemente
hemos variado L y, en paralelo, z,m,, hasta que L coincide con el valor maximo
de R — R,
que o/Z, = 0,01. Partiendo de L = 1 se obtiene zys, = 0,056. Pero situando los

planos en esa posicién, se obtiene que Rf — R, = 0,22 # 1, lo que indica que la

evaluado en zy,, en un proceso iterativo. Por ejemplo, supongamos

dimensién radial de la region de frontera no estd ajustada correctamente. Si ahora
tomamos L = 0,22, entonces zy, = 0,041 y Rf — R, = 0,16 # 0,22. Como L
sigue siendo todavia distinto a R} — R_, tomamos L = 0,16 y calculamos de nuevo
Zmin- El proceso continua iterativamente hasta que el valor de L preseleccionado
coincide con R} — R, . En este ejemplo esta situacién se produce cuando L = 0,14
y podremos decir que la posiciéon del minimo error, zy,, nos proporciona el plano
6ptimo, es decir, Zop, = Zmm = 0,036. Comparando con la Figura 3.5, se aprecia que
la magnitud del error en el plano 6ptimo disminuye apreciablemente cuando L se
ajusta a la deformacién radial maxima de la regién iluminada.

No obstante, habitualmente no dispondremos de la informaciéon manejada hasta
aqui acerca de los parametros B, C', D y E en 2, sino que en su lugar tendremos
acceso a cierta informacion a priori acerca de la estadistica de los frentes de onda que
llegan al sensor, de utilidad para proceder a seleccionar los planos. Andlogamente al
procedimiento desarrollado para las medidas del interior, supongamos que nuestro
conocimiento previo de la estadistica de los frentes de onda en los puntos del plano

z = 0, nos permite:

= estimar V = [(V2W (r))] + a\/ ([V2W (x) — (V2W (r))]*),
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Figura 3.9: Curvas de error de la derivada normal de la fase en la frontera estimada con la
configuracién central (a) y en la de Newton (b), cuando el tamano de la zona de deteccién, L, se
ajusta a la deformacién maxima de la regién iluminada, suponiendo el nivel de ruido en el plano

de recuperacién, o/Z,, indicado. Adicionalmente se incluye la separacién éptima, Zops.

» estimar T, = |[(W,(r))| + Of\/<[W:p (r) — (W, (r)>]2> y T, = [(W, ()] +
o/ (W, () = (W, (1)),

siendo (-) el valor medio espacio-temporal en el total de la pupila y o un parametro

que cuantifica la probabilidad de que el valor de la magnitud fluctie dentro del
intervalo de confianza (ver nota al pie en Pédgina 38). Estas magnitudes resumen el
comportamiento estadistico a orden 2 de los frentes de onda en z = 0. Por tanto,

estas caracteristicas se dan también localmente en un entorno €2 del contorno. Con
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esta informacién podemos tomar D =V/2, E =0, B=1T, y C = T,. Fijado el nivel
de ruido, 0/Z,, y la anchura radial més apropiada del detector, L, y si no hay mas
informacién adicional, proponemos situar los planos de irradiancia en la posicién zopt
que minimiza €,(z) particularizada a los valores de B, C, D y E estimados de esta

forma.

3.6. Ejemplo: Seleccion de la separacién optima

para el telescopio Gemini

Una vez disenado un procedimiento para obtener medidas de frontera
optimizadas, a continuacion procedemos a ilustrarlo por medio de un ejemplo. En
concreto, en paralelo con el ejemplo de la § 2.4, calcularemos la separacion entre
los planos que optimiza la medida de frontera del sensor de curvatura acoplado al
telescopio Gemini. Las condiciones de operacion y las caracteristicas principales del
dispositivo se describen en dicha seccion. A destacar, el telescopio tiene una apertura
de D = 7,9 m de didmetro y la region de frontera una anchura radial L = 0,6D. Los
dispositivos fotosensibles acoplados en cada subabertura son fotodiodos de avalancha
(APD) que operan en una longitud de onda A = 0,7 um, captando un promedio de
N = 96 fotones cada uno durante el tiempo de exposicién. El frente de onda se
desarrolla como combinacién lineal de polinomios de Zernike, W = % Z;’il a;Zj,y
el dispositivo adaptativo esta disenado para detectar y compensar el efecto de los
J = 56 primeros". La compensacién se realiza aplicando deformaciones locales al
espejo, estimadas utilizando la formula de Roddier en la region correspondiente a
cada subpupila, que asumiremos del orden de un entorno ¥ (ver Apéndice C). Es
decir, vamos a suponer que en el entorno definido por cada subpupila, la fase muestra
un comportamiento similar a una fase cuadrética como la de la Ec. (3.25).

Estimaremos las cotas T,, T, y V y, por tanto, los coeficientes B, C, D y E
promedio en cada subpupila, a partir de las varianzas espacio-temporales de las
derivadas de la fase, ya que la aleatoriedad de los frentes de onda distorsionados
por turbulencias atmosféricas implica que el valor promedio espacio-temporal de

las derivadas de la fase se anula. Es decir, calcularemos V' = 4/ <[V2W(r)}2> =

VU2 (D/2.01) v To = /(We (1)) = /(Wa(oD/2.6)%), siendo () el valor

promedio espacio-temporal. En los frentes de onda turbulentos se verifica, ademas,

“La notacién utilizada para los polinomios de Zernike es la propuesta por Noll [157].
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Figura 3.10: Derivada normal de la fase en la frontera correspondiente al frente cilindrico
parabélico con B=C=5,1-10"",D=3,95-100"m 'y E=0m™!

T, = T,. De este modo:
V= 2 5 S22, (0, 0)E o (V22 (0,0))
To = 205 S0 (D) e {aja (2200 = T,

donde (-) significa ahora promedio espacial en el circulo de radio unidad y £{-}

(3.41)

significa promedio temporal. Asumiendo que los frentes de onda siguen la estadistica
de Kolmogorov, las covarianzas £{a;ax} se calculan a partir de la Ec. (2.32).
En el Capitulo 2 calculamos V = 7,9-10~7 m~! como cota superior de la curvatura

local en € y, por tanto:

D=V/2=395-10"m!

3.42
E—0 (3.42)
En cuanto a las inclinaciones locales:
B=T,=51-10""
(3.43)

C=T,=51-10""
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Aplicando N = 96, 0 = 0, L = 0,6D para la dimensién radial de la regién de
frontera y los coeficientes B,C, D y E de las Ecs. (3.42) y (3.43) en la Ec. (C.14),
calculando el valor maximo de ¢, (6, z) en cada plano z y minimizando respecto de
la variable z, se obtiene zop = 490 km. Comparando este resultado con la separacion
optima obtenida en el ejemplo de la § 2.4 para el laplaciano de la fase, se observa
que la separacion entre planos que proporciona la medida de frontera mas precisa es
aproximadamente la mitad que la que optimiza la medida del interior.

Por tltimo, el error de esta medida es elevado, pues €M% (z,) ~ 21075, que es
aproximadamente la mitad de la magnitud de las oscilaciones de W, en torno al cero
(ver Figura 3.10). Este dato corrobora el hecho de que las medidas de frontera son, en
general, mas imprecisas que las medidas del interior, como se puede ver comparando
con los resultados del ejemplo de la § 2.4. No obstante, es de esperar que el error
de W, considerado globalmente en todo el perimetro de la pupila disminuya, pues el

resto de derivadas normales locales se estiman con maés precisién.






Capitulo 4

Sensor de curvatura multiplano

4.1. Introduccion

En los capitulos anteriores, hemos identificado y expresado matematicamente los
errores que afectan a la medida de la derivada axial: el error de truncamiento de
la formula en diferencias finitas que la aproxima a primer orden y el ruido de los
datos de irradiancia. Ambas contribuciones estan ligadas entre si por la separacion
entre los dos planos de medida. Hemos comprobado que existe una posicién de los
planos éptima, 2., tal que la contribucién de ambos tipos de error se equilibra,
minimizandose la varianza de la estimacion de la derivada axial. Con esta distancia
de separacién entre los planos, el error de la senal proporcionada por el sensor se
minimiza a causa de una disminucion de ambas contribuciones en su conjunto, sin
que la reduccion de una implique el aumento desmedido de la otra.

Suponiendo que el sensor opera en condiciones 6ptimas, los mejores resultados con
esta técnica se obtienen con la configuracion que mejor aproxima la derivada axial, es
decir, con aquella que propaga menos el ruido de los datos de entrada y que modela
con mas precision el comportamiento no lineal intrinseco de la derivada axial. En
este sentido, de entre las aproximaciones con dos datos de entrada estudiadas hasta
ahora, la formula de Stirling es la que proporciona la mejor recuperacion.

Sin embargo, el rendimiento alcanzado en la separacién éptima podria ser
insuficiente, en el sentido de que la aplicacién precise mas resoluciéon en la fase
recuperada. Para mejorarla, se ha optado ultimamente por el empleo de otras técnicas
lineales que propaguen menos error de no linealidad, en las que se busca reducir
la contribucién del ruido tomando los datos de irradiancia mas lejos del plano de

recuperacién [36, 139, 140], o utilizar medidas en més planos de irradiancia pero a
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costa de incrementar enormemente las necesidades computacionales [23, 121, 143~
145]. También se han aplicado algorimos no lineales iterativos para refinar la fase
inicialmente recuperada por medio de la ETI a partir de medidas de irradiancia en
dos planos [16, 90, 98, 134, 141].

Como una aportacion mas a la técnica de recuperacion de fase basada en la ETI,
proponemos en este capitulo aplicar férmulas en diferencias finitas mas precisas para
aproximar la derivada axial. Las configuraciones del sensor que se derivan de estas
formulas utilizan indefectiblemente medidas en mas de dos planos de irradiancia.
Escogiendo adecuadamente la posicion y el peso de los datos de entrada de la formula,
se minimiza la contribucién del ruido de medida y se reduce el error de no linealidad
de la aproximacién, sin que ello implique necesariamente un incremento sustancial

del gasto computacional al reconstruir la fase.

4.2. Varianza de la estimacion de la derivada axial

con férmulas en miultiples planos

En el Capitulo 2, calculamos la varianza de la respuesta del sensor para las
dos aproximaciones clasicas de la derivada en diferencias finitas con dos planos de
irradiancia: la féormula central o de Stirling y las formulas de Newton progresiva
y regresiva. El error de no linealidad de la aproximacion en diferencias finitas se
dedujo a partir del resto de la formula de Taylor de la irradiancia en torno al plano
de medida, z = 0, truncado a primer orden. Por otro lado, el efecto del ruido se
model6 suponiendo que las fluctuaciones de irradiancia en cada punto son de media
cero e independientes del nivel de senal. Siguiendo un procedimiento andlogo, en esta
seccion calcularemos la varianza de estas dos aproximaciones de la derivada axial en
diferencias finitas generalizadas a M > 2 planos de irradiancia en funcion de la

separacion interplanos, z.

4.2.1. Foérmula central de Stirling

En un instante de tiempo ¢, la intensidad en cada punto r = (z,y) de un plano
jz, i; = i(r,jz), se expresa como la suma de la intensidad exacta sin ruido o

deterministica, I; = I(r,jz), y el ruido, n; = n,(r,jz), con j € Z*:

ij :Ij+nj (41)
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donde n; son errores aditivos con media cero, varianza o2 en todos los puntos de cada
plano jz y correlacién nula entre puntos distintos. Se quiere estimar I’ (0) = I'(r,0) y

para ello utilizaremos la aproximacién central en diferencias finitas usando M = 2m

1 m
_Z 4.2
s Z a;t; (4.2)

j=—m

datos de entrada. Se define:

donde m € Z*, z > 0 y el circunflejo sobre I" denota una estimacién de I’. Para cada

punto r se quieren encontrar los pesos a; que verifican las dos condiciones siguientes:

lfm & {f/ (0)} —I'(0), & [ff (0)} .y { [ff 0)—1I' (0)] 2} — min (4.3)

z—0

donde £{-} denota valor medio. Para cada punto r y en torno al plano z = 0, se

verifica:
5 1 n 1 T z T .y 22 = j2 "
ZURES WIORRSD SPNNES NCURESD oEFACOCE!
j=—m J=—m J=—m J=—m

con ¢; € (0, jz) Y, que se obtiene sustituyendo el desarrollo de Taylor de I; hasta

primer orden (Ec. (2.5)) en la aproximacién (4.2). Entonces, en cada punto r se

verifica:
— Z a;j1'(0) Z ajni+ — Z ajl, + z Z aJ—I” (4.5)
j=—m j——m g——m j=—m
Haciendo: . .
Z ajjzl Z aj:() (46)
j=-m j=—m

la diferencia entre la derivada exacta y la estimada es:

I'(0) — Z ajn;+z Z aJ—I" (4.7)
iy — j=—m

Es decir, la aproximacion en diferencias finitas se aleja del valor real de la derivada
axial una cantidad que depende del ruido de los datos de entrada y del resto del
desarrollo en serie de Taylor de la irradiancia truncado a primer orden, estando ambas
contribuciones pesadas por el correspondiente coeficiente a; asociado a cada plano
jz y satisfaciéndose la primera condicién de la Ec. (4.3). La desviacién cuadratica
media es:

> ajj;f"@j)] (15)

j=—m
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M m ay A2 a3 atq a5 a6

2 1 +1/2

4 2 :|:1/5 +1/10

6 3 +£3/28 +1/14 +1/28

8§ 4 £1/15 +1/20 +£1/30 +1/60

10 5 £1/22 +2/55 +3/110 +1/55 +1/110

12 6 £3/91 +£5/182 +2/91 +3/182 +1/91 £1/182

Tabla 4.1: Coeficientes a; correspondientes a la férmula central en funcién del nimero de planos.

donde se han tenido en cuenta las hipdtesis asumidas para el ruido, junto con la
independencia entre la contribucion de los errores de los datos y la del error de
truncamiento. Para que la varianza de I’ (0) satisfaga la segunda condicién de la
Ec. (4.3), necesariamente ha de escogerse el peso de los datos de entrada de forma
que se minimice la contribucién del ruido de medida, es decir, han de escogerse los

coeficientes a; tales que:

m

Z a? = min (4.9)

Jj=—m
Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange para resolver la Ec. (4.9)
con las condiciones (4.6) [159], se obtiene:
3J
m(m+1)(2m + 1)

(4.10)

a; =

En la Tabla 4.1, se indican algunos de estos coeficientes para el niimero de planos
M indicado. El célculo de la suma de la Ec. (4.9) es:

m ) 3 .
j;m 4= m(m+1)2m +1) m (411)

Por tanto, la expresion general para la varianza de la aproximacion central de la
derivada (4.2) es:

s* [ff (0)] = Z—zam + 2 Li ajgf”(gj)] (4.12)

i——m
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4.2.2. Foérmula progresiva y regresiva de Newton

En este caso la derivada axial se aproxima en r = (z,y) como diferencias finitas
de medidas de la irradiancia en el plano z = 0 y en M —1 = m planos equiespaciados
situados, o bien a la derecha (diferenciacién progresiva), o bien a la izquierda de z = 0
(diferenciacién regresiva). De este modo, definimos una estimacién de I’ (0) = I'(r, 0)

CO1mo:

) = 250065 — i) (4.13)

donde m € Z*, z > 0 y el denominador es +z para la aproximacién progresiva y —z
en el caso regresivo. El ruido que afecta a los datos de irradiancia (Ec. (4.1)), retine
las mismas caracteristicas que en la secciéon anterior. Para cada punto se quieren
hallar los coeficientes b; tales que la aproximacion (4.13) verifica las Ecs. (4.3).
Como antes, sustituimos en la Ec. (4.13) la férmula de Taylor para I; en torno
a z = 0 y obtenemos la diferencia entre la derivada exacta y la estimada. En esta
ocasién, para que se verifiquen las condiciones (4.3), los coeficientes b; solo han de

cumplir:
Yobii=1 > bjz = min (4.14)
i=1 =1

Asi, despejamos la diferencia entre la derivada exacta y la estimada en una
ecuacion andloga a la Ec. (4.7). Considerando la hipétesis de que la contribucion del
ruido de los datos de irradiancia y la del error de truncamiento son independientes,

llegamos a una ecuacién para la varianza de la aproximacién (4.13), andloga a la Ec.

(4.8):
s [ff (0)] - 22122 (i b§> Zb 7 e ] (4.15)

con (; € (0, jz) Vj para la aproximacion progresiva y con (; € (—jz, 0) Vj para la

regresiva. Para calcular los coeficientes b;, imponemos las condiciones (4.14) para b;

y hallamos el correspondiente multiplicador de Lagrange, obteniéndose:

6y
m(m+ 1)(2m + 1)

b = (4.16)

En la Tabla 4.2, se indican algunos de los coeficientes b; asociados al nimero de

planos M indicado. Con la Ec. (4.16) ya podemos calcular:

6 ~
> b= = by, (4.17)

m(m+ 1)(2m + 1)
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M m b by b by bs be

1
1/5 2/5

1/14 1/7  3/14

1/30 1/15 1/10 2/15

1/55 2/55 3/55 4/55 1/11

1/91 2/91 3/91 4/91 5/91 6/91

N O Ot = W N
S O = W N~

Tabla 4.2: Coeficientes b; correspondientes a la férmula progresiva y regresiva en funcién del

namero de planos.

es decir, by, = 2@,,. Sustituyendo la Ec. (4.17) en la Ec. (4.15), se tiene la expresién
general para la varianza de las aproximaciones progresiva y regresiva de la derivada

en un punto r:

§? [ff (0)] - —b T

2 L ] (4.18)

4.3. Seleccién del plano de medida

Las Ecs. (4.12) y (4.18) describen, para cada punto r, las varianzas de ambas
formulas en diferencias finitas con multiples datos de entrada en funcién de la
distancia interplanos, z. Las varianzas calculadas en el Capitulo 2 para férmulas en
dos planos son casos particulares de estas ecuaciones. Esencialmente, las férmulas
aqui calculadas presentan caracteristicas muy similares a aquellas. El primer
sumando describe la contribucion de los errores de los datos de entrada y es
inversamente proporcional a z2. El segundo sumando es directamente proporcional
a 22 y da cuenta del error de no linealidad de las férmulas en funcién del resto del
desarrollo en serie de Taylor de la irradiancia en torno al plano z = 0.

La precision de la férmula en diferencias finitas y, por tanto, la calidad de
respuesta del sensor de curvatura depende de la contribucién de estos dos sumandos.
Los coeficientes del primero, a,, vy Bm, se han escogido para minimizar la propagacion
del ruido de los datos de irradiancia. En la Tabla 4.3 se indican algunos de ellos para
distintos valores de m. Analogamente a lo visto en las formulas en dos planos, el
segundo sumando es més complejo. El punto ¢; € (0, jz) es desconocido y, en general,

distinto para cada punto r de cada plano jz. Esto nos impide la aplicacion directa
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m Gy

1 1/2

2 1/10

3 1/28

4 1/60

5 1/110

25 1/11050
50 1/676700

Tabla 4.3: Coeficientes a,, para distintos valores de m.

de las ecuaciones halladas para calcular una separacién interplanos que optimice la
respuesta del sensor globalmente en el plano z = 0.

Siguiendo un procedimiento analogo al de los Capitulos 2 y 3, hallaremos en esta
seccién expresiones obtenidas a partir de las Ecs. (4.12) y (4.18) para optimizar el

funcionamiento de un sensor que utilice multiples planos.

4.3.1. Varianza de la estimacién de la curvatura local y
separacién optima

Segun lo visto en la § 2.3.1, en la integral de difraccién de Fresnel contribuyen
fundamentalmente regiones en la vecindad de ciertos puntos de la pupila de entrada,
r.,. De este modo, la irradiancia I; = I(r, jz) en un punto r evoluciona en cada plano
jz esencialmente en funcion de las caracteristicas de la fase en torno a dichos puntos,
r.;, del plano z = 0 (Ec. (2.12)). Pero si trabajamos en entornos (2 del frente de
onda donde este se comporta fundamentalmente como su recubrimiento cuadratico
W, (Ec. (2.14) o su equivalente en forma canénica, Ec. (2.15)), toda dependencia en
r.;, implicita en la Ec. (2.12) desaparece. Asi, en todos los puntos r del interior de €2,
la irradiancia evoluciona en cada plano jz de la forma:

I,

I; =
7 142(D+E)jz+4DEj22?

(4.19)

donde D y FE son las curvaturas principales del frente en el entorno €2 y donde los
planos jz estan situados antes de las causticas.
Haciendo uso de la ecuacion anterior, podemos calcular varianzas de las formulas

en diferencias finitas con multiples planos vélidas en puntos r del interior de €2, de
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forma andloga al calculo realizado para las férmulas en dos planos del Capitulo 2, y
sustituirlas en la siguiente ecuacion para obtener la varianza de la curvatura local en
Q, e

e — % {4 (D + E)’o? + &2 [f’(o)} } (4.20)

Hay que indicar aqui que, mientras que con dos planos de irradiancia se considerd que
la varianza de I,,, 02, es despreciable comparado con s> [_f ! (0)} , cuando se utilizan mas
de dos planos podria darse el caso de que la varianza de la derivada axial disminuya
hasta llegar a alcanzar valores del orden de 2. De ahf el no despreciarla en este caso.

Entonces, las varianzas asociadas a cada formula son:

a) Férmula central

A partir de la Ec. (4.7), calculamos la contribucién del error de truncamiento

de la aproximacién central en diferencias finitas:

z lz ajgl”(gj)] :% > al; —1'(0) (4.21)

j=-m

De este modo, la Ec. (4.12) en funcién de los parametros D y E del entorno 2

es:
2~ 1 m 2
27 0 Gm 2 a;
i(0)] = I2|2(D+E)+ -
S |: () 22 + o ( + )+Z];m1+2(D+E)]Z+4DE]2Z2
(4.22)
Teniendo en cuenta la Ec. (4.10), a_; = —a;, y podemos simplificar el segundo

término de la ecuacién anterior y sustituirla en la Ec. (4.20), obteniéndose
la siguiente expresion para la varianza de la curvatura local estimada con la

formula central en el entorno €:

e — [4(D+E)2+i—";} (%>2+4(D+E)2

,j2

m 2
X |1—a,
[ j;n (14 4DFEj222)* — 4 (D + E)* j222

(4.23)

b) Férmula progresiva y regresiva

De modo analogo al apartado anterior, calculamos el segundo término de la Ec.

(4.18) y obtenemos la varianza de esta féormula en funcién de los pardmetros
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Figura 4.1: Desviacién estdndar de la curvatura local del frente de onda en un entorno €2 en

funcién de la posicion de los planos, z, suponiendo que se estima con la férmula central de Stirling

particularizada a M = 8 planos de medida, siendo o/I, = 0,01. El apartado (a) corresponde a

aproximaciones cuadraticas con forma de cilindro parabdlico, el (b) a aproximaciones con forma

de paraboloide eliptico, el (c) a aproximaciones con forma de paraboloide parabdlico y el (d) a

aproximaciones de tipo paraboloide hiperbdlico.

D y FE caracteristicos de la aproximacién cuadratica del frente de onda en el

entorno 2. Por dltimo, sustituyendo en la Ec. (4.20), calculamos la varianza de

la curvatura local de W estimada en el entorno €2 con la férmula progresiva y

regresiva:

2

o

7 2

b
2 m
4(D+E) +2? I

F2(D+ E) jz — ADEj?2?

1 m
+|2(D+E)£-> b

z
=1

’1+2(D+ E) jz + ADEj?22

(4.24)

En las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3, se representan las curvas de error de la curvatura

local estimada en el entorno €2 con las férmulas central, progresiva y regresiva,
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Figura 4.2: Desviacién estdndar de la curvatura local del frente de onda en un entorno €2 en
funcién de la posicién de los planos, z, suponiendo que se estima con la férmula progresiva de
Newton particularizada a M = 8 planos de medida, siendo o /I, = 0,01. El apartado (a) corresponde
a aproximaciones cuadrdticas con forma de cilindro parabdlico, el (b) a aproximaciones con forma
de paraboloide eliptico, el (c) a aproximaciones con forma de paraboloide parabdlico y el (d) a
aproximaciones de tipo paraboloide hiperbdlico.

respectivamente, con M = 8 planos de irradiancia”. Suponemos que las irradiancias
proporcionadas por el detector fluctiian con desviacién relativa o/I, = 0,01. Los
valores de los parametros D y FE se han seleccionado manteniendo la condicién
2(|D|+ |E|) <V =1, al igual que en las figuras de la § 2.3.2 asociadas a férmulas
con datos de irradiancia en solo dos planos. El apartado (a) de cada figura muestra
el comportamiento de ¢, para frentes de onda con forma de cilindro parabdlico en €2,
el (b) para frentes con forma de paraboloide eliptico, el (c¢) para frentes con forma
de paraboloide esférico y el (d) para aquellos con forma de paraboloide hiperbdlico.

De nuevo, tal y como observamos en las curvas para dos planos, de todas las

* , e A ’ . .
Podria utilizarse otro ntmero de planos y se llegaria a las mismas conclusiones, pues el
comportamiento cualitativo general de las curvas en funcion de z no cambia por escoger un ntimero
de planos distinto en la férmula en diferencias finitas.



4.3 Seleccién del plano de medida

91

0.24 @ 0.24 o

) D—1/2 E=0 2(D+E) -1 : D=1/3,E=1/6 2(D+E) =
0.216; —_ D=1/3,E=0 2(D+E) =2/3 0.216; . D=2/9,E=1/9 2(D+E) =2/3
0.192 — — —D=1/6,E=0 2(D+E) =1/3 0.192 — — —D=1/9,E=1/18 2(D+E) =1/3

D=0, E=0 2(D+E) =0 D=0, E=0 2(D+E) =0
0.168f - / 0.168f - K2
0.144 R 0.144 7
€0 0.2} e €0 012 o
Ve 7

0.096¢ A > 0.096¢ P
00720 N7 - 0.072 g
0.048t R R e 0.048: L e T
0.024¢ N 0.024¢ :

O " " " " " " " " " )
0 0.010.020.030.040.050.060.070.080.09 0.1

z

©

0 " " " " " " " " " )
0 0.010.020.030.040.050.060.070.080.09 0.1

z

Cl

0.24r : ‘ 0.24¢ o ,
0.216/ BT VT SR o 02160 || = DIa)a b ihe o sl =/
0202\ | 77 T 0T M ECy " Soem <o | o | I O P e
0.168 > 0.168
0.144f o 0.144f

€0 0.12t jos €0 0.12t
0.096} 0.096 T
0.072} 0.072} DN T
0.048 Gl T 0.048f STl
0.024} [ 0.024 B

0 " " " " " " " " " )
0 0.010.020.030.040.050.060.070.080.09 0.1
z

0 " " " " " " " " " )
0 0.010.020.030.040.050.060.070.080.09 0.1
z

Figura 4.3: Desviacién estdndar de la curvatura local del frente de onda en un entorno €2 en funcién
de la posicién de los planos, z, suponiendo que se estima con la féormula regresiva de Newton
particularizada a M = 8 planos de medida, siendo o/I, = 0,01. El apartado (a) corresponde a
aproximaciones cuadraticas con forma de cilindro parabdlico, el (b) a aproximaciones con forma
de paraboloide eliptico, el (c) a aproximaciones con forma de paraboloide parabdlico y el (d) a

aproximaciones de tipo paraboloide hiperbdlico.

combinaciones de D y E tales que 2(|D|+|E]) =V =1 (curvas en linea continua de
las figuras) la curva que estd por encima de todas las deméds corresponde al cilindro
parabdlico, seguida, en orden decreciente, por la curva del paraboloide parabdlico,
la del paraboloide eliptico y, por ultimo, la del hiperbdlico. Si llamamos 2. a la
separacién interplanos que coincide con el minimo de la curva con V' = 1 del cilindro
parabdlico, si los planos de medida se posicionan separados entre si una distancia
2 < Zopt, €ntonces las curvaturas locales estimadas en cualquier entorno €2 del dominio
donde haya otro tipo de cuadrica tendran siempre mas error que si se separan z =
Zopt- Por otro lado, si las irradiancias se detectan en planos separados 2z > zpt, aunque
mejora la estimacién de las curvaturas locales en los entornos donde la aproximacion
cuadratica es un paraboloide o un plano, empeora en entornos donde el frente de

onda puede aproximarse por cilindros parabdlicos. Consecuentemente, la distancia
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interplanos éptima es Zop.

En definitiva, el incremento del niimero de datos de entrada de las formulas no
modifica el comportamiento cualitativo de las curvas de error y, por tanto, podremos
aplicar el procedimiento descrito en la § 2.3.3 para hallar una tnica separaciéon

interplanos, zopt, que optimice la medida de la curvatura.

4.3.2. Varianza de la estimacion de la derivada normal local
y separacion optima

El error de las férmulas en diferencias finitas (4.2) y (4.13) aplicadas a la medida

de la derivada axial en la frontera es:

2
2 m
52 [I' (0)} _ %am +220 Y a EI”(Q) (4.25)
j=-m
para la configuracién central, y:
2
s [I” (0)} - Zb Eane (4.26)

para la configuracién progresiva y regresiva, que, de acuerdo con lo visto en el
Capitulo 3, se calculan siguiendo el mismo procedimiento de la § 4.2 sustituyendo la
irradiancia /; en un punto r del plano jz por su promedio radial en la frontera, Z;,

asociado a un angulo 0, es decir:

1 R+L/2 1 Rj
L Jr_r)2 L Jr-r)2
siendo L la anchura radial de la regién de frontera, R; el radio de la regién iluminada
en un angulo @ del plano jz y H la funcién de salto unitario de la Ec. (3.10).
En un entorno = Q(#) de un punto del borde (R,#), suponemos que la
superficie del frente de onda es, en esencia, cuadratica (Ec. (3.25)). De este modo,
el promedio radial de la irradiancia en los puntos de 2 entre R — L/2 y R+ L/2

evoluciona en cada plano jz de la forma:

I, Rj— R+ L/2
T, =2 / 4.28
7 L [1+2(D+E)jz+4DEj22? (4.28)

donde el radio de la region iluminada asociado al angulo 6 es, en cada plano jz:

72[(142Ej2)° B cos 0+(142Dj2)>C'sin 0] xRaiz + [1+2(D+E)jz+4DEj?2?]

(14+2Ejz)? cos? 0+(1+2Djz)% sin2 0
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con:

Raiz = \/R2 {(1+ 2Ejz)? cos? 0 + (1 + 2Djz) sin? 0} — j222 (Bsinfd — C cos 0)?

siendo B,C,D y F los parametros de la cuadrica W, que aproxima el frente de onda

en Q (Ec. (3.25)). La varianza €2 de la derivada normal local estimada en el entorno

() asociado a un angulo 6 es, para cada formula:

a)

Foérmula central

Teniendo en cuenta el desarrollo en serie de Taylor del promedio de la
irradiancia y la Ec. (4.25), la varianza de la derivada axial promediada en

la frontera es:

m

1
. > aZ; -1 (0)

j=—m

2

§? [f’ (0)} =T G +

- (4.30)

Sustituyendo la Ec. (4.28) en la ecuacién anterior y teniendo en cuenta las Ecs.
(3.8) y (3.15):

L2y, (o)’ 1 & R;— R+ L/2
2: m . WO = . ]
©= 4 <I> +[ - zj;ma]1+2(D+E)jz+4DEj2z2

con W, de la Ec. (3.29).

(4.31)

Formula progresiva y regresiva

A partir de la Ec. (4.26) y del desarrollo de Taylor de la irradiancia, la varianza

de la derivada axial en la frontera es, en este caso:

m 2

i_zzbj (Z; —Z,) - 7' (0)

Jj=1

(4.32)

Siguiendo el mismo procedimiento de la férmula central, con la salvedad de

evaluar todo en z = +2z:

. 2
L2, (o)’ 1 — R —R+L/2 L
2 m J
= = Wo, F— ) b; ‘ S5 T o
o = o (IO> +{ ’$z; ! |:1:|:2(D—|—E)jz—|—4DEj2Z2 2}

(4.33)

con W, de la Ec. (3.29).
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Figura 4.4: Curvas de error de la derivada normal local estimada en un entorno € en la
configuracién central (a) y en la de Newton (b) particularizadas a M = 8 planos de medida,
para /I, = 0,01, L = 0,3R, R = 1 y aproximaciones cuadréticas con U = V = 1. También se

representa el resultado para el frente de onda plano.

Las Figuras 4.4(a) y 4.4(b) muestran las curvas de error de la derivada normal
local estimada con la féormula central y con las férmulas de Newton, respectivamente,
particularizadas a M = 8 planos de irradiancia. Como en las figuras andlogas del
Capitulo 3 asociadas a férmulas con datos de irradiancia en dos planos, consideramos
solo combinaciones de las inclinaciones locales, By C', y de las curvaturas principales,
Dy E, de la cuddrica tales que B2+ C% < U y 2(|D| + |E|) < V. Recordemos
que U es una cota superior de las inclinaciones locales que limita la traslacion de

la regién iluminada, y V' es un valor que acota superiormente sus deformaciones
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angulares locales provocadas por las curvaturas principales del frente de onda en el
entorno 2. Aqui normalizaremos ambas cotas a la unidad, es decir, tomaremos U = 1
y V =1y, ademas, consideraremos que la pupila es de radio unidad, R = 1. Aunque
en la préctica normalmente 1/U =~ 1/V > R, se consideran aqui estos valores
sencillos porque solo queremos analizar cualitativamente el comportamiento del
error. Adicionalmente, solo representamos los resultados para algunas combinaciones
ilustrativas de D y E tales que 2(|D| + |E|) = 1 y aquellos de B y C tales que
v/B? + C? = 1. Esto implica que las curvas representadas corresponden a los frentes
de onda menos suaves, para los que se da la peor respuesta del sensor de curvatura.
Asimismo, tomamos una desviacién o/Z, = 0,01 para la fluctuacién de la irradiancia
promedio detectada en un angulo 6 del plano z = 0 y un valor para la anchura
radial del anillo de detectores, L = 0,3R, dejando para més adelante el estudio de
la influencia de la eleccion previa del tamano de la regién de frontera. Por tltimo,
cada curva es el resultado de calcular la desviacién estandar maxima de todos los
angulos, con lo que es la menor cota superior del error de la estimaciéon de W, en
cualquier angulo #. Si se toman los valores opuestos de los pardmetros de la cuadrica,
es decir, —B, —C, —D y —F, las curvas que se obtienen con la férmula central son
idénticas a las dibujadas, mientras que las curvas para la férmula progresiva pasan
a ser las de la regresiva y a la inversa. En la Figura 4.4(b) asociada a las férmulas
de Newton, se muestran las curvas correspondientes a la formula progresiva porque,
para los parametros B, C, D y E escogidos, el error es mayor con esta férmula que

con la féormula regresiva.

Por las mismas razones esgrimidas para dos planos de irradiancia, el minimo de
la curva donde D = V/2y E = 0, es decir, el minimo de la curva asociada a un frente
cilindrico de curvatura V nos fija la separacién interplanos més apropiada. Ahora
bien, para hallar la separacién interplanos éptima, z,p, también deberemos ajustar
adicionalmente el ancho de la regién de frontera, L, a la deformacion radial maxima

de la regién iluminada.

Por tanto, el incremento del niimero de datos de entrada de las férmulas tampoco
modifica aqui el comportamiento esencial de las curvas de error y podremos aplicar
el procedimiento de la § 3.5 para hallar una tnica separacién interplanos, zop, que

proporcione las medidas de frontera mas precisas.
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4.4. Rendimiento del sensor de curvatura multi-

plano

Una vez que hemos comprobado la aplicabilidad de los procedimientos
desarrollados en los Capitulos 2 y 3 en sensores de curvatura que funcionen con
multiples planos, procedemos en esta seccién a analizar el rendimiento del sensor
en funcién del nimero de planos. Llevaremos a cabo este andlisis estudiando por

separado los resultados para la medida en el interior y para la medida en la frontera.

4.4.1. Calidad del laplaciano recuperado en funcién del

numero de planos

Si en cada entorno € el frente de onda verifica que 2(|D| + |E|) < V, entonces,
separando cada plano del siguiente la cantidad 2z = 2z, seleccionada en la § 4.3.1, el
error de la curvatura local estimada en (2 se encuentra entre €,(z,p) para un frente
con forma de cilindro parabdlico y €,(zqpt) para un frente de onda plano (Ec. (2.21)).

Para las formulas en diferencias finitas aqui analizadas, estas cotas de error son:

a) Férmula central

La menor cota superior se obtiene sustituyendo los pardmetros D = V/2 y
E =0 en la Ec. (4.23), que corresponden a una aproximacién cuadrética con
forma de cilindro parabdlico de curvatura V. Tomando las coordenadas axiales

normalizadas a V', h = V z, esta cota es:

(7) - () (7) »

La mayor cota inferior se calcula sustituyendo D = E = 0 en la Ec. (4.23);

e T |
: ’”_Z 1—<jh>2] 43

parametros que estan asociados a un frente de onda plano, es decir:

() -5 (7) 429

En la Figura 4.5(a) se representan estas cotas para varios valores de
o/1,, aprecidandose el aumento de la incertidumbre de las curvaturas locales

recuperadas a medida que aumenta el ruido de las medidas de irradiancia.
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Figura 4.5: Cota superior de error, €sup, ¥ cota inferior de error, €i,¢, de la estimacién de la
curvatura de la fase con la férmula central (a) y con la de Newton (b) particularizadas a M = 8

planos, para varios niveles del ruido de deteccién, o /1.

Minimizando la Ec. (4.34) respecto de la variable h, obtenemos una relacién

entre la separacién optima, hgpt, v €l nivel de ruido de las medidas, o/1,:

L (U) toho, |1 Z J’
h o\ 1, Pt 1— (]hopt)

opt j=—m

2
:2

m ] B
2 [T [

j=—m ]hopt)
(4.36)
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b) Férmula progresiva y regresiva

Calculamos la menor cota superior tomando D = V/2y E = 0 en la Ec. (4.24)

y evaluando en h =V z:

(%)2 - <1+ 2;;2 ) ( ) Jibj (1_3h)r (4.37)

La mayor cota inferior se obtiene sustituyendo D = E = 0:

(=% (7) 4

y minimizando la Ec. (4.37) respecto de h e igualando a cero, obtenemos una

relacion entre la posicién optima de los planos, hep, y el nivel de ruido de
medida, o/1,:

() B ()| B () o o

J=1

En la Figura 4.5(b) se muestran estas cotas para los mismos valores de o/1,
que en la Figura 4.5(a). Al igual que ocurria con las férmulas con dos planos, el
error en la separacién éptima es mayor en las curvas correspondientes a las féormulas
de Newton, como se deduce comparando aquellos pares de curvas de ambas figuras
asociados al mismo nivel de ruido. En definitiva, independientemente del niimero de
planos, los errores de los datos de entrada y el error de modelizacion se propagan mas
a la medida de curvatura si se usan las férmulas de Newton en lugar de la férmula
central.

Por otro lado, la Figura 4.5, para formulas en M = 8 planos, junto con la Figura
2.7, para férmulas en M = 2 planos, nos permiten comparar el rendimiento del sensor
en relacion al nimero de planos de irradiancia que utiliza para estimar la curvatura
local. Por ejemplo, en las curvas con /I, = 0,1 para la formula central, se aprecia
un descenso de la cota superior de error en la separacion éptima desde €g,,/V = 0,24
con dos planos hasta €g,,/V = 0,20 con ocho planos. En las curvas con o/I, = 0,01,
el error disminuye desde €g,,/V = 0,051 con dos planos hasta eg,,/V = 0,039 con
ocho planos. Para las férmulas de Newton, si o/1, = 0,1, el error se reduce desde
€sup/V = 0,64 con dos planos hasta eg,,/V = 0,43 con ocho planos. Si o/I, = 0,01,
la reduccion va desde €g,,/V = 0,18 con dos planos hasta eg,,/V = 0,12 con ocho

planos.
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Figura 4.6: Evolucién de la cota superior de error de la curvatura local en funcién del niimero de
planos de medida, suponiendo que se estima con la férmula central en diferencias finitas, (a), y con

la férmula progresiva y regresiva de Newton, (b). En ambos casos o /I, = 0,01.

La evolucién de las cotas superior e inferior de error en hqp, en funcién del nimero
de planos puede verse més claramente en la Figura 4.6. En esta representacion se
muestra como a consecuencia del uso de mas planos de irradiancia el error de la
estimacion de la curvatura local podria hacerse tan pequeno como para llegar a ser
comparable a o.

El empleo de férmulas con més planos de irradiancia también trae consigo la
reduccion de la distancia interplanos a medida que aumenta M (ver Figura 4.7).
Esta situacién pone un limite superior en el nimero de medidas de irradiancia, pues
el valor de z podria reducirse tanto que la imprecisiéon de la posicién de los planos,

que en este trabajo no se estd teniendo en cuenta, podria llegar a ser significativa.
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Figura 4.7: Evolucién de la separacién interplanos conforme crece el niimero de planos de medida,
para la férmula central en diferencias finitas, (a), y para la férmula progresiva y regresiva de Newton,
(b), suponiendo o /I, = 0,01.

Adicionalmente, si z llega a ser suficientemente pequeno, la hipétesis de no correlacién
entre las medidas de irradiancia en un plano y los adyacentes podria dejar de ser
consistente.

La Figura 4.8 es una representacion que explica cémo el plano mas alejado de la
pupila estd cada vez més cerca de z = 0 conforme aumenta el nimero de planos. Es
decir, la disminucion de hqpy a consecuencia del aumento del nimero de planos, va
pareja a una reduccién del rango axial donde se toman medidas de irradiancia.

A raiz de estos resultados, podemos concluir que en experimentos donde la
irradiancia solo esta afectada por ruido de media cero independiente del nivel de

senal, la estimacién de la curvatura es méas precisa si se emplean férmulas con mas
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Figura 4.8: Evolucién de la posicién de los planos més alejados de z = 0 conforme crece el nimero
de planos de medida, para la férmula central en diferencias finitas, (a), y para la férmula progresiva

y regresiva de Newton, (b), suponiendo /I, = 0,01.

de dos planos.

A cambio de tener que sustituir el detector por otro mas avanzado, mejorar el
rendimiento del sensor exige llevar a cabo medidas en més de dos planos para ganar
resolucién. Podemos verlo en la Figura 4.9. Esta es una representacion de la calidad
del detector que deberiamos utilizar en un sensor de curvatura que trabaje con solo
dos planos, para que en la posicién 6ptima estimemos las curvaturas locales con la
misma precision que un sensor multiplano optimizado que utilice un detector que

proporcione medidas de irradiancia con desviacién estandar o/I, = 0,01.
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Figura 4.9: Nivel de ruido de medida, o/I,, asumible en un sensor que funciona con dos planos de
medida, para garantizar la recuperacién de una curvatura local de magnitud V en el esquema central
con la misma precisiéon que un sensor de curvatura multiplano que utiliza un detector afectado por

ruido de deteccién con desviacion relativa /1, = 0,01.

4.4.2. Calidad de la derivada normal recuperada en funcion

del niimero de planos

Si la aproximacién cuadratica del frente de onda en cada entorno € verifica que
VB2+C? < U y2(ID|+|E|) <V, en la § 4.3.2 se ha visto que la separacién
interplanos est4 fijada por el minimo de la varianza asociada a un frente cilindrico de
curvatura maxima, D = V/2y E = 0, y con la maxima inclinacién, B2 + C2 = U.
Pero para conseguir la mejor respuesta del sensor, adicionalmente debemos adaptar
el tamano de la regiéon de frontera, L, para que coincida con la deformacion radial
maxima de la region iluminada. Asi se minimiza la contribucién del ruido de las
medidas de irradiancia evitando, al mismo tiempo, la pérdida de informacién que
implica que el borde de la regiéon iluminada sobrepase los limites de los detectores

que constituyen la regién de frontera.
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Figura 4.10: Curvas de error de la derivada normal de la fase en la frontera estimada con la
configuracién central (a) y la de Newton (b) particularizadas a M = 8 planos de medida, cuando el
tamano de la zona de detecciéon, L, se ajusta a la deformacion radial maxima de la region iluminada,
suponiendo el nivel de ruido en el plano de recuperacién, o/Z,, indicado. Adicionalmente, se incluye

la separacién 6ptima, zopt.

Tomemos entonces un frente de onda cilindrico con U = 1y V' = 1. En las Figuras
4.10(a), para la férmula central, y 4.10(b), para la férmula de Newton, se representa
€, (z) cuando L se ha ajustado a la deformacién radial méxima de la regién iluminada
en zop para los valores de 0/Z, indicados. Comparando con la figura correspondiente
para dos planos, Figura 3.9, se aprecia una disminucion del error de la estimacion
de W,, en zop. En el caso de la férmula central, la disminucién va desde €, = 0,36

con dos planos a €, = 0,27 con ocho planos, para 0/Z, = 0,1, y desde ¢, = 0,16 con
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dos planos a 0,12 con ocho planos, para 0/Z, = 0,01. En el caso de la férmula de
Newton, el error disminuye desde 0,49 con dos planos a ¢, = 0,3 con ocho planos,
para 0/Z, = 0,1, y desde ¢, = 0,15 con dos planos a €, = 0,09 con ocho planos,
para 0/Z, = 0,01. Al igual que con el laplaciano, el empleo de més datos de entrada
también reduce el error de la recuperacion de W, . En definitiva, en experimentos
donde las medidas de irradiancia estan afectadas solo por ruido de media cero e
independiente del nivel de senal, la estimacion de la derivada normal es mas precisa
si aumenta el nimero de datos de irradiancia.

Por dltimo, andlogamente a lo observado con las féormulas en dos planos, €,
permanece en valores cercanos al minimo en un rango axial mayor en la férmula
central que en las férmulas de Newton. Por tanto, la eleccion de z,p con la férmula
central se muestra mas flexible que con las formulas de Newton, independientemente

del ntimero de planos utilizado para aproximar la derivada axial.



Capitulo 5

El problema de contorno

5.1. Introducciéon

Desde el punto de vista matemadtico, la reconstruccion de fase en la técnica
basada en la ETI se reduce a resolver una ecuacién diferencial en derivadas
parciales con condicién de contorno de Neumann. Sin embargo, existen dificultades
practicas manifiestas a la hora de obtener medidas de frontera de calidad, debido,
fundamentalmente, a las limitaciones especificas que afectan a este tipo de medidas
respecto de las del interior.

Este hecho hace que nos planteemos en este capitulo el objetivo de analizar el
peso de las medidas de la derivada normal de la fase en la frontera en este tipo de
métodos de recuperacion de fase. Asimismo, se estudiaran soluciones para minimizar
el error anadido por las medidas de contorno, viendo cuando estas son estrictamente

necesarias y cuando no lo son para poder recuperar la fase de forma tnica.

5.2. Estimacién del frente de onda a partir de

medidas de irradiancia

Los algoritmos que se usan para reconstruir la fase a partir de la informacion
proporcionada por un sensor de frente de onda se suelen clasificar en algoritmos
zonales y algoritmos modales [160]. En el primer caso, el frente de onda se recupera en
un conjunto discreto de puntos de medida, mientras que en el segundo se reconstruye
en funcién de los coeficientes de un desarrollo en serie funcional.

Los principales algoritmos de reconstruccion de tipo zonal basados en la ETT han
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sido desarrollados para el caso particular de distribuciones de intensidad uniformes
en el plano de recuperacion de fase. Estos métodos resuelven la Ec. (1.3) empleando
funciones de Green [24], diferencias finitas [3, 52, 126] o transformadas de Fourier
[161, 162]. El principal problema que caracteriza los métodos de estimacién zonal,
para el caso que nos ocupa, es la dificultad de introducir en los algoritmos las
condiciones de contorno, lo que generalmente conlleva errores que se anaden a los
de las medidas de frontera. En los métodos que utilizan transformadas de Fourier
se resuelve el problema imponiendo condiciones periddicas ficticias, como en el caso
de G. Vdovin [3], o bien definiendo un dominio mayor que el real con el objetivo
de tener en cuenta la contribucion de la frontera, como en el caso de Roddier et al.
[161]. En el método utilizado por M. R. Teague, se calcula una solucién para la fase
que depende de una funcién de Green y su derivada normal [24]. No obstante, ambas
presentan singularidades integrables que hacen perder precisién en la recuperacion
de la fase.

Las estimaciones modales de magnitudes fisicas son bastante habituales y
aparecen en varias areas de la Fisica (por ejemplo, el desarrollo multipolar del
potencial electrostético en funcién de polinomios de Legendre [163] o la solucién
de la ecuacién de Schrodinger para el oscilador arménico, donde la funcion de onda
se expresa como combinacion lineal de funciones propias constituidas por el producto
de un polinomio de Hermite y una funcién exponencial de Gauss [164]). La principal
ventaja de los métodos de estimacién modal respecto de los de estimacion zonal es
que proporcionan una expresion de la magnitud como desarrollo en un conjunto de
funciones.

La recuperacion modal del frente de onda tiene por objetivo estimar los
coeficientes del desarrollo de la fase en un conjunto de funciones base, generalmente
polinomios, suponiendo asi un comportamiento analitico de la fase que permite
extrapolarla a cualquier punto de la abertura. Aun cuando es posible utilizar como
funciones base cualquier conjunto de polinomios, con frecuencia se escogen en ()ptica
los polinomios de Zernike, debido fundamentalmente a que son féciles de relacionar

con las aberraciones clésicas [2, 165].

Se han desarrollado algunos métodos de estimacion modal del frente de onda
especificos para su aplicaciéon combinada con la ETT [135-137, 146]. Sin embargo,
estos métodos no son ortogonales, es decir, los coeficientes del desarrollo de la fase
en la base escogida de funciones ortogonales no pueden obtenerse independientemente
porque se expresan en funcién de derivadas de dichas funciones. Aunque la fase se

exprese de forma modal mediante un desarrollo en serie de funciones ortogonales, la
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actuacion de los operadores lineales laplaciano y derivada normal sobre las funciones
base del desarrollo no garantiza que se conserve la ortogonalidad entre las funciones
obtenidas, produciéndose un acoplamiento entre los coeficientes.

Se han propuesto varias estrategias que permiten resolver el problema del
acoplamiento entre los coeficientes modales para geometrias concretas de los planos
de medida [166, 167]. No obstante, el método de los proyectores ortogonales da una
solucién més general y méas adecuada a los objetivos de este capitulo [168]. Para ello
se introduce un conjunto de funciones, los proyectores ortogonales o funciones de
peso, que son ortogonales a las funciones que resultan de aplicar un operador lineal
(gradiente, Laplaciano, ...) a las funciones base. Esto permite estimar cada coeficiente
modal de forma independiente como la proyeccién de las medidas del sensor sobre la
funcion base elegida.

Este método no es necesariamente el mejor método de recuperacion de fase.
Sin embargo, permite separar la informacién de la fase relativa al interior de la
correspondiente a la frontera y la necesidad de imponer condiciones de contorno
para un problema particular es mucho maés intuitiva que en otros algoritmos, pues las
condiciones de frontera aparecen en el método de forma natural. Por este motivo, este
procedimiento resulta muy adecuado para estudiar la influencia de las condiciones de
contorno en el problema de recuperacion de fase a partir de la Ecuacion de Transporte
de Intensidad.

En lo que sigue, describiremos brevemente los fundamentos en los que se basa el

método.

5.3. Estimacién modal ortogonal

Sea f (r) un observable que estd relacionado con una determinada magnitud W (r)

por medio de la ecuacién o conjunto de ecuaciones:

Lr]=f(r) (5.1)

donde L representa un operador lineal actuando sobre W y r el vector de posicion
en un espacio /N-dimensional.
Sea una funcién de aproximacién de W (r) construida como combinacion lineal

de un conjunto de funciones base 1; (r) con coeficientes a; (i = 1,2,... M):

Qu (r) = Z a;; (r) (5.2)
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donde los coeficientes a; se escogen de forma que el valor de @y (r) sea préximo al
de W (r) para cada valor de r en un cierto dominio ¥ del espacio.
Si se verifica:
lim Qu (r) = W (r) (5.3)

M—o00
se dice que la suma Zf\il a;¢; (r) converge puntualmente hacia W (r) (esto es, en
cada punto r). Ahora bien, si para cada ¢ > 0 existe un M, independiente de r tal
que [|[W (r) — Qu (r)|| < € para todo r en el dominio X, siempre que M > M, se
dice que la suma YV as; (r) converge uniformemente hacia W (r) o que Qu (r)
aproxima W (r) uniformemente.

La convergencia puntual no asegura el mantenimiento de las propiedades de
continuidad, derivabilidad, integrabilidad, etc. cuando se pasa de las funciones base a
las funciones limite. Por este motivo, seria conveniente exigir la convergencia uniforme
para la funciéon de aproximacién. Sin embargo, en la practica es imposible y lo mas
preciso es calcular los coeficientes a; de manera que @y (r) aproxime W (r) segin el
método de minimos cuadrados o, en otras palabras, en media [169]. Es decir, que la

norma diferencia definida por la integral:
W (5) = Qur (0l = [ OV (1) = Qui )" ¥ (54)

tienda a cero cuando M — oo. El que el valor de esta integral sea pequeno no implica
que @y (r) aproxime W (r) para todo r. El significado es que @/ (r) aproxime W (r)
salvo en un conjunto de intervalos pequeno. Si:
im | W () — Qu (0)]*d¥r =0 (5.5)
se dice que la sucesion @y (r) converge en media a W (r). La integral de la Ec. (5.4)
es la desviacion cuadrética media de @y (r) respecto de W (r).
Aqui se considerara el problema de aproximar W (r) en el sentido de minimos
cuadrados para el conjunto de funciones ;. Si el conjunto de funciones base, {1; (r)},
se elige de forma que sean ortonormales dentro de un dominio ¥ con contorno C es

decir:
[t mar s, (5.6)

el conjunto de coeficientes (d;, ..., ap) que minimiza la norma ||W (r) — Qu (r)|| se

obtiene proyectando la magnitud sobre las funciones base:

a; = /Z W (r) ¢ (r) dVr (5.7)
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Sin embargo, con frecuencia no es posible medir directamente la magnitud W (r),
sino que solo se dispone de medidas de observables relacionados con dicha magnitud a
través de una ecuacién o conjunto de ecuaciones del tipo de la Ec. (5.1). En este caso,
dado que generalmente las funciones L [¢; (r)] no son ortogonales, los coeficientes
modales (a,...,ay) no pueden obtenerse proyectando dichas funciones sobre las
medidas, sino como resultado de minimizar la norma ||L[W (r)] — L[Q (v)]||, es

decir:
M

8(; /E {L[W(r)]—ZaiL[wi(m} dNr % =0 (5.8)

=1

cuya solucién es:

M
S [ Lzl wlah - [ Lo eier-0 (59
= b b

La expresion anterior es un sistema lineal de ecuaciones cuya solucién proporciona
los coeficientes (a;,...,apr). La presencia del término cruzado no nulo para las
funciones L [¢; (r)] indica que de esta forma no se podrian obtener los coeficientes
modales independientemente proyectando las medidas L [W (r)] sobre las funciones
L[ (r)].

Seguidamente se describird un modelo de estimacion modal ortogonal que
soluciona el acoplamiento anterior a partir de medidas de magnitudes que se pueden
relacionar con la fase por medio de un operador lineal L. Utilizando el Teorema
de Green generalizado [170] e introduciendo un conjunto de funciones auxiliares, se
obtendra una expresion para los coeficientes modales como suma de la proyeccion
de las medidas en el dominio sobre dichas funciones y de la contribucién de medidas
en el contorno, apareciendo este ultimo término en el caso de operadores de tipo
diferencial. Este tipo de representacién nos permitira analizar de una forma sencilla
e intuitiva la influencia de las condiciones de contorno en la estimacion de fase a

partir de medidas del gradiente axial de intensidad.

5.3.1. Estimacién modal mediante proyectores ortogonales

Haciendo uso del Teorema de Green generalizado y del operador adjunto de L
(denotado aqui como E), es posible solucionar los problemas de acoplamiento modal
anteriormente citados.

Si W y & son funciones de r, el teorema de Green establece que:

EL(W)—=WL(E) =V -P(W,E0W,06,...) (5.10)
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donde V es el operador gradiente y P es lo que se conoce como un vector generalizado
en términos del mismo vector unitario que describe a r. En general, P depende no
solo de W' y £, sino también de sus derivadas en el caso de operadores diferenciales
y puede ser igual a cero para el caso de los integrales [170].

Integrando en ambos lados la Ec. (5.10) sobre un dominio 3 con contorno C' y

haciendo uso del Teorema de la divergencia en la parte derecha [169], se obtiene:

/EWE () dNr:/EfL (W) dNr—%CP(W,f,OW,@f,...)dl (5.11)

siendo dl un elemento de contorno de direccién normal a C' y sentido hacia fuera del
dominio.

De este resultado se deduce que si existe un conjunto de funciones &; tales que
L (&) = v;, puede resolverse la estimacién modal ortogonal en términos de L (W)
una vez se evalte el conjunto de funciones de peso o proyectores ortogonales, {; (r)},
y se conozcan las condiciones de contorno sobre W (r) y sus derivadas para el caso

de operadores diferenciales:
a; = / Wahyd™r = / WL(&)dVr
b b
= /@-L(W)dNr—%P(W,f,@VV,af,...)dl (5.12)
b c

Si L representa un operador diferencial lineal como el Laplaciano o el operador
gradiente, la integral de contorno de la Ec. (5.12) puede expresarse generalmente
como una suma de productos de W (r) y derivadas de las funciones &;, y productos
de las funciones &; y derivadas normales de W (r). Si se conocen todas las condiciones
de contorno, puede llevarse a cabo la proyeccién modal directamente a través de la
Ec. (5.12) utilizando cualquier solucién particular de L (&) = ;. Si no se conocen,
tan solo se podran calcular aquellos coeficientes modales cuyas funciones de peso
asociadas obedezcan condiciones de contorno homogéneas que permitan que las
integrales de contorno se anulen. Esto se traduce en que algunos de los coeficientes
quedan indeterminados. Asi ocurre, por ejemplo, con el coeficiente modal asociado
al piston en medidas de la pendiente del frente de onda, por lo que en este caso la

fase se puede recuperar salvo una constante aditiva [171].

5.3.2. Ajuste modal a medidas de irradiancia

A continuacién se desarrollara el método de los proyectores ortogonales para

medidas del gradiente axial de irradiancia, caso en el que el operador lineal es de
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tipo diferencial y tiene la forma L = V- (IV). Como ya se comenté anteriormente los
coeficientes modales se obtendran teniendo en cuenta la contribucién de las medidas
en el dominio y las medidas en el contorno.

Considérese un haz paraxial propagandose a lo largo del eje 6ptico, z. La amplitud
compleja escrita como \/mei%ﬁw(r’z), con r = (x,y), donde I (r, z) representa
la irradiancia, W (r, z) la fase y A la longitud de onda, satisface la Ecuacién de
Transporte de Intensidad:

V- (IVW)=-TI'(0) (5.13)

o
9z By
irradiancia y su derivada axial instantdnea en un plano z dado, la Ec. (5.13) puede

siendo V el operador gradiente en el plano transversal zy, ( ) Si se conoce la
resolverse para obtener W (r, z).

Particularizando el caso general introducido en la seccién anterior, el método
de las funciones de peso permitira estimar la fase W (r,0) conocidas medidas del
observable I’ (0) en el interior, V - (IVW), y en la frontera, W, = 0W/on.

Sea ¥ un dominio simplemente conexo” en el plano zy con frontera C' donde se
medira la irradiancia. Sin pérdida de generalidad se asumira que X yace en el plano
z = 0 con lo que la dependencia en z no se considerara a partir de ahora. La fase W
se supone analitica en el dominio . Se considerard I (r) > 0 en X.

Teniendo en cuenta que, en este caso, el operador es autoadjunto [170], si se

encuentra un conjunto de funciones de peso {&; (r)} que obedezcan:

L(&)=V-(IVE&) =1 (5.14)

donde 1; representan el conjunto de funciones base ortonormales en ¥ (Ec. (5.6)),
se puede hacer uso del Teorema de Green generalizado y obtener los coeficientes de
la funcién de aproximacién (5.2) de forma independiente a través de la siguiente

expresion:
a; = / &1'(0) d2+7{ WIVEdl — f IVl (5.15)
) c c

La Ec. (5.15) ilustra de una forma muy apropiada el papel de las condiciones de
contorno a la hora de recuperar la fase. En primer lugar, se desprende que para
determinar la fase de forma tnica no solo es necesario medir el gradiente axial de
la irradiancia en el dominio, sino también deberan conocerse la fase y su derivada
normal en el contorno. En segundo lugar, se deduce que la posibilidad de eliminar la

necesidad de las medidas de frontera dependera de las condiciones de contorno que

* . . . . . . .
Un dominio conexo por caminos se dice que es simplemente conexo si cualquier curva cerrada

sencilla puede encogerse continuamente a un punto en el dominio.
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cumplan las funciones de peso &; y del tipo de distribucion de intensidad en el plano
de medida.

5.4. Analisis de la necesidad de las medidas en el

contorno

En la § 5.2 se mencionaron algunos algoritmos de recuperacién de fase a partir
de medidas de irradiancia clasificados segin proporcionen la fase o en aproximacion
zonal o en aproximacion modal. Entre los que permiten estimar la fase de forma
modal, se desarroll6 en la § 5.3 el método de los proyectores ortogonales, que resuelve
algunos de los problemas asociados a otros métodos y, especialmente, el problema de

la no ortogonalidad en la obtencién de los coeficientes modales.

La formula dada para los coeficientes modales se caracteriza porque es muy
intuitiva, en el sentido de que separa de forma clara y sencilla la contribucién de
las medidas en el dominio de la contribucion de las medidas en el contorno. Esto
permitira abordar el principal objetivo de este capitulo, que es analizar la necesidad
de las medidas de frontera en el problema de recuperacion de fase basado en la ETI,
es decir, aclarar en qué casos dichas medidas son imprescindibles para recuperar la
fase de forma tunica. Asimismo, se verd bajo qué condiciones se puede minimizar
su contribucion, de utilidad en el caso de que solo puedan obtenerse medidas de

contorno muy imprecisas.

En esta seccién se demostrara que la base elegida para desarrollar el frente de onda
y la distribucién de irradiancia en el plano de medida influyen de forma determinante
a la hora de poder asegurar qué coeficientes modales se pueden obtener de forma
exacta sin necesidad de medidas en la frontera. La region de medida considerada

para realizar el estudio corresponde a un dominio circular de radio unidad.

Primero, analizaremos el problema de contorno para el caso de la Técnica
de Curvatura, que corresponde a la solucion de la ETI cuando la intensidad es
constante en el plano de recuperacion, y continuaremos estudiandolo para dos tipos
de distribuciones de irradiancia no uniforme con simetria rotacional: perfil gaussiano

y perfil parabdlico truncado.
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5.4.1. Distribucion uniforme de irradiancia

A continuacién se va a analizar la necesidad de las condiciones de contorno
para el caso de la conocida Técnica de Curvatura. Esta situacién corresponde a
una distribucién de irradiancia uniforme en el plano de medida, siendo la ETT una
ecuacion de Poisson con condicién de contorno de Neumann (Ec. (1.3)).

En la § 5.3.2 se concluyé que para evaluar cada coeficiente es necesario conocer
la fase, W, y su derivada normal en la frontera, W,., con el fin de obtener solucién
tnica al problema. Particularizando la Ec. (5.15) al caso de intensidad constante en
el dominio y si las funciones de peso obedecen también la condicién de contorno de
Neumann 0¢, (p,0) /Op=0en C, con p € (0,1) y 6 € (0,27), se obtiene la expresién
de los coeficientes modales en funcién de las medidas proporcionadas por un sensor

de curvatura:

a = —/{kVQWdE — % & VWdl (5.16)
P C

La estimacion de coeficientes modales sin necesidad de medidas de contorno
es posible, inicamente, para el caso de funciones base v; cuyas funciones de peso

asociadas satisfagan la condicién de contorno & (p,6) =0 en C":

ap = —/gkvmfdz (5.17)
P

La base elegida para desarrollar la fase juega un papel fundamental a la hora de
obtener funciones de peso que cumplan dicha restriccion. En las lineas siguientes,
se calcularan las funciones de peso para tres conjuntos de funciones base diferentes,
todas ellas ortogonales en el circulo de radio unidad, con el objeto de determinar

qué informacién se puede obtener en la Técnica de Curvatura sin datos en la frontera.

Condiciones de contorno para las funciones de peso asociadas a polinomios
de Zernike

Las funciones de peso asociadas a los polinomios de Zernike, Zj, cuando estos
se utilizan como un conjunto de funciones base ortonormales, pueden calcularse a

partir de la ecuacién de Poisson:

con la condicién de contorno 9¢ (p,0) /Op = 0 en la circunferencia, siendo p €

(0,1) y 6 € (0,27) las coordenadas polares planas en el circulo de radio unidad.
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A continuacién se vera qué implica el hecho de imponer la condicién de contorno

adicional & (p = 1,0) = 0 en el cdlculo de las funciones de peso. (En lo que sigue se

utilizard la notacién de Noll para los polinomios de Zernike [157]).

(a)

Modos rotacionalmente simétricos, Z°, con n par

Los polinomios de Zernike que describen los modos rotacionalmente simétricos
se pueden obtener a partir de la siguiente expresion:

n/2

*(n—9)!
- = 5.19
AR Ve o1
Una solucion de la forma:
0 p1 d 0 /BB
&= [ || el a (5.20)
1 1

satisface la Ec. (5.18) y las condiciones de contorno de Neumann y de Dirichlet,
[d€° (p) /dp) = = & (p=1) =0, a excepcién de la funcién de peso asociada
al pistén, con n = m = 0. Por tanto, los modos rotacionalmente simétricos,

excepto el pistén, pueden calcularse midiendo tan solo el Laplaciano de la fase.

Modos no simétricos, Z", m # 0

Los polinomios de Zernike que describen los modos no simétricos se obtienen
a partir de la siguiente féormula:

(n m)/2

(=1)°(n —s)! n—2s
v2{nt1 Z [(n+m) /2 -3 [(n—m) /2 —s]!"

sen (mf) sim >0
% (5.21)
cos (mf) sim <0

La funcién de peso se puede calcular en este caso mediante el método de
separacién de variables, obteniéndose:
m mi ml 4 2™ st gl 0y gy
& (p0) = |Ap™ + Bp "™+ — [ p Z," (p') dp
2|ml Jo
piml o sen (m#) sim >0
e [z dy| (5.22)
0 cos(m#) sim <0
donde A y B son constantes arbitrarias (correspondientes a la solucién de la
ecuacién homogénea). Con el fin de obtener soluciones analiticas en todo el

dominio, se impone B = 0.
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(b.1) Modos cuya frecuencia azimutal, |m/|, es diferente a la radial, n

Si en la expresién (5.22) se toma:

1 1
A=——o [ pl=imbziml () dp (5.23
2m] Jo ) )

se puede comprobar facilmente que las funciones de peso verifican ambas
condiciones homogéneas, [0 (p,0) /Opl,_, = 0y ' (p=1,0) = 0, y,
por tanto, estos modos también pueden calcularse a partir de medidas de

la curvatura del frente solamente.

(b.2) Modos cuya frecuencia azimutal, |m|, es igual a la radial, n: Zj,

Este tipo de modos corresponden a funciones armonicas, solucion de
la ecuacion de Poisson, separables en parte radial y parte angular. La

expresion de las funciones de peso se reduce a:

€ (5. 0) = {Ap'”” N plml+2 1 sen (m#) sim >0 5.24)
e 4(jm[+1) cos (mf) sim < 0 |
siendo: (] +2)
A= Tl (il + D) (5:25)
para obtener [85% (p,0)/ (9p] T 0. Sin embargo, en este caso

&y (p=1) = =1/ [2|m[ (Jm| + 1)] # 0, implicando que para estimar estos
modos se necesitan medidas en el contorno, hecho esperable debido a su

caracter armonico.

Por tanto, es posible recuperar todos los coeficientes modales del desarrollo de la
fase en polinomios de Zernike a partir de solamente datos de curvatura del frente de
onda, a excepcién de aquellos correspondientes a polinomios de frecuencia azimutal
y radial iguales, es decir, los modos arménicos. En la Tabla 5.1 se incluyen algunas
funciones de peso correspondientes al desarrollo de la fase en una base de polinomios

de Zernike e iluminacién uniforme en z = 0.

Condiciones de contorno para las funciones de peso asociadas a las

funciones pseudoanaliticas de Karhunen-Loéve, K; (p,0)

En aplicaciones relacionadas con turbulencias atmosféricas, los polinomios de

Zernike no son un conjunto 6ptimo de funciones base porque sus coeficientes
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nom 27 (p,0) & (,0)

1 1 2psen(h) & (3p — p*)sen (9)

2 0 V3(20*-1) f( pt+20* = 1)

2 2 +/6p*sen(20) 1‘2[1 (2p? — p*) sen (20)

3 1 VB(3p®—p)sen (0) —¥8 (0> — 2p* + p) sen (0)

3 3 /8psen(30) 4‘8[1 (—3p° + 5p®) sen (36)

4 0 V5(6p*—6p>+1) XI;( P04+ 9p* —6p> + 1)

4 2 /10 (4p* — 3p®)sen (20) —%100 (—p% + 2p* — p?) sen (20)

Tabla 5.1: Polinomios de Zernike y funciones de peso asociadas para iluminacién uniforme.

asociados no son independientes estadisticamente. La necesidad de realizar un estudio
adecuado de las turbulencias atmosféricas llevé a la busqueda de unas funciones base
cuyos coeficientes asociados no estuvieran correlacionados. Estas funciones son las
denominadas funciones de Karhunen-Loeve.

Al igual que los polinomios de Zernike, las funciones de Karhunen-Loeve pueden

factorizarse en productos de funciones radiales y angulares [172]:
Ki(p,0) = Ay (p) ©7(0) (5.26)

sen (gf) si g >0
cos (qf) siqg <0
resolviendo la ecuacion integral:

y donde las partes radiales se obtienen

donde ©7(0) = {

/0 Yy (p.p) AL (p)dp = {ap) AL(p) (5.27)

siendo (a}) la varianza normalizada de los coeficientes de Karhunen-Loeve e Y (p, p')
la funcién nicleo ¢-ésima dependiente de la funcién de estructura normalizada. Para
cada Y, dada existe un conjunto de autofunciones ortonormales, {Ag (p)}, cuya

condicién de ortogonalidad es:

1
1
| 820085 ) o = S (5.28)

La solucién de la Ec. (5.27), aun no siendo analitica, admite una buena aproximacién

en serie de potencias de la forma:

2(p) =" g:p™ (5.29)
s=0
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b q go g1 g2 g3 94 9gs Je gr

2,1558 6,4545 4,1230 1,3654 0,2192 0,0320

1,5545 0,2444 0,0438

32273 27488 1,0245 0,1758 0,0269

6,0555 8,1805 4,5994 1,3254 0,2139

10,729 19,053 14,215 57788 1,3699 0,1279

3,1888 32,765 85,091 97,412 62,759 24,974 6,1831 0,7158
6,5287 19,114 17,922 8,6614 2,3235 0,3526

16,382 56,727 73,054 50,190 20,788 52854 0,6234

N NN == e
N = O = Ww NN = O

Tabla 5.2: Coeficientes de ajuste de la parte radial de las funciones pseudoanaliticas de Karhunen-
Loeve [172].

donde la rapida convergencia a cero de los coeficientes g, hace posible obtener una
aproximacién polinémica precisa de las funciones {Ag (p)} En la Tabla 5.2 aparecen
tabulados los coeficientes asociados a funciones de Karhunen-Loeéve, tomando una
solucién aproximada de la Ec. (5.27) truncando (5.29) a 8 términos.

Teniendo en cuenta entonces que la parte radial de las funciones de Karhunen-
Loeve admite un desarrollo analitico, esta se puede también desarrollar como
combinacion lineal de polinomios de Zernike con frecuencias azimutales idénticas

de la forma:

Af(p) =D UuRy () (5.30)

donde m representa la frecuencia azimutal, el indice k£ ordena los polinomios de
Zernike y se relaciona con los indices (n,m), y el indice [ ordena las funciones de
Karhunen-Loeve y se relaciona con los indices (p, ¢). Ademds, en ciertas aplicaciones
esta funcion se puede aproximar por medio de un ntmero finito de polinomios de
Zernike, con lo que la serie anterior aparece truncada. Las funciones de Karhunen-
Loeve aproximadas de esta forma se llaman funciones pseudoanaliticas de Karhunen-
Loeve.

Como consecuencia, se pueden calcular las funciones de peso para este caso como
combinacion lineal de las funciones de peso previamente calculadas en el apartado
anterior. Sin embargo, este tipo de aproximacion para toda funcién de Karhunen-
Loeve, a excepcion de las rotacionalmente simétricas, contiene siempre un polinomio

de Zernike con caracter armonico, de forma que no pueden evaluarse sin la senal de
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k- m Un k- m Ugn

0 0 1Ix 2 1 P+32%y—vy

1 0 % 1 2 22+3x2—2

0 1 yx 2 2 5zt 45yt —62? —6y° + 182%% + 1
1 1 ayx 3 0 5a3+43xy?— 3w

2 0 322+¢y*—1 0 3 b5y®+32%y—3y

0 2 22+3y2—-1 3 1 5’y +3xy® — 3y

Tabla 5.3: Polinomios de Apell y Kampé de Fériet.

frontera. Por tanto, si se escogen las funciones de Karhunen-Loéve para desarrollar
la fase, a partir inicamente de medidas del Laplaciano, solo se pueden recuperar los

modos con m = 0.

Condiciones de contorno para las funciones de peso asociadas a polinomios

de Appell y Kampé de Fériet, U; (x,y)

Estos polinomios nunca han sido utilizados en ()ptica, pero aqui nos serviran para
ilustrar otra faceta méas del problema de contorno que representa la recuperacién de
fase por medio de la ETI. Constituyen una base ortogonal en el circulo de radio
unidad, pero no todos son separables en parte radial y parte angular. Obedecen la

expresién general [173]:
(5.31)

En la Tabla 5.3 figura una lista de los 12 primeros polinomios de Apell y Kampé de
Fériet, senaldndose los que tienen cardcter armoénico por medio del simbolo *. Se
puede demostrar facilmente que no existen funciones de peso asociadas a estos
polinomios tales que se anulen en el contorno porque el contenido arménico y el
no armonico no esta separado en esta base de polinomios. Ademads, para algunos de
ellos tampoco existe solucién al problema de Neumann o Dirichlet y, por tanto, se
necesitan ambas condiciones de contorno para resolver el problema de acuerdo con

el método de los proyectores ortogonales.

De este modo, se concluye que dependiendo de la base ortogonal elegida para
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desarrollar la fase, existe la posibilidad de recuperar algunos de los modos sin
necesidad de medidas de la derivada del frente de onda en la frontera.

Se ha demostrado que cuando la base estd constituida por polinomios de Apell
y Kampé de Fériet se necesitan condiciones de contorno de Neumann y de Dirichlet
para recuperar la fase sin ambigiiedades. En cambio, cuando la fase se desarrolla
basandose en funciones pseudoanaliticas de Karhunen-Loeve, solo se puede calcular la
contribucion de los modos rotacionalmente simétricos sin medidas en la frontera. Por
ultimo, para una base de polinomios de Zernike, solo los modos armoénicos necesitan
condiciones de frontera para poder ser recuperados.

La méaxima informacién acerca del frente de onda se puede obtener sin condiciones
de contorno mediante la eleccién de una base ortogonal para desarrollar la fase que
distinga modos armonicos y no armonicos, pues la informacién de la parte arménica
de la fase se encuentra exclusivamente en la frontera. Los polinomios de Zernike son
una base que reune esta caracteristica, ademas de la de su ortogonalidad en el circulo
de radio unidad. En realidad, sin haber llevado a cabo un estudio tedrico riguroso,
sino por simple inspeccién de los primeros modos, I. Han ya habia observado que
desarrollando la fase en una base de polinomios de Zernike podia obtener el contenido
armonico a partir de la medida de W, en la frontera y del contenido no armoénico
obtenido midiendo V*W en el interior [136].

Ya que existen bases para las que algunos modos pueden obtenerse sin necesidad
de medidas en el contorno, se concluye que algunas de las aberraciones presentes en el
frente de onda, relacionadas con la parte no armoénica, pueden estimarse usando solo
informacion del Laplaciano de la fase. En la secciéon siguiente, se vera si la eleccion de
una distribucion adecuada de irradiancia en el plano de medida, permite estimar la
fase sin necesidad de medidas en el contorno, para lo cual se analizaran dos ejemplos

de distribuciones de irradiancia.

5.4.2. Distribucion no uniforme de irradiancia

En esta seccion se resolvera la ETI para distribuciones de irradiancia no uniformes
en el plano de medida. Nuestro objetivo es estudiar la posibilidad de obtener la fase de
forma tnica sin necesidad de medidas en la frontera dependiendo del comportamiento
local de la distribucion de irradiancia en el contorno. Con el fin de simplificar los
calculos, pero sin pérdida de generalidad en las conclusiones principales, se analizaran
dos distribuciones rotacionalmente simétricas que corresponden a los dos perfiles de

intensidad siguientes:
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(a) Perfil de intensidad gaussiano:

Ioe_ﬁp P <1
I(p) = (5.32)
0 p>1
(b) Perfil de intensidad parabdlico:
Iy(1—p?) p<1
I(p) = (5.33)
0 p>1

Sea cual sea la distribucién de irradiancia en el plano de recuperacién, las fases
que no serian detectables por medio de medidas de irradiancia en el interior del
dominio son aquellas que sean solucién de la ecuacion homogénea, es decir, aquellas

que verifiquen:
V-(IVW)=0 (5.34)

pues I’ (0) = 0, con lo que los coeficientes modales solo podrian calcularse en funcién
de medidas de W o de W, en la frontera.

Perfil gaussiano de intensidad

En la Ref. [23], Teague propone la eleccién de un perfil de intensidad que caiga
practicamente a cero en la frontera, con el fin de minimizar la influencia del contorno
en el proceso de recuperacion de fase a partir de medidas de irradiancia en ausencia
de medidas en el borde. En concreto, se propone un perfil de la forma Le P Para
realizar en este trabajo un estudio cualitativo riguroso de la necesidad de las medidas
en el contorno cuando la distribucién de irradiancia tiene esta forma, serd suficiente
con escoger un perfil gaussiano (N = 1).

Entonces, supongase que la distribucion de irradiancia en el plano de recuperacion
viene determinada por el perfil gaussiano de la Ec. (5.32). Para cada polinomio
de Zernike del desarrollo de la fase, resolveremos la ecuacién que proporciona las

funciones de peso, es decir:
Vo |Le P VE (0,0)] = 22 (6,0) (5.35)

Se distinguen dos casos:
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(a)

Modos rotacionalmente simétricos Z°, con n par

La funcién de peso asociada tiene la forma:

0 P 6&0/2 4 11 70 1 1 /
&G0 =1 7 g\ P Zy (p") dp" | dp (5.36)
1 o

y satisface la Ec. (5.35) con condiciones de contorno de Neumann y de Dirichlet:
[d&p (p) /dpl -y =& (p=1) =0

De esta forma, para recuperar los modos rotacionalmente simétricos, salvo

el piston, solo son necesarias medidas del gradiente axial de intensidad en el

dominio, de acuerdo con la ecuacién:
o = — / &' (0) S (5.37)
b

Modos no simétricos 2"

En este caso, la solucién de la Ec. (5.35) no es tan sencilla como la anterior
y, para calcularla, es necesario simplificar la ecuacién realizando diversos
cambios de variable. Primero resolveremos la ecuacion homogénea y después
encontraremos una solucién particular con el fin de hallar la solucién general

de la ecuacion de las funciones de peso.

Suponiendo que las funciones de peso son factorizables en parte radial y parte

sen (mf) si m > 0

angular, & (p,0) = R (p)O (mb) con O (mh) = el

. Y
cos (m@) sim < 0
problema se reduce a encontrar la soluciéon de la ecuacién homogénea para

la parte radial:

2R dR
R— 1—2p%a%) — —m?’R=0 5.38
pdp2+p( pa)dp m (5.38)
es decir:
R(p) = ™o (@ | 4+ 1; ﬁ,o?) (5.39)

donde ¢ es la funcién hipergeométrica confluente [159].

Por otra parte, se puede demostrar que:
& (p,6) = ™ P (p) © (mh) (5.40)

es una solucién particular de la Ec. (5.35), donde P (p) es un polinomio de

grado n que se puede calcular por el método de variacién de pardmetros [150]
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y, por tanto, una funcion de la forma:

| m

R GRS R CEN R
el pm (p)} O (mh) (5.41)

es la solucién de la Ec. (5.35).

Las constantes A y B se eligen dependiendo de las condiciones de contorno
necesarias para resolver el problema y de las propiedades de las funciones de
peso. Por ejemplo, las funciones de peso han de poderse integrar facilmente
y, por eso, las soluciones que se buscan son analiticas. Asi, se toma A = 0,
mientras que B se elige de forma que ' verifique condiciones de contorno
de Neumann, es decir, [0 (p,0) /Op],_, = 0. Una vez escogida B de esta
forma, se puede demostrar que £ no verifica simultdneamente la condicién
de Dirichlet, es decir, £ (p = 1,0) # 0. Por tanto, se necesitan condiciones de
contorno de Neumann para la fase, con el fin de poder evaluar la contribucién

de este tipo de modos de acuerdo con la expresion:
ay = —/fkf’ (0)d> — j{ W, 1&.do (5.42)
) c

De estos resultados se concluye que cuando la distribucion de irradiancia en el
plano de recuperacion se puede describir por un perfil gaussiano, se necesitan medidas
de la pendiente radial de la fase en la frontera con el fin de encontrar solucién tinica
analitica al problema. En la Tabla 5.4 se incluye un listado de las funciones de peso
para los 12 primeros polinomios de Zernike, correspondientes a esta distribucion de
irradiancia.

No obstante, en la Ec. (5.42) se observa que el comportamiento del producto
I(p=1,0)& (p=1,0) juega un papel muy importante en la contribucién de la
frontera en la fase recuperada. Es decir, la integral de frontera 390 W, 1&,dO puede
llegar a ser despreciable respecto de la integral de superficie en el dominio, para
valores lo suficientemente pequenos del producto /&,. En la Figura 5.1 se muestra el
comportamiento de la parte radial de dicho producto en la frontera para los modos
armonicos 5‘% en funciéon del parametro 3, que define la anchura de la intensidad
gaussiana. A medida que el parametro § de la gaussiana aumenta, el producto
I(p=1)R" (p=1) disminuye, con lo que para valores de [ lo suficientemente

Im|

grandes se puede despreciar la integral de contorno y estimar la fase de forma



n_m_Zy(p,0) & (p,9)

1 1 2psen(6) — {(1+25) %eﬁ_eﬂ sen (6)

2 0 V32— 2 ¢ = (14 8- ) e

2 2 /6p®sen (20) —S‘I/fﬁpQ {(14—6) %eﬁ—eﬁpﬂ sen (26)

31 VEBR —p)sen(l) -zl {( 25+ 58— 6) L) e~ 1937 — (108+.6) ) eﬁfﬁ}semm
3 3 V8pPsen(30) —%#p [(3+2ﬂ) ¢¢(>(3244BZ)) —36@01 sen (36)

40 V5(6p— 62+ 1) S5 {(B- )¢~ [(4+38) B — 25%" — (F + 30+ 4)] e¥° |

42 VI0(p' —3p%)sen(26) — 50 [<4+3ﬁ 5?) “f—féﬂpzeﬁ—<8ﬂp4—13p2>eﬁﬂ2] sen (26)

Tabla 5.4: Polinomios de Zernike y funciones de peso asociadas para un perfil gaussiano de intensidad.
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~-0.02
~0.04
~0.06
~-0.08
IR,
-0.12
-0.14

-0.16

-0.18

Figura 5.1: Representacién del producto de la intensidad por la parte radial de la funcién de peso

en la frontera, en funcién del pardmetro 3 del perfil de la intensidad para tres modos armonicos.

aproximada por medio de los coeficientes dados por:
o~ — / &I (0) d5) (5.43)
2

Es importante resaltar que el hecho de que S aumente equivale a que el valor del
salto de la discontinuidad de intensidad de la frontera disminuya, lo que se deduce
facilmente teniendo en cuenta los limites laterales en p = 1 del perfil de intensidad
considerado:

lim I (p) =0

p—1t

(5.44)
lim I (p) = I,e™”

p—1-
Esto justifica de forma rigurosa que sea posible reconstruir la fase sin la contribucion
de la frontera para los perfiles de intensidad que caen préacticamente a cero en el
contorno propuestos por Teague [23].
Por 1ultimo, cabe citar que, aunque se ha utilizado un desarrollo de la fase en

polinomios de Zernike, los resultados se pueden extrapolar a cualquier base ortogonal
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que separe los modos rotacionalmente simétricos de los no simétricos.
Perfil parabdlico de intensidad

Dado el perfil de intensidad parabdlico de la Ec. (5.33), las funciones de
peso correspondientes se obtienen resolviendo la ecuacion diferencial en derivadas
parciales:

VoL (1= p*) VE (p.0)] = Z3 (p,0) (5.45)

sen (m#) si m >0

" cos(mf) sim <0

donde ™ (p,0) = R (p) © (ml) con © (mb) = {

La Ec. (5.45) es un problema de autovalores para el que existe una tnica solucién
analitica: £ (p,0) = Z" (p,8) /N, donde A son los autovalores correspondientes
a las autofunciones £ (p,d). Dicho de otra forma, los polinomios de Zernike son
las autofunciones de la Ec. (5.45). Por tanto, dado que I (p=1){" (p=1) =0e
I(p=1)[08"/9p],-, = 0, pues I (p=1) = 0, las integrales de contorno de la Ec.
(5.15) se anulan y, de esta forma, no es necesario ningin tipo de informacién en el
contorno para encontrar soluciéon tunica para la fase y los coeficientes se hallan de

forma exacta por medio de:

o = — / &1 (0) dS. (5.46)

Para este perfil y, en general, para cualquier perfil donde la intensidad caiga
gradualmente hasta igualarse a cero en el contorno, las medidas en la frontera no son

necesarias para recuperar la fase de forma tnica a excepcién del pistén [146].

En este momento, después del estudio realizado a lo largo de este capitulo,
queremos destacar la importancia de la base escogida para desarrollar la fase y
también de la forma del perfil de intensidad en el plano de recuperacion a la hora de
determinar la necesidad y el peso de las medidas en el contorno al recuperar la fase.

Por un lado, hemos deducido que existen bases de polinomios que nos permiten
separar la informacion recuperada en el interior del dominio de la obtenida en la
frontera. A partir de aqui se pueden contruir algoritmos, como el de I. Han, que
aprovechen esta caracteristica.

Por otro lado, también hemos visto que la forma de la distribucién de irradiancia

en el plano de recuperacion fija el peso de las medidas en el contorno respecto
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de las medidas en el interior. Este parametro da la posibilidad de reducir el peso
de las medidas del contorno en la recuperacion, generalmente cargadas de mas
incertidumbre. Por ejemplo, si el perfil cae practicamente a cero en el borde, podria
realizarse una reconstruccion precisa del frente sin necesidad de medidas en la
frontera y tnicamente con medidas en el interior si la contribucién a la distorsion
de los modos que se obtienen con medidas en la frontera fuera lo suficientemente
pequena. Incluso, si la irradiancia cae continuamente hasta hacerse idénticamente
cero en el borde de la pupila, entonces puede recuperarse la fase de forma tnica solo

con medidas de la derivada axial en el interior de la pupila.



Conclusiones

A lo largo de esta memoria se han ido describiendo las soluciones que proponemos
para facilitar la puesta en practica de los sensores de curvatura y para mejorar su
respuesta en sus distintas aplicaciones. A continuacion recordamos las principales

conclusiones:

1. Se ha disenado un novedoso procedimiento que orienta en la seleccién de la
distancia entre planos de irradiancia mas apropiada en funcién del ruido de
medida y de las caracteristicas de los frentes de onda. Adicionalmente, este
método objetivo proporciona una estimacion del error de la medida y es lo
suficientemente general como para ser utilizado en cualquier aplicacion del

sensor de curvatura.

La evolucion axial de la irradiancia en entornos del interior de la abertura donde
el frente de onda se aproxima de forma precisa por una superficie cuadratica
proporciond la informacién necesaria para calcular la varianza de la curvatura
local del frente en funcion de la posicién de los planos. Para calcular la varianza
de la derivada normal local en el contorno, fue necesario modelar, ademads, la
dinamica local del borde de la regién iluminada en entornos de la frontera
de la misma clase. Con este modelo se ha demostrado que en el proceso de
deformacion de la zona iluminada intervienen no solo las inclinaciones locales

del frente de onda, sino también significativamente sus curvaturas locales.

Los entornos del frente de onda con forma de cilindro parabdlico de curvatura
maxima se revelan como los que mas limitan la precisién de la recuperacién
de la curvatura. La posicion de los planos que minimiza la varianza de
la curvatura local estimada en este tipo de entornos garantiza los mejores
resultados globalmente en la totalidad de la abertura. Teniendo esto en cuenta,
se ha calculado una ecuacion analitica que proporciona la posicion 6ptima de los
planos, conocidos tinicamente el nivel de ruido de las medidas de irradiancia y el

valor maximo de las curvaturas locales del frente. Por su parte, la recuperacion
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mas imprecisa de la derivada normal se da también en los entornos del borde con
forma de cilindro parabdlico de curvatura maxima, a lo que hay que anadir que
tengan inclinaciéon méaxima. La minimizacién del error de la derivada normal
local recuperada en entornos de esta clase proporciona la distancia entre planos
que garantiza los mejores resultados globalmente para todo el perimetro de la
pupila. En coherencia con el comportamiento observado experimentalmente, se
ha verificado que el rendimiento 6ptimo del sensor se obtiene para una posicién
de los planos intermedia entre el plano de recuperacion de fase y el comienzo

de las cdusticas.

Se ha visto que el modelo en diferencias finitas adoptado para aproximar la
derivada axial de la irradiancia determina la calidad de respuesta del sensor,

siendo la férmula central el modelo mas preciso.

Se ha demostrado que al estimar la derivada normal con el método directo,
la utilizacion de medidas en planos situados simétricamente a ambos lados del

plano de recuperacion proporciona los mejores resultados.

También se ha comprobado que la eleccién del tamano de la regién de frontera
en el método indirecto modifica sustancialmente la precision de la derivada
normal recuperada. En concreto, se ha visto que la respuesta 6ptima del sensor
en la frontera exige determinar no solo la posicién 6ptima de los planos, sino
también una dimension radial de la region de frontera de tamano similar al
méaximo desplazamiento radial del borde de la regién iluminada en la posicién
6ptima. Adicionalmente, una vez ajustado el tamano de la region de frontera,
se ha comprobado que la seleccién de la posicion éptima de los planos es mas

flexible para las formulas central y de Roddier que para las férmulas de Newton.

El procedimiento de optimizacién se ha ilustrado con un ejemplo en el campo
de la Optica Astronémica y suponiendo que los frentes de onda turbulentos
siguen estadistica de Kolmogorov, que ha mostrado un excelente acuerdo entre
el resultado proporcionado por el método propuesto y la posicién de los planos
utilizada en la practica y que delata que los mejores resultados para la medida
en la frontera se obtienen utilizando una posicion de los planos diferente a la

de la medida en el interior.

Se ha propuesto una nueva configuracién del sensor de curvatura, donde la
derivada axial se estima utilizando férmulas en diferencias finitas que emplean

mas de dos planos de irradiancia. El peso de cada plano de irradiancia en la



Conclusiones 129

férmula se optimiza para limitar el efecto del ruido de medida. La utilizacion de
mas de dos planos de irradiancia, por su parte, se traduce en una disminucién
del error de no linealidad del algoritmo, mayor conforme aumenta el niimero de
planos. Con ello se aporta un nuevo punto de vista en la bisqueda de métodos
para reducir la influencia del ruido de medida y también el error de modelado

o de no linealidad del algoritmo.

Se ha comprobado la aplicabilidad del método de seleccién de la posicién
optima para férmulas en diferencias finitas con mas de dos planos. Esto ha
permitido valorar la eficiencia de un sensor que funcione con multiples planos
en comparacion con las configuraciones tipicas de los sensores de curvatura con
solo dos medidas de irradiancia. Los resultados obtenidos son optimistas para
aquellas aplicaciones donde no haya limitaciéon en el nivel de luz disponible,
mientras que no suponen una mejora en aquellas donde se disponga solo de un

numero finito de fotones.

3. Se ha demostrado que en las técnicas de recuperacion de fase basadas en la
ETI, esta se puede estimar de forma tnica sin necesidad de informacién en
el contorno solo para aquellas distribuciones de irradiancia en el plano de
recuperacion que caigan continuamente a cero en la frontera. En general, una
caida abrupta exige utilizar medidas en el contorno para recuperar la fase

completamente y sin ambigiiedades.

Se ha demostrado, ademés, que para distribucién de irradiancia uniforme en el
plano de recuperacion, se puede obtener la maxima informacién del frente de
onda sin medidas en la frontera utilizando un modelo de estimaciéon modal en
el que la base sean los polinomios de Zernike o, en general, cualquier base de

polinomios donde se separe el comportamiento arménico del no armonico.






Apéndice A

La Ecuacion de Transporte de
Intensidad (ETTI)

A continuacién deduciremos la Ecuacién de Transporte de Intensidad (ETI) a
partir de la Ecuacién Paraxial de Ondas y calcularemos la versiéon para haces que
atraviesan una pupila en el plano z = 0.

Consideremos una onda electromagnética monocromaética que se propaga en la

direccion z, cuya amplitud compleja viene dada por:
u(r,z) = A(r, z) eFWr2)et (A.1)

donde r = (x,y), W (r,z) es la fase en el plano z, k es el nimero de ondas y
A(r,z) = /I (r,z), siendo I (r, z) la intensidad de dicha onda en un plano z.

La amplitud compleja, u (r, z), es una solucién de la Ecuacién Paraxial de Ondas:

(Qik% + vz) u(r,z) =0 (A.2)

siendo V? = aa—;g + 88—;2 el laplaciano bidimensional, es decir:
L0 2 kW (r,2)ek>
2Zk8_ +V7 ) A(r,z)e ’ =0 (A.3)
z

Operando se obtiene la ecuacion siguiente:

w .

(—QkQAaa— + V?A — kA? |VW\2> W
2z

+ {2%%—‘4 +k (AVW +2VA- VW) | eV =0 (A4)
z
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Igualando a cero la parte imaginaria y teniendo en cuenta que VA = VI/ (2\/7 ),

se deduce que:

I
IV*W +VI-VW = — % (A.5)

que no es mas que la Ecuacion de Transporte de Intensidad. Normalmente se verd,

sin embargo, de la forma:

oI
0z

La ETI relaciona la variacién axial instantanea de la irradiancia en un plano z

V. (IVIW) = (A.6)

con la variacién transversal de la fase en dicho plano. La version de la Ec. (A.6) es
adecuada para estudiar la propagacion de ondas que se extienden en todo el espacio.
Calculemos ahora una relacién similar para un haz que atraviesa una pupila en el
plano z = 0. Denotaremos los ejes transversales en cada plano z como xy y los del
plano z = 0 como xz,¥,.

Si trabajamos en el plano z = 0, la ETT es:

0I(z)
0z

=—-V-[I[(0)VIV] (A.7)
2=0
donde I(z) = I(z,y, z) es la irradiancia en cada punto (x,y) de un plano z, I (0) =
I (2,Y0,0) es la irradiancia en z = 0y W = W(x,,y,) es la fase en cada punto
(%o, Y,) del plano z = 0. La onda (A.1) se propaga a lo largo del eje z hasta que en el
plano z = 0 atraviesa la pupila circular P, = P(x,, y,). En concreto, la pupila modula
la intensidad del plano de la abertura y ejerce un efecto en la propagacién de la luz,
que ha de describir la ecuacion que proporciona la variacién axial de irradiancia.
De este modo, la distribucién de irradiancia en el plano z = 0, I (0), se expresa en

funcién de la pupila P, de la forma:
1(0) = I(%0, Y0, 0) = 1 (%0, Yo) P(T0, Yo) = Lo Ps (A8)

donde 1, = I(x,,y,) es la irradiancia en los puntos del interior de P,. Si se sustituye

en el miembro de la derecha de la ETT se tiene:

— V- [[(0)VW] = = V- [I,P,(VIV)]
= — [(VI)(VW) + I(V*W)] P, = I,(VW)(VF,) (A.9)

Para calcular (VW) (VP,) empleamos coordenadas polares planas (r,, 6,), de modo

que la pupila circular se puede modelar como P, = P(r,) =1 — H (r, — R), donde
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H (r, — R) es la funcién de salto unitario en el punto r, = R, siendo R el radio de

la pupila, es decir [158]:

lsir, >R
H(r,—R)= (A.10)
Osir, <R
De este modo:
. W, - .
(VW) (VP,) = (W,.r,+—=0,) (P.t,) =W, P, (A.11)

donde W,, = oW /or,, Wy, = O0W/d0, y P., = OP,/0r,. Como P, =1— H (r, — R)

entonces:

0
B or,
donde el subindice ¢ indica que la delta de Dirac coincide con el borde de la pupila,
C'. Si sustituimos en la Ec. (A.9):

P = o[l = H(r,— R) = =3 (ry— R) = — 4, (A.12)

— V- [LP(VW)] = = V - (LYW) P, + I,W,.5. (A.13)

De este modo, la ETI pasa a tener la forma usual:

oI (2)

5 =~V (IL,YW) P, + I,W,,6. (A.14)

z=0







Apéndice B

Rendimiento del sensor de
curvatura en condiciones de

1luminacion limitadas

A lo largo de esta memoria, se han dado los pasos necesarios para disenar
un procedimiento que ayude a optimizar la respuesta de un sensor de curvatura
de acuerdo a criterios objetivos. Para ello, hemos analizado cualitativamente el
rendimiento del sensor, suponiendo que todas las fluctuaciones de las medidas de
irradiancia que realiza se debian a ruido de deteccién. Sin embargo, cuando el sensor
se emplea para recuperar aberraciones dinamicas como, por ejemplo, frentes de
onda turbulentos, las medidas de irradiancia pueden constar de un nimero bajo
de fotoelectrones y, consecuentemente, el ruido foténico adquiere mas protagonismo.
La diferente estadistica de un tipo de fluctuaciones y otro implica algunos cambios
en el calculo de las varianzas de las curvaturas y de las derivadas normales locales,
aungue, como veremos, su comportamiento cualitativo en funcién de la posicién de
los planos de irradiancia en el eje z no se modifica apreciablemente. No obstante, las
diferencias pueden traducirse en cambios cuantitativos significativos del error y de

la posiciéon 6ptima de los planos.

En este apéndice nos proponemos calcular estas varianzas en funcién del nivel de
ruido foténico y del ruido de deteccidén, que nos permitiran hallar la posiciéon 6ptima
de los planos conocido el nimero de fotones promedio detectados durante el tiempo

de exposicion.
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B.1. Varianza de la estimacion de la curvatura

local, cotas de error y posicion 6ptima

Supongamos que durante un cierto tiempo de exposicion, 7, un detector X capta

en un plano jz un nimero de fotones, i;, tal que:
ij = Ij + n;»ms + n?h (Bl)

donde I; es el nimero de fotones que se detectan en promedio en el plano jz durante
el tiempo de exposicion, 7, nj™ son errores de deteccion, aditivos, con media cero,
varianza o? y covarianza nula entre detectores y planos distintos, mientras que n;’h
es ruido fotonico, aditivo, de media cero, con una varianza 0]2- = I; y covarianza nula
entre detectores y planos distintos.

De acuerdo con el Capitulo 3, a partir de estas medidas de irradiancia se construye
una férmula en diferencias finitas para aproximar la derivada axial, I’ (0), en el plano
z = 0. La relacién entre I’ (0) y la curvatura del frente de onda que proporciona la
ETI se puede emplear para calcular la varianza de la curvatura del frente a partir
de s* [f’ (O)} Si en lugar de la Ec. (4.1) se introduce la Ec. (B.1) en los calculos
de la § 4.2, entonces en la varianza de la derivada axial aproximada en diferencias
finitas interviene un término mas que informa de la contribucién del ruido foténico,
que alli no tuvimos en cuenta. En concreto, obtenemos la siguiente ecuacion para la

varianza de I’ (0) estimada en ¥ con la férmula central con M = 2m planos (Ec.
(4.2)): ,
N 1 R m m
2 [I/ (0)} =5 <02am + > a?@) + 22 LZ 4—["(@)] (B.2)
j=—m j=—m
La ecuacién correspondiente a la féormula progresiva y regresiva con M = m + 1

planos (Ec. (4.13)) es

m

Z  —]” ] (B.3)

=1

(20% + L) b + > D215 | +

=1

Los coeficientes a;, b;, @, y by, son los mismos que los del Capitulo 4 (ver § 4.2).
Supongamos que durante el tiempo de exposicion un detector X capta en
promedio un numero finito de fotones, N, que se distribuyen entre los distintos

planos de medida, es decir:

N= Y I, N=L+Xl (B.4)
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para el esquema central y para las férmulas de Newton, respectivamente.

Ahora supongamos que los frentes de onda son lo suficientemente suaves como
para que en el area de cada detector X se pueda considerar que la fase se comporta
esencialmente como una fase cuadratica, W,, (Ec. (2.15)). Introduciendo s? [.f ! (0)]
en la Ec. (4.20) y teniendo en cuenta la Ec. (2.15), calculamos la varianza de la

curvatura local estimada en X en funciéon de N para ambos tipos de féormulas:

a) Férmula central

m

, o2 [am ) 1
—(2) | 4D+ E
= (%) L2+ (D+ w L_Z_:m1+2(D+E)jz+4DEj2z2

OIS |
N) |4 1+2(D+ E)jz + 4DEj?2*

m 2
2, - a;
S 22 j:zm 14+2(D+ E)jz+4DEj%2?

X

AD+E

- J
1+4DEj222* — [2(D + E)jz]?

==

(B.5)
b) Férmula progresiva y regresiva

2=(3)

2Dy,
5 HAD+ B

¢ 1
Z 2(D+ E)jz+4DEj22?

|
1
* jzl [+2(D+ E)jz + 4DEj22

b 4D+ B+ p g
12T (D+ )+22 1+2(D+ E)jz+4DEj?2?

L J=1

F2(D + E)jz — 4ADEj*2*
I1x2(D + E)jz + 4DEj222

m

(B.6)

En la Figura B.1, para dos planos de medida, y en la Figura B.2, para ocho
planos, se muestran ejemplos de las curvas de error que se obtienen a partir de la
Ec. (B.5) para los mismos valores de los parametros de la fase cuadratica local en
3, W,, que en las curvas andlogas de las Figuras 2.2 y 4.1. Se supone que el niimero

de fotones detectados es N = 10* y que el detector es cuasiideal, esto es, o = 0.
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Figura B.1: Desviacién estdndar de la curvatura local del frente de onda en ¥ en funcién de la
posicién de los planos, z, suponiendo que se estima con la férmula central particularizada a M = 2
planos de medida, con N = 10* y o = 0. El apartado (a) corresponde a aproximaciones cuadraticas
con forma de cilindro parabdlico, el (b) a aproximaciones con forma de paraboloide eliptico, el
(c) a aproximaciones con forma de paraboloide parabdlico y el (d) a aproximaciones con forma de
paraboloide hiperbdlico.

Esto quiere decir que las fluctuaciones relativas por ruido foténico, con desviacion
1/ VN = 0,01, son de la misma magnitud que las consideradas en las Figuras 2.2 y
4.1, causadas por ruido de deteccién con desviacién /1, = 0,01, y los cambios entre
unas curvas y otras se deben a la diferente estadistica de las fluctuaciones de los
datos de irradiancia. A pesar de ello, el comportamiento cualitativo de unas curvas y
otras es idéntico y podremos aplicar el procedimiento disenado en el Capitulo 2 para
optimizar la estimacion de las curvaturas locales en ¥. A partir de las Figuras B.3,
para dos planos de medida, y B.4, para ocho planos, se puede llegar a las mismas

conclusiones para las féormulas de Newton.

Continuando con el esquema seguido en esta memoria, calculamos ahora las cotas

superior e inferior de error obtenidas particularizando las Ecs. (B.5) y (B.6) a D =



B.1 Varianza de la estimacion de la curvatura local, cotas de error y posicion éptima 139

€o

€o

0.3r
0.277
0.241
0.217
0.18
0.15;
0.12r
0.09r
0.06¢
0.03r

0.3¢
0.277
0.241
0.217
0.18¢
0.15¢
0.12r
0.09r
0.06¢
0.03r

—
&

D=1/2,E=0 2(D+E) =1
— — D=1/3,E=0 2(D+E) =2/3
— — —D=1/6,E=0 2(D+E) =1/3
D=0, E=0 2(D+E) =0
/
/
7
/ /
/ P
/ .
\ ’ <
\\ 4 //
N ~
~ -

z

©

0 R R R R R M R : ;
0 0.050.10.150.20.250.30.350.40.450.5

L
D=1/4, E=1/4
— . — D=1/6, E=1/6
— — —D=1/12, E=1/12

2(D+E) =1
2(D+E) =2/3
2(D+E) =1/ 3

D=0, E=0

2(D+E) =0

-

z

0 N N N N N N L PR H
0 0.050.10.150.20.250.30.350.4 0.450.5

0.3
0.27
0.24
0.21
0.18
0.15
0.12
0.09
0.06
0.03

€o

0.3
0.27
0.24
0.21
0.18
0.15
0.12
0.09
0.06
0.03

€o

r ]

®)

D=1/3,E=1/6
— . — D=2/9,E=1/9
— — —D=1/9,E=1/18

2(D+E) =1
D+E) =2/3

(D+E) =0

D=0,

E=0

2(
2(D+E) =1/3
2

¥4

0 N N N N N N L N N ;
0 0.050.10.150.20.250.30.350.4 0.450.5

@
D:1/3,E:il/b‘ 2(1D +|E) =1
— - — D=2/9,E=-1/9 2(|D|+|E)=2/3
— — —D=1/9, E=-1/18 2(ID| +|E)) =1/3
D=0, E=0 2(D| +|E) =0

z

0 N N N N N N H PR H
0 0.050.10.150.20.250.30.350.4 0.450.5

Figura B.2: Desviacién estdndar de la curvatura local del frente de onda en ¥ en funcién de la

posicién de los planos, z, suponiendo que se estima con la férmula central particularizada a M = 8

planos de medida, con N = 10* y o = 0. El apartado (a) corresponde a aproximaciones cuadraticas

con forma de cilindro parabdlico, el (b) a aproximaciones con forma de paraboloide eliptico, el

(c) a aproximaciones con forma de paraboloide parabdlico y el (d) a aproximaciones con forma de

paraboloide hiperbdlico.

V/2y E=0,y D= FE =0, respectivamente:

a) Férmula central

a.1) Cota superior de error

(%) = (%)

Oy
2

+ 1) j_zni:m

L))

1+ jh
1+ — J 1—a,
A\ )
a.2) Cota inferior de error
Einf ) 2 A o\ 2 1
Gnf)" _ o dm |9 (_> -
(v) " |M\N) TA\W

" 1
2 T
21
T I
(B.8)
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Figura B.3: Desviacién esténdar de la curvatura local del frente de onda en ¥ en funcién de
la posicién de los planos, z, suponiendo que se estima con la férmula regresiva particularizada a
M = 2 planos de medida, con N = 10* y ¢ = 0. El apartado (a) corresponde a aproximaciones
cuadraticas con forma de cilindro parabdlico, el (b) a aproximaciones con forma de paraboloide
eliptico, el (c) a aproximaciones con forma de paraboloide parabdlico y el (d) a aproximaciones con

forma de paraboloide hiperbdlico.
b) Férmula progresiva y regresiva

b.1) Cota superior de error

() =

~ 2
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Figura B.4: Desviacién estandar de la curvatura local del frente de onda en X en funcién de
la posicién de los planos, z, suponiendo que se estima con la férmula regresiva particularizada a
M = 8 planos de medida, con N = 10* y ¢ = 0. El apartado (a) corresponde a aproximaciones
cuadraticas con forma de cilindro parabdlico, el (b) a aproximaciones con forma de paraboloide
eliptico, el (¢) a aproximaciones con forma de paraboloide parabdlico y el (d) a aproximaciones con
forma de paraboloide hiperbdlico.

b.2) Cota inferior de error

(%)2 - 213_? (m+1) |(m+1) (%)2 + (%) (B.10)
donde se han utilizado coordenadas axiales de los planos normalizadas a V', h = V z,
siendo V' la cota superior de los valores posibles de 2 (|D| + |E|). En la Tabla B.1
se muestran estos mismos resultados para la formula central particularizados a dos
planos de irradiancia. Asimismo, se indica la ecuacién que se obtiene al mimimizar
la cota superior de error, que nos permite calcular z.,; dado un valor de N, de o,
en su caso, y de un valor de V. En la Tabla B.2 se da informaciéon analoga para
las formulas de Newton con dos planos de irradiancia. Lo mas destacable que se
desprende de estas dos tablas es que, a igualdad de fluctuacion relativa, el ruido de

deteccién contribuye en €2 el doble que el ruido foténico.
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Formula central

2
€ [2
€3up(h) 1
V2 hZ
€i2nf(h) L
2

V2

h
hopt = f (N, o) [2

o2 111 | 44D E=2 2 2 4 | ADE(24+4DE2?)-4(D+E)?

(N) "‘N} 2 |:(1+4DEZ2)274(D+E)2Z2:| +4(D+E) 2 (14+4DE22)* —4(D+E)*22
1 2 g\2 1 h? 2

(=) [2 (%) +N} + (m)
a\2 1

[2 (% +N]

o\2

(£)°+ ] (3h2 — 1) +208, =0

Tabla B.1: Varianza de la curvatura local, cotas superior e inferior de error y ecuacién del plano éptimo para la férmula central con dos planos

de medida, en funcién del nimero de fotones promedio detectados en ¥ durante el tiempo de exposicién, N, y de la desviacién del ruido de

deteccién, o.

Formulas de Newton

1] 1 [2£2(D+E)s+4DES2]? L 2 [MD+E)PADELSDE(D+E): 2
D+E 1£2(D+ )2 14DE-?

%] 2 o) (B2 — Ahopy +2) = by =0

Tabla B.2: Varianza de la curvatura local, cotas superior e inferior de error y ecuacién del plano éptimo para las férmulas progresiva y regresiva

con dos planos de medida, en funcién del nimero de fotones promedio detectados en ¥ durante el tiempo de exposicién, N, y de la desviacién

del ruido de deteccion, o.
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Comparemos ahora las Figuras B.1 y B.3, asociadas a la estimacion de la
curvatura local con férmulas con dos planos, con las Figuras B.2 y B.4, asociadas a la
estimacion de la curvatura local con férmulas con ocho planos. Analizando las curvas
que corresponden a la féormula central, el error en el minimo crece al pasar de dos a
ocho planos, es decir, el rendimiento del sensor de curvatura empeora al aumentar el
nimero de planos. Aunque el incremento del niimero de planos de irradiancia supone
una disminucion del error de no linealidad, el peso del ruido foténico en la varianza
de la curvatura crece porque el nimero de fotones disponible se distribuye entre ocho
planos de medida en lugar de entre dos. Para las formulas de Newton, el error en
la posicién 6ptima se mantiene. En definitiva, aumenta la contribucién del ruido de
las medidas, mientras que el peso del error de no linealidad disminuye en menor
cuantia en la férmula central o en la misma en las férmulas de Newton. Por tanto,
la incertidumbre de las curvaturas locales estimadas con la férmula central crece a
medida que aumenta el nimero de planos, mientras que con las formulas de Newton
se mantiene aproximadamente constante, como se muestra en la Figura B.5 para un
detector cuasiideal (o = 0). Si el detector no es cuasiideal (o # 0), las medidas en
cada plano estan afectadas adicionalmente por ruido de deteccion y la pérdida de

rendimiento es mayor, como se deduce comparando con la Figura B.6.

Si las condiciones de iluminacion son muy limitadas, son significativamente
mas competitivos los detectores cuasiideales. Por eso, en los sensores de curvatura
aplicados en Optica Astronémica, se ha optado generalmente por el uso de detectores
de fotodiodos de avalancha (APD) [10, 53, 56, 58, 59|, limitados solo por ruido

fotdnico.

En cuanto a la separacion interplanos 6ptima, disminuye a medida que aumenta
el nimero de planos utilizados para recuperar la curvatura local (ver Figura B.7).
No obstante, el rango de z que abarca el conjunto de todos los planos crece conforme

M aumenta, existiendo riesgo de invasién de la zona de cdusticas (ver Figura B.8).

Por 1ltimo, podemos comparar estas figuras con las figuras correspondientes
del Capitulo 4 para ruido de deteccién y ruido foténico despreciable. A pesar de
que el peso de las fluctuaciones de las medidas de irradiancia es el mismo, la
diferente estadistica del ruido fotonico y del ruido de deteccion se traduce en cambios
cuantitativos en los resultados. Por ejemplo, cuando solo hay ruido foténico, los
planos han de separarse mas y las desviaciones de las curvaturas locales estimadas

aumentan.



144 Rendimiento del sensor de curvatura en condiciones de iluminacion limitadas

0.12 T
A € sup
0.113 v €inf : : B

0.106

T
|

0.099- REREY RN -

€ o(hopt) 0.092
14 0.085( a8 .
0.078 X - : : .

0.071+ .

0.064)

T
>
>
>
1

T
<
q
q
<
<t
4
4
<«
4
«
<
<
4
<
b

0.057 4

0050 | | | | | | | | |

0.24 ‘ |
A €sup

023F| v €inr B
AAAAAAAAAAAAAAAA

020k 2 A2 A AANAAANDLALAAANANDDLD

0.211 1

€ o(hopt) 0.2~ 1
14 0.19 |
0.18f _ : ‘ i

0.171 i

0.16 _

0.15+ VVVvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

0.14 I I I I I I I I I
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

M

Figura B.5: Evolucién de las cotas superior e inferior de error de la curvatura local en funcién del
nimero de planos de medida, suponiendo que se estima con la férmula central en diferencias finitas,

(a), y con la férmula progresiva y regresiva de Newton, (b). En ambos casos N = 10* y o = 0.

B.2. Varianza de la estimacion de la derivada

normal local y separacion 6ptima

En el Capitulo 3 hemos visto que para obtener la derivada normal de
la fase en el borde de la pupila, de radio R, la derivada axial de la
irradiancia ha de promediarse radialmente en la regiéon de frontera, en un
intervalo [R — L/2, R + L/2], obteniéndose Z' (0). Experimentalmente, en el sensor
se implementa una aproximacion en diferencias finitas, 7 (0), cuyos datos son las
irradiancias promediadas radialmente en la regién de frontera, Z, e Z;, captadas en

z = 0y en jz, respectivamente. Las ecuaciones que describen la varianza de Z’ (0),
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Figura B.6: Evolucién de las cotas superior e inferior de error de la curvatura local en funcién del
nimero de planos de medida, suponiendo que se estima con la férmula central en diferencias finitas,

(a), y con la férmula progresiva y regresiva de Newton, (b). En ambos casos N = 10* y o = 100.

s [f’ (0)}, se obtienen a partir de las Ecs. (B.2) y (B.3) cambiando simplemente
por 7.

Consideremos ahora un detector ¥ centrado en un punto (R, ) del borde de
la pupila en z = 0. Supongamos que en » el frente de onda W se comporta
esencialmente como su proximacién cuadratica W, de la Ec. (3.25). Entonces,
operando con las Ecs. (B.2) y (B.3) para Z y teniendo en cuenta las Ecs. (3.15)
y (4.28), podemos calcular la varianza de la derivada normal local estimada en X,
WOT, en funcion del nimero de fotones que el detector capta en promedio durante el
tiempo de exposicion, es decir, N =Z, +7Z_. Si 7’ (0) se aproxima con las férmulas

central y de Newton en diferencias finitas, estas varianzas son:
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Figura B.7: Evolucién de la separacién interplanos conforme crece el ntimero de planos de medida,
para la férmula central en diferencias finitas, (a), y para la férmula progresiva y regresiva de Newton,
(b), suponiendo N = 10* con ¢ = 0 y o = 100.

a) Férmula central

m

9 am<0> Z RJ—R—FL/Q
€ =— =
22 \N —~ 1+2(D+E)jz+4DEj?2?

Z’”:GQ R;— R+ 1L/2
22 | 1142(D+E)jz+4DEj222

1 = R;—R+1L/2
NEahs L2
N)|. 14+2(D+ FE)jz+4DEj?2?

1 zm: R;—R+L/2
“~ 71+2(D+E)jz+4DEj?2?

(B.11)
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Figura B.8: Evolucién de la posicién de los planos més alejados de z = 0 conforme crece el niimero

de planos de medida, para la férmula central en diferencias finitas, (a), y para la férmula progresiva

y regresiva de Newton, (b), suponiendo N = 10* con 0 =0y o = 100.
b) Férmula progresiva y regresiva

Eg:%_m<i>2 Ly R —R+ L2
22 \N 2 11+4D]Z+4DEj222
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— b | = b J
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Formula €

_ 2
1 )3 a2 Ry —R+L/2 Ry —R+L/2
central i { [N +2 () ] [1+2(D+E)z+4DEz2 + 120 7E)-4DE2
+ RI—R+L/2 . Ry —R+L/2 — W 2
1+2(D+E)z+4DEz2 1—2(D+E)Z+4DEZ2 Z Or

1 1 o\2 RY—R+L/2 L]?
Newton = { [N +2 (N) } |:1:|:2(D+E)z+4DEz2 + 5]

2
RE—R+L/2
> s / 2 L :F ZWo
1+2(D+E)z4+4DEz 2 Wo,

_I_

Tabla B.3: Varianza de la derivada normal local estimada en ¥ utilizando las férmulas de Stirling o
de Newton particularizadas a M = 2 planos de medida, en funcién del nimero de fotones promedio
captados por el detector durante el tiempo de exposiciéon, N, y del nivel de ruido de deteccion,
o/N.

donde R; viene dado por la Ec. (4.29) y W, por la Ec. (3.29). En la Tabla B.3 se
indican estos dos resultados particularizados a formulas con dos planos de irradiancia.
Al igual que en la desviacién de las curvaturas locales del interior, el ruido de
deteccion también contribuye aqui el doble que el ruido foténico.

En la Figura B.9(a), para dos planos de medida, y en la Figura B.9(b), para
ocho planos, se representan las curvas de error que se obtienen a partir de la Ec.
(B.11) para los mismas combinaciones de los coeficientes de la fase local en ¥ que
en las curvas andlogas de las Figuras 3.5(a) y 4.4(a), respectivamente. En la Figura
B.10 se hacen representaciones similares para las férmulas de Newton obtenidas a
partir de la Ec. (B.12). Se supone L = 0,3R para la dimensién radial de la regién
de frontera y que el nidmero de fotones detectados es N = 10* con ¢ = 0. De
este modo, las fluctuaciones por ruido foténico consideradas aqui tienen la misma
desviacién relativa que las de ruido de detecciéon de magnitud o/I, = 0,01, como
en las Figuras 3.5 y 4.4. Dada la similitud en el comportamiento de las curvas de
estas figuras respecto de las de la Figura B.9, podremos aplicar el procedimiento
disenado en el Capitulo 3 para optimizar la estimacién de la derivada normal local
en 2. En concreto, conocidos N, el o especifico del detector, L y las cotas U y V' de
los pardametros de W, tomamos v B2 + C2 = U, D = V/2y E = 0 en las Ecs. (B.11)
y (B.12) y calculamos el valor maximo de ¢, para todo éngulo 6 en cada plano z.
Con ello hallamos una curva que describe la dependencia con la posicién z de la cota

superior de error de la estimacién de la derivada normal local en (R, #). El minimo
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Figura B.9: Curvas de error de la derivada normal local de la fase estimada en ¥ utilizando
el método indirecto en la configuracién central particularizada a M = 2 planos (a) y a M = 8
planos de medida (b), para N = 10* o0 = 0, L = 0,3R, R = 1 y aproximaciones cuadréticas con

U =V = 1. También se representa el resultado para el frente de onda plano.

de esta curva nos proporciona, para este valor de L, la posicion de los planos, znm,
que minimiza la varianza de la derivada normal recuperada globalmente en todo el
perimetro de la pupila. No obstante, como se ha visto en el Capitulo 3, para hallar
la posicion éptima de los planos, zop, €s necesario averiguar el par (L, zmm) tal que,
situando los planos en z,,1,, L coincide con la deformacion radial maxima de la region
iluminada en zy,m. Solo en esta situacion zop, = Zmin-

En lo que respecta a la estimacion de las derivadas normales locales, utilizar més
planos de irradiancia implica también un empeoramiento en los resultados. Podemos
apreciarlo comparando las Figuras B.11(a) y B.11(b) para la férmula central y las
Figuras B.12(a) y B.12(b) para las férmulas de Newton. Si se usa la férmula central,
el error en la separacién éptima aumenta desde ¢, = 0,46 con dos planos a €, = 0,58
con ocho planos, si N = 100, y desde ¢, = 0,2 a ¢, = 0,25, si N = 1000. Con la
formula de Newton se pasa de €, = 0,83 con dos planos a €, = 1,05 con ocho planos

en la separacién 6ptima, si N = 100, y de ¢, = 0,26 a ¢, = 0,32, si N = 1000.
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Figura B.10: Curvas de error de la derivada normal local de la fase estimada en ¥ utilizando el
método indirecto en la configuracién progresiva particularizada a M = 2 planos (a) y a M = 8
planos de medida (b), para N = 10* o0 = 0, L = 0,3R, R = 1 y aproximaciones cuadréticas con

U =V = 1. También se representa el resultado para el frente de onda plano.

Por tdltimo, podemos comparar las figuras representadas en esta seccién con las
correspondientes de los Capitulos 3 y 4 para ruido independiente del nivel de senal.
Las diferencias entre unas curvas y otras se deben a la diferente estadistica de las
fluctuaciones de las medidas de irradiancia porque para hacer estas representaciones
se han escogido fluctuaciones con desviaciones relativas idénticas. Por ejemplo,
se observa un aumento de la separacion interplanos y también del error en las
derivadas normales estimadas cuando las medidas estan degradadas por ruido
foténico exclusivamente.

A la vista de los resultados presentados en este apéndice, el empleo de mas planos
de irradiancia empeora el rendimiento del sensor en aplicaciones donde exista una

limitacion temporal que acote la disponibilidad de fotones.
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Figura B.11: Curvas de error de la derivada normal local de la fase en la frontera estimada con
la configuracién central particularizada a M = 2 planos (a) y a M = 8 planos de medida (b),
cuando el tamano de la zona de deteccién, L, se ajusta a la deformacion radial méxima de la regién
iluminada, suponiendo que en ¥ se detecta el nimero de fotones promedio N indicado y o = 0.

Adicionalmente, se incluye la separaciéon éptima, zgpt.
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Figura B.12: Curvas de error de la derivada normal local de la fase en la frontera estimada con
la configuracién progresiva particularizada a M = 2 planos (a) y a M = 8 planos de medida (b),
cuando el tamano de la zona de deteccién, L, se ajusta a la deformacién radial maxima de la region
iluminada, suponiendo que en X se detecta el nimero de fotones promedio N indicado y o = 0.

Adicionalmente, se incluye la separaciéon éptima, zgpt.



Apéndice C

La formula de Roddier

En los sensores de curvatura acoplados a grandes telescopios terrestres, se emplea
tradicionalmente la féormula de Roddier para estimar la curvatura de los frentes de
onda turbulentos en el interior de la pupila del telescopio y su derivada normal en el
borde. Francois Roddier dedujo esta relacién a partir de las integrales de difraccion
de Fresnel [174], puntualizando posteriormente que esta férmula se deriva también
de la Ecuacién de Transporte de Intensidad [118, 126].

En los sensores de frente de onda aplicados en C)ptica Astrondmica, surgen
problemas que se deben fundamentalmente a la limitacion del niimero de fotones
disponible causada por la evoluciéon temporal de las turbulencias atmosféricas.
Ademas, en el caso concreto del sensor de curvatura, el requisito de que la irradiancia
sea uniforme en el plano de la pupila exige limitar, en lo posible, el efecto del
centelleo en la apertura del telescopio. En consecuencia, Roddier y Roddier optan
por emplear una férmula basada en la férmula central en diferencias finitas, pero
donde la irradiancia del plano z = 0 se aproxima como la media de las irradiancias
en los planos +z y —z. De este modo, evitan repartir los fotones disponibles entre un
tercer plano de intensidad en z = 0 y aprovechan las ventajas de la férmula central
frente a las férmulas de Newton en lo que respecta a la propagacion a la medida de
curvatura local del efecto del ruido y también del centelleo™ [12, 50, 51, 123-126].

Al igual que las formulas clésicas en diferencias finitas, la férmula de Roddier es
otra aproximacién lineal del comportamiento real del sensor, que también se vuelve
imprecisa a medida que los planos de medida se separan més del plano z = 0.

En este apéndice calculamos la varianza de esta formula en funciéon del nimero de

“En condiciones de turbulencia tipicas, algunos autores sittan entre el 10 % y el 15 % la magnitud

del error por centelleo en la medida de la curvatura [175].
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fotones disponible y de la posicién de los planos en el eje z. Finalmente, analizamos
el comportamiento de las curvas de error al estimar las curvaturas y las derivadas

normales locales, para asi proceder a hallar una separacion éptima entre los planos.

C.1. La férmula de Roddier y la Ecuacién de
Transporte de Intensidad

La férmula de Roddier estd intimamente relacionada con la ETI (Ec. (1.3)). En
concreto, al igual que en la férmula central, la derivada axial se aproxima como
la diferencia finita de las irradiancias I, en dos planos situados simétricamente a
ambos lados del plano de recuperacién de fase, z = 0. Pero el método de Roddier
se distingue porque la irradiancia en el plano de la pupila no se mide sino que se
aproxima por el valor medio de las irradiancias en +z y —z, es decir:

f Iy =1 Iy -1 2 _I'(0)

= = ~ = —2V*WP, + 20.W, = 1
S I L = L ZI(O) 2N WP, + z26.W, =5 (C.1)

donde S denota la senal que Roddier implementa experimentalmente en el sensor de
curvatura y S es la senal determinista deducida a partir de la ETI, y donde se ha
tenido en cuenta la Ec. (1.3).

A la vista de la ecuacién anterior, estd clara la relacion entre la férmula de
Roddier y la curvatura del frente de onda en el interior de la pupila, P,. Sin embargo,
la relacién con la derivada normal en la frontera es algo mas compleja debido a la
presencia de la delta de Dirac, d.. Al igual que vimos con las férmulas clasicas en
diferencias finitas, para estimar la derivada normal del frente de onda en cada angulo
0 del borde de la pupila, se toman medidas de irradiancia promediadas radialmente
en la region de frontera. Esto quiere decir que se calculan valores medios para el
numerador y el denominador y la divisién se extrae posteriormente.

Asi, experimentalmente en cada dngulo 6 se implementa:

I, -7
I, +1-
con Z, dadas por la Ec. (3.12). En un punto (R,0) del borde, la relacién entre la

S = (C.2)

senal de Roddier y W, que proporciona la ETT es:

R+L/2 R+L 2
¢ LO _ 1 Flais I'(0)dr f HHEI(0)8(r — R) Wedr
- - R+L/2 R+L 2
7, LR I(0) dr f L] H(r — R)]dr

I,(R-R+%) L
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donde Z, se toma de la Ec. (3.15), R es el radio de la pupila y L es la anchura radial
de la region de frontera.

Si la distancia entre planos se reduce infinitamente, entonces S — S. Para
comprobarlo hallamos el numerador y el denominador cuando z es pequeno y
calculamos el cociente. El primero se obtiene a partir de la Ec. (3.13). En cuanto al

denominador, haciendo uso de la Ec. (3.6):

. T, +T. 1(1 (B 1 [f-
IOZL:—<—/ I+dr+—/ Idr)
2 2\L Jp-1)2 L Jr_1)

I, L L I, I,
~ 2 — — _ — e — Ly=— (C4
2L(R+ R+2+R R—|—2) 2L<ZWT 2W, + L) 5 (C.4)
Si ahora multiplicamos la Ec. (3.13) por z y dividimos por el resultado anterior,
se obtiene: w
~ 2—0 Io r 2
S -t =2-W, =8 (C.5)
3 L

Por tanto, S — & cuando z — 0, lo que posibilita el método.

C.2. Varianza de la formula de Roddier

Supongamos que un detector Y del sensor capta iy fotones en un plano £z
durante el tiempo de exposicién, 7. La senal que proporciona es la suma del niimero
de fotones promedio que se detectan durante el tiempo 7, I, y el ruido, n™ + nih,
es decir:

iy = Io + 0™ 4 ni (C.6)

. .7 h 3
donde n™ es el ruido de deteccién y nt" representa las fluctuaciones en las cuentas de
fotones causadas por el ruido foténico. Ambos son errores de media cero y covarianza
nula entre detectores y planos distintos pero, mientras que la varianza del ruido de

2 en cualquier plano z, la varianza del ruido

deteccién en el area del detector es o
foténico, 0% = I, depende del nivel de irradiancia en cada plano z.
La varianza de los datos de entrada se propaga a la varianza de la férmula de

Roddier, S , de la forma:

s2(8) = <%> (It +0%) + (575:) (I_ +0?) (C.7)

donde: A A
21 21
oS _ 0S _ + (C.8)
oI, (I, +1.) ol_ (I +1-)?
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Tras unas sencillas operaciones de calculo, se obtiene la siguiente expresion para la

varianza debida al ruido:

s2(8) = 1+41r1_ (1-52) +2 <I+i]_)2 (1+92) (C.9)

Por otro lado, la dindmica no lineal de la irradiancia en su evolucién axial (ver

§ 2.3.1) afecta a la aproximacion de I’(0) como una diferencia finita central y a la

aproximacién de I (0) como valor medio de I, e I_, dando lugar al siguiente error:

2(8) = [S _ zi_((g))} 2 (C.10)

Suponiendo que ambas fuentes de error, con desviaciones s, y s, contribuyen
independientemente e introduciendo el desarrollo en serie de Taylor de la irradiancia

en torno al plano z = 0 (Ec. (2.5)), se obtiene:
(g L[ 1 [ L [rO+ el E) - 1)
° <S)_z2{f++f {1 { ]O+i22[]//(§+)+]//<€_)] } }
o\ o [1(0) + 52 [17(€) = I" ()]
2(5) {1“ | L+ 12176 + (6 )] | }}

+2° V (0)+ 521" (€) - I"(€)] T <o>] |
L+ 12 €+ 100)

(C.11)

De forma similar a las férmulas clasicas en diferencias finitas, la varianza de la
formula de Roddier se incrementa cuando los planos se sitian cerca de z = 0,
debido a la contribucién del sumando en 1/2% y cuando se sitian lejos, debido a
la. contribucién del sumando en z2. No obstante, si se compara con las ecuaciones
andlogas para las formulas clasicas del Capitulo 2, la varianza de esta férmula tiene
un comportamiento mas complejo en funcién de z, pues en el sumando en 1/22 estdn
ligadas la contribucion del ruido y de la no linealidad de la irradiancia.

El ntmero finito de fotones disponible es el factor que mas influye a la hora
de recuperar frentes de onda turbulentos por medio de un sensor de curvatura. En
la practica, esta limitacion se traduce en la necesidad de usar pocos detectores de
gran tamano para captar la mayor cantidad de fotones posible durante el tiempo
de exposicién. Asi el sensor de curvatura realiza medidas de la curvatura local en el
interior y de la derivada normal local en la frontera promediadas en el area de cada
detector. Esta solucion es factible gracias a que los frentes de onda turbulentos son

fundamentalmente planos.
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Por estos motivos, en la secciones siguientes calcularemos la varianza de la
curvatura local en el interior de la pupila y de la derivada normal local en el borde
estimadas con la férmula de Roddier, suponiendo valida la aproximacién cuadratica
de los frentes de onda turbulentos en el drea de cada detector. Expresaremos estas
varianzas en funcién del niimero total de fotones, N = I, +1_, que capta un detector

Y. durante el tiempo de exposicion, 7.

C.3. Varianza de la estimacion de la curvatura

local, cotas de error y posicion 6ptima

Supongamos que los frentes de onda turbulentos son lo suficientemente suaves
como para que en el area del detector X el frente pueda aproximarse por la superficie
cuadratica de la Ec. (2.15). Entonces, la irradiancia evoluciona axialmente de la
forma (2.16) en el dominio definido por 3. Si se calculan las irradiancias I e I_ de
los planos +z y —z con esta ecuacién y se sustituyen en la férmula de Roddier (Ec.

(C.1)), se obtiene:

2(D+E)z
1 +4DE2?
Es decir, la senal del sensor obtenida en X, S,, solo es directamente proporcional a
la curvatura del frente de onda, 2 (D + E), en el rango en el que z < 1/vV4DE. Si el

hessiano, 4D FE, es muy grande, los planos de irradiancia deben escogerse muy poco

S, = (C.12)

separados para que no sea significativo el comportamiento no lineal de la senal del
Sensor.

La Ec. (C.12) proporciona una relacién entre la senial del sensor y la curvatura
que puede emplearse para calcular la varianza de la estimacion de la curvatura local.
En concreto, a partir de esta ecuacién y de la Ec. (C.11), calculamos la siguiente

expresion valida en X:

SOOI DRy

[8(D + E)DEzQT

1
1+4DFEz2 (C.13)

En la Figura C.1 se muestra la desviacién de la curvatura local del frente de
onda estimada en ¥, suponiendo que el detector capta un promedio de N = 10*
fotones durante el tiempo de exposicién en ausencia de ruido de deteccién (o = 0).

Desde el apartado (a) al (d) se escogen los mismos valores para los pardmetros
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Figura C.1: Desviacién estdndar de la curvatura del frente de onda en ¥ en funcién de la posicién
de los planos de medida, z, suponiendo que se estima con la férmula de Roddier, con N = 10* y
o = 0. El apartado (a) corresponde a aproximaciones cuadraticas con forma de cilindro parabdlico,
el (b) a aproximaciones con forma de paraboloide eliptico, el (c) a aproximaciones con forma de
paraboloide parabdlico y el (d) a aproximaciones paraboloidales hiperbdlicas.

de la fase cuadratica que en las representaciones analogas del Capitulo 2, donde
se supuso 2 (|D| + |E|) < V = 1, siendo V la cota superior del valor absoluto de
las curvaturas locales del frente en Y. Estas curvas presentan un comportamiento
similar al de las curvas asociadas a las formulas tipicas en diferencias finitas, con
excepcion de las correspondientes a los frentes cuadraticos con forma de cilindro
parabdlico (con D = 0 6 E = 0), que muestran un comportamiento diferente al
resto de aproximaciones cuadraticas. En concreto, a pesar de que las irradiancias
asociadas a este tipo de frentes de onda evolucionan axialmente mas alejadas del
comportamiento lineal (ver Figura 2.6), el error de la curvatura no tiende a infinito
cuando z alcanza la distancia focal. Puesto que D o E se anulan, también se anula
el hessiano del frente cilindrico, lo que implica que la senal (C.12) en ¥ evoluciona

linealmente en todo el rango axial proporcionalmente al valor del laplaciano. Es decir,
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Formula central

2 2 N
€2up(h) o\ 2 a2
: B - () | 2 |+ () [ 1+ (%)
) () +2(3)’] o #0
) a-w) o =0

Tabla C.1: Cota superior y cota inferior de error de la curvatura local y ecuacién del plano éptimo
para la férmula de Roddier en funcién del nimero de fotones promedio captados en ¥ durante el

tiempo de exposicién, N, y de la desviacion del ruido de deteccion, o.

en ausencia de ruido la senal proporcionada por el sensor para un frente cuadratico
con D = 0 o F = 0 seria exacta independientemente de la separacion escogida. Si
no hay ruido de deteccién (o = 0), la curva de error asociada al frente cilindrico
de curvatura méxima, D = V/2 y E = 0, constituye la cota inferior de error de la
curvatura local estimada con la senal de Roddier. En presencia de ruido de deteccion
(o0 # 0), la cota inferior viene determinada por la curva de error asociada al frente
de onda plano, D = E = 0.

La Figura C.1 nos informa de que el valor mas alto de ¢, en la zona del minimo,
se da para los frentes de onda con forma de paraboloide parabdlico de curvatura V.
En definitiva, recurriendo al razonamiento de la § 2.3.3 del Capitulo 2, la separacion
Optima se obtiene minimizando la varianza asociada a los frentes paraboloidales
parabdlicos de curvatura méaxima. En la Tabla C.1 se indican, en funcién de las
coordenadas axiales normalizadas a V', h = Vz, la cota superior de error, la cota
inferior de error y la ecuacién que liga la posicién éptima, hop, con el nimero de

fotones promedio detectados en >, N.
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C.4. Varianza de la estimacion de la derivada

normal local y separacion 6ptima

Supongamos ahora que el detector Y pertenece a la regién de frontera,
estd centrado en el dngulo 0 y tiene dimensién radial L y angular Af (ver Figura
3.3). Las cuentas de fotones que proporciona en los planos +z estdn promediadas
espacialmente en el drea del detector. Esto quiere decir que el detector promedia la
irradiancia radialmente en L y angularmente en Af y la medida se asigna al dangulo
0.

Teniendo en cuenta las mismas hipétesis del apartado anterior para los frentes de
onda turbulentos, podemos aproximar el frente de onda en el area de cada detector
por la cuddrica de la Ec. (3.25). Las inclinaciones y las curvaturas de la cuddrica
provocan deformaciones locales del borde de la regién iluminada en cada plano axial,
cuyo radio RE = RE (0) en los planos £z puede calcularse para cada angulo 6 por
medio de la Ec. (3.28). Por otro lado, la irradiancia captada en cada plano axial por
el detector ¥ asociado al dngulo 6 viene dada por la Ec. (3.32).

La sefial S, = 30(9) en el detector ¥ con centro en el punto (R, #) de la frontera, se
obtiene a partir de la Ec. (C.2), es decir, como la diferencia de irradiancias captadas
en los planos +z y —z normalizada a la suma de ambas irradiancias. La Ec. (C.11)
puede expresarse en funcién de las medidas de irradiancia en la frontera, sustituyendo
simplemente I por su promedio radial en el intervalo [R — L/2, R + L/2], es decir,
Z. Teniendo en cuenta ademas la Ec. (C.3), la varianza de la senal de Roddier en el

detector ¥ asociado a un angulo 6 del borde es:

€ = (2—i>2 {% (1—33) +2(%>2 (1+S§) + [30—2,2 (VZ)T} (C.14)

donde N =7, +7_ son los fotones que X detecta en promedio durante el tiempo de

exposicién 7,y S, y W, en X son:

W,. = Bcos + Csenf + 2R (D cos*§ + E sen?0)

RI-R+L/2  RZ—R+L/2 (C.15)
S _ 142(D+E)z+4DEz2 1—2(D+E)z+4DEz2
o RY—R+L/2 R, —R+L/2

2+

14+2(D+E)z+4DE22 ' 1-2(D+E)z+4DEz2

donde se toma RE de la Ec. (3.28) y B, C, D y E describen las caracteristicas del
frente de onda hasta orden dos en el area del detector.
En la Figura C.2 se representa la desviacién ¢, de la derivada normal local

estimada en un punto (R,f) para las combinaciones de los pardmetros de W,
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Figura C.2: Curvas de error de la derivada normal local estimada en ¥ utilizando la configuracién
de Roddier, para N = 10*, 0 = 0, L = 0,3R, R = 1 y aproximaciones cuadréticas con U = V = 1.

También se representa el resultado para el frente de onda plano.

indicadas, tales que U = 1y V = 1. Se supone que el detector es cuasiideal (¢ = 0) y
capta N = 10* fotones en total durante el tiempo de exposicién. Como en las figuras
analogas del Capitulo 3, se ha tomado L = 0,3R para la dimension radial del anillo
de detectores y se ha calculado la desviacion estandar en cada uno de los angulos y
representado el maximo de todos los errores obtenidos en cada plano z. Cada curva
dibujada es, entonces, la menor cota superior del error de VAVOT.

Estas curvas presentan las mismas caracteristicas enumeradas en la § 3.4.2 para
las curvas asociadas a las férmulas clasicas en diferencias finitas. Por este motivo, la
separacion 6ptima viene determinada por el minimo de la curva correspondiente al
frente de onda cilindrico: D = V/2 y E = 0, con el valor més alto de VB2 + C2.

Ahora bien, para maximizar el rendimiento del sensor de curvatura, hemos visto
en el Capitulo 3 que hay que calcular un tamano éptimo de la region de frontera, L,
ajustandolo a la deformacion radial maxima de la region iluminada en la separacién

6ptima, RT — R, . Llevando a cabo el proceso que, con este fin, se describe en la § 3.5
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Figura C.3: Curvas de error de la derivada normal local de la fase en la frontera estimada con la
configuracién de Roddier cuando el tamano de la zona de deteccién, L, se ajusta a la deformacion
radial maxima de la region iluminada, suponiendo que en X se detecta el nimero de fotones promedio

N indicado y o = 0. Adicionalmente, se incluye la separacién éptima, Zopt.

se obtiene la Figura C.3, donde se muestra el aspecto de la curva para D = 1/2, E =0
y vV B? + C2 = 1, suponiendo que se detectan N = 10%, N = 10 y N = 10* fotones.
Comparando esta figura con la Figura B.11(a) se comprueba que el resultado es algo
mas preciso para la formula central que para la férmula de Roddier. La diferencia es

mas significativa conforme disminuye el nimero de fotones disponible.
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