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Resumo

Unha élxebra de evolucion € sobre un corpo K é unha K-alxebra dotada dunha base B que
verifica que o produto de calquera par de elementos distintos de B sempre é nulo. As alxebras de
evolucion idempotentes de dimensién finita tefien a propiedade de que o seu grupo de automor-
fismos, Aut(£), é finito e admite unha representacion mediante permutacions. No contexto do
problema de realizacién de grupos xorde a pregunta natural de se toda representacién mediante
permutaciéons dun grupo finito G pode realizarse a través dunha alxebra de evolucién idempoten-
te de dimension finita. Neste traballo intrudicese a teoria necesaria para comprender o problema

e tratanse os resultados principais que aparecen na literatura.

Abstract

An evolution algebra £ over a field K is a K-algebra equipped with a basis B such that the
product of any pair of distinct elements from B is always zero. Finite-dimensional idempotent
evolution algebras have the property that their automorphism group, Aut(&), is finite and admits
a representation by permutations. In the context of the group realization problem, a natural
question arises: can every permutation representation of a finite group G be realized through a
finite-dimensional idempotent evolution algebra? This work introduces the necessary theory to

understand the problem and discusses the main results found in the literature.
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Introducion

As dlxebras de evolucidn son un tipo de estruturas alxébricas introducidas por Tian e Voj-
techovsky no ano 2006 (véxase [9]) co obxectivo de modelizar certos mecanismos de herdanza
xenética non mendeliana. Tratanse de dlxebras conmutativas, en xeral non asociativas, dotadas
dunha base, chamada base natural, na que o produto de calquera par de elementos distintos
sempre é nulo. Estas estruturas presentan diversas conexiéns con outras ramas da alxebra, como

a teorfa de grupos ou a teoria de grafos (véxase, por exemplo, [§]).

No espirito da teorfa de Galois, que estuda a estrutura dun corpo a través do seu grupo de
automorfismos, é posible estudar unha alxebra de evolucién £ a través do seu grupo de automor-
fismos, Aut(&). Neste contexto, autores como Sriwongsa e Zou, [7], suxeriron a posibilidade de

clasificar determinados tipos de dlxebras de evolucién a partir do seu grupo de automorfismos.

Dentro deste marco conceptual se sittia o presente Traballo de Fin de Grao, centrado no estudo
dunha clase concreta de alxebras de evolucién, que son as idempotentes, ou sexa, aquelas que
verifican que £2 = £. Esta clase particular de alxebras presenta unha estrutura suficientemente
rixida como para estudar en detalle o seu grupo de automorfismos. Concretamente, as dlxebras de
evolucién idempotentes verifican a importante propiedade de que a sta base natural é tinica agas
por permutaciéns e multiplicacién por escalares non nulos. Este feito facilita significativamente a
caracterizacion dos seus automorfismos, o que nos permitira representar Aut(€) como un cociente

do grupo simétrico .S, e estudar a sia estrutura.

Unha das ferramentas bésicas que empregaremos para abordar este problema é a teoria de
grafos. Veremos que a cada alxebra de evolucion £ lle podemos asociar un grafo dirixido I relativo
a unha base natural, que reflicte parte da estrutura multiplicativa da alxebra. Esta asociacion
non é puramente estética: como se mostra no artigo [6], existe unha sucesion exacta de grupos
que relaciona o grupo de automorfismos de £ co grupo de automorfismos do grafo, Aut(T"), mais

o chamado grupo diagonal de ', que esta relacionado coas raices da unidade:

1 — Diag(T) - Aut(&) 25 Aut(I).

Esta sucesion exacta permitenos estudar de forma sinxela, por exemplo, cando ®p, a repre-
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XI1 INTRODUCION

sentacion do grupo de automorfismos de £, é inxectiva, o que sucede precisamente cando Diag(T")
é o grupo trivial. Esta condicién esta relacionada con propiedades combinatorias do grafo, como
o seu balance, e ofrécenos informacion relevante sobre a propia alxebra de evolucién. Ademais,
baixo certas hipoteses adicionais de transitividade, a anterior sucesiéon exacta permitenos chegar

a unha caracterizacion mais forte do grupo Aut(€).

Finalmente, estudaremos a posibilidade de substituir a condiciéon de idempotencia por outras
condiciéns mais débiles, como a chamada propiedade 2LI, que é suficiente para garantir algunhas
das propiedades das alxebras de evolucion idempotentes, mais non todas. Este feito lévanos a
reflexionar sobre a rixidez estrutural destas alxebras e as consecuencias que certas relaxacioéns

poden ter na sua simetria.

Este traballo pretende asi contribuir & comprension das alxebras de evolucién, empregando
ferramentas da teoria de grafos e a teoria de grupos para estudar e clasificar os seus grupos de

automorfismos.



Capitulo 1
Grupos e grupos de permutacions

O obxectivo deste capitulo é repasar os conceptos bésicos da teoria de grupos e introducir
algunhas nociéns e resultados que utilizaremos 6 longo dos seguintes capitulos para desenvolver

os contidos do traballo.

1.1. Grupos: definiciéns e exemplos

Un grupo é unha estrutura alxébrica formada por un conxunto non baleiro G dotado dunha
operacion binaria interna - : G — G que satisfai as seguintes propiedades:

1. Asociatividade: (a-b) - c=a - (b-c) para calquera a,b,c € G.

2. Elemento neutro: Existe un elemento e € G tal que e-a = a - e = a para todo a € G.

3. Elemento inverso: Para cada a € G, existe un elemento ¢! € Gtalquea-a™' =a '-a =e.

Se ademais a - b = b - a para todo a,b € GG, entéon dicimos que o grupo é abeliano.

O elemento neutro e é inico e dendtase 1. O inverso dun elemento a € G tamén é tinico. Para

simplificar a notacién, escribiremos ab en lugar de a - b sempre que non cause confusion.

Un subgrupo dun grupo G é un subconxunto non baleiro H C G que é un grupo coa
operacion - restrinxida a H. Equivalentemente, H é un subgrupo de G se cumpre as seguintes
condicions:

1. Se a,b € H entén ab € H.

2. Sea€ Henton a~ ! € H.
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Se H é un subgrupo de G, entén escribimos H < G. Un subgrupo H < G dise normal se
aH = Ha para todo a € G, ou equivalentemente, se aha™" € H para todo h € H e todo a € G.

Se H é un subgrupo normal de G, entén escribimos H <1 G.

Se H é un subgrupo de G, entén H induce en G a seguinte relacién de equivalencia:
a~b se ab e H.

Observemos que a clase de equivalencia dun elemento a € H é o conxunto aH = {ah : h € H}.

Se H < G, enton o conxunto cociente G/H é un grupo coa operacion:
aH -bH := abH.

Nese caso, o elemento neutro de G/H é 1H = H e o inverso de aH ¢ o elemento a ' H.

Un homomorfismo entre dous grupos G e G’ ¢ unha aplicacion ¢ : G — G’ que cumpre
que ¢(ab) = ¢(a)¢(b) para todo a,b € G. Se ademais ¢ é bixectivo, entén ¢! tamén é un
homomorfismo de grupos, e dicimos que ¢ é un isomorfismo. Se existe un isomorfismo ¢ :
G — G’', enton diremos que os grupos G e G’ son isomorfos, e escribiremos G ~ G’. Un

automorfismo de G é un isomorfismo G — G.

Se ¢ : G — G’ é un homomorfismo de grupos, entén o conxunto Kerp := {z € G : p(x) = 1}
¢ un subgrupo normal de G chamado nicelo de ¢, ¢ o conxunto Imgp := {p(z) : z € G} é un
subgrupo de G’ chamado imaxe de ¢. Tense que ¢ ¢é inxectivo se, e soamente se, Kerp = 1.

Ademais, tense o seguinte isomorfismo de grupos:

~ Ime.
Kery e

Unha sucesion exacta de grupos é unha cadea de homomorfismos de grupos:

e G 2L GBS G —
que cumpre que Im(gp;—1) = Ker(p;) para cada i. Esta condicién garante que os elementos de
G; que se anulan 6 aplicar ; son exactamente as imaxes por ¢;_1 de elementos de G;_1.Unha

sucesion exacta curta é unha sucesion exacta da forma:
“ P
1—A->B—>C—1.

Neste caso, a exactitude equivale a que ¢ sexa inxectivo, Imy = Kerw e 1 sexa sobrexectivo. En

particular,
B B

~

Imp  Kery

~

A ~ Imyp e

Exemplo 1.1. Alguns exemplos fundamentais son os seguintes:
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1. O conxunto dos nimeros enteiros Z é un grupo coa operacion +, e o elemento neutro é o

numero 0.

2. Se G e H son dous grupos, entén o produto cartesiano G X H é un grupo coa operacién

(91, 1) - (92, h2) == (9192, h1ha).

O elemento neutro é (1g, 1), onde 1g e 1y denotan os elementos neutros de G e H
respectivamente, e o inverso do elemento (g,h) é o elemento (¢!, h~!). Se ambos grupos

son abelianos, entén o produto tamén o é.

3. Se K é un corpo, entén o conxunto K* := K\{0} é un grupo co produto, chamado grupo

multiplicativo de K. O subconxunto:

pn(K) = {p e K p =1}

é un subgrupo de K* chamado grupo das raices n-ésimas da unidade en K. Observemos

que pq € o grupo trivial, que normalmente denotaremos por 1.

4. Na teoria de categorias, un obxecto X dunha categoria C pode ter diversos morfismos en si
mesmo. Un automorfismo de X é un isomorfismo X — X, é dicir, un morfismo f : X — X
para o cal existe outro morfismo f~!: X — X tal que fof~! =idx = f~'of. O conxunto
de todos os automorfismos de X, denotado por Aut(X), é un grupo coa composicion de

aplicacions. O

No capitulo [2| empregaremos o seguinte resultado que involucra o grupo das raices m-ésimas
da unidade nun corpo K, e que constitie un exemplo significativo do concepto de automorfismo

de grupos:

Lema 1.2. Sexan K un corpo e w,,(K) o grupo multiplicativo das raices m-esimas da unidade

para certo enteiro positivo impar m. Enton a aplicacion:

a: i, (K) — g, (K)

>

¢ un automorfismo de grupos. Dado p € p,,(K), o elemento a~t(u) dendtase ,u%.

Demostracion. Dados p, i’ € w,,(K), tense que:

a(pp) = (up')? = p*u? = a(p)a(y'),

ou sexa, & € un homomorfismo de grupos.
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Por outra parte, como m é impar, enton m é da forma 2s + 1 para s algin enteiro non

negativo. Consideremos a aplicacion:

B (K) — p1, (K)

— Ius—f—l

Dado p € p,,(K) tense que u™ =1 e polo tanto:

5+1) s+1)2 2542

aB(p) = a(p™) = (u =p= Tt =" =
Ba(p) = p(u?) = (u*)"H = p»*2 =y = p.

Ou sexa, « e 8 son aplicacions bixectivas e inversas a unha da outra. En particular concluimos

que « é un automorfismo. O

1.2. Grupos finitos

Se G & un grupo finito, entén o cardinal de G chamase orde de G e dendtase por |G|. Noutro

caso, dise que G é un grupo de orde infinita.

Se G é un grupo finito e H é un subgrupo de G, entén o grupo H e o conxunto G/H son
finitos. O cardinal de G/H chamase indice de H en G, e denotase (G : H). O teorema de

Lagrange establece a seguinte identidade:

G| = (G : H)[H|.
Reciprocamente, se G é un grupo e H é un subgrupo finito de G tal que G/H é un conxunto
finito, entén G ¢é finito e verificase a mesma igualdade.

A orde dun elemento a € G é o menor enteiro positivo n (se existe) que satisfai que a™ = 1,

e denotase |a|. Se a é un elemento de G de orde n e m é un enteiro tal que a™ = 1, entén n | m.

A continuacién demostraremos un resultado elemental sobre a orde dun elemento nun grupo,

que empregaremos no capitulo |2 para a demostraciéon doutro resultado:

Lema 1.3. Sexan G un grupo e a € G un elemento de orde n. Dado k € Z:

o= G
ged{n, k}"
Demostracion. Sexa m = |a*|, e sexa d = ged{n,k} > 0, de xeito que n = rd e k = sd para

certos enteiros 7 e s, necesariamente positivos, tales que ged{r, s} = 1. Debemos ver que m = r.
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m km

Vezamos que r | m. Como |a¥| = m entéon 1 = (a¥)™ = a*™, e como ademais |a| = n, enton

n | km. Ou sexa, existe un niimero enteiro A tal que km = An. Entén sdm = Ard, e como d # 0

enton sm = Ar. Particularmente, r | sm. Pero como ademais ged{r, s} = 1, enton r | m.
Vexamos que m | r. Efectivamente, tense que:
k| =

e como |a m, enton m | r.

Como r e m son nameros enteiros positivos tales que r | m e m | r, entén r = m, que era o

que tinamos que probar. O

Tamén demostraremos os seguintes dous lemas, que seran de utilidade no capitulo |2 para
probar alguns resultados que involucran a orde de certos grupos finitos, motivo polo cal os

incluimos nesta seccién:

Lema 1.4. Se n,m son enteiros positivos tales que n | m enton 2" — 1| 2™ — 1.

Demostracion. Suponiamos que m = kn para certo enteiro k necesariamente positivo. Enton:

2m 1 =2k _1
= (2" =Y T+ @) P42+ 1),

e polo tanto 2™ — 1 | 2™ — 1, como queriamos ver. O
Lema 1.5. Se n,m son enteiros positivos, enton ged{2" —1,2™ — 1} = gged{n,m} _ 1.

Con mdis zeneralidade, se {ny...ng} € un conzunto finito de nimeros enteiros positivos,
enton ged{2™ —1...2™ — 1} = 2ecd{mmi}
Demostracion. En primeiro lugar vexamos que se n,m son enteiros positivos, entén ged{2" —
1,2m — 1} = 28cd{nm} _ 1,

Sexan t = ged{2" — 1,2™ — 1} > 0 e d = ged(n,m) > 0. Polo teorema de Bézout, existen
s,t € 7Z tales que d = sn + tm.

Comot|2" —1et|2™ — 1 enton:

e polo tanto:

ou sexa, t | 2¢ — 1.
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Ademais, polo lema anterior tense que, como d | n, entén 2¢ —1| 2" —1, e como d | m, entén
24 —1]2™ — 1. Polo tanto, 2¢ — 1 divide o valor t = gcd{2" —1,2™ — 1}, isto &, 2¢ — 1 | t.

Acabamos de probar que t | 20 —1e2¢ -1 | t, e como tanto ¢ como 2¢ — 1 son nameros
enteiros positivos, enton ¢ = 2¢ — 1, é dicir, que ged{2" — 1,2™ — 1} = 28cd{n.m} _ 1,

Agora vexamos que se {nj...n;} é un conxunto finito de nimeros enteiros positivos, enton
ged{2™ — 1...2™ — 1} = 28cd{mim} 1 Verémolo por inducion sobre k > 2. Para k = 2
acabamos de probalo. Ademais, se o resultado é certo para calquera conxunto finito de & — 1

nameros enteiros positivos, enton, para o conxunto {ni ...ny} verifiacase que:

ged{2™ —1...2" — 1} = ged{ged{2™ —1...2™~1 — 1} 2" — 1}
= gcd{ngd{nlmnk—l} —1,2™ — 1}

_ 2gcd{ng{n1--~ﬂk—l}vnk} -1

— 2gcd{n1...nk} —1,

que era o que queriamos demostrar. [l

1.3. Grupos de permutaciéns e transitividade

Unha permutacién do conxunto N = {1...n} é unha aplicacién bixectiva o : N — N. O
conxunto de todas as permutaciéns do conxunto N é un grupo coa composicion de aplicaciéns
chamado grupo simétrico de n elementos. Este grupo dendtase S5,, é abeliano para n = 2 e

non abeliano para n > 3. Calquera subgrupo de S, chamase grupo de permutacions.

Un caso importante de permutacions son os ciclos. Un r-ciclo é unha permutacion o € S,

para a cal existen r elementos distintos aq,...,a, € {1,...,n} tales que:
o(ay) = ag,
o(ag) = as,

O-(arfl) = Qr,

o(a) = ai,

e de tal maneira que o deixa fixos o resto de elementos. Normalmente, representamos os r-ciclos

de forma abreviada como o = (a; ...a,). Os 2-ciclos chamanse transposicions.
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Exemplo 1.6 (Produto de ciclos e transposicions). O 3-ciclo de Sy o = (132) é a permutacion:

A transposicion 7 = (14) ¢ a permutacion:

E facil ver que 70 = (1324) e o7 = (1432). &

Un resultado importante establece que calquera permutaciéon de S,, pode descomponerse co-
mo produto de transposicions. Esta descomposicién non é tnica, pero conserva a paridade, o que
quere dicir que se o se pode descomponier como produto dun nimero par (impar) de transposi-

cions, enton calquera descomposicion de o consta dun nimero par (impar) de transposicions.

Se o se expresa como produto dun nimero par de transposicions, entéon dise que o é unha
permutacién par. O conxunto formado por todas as permutaciéons pares de .S, é un subgrupo de

Sy, chamado grupo alternado de n elementos, e denétase por A,,.

A continuacién introduciremos o concepto de grupo de permutaciéns transitivo, que sera

clave na tltima parte do capitulo

Definicion 1.7. Sexan n e k enteiros positivos tales que £ < n. Un grupo de permutacions P <
Sy, dise k-transitivo se, para calquera par de k-uplas (z1 ...x) e (y1 . . . yi) formadas por elemen-
tos distintos de {1...n}, existe unha permutacion o € P tal que (y1...yx) = (c(z1)...0(zk)).

Se k = 1 entén diremos que o grupo de permutacions é transitivo en lugar de 1-transitivo.

Verificase o seguinte resultado:
Proposicion 1.8. Se P < S, € un grupo de permutacions k-transitivo, enton € k'-transitivo

para calquera enteiro positivo k' < k.

Demostracion. Dadas duas k’-uplas de elementos distintos de {1...n}, (x1...2x) e (y1...yp),

podemos completalas con outros k — k’ elementos distintos zy/ 1 ...k € Ypra1 ... yr de {1...n},



8 1. Grupos e grupos de permutacions

dando lugar a duaas k-uplas (21 ... g/, g1 - - - k) € (Y1 - - Yr/s Yrrs1 - - - Yi)- Como P é k-transitivo,

enton existe unha permutacion o € P tal que

W1 Uk U1 - Yk) = (0(21) - o(aw), 0(zps1) - o(zp)).

Particularmente, (y; ...y )=(0(z1) ...0(xp)). ]

Un importante exemplo de grupo 2-transitivo é o seguinte (véxase [3]):
Exemplo 1.9. O grupo alternado de 4 elementos, A4, é 2-transitivo.

Para probalo, tomemos (x1,x2) e (y1,y2) dous pares de elementos distintos de {1,2,3,4}, e
vexamos que existe unha permutacion o € A, tal que (y1,y2) = (0(21),0(22)). Distinguiremos

catro casos:

Se os elementos x1, x2,y1,y2 son todos distintos, entéon chega tomar o = (z1y1)(x2y2).

Se x1 = y1 e T2 # Yo, entén podemos tomar z o elemento de {1,2,3,4}\{x1,y1,22 = y2} €

definir o = (x2y2)(y22).

Se 1 # y1 € T3 = Y2, entén podemos tomar z o elemento de {1,2,3,4}\{z1 = y1, 22,92} €

definir o = (z1y1)(y12).

Se 1 = y1 e x3 = Y2, chega tomar o = 1. &

De xeito anélogo podemos ver que A, é 2-transitivo para calquera n > 4 arbitrario. Destaca-
mos este feito xa que os grupos de pemutacions 2-transitivos xogarédn un papel moi significativo

na altima parte do capitulo [4



Capitulo 2

Grafos dirixidos. Automorfismos

diagonais

Neste capitulo introduciremos as nociéns de grafo dirixido finito, grupo diagonal dun grafo
dirixido finito e outros conceptos relacionados, que seran algunhas das ferramentas fundamentais
que empregaremos 6 longo do noso traballo. Todas as definiciéns e resultados deste capitulo
estan tomados de [6] e de [I]. Compre sinalar que os grafos que consideraremos neste traballo
son todos grafos dirixidos finitos, e por simplicidade moitas veces referirémonos a eles soamente

como grafos.

2.1. Grafos dirixidos: definiciéons e exemplos

Un grafo (dirixido finito) ¢ un par I' = (V, E) formado por un conxunto finito V' cuxos

elementos se chaman vértices e un conxunto £ C V x V cuxos elementos se chaman arestas.

Un morfismo entre dous grafos I' = (V, E) e I" = (V', E’) é unha aplicacion o : V. — V’

1

que cumpre que (o(i),0(j)) € E' se (i,j) € E. Se o é bixectiva e 0~ ¢ un morfismo de grafos,

enton dise que ¢ é un isomorfismo de grafos. Un automorfismo dun grafo I' é un isomorfismo
de T" en si mesmo. Trivialmente, o conxunto Aut(T") formado polos automorfismos dun grafo I" é

un grupo coa composicién de aplicacions.

Exemplo 2.1 (Morfismo de grafos). Consideremos o grafo I' = (V, E) dado por:
V ={v1,v,v3} e E ={(v1,v2),(v1,v3), (v2,v3)},
e mais o grafo IV = (V' E’) dado por:
Vi={uvp,v,03} e E'={(vh,v3), (3, v1), (v5,v1), (v3,v3)},

9
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representados na figura [2.1]

© D

Figura 2.1: Grafos I e I'V do exemplo

Claramente, a aplicaciéon o : V' — V'’ definida como:

1

é un morfismo de grafos bixectivo. Non obstante, a aplicacién ¢~" non é un morfismo de grafos,

xa que (vh,v}) € E' pero en cambio (o71(v}),071(v})) = (v2,v2) ¢ E. Enton o ¢ un morfismo
de grafos bixectivo, que non é un isomorfismo de grafos. <&

Dado un grafo I' = (V, E), introducimos as seguintes definicions:

» Un subgrafo é un grafo I = (V’, E) que verifica V' C V e E' C E.

» Un camino é unha secuencia v = (vg, €1, V1, ...,Un_1, €n, V), onde n > 0, vy, ..., v, € V,
€l,...,en € E, e para cada i = 1,...,n camprese que e; = (v;—1,v;) ou ¢; = (v;,v;—1). Un
ciclo é un camifno v = (vg, €1, V1, ...,Un—_1, €n,Vy) tal que vy = vy,

= O grao de entrada dun vértice v € V é o enteiro non negativo:
deg” (v) =#{w eV | (w,v) € £},
mentres que o grao de saida é:

deg®(v) = #{w e V| (v,w) € E}.

Dicimos que un vértice v é unha fonte se deg™ (v) = 0, é dicir, se non ten arestas entrantes,

e un sumidoiro se deg’ (v) = 0, ou sexa, se non ten arestas saintes.
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» Definimos o balance do camino v = (vg, €1,v1,...,Vn_1, €n, Vy) COMO O NUMEro enteiro:
b(v)=#{i|1<i<nee = (vi_1,v)} —#{i|1 <i<nee = (vivi1)}

E dicir, b(vy) obtense sumando +1 se a aresta e; vai na direccion gorrecta"de v;—1 a v; e —1

sevai na direccién contraria, sumando 6 longo do camino.

= O balance do grafo I' definese como o maximo comin divisor dos valores absolutos dos

balances dos ciclos en I':

b(T') = ged{ |b(y)| : v é un ciclo en T }.

= Por dltimo, diremos que un grafo I' é conexo se para calquera par de vértices v,w € V

existe un camino:
v = (V0, €1,V1, ..., Un_1,€n, Vp)
con vg = v e v, = w. Diremos que v é un camino de v a w.

Calquera grafo I' é a unién disxunta das siias componentes conexas, onde por compo-

nente conexa entendemos un subgrafo conexo maximal de T'.

Ilustremos con algtins exemplos os conceptos que acabamos de definir:

Exemplo 2.2. A figura representa o grafo de vértices V. = {v1,v9,v3,v4} e arestas E =
{(v1,v2), (v2,v1), (v1,v3), (v3,v1), (v1,v4), (v2,v4), (v3,v4)}. O vértice vy non ten arestas saintes,

¢ dicir, deg™ (v4) = 0, e polo tanto é un sumidoiro. &

Ul >

Figura 2.2: Grafo con sumidoiro.

Exemplo 2.3. A figura representa o grafo de vértices V. = {wv1,v9,v3,v4} e arestas E =
{(v1,v2), (v2,v1), (v1,v3), (v3,v1), (V4,v1), (V4,v2), (v4,v3)}. O vértice vy non ten arestas entran-

tes, é dicir, deg™ (v4) = 0, e polo tanto ¢ unha fonte. &
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Figura 2.3: Grafo con fonte.

Exemplo 2.4. A figura representa o grafo de vértices V. = {v1,v9,v3,v4} e arestas E =
{(v1,v2), (v1,v3), (v2,v3), (v3,v4), (va,v1)}. Por simplicidade, denotemos por e;; a aresta (v;, v;).
Consideremos os seguintes camifios en I:

Y1 = (v1, €12, V2, €23, V3, €34, V4, €41, V1)

Y2 = (v1, €13, V3, €34, V4, €41, V1)

Esta claro que b(y1) = 4 e b(y2) = 3. Como b(I') é un enteiro positivo que divide o valor
ged{b(71),b(y2)} = ged{4,3} =1, entén b(I') = 1. &

()y———

Figura 2.4: Grafo con balance 1.

2.2. O grupo diagonal dun grafo

Sexan K un corpo e I' = (V, E) un grafo. Definimos o grupo diagonal de I" en K como o

conxunto:

Diagy (I') :== {¢ : V = K* | ¢(w) = ¥(v)? se (v,w) € E}

A partir de agora, entenderemos que estamos traballando sobre o corpo K ainda que non o
indiquemos explicitamente, e escribiremos Diag(T") en lugar de Diagy (I'). Do mesmo xeito, deno-
taremos o grupo multiplicativo das raices m-ésimas da unidade en K por w,, en lugar de pu,, (K)

sen causar confusion.



2.2. O grupo diagonal dun grafo 13

O seguinte resultado establece que, efectivamente, Diag(I") é un grupo:

Proposicion 2.5. Se I' = (V| E) é un grafo, enton Diag(T") é un grupo coa operacion:

(W) (v) = P(v)¢' (v)

e o seu elemento neutro € a aplicacion 1 :V — K* dada por 1(v) =1 para todo v € V.

Demostracion. Vexamos cada parte da demostracion por separado.

» A operacion estd ben definida. Dados ¥, € Diag(T"), para calquera aresta (v,w) € E:

(W) (w) = P(w)y (w) = ()¢ (v)? = (W)Y ()? = (WY')(v)?,
é dicir, que ¥ € Diag(T").

s Asociatividade. Dados 1,1’ 9" € Diag(T'), para todo v € V' ctumprese que:

¢ dicir, ()9 = ("))
= FElemento neutro. Para cada v € V arbitrario verificanse as seguintes igualdades:

(19)(v) = 1(v)y(v) = 1- ¢ (v) = ¢(v),
(1) (v) = P(v)1(v) = () - 1 = P(v);

ou sexa, que 19 = 1) = 11 para todo ¢ € Diag(I'), o que quere dicir que 1 é o elemento
neutro de Diag(T").

= Elemento inverso. Dado calquera 1) € Diag(I'), podese definir a aplicacion ¢’ : V — K*

1
como ' (v) = g posto que ¢(V) C K*. Se (v, w) € E enton:

oy — 2L e
w (U}> - w(w) w(v)g w (U) ’
e polo tanto ¢’ € Diag(T"). Ademais, para todo v € V, ¥¢/'(v) = 1 = ¢'¢(v), ou sexa,

w/ — w—l'

Polo tanto, Diag(T") é un grupo. O
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O seguinte resultado presenta unha relacién entre o grupo diagonal dun grafo I' e os grupos
diagonais das stias componentes conexas, e serd de utilidade & hora de estudar o grupo diagonal

de grafos non conexos:

Proposicion 2.6. Sexa I' un grafo e sexan I'y ... Ty as stias componentes conexas. Enton:
Diag(T") ~ Diag(T'1) x --- x Diag(T').

Demostracion. Suponamos que I' = (V| E) e que I'; = (V}, E;) para cada i = 1,..., k. Definimos

a aplicacion:

r: Diag(I") — Diag(T';) x --- x Diag(I'y)
P — 7"(7/)) = (¢|V1a s a¢|Vn)

Vexamos que r é un isomorfismo de grupos.

r estd ben definido. Para cada ¢ € Diag(I') e cada i = 1,...,k, a restricion |y, é un
elemento de Diag(I';), xa que se (v,w) € Ej, en particular (v,w) € E, e en consecuencia

Dlv, (w) = (w) = (v)? = Y|y, (v)*.

= 7 € un homomorfismo. Dados 1,1 € Diag(I'), para cada i = 1,..., k arbitrario cimprese

que (¢')v; = ¥lv;¢'|v;, e polo tanto 7 (1)) = r(¢)r(¢’).

r € inzectivo. Sexa 1 € Ker(r). Dado un elemento v € V' arbitrario, terase que v pertence 6
conxunto de vértices dunha tnica componente conexa de I'. Suponamos que v € V;. Enton

P(v) = |y, (v) = 1. Concluimos que ¥ = 1, de xeito que Ker(r) =1 e r é inxectivo.

r € sobrexzectivo. Para cada ¢ = 1,...,k sexa ¢; € Diag(I';) un elemento arbitrario, e

definamos a aplicaciéon @ : V — K* da seguinte maneira:

Y(v) =1 (v) se v € V.

En primeiro lugar, v estd ben definida, pois cada elemento v € V pertence 6 conxunto
de vértices dunha tnica componente conexa de I'. Ademais, dada unha aresta (v,w) €
E, terase que (v, w) pertence 6 conxunto de arestas dalgunha componente conexa de T,
digamos E;; enton v, w € V; e ademais ¥(w) = ¢;(w) = ¥;(v)? = 1(v)?. Consecuentemente,
1 € Diag(I"). Ademais, para cada i = 1,...,k terase que ¥|y; = ¢; e polo tanto r(¢)) =
(Y1, Yp).

Acabamos de ver que r é un isomorfismo e polo tanto Diag(I") ~ Diag(I'1) x - -+ x Diag(T'y). O
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Mais abaixo veremos que se I' é un grafo conexo e sen fontes, entéon o grupo Diag(T") é
isomorfo 6 grupo das raices N-ésimas da unidade pp para certo nimero natural N relacionado
co balance de I". O seguinte resultado, en cuxa demostracion adaptamos as ideas de [5, Theorem
4.8|, ofrece unha primeira intuiciéon da relacién que existe entre os elementos do grupo diagonal

e as raices da unidade en K:

Teorema 2.7. Sexan I' = (V, E) un grafo sen fontes e ¢ € Diag(I"). Dado v € V', ¥(v) € unha

raiz m-ésima da unidade para algin enteiro positivo impar m.

Demostracion. Suponamos que V = {vy,...,v,} e que v = v;. Denotemos ig = i. Como o grafo
I" non ten fontes, entén existira algtn indice ¢; € {1,...,n} tal que (v;,,v;,) € E. Analogamente,
existira algin indice ig € {1,...,n} tal que (vj,,v;,;) € E. Procedendo sucesivamente da mesma

maneira, construiremos unha sucesion de indices {i}32, formada por elementos do conxunto
{1,...,n} que para todo k € N cumpre que (v;,,,,v;,) € E, e en particular 9 (v;,) = w(vikH)Q,
xa que ¢ € Diag(T").

Agora ben, no conxunto {i}}_, debe haber necesariamente dous elementos repetidos, e polo
tanto podemos considerar r e s os menores enteiros tales que 0 < r < s < n e i, = ig (obsérvese

o grafo da figura . Terase que:

Y(v;,) = (i, 1)? = V(05,5)" = = )" = p(,)"

de xeito que ¥(v; )2 ~! = 1. Ademais:

(V) = P(vig) = ¥(vy)* = -+ = (v,
Polo tanto:
YT = W(0,)?)T T = W)t T =1 =1
Se denotamos m = 2°7" — 1, teremos m é impar e 1(v) é unha raiz m-ésima da unidade. O

Acabamos de probar que se I' ¢ un grafo sen fontes, ¢ € Diag(I") e v € V, entén ¢(v) é unha
raiz impar da unidade, e, en particular, |¢)(v)|, a orde de ¥ (v) no grupo multiplicativo K*, é un

ndmero impar.
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—0-©
e

Figura 2.5: Grafo do teorema [2.7]

O seguinte resultado nos permitira probar que se ademais I' é conexo, entén todos os elementos

¥ (v), con 1) € Diag(I") e v € V, tenen a mesma orde en K*:

Proposicion 2.8. Sexan I' = (V,E) un grafo e v = (vg,€1,V1,-..,Vn—1,€n,Vp) UN CAMINo
en I', e sexa ¢ € Diag(I') tal que cada elemento ¢(v;) € unha raiz impar da unidade. Enton

P(vn) = P(ve)?"".

Demostracion. Vexamos a demostracion por inducién sobre n. En primeiro lugar, debemos ver
que o resultado é certo para n = 1, ou sexa, para un camino da forma vy = (vg, e1, v1). Distingui-

remos dous casos:

Caso 1. Se e; = (vp,v1) entéon b(y) = 1 e ademais:
$lo1) = (v0)* = $(wo)”".

Caso 2. Se e; = (v1,v0) entén b(y) = —1 e ¥(vg) = ¥(v1)?. Grazas 6 lema podemos

escribir:

b(vr) = Y(ve)® = (wg)? "

Agora supofiamos que o resultado é certo para camifios de lonxitude n — 1 e vexadmolo para

v = (vo,€1,V1,...,Un_1,€n,Vy) un camino de lonxitude n.
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Consideremos o camifnio v = (vg, €1, 01, .., Un—2,€n—1,Un—1). Resulta claro que:

b(y)+1 seey,=(vp-1,0n)
b(y) =
b(v)—1 seey,=(vn,vp-1)

Distinguiremos dous casos:

Caso 1. Se e, = (vp—1,vy) enton:

’

0(0n) = ¥lva1)? = o)) = wl)* " = (o).
Caso 2. Se e, = (vp, vp_1) entoén Y(vy,_1) = ¥(vy,)? e polo tanto:

P(vp) = T/J(Un71)2_l = (@0(00)21)(7/))2_1 - ¢(UO)2b(7')—1 _ 7/1(?)0)21)(7).
0 que remata a proba. -

A partir da proposiciéon anterior deducimos o seguinte resultado, que adiantabamos antes:

Proposicion 2.9. Sexa T' = (V, E) un grafo conexo e sen fontes e sexa 1 € Diag(T"). Enton,

dados u,v € V, 1p(u) e p(v) tenen a mesma orde no grupo multiplicativo K*.

Demostracion. Como o grafo I' é conexo, enton existira v = (vg, €1, v1, ..., Un—1, €, Up) UN cami-
no de u a v. Podemos suponier que b(7y) > 0 sen perda de xeneralidade, xa que se fose b(y) < 0,
enton poderfamos considerar o camifio de vau ™! = (Un, €n—1,Un—1,...,01,€1,0), cuxo balance

& b(y~ 1) = —b(7y) > 0, e facer un razoamento anlogo.

Suponamos pois que 7 é un camino de u a v con b(vy) > 0. Pola proposicion tense que
P(v) = @D(u)Qbm. Se b(y) = 0 entén ¢ (v) = (u) e o resultado dedtcese trivialmente. Se b(vy) > 0,
enton polo lema [1.3] terase que:

)
YOI ot

onde 2°() & un nimero par e [1(u)| é un niamero impar (a consecuencia do teorema [2.7). Polo
tanto ged{[¢(u)], 2"} =1, e de af [(v)| = [ (u)]. i}

Finalmente, xa estamos en condicions de formular a relacion que existe entre o grupo Diag(T")
e as raices da unidade en K. Recordemos que se m é un enteiro positivo, entén p,, denota o

subrgupo de K* formado polos elementos p € K* tales que p™ = 1.

Teorema 2.10. Sexa I' = (V, E) un grafo conexo e sen fontes, e sexa N = 20 — 1. Enton

Diag(l") ~ pp.



18 2. Grafos dirixidos. Automorfismos diagonais

Demostracion. Fixado un elemento a € V', definimos a aplicacion:

®, : Diag(l') — K*
Y o (¥) :=1P(a)

Vexamos que ®, é un homomorfismo de grupos inxectivo, e que a sila imaxe é precisamente p ;.

Procedamos por partes:

= &, € un homomorfismo de grupos. Dados ¢y’ € Diag(T):
Do (Y)') = (¥')(a) = Y(a)y'(a) = Pa(t))Pa(¥).

» O, € inzectivo. Sexa 1 € Diag(T") tal que ®,(¢)) = 1, ou sexa, tal que ¥(a) = 1. Como
I'" é un grafo conexo entén, dado v € V arbitrario, existird v un caminio de a a v, e pola
proposicion [2.8) enton:

w(v) _ w(a)gb(w) _ 1217(7) -1

Como ¥ (v) = 1 para todo v € V, enton ¢ = 1. Concluimos que Ker®, = 1, o que quere

dicir que o homomorfismo de grupos ®, é inxectivo.

» Vexamos que Im®, C pp. Sexa1p € Diag(I"). Observemos que se vy = (vg, €1, V1, . - -, Un—1, €n, Up)

é un ciclo de I' arbitrario (vo = vy,), enton ¥ (vy) = ¥ (v,) = w(vo)Qbm, e polo tanto:
w7 =1,

Deste xeito, |1(vp)|, a orde de 1)(vg) en K*, divide a 2°() —1. Agora ben, pola proposicion
tense que |1h(vg)| = |1(a)|. Polo tanto, [¢(a)| divide a 2" — 1 para calquera ciclo v de
I'. Daquela, |¢(a)| divide o valor:

ged{2°™) —1:~ ¢ un ciclo de I'} =
_ 2gcd{b('y):'y é un ciclode I'} 1
=2t

=N,
onde a primeira igualdade é consecuencia do lema . Polo tanto, ¥(a)
(I)a(¢) = ¢(a) € pN-

= 1, ou sexa,

n Vexamos que py C Im®P,. Sexa p € py, e definamos ¢ : V' — K* da seguinte maneira:

sev=a

)=
2b(v) . i~
se v # a, para algin camino v de a a v
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En primeiro lugar, ¢ esta ben definida, pois se v = (vg,€1,V1,...,Un_1,€n,0n) € § =
(0o, €1,01,...,0k—1, €k, V) son dous caminos de a a v, entén o camino:
A1 PN AN oA A
YY" = (v, €1, V1, -+ ., Un—1, €n, Uy = U, €k, Vp—1, - - ., D1, €1, Vo)

é un ciclo que comeza e acaba en a, e o seu balance é b(y9~!) = b(y) — b(%). Terase que
b(T) | b(y4~1), e grazas 6 lema enton:

N =200 1200770 = 2b()-b0) _q

_b(

Agora, como p € py enton pY = 1, e como ademais N | 2b()=b("") — 1, entén tamén se

. 26M=b(Y)_1 _ 1 ..
verifica que p =1, é dicir:

2b(M-b(v")

Elevando ambos termos a 2°07") obtemos que:

2b(7) 2b(7)—b(v') | 2b(+") 2b(v")
pe = (u ) =

)

e de af concluimos que o valor 1(v) esta ben definido.

Ademais, temos que ¥ € Diag(T'), xa que, dada unha aresta e = (v,w) € E, e toma-
do un camino arbitrario v = (vg,€1,v1,...,Un_1,€n,v,) de a a v, verificase que v =

(V0, €1,V1, -+, Upn—1,€n, U, €,w) &€ un camiio de a a w con b(y’) = b(y) + 1, e polo tanto:
b(v") b(y)+1 b(7)
p(w) =p® " =2 = () = (v)?

Ou sexa, acabamos de demostrar que ¢ é un elemento de Diag(T") tal que ®,(v)) = p, e de

al concluimos que ppn C Im®,

Vimos que ®, é un homomorfismo de grupos inxectivo entre Diag(I") e K*, cuxa imaxe é

precisamente p,. Daquela:

que era o que tinamos que probar. O

Como consecuencia do teorema anterior deducimos dous importantes corolarios:
Corolario 2.11. Se I' = (V, E) € un grafo conexo e sen fontes que contén un ciclo da forma

v = (v,e,v), entén Diag(T") = 1.

Demostracion. Tense que b(T") divide o valor b(y) = 1, e polo tanto b(I') = 1. Do teorema anterior

deducimos que Diag(I") ~ pu; = 1, ou sexa, que Diag(T") é o grupo trivial. O
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Corolario 2.12. SeT' ¢ un grafo sen fontes, enton Diag(T") € un grupo finito.

Demostracion. Sexan I'y,..., 'y as componentes conexas de I', e para cada ¢ = 1,...,k sexa
N; = 20 — 1. Cada compoiiente T'; & un grafo conexo e sen fontes, e polo tanto Diag(I';) ~ py,.
Ademais, pola proposicion [2.6] Diag(I") ~ Diag(I'1) x - -- x Diag(I'y). Enton:

Diag(') =~ py, X -+ X py,,

e, en particular, Diag(I") é un grupo finito. O]



Capitulo 3

Alxebras de evolucion: definicidons e

estrutura

Neste capitulo introducimos a nocién de dlzebra de evolucidn sobre un corpo, que consitie o
principal obxecto de estudo do noso traballo, asi como o concepto de matriz de estrutura dunha
alxebra de evolucién, unha ferramenta que nos permitira estudar algunhas propiedades deste tipo
de Alxebras mediante invariantes asociados 4s matrices. Na tultima seccién do capitulo definiremos
o concepto de idempotencia dunha &alxebra de evolucién, unha importante propiedade que sera

clave para garantir algtns dos resultados que desenvolveremos no capitulo [4]

3.1. Alxebras sobre un corpo: definiciéns e exemplos

Unha alxebra sobre un corpo K, ou K-alxebra, é un K-espazo vectorial A dotado dunha
operacion binaria interna - : Ax.A — A que satisfai as seguintes propiedades para todo x,y,z € A
e todo A € K:

1. Distributividade pola dereita: = - (y+z2) =x-y+x- 2,

2. Distributividade pola esquerda: (x +y)-z=x-2z+y- 2,

3. Compatibilidade co produto escalar: x - (A\y) = (A\x) -y = Az - y).

Unha K-alxebra A dise asociativa se (z-y)-z = - (y- 2) para todos z,y, z € A; conmutativa

se -y = y-x para todos x,y € A; e unitaria se existe un elemento 1 € Atalque l-x = 2-1 ==z

para todo x € A.

A partir de agora, para simplificar a notacién, escribiremos simplemente xy en lugar de x - y.

21
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Unha base dunha alxebra .4 é unha base de A como espazo vectorial, é dicir, un subcon-
xunto B C A tal que todo elemento de A pode escribirse de forma tnica como combinacion

linear de elementos de B.

Se B = {e;}icr € unha base de A, entén a estrutura multiplicativa de A queda determinada
polas constantes de estrutura cfj € K, determinadas por:

§ : k
€i€j = Cij €L.

kel

Unha K-alxebra A dise de tipo finito se ten dimensién finita como K-espazo vectorial, é
dicir, se admite unha base finita. No noso traballo s6 consideraremos alxebras de tipo finito, e a

partir de agora referirémonos a elas simplemente como alxebras.

Un morfismo de alxebras entre duas K-alxebras A e A’ é unha aplicacion ¢ : A — A’
que ¢é linear e multiplicativa, ou sexa, ¢(xy) = ¢(z)p(y) para todo z,y € A. Se ademais ¢ é
bixectiva, entéon o seu inverso ¢! tamén ¢ linear e multiplicativo, e polo tanto un morfismo de
alxebras. Nese caso, dise que ¢ é un isomorfismo. Un automorfismo dunha K-4lxebra A é un
isomorfismo ¢ : A — A. O conxunto de todos os automorfismos de .4 é un grupo coa composicion

de aplicacions e denotamolo por Aut(.A).

Obsérvese que para verificar que unha aplicacion ¢ : A — A’ é un (iso)morfismo de alxebras,
chega con comprobar que é (isomorfismo) linear sobre unha base B = {¢;} de A e que se conserva
o produto entre elementos da base (é dicir, ¢(eje;) = ¢(e;)p(e;) para todo 4, j), xa que para o

resto de elementos o argumento esténdese por linearidade.

Exemplo 3.1. Algtuns exemplos fundamentais son os seguintes:

1. O conxunto M, (K) das matrices cadradas de orde n con entradas nun corpo K é unha
alxebra asociativa e unitaria coas operaciéns usuais de suma, produto por escalar e produto

matricial.

2. O conxunto K[X] dos polinomios con coeficientes en K é unha alxebra asociativa, con-
mutativa e unitaria coas operacions usuais de suma, produto por escalar e produto entre

polinomios.

3. R? & unha alxebra non asociativa coas operacions usuais de suma e produto por escalar,

mais o produto vectorial. &

Exemplo 3.2. Consideramos a alxebra M>(R) das matrices cadradas de orde 2 reais.

1. A aplicacion ¢ : Ma(R) — M3(R) definida para cada A € My(R) como p(A) = AT, onde

AT & a trasposta da matriz A, verifica que:

p(AB) = (AB)" = BTAT = ¢(B)p(A).
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Como non necesariamente ¢(B)p(A) = ¢(A)e(B), entén ¢ non é multiplicativa, e polo

tanto non é un morfismo de alxebras.

2. Sexa P € M>(R) unha matriz non singular, e consideremos a aplicacion ¢ : Ma(R) —
My (R) definida para cada A € M3(R) como ¢(A) = PAP~!. Esta claro que ¢ é unha

aplicacion linear, e ademais verificase que:
©(AB) = PABP! = (PAP 1) (PBP™1) = ¢(A)p(B).
Como ¢ é linear e multiplicativa, entén é un morfismo de alxebras.

Ademais, ¢ é unha aplicacion bixectiva, cuxa inversa esta definida para cada A € M3(R)
como ¢ 1(A) = P71AP. Entén ¢ é un automorfismo de Ma(R). &

Compre destacar que a aplicacion ¢ do apartado (1.) do exemplo anterior é un automorfismo
linear de M3(R), é dicir, un automorfismo de M2(R) como espazo vectorial, a pesar de que non

¢ un automorfismo de alxebras.

Cando falemos dun automorfismo dunha &alxebra A, referirémonos a un automorfismo de
alxebras de A, e por automorfismo linear de A entenderemos un automorfismo de A como
espazo vectorial. O exemplo anterior mostra que, en xeral, os automorfismos lineais de .4 non

son automorfismos de alxebras.

Outro concepto importante é o de ideal dunha alxebra. Se A é unha K-alxebra, un ideal de

A & un subespazo vectorial Z que verifica que A-Z C 7.

Un exemplo importante de ideal, que sera de utilidade na seccion [4.1] para tratar os conceptos

de conexién e descomponibilidade en alxebras de evolucion, é o seguinte:
Proposicion 3.3. Se A € unha K-dlzebra, entén o conzunto:
ann(A) :=={r € A: 2A =0}

€ un ideal de A, e chdmase aniquilador de A.

Demostracion. Primeiro vexamos que ann(A) é un subespazo vectorial de A. Dados x,y €

ann(A) e «, f € K, para calquera z € A camprese que:
(ax + By)z = axz + Byz = 0,
e polo tanto ax + By € ann(A). Daquela, ann(.A) é un subespazo vectorial de A.

Agora vexamos que A - ann(A) C A. Efectivamente, dados x € A e y € ann(A), para cada

z € A arbitrario cimprese que:
(xy)z =z(yz) =x-0=0,

e polo tanto xy € ann(A). Daquela, A - ann(A) C A. O
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3.2. Alxebras de evoluciéon

Nesta seccién introduciremos por fin o concepto fundamental do que trataremos 6 longo do
resto do noso traballo, e que constitiie o noso principal obxecto de estudo, que é o de dlzebra
de evolucion. Primeiro definiremos este e outros conceptos relacionados e ilustrarémolos con
exemplos significativos, e despois trataremos a propiedade de idempotencia. As definiciéns e os

resultados que veremos ata o final do capitulo estan tomados de [5].

Recordemos que todas as alxebras das que tratamos no noso traballo son de tipo finito, ainda

que non o indiquemos explicitamente.

3.2.1. Definiciéon e exemplos

Definicién 3.4. Unha alxebra de evolucién sobre un corpo K é unha K-alxebra £ que admite
unha base finita B = {e1, ..., e,} tal que e;e; = 0 sempre que ¢ # j. Dicimos que B é unha base

natural de £.

Observemos que se £ é unha K-alxebra de evoluciéon con base natural B = {ej,...,e,}, e

x,y € &€ son dous elementos da forma:

n n
Tr= E Ti€; € Y= E Yji€y,
i=1 j=1

enton, pola distributividade do produto e a compatibilidade coa multiplicaciéon por escalares:

n n n n
Ty = (Z a:iei> Zyjej = ZZnyJ e;e;.
i=1 j=1

i=1 j=1

Agora ben, como e;e; = 0 sempre que 7 # j, entén a expresion anterior rediicese a:

n
_ 2
LY = E TiYi €; -
i=1

E dicir, o produto de dous elementos arbitrarios de £ reducese a unha suma de como moito n
termos, e depende unicamente dos cadrados dos elementos da base natural. Polo tanto, conecer
as expresions de e%, ...,€2 permite determinar completamente a estrutura multiplicativa de &.

Este feito motiva a seguinte definicion:

Definiciéon 3.5. Se £ ¢ unha K-alxebra de evolucién con base natural B = {ey,...,e,}, chama-
mos matriz de estrutura asociada a £ relativa 4 base B 4 matriz Mp(&) = (oi;) € My (K)

determinada polas expresions:

n
2 _ e
e; = E ;je;
j=1
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paracadai=1,...,n.

Observemos que os coeficientes a;; son tnicos xa que B ¢ unha base de &£, e polo tanto cada

elemento e? se expresa de forma tnica como combinacién linear de eq, ..., e,.

Vexamos un exemplo do célculo da matriz de estrutura dunha alxebra de evolucién:

Exemplo 3.6 (Calculo da matriz de estrutura). Consideremos a alxebra de evolucion £ sobre

un corpo K con base natural B = {e1, e2, e3} e cuxo produto esta determinado por:

2

el = e1 + ey,

2 _

e5 = 2eg + 3es,
2

€3 = €1,

(ademais de eje; = 0 se i # j). A matriz de estrutura de € relativa & base B é:

Mg(€) =

=
S N =
o W O

Observemos que a matriz Mp(E) é suficiente para determinar a estrutura multiplicativa de £. <&

Antes de continuar coa seguinte seccién, destacamos un feito importante que satisfan os

automorfismos das alxebras de evolucién, que recollemos na seguinte proposicion:

Proposicion 3.7. Se £ € unha K-dlzebra de evolucion con base natural B = {ey,...,ep} e

© € Aut(&), enton ¢(B) = {¢(e1),...,¢(en)} € unha base natural de E.

Demostracion. Como, particularmente, ¢ é un automorfismo linear de £ (un automorfismo de £
como espazo vectorial) enton {¢(e1),...,¢(e,)} serda unha base de €. So falta ver que dita base

é natural. Agora ben, como ¢ satisfai a propiedade multiplicativa, enton, para cada i # j:

olei)plej) = pleie;) = p(0) =0

que era o que faltaba por demostrar. O

Este feito, que serd importante na demostracién do corolario [3.19, non se verifica en xeral

para automorfismos lineais de £ que non sexan multiplicativos:

Exemplo 3.8. Consideremos a alxebra de evolucion £ con base natural B = {ej,e2,e3} e

produto dado por :

2
€1 = €2,
2
€y = €1,

e%zO.
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Sexa ¢ : £ — £ a aplicacion linear determinada por:

p(er) =e1 + e,
p(e2) = e2,
v(es3) = es.

Como ¢(B) = {e] + ez,e9,e3} &, trivialmente, unha base de &, entén deducimos que ¢ é un
automorfismo linear de £. Non obstante, ¢ non é un automorfismo de alxebras de £, xa que non

é multiplicativo. Por exemplo:

pler)p(e) = (e1 +ex)ez = erea + €3 = €5 = e1 # 0 = p(0) = p(eres)

Precisamente, como ¢(e1)p(e2) # 0, entéon ¢(B) non é unha base natural de &. <&

3.2.2. Idempotencia

Do mesmo xeito que vimos que o produto nunha alxebra de evolucién £ queda completamente
determinado pola stia matriz de estrutura, cabe preguntarse que outras propiedades de £ poden
describirse ou caracterizarse a partir desta matriz. Este tipo de correspondencias son de especial
interese xa que permiten estudar propiedades alxébricas a través de invariantes asociados as
matrices. Un exemplo deste tipo de propiedades é o de idempotencia, que introducimos na seguinte

definicion:
Definicion 3.9. Dada unha K-édlxebra de evoluciéon &£, definimos o seguinte subespazo:
E? = span{zy : z,y € £}.

Diremos que £ ¢ idempotente se £2 = £.

O seguinte lema presenta unha caracterizacion mais sinxela do subespazo £2, que resulta titil

para comprobar se unha alxebra de evolucién é idempotente:

Lema 3.10. Se £ € unha K-dlzebra de evolucion e B = {ey1,...,e,} € unha base natural de &,
enton:

£? = span{ei, ..., e2}.

Demostracion. Dados dous elementos de & arbitrarios, z = > | xie; € y = » -, yie;, sabemos

que:

n

2

wyzg Tiyie;,
=1
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e consecuentemente xy € Span{e%, RN e%}. Deducimos enton que:
. £ 2 2
{zy: 2,y € £} Cspan{et,...,er},

e daquela:

£? = span{zy : x,y € £} Cspan{e?, ... e2}.

O contido reciproco ¢é trivialmente certo, e polo tanto verificase a igualdade. O

Fagamos uso do resultado anterior e vexamos algtins exemplos de alxebras de evolucién

idempotentes e non idempotentes:

Exemplo 3.11 (Alxebra de evolucién non idempotente). Consideremos a alxebra de evolucion

€ sobre un corpo K con base natural B = {e1, €2, e3} cuxo produto esta determinado por:

2

€1 = €2,
e2 =0,
e =0.

Verificase que

£? = span{e?, €2, €2} = span{es},
mentres que € = span{ey, ea, e3}. Daquela, £2 C &, e polo tanto £ non é idempotente. <&

Exemplo 3.12 (Alxebra de evolucién idempotente). Considérese a dlxebra de evolucion € sobre

un corpo K con base natural B = {ej, ea} e produto definido por:

2
e] = e1 + ey,

6% = €9.

Tense que:

£? = span{e?, €2} = span{e; + eo, 2} = span{e;,ea} = &
e polo tanto £ é idempotente. &
Na seguinte proposicion, que reformula a observacion [0, Remark 4.2], presentamos unha
caracterizacion da idempotencia dunha alxebra de evolucién en termos da stia matriz de estrutura:
Proposicion 3.13. Sexa £ unha K-dlzebra de evolucion con base natural B = {ey,...,en} e
matriz de estrutura Mp(E). As sequintes afirmacions son equivalentes:
1. € € idempotente, € dicir, £? = E.

2. O conzunto {€3,...,e2} ¢ unha base de &.
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3. A matriz Mp(E) € non singular.

Demostracion. (1. = 2.) Suponamos que £2 = £. Polo lema entén & = span{e?, ... e2},

¢ dicir, {e?,...,e2} ¢ un conxunto de xeradores de £. Agora ben, como o conxunto {e?,...,e2}
consta de n elementos e dimg(E) = n, entéon esa condicion é suficiente para garantir que
{€2,...,e2} & unha base de &.

(2. = 1.) Suponamos que {e?,...,e2} é unha base de £. Como a inclusion £2 C € sempre
se satisfai, enton s6 falta ver que £ C £2. Sexa z un elemento arbitrario de £. Como {e?,...,e2} é
unha base de &, entén = pode expresarse como x = » ., mie? para certos coeficientes 1, ..., 2, €

K. Observemos que:
n n
Tr = Z xT;e; | - Z €|,
i=1 j=1

xa que e;e; = 0 sempre que ¢ # j. Polo tanto x é un elemento de £2. Concluimos que £2 = &,

como queriamos ver.

(2. <= 3.) Como dimg(£) = n e o conxunto {e?,...,e2} consta de n elementos, entén

{e%, ...,€2} serad unha base de £ se, e s6 se, é un conxunto linealmente independente. Isto é

2

equivalente a que a matriz Mp(E), cuxas filas son coordenadas dos elementos e%, o€

respecto

a base B, sexa non singular. O

A proposicién anterior proporciona un criterio sinxelo para comprobar se unha alxebra de
evolucion é idempotente sen méis que observar a stia matriz de estrutura. Vexamolo no seguinte

exemplo:

Exemplo 3.14 (Matrices de estrutura dos exemplos anteriores). A matriz de estrutura do exem-

plo[3.11] ¢

M, =

o o O
o O =
o o O

que ten determinante nulo. Polo tanto, a alxebra de evolucién asociada non é idempotente.

Por outra parte, a matriz de estrutura do exemplo [3.12]¢é

11
2 = ;
01
que ten determinante non nulo. Daquela, a alxebra de evolucién asociada é idempotente. &

A continuacion veremos que as alxebras de evolucién idempotentes posten, esencialmente,

unha dnica base natural. Mais concretamente, demostraremos que se unha alxebra de evolucién
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idempotente admite dias bases naturais, entéon ambas coinciden agés por unha permutacion
dos seus elementos e a multiplicacion de cada un por un escalar non nulo. Antes diso, debemos

introducir a nocién de soporte:

Definiciéon 3.15. Sexan £ unha K-alxebra de evolucion e B = {ey, ..., e,} unha base natural de
&, e sexa z un elemento de £. Suponamos que z = Y ; x;e;. Chamamos soporte do elemento

x na base B 6 conxunto de indices:

sopp(z):={ie{l,...,n}:z; #0}.

Reformulamos a observacion [5, Remark 4.3| no seguinte lema:

Lema 3.16. Se £ é unha K-dlzebra de evolucion idempotente con base natural B = {eq, ..., en}

e x,y € E son elementos tales que xy = 0, entdn sopp(x) N sopp(y) = 0.

Demostracion. Supohamos que & =y - xie; € y = > . y;e;. Tense que:

n
O0=zy= Z%’yz’@?-
i—1

Agora ben, como £2 = £ entén os elementos {e%, ...,€2} son linearmente independentes e polo
tanto x;y; = 0 para todo ¢ = 1,...,n. Entén, paracadai=1,...,n, z; = 0 ou y; = 0, de onde
sopp(z) N sopp(y) = 0. 0

A condicién de que £ sexa idempotente é esencial para garantir o resultado anterior. Se
suprimimos esa condicion, entén o lema deixa de ser valido, como pon de manifesto o seguinte

exemplo:

Exemplo 3.17. Consideremos a alxebra de evoluciéon £ sobre un corpo K con base natural

B = {e1,e2,e3} e cuxo produto esta definido por:

2
€1 = €2,
2
€y = €3,
e% =0.

Observemos que £ non é idempotente, xa que:

£? = span{e?, e3,e2} = {eg,e3} C E.

Agora consideremos os elementos x = e; + e3 e y = ez + e3. Verificase que:
_ _ 2_ 2
1y = (e1+e3)(e2 +e3) = erea +erez +ezex +e3 = e3 =0,

pero non obstante, sopp(x) N sopp(y) = {es} # 0. &
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O lema [3.16| permitenos probar o seguinte teorema, que afirma, como anticipamos antes,
que as alxebras de evoluciéon idempotentes tefien unha tinica base natural agis permutaciéns e

multiplicaciéon por escalares non nulos.

Teorema 3.18. Se £ ¢ unha K-dlzebra de evolucion idempotente e B = {e1,...,e,} e B =
{fi,--., fn} son dias bases naturais de &, enton existen unha tunica permutacion o € S, e

escalares mon nulos pu, ..., un € K* tales que f; = pies;y para cadai=1,...,n.

Demostracion. Primeiro probaremos a existencia. Para cada 4,5 = 1,...,n, i # j, tense que

fifj =0, e polo lema enton:
sopg(fi) N sopp(f;) = 0.

Ou sexa, os conxuntos de indices {sopp(f;)}i; son disxuntos dous a dous, e ademais son non
baleiros, xa que cada f; é un elemento non nulo de £. Necesariamente, o soporte de cada elemento
fi consta dun tanico elemento distinto de {1,...,n}. Enton existird unha permutacion o € S,, tal

que sopp(fi) = {o(i)} para todo i = 1,...,n, e daquela f; = j;e,(; para algin p; € K*.

Para probar a unicidade, suponamos que 7 € S, e A,..., A, € K* tamén son tales que

fi = Aieq(;) para cada i =1,...,n. Entén, dado i =1,...,n:
Wieoiy = fi = Ai€r()-

Como {ey,...,e,} € un conxunto linearmente independente, entén deducimos que o (i) = 7(7) e

i = A;. Como isto é certo para cadai=1,...,n, entén o = 7. O

Unha importante consecuencia do teorema anterior é o seguinte corolario, que establece unha
propiedade fundamental do grupo de automorfismos dunha alxebra de evolucién idempotente, e
que consitié un dos piares basicos da teoria que desenvolveremos no capitulo seguinte. En termos
xerais, este resultado establece unha relacion entre os automorfismos dunha alxebra de evolucién
idempotente n-dimensional e o grupo das permutaciéns de n elementos. No capitulo seguinte

exploraremos en profundidade esta relacion.

Corolario 3.19. Sexa & unha K-dlzebra de evolucion idempotente con base natural B = {e1,...,en},
e seva ¢ € Aut(E). Enton existe unha tinica permutacion o € Sy tal que ¢(e;) € K*e,(;) para

cadai=1,...,n.

Demostracion. Se ¢ é un automorfismo de &, enton ¢(B) = {p(e1),...,p(en)} é unha base
natural de £ en virtude da proposicion e o resultado dediicese inmediatamente a partir do

teorema anterior. O



Capitulo 4

Alxebras de evoluciéon via grafos:

estrutura e automorfismos

Neste capitulo introduciremos o concepto de grafo asociado a unha alxebra de evolucion &
relativo a unha base natural, unha importante ferramenta que nos permitira estudar as propie-
dades das dlxebras de evolucién idempotentes a través de grafos asociados a elas, valéndonos da

teoria desenvolvida nos capitulos anteriores.

Concretamente, na seccion presentaremos o concepto de descomponibilidade dunha alxe-
bra de evolucién, e veremos que esté estreitamente relacionado coa conectividade do seu grafo
asociado no caso das alxebras de evolucion idempotentes, a diferenza do que sucede para as non
idempotentes, como ilustraremos a continuacién cun exemplo significativo. Posteriormente, na
seccion demostraremos unha serie de resultados que nos permitiran estudar o grupo de auto-
morfismos dunha alxebra de evolucién idempotente a través do seu grafo asociado, e na seccion
aplicaremos estes resultados a unha clase concreta de alxebras de evolucién idempotentes
cuxo grupo de automorfismos satisfai certa condiciéon de transitividade, ilustrando algunha das

aplicaciéns desta teoria.

A seguinte definicion e os resultados tedricos do capitulo estan tomados de [5] e [6]. Na
maior parte dos casos, adaptaremos as demostracions orixinais 6 noso contexto para facilitar a

presentacion e o desenvolvemento do traballo.

Definicién 4.1. Sexan £ unha K-alxebra de evolucién con base natural B = {e1,...,e,} e
(aj) a matriz de estrutura asociada a & relativa a dita base. Definimos o grafo asociado a €
relativo & base B como o grafo I'(€, B) = (V, E) dado por:

Vi={1,....n} e E:={(i,j) €V xV :a; #0}.

31
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Antes de presentar os resultados tedricos deste capitulo, ilustremos a nocién que acabamos
de introducir con algtns exemplos sinxelos, que nos suxeririn a conveniencia de traballar con

alxebras de evolucion idempotentes.

En primeiro lugar, seria desexable que a conectividade do grafo asociado a unha &alxebra de
evolucion € non dependese da base natural escollida, é dicir, que ou ben o grafo asociado a &
relativo a calquera base natural fose conexo, ou ben non fose conexo para ningunha base natural
de £. Na seccion veremos que este € o caso para as alxebras de evoluciéon idempotentes,
a diferenza do que sucede se suprimimos a condiciéon de idempotencia, como revela o seguinte

exemplo:

Exemplo 4.2 (Conexion de grafos en alxebras de evolucion non idempotentes). Sexa £ a K-

alxebra de evolucion que admite a base natural B = {ej, e2,e3} e cuxo produto vén dado por:

e% = e9 + €3,
6%:0,

6:2; =0.
Observemos que £ non é idempotente xa que:

E? = span{e%, e%, e%} = span{es + es} C span{ey,eg,es} = €.

O grafo asociado a & relativo &4 base B, representado na figura [4.1] é claramente conexo.

O
®

Figura 4.1: Grafo I'(€, B) do exemplo

Agora consideremos a base de &€ B’ = {f1 = e1, fo = ea + €3, f3 = e3}. Verificase que B’ é

natural, xa que:

flfz = 61(62 + 63) =ejea+e1e3=04+0=0,
fifzs =eie3 =0,
2

fofs = (ea 4 e3)e3 = eges + €3 = €2 = 0.
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Ademais:
f12 = f27
f3 =0,
f3=0.

Claramente, o grafo asociado a & relativo 4 base B’, representado na figura non é conexo.

O—0@ O

Figura 4.2: Grafo I'(€, B’) do exemplo

<&

Os seguintes exemplos mostran outra importante propiedade que satisfan as alxebras evo-
lucion idempotentes, e que tampouco se verifica se suprimimos a condicién de idempotencia.
Tratase de que os grafos asociados as alxebras de evoluciéon idempotentes non tefien fontes, como
demostraremos na seccion Este feito, aparentemente trivial, resulta ser moi conveniente, e
serd crucial para demostrar a finitude do grupo de automorfismos dunha alxebra de evolucion

idempotente.

Exemplo 4.3 (Grafo asociado a unha éalxebra de evolucién idempotente). Consideremos a K-

alxebra de evolucion £ con base natural B = {ey, ea, €3} cuxo produto esta dado por:

2
el = ez t+e3,

2
€y = €3,

6:23 = €1.

Observemos que £ é idempotente, xa que {e?, €3, e2} = {ea + €3, €3, €1} ¢é trivialmente unha base
q p ) q 1, %2+ %3 ) )

de &, e o grafo asociado a & relativo & base B, representado na figura [£.3] non ten fontes. <&

D

Figura 4.3: Grafo do exemplo [£.3]
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Exemplo 4.4 (Grafo asociado a unha alxebra de evolucion non idempotente). Consideremos a

K-alxebra de evolucion € con base natural B = {ej, e, e3} cuxo produto esta dado por:

2
€1 = €3,
2
€y = €3,
6% = e€1.

Observemos que € non é idempotente, xa que {e?, e3,e3} = {e1,e3} non é unha base de &, e o

grafo asociado a & relativo & base B, representado na figura[4.4] si ten unha fonte, o vértice 2. &

O O—O

Figura 4.4: Grafo do exemplo

4.1. Estructura das alxebras de evoluciéon: descomponibilidade

Como xa anticipamos na introduciéon do capitulo, esta seccion estd dedicada a estudar o
concepto de descomponibilidade en alxebras de evolucidén, mais a sta relaciéon coa conectividade
do seu grafo asociado relativo a unha base natural. Na seguinte definicién formulamos de maneira

precisa este concepto:

Definicién 4.5. Unha K-alxebra de evolucién £ dise descomponible se existen Z e J dous
ideais non nulos de &£ tales que £ =7 @ J. Se £ non é descomponible, entén dise que é indes-

componible.

O seguinte teorema presenta, parcialmente, a relaciéon que existe entre a descomponibilidade

dunha alxebra de evolucién e a conectividade do seu grafo asociado:

Teorema 4.6. Sexan & unha K-dlzebra de evolucion e B = {ei,..., e} unha base natural

arbitraria. Se € é indescomponible, enton T'(E, B) € conexo.

Demostracion. Suponiamos que I'(€, B) non é conexo e vexamos que enton £ é descomponible.

Como I'(€, B) non & conexo, entén existird unha particion {I, J} do conxunto de vértices
V ={1,...,n} formada por dous conxuntos non baleiros I e J tales que ningunha aresta de
I'(€, B) conecta un nodo de I cun nodo de J. Se (aj;) é a matriz de estrutura de & relativa &

base B, enton a condicién anterior equivale a dicir que a;; =0 = aj; sempre que i € I e j € J.

Sexan Z = span{e; : i € I} e J = span{e; : j € J}, e vexamos que Z e J son ideais non

nulos de £ tales que E=Z® J.
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w 7 e J son ideais de £. SO6 probaremos que Z é un ideal de £, xa que a demostracion para

J seria analoga.

Por construcién, Z é un subespazo vectorial de £, e polo tanto s6 falta por comprobar que

E-TCT. Agora,dados x=>"" xe; € E ey =, yie; € L arbitrarios, tense que:

vy =) mie) (D yies)
i=1

iel
2
= § LilYi€;

iel

n
= Z wiyi(z aije;)
j=1

i€l

©

= D_aiwi() aies)
il jel

= Z(Z ﬂﬁz‘yiaij)ej»

jel iel
onde en (x) utilizamos o feito de que a;; = 0 se j € J, ou sexa, se j ¢ I. Da expresion

anterior deducimos que xy € Z, e concluimos que £ -Z C Z, que era o que tinamos que

probar.

= 7 ¢ J son non nulos. Efectivamente, como I # (), entén o conxunto {e; : i € I} é non

baleiro, e como Z = span{e; : i € I}, daquela Z # 0. Analogamente, J # 0.
s Vexamos que £ =7 @ J. Claramente:

E =spane; i =1,...,n}
=span{{e;:i €I} U{e;:j€ J}}
=span{{e; : i € I}} +span{{e; : j € J}}
=7+J.

Polo tanto, s6 falta ver que ZNJ = 0. Efectivamente, se x € ZNJ, entén existen escalares

{zitier CKe {2}};es C K tales que:
icl jed
e polo tanto:
Z Ti€; — Z .%‘;6]' =0.
icl jed
Mais como {e1,...,en} = {e; : i € I} U{e; : j € J} (union disxunta) é un conxunto
linearmente independente, entén deducimos que x; = 0 para todoi € I e x; = (0 para todo

7 € J, de xeito que z = 0.
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Como 7 e J son ideais non nulos de £ tales que £ =7 @ J, entéon £ é descomponible. [

En xeral, o reciproco deste teorema non é certo: a conectividade do grafo asociado a unha
alxebra de evolucion £ non é suficiente para garantir a sta indescomponibilidade. Con todo, no
teorema [4.8] veremos que isto si se verifica baixo a hipotese adicional de que o aniquilador de £

sexa nulo. Recordemos que o aniquilador dunha alxebra arbitraria A é o ideal:
ann(A) = {z € A: 24 =0}.
Para o caso das alxebras de evolucién, temos a seguinte caracterizacién maéis sinxela:

Proposicion 4.7. Se £ é unha K-dlzebra de evolucion con base natural B = {ey, ..., e}, enton:

ann(&) = span{e; : €2 = 0}.

)

Demostracion. (D) Se e; & tal que €2 = 0, entén, dado un elemento x = > j—1xje; € € arbitrario:
n
= ee:=xe2 =0
er =Y zjeie; =xe; =0,
j=1

e polo tanto e; € ann(&). Daquela, span{e; : e? = 0} C ann(€).

n

(C) Dado un elemento z = ijl zje; € ann(€) arbitrario, para cada i = 1,...,n terase que:

n
0=uxe; = E Tjeje; = xie?.
Jj=1

y A 2 = 10 n . .
Se z; # 0, enton e = 0, e polo tanto os escalares non nulos na expresion » j=1Tj€; corres-

2

? = 0}. E dicir, # é¢ unha combinacién linear de {e; : € = 0}, e

ponden a elementos de {e; : e :

consecuentemente, x € span{e; : e? = 0}. O

O seguinte resultado complementa o teorema [4.6}

Teorema 4.8. Seza £ unha K-dlzebra de evolucion tal que ann(E) =0, e sexa B = {e1,...,en}

unha base natural de € tal que T'(E, B) € conexo. Enton & € indescomponible.

Demostracion. Suponamos que € é descomponible e vexamos que enton I'(€, B) non é conexo.

Como £ é descomponible, entén existen dous ideais non nulos Z, J tales que £ = Z & J.

Para cada i = 1,...,n, existiran dous elementos €, € 7 e €] € J tales que e; = €} + €//. Sexan
I'={ie{l,....;n}:ef#0}teJ={je{l,...,n}:e] #0}. Imos ver que [ e J son conxuntos
non baleiros e forman unha particion de {1, ...,n} de xeito tal que os vértices de I'(€, B) contidos

en I non estan conectados con aqueles contidos en J.
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» Vexamos que TUJ ={1,...,n}. Dadoi=1,...,n tense que:
0#e =e;+e.

e polo tanto, e, # 0 ou e # 0, é dicir, i € I ou i € J. Deducimos entén que I U J =

{1,...,n}.

= A union I U J € diszunta. En primeiro lugar observemos que se i # j, enton:

0=eie; = (e +¢i)(e; + )

! I/ n_/ " "
= €€ + €65 Heje; e + e

Por ser e;e;-’ el e;- € ZINJ =0, a expresiéon anterior rediicese a:

AN "_n
0=ee; +ee;.

e € J, e tendo en conta que a suma Z @ J é directa, deducimos que

1]
_ o ! " 1" __ . N
= 0. Ou sexa, e;€; =0 e eje; =0 sempre que @ £ 3.

Como ejef €L ee

!l n_n
eiej—Oeeiej

Utilizando este feito, imos ver que o conxunto Bz := {e; : i € I} é unha base de Z.

Primeiro probaremos que Bz é un conxunto de xeradores de Z. Sexa x € Z e suponamos

que =y | xje;. Enton:

n n n

/ "

T = g €Tie; = E Tie; + E zie;,
i=1 i=1 i=1

onde z e Y ' | wje, son elementos de Z e ;" | z;e] & un elemento de J. Como a suma

T @ J ¢ directa, deducimos que " | z;e/ =0, e ademais:

n

/ /

Tr = E ZTi€; = E Ti€;.
=1

el
Daquela, x € span{e] : i € I}, como queriamos ver.

Agora veremos que Bz é un conxunto de elementos linearmente independentes. Razoaremos
T
por reduciéon 6 absurdo. Suponiamos que os elementos {e} : i € I} non fosen linearmente
independentes: entén existirian un indice ¢ € I e escalares {\;}je; C K tales que €] =
/ ! ! . . ]7£Z
>_jer Ajej. Como eze’; = 0 se j # i, enton:
J#i

/2_5: o
€, = )\jejei—o.

Jel
J#i
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Deducimos que, para cada elemento x = Z?:l xje; € & arbitrario:

n
o ) 5.
€T =¢; E Tje;
J=1
n n
/ / / 2
=e; E Tje; +e; E rje;
j=1 j=1
n n
_ AN o n
= g zje;e; + E Tje;€;
J=1 J=1
n
(i) !
= xjeiej
J=1

2
*9) el
=ux;-0
-0,
onde a igualdade (') é consecuencia de que eief €INJ =0paracada j=1,...,ne
2 B — . ; ; . —
(*%) derivase de que e;e;- = 0 sempre que ¢ # j. Acabamos de ver que €, = 0, e polo

tanto €} € ann(€) = 0. Enton ¢ = 0, contradicindo o feito de que i € I. Deducimos que os

elementos {e} : i € I'} deben ser linearmente independentes.

Analogamente pode demostrarse que o conxunto By := {e; : j € J} & unha base de J.

Particularmente:
n = dimg & = dimg Z + dimg J = #Bz + #By = |I| + |J|.

Como I e J son tales que TUJ = {1,...,n} e |I| + |J| = n, entén os conxuntos I e J
deben ser necesariamente disxuntos. E dicir, a unién I U J é disxunta, como tifiamos que

ver.

Do razoamento anterior deducimos en particular que e; = 0 sempre que e;’ # 0, e recipro-
camente, €; # 0 sempre que e = 0. Polo tanto, para cada i = 1,...,n, ou ben e; = €] (se

i€ 1), ouben e; =e (no caso de que i € J). Daquela, B = Br U B (unién disxunta).

= [ e J son non baleiros. Se o conxunto I fose baleiro, entén terfamos que B = By, e polo
tanto £ = J e Z = 0, contradecindo a hip6tese de que o ideal Z era non nulo. Necesaria-
mente, I debe ser non baleiro, e analogamente poderiamos demostrar que J tampouco é

baleiro.

» Os vértices de I'(E, B) contidos en I non estdn conectados cos de J. Denotemos por (;)
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a matriz de estrutura asociada a & relativa & base B. Se i € I enton e; = ¢}, e ademais:
n
2 _ o
e; = g Q€
=1
=D aie;+ ) aie;,

jeI jeJ
sendo e? = €/? e Zje[ ajje; elementos de 7 e Zje] ajjej un elemento de J. Como a suma
I @ J é directa, enton deducimos que e? = Zje] ajje; e asemade:

Z Q€5 = 0.

Jj€J
Como os elementos {e; : j € J} son linearmente independentes, entén deducimos que
aj; = 0 para todo j € J.
Acabamos de ver que «;; = 0semprequei € I e j€ J. Ousexa,sei €l eje€ J, entén o

q J pre q J ) J )

par (i,j) non ¢ unha aresta de I'(€, B). Un argumento analogo proba tamén que, se i € I

e j € J, enton (j,7) tampouco é unha aresta de I'(E, B).

Como {I,J} é unha particién non trivial dos vértices de I'(€, B) de xeito tal que ningunha
aresta do grafo conecta un nodo de I cun nodo de J, entén non pode existir ningtin camino entre

os nodos de I'(€, B) contidos en I e aqueles contidos en J. Polo tanto, I'(€, B) non é conexo. [
Insistimos en que o teorema anterior non é valido se suprimimos a hipotese ann(€) = 0, como
se pode ver no seguinte exemplo, que retoma o caso do exemplo [4.2}

Exemplo 4.9 (Exemplo revisitado). Vimos que a alxebra de evolucion € con base natural

B = {ej, e2,e3} cuxo produto esta dado por:

e% = ey + e3,
6520,
6:2;:0,

admite outra base natural B’ tal que I'(€, B) é un grafo conexo mentres que I'(€, B’) non o é.

Como I'(€, B’) non é conexo, deducimos do teorema que £ é descomponible.

Tratase pois dun exemplo de alxebra de evolucién descomponible que admite unha base
natural cuxo grafo asociado relativo a dita base si é conexo. Isto débese, precisamente, a que
ann(&) # 0. Efectivamente, pola proposicion

ann(£) = span{e; : €2 = 0} = span{eg, e3} # 0,

7

e polo tanto non se garanten as hipoteses do teorema [4.8 <&
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Convenientemente, a condicion ann(€) = 0 sempre verifica no caso das alxebras de evolucion

idempotentes, como establece a seguinte proposicién:

Proposicion 4.10. Se £ ¢ unha dlzebra de evolucion idempotente, entén ann(E) = 0.

Demostracion. Sexa B = {ej,...,e,} unha base natural de £. Como £2 = £, entén {e?,...,e2

é unha base de £. Entén e? # 0 para todo i = 1,...,n, e polo tanto, grazas & proposicion
podemos escribir:
ann(£) = spanfe; : €2 =0} = 0

(2

que era o que queriamos probar. O
Os teoremas e [4.8] mais a proposicion anterior, permiten probar a seguinte equivalencia
para o caso de alxebras de evoluciéon idempotentes:

Teorema 4.11. Sexa £ unha K-dlzebra de evolucion idempotente. Enton son equivalentes:

1. &€ é indescomponible.

2. T'(€, B) € conexo para algunha base natural B de E.

3. T'(E, B) é conexo para calquera base natural B de E.
Demostracion. (1. = 3.) Dada B unha base natural arbitraria de £, T'(€, B) sera conexo polo
teorema

(3. = 2.) Trivial.

(2. = 1.) Como ann(€) = 0 e I'(£, B) é conexo para certa base natural B de £, entéon &

serd indescompoiiible grazas 6 teorema O

Do teorema anterior deducimos que se £ é unha alxebra de evolucién idempotente, entén, ou
ben o seu grafo asociado relativo a calquera base natural é conexo, ou ben non é conexo para

ningunha base natural de £.

4.2. Automorfismos das alxebras de evolucién: finitude

Nesta seccion desenvolveremos a teoria que nos permitira estudar o grupo de automorfismos
das alxebras de evolucién idempotentes a partir das propiedades dos seus grafos asociados. Re-
cordemos que por Aut(€) denotamos o grupo dos automorfismos de élxebras de &, é dicir, os

isomorfismos de £ en si mesma que preservan tanto a estrutura linear coma o produto.
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Comezamos probando un feito sinxelo que, como anunciamos na introduciéon do capitulo,
resultard ser moi conveniente para probar que o grupo de automorfismos dunha alxebra de

evolucion idempotente é finito:

Proposicion 4.12. Sexan £ unha K-dlzebra de evolucion idempotente con base matural B =

{e1,...,en} e ' = (V, E) o grafo asociado a & relativo a dita base. Enton I' non ten fontes.

Demostracion. Sexa Mp(E) = (o) a matriz de estrutura asociada a € relativa & base B. Enton
Mp(&) é non singular en virtude da proposicion , e polo tanto, paracada j = 1,...,n, existira
algtn indice i = 1,...,n tal que ay; # 0 (se non fose asi, enton det(Mp(E)) = 0, contradecindo
que Mp(€) é non singular); entén (i,5) € E, e consecuentemente o nodo j non é unha fonte de

I'. Concluimos entén que o grafo I' non ten fontes. O

Observemos que, se £ non é idempotente, entén o seu grafo asociado si pode ter fontes, como
vimos no exemplo

Unha consecuencia importante desta proposicion é que, se I' é o grafo asociado a unha alxebra
de evolucion idempotente € relativo a unha base natural, entéon o grupo Diag(I") é finito (véxase
o corolario [2.12)). Este feito seré especialmente relevante na demostracion do teorema m

A continuacién presentaremos os resultados que nos permitiran estudar o grupo de auto-
morfismos de £ a través das propiedades do seu grafo asociado. Antes de introducilos, debemos
recordar que se £ é unha K-alxebra de evolucion idempotente con base natural B = {eq,...,e,}
e p € Aut(€), entén existe unha tnica permutacion o € S, tal que ¢(e;) € K*e,(;) para cada
i=1,...,n (véxase o corolario . O teorema ampliara este resultado e presentara unha
afirmacion ainda mais forte. A demostracion deste teorema seré, en gran medida, unha conse-
cuencia do seguinte lema, que establece unha propiedade clave dos automorfismos dunha alxebra

de evolucion idempotente, & cal recorreremos en diversas ocasions mais adiante.

Lema 4.13. Seza & unha K-dlzebra de evolucion idempotente con base natural B = {eq, ..., ey}

e matriz de estrutura asociada (oyj;) relativa a dita base. Enton:

1. Sexa ¢ € Aut(€), e sexan o € Sy € pi,...,un € K* a permutacion e os escalares non

nulos tales que p(e;) = Wi€g(s) para cada i =1,...,n. Enton verificase a sequinte relacion:

Hiij = H} O (i)o(j)
para cada i,7 =1,...,n.

2. Sexan o unha permutacion de Sy, e ¢ o automorfismo linear de € (automorfismo de £ como
K-espazo vectorial) determinado por ¢(e;) = Pi€g(iy para todo i = 1,...,n, para certos
escalares non nulos fiy, ..., u, € K* tales que pjoy; = ,u?ozg(i)a(j) para cada i,j =1,...,n.
Enton ¢ € Aut(€).
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Demostracion. (1.) Para cada i = 1,...,n arbitrario, tense que:

n n n
= oD aije;) = > aiples) = > aijiieq(),
j=1 j=1 j=1

e 6 mesmo tempo:

90(622) = (‘0(61‘)2 = (:U’ieo'(i)) = Mz a'(’L = Ky Zag )€ = ZM'L As(i)o(5)Ca(j)

Entoén:
Z QijHjCo(j) = Z“z Co(j)s
e como {eq,...,e,} é un conxunto linearmente independente deducimos:
1305 = 1 Qo (i)o(j)
paracada j=1,...,n.

(2.) Suponamos que ¢ é un automorifsmo linear de £ que satisfai as condicions do enunciado.
Para ver que ¢ € Aut(&), so falta ver que ¢ é multiplicativo, ou sexa, que conserva o produto
en £. Ademais, é suficiente con comprobalo para os elementos da base, xa que para o resto de

elementos o argumento esténdese por linearidade.

Por unha parte, se i # j enton:
pleiej) = p(0) = 0= pip0 = (piei) (ie;) = (e p(es)-

Por outra parte, dado ¢ = 1,...,n, de xeito analogo & proba da primeira parte demostramos

que:
n
€)= aijtjeq(;),
j=1

e tamén:
n

Z :U'zzao' (2 U(j o(j)-
Como pjo; = ,u?oeg(i)a(j) para todo i,j = 1,...,n entén deducimos que p(e?) = p(e;)?.

Enton ¢ conserva o produto dos elementos da base e en consecuencia ¢ € Aut(£), como

queriamos ver. [l

Como anticipamos, o lema anterior permite demostrar de forma sinxela o seguinte teorema,

que amplia o corolario [3.19}
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Teorema 4.14. Se £ € unha K-dlzebra de evolucion idempotente con base natural B = {ey, ..., ey}

e I' € o grafo asociado a £ relativo a dita base, enton tense o seguinte homomorfismo de grupos:
Op: Aut(E) — Aut(T)
¢ — p(p) =0,

onde, para cada ¢ € Aut(£), o, € a tinica permutacion de Sy, tal que p(e;) € K* ey ;) para cada

1=1,...,n.

Demostracion. Debemos ver que a aplicacion @ p esta ben definida (concretamente, que Im®p C

Aut(T")) e que é un homomorfismo de grupos. Procedamos por partes:

» A aplicacion ®p estd ben definida. Debemos ver que Im®p C Aut(I"). Denotemos por ()

a matriz de estrutura de £ relativa 4 base B.

Sexa ¢ € Aut(£) dado por p(e;) = pieq(;) para cadai = 1,...,n, de xeito que ®p(p) = 0.
Polo lema T3t

HjQj = M?aa(z‘)a(j)

para cada i,7 = 1,...,n. Como os escalares u1, ..., i, son non nulos, entoén:

Qg #0 <— Qo (i)o(j) # 0.

Ou sexa, (i,7) € E se, e s0 se, (0(i),0(j)) € E, o que equivale a dicir que ®p(p) =0 é un
elemento de Aut(T).

s Op é un homomorfismo de grupos. Sexan ¢, ¢’ € Aut(€). Fixadoi=1,...,n:
¢'(e:) € K*eq (i),

e polo tanto
X

oy’ (ei) = p(¥'(€:) € K eo (0, ()) = K €op0,,(i).
Pero ademais:
v (ei) € K*es ).
Enton existen dous escalares non nulos A, u € K* tales que:

Ao, (i) = P9 (€0) = pes, (i)

Py

Como {ey,...,e,} é un conxunto linearmente independente, enton A = p e e, @
PP
€opo(i); €N particular, 0,0,/ (i) = 04e(i). Como isto se verifica para cada i = 1,...,n,

enton o,0,r = 0y, OU Sexa:

Pp(p)Pp(¢) = ®p(py).



44 4. Alxebras de evolucién via grafos: estrutura e automorfismos

Concluimos que ®p esta ben definida e é un homomorfismo de grupos, como tifiamos que probar.

O
Acabamos de ver que cada automorfismo de £ induce un automorfismo de grafos de I". A
continuacion veremos que cada elemento de Diag(I') induce & stia vez un automorfismo de &:

Teorema 4.15. Sexa & unha dlzebra de evolucidn idempotente con base natural B = {eq, ..., ey}

e grafo asociado T' = (V| E) relativo a dita base. Tense o sequinte homomorfismo inxectivo de

grupos:
¢ : Diag(I") — Aut(&)
Y u(¢) =9
onde 1) € o automorfismo de € determinado por zﬂ(ei) =(i)e; para cada i =1,...,n.

Demostracion. Dividiremos a demostracion en tres partes:

» 1 estd ben definido. Sexan 1 € Diag(I') e p = 1. Debemos comprobar que ¢ € Aut(€).

Como os escalares 1(1),...,%(n) son non nulos e {ej,..., ey} é unha base de &£, entén
{p(e1),...,p(en)} = {¥(1)e1,...,¥(n)e,} é unha base de &, e en consecuencia ¢ é un
automorfismo linear de &£, é dicir, un automorfismo de £ como espazo vectorial. Daquela,
s6 falta por comprobar que ¢ conserva o produto en &.

2

Agora ben, como v é un elemento de Diag(T"), enton ¢ (j) = ¥(i)* sempre que (i,j) € E,

ou sexa, sempre que a;; 7 0. Polo tanto, se a;; # 0 satisfaise a seguinte identidade:
. N2
P(d)aij = (i) iy

Ademais, a mesma igualdade verificase trivialmente sempre que «;; = 0. En virtude do
lema [4.13] o automorfismo de £ determinado por ¢(e;) = ¥ (i)e; ¢ un elemento de Aut(E).

Ou sexa, ¢ € Aut(€) como queriamos ver.

» 1 € un homomorfismo de grupos. Sexan 1,1’ € Diag(l'). Para cadai=1,...,n:

P () (P(i)es) =

(W) (es) = (o' (i))es = (i)Y' (D)es = ¢/ (i
' V(' (e:)) = (P o) (er).

= /(D) (i) = (W' (i)es)

Como (@D;p’)(ei) = (¢ 09)(e;) para cada elemento da base e;, enton a mesma igualdade se

verifica para o resto de elementos de &, e concluimos que que (1)) = (1@)’) =)oy =

L) o 1(¢),
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» 1 € inzectivo. Sexa 1 € Kert, ou sexa, sexa ¢ € Diag(T") tal que Y = idg. Para cada

i=1,...,n tense a seguinte igualdade:

A~

ei = P(e;) = (i)ei,

e polo tanto ¢ (i) = 1 para todo i = 1,...,n. Daquela 9 é o elemento neutro de Diag(T).

Entén Kere = 1 e polo tanto ¢ é un homomorfismo inxectivo.
Ent6n ¢ é un homomorfismo de grupos inxectivo, como tifiamos que probar. O
Unha vez definidos os homomorfismos ¢ : Diag(I') — Aut(€) e ®p : Aut(E) — Aut(l),

estamos en condiciéns de enunciar o seguinte importante teorema:

Teorema 4.16. Sexa £ unha dlzebra de evolucidn idempotente con base natural B = {e1, ..., en}

e grafo asociado I' = (V, E) relativo a dita base. A seguinte sucesion € exacta:
1 — Diag(T) - Aut(&) 25 Aut(T).

Demostracion. Xa vimos no teorema anterior que ¢ era inxectivo, e polo tanto s6 falta comprobar

que Imt = Ker®p.

» Vezamos que Ime C Ker®p. Sexa ¢ € Ime, e suponiamos que ¢ = (1)) con ¢ € Diag(T"), de
xeito que p(e;) = ¥(i)e; paratodoi =1,...,n. Enton p(e;) € K*e; paratodoi =1,...,n,
e polo tanto esta claro que ®p(¢) = 1.

» Vexamos que Ker®p C Ime. Sexa ¢ € Ker®p. Enton p(e;) € K¥e; paracadai=1,...,n,
ou sexa, existen escalares non nulos pg,...,u, € K* tales que p(e;) = pie; para cada
i =1,...,n. Definimos ¢ : V.— K* como (i) = u; para todo i = 1,...,n, de xeito que
plei) = P(i)e;.
Polo lema [£.13] para cada ,j = 1,...,n verificase a seguinte igualdade:

picg = 1.
Obsérvese que se (4, ) € E, enton «;; # 0, e deducimos que p; = p2. E dicir, 1(j) = (i)?
sempre que (4,7) € E. Ou sexa, 1) € Diag(I'). Como ademais ¢ = ¢(¢)), entén ¢ € Ime.
Como ¢ é inxectivo e Imt = Ker®p, entén a sucesion
1 — Diag(T') - Aut(€) =5 Aut(T)

é exacta. O
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O seguinte corolario dedtcese trivialmente a partir do teorema anterior:

Corolario 4.17. Sexa £ unha dlzebra de evolucion idempotente con base natural B e grafo

asociado I' = (V, E) relativo a dita base. Enton tense unha sucesion exacta curta:

1 — Diag(T) - Aut(E) =5 Im®p — 1.

Unha consecuencia inmediata deste corolario é o seguinte teorema (|5, Theorem 4.8|), que
afirma, como adiantamos en varias ocasions, que o grupo de automorfismos dunha alxebra de
evolucion idempotente é finito, e do cal presentamos unha demostracién maéis concisa que no
artigo orixinal. A nosa demostracion, a diferenza da que presenta o artigo, baséase na sucesion
exacta do corolario anterior e fai uso explicito da finitude do grupo diagonal dun grafo asociado

a unha élxebra de evoluciéon idempotente.

Teorema 4.18. Se £ € unha K-dlzebra de evolucion idempotente, enton Aut(E) € un grupo
finito.

Demostracion. Sexan B unha base natural de £ e I' o grafo asociado a & relativo & base B.

Consideremos a sucesién exacta curta:
1 — Diag(T") —= Aut(€) 25, Imép — 1.

Terase que:
Aut(€)
Ker® B

onde Im®p é un subgrupo de S,,, e en particular, un grupo finito. Polo tanto, para ver que

~ Im<I)B,

Aut(€) é finito, é suficiente con ver que Ker®p o é.

Agora ben, como £ é idempotente, entéon I' non ten fontes en virtude da proposicion [£.12] e
daquela o grupo Diag(T") é finito a consecuencia do teorema [2.10} Polo tanto, o grupo Ker®p =

Im: ~ Diag(I") tamén ¢é finito, que era precisamente o que tinamos que probar. 0

Compre observar que se a alxebra de evolucion € non é idempotente, entéon o grupo Aut(€)

non ten por que ser finito, como revela o seguinte exemplo, tomado de [5]:

Exemplo 4.19 (Alxebra de evolucion non idempotente con grupo de automorfismos infinito).
Consideremos a R-éalxebra de evolucion € con base natural B = {ej, ez, €3} cuxo produto vén
dado por:

6%:6%:63263.

O grafo asociado a & relativo 4 base B estéa representado na figura [£.5]
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Figura 4.5: Grafo do exemplo

Observemos que € non é idempotente, xa que {2, €2, e} = {e3} non & unha base de €. Imos

ver que Aut(€) é o grupo formado por todos os automorfismos lineais ¢ : &€ — £ da forma:

p(er) = aer + Pe,
p(e2) = ver + dea,
¢(e3) = es,

()

é ortogonal, os cales constitiien un grupo infinito.

tales que a matriz

En primeiro lugar, suponamos que ¢ é un automorfismo de &, e suponamos que ¢ estéa

determinado por:
3
plej) = aije;
i=1

para cada j € {1,2,3}. Terase que:

3

3 3
Zaii’;ei = p(e3) = @(e%) = 90(63)2 = 2%236@2 = (Z afg)eg,
i=1 i=1

i=1
e polo tanto a1g3 = ag3 = 0 e a§3 = as3. Como ¢(e3) # 0, enton necesariamente ass # 0 e en

consecuencia agz = 1. Daquela:
o(es) = es.

Por outra banda, se 7 = 1 ou 2 tense que:

3
0= (0) = p(ejes) = p(e;)p(es) = (> aijei)es = agje; = agjes,
=1

de onde a3z; = 0. Ou sexa, az1 = azz2 = 0. Se denotamos o = a1, 8 = ag1, 7 = a2 € 0 = ass,

teremos que:

@(61) =oe; + 5627
p(ez) = yer + dea.
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Ademais:
e3 = p(e3) = p(e]) = (aey + Bez)” = (e + Be3) = (a” + 7)es,

e polo tanto o + 32 = 1. Analogamente:
e3 = ples) = p(e3) = (ver + de)” = (v%ef + 8%€3) = (7° + 6)es,
e daquela v2 + 62 = 1. Igualmente:
0= ¢(0) = p(erea) = (aer + feo)(yer + de) = ayel + Bdes = (ay + B0)es,

de xeito que ay + 5 = 0. Ademais, as condiciéns o> + 82 =1, 2 +62 =leay+ 55 =0

()

Reciprocamente, se ¢ é un automorfismo linear da forma indicada anteriormente, entéon é

equivalen a que a matriz

sexa ortogonal.

inmediato comprobar que ¢(e;ej) = ¢(e;)p(ej) para cada i,j = 1,...,n, e polo tanto p(ry) =

o(x)p(y) para cada z,y € &, de xeito que ¢ € Aut(E). <&

Observacion 4.20. Antes de rematar a seccion, queremos destacar que os resultados comprendidos
entre o lema e o corolario [A.17], ambos incluidos, se deducen directamente do corolario [3.19]
que é unha consecuencia directa do teorema [3.I8] sen necesidade de recorrer a propiedades

adicionais.

Concretamente, a condiciéon de idempotencia que esiximos en ditos resultados, soamente é
necesaria para garantir a aplicabilidade do teorema|3.18] que asegura que as alxebras de evoluciéon
idempotentes tefien unha tnica base natural agis permutaciéns e produto por escalares non
nulos. En particular, os resultados mencionados seguen sendo validos ainda que substituamos a
condicién de idempotencia por outra condiciéon mais débil, baixo a cal siga sendo valido o teorema

3.18l En particular, seguiriamos tendo a sucesién exacta curta:

1 — Diag(T) - Aut(E) =5 Im®p — 1.

Non obstante, se prescindimos da condicién de idempotencia, non podemos concluir que I"
non tena fontes nin deducir a finitude dos grupos Diag(I") e Aut(€). Trataremos estas cuestions

con maior detalle no capitulo [5]

4.3. Grupos transitivos

Nesta seccion estudaremos o grupo de automorfismos dunha alxebra de evolucién idempotente

& baixo certas hipoteses adicionais de transitividade (véxase a definicion [1.7]) que nos permitiran
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chegar a unha caracterizacion mais forte do grupo Aut(€). Os contidos desta seccion estan

tomados de [4].
Os resutlados fundamentais dos que faremos uso son o lema[£.13] a sucesion exacta curta:
1 — Diag(T") - Aut(€) 2o, Im®p — 1
do corolario [£.17, mais o teorema [2.10]
Verificase o seguinte resultado:

Lema 4.21. Se ®p(Aut(€)) € un grupo 2-transitivo, enton:

1. Ou ben a;; = 0 para todo @ # j, ou ben oy # 0 para todo i # j.

2. Ou ben ay; = 0 para todo i, ou ben ay; # 0 para todo i.
Demostracion. (1.) Sexan i # j e r # s dous pares de indices distintos arbitrarios. Como
Op(Aut(€)) é 2-transitivo, enton existird unha permutacion o € ®p(Aut(€)) tal que (r,s) =

(0(i),0(7)). Sexa ¢ € Aut(€) tal que o = Pp(p), e sexan 1, ..., u, € K* os escalares tales que
¢(er) = preok) para todo k = 1,...,n. Polo lema

Hjij = M?aa(i)a(j) = pj ars.

Como p; e pj son non nulos, entén a;; = 0 se, e s6 se, a5 = 0. Polo tanto, ou ben todos os

coeficientes «;; (con i # j) son nulos, ou ben todos son non nulos.

(2.) Sexan i e r dous indices arbitrarios. Como ®p(Aut(€)) é 2-transitivo, particularmente
¢ transitivo, e polo tanto existe unha permutacion o € ®p(Aut(€)) tal que o(i) = r. Sexa
¢ € Aut(&) tal que o = Pp(p), e sexan 1, ..., 1, € K* os escalares tales que ¢(e) = pxeq (k)
para todo k =1,...,n. Polo lema |4.13}

MiCjg = Mzzaa(i)a(i) = :u’z?a'f"f:

Como p; é non nulo, entén «;; = 0 se, e s6 se, o, = 0. Polo tanto, ou ben todos os coeficientes

a;; son nulos, ou ben todos son non nulos. O

O lema anterior permite demostrar o seguinte teorema:

Teorema 4.22. Sen >3 e Pg(Aut(E)) é un grupo 2-transitivo, entén ®p € inzectivo.

Demostracion. Observemos que os escalares a;; non poden ser todos nulos e polo tanto deben

existir dous indices r e s tales que ;s # 0. Distinguiremos dous casos:



50 4. Alxebras de evolucién via grafos: estrutura e automorfismos

Caso 1. Se r = s, entén a, # 0 e polo tanto a;; # 0 para cadai = 1,...,n en virtude do lema
anterior. Enton, cada compoiiente conexa do grafo I'; contén un ciclo da forma v = (4, (4,1),1%)
(para i un vértice de T'; arbitrario, véxase a figura [1.6). Como b(y) = 1 e b(I';) | b(7), enton
b(I';) = 1, e daquela:

Diag(I'j) >~ popr;) | =~ py = 1.
Polo tanto, se I'y, ..., I'; son as componentes conexas de I', entén:
Ker®p ~ Diag(I") ~ Diag(I';) x --- x Diag(I'y) ~ 1 x --- x 1~ 1.

Ou sexa, Ker®p é o grupo trivial e daquela o homomorfismo ®p é inxectivo.

Caso 2. Se r # s entén deducimos a partir do lema anterior que a;; # 0 para todo ¢ # j. Isto
quere dicir que calquera par de vértices distintos de I' estdn unidos por unha aresta en ambos
sentidos, e particularmente I' é un grafo conexo. Como n > 3, entén podemos tomar tres vértices

arbitrarios distintos de I'; 4, j e k, e construir os seguintes ciclos:

n = (6;(i,9),4, G, k), b, (K, 0),2),
Y2 = (i, (4, 5), 4, (4, 1), %)
(véxase a figura [4.7)). Observemos que b(y1) = 3 e b(72) = 2. Daquela:
b(I) | ged{b(71),b(12)} = ged{2,3} =1,
e polo tanto b(I') = 1. En consecuencia:
Ker®p ~ Diag(l") ~ popry_; = py = L.

Ou sexa, Ker®pg é o grupo trivial e daquela o homomorfismo ® g ¢é inxectivo. O

20

Figura 4.6: Ciclo v do caso 1 do teorema [4.22

O teorema anterior establece que se ®p(Aut(£)) é 2-transitivo, entéon $p é inxectivo, e
particularmente Aut(€) ~ ®p(Aut(€)). Daquela, podemos identificar Aut(€) cun subgrupo de
Aut(T), que & sta vez é un subgrupo de S,,. O seguinte teorema establece un resultado ainda

mais forte:

Teorema 4.23. Suponiamos que n > 3, Pp(Aut(E)) € 2-transitivo e o, # 0 para algin r =
1,...,n. Enton ®g(Aut(€)) = S,.
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Figura 4.7: Ciclos 71 e 72 do caso 2 do teorema [£.22]

Demostracion. Sexa o € S,. Debemos ver que existe un automorfismo ¢ € Aut(£) tal que

‘I)B((p) = 0.

Como a,, # 0 enton «;; # 0 para cada i = 1,...,n en virtude do lema [£:21] Polo tanto, para
cada ¢ =1,...,n podemos definir o seguinte escalar non nulo:
Qg

[y = ———.
Qo (i)o (i)

Definimos ¢ como o tinico automorfismo linear de £ que satisfai que ¢(e;) = pieq(;) para cada
i=1,...,n. Vexamos que ¢ € Aut(£), para o cal é suficiente demostrar que p; oj; = ,u?oza(i)a(j)

para cada i,j = 1,...,n, en virtude do lema .13
Sexan pois 4,7 =1,...,n. Se i = j entén:

Qi Qg 2
Hj065 = [0 = Qs = —5 Cs(i)o(i) = M Co(i)o(j)-

o(i)o (i) X (i)o(4)

Agora suponiamos que i # j. Como ®p(Aut(€)) é 2-transitivo, entén existe unha permutacion
o' € dp(Aut(€)) tal que (o(i),0(j)) = (0'(i),0'(j)). Sexa ¢’ € Aut(€) tal que Pp(y’) = o,
e sexan fy, ..., fl, € K* os escalares non nulos que verifican que ¢'(ex) = pie,/(x) para cada
k=1,...,n. Polo lema{4.13

/‘I’{L Qg = :U’? Ao/ ()o (i)

e polo tanto:

Analogamente:

En consecuencia:
12 _ 2
HjQuj = [;QG5 = [bi Qg (3)o’ (i) = Mg Co(i)a(i)s

onde a segunda igualdade se deriva de que ¢’ € Aut(€) a partir do lema Ou sexa, 1 j =

u?aa(i)g(j) como queriamos ver.
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En conclusion, dada unha permutaciéon o € S,,, somos quen de construir un automorfismo
¢ € Aut(€) tal que Pp(p) = 0. En consecuencia, deducimos que S,, C ®p(Aut(£)). Como o
contido ®p(Aut(€)) C S, é inmediato, enton ®p(Aut(€)) = S,. O

Vimos que se n > 3 e ®p(Aut(€)) é un grupo de permutacions 2-transitivo, enton ®p é
inxectivo, e se ademais a matriz de estrutura de & verifica que ;. # 0 para algin r = 1,...,n,

enton ®p(Aut(&)) = Sy,

Do mesmo xeito que estudamos o caso 2-transitivo, tamén podemos estudar os casos doutros
grupos de permutacions k-transitivos para k > 2. Por exemplo, un resultado de [4] afirma que se
n>5e ®p(Aut(£)) é 4-transitivo, enton ®p é inxectivo e p(Aut(€)) = S,,. Non trataremos
este caso nin outros mais complexos en profundidade, xa que non dispofiemos de espazo para

facelo.



Capitulo 5

Novas perspectivas: mais ala da

idempotencia

Ata o momento, o noso traballo centrouse no estudo das alxebras de evolucién idempoten-
tes, caracterizadas pola sua forte rixidez estrutural: postien unha tunica base natural agas por
permutaciéns e multiplicaciéon por escalares non nulos. Esta importante propiedade permitiunos
describir con precision os seus automorfismos (teorema e chegar & seguinte sucesion exacta
curta (teorema [4.16)):

1 — Diag(T) - Aut(E) =5 Im®p — 1.

Agora ben, como sinalamos na observacion [£.20, nos resultados comprendidos entre o lema
[4.13] e o corolario [4.17] a condicion de idempotencia so6 foi necesaria para garantir a unicidade da
base natural. Deste xeito, os mesmos resultados seguen sendo validos mesmo se substituimos a
condicién de idempotencia por algunha outra condicién mais débil baixo a cal poidamos garantir

a unicidade das bases naturais.

Neste contexto, introduciremos a propiedade 2LI para alxebras de evoluciéon non dexenera-
das, un caso das cales é o das alxebras de evolucion idepotentes. Este capitulo estd baseado

fundamentalmente no artigo [2].

Advertimos que o obxectivo deste capitulo non é mais que sinalar novas vias de continuidade
da teoria que levamos desenvolvendo 6 longo do traballo, sen profundizar nos aspectos técnicos

nin deternos nas demostracions de forma exhaustiva.

Definiciéon 5.1. Unha alxebra de evolucion £ dise non dexenerada se verifica algunha das

seguintes condiciéns equivalentes:

1. Existe unha base natural B = {ej,...,e,} de & tal que e? # 0 paratodoi=1,...,n.

53
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2. Toda base natural B = {ey,...,e,} de & cumpre e? #Z0paratodoi=1,...,n.

3. O aniquilador de £ é trivial, ou sexa, ann(&) = 0.

Observemos que toda alxebra de evoluciéon idempotente é non dexenerada. Efectivamente, se
& é unha alxebra de evolucién idempotente con base natural B = {ey,...,e,}, enton {e?,...,e2}
tamén é unha base de £ grazas 4 proposicion e consecuentemente e? # 0 para todo i =

1,...,n.

O seguinte resultado, demostrado no artigo [2], presenta unha caracterizacion das alxebras
de evolucion non dexeneradas que posien unha tnica base natural (onde por #nica entendemos

unica agds permutacions e multiplicacion por escalares non nulos):

Teorema 5.2 ([2], Corolario 2.7). Sexa & unha K-dlzebra de evolucion non dexenerada sobre K.

Son equivalentes:

1. £ posie unha unica base natural.

2. Eziste unha base natural B = {ey,... ey} tal que, para cada par de elementos distintos

2 ¢2

€51 € linearmente independente.

ei,e; € B, o conzunto {e

Este teorema motiva a seguinte definicion:

Definicién 5.3. Dicimos que unha K-alxebra de evolucién £ satisfai a propiedade 2LI se
admite unha base natural B = {e1, ..., e,} tal que, para cada par de elementos distintos e;, e; €

B, o conxunto {e?, e?} é linealmente independente.

Observemos que, en particular, calquera alxebra de evolucion que satisfaga a propiedade 2LI é
non dexenerada. Ademais, grazas 6 teorema previo, esta propiedade non depende da base natural

escollida.

Advertimos tamén que todas as alxebras de evolucion idempotentes satisfan a propiedade
2LI, xa que se B = {ey,...,e,} € unha base natural dunha alxebra de evoluciéon idempotente &,
enton {e?, ..., e2} tamén & unha base de € e polo tanto cada subconxunto {e?, e?} é linearmente
independente. Ou doutra forma, o teorema/[3.18|afirma precisamente que as alxebras de evolucion

idempotentes satisfan a condiciéon equivalente (1.) do teorema

Este teorema permitenos estender a anédlise que fixemos do grupo de automorfismos das
alxebras de evolucion idempotentes 6 caso das alxebras de evoluciéon coa propiedade 2LI. Non
obstante, se prescindimos da condiciéon de idempotencia, poderiamos perder certas propiedades
desexables do grafo I' asociado a unha éalxebra de evolucion £ relativo a unha base natural, como
a ausencia de fontes ou a finitude do grupo Diag(I"), asi como a finitude de Aut(€). Vexamolo

no seguinte exemplo:
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Exemplo 5.4 (Alxebra de evolucion 2LI non idempotente). Consideremos a K-alxebra de evo-
lucion € con base natural B = {e1, eg, e3, 4, €5} cuxo produto esta dado por:

2
e] = ez +e3+eq+es,

2

€y = €3,
6% = €4,
ei = €5,
e% = €9,

e cuxo grafo asociado relativo 4 base B esté representado na figura E trivial comprobar que

2 2
1165

independente, e polo tanto & satisfai a propiedade 2LI. Non obstante, £ non é idempotente, xa

calquera par de elementos distintos e;, e; € B satisfan que {e } é un conxunto linearmente

que:
&% =span{ei,... €3} = span{es, es,e4,65} C €

Ademais, estéa claro que o vértice 1 é unha fonte do grafo, e polo tanto deducimos que o teorema

non se satisfai en xeral para esta clase de alxebras de evolucién. &

Figura 5.1: Grafo asociado a unha 4lxebra 2LI non idempotente.

Non obstante, e ainda que o grafo ten unha fonte, a seguinte proposicién afirma que o grupo

diagonal da alxebra de evolucion do exemplo anterior si é finito (véxase Corolario [2.12)):

Proposicion 5.5. Sexa I' o grafo da figura . Enton Diag(I") é isomorfo a Zs.

Demostracion. Por definicion,
Diag(T") := {¢: V = K* | ¥(w) = ¥ (v)? para todo (v,w) € E}.
Polo tanto, as condiciéns que debe satisfacer un elemento ¢ € Diag(T") son as seguintes:

P(2) =¢(1)%  ¥(3) =1(2)?
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Das catro primeiras deducimos:

e como (1) # 0 enton deducimos:

P(1)* = 1.
Daquela, ¢(1) = +1 e ¢(2) = ¢(3) = Y(4) = ¢(5) = (+1)? = 1.

Enton, calquera elemento ¢ € Diag(T") esta determinado polo valor de (1), que pode ser 1
ou —1. En ambos casos, satisfanse as oito condicions anteriores, e polo tanto o grupo Diag(I") s6

consta de dous elementos. Particularmente, Diag(I") ¢ un grupo finito e isomorfo a Zs. O

Observemos que se £ é a alxebra de evolucion 2LI do exemplo anterior, entén temos a sucesion
exacta curta:

1 — Diag(I") —= Aut(€) 25 Imdp —> 1,

e particularmente:

Do mesmo xeito que razoamos na demostracion do teorema [I.18, como Im®p e Ker®p ~

Diag(T") son grupos finitos, entéon Aut(€) é un grupo finito.

Este exemplo 1évanos a formular o seguinte problema, que, de ser resolto afirmativamente,

implicarfa a finitude do grupo de automorfismos das alxebras de evoluciéon 2LI:

Conxectura 5.6. Sexa & unha dlrebra de evolucion 2LI. Entdén, o grupo diagonal do grafo

asociado I'(E, B) relativo a unha base natural B de € € finito.
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