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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo reescribir el Libro XI de Los Elementos de Eucli-
des con un lenguaje matematico actual, respetando en todo momento los argumentos y

metodologias empleados por Euclides en el original.

Abstract

The aim of this project is to rewrite the XI Book of Elements by Euclides, with a
current mathematical language, by all means respecting the arguments and methodology

used by Euclides himself in the original work.
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Introduccion

Todas las culturas de la antigiiedad se acercaron, de un modo més o menos primitivo,
al estudio de las matematicas, en sentido de cantidades, proporciones, geometria, aritmé-
tica...pero de entre todas ellas hay una que destaca, la griega, en la cual podemos encajar
a Euclides como uno de sus maximos exponentes, debido a la elaboracién del tratado Los
Elementos, datado por convencién en el siglo III a.C. y caracterizado por un rigor inédito

en aquel tiempo.

Sobre la vida de Euclides se tiene poca informacién. De hecho, se llegé a dudar de que
fuera una persona en pro de pseudénimo colectivo de un grupo de matematicos o del lider
de dicho grupo, aunque la mayorfa de expertos no lo cree. En relacién a su vida parece
haber tinicamente un par de referencias de fuentes creibles, atribuidas a Proclo y a Pappo,
siglo V y siglo I, respectivamente, en relacion a que fue mas joven que los discipulos de
Platon y mayor que Arquimedes; asi como que vividé y ensend en Alejandria en torno al
300 a.C., época que alcanza su madurez intelectual. Como curiosidad, atin sin contrastar
v més cercano a la leyenda, se le presupone desprecio por la aplicacién préctica de las
matematica en el sentido de no necesitar la existencia de una finalidad para su desarrollo,
dibujandosenos una persepctiva de Euclides en pro del conocimiento por el conocimiento.

Coincidiendo con su etapa de madurez elabora el citado tratado, Los Elementos. Es
una recopilacion llevada a cabo por Euclides que sintetiza la matematica griega. Se nutre
en resultados muchos ya conocidos con anterioridad, como, por ejemplo, el teorema de
Pitagoras. El contenido del tratado es aritmético-geométrico, teniendo especial énfagis en la
corriente geomeétrica, no solo por ser el tema central, sino porque el lenguaje geométrico es el
empleado en la mayor parte de casos para describir resultados y problemas aritméticos. Esta
motivacion es debida a que los griegos no admitian los nimeros irracionales, descubiertos
a razon de la longitud de la diagonal del cuadrado unidad, obtando por representar dichas
cantidades por medio de segmentos.

El tratado consta de trece libros o capitulos que se engloban de la siguiente manera

segln los temas comprendidos. Los Libros I-IV tratan sobre la geometria en el plano, en
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particular, sobre paralelismo y ortgonalidad de rectas y propiedades de tridngulos, parale-
logramos y circunferencias, asi como la inscripcién y circunscripcién de figuras planas. Los
libros V y VI sobre la teoria generalizada de la proporcién, en especial relacién con segmen-
tos, tridngulos y paralelogramos. Los libros VII-IX sobre la teorfa aritmética, comprendida
hoy como teoria de nliimeros, con conceptos de calado como el de minimo comin mltiplo
vy méaximo comun divisor, y resultados muy importantes como el algortimo de Euclides o la
prueba de la existencia de infinitos nimeros primos. El libro X ofrece una conceptualiza-
cion de la inconmensurabilidad y una clasificacién de las variedades de rectas irracionales,
esto es, el estudio de los niimeros irracionales; y los libros XI-XIII sobre la geometria en el

espacio, tema sobre el que trata este trabajo y el cual desgranaremos posteriormente.

El éxito de Fuclides reside, en gran medida, en la organizaciéon sistemética de los resul-
tados y en comprender la importancia de las demostraciones en base a hipétesis y resul-
tados demostrados previamente. Mas especificamente, Proclo alaba especialmente cuatro

virtudes.

La primera el acierto en la seleccién de proposiciones y problemas considerados, ya
que Euclides "no ha incluido todo lo que podria haber dicho sino solo lo pertinente para
la construccion de los elementos". La segunda es la cantidad de métodos empleados, con-
viviendo en las pruebas ilustradas pautas marcadas por el realismo platonico (considera
los objetos matemaéticos universales con una existencia objetiva independiente de nuestro
conocimiento de los mismos), cuyo exponente es el método de prueba por reduccion al

absurdo; junto el constructivismo, donde las pruebas son construcciones o algoritmos.

La tercera proviene de la estructura que sigue a lo largo de todo el tratado, la cual
continua vigente a dia de hoy,es decir, la organizacién del texto matematico en definicio-
nes, proposiciones menores (porismas, lemas, corolarios), proposiciones y demostraciones.
Toma como punto de partida las definiciones intentando evitar problemas l6gicos como el
razonamiento circular y las regresiones infinitas. De igual manera sucede para el caso de las
demostraciones, establece enunciados que han de ser aceptados sin demostracion (axiomas),
para evitar problemas légicos y posteriormente cada prueba se basa en axiomas, definiciones
y proposiciones previamente demostradas utilizando las reglas de la légica. Como ultimo
punto se seniala el caracter didactico del tratado, en palabras de Proclo," Euclides no solo
ensefia una ciencia, sino que, en cierto modo, parece empenado en ensefiar a aprenderla y

construirla".

Consecuencia de las virtudes senaladas, la obra Los Elementos ha sido el texto mate-
maético del que mas ediciones se han hecho, un manual que ha estado vigente durante 2000

anos como referencia imprescindible en el estudio de la geometria y del cual muchas de sus
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caracteristicas esenciales tienen vigencia aun a dia de hoy. Sus pédginas han servido como
fuente de inspiracién y de desafio, empujando a gran cantidad de personas a lo largo de la
historia a indagar en el conocimiento de las mateméaticas, potenciando el descubrimiento
v desarrollo de nuevos enunciados vy técnicas que permitieron a dicha ciencia avanzar, no
solo en campos tradicionales como la geometria o el algebra, sino también en ramas més

modernas como la criptografia o la matemética computacional.

Los Elementos también sirve de ejemplo de lo que muchos llaman la belleza de las
matematicas. En palabras de Hardy, "La belleza es el primer requisito: no hay lugar per-
manente en el mundo para las matematicas feas". Es por esto que dicha obra ha inspirado
a otras ramas del conocimiento mas cercanas a las humanidades, en especial a las bellas
artes (pintura, escultura y arquitectura) y a la musica, pero también a la literatura, la

filosofia o incluso en la politica.

En relaciéon a la arquitectura, Euclides fue considerado un teérico. En un primer mo-
mento por la teorfa de la proporcién, que se remonta a la tradicién pitagorica y tuvo mas
empuje hasta el siglo XVII, cuando Guarino Guarini publica el tratado Archittetura civile,
el cual contiene muchas cosas transportadas directamente de Los FElementos con un enfo-
que predominantemente geométrico. Aun asi, la dualidad aritmética-geometria estuvo muy
presente en dicho periodo, en especial durante el Renacimiento, donde importantes expo-
nentes como Vitruvio o Leon Battista Alberti eran conocedores de la geometria euclidiana.
Desde el siglo XVII la arquitectura evolucioné notablemente pero la influencia euclidiana
sigui6 siendo importante, algo de manifiesto en obras como Urbanisme de Le Corbusier

(1924), o en arquitectos méas recientes como Zaha Hadid o Frank Gehry.

En relacién a la escultura, la teoria de la proporcién también tuvo una notable influencia
en el mundo clasico, viéndose potenciada en el Renacimiento. Mencién especial a Leonardo
Da Vinci, quien realizé un analisis mostrando como las distintas partes del cuerpo estaban

relacionadas por la razén aurea.

De forma menos aparente pero igualmente estrecha, Euclides tuvo notable influencia
en la pintura, en especial durante el Renacimiento, a partir del descubrimiento de la pers-
pectiva lineal y de su generalizacién, punto de partida para el desarrollo de la teoria de
la perspectiva, primero de manera torica por Alberti,y posteriormente de forma mas com-
pleta gracias a Piero della Francesca y su obra De prospectiva pingendi. Pero no se limita
solo al Renacimiento. Ya en el siglo XX podemos encontrarnos su pegada en corrientes
artisticas que en un primer momento no se nos ocurriria encasillar con él, tales como el
abstraccionismo, de la mano de Kandinsky, o el surrealismo con autores como Max Ernst,

René Magritte o Salvador Dali.
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Con respecto a la musica, ya los pitagoricos estudiaron la armonia, llegando a la conclu-
si6n de que dos sonidos tocados simultdneamente resultaban agradables cuando el cociente
entre la longitud de las cuerdas era una fracciéon de ntiimeros enteros pequenos, guardando
este hecho estrecha relaciéon con el algortimo de Euclides, también usado en el siglo XVII
para afinar instrumentos musicales, e incluso, mas recientemente, para la composicién mu-
sical por medio de la computacion de la mano de Iannis Xenakis. Aan maés, gracias a
Godfried Toussaint sabemos que la mayor parte de ritmos tradicionales en el mundo son

generados por dicho algoritmo.

La literatura no serd menos. Con relacién a la novela, Fuclides ha sido citado en varias
obras como ejemplo de racionalidad, entre la que se encuentra un relato de Conan Doyle, A
study in scarlet; pero el campo a destacar es la poesia, con cantidad de poemas en los que
se alude a su persona o a su obra, como por ejemplo, Fuclid alone has looked on Beauty
bare (Millay, 1923), obra de la que Eva Brann comenta: "La poeta sugiere que cuando
miras los objetos euclidianos, como circulos, tridngulos y rectangulos, ves algo revelado
que las formas corpéreas no muestran, y que te puede conmover igual que la belleza fi-
sica", A mathematical problem (Coleridge, 1791), donde se esboza la demostracion de la
Proposicion 1, Libro I, en forma de poema, o Fuclidiennes (Guillevic, 1967), que dota de

personalidad individual a distintas formas geométricas que aparecen en Los Elementos.

Para finalizar esta introduccién entraremos maés en detalle en el contenido de los libros
XI-XII de Los Elementos. El Libro XI, sobre el cual versa este trabajo, costa, en primer
lugar, del conjunto de definiciones que nutrirdn el tema de geometria en el espacio, co-
menzando por definir conceptos como que es un s6lido o la perpendicularidad entre rectas
v planos, vy finalizando con varias definiciones en relacién a la esfera, al cilindro y a los

solidos regulares.

En segundo lugar, constituye la elaboraciéon de una serie de resultados que seran he-
rramientas necesarias para poder elaborar construcciones més complejas en los siguientes
libros, como diversos resultados sobre paralelismo y perpendicularidad entre rectas, planos
y ambos; y sobre dngulos solidos (muchos de los cuales con las correspondientes construccio-
nes). Por tltimo, tenemos cantidad de propiedades relativas a los sélidos,y , en particular,
paralelepipedos, entre las que se encuentran relativas a la proporcionalidad, semejanza
e igualdad entre ellos, tan importantes como la Proposiciéon 31, la cual asegura que dos

solidos paralelepipedos de igual base y altura son iguales entre si.

FEn este capitulo cobra una especial relevancia el Libro I, pues a lo largo de las distintas
demostraciones se requiere emplear muchos de sus resultados, particularmente los relativos

a construcciones de rectas paralelas o perpendiculares, asi como a la igualdad y propiedades
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de tridangulos y de paralelogramos; pero también presentan una notable influencia los Libros
V y VI en relacién con los resultados de proporcionalidad y semejanza.

EL Libro XII continua la senda del estudio de distintos s6lidos y sus propiedades, en
particular, de las pirdmides, los conos, los cilindros y las esferas, estudio que culmina en
el Libro XIIT con la construccion de los conocidos como sélidos platonicos (o regulares), a
saber: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro, destacados en la filosofia clasica
pues Platén, en su obra Timeo, los asocia a los cuatro elementos clésicos: fuego, tierra,

aire, agua; y al propio Universo.
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Capitulo 1

Definiciones Libro XI

Definicion 1.1. Un s6lido es lo que tiene longitud, anchura y profundidadﬂ
Definicion 1.2. El extremo de un so6lido es una superficie.

Definicion 1.3. Una recta es ortogonal a un plano cuando forma angulos rectos con todas

las rectas que la tocan y que estan en el plano, es decir, dadas la recta r y el plano T,
r 1w L(r,s) = 1recto, Vsrecta/sNr#0, s €.

Definicion 1.4. Un plano es ortogonal a un plano cuando las rectas trazadas en uno de los
planos formando éngulos rectos con la seccion comun de los (dos) planos forman angulos
rectos con el plano restante, es decir, dados los planos 7, v, y sea s = ® N vy la seccién

comin,
Ly [Vrrecta/r € my L(r,s) = 1recto = £L(r,) = Lrecto.]

Definiciéon 1.5. Inclinacién de una recta con un plano es el dngulo contenido por la
recta trazada y levantada, cuando, desde el extremo elevado de la recta, se traza una
perpendicular al plano y, desde el punto resultante hasta el extremo de la recta en el

plano, se une una rectaE].

Definicion 1.6. La inclinacién de un plano con respecto a un plano es el dngulo agudo
comprendido por las (rectas) trazadas a un mismo punto formando angulos rectos con la

seccion comin en cada uno de los planod’}

Definicion 1.7. Se dice que un plano se inclina sobre un plano de manera semejante a

como otro se inclina sobre otro, cuando dichos dngulos de inclinacién son iguales entre si.

'La definicién de sélido es tradicional
2Se trata del angulo que forma la recta con su proyeccién en el plano
3Se trata de un angulo diedro.
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Definicion 1.8. Planos paralelos son los no concurrentes.

Definicion 1.9. Figuras soélidas semejantes son las comprendidas por planos semejantes

iguales en ntimero.

Definicion 1.10. Figuras solidas iguales y semejantes son las comprendidas por planos

semejantes iguales en numero y tamaﬁoﬁ

Definicion 1.11. Angulo sélido es la inclinacién de mas de dos lineas que se tocan entre
si y no estdn en la misma superficie con respecto a todas las lineas. Dicho de otra forma:
un angulo s6lido es el comprendido por mas de dos dngulos planos construidos en el mismo

punto, sin estar en el mismo plano.

Definicion 1.12. Una pirdmide es una figura sélida comprendida por planos, construida

desde un plano a un punto.

Definicién 1.13. Un prisma es una figura sélida comprendida por planos dos de los cuales,
los opuestos, son iguales, semejantes y paralelos, mientras que los demés son paralelogra-

mos.

Definicion 1.14. Esfera es la figura que queda comprendida cuando, permaneciendo fijo
el diametro de un semicirculo, se hace girar el semicirculo y se vuelve de nuevo a la misma

posicion desde donde empezo a moversd?]

Definicion 1.15. El eje de la esfera es la recta que permanece fija en torno a la que gira

el semicirculd?]
Definicion 1.16. El centro de la esfera es el mismo que el del semicirculo.

Definicion 1.17. El didametro de la esfera es cualquier recta trazada a través del centro y

limitada en ambas direcciones por la superficie de la esfera.

“Simson da un ejemplo de dos figuras que no son iguales y cumplen dicha definicién: considera una
piramide inicial y sobre su base construye dos pirdmides iguales, mas pequefias que la inicial y opuestas
por la base. Es decir, una de estas piramides estd incrustada en la piramide inicial y la otra es una piramide
opuesta a la inicial por la base. Entonces, la figura delimitada por la primera piramide y la opuesta, suma de
piramides, y la figura delimitada por la primera piramide y la que esta incrustada, diferencia de piramides,
no son iguales y cumplen la definicion.

Heath, sin embargo, piensa que la definicion se refiere iinicamente a figuras compuestas por angulos solidos
triedros, y en este caso, que es el inico que Euclides tiene en cuenta, sus afirmaciones son verdaderas y
admisibles.

®No se trata de una definicién de la esfera propiamente dicha, sino de la descripcién del modo de generar

una esfera.
5Se trata de un punto de vista constructivo. Cualquier diametro de la esfera puede servir como eje de

la misma.



Definicion 1.18. Cono es la figura que queda comprendida cuando, permaneciendo fijo
uno de los lados que comprenden el angulo recto de un tridngulo rectangulo, se hace girar
el tridAngulo y se vuelve de nuevo a la posicién desde donde empez6 a moverse. Y si la recta
que permanece fija es igual a la restante del angulo recto, el cono serad rectdngulo, y si es

menor obtusangulo y si es mayor acutangulo.

Definicion 1.19. El eje del cono es la recta que permanece fija en torno a la que gira el

tridngulo.
Definicion 1.20. La base del cono es el circulo descrito por la recta que gira.

Definicion 1.21. Cilindro es la figura que queda comprendida cuando, permaneciendo
fijo uno de los lados que comprenden el dngulo recto de un paralelogramo rectangulo, se
hace girar el paralelogramo y vuelve de nuevo a la misma posiciéon desde donde empezd a

moverse.

Definicion 1.22. El eje del cilindro es la recta que permanece fija en torno a la que gira

el paralelogramo.

Definicion 1.23. Las bases del cilindro son los circulos descritos por los dos lados opuestos

que giran.

Definicion 1.24. Conos y cilindros semejantes son aquellos cuyos ejes y didmetros de las

bases son proporcionales.
Definicion 1.25. Un cubo es una figura solida comprendida por seis cuadrados iguales.

Definicion 1.26. Un octaedro es una figura solida comprendida por ocho tridngulos iguales

v equilateros.

Definicion 1.27. Un icosaedro es la figura solida comprendida por veinte tridngulos iguales

v equilateros.

Definicion 1.28. Un dodecaedro es la figura soélida comprendida por doce pentigonos

iguales equilateros y equidngulos.
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Capitulo 2

Resultados Libro XI

Proposicion 2.1. No es posible que una parte de una linea recta esté en el plano base,

mientras que otra parte en el mds elevado.

Demostracion. Supongamos que es posible. Sean 7 el plano de referencia y ABI linea recta
tal que parte de ella, sea AB, esté en el plano de referencia, AB € 7, y otra parte BI' en

un plano més elevado, es decir, BI' ¢ .

AB € m = 3 BA recta que continua AB/ BA € .
Luego AB segmento /| AB € ABT', AB € ABA. Dicha situaciéon no es posible.
Tomemos un circulo de centro B, con radio AB, y denotemos su circunferencia por C(B, AB).

Como B € ABT', B € ABA, ambas rectas seran diametros del circulo, con

ABC N C(B,AB) = {A,T}, ABANC(B, AB) = {A, A}.

Sean arco(AT'), arco(AA) € C(B, AB), las porciones de circunferencia desde el punto A al

5
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punto I', y desde el punto A al punto A, respectivamente. Entonces: arco(AI') # arco(AA),

llegando asi a una contradiccion con la Definicion 17, Libro IF_-] O

Proposicion 2.2. Si dos rectas se cortan una a otra estdn en un plano, y todo tridngulo

estd en un plano.

Demostracion. Sean ABI'A rectas /ABNTA =E.
Tomamos Z € EA, H € EB, y definimos los segmentos ABy HZ.
Consideraremos también los puntos ©, K € AB para trazar las rectas Z0, HK.

En primer lugar, veamos que el triangulo FAB esta en un plano que denominaremos 7.
Por reduccion al absurdo, digamos que FAB no esté en el plano en su totalidad, es decir,

parte de él esta en otro plano v, luego:

ZAO e
EABNZAB ey |= ZAemyEZEe€n.
mF
Analogamente,
HBK e
EABN\HBK c€v|= HBecnmnyFEH €.
TF
Sea ahora el trapecio ZABH en EAB de forma que:
ZABH €
EABNZABHe~y |=| FZeyy ZAer
£y FH e~y HB e .

"Definicién 17, Libro I: Un didmetro del circulo es una recta cualquiera trazada a través del centro y
limitada en ambos sentidos por la circunferencia del circulo, recta que también divide al circulo en dos

partes iguales



Aplicando a estas consideraciones la Proposicion 2.1

EZey, ZAen
FHe~v, HBenm |=> 7m=v
Z € EA,H€EERB

Luego tenemos que el tridngulo EAB esté en el plano .
Comprobemos por ultimo que ambas rectas estan en el mismo plano por aplicaciéon di-
recta de la Proposicién 2.1:

EAe EABer
EBe EABen = I'Aern, AB €.
EAcT'A, EBe AB

Proposicion 2.3. Si dos planos se cortan uno a otro su seccidn comin es una recta.

Demostracion. Sean AB, I'A planos tales que ABNT'A = BA linea. Queremos ver que

la linea BA es recta.

Supongamos que BA es una linea no recta, y tracemos en los planos AB y BT las rectas
BEA y BZA respectivamente. Por construccion, {B} U {A} € BEA N BZA |, es decir,
ambas rectas tienen los mismos extremos.

Como BEA y BZA tienen los mismos extremos, y BEA # BZA, entonces BEA y BZA
encierran un area, lo cual no es posible por la Nociéon Comtn 9: dos rectas no encierran un
espacio.

Luego BEA y BZA no son rectas.

Por el caracter genérico de BEA v BZA queda probado que no habra ninguna otra recta

trazada de B a A, salvo BA, seccién comun de los planos AB y BI. O
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Proposicion 2.4. Si se levanta una recta formando dngulos rectos con dos rectas que se
cortan una a otra en su seccidén comun, formard también dngulos rectos con el plano que

pasa a través de ellas.

Demostracion. Sean AB,I'A rectas tales que ABNT'A = {E}, y levantemos una recta EZ

que forma dngulos rectos con AB y I'A,
L(AB,EZ) = 1recto = L(I'A,EZ).

Queremos probar que EZ forma también 4dngulos rectos con el plano que contiene a las
rectas AB,I'A; es decir, que la recta EZ forma angulos rectos con todas las rectas que la

tocan y estan en el plano.

L

bl

Tomamos las rectas AE,BE,I'E,AFE de forma que:

AEF =BE =TFE = AFE.

Trazamos las rectas AA y BI', ademés de la recta H EO al azar pasando por E de forma

que:
HEO®NAA = {H}, HEONTB = {6}

Nuestro objetivo es ver que £(FEZ, HEO) = 1recto.
Tomamos Z € EZ y trazamos las rectas: ZA,ZH ,ZA,Z1",Z0.ZB.
Por la Proposicién 4, Libro IE], aplicada a los tridngulos AEA y T'EB:

AE =TFE (Base)AA = (Base)I'B
EA=EB = AEA =TEB
L(AE,EA) = £(TE, EB) £(AAE) = £(TEB)

2Proposicién 4, Libro I: Si dos triangulos tienen dos lados del uno iguales a dos lados del otro y tienen
iguales dngulos comprendidos por las rectas iguales, tendran también las respectivas bases iguales, y un
triangulo serd igual al otro, y los &ngulos restantes, a saber, los subtendidos por lados iguales, seran también

iguales respectivamente.



Ahora, considerando los triangulos AH FE,BE®O, por la proposicién 26, libro IE

L(AE,EH) = L£(EB, EO)
£(AH,AF) = «£(EB,E®) |= HE=FEO©, AH = BO.
AE =EB
Volvemos a emplear la Proposicion 4, Libro I, en referencia a los tridngulos ZAE,ZEB:
AE =EB
L(AE,ZE) = £(EB,ZE) = lrecto | = (base)ZA = (base)ZB.

ZFE lado comin a ambos

Por el mismo razonamiento aplicado a los tridngulos ZEA ZT'E, tenemos:
(base) ZT' = (base) ZA.

Trabajamos ahora sobre los tridngulos ZAA, ZT'B. Por la Proposicion 8, Libro Iﬁ

AA=TB
ZA=ZB = A(ZAA) = L(ZTB).
(base)ZA = (base) ZT

Y respecto a los triangulos AHZ, B0Z, por la Proposicion 4 del Libro I:

ZA=7ZB
AH = B©O = (base)ZH = (base)ZO.
L(ZAH) = £(BZO)

Para finalizar, los tridngulos ZHFE, ZE© verifican:

HE =F©6
(base)ZH = (base)ZO |= AL(HEZ)=4£(OEZ)=1recto = ZE 1 HO.

EZ lado comun a ambos

Pero HO es la recta trazada al azar por el punto E, luego ZF hara angulos rectos con
todas las rectas que la tocan y estén en el plano base, que es el qué contiene a AB y T'A.
Asi, ZF esta en angulo recto con el plano que va por AB, I'A.

O

3Proposicién 26, Libro I: Si dos triangulos tienen dos angulos del uno iguales respectivamente a dos
angulos del otro y un lado del uno igual a un lado del otro, ya sea el correspondiente a los &ngulos iguales o
el que subtiende uno de los angulos iguales, tendran también los lados restantes iguales a los lados restantes

y el angulo restante igual al 4ngulo restante.
*Proposicion 8, Libro I: Si dos tridngulos tienen dos lados del uno iguales respectivamente a dos lados

del otro, y tienen también iguales sus bases respectivas, también serdn iguales los angulos comprendidos

por las rectas iguales.
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Proposicion 2.5. Si se levanta una recta formando dngulos rectos con tres rectas que se

tocan, en su seccion comin, las tres rectas estdn en un plano.

Demostracion. Sean las rectas BT', BA, BE tales que BTNBANBE = {B}, y levantamos

la recta AB de forma que
L(ABT') = L(ABA) = L(ABE) = 1recto.

Queremos probar que BE, BA, BI' estan en un unico plano 7, nuestro plano base.

A

Por la Proposicion 2.2: BA, BE € 7, y supongamos que BI' ¢ 7. Luego, AB y BT definen
un plano, al cual llamaremos .

m N~y = BZ, que por la Proposicién 2.3 es una linea recta.

Tenemos AB, BT', BZ € . Aplicando la Proposicion 2.4:

AB1 BAyAB1BE = ABln & ABlr Vren/Ber.

Como B € BZ € 7, entonces, £(ABZ) = 1recto.
Tenemos:

L(ABZ) = 1recto= 4£(ABI') = BTl e .

Llegamos asf a una contradiccién.

En conclusion, BT', BA, BE € 7, y se verifica la proposicion. O

Proposicion 2.6. Si dos rectas forman dngulos rectos con el mismo plano, las rectas serdn

paralelas.

Demostracion. Sean 7 plano y AB, I'A rectas tal que AB L «, 'A L 7.
Queremos probar que AB || TA.

Consideremos los puntos de corte de dichas rectas con el plano:

ABNm={B}, TAnm={A}.
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Trazamos las rectas BA, AE de forma que: AE € 7, £(BAFE) = lrectoy AE = AB.

Continuamos trazando las rectas BE, AE, AA. Tenemos:

AB 17
BANAB ={B}, BAen|= 4(ABA)= 4(ABE) = 1recto.
BENAB={B}, BEen

Anélogamente:

'A L~
IF'ANAB={A}, ABen|= 4L(I'AB)= £(I'AE) = 1recto.
FTANAE={A}, AEen

En primer lugar,teniendo en cuenta la Proposicion 4, Libro I, para los tridngulos AAB,
BAE :
AB = EA
£L(ABA) = £(BAE) = 1recto | = (base)AA = (base) BE.

BA lado comin a ambos

En segundo lugar, la Proposicién 8, Libro I, con respecto a los tridngulos ABE, AAE

nos permite deducir que:

AB =AFE
AA = BE = A(ABE)=4A(EAA) = A(FAA)=1recto & FEA L AA.
AFE base comun a ambos £(ABFE) = 1recto

Es més, podemos aplicar a los datos que ya conocemos la Proposicion 2.5 de manera que:

EA 1 AA
EA 1L BA, EA 1L TA = Jv plano/BA,AA,TA € ~.
EANAANBANTA ={A}
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Sabemos, por la Proposicion 2.2, que todo tridngulo estd en un plano,
AB,AA € ~, AAB tringulo = AB € ~.
Para concluir, por la Proposicién 28, Libro I[ﬂ:
AB, BA,TA €y, £(ABA) = L(BAT') = 1recto = AB ||TA.

Asi se deduce que si dos rectas estan en dngulo recto con el mismo plano, estas seran

paralelas. m

Proposicion 2.7. Si dos rectas son paralelas y se toman unos puntos al azar en cada una

de ellas, la recta que une los puntos estd en el mismo plano que las paralelas.

Demostracion. Sean AB, I'A rectas tal que AB | TA, vy E € AB, Z € T'A, puntos
arbitrarios. Queremos probar que la recta que une dichos puntos estd en el mismo plano

que las paralelas, digamos .

Supongamos pues que EHZ es la recta que une los puntos E, Z, y FEHZ ¢ w. Trazamos
un plano v verificando que EHZ € ~.

Como ,~ planos tal que ™ N~ # ), por la Proposicion 2.3: # Ny = EZ, recta que surge
como secciéon de ambos planos.

En esta situacion,
{E,ZY C EHZNEZ =, Area(EHZ,EZ) # 0.

Llegamos asi a una contradiccion. Por la Nocion Comun 9 dos rectas no pueden encerrar

un area. Concluimos que EZ € . O

SProposicién 28, Libro I: Si una recta al incidir sobre dos rectas hace el angulo externo igual al interno
y opuesto del mismo lado, o los dos internos del mismo lado iguales a dos rectos, las rectas seran paralelas

entre si.
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Proposicion 2.8. Si dos rectas son paralelas y una de ellas forma dngulos rectos con un

plano cualquiera, la restante formard también dngulos rectos con el mismo plano.

Demostracion. Sean AB, I'A rectas paralelas y sea 7 el plano de referencia. Por hipotesis,

AB 1 7,y queremos probar que T'A 1 7.

A B

Sea ABNm = {B}, TAN®={A} y tracemos la recta BA. Por la Proposicion 2.7:

AB || TA
Be AB, AeTA|= 3vyplano/AB,TA, BA € ~.
BA recta

Trazamos la recta AE verificando:
AFE € m, £(BAE) = 1rectoy AE = AB.

Seguidamente, trazamos las rectas BE, AE y AA.

Como:
AB 1 TA

BA,BE e = 4A(ABE) = £(ABA) = 1recto.
BANBENAB={B}
Notemos que la recta BA incide sobre las rectas AB, I'A paralelas entre si. Luego la

Proposicion 29, Libro Iﬁ nos asegura que:
L(ABA) 4+ L(I'AB) = 2rectos,

de donde se deduce:
£L(T'AB) = 1recto=TA L BA.

SProposicién 29, Libro I: La recta que incide sobre rectas paralelas hace los angulos alternos iguales
entre si, y el angulo externo igual al interno y opuesto, y los angulos internos del mismo iguales a dos

rectos.
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En primer lugar, respecto a los tridngulos ABA y BAF, por la Proposicion 4, Libro I:

AB = AFE
BA lado comin a ambos = (base)AA = (base)BE.
£(ABA) = 1recto = £(BAFE)

En segundo lugar emplearemos la Proposicion 8, Libro 1, para los tridngulos ABE, AAFE.

AB = FEA
BE = AA = K(ABE)=4£(EAA) = 4L(EAA)=1recto = EA L AA
AFE base comin a ambos (L(ABE) = 1recto)

Ahora, por la Proposicién 2.4:
EA 1 AA, EA 1 AB = Ja plano/BA,AA € a, EA 1 «.

Notemos que I’'A € a pues AB, BA,TA €~y AB, BA € a.
Para finalizar, sobre estas nuevas relaciones podemos volver a aplicar la Proposicién 2.4,

de manera que:
I'A L AE, TA 1 BA =3 plano/ AE,AB € fy 'A L j,

pero:
AB, AE e =1 =0,

de donde se concluye:
TALpB, 7n==TA L.

O

Proposicion 2.9. Las paralelas a una misma recta y que no estdn en el mismo plano que

ella son también paralelas entre si.

Demostracion. Sean 7 el plano que pasa a través de EZ y AB, I'A rectas /| AB || ZE,
I'A || ZE y AB,T'A ¢ m.. Queremos probar que AB || TA.

B (C] A

Z H E
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Tomamos H € EZ arbitrario y trazamos la recta HO de forma que:

HONAB={0}, £,(HO,EZ) = 1recto
Anéalogamente, trazamos la recta HK tal que:

HKNTA ={K}, £:(HK,EZ) = 1recto.
Por la Proposicién 2.4:

EZ 1 HO, EZ | HK = 3v plano/HO, HK € ~, EZ 1 ~.
Seguidamente, por la Proposicion 2.8:
EZ | AB, EZ 1L v= AB 1 ~,

EZ|TA, EZ Ly=TA L.

De donde se concluye, por la Proposicion 2.6, AB || TA . O

Proposicion 2.10. Si dos rectas que se tocan son paralelas a otras dos rectas que se tocan,

sin estar en el mismo plano, comprenderdn dngulos iguales.

Demostracion. Sean AB, BT rectas/ ABN BI' = {B}; ABT plano / AB, BI' € ABT; y
AE, EZ rectas /| AENEZ ={E}; AEZ plano /| AE,EZ € AEZ.

=y,

Supongamos que: AB || AE, BT' || EZ y ABT # AEZ. Queremos probar que:

£(ABT) = L(AEZ).
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Tomemos las rectas AB, BI', EA, EZ de forma que: AB = BI' = EA = EZ, y tracemos
las rectas AA, I'Z, BE, A", AZ.
Por la Proposicion 33, Libro I [}

BA=FEA y BA| EA= AA = BE, AA || BE,

Bl'=FEZyBl'|EZ= BE=TZ, BE|TIZ,
de manera que, por la Proposicién 2.9:

AA || BE
BE||TZ = AA|TZ

AA y T'Z no estan en el mismo plano

Pero las rectas AI', AZ unen a AA y I'Z, y por la Proposicion 33, Libro I:
AA=TZ y AA |TZ = ATl' = AZ, AT || AZ.

Finalizamos la prueba considerando los triangulos ABT', AEZ. Por la Proposicién 8, Libro

I:
AB = AFE

Bl = EZ = A(ABT) = L(AEZ).
(base) AT = (base)AZ
0l

Proposicion 2.11. Trazar una linea recta perpendicular a un plano dado desde un punto

elevado dado.

Demostracion. Sea w el plano de referencia y A un punto elevado, en particular, A ¢ .
Queremos trazar una linea recta perpendicular al plano 7 desde A.

Trazamos al azar una recta BI' € .

Por la Proposicion 12, Libro Iﬁ,trazamos desde A una recta AA verificando: AA 1 BT'y
A e BI' /] AANBI' = {A}.

Si AA 1 7 ya estaria probado. Supongamos que no sucede.

La Proposicién 11, Libro I[ﬂ nos permite trazar desde A € BT la recta AFE verificando:

£-(AE,BI') = 1recto.

"Proposicion 33, Libro I: Las rectas que se unen por el mismo lado a rectas iguales y paralelas son
también ellas mismas iguales y paralelas.
8Proposicién 12, Libro I: Trazar una linea recta perpendicular a una recta infinita dada desde un punto

dado que no esté en ella.
®Proposicién 11, Libro I: Trazar una linea recta que forme 4ngulos rectos con una recta dada, desde un

punto dado en ella.
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=

Utilizando la Proposicién 12, Libro I, trazamos, desde A, la recta AZ tal que:

AZ L AE, AZNAE = {Z}.

Por la Proposicién 31, Libro IH podemos trazar por el punto Z la recta HO / HO || BT

Tenemos, en virtud de la Proposicién 2.4:
BI' L AA, BT' L. AE = Jyplano/AAAE € ~, BI' 1L ~,

y seguidamente, por la Proposicién 2.8:

HO || BT, BT L v= HO 1 ~.
Ahora, como consecuencia de la Proposiciéon 2.2:

AA, AE € vy = AA, AZ € v = (triangulo)AZA € v = AZ € ~.
Luego, por ser HO 1 +, teniendo en cuenta la Definicién 1.3:
AZ e, AZNHO ={Z}=HO 1L ZA=ZA 1 HO.

Como ultimo paso de la prueba, por la Proposicién 2.4 aplicada a las rectas AZ, HO, AE:

AZ L HO, AZ | AE = 3B plano/ HO, AE € 3, AZ L B,

pero entomnces:

HO,AF e, HO,AEen=0=n
B=m, AZ 1L = AZ L .

Asi, hemos trazado una recta AZ, perpendicular al plano 7, desde el punto elevado A. [

10Pyroposicion 31, Libro I: Por un punto dado trazar una linea recta paralela a una recta dada.
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Proposicion 2.12. Levantar una linea recta formando dngulos rectos con un plano dado

desde un punto dado en él.

Demostracion. Sean 7 el plano dado y A € 7.

Queremos encontrar una rectar / A€r ,r L m.

Consideramos un punto B elevado con respecto a m. La Proposicién 2.11 nos permite trazar
una recta BI' / BI' L 7.

/4

La Proposicion 31, Libro I, nos permite trazar una recta AA / A € AA, AA || BT.

Para finalizar, por la Proposicion 2.8:
AA|| BT, BI' L 7= AA 1 T.
Por tanto, AA es la recta deseada. O

Proposicion 2.13. No podrdn levantarse por el mismo lado dos rectas formando dngulos

rectos con el mismo plano desde el mismo punto.

Demostracion. Sea 7 el plano de referencia. Supongamos que es posible levantar por el

mismo lado dos rectas formando angulos rectos con el mismo plano desde el mismo punto.

w
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Levantamos desde un punto A € 7, por el mismo lado, rectas AB, AT verificando:
AB L &, AU L my AB # AT.

ABNAT = {A} = 3vyplano | AB, AT € ~.

Por la Proposicion 2.3: 1 N y=AAEFE (recta).

Ahora, como consecuencia de la Proposicién 2.4, tenemos:

Fr'Alas
AAE en = «L(TAE) = 1recto,
FTANAAE = {A}

BAlm
AAE en = 4(BAE) = lrecto.
BANAAE = {A}

En resumen:
IF'A,BA,AE € v y L(T'AFE) = 1recto = £{(BAFE) = AB = AT.

Llegamos a una contradiccion pues AB # AI', luego no se levantaran por el mismo lado

dos rectas formando dngulos rectos con el mismo plano desde el mismo punto. O

Proposicion 2.14. Los planos con los que una misma recta forma dngulos rectos serdn

paralelos.

Demostracion. Sean I'A, EZ planos y AB recta /| AB L TA, AB | EZ.
Vamos a probar que T'A || EZ.

Supongamos que no lo son, luego, por la Proposicion 2.3: TANEZ = HO (recta).
Tomemos K € HO arbitrario y trazamos las rectas AK, BK.

AB 1 EZ = £(ABK) = 1recto.
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AB 1 TA = £(BAK) = 1recto.

Considerando el tridngulo ABK, tendra dos angulos rectos, luego:
£L(ABK) + £(BAK) = 2rectos.
Llegamos a una contradiccién con la Proposicién 17, Libro ]E]7 entonces:
FTANEZ=0=TA| EZ
O

Proposicion 2.15. Si dos rectas que se tocan son paralelas a dos rectas que se tocan sin

estar en el mismo plano, los planos que pasan a través de ellas son paralelos.

Demostracion. Sean AB, BT, rectas /| ABNBI' = {B}; T'E, EZ rectas | TENEZ = {E};
y ademas: AB |AE, BT || EZ.
Consideramos los planos m, v / AB, BT € m; AE,EZ € +.

Queremos probar que 7 || .

Por la Proposicion 2.11, trazamos desde B larecta BH / BH 1 v, BHN~y = {H}.
Seguidamente, por la Proposicién 31, Libro I, trazamos por H las rectas HO, HK verifi-
cando: HO | EA, HK | EZ .

Como consecuencia de la Definicién 1.3:

BHNHO = {H} = BHNHK = £(BHO) = 1recto = £{(BHK).

"Proposicion 17, Libro I: En todo triangulo dos angulos tomados juntos de cualquier manera son menores
a dos rectos.
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Por otra parte, por la Proposicién 2.9:
BA || EA, EA | HO = BA || HO,

BT |EZ, EZ | HK = BT | HK,

v teniendo en cuenta que la recta BH incide sobre dichas paralelas, por la Proposicién 29,
Libro I
£L(HBA)+ £(BHO) = 2rectos,

£(HBT') + £(BHK) = 2rectos.
Pero,

£(BHO) = 1recto, £(BHK) = 1recto = £(HBA) = 1recto, £(HBT) = 1recto.

Conocidos estos angulos, por la Proposiciéon 2.4:

L(HBT) = 1recto = £(HBA)
BT, BAcn ~ HB L.
HBN BN BA={B)

Para finalizar, por la Proposicién 2.14:
HB 1y, HBlnm=~|m.

O

Proposicion 2.16. Si dos planos paralelos son cortados por un plano, las secciones co-

munes son paralelas.

Demostracion. Sean AB, TA, EZH®© planos /| AB || TA, ABNEZHO = EZ,
FT'ANEZHO® = HO. Queremos probar que EZ || HO.

B
A '
& K
A
H e
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Supongamos que no es cierto, luego las rectas £Z, HO se encontraran en la direccién de
Z,0,0enlade E, H.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que se encuentran en la direccién de Z, O, luego:
EZNHO ={K}, ysean EZK, HOK las prolongaciones de las rectas EZ, HO hasta K.
Tenemos, por la Proposicién 2.1:

EZK € AB, HOK € T'A, en particular, K € AB, K € T'A.

Pero entonces:

K c ABNTA = ABNTA # 0,

de donde se sigue que los planos AB, I'A no son paralelos contradiciendo una de las
hipotesis de partida. Luego EZ || HO. O

Proposicion 2.17. Si dos rectas son cortadas por planos paralelos, serdn cortadas en las

MISMas razones.
Demostracion. Sean AB, I'A rectas y HO, KA, M N planos de forma que:
HO || KA, KA || MN,

HONAB = {A}, KANAB = {E}, MN N AB = {B},
HONTA ={T'}, KANTA = {Z}, MNNTA = {A}.

Queremos probar que, como la recta AF es a la recta EB, asi, la recta I'Z es a la recta

ZA, es decir:
AE TZ

EB~ ZA



En primer lugar, trazamos las rectas A", BA, AA y definimos el punto = como
{E}=AA n KA. Continuamos trazando las rectas E=, =Z.
Considerando los planos KA, M N, EBAZ, por la Proposicién 2.16:

KA || MN
KANEBAZ = EE | = EZ | BA,
MN N EBAE = BA

y por el mismo resultado respecto a los planos HO, KA, AZZT":

HO || KA
HONASZT = AT | = AT || 22
KANAZZT =22

Ahora, considerando tridngulo ABA, por la Proposiciéon 2, Libro V]IT_Q}

AE A=
E=Z || BAy BA€ ABA = — = —
| BAy BA € = LB~ A
v anadlogamente para el triangulo AAT:
A= TZ
EZ || AT y AT € AAT = — = —.
I ATy AT € AAT = 23X = 74

Para finalizar, teniendo en cuenta la Proposicién 11, Libro VFE]:

AE_AE_FZ:>AE_FZ
EB =A ZA ~ EB ZA

Proporcionalmente, AE es a EB, como I'Z a ZA.

23

O

Proposicion 2.18. Si una recta forma dngulos rectos con un plano cualquiera, todos los

planos que pasen o través de ella formardn también dngulos rectos con el mismo plano.

Demostracion. Sean AB una recta y 7 un plano de forma que £(AB, ) = 1recto.

Queremos probar que:

m L, ¥y plano/ AB € ~.

Trazamos el plano AE / AB € AE, y sea 'E = AE N7, la secciéon comun de ambos

planos.

12Proposicion 2, Libro VI: Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un triangulo, cortara

proporcionalmente los lados del tridngulo, y si se cortan proporcionalmente los lados de un triangulo, la

recta que une los puntos de seccion serd paralela al lado restante del tridngulo.

13Proposicion 11, Libro V: Las razones que son iguales a una misma razén son también iguales entre si.
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A H A

Tomamos Z € I'E arbitrario. La Proposicién 2.11 nos permite trazar, desde Z, la recta
ZH tal que: L{aArp(ZH,TE) = 1recto. Como consecuencia de la Definicion 1.3:

ABNTE ={B}, TE € 1 = £(AB,TE) = 1recto = £(ABZ) = 1recto,
HZNTE={Z}, TEen= L(HZ,I'E) = 1recto = L(HZB) = 1recto.

Seguidamente, por la Proposicion 28, Libro I:

L(ABZ) + £(HZB) = 2rectos
FTENHZ #0 = AB| ZH,
TENAB #)

y en base a la Proposicion 2.8:
L(AB,m) = 1recto, ZH || AB = £(ZH, ) = lrecto.
Recapitulando, y teniendo en cuenta la Definiciéon 1.4:

ZH € AE
L(ZH,TE) = 1recto | & AE 1 7,
L(ZH,m) = lrecto

y como AF plano arbitrario en las hipotesis dadas, se concluye la prueba. O

Proposicion 2.19. Si dos planos que se cortan forman dngulos rectos con un plano, su

seccidn comun formard también dngulos rectos con el mismo plano.
Demostracion. Sean 7 el plano de referencia y AB, BI" planos verificando:
L(AB,m) = 1recto, £(BT',7) = 1rectoy ABN BT = BA (recta).

Comprobemos que £(BA, ) = 1recto.

Supongamos que no es cierto y tracemos desde el punto A las rectas AE, AZ de forma
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que: AE € AB, AZ € BI' y £(AE, AA) = 1recto, £(AZ, AC) = 1recto.
Ahora bien, por la Definicién 1.4:

AB Ll 7
AE € AB = AF L,
L(AE, AA) = 1recto

ralmx
AZ € AB = AZ lm,
L(AZ,AT") = 1recto
lo cual es imposible por la Proposicién 2.13, luego no se levantara otra recta desde el punto

A formando angulos rectos con el plano 7 a excepcion de AB, secciéon comin de AB y
BT. O

Proposicion 2.20. Si un dngulo sélido es comprendido por tres dngulos planos, dos cua-

lesquiera, tomados juntos de cualquier manera, son mayores que el restante.

Demostracion. Sea el d&ngulo sélido correspondiente a A comprendido por los angulos pla-
nos: £(BAT), £(T'AA), £L(AAB).
Queremos probar que dos cualesquiera de dichos dngulos, tomados juntos, son mayores que

el restante.

Si L(BAT') = L(TAA) = L(AAB), el resultado resulta trivial.
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De otra forma, supongamos: £(BAT") > L(I'AA), £(BAT") > £(AAB).

Construimos sobre la recta AB, en el punto A, £(BAE)/ £(BAFE) = £(AAB), dicho
angulo en el plano que pasa a través de BATL.

Consideremos AE = AA y sea BET recta /| BET' N AB = {B}, BEI'N Al' = {I'}. Tra-
zamos AB y AT

En primer lugar, con respecto a los tridngulos AAB, BAT, por la Proposiciéon 4, Libro I:

AA=AE
£(AAB) = £(BAE) = (base)AB = (base)BE.

AB lado comun a ambos

Trabajamos ahora con el tridangulo BAT'. La Proposicién 20, Libro ]E-] nos permite afirmar
que:
BA + AT" > BT,

pero BA = BE, asi,
BE+ AT'> B'= Al' > BI'— BE = ET' = AT > ET,

v teniendo en cuenta la Proposicién 25, Libro I[T_SI, con respecto a los tridngulos AAT", F AT

AA=AF
AT lado comin a ambos | = A£L(AAT') > L(EATL).
(base) AT > (base) ET'

Pero ya vimos que £(AAB) = £(EAT), luego:
L(BAT') = L{(BAE) + £(EAT') < L(AAB) + £(AAT).

De manera semejante se prueba para los demés dngulos. O

"Proposicion 20, Libro I: En todo triangulo dos lados tomados juntos de cualquier manera son mayores

que el restante.
5Proposicion 25, Libro I: Si dos triangulos tienen dos lados del uno iguales respectivamente a dos lados

del otro, pero tienen la base (del uno) mayor que la base (del otro), también tendra el 4ngulo comprendido

por rectas iguales del uno mayor que el otro.
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Proposicion 2.21. Todo dngulo sélido es comprendido por dngulos planos menores que

cualro rectos.

Demostracion. [5]Sea el angulo solido definido en el punto A por {£(BAT), £(TAA), £(AAB)}.

I

[ T

B

Queremos probar que:
L(BAT') + L(TAA) + L(AAB) < 4rectos.

Tomamos al azar los puntos B € AB, I' € AI', A € AA, y trazamos las rectas BI', T'A,

AB.

Los angulos solidos correspondientes a los puntos B, I'; A vienen dados, respectivamente,

por: {£(I'BA), £(ABA), £(I'BA)}, {£(BT'A), £L(AT'A), £(BT'A)}, {L(T'AA), L(AAB), £(T'AB)}.

La Proposicién 2.20 nos garantiza que:
L(TBA) + £(ABA) > £(I'BA),

£(BTA) + £(ATA) > £(BLA),
£(PAA) + £(AAB) > £(TAB).

De esta forma:
L(TBA)+4£(ABA)+4£(BTA)+£(ATA)+4L(TAA)+£L(AAB) > L(I'BA)+4(BTA)+4£(T'AB).
Aun mas, por la Proposicion 32, Libro IET], en relacion al triangulo BT'A:
L(I'BA) + £(BI'A) + £('AB) = 2rectos,
entonces:

L(T'BA) 4+ £(ABA) + £(BT'A) + £L(ATA) + L(T'AA) + L(AAB) > 2rectos.

Fuclides formula este resultado de manera genérica pero la prueba se limita al caso particular del

angulo triedro.
""Proposicion 32, Libro I: En todo tridngulo, si se prolonga uno de los lados, el 4ngulo externo es igual

a los dos angulos internos y opuestos, y los tres angulos internos del tridngulo son iguales a dos rectos.
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Volvemos a recurrir a dicha proposiciéon considerando los triangulos ABT', ATA y AAB:

£(TBA) + £(ATB) + £(BAT) + £(ATA) + £(TAA) + £(TAA) + L(AAB) + £L(ABA) + £(BAA)

2rectos 2rectos 2rectos

6 rectos

que junto a la desigualdad anterior nos lleva a que:
L(BAT') + L(TAA) + L(AAB) < 4rectos.

O

Proposicion 2.22. Si hay tres dngulos planos, dos de los cuales tomados juntos de cual-
quier manera son mayores que el restante, y los comprenden rectas iguales, es posible

construir un tridngulo a partir de las rectas que unen los extremos de las rectas iguales.

Demostracion. Sean £(ABT), £(AEZ), £(HOK) angulos planos de forma que dos toma-
dos juntos de cualquier manera son mayores que el restante; AB, BI', AFE, EZ, HO, OK
rectas /| AB=Bl'=AE=FZ =HO =0K.

Trazamos las rectas AI', AZ, HK.

Queremos probar que es posible construir un tridngulo a partir de rectas iguales a AT,
AZ, HK, es decir, que dos cualesquiera de las rectas AI', AZ, HK son mayores que la
restante.

Si L(ABT') = L(AEZ) = £(HOK), luego, AT' = AZ = HK y es posible construir un
tridngulo a partir de las rectas iguales AI', AZ, HK.

Supongamos pues que son desiguales. En primer lugar consideramos, en la recta O K,

en el punto ©, L(KOA)/L(KOA) = £(ABI'), y trazamos ©OA/ ©A = AB. Seguidamente
construimos KAy HA.
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Teniendo en cuenta los tridangulos ABI', K©OA, por la Proposicién 4, Libro I:

AB = K©
BT = ©A = (base)AT"' = (base) KA.
L(ABT) = L(K©A)

Por otra parte:
L(ABT) 4+ L(HOK) > L(AEZ)
L(ABT) = L(K©OA)

luego:
L(KOA)+ L(HOK) > L(AEZ) = L(HOA) > L(AEZ),

y con respecto a los triangulos HOA, AEZ, por la Proposicion 24, Libro IEg],

HO = AFE
OAN =EZ = (base)HA > (base)AZ.
L(HOA) > L(AEZ)

Pero, como HK® es un tridngulo, por la Proposicién 20, Libro I:

HK + KA > HA > AZ

y, ademés, KA = AT, luego:
AT+ HK > AZ.

De manera semejante se prueba que:
AT+ AZ > HK, AZ+ HK > AT.

O

8Proposicion 24, Libro I: Si dos triangulos tienen dos lados del uno iguales respectivamente a dos lados
del otro, pero uno tiene el angulo comprendido por rectas iguales mayor que el otro, también tendra la

base mayor que el otro.
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Proposicion 2.23. Construir un dngulo sélido a partir de tres dngulos planos, dos de
los cuales tomados juntos de cualquier manera son mayores que el restante; entonces, es

necesario que los tres dngulos sean menores que cuatro rectos.

Demostracion. Sean £(ABT'), L(AEZ), £(HK®) angulos planos dos de los cuales toma-

dos juntos de cualquier manera son mayores que el restante, siendo ademas:
L(ABT)+ L(AEZ)+ £(HKO) < 4rectos.
Queremos construir un angulo solido a partir de angulos iguales a ABI', AEZ, HOK.

B

Tomamos las rectas AB, BI', AE, EZ, HO, ©K de forma que:
AB=BIl'=AF=FEZ = HO =0K.

Por la Proposicion 2.22, sea, AM N tridngulo de manera que:
AM = AT, MN =AZ, NA=HK.

Circunscribamos el tridngulo AMN en el circulo AMN, sea = su centro y tracemos las
rectas A=, M=, NZ.

[1]

Comprobemos, en primer lugar, que AB > AZ. En caso de no ser cierto, AB = AE o
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AB < AE.
Si AB = AE, tenemos AB = BI' y ZEA = EM (pues son radios del circulo), y por la
Proposicion 8, Libro I, dados los tridngulos ABT', AZM:

AB = AE
Br ==M = A(ABT) = £(A=M).
(base) A" = (base)AM

Por la misma razoén, ya que consideramos iguales todas las rectas iniciales,
L(AEZ) = 4£(MZEN), L(HOK) = L(NZA),
con lo que:
L(ABT) + L(AEZ) + L(HOK) = L(AEM) + £(MEN) + £(NZA) = Pl rectos.
Pero, por hipoétesis,
L(ABT') 4+ L(AEZ) + £(HOK) < 4rectos.

Llegamos a una contradiccion, luego AB # AZ.
Si AB < AE, tomamos O € AZ /| 20 = AB; Il € EM / ZIl = BT, y trazamos OII.

AB=BI'=Z0==E

¥

EA=ZEM =ZA-Z20==M — Zll = AO = MII.
Ahora,

20 EI
E0=Elly A O=Mll= — = ——
© y AO 7 A0 T MIT

y por la Proposicion 2, Libro VI: AM || OII.
Proseguimos considerando los tridngulos AM=, OIIZ. La Proposicién 29, Libro I, nos

permite garantizar que son equiangulos, y por la Proposicion 4, Libro VIP_U]:

EA  EO0

AM — OI'
Por la Proposicion 16, Libro V1]

EA  AM

0 oI’

19 L(AEM), £(MEN), £(NEA) recorren todo el circulo.
20Proposicién 4, Libro VI: En los triangulos equiangulos, los lados que comprenden los angulos iguales

son proporcionales, y los d&ngulos que subtienden los dngulos iguales son correspondientes.
2 Proposicién 16, Libro V: Si cuatro magnitudes son proporcionales, también por alternancia seran

proporcionales.
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Pero,

A=E>Z0 = AM >O0Il = AI' > OIL
AM = AT
Tomando los triangulos ABI', OZII, por la Proposicién 25, Libro I:

AB = OE
BI' =Z=11
(base) A" > (base)OIl

y como OZII, A=M son equidngulos:

= 4(ABT) = £(O=II),

£(ABT) > £(AZM).

De forma semejante comprobariamos que:

L(AEZ) > £(MEN), £(HOK) > £(NEA)

En conclusién,

4> L(ABT) + L(AEZ) + L(HOK) > L(AEM) + £(MEN) + £(NEA)

4,
llegando a una contradiccién, luego AB > A=.

En segundo lugar, levantamos desde el punto Z la recta ZP/£(ZP,y) = 1recto, siendo
yplano/ AMN € ~, y sea:

ZEP xZP = AB x AB — A= x AE,

posible gracias al Lema que enunciamos al final de esta demostracion.
Trazamos las rectas PA, PM, PN, de manera que:

L(PEA) = 1recto
L(PE,v) =1recto = | £L(P=ZM) = lrecto

L(PEN) = 1recto
y por la Proposicién 4, Libro I, en base a los triangulos AZP, EM P,

[1]

A

[1]

==M
=P lado comin a ambos | = (base)PA = (base)PM.
£(AEP) = 1recto

Por el mismo argumento aplicado a los tridngulos AZP, ZEPN,

PN =PA=PM.
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Ahora,
EPXxEP=AB X AB - A=Zx AZ= ABXx AB=AE X AZE+ZP x EP,

y como £(AZP) = 1recto, por la Proposicion 47, Libro IEZI: APXAP = AExAZ+EPXZP,

AB x AB=A=ZXx AE+EZP x EP,
AP x AP =AZ x A=+ =P x ZP
luego,
AB x AB=AP x AP = AB =AP.
Entonces,

PN=PM=PA=AB=Bl'=AFE=FEZ=HO =0K.
Para finalizar, por la Proposicion 8, Libro I, aplicada a los triangulos APM, ABI":
AP = AB
PM = BT = AL(APM) = £L(ABT).
(base)AM = (base) AT
Por el mismo proceder,

L(MPN) = £(AEZ), £(APN) = £(HOK).

En conclusion, a partir de los tres angulos planos APM, M PN, APN, iguales a los dados,

se ha construido el 4ngulo sélido correspondiente a P. O

Lema.Demostramos como sigue de que manera se puede tomar el cuadrado =P igual

al drea en la que el cuadrado AB es mayor que el cuadrado AZ.

Demostracion. Sean AB, A= rectas /| AB > AE.

Describimos sobre AB el semicirculo ABT', y adaptamos, por la Proposicién 1, Libro IV[Z_g],
al semicirculo ABT, la recta AI' / AI' = AZ, que no sea mayor que el didmetro AB.
Trazamos I'B.

ABT es un triangulo inscrito en el semiciirculo AT'B, por la Proposicién 31, Libro IIIE],
L(AT'B) = 1recto, y por la Proposicion 47, Libro I:

AB x AB = ATl x A +I'B xI' B,

22Proposicién 47, Libro I: En los tridngulos rectangulos, el cuadrado del lado que subtiende el angulo

recto es igual a los cuadrados de los lados que comprenden el angulo recto.
ZProposicién 1, Libro IV: Adaptar a un circulo dado una recta igual a una recta dada que no sea mayor

que el didmetro del circulo.
2 Proposicién 31, Libro III: En un circulo el 4ngulo en el semicirculo es recto, el angulo en el segmento

mayor es menor que un recto, el angulo en el segmento menor es mayor que un recto, y ademas, el angulo

del segmento mayor es mayor que un recto y el 4ngulo del segmento menor es menor que un recto.
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luego,
AB x AB > AT' x AT —T'B xT'B.

Como AT'=AZ=:
AB x AB > A= x A= -T'B xI'B.

Para finalizar, tomando la recta ZP con =P = BC,
AB x AB > A= x AZ—ZP x EP.
O

Proposicion 2.24. Si un sdélido es comprendido por planos paralelos, sus planos opuestos

son tguales y paralelogramos.

Demostracion. Sea TAOH el sélido comprendido por los planos AT, HZ, A©, AZ, BZ,
AFE, tales que:
AT ||HZ, A® || AZ, BZ || AE.

Decimos que sus planos opuestos son iguales y paralelogramos.

Primero comprobemos que son paralelogramos. Por la Proposicién 2.16:

BH || TE
AT'N BH = AB(recta) | = AB || AT,
IF'EN Al = AT'(recta)
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BZ || AE
BZ N AT' = BT (recta) | = BT || AA,
AEN AT = AA(recta)
de donde se sigue que AT es un paralelogramo.
De manera semejante se comprueba que cada uno de los planos AZ, ZH, HB, BZ, AE

es un paralelogramo.

En segundo lugar, comprobemos que los planos opuestos son iguales, es decir, BH =
I'E, A'=HZ, 6 AE = BZ.

Trazamos las rectas AO. Por la Proposicién 2.10 tenemos:

ABNBO = {B}, ATNIZ = {T'}
AB || AE, BO | TZ = 4(ABO) = L(ATZ).
AB,BO € A®, AT\TZ € AZ, AZ # A©

Ahora, considerando los paralelogramos AI', BZ, por la Proposiciéon 34, Libro 117_5],
AB=ATl, BO=TZ

Conocido lo anterior, podemos aplicar la Proposicién 4, Libro I, a los tridngulos ABO,
ATZ

?

AB = AT
Bo =TZ = (base)A© = (base)AZ = ABO = ATl'Z.
£L(ABO) = £L(AT'Z)

Para finalizar, por la Proposiciéon 34, Libro I, respecto a los paralelogramos BH, I'E, y los
triangulos ABO, AT'Z,

BH=2xABO yT'E=2xAl'Z = BH =TE.
Por un razonamiento similar, AI' = HZ y AE = BZ. O

Proposicion 2.25. Si un sdlido pamlelez’ped@ es cortado por un plano que sea paralelo

a los planos opuestos, entonces, como la base es a la base, asi serd el sélido al sdlido.
Demostracion. Sean ABT'A paralelepipedo y ZH un plano verificando :

ZHNABTA #0, ZH || PA, ZH || A©.

%5 Proposiciéon 34, Libro I: En las 4reas de paralelogramos los lados y los angulos opuestos son iguales

entre si, y la diagonal las divide en dos partes iguales.
26 ]Jamaremos sélido paralelepipedo a aquel comprendido por seis planos paralelos dos a dos.
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P I1 P Y A Q T

B H I

1

Z r X Z

A K A E (G] M N

Decimos que la base AEZ® es a la base EOI'Z, asi el s6lido ABZY es al s6lido EHT' A,

es decir,
AEZ®  ABZY

EOrZ  EHTA
Prolongamos AO por cada lado, trazamos un ntmero cualquiera de rectas AK, KA /
AK = AE = KA y un namero cualquiera de rectas OM, MN /| ©M = E© = MN.
Completamos los paralelogramos AO, K®, ©X, MY, y los sélidos AIl, KP, AM, MT.

Se verifica:

AK=KA=AE=AO=K®=AZ y K== KB = AH,

y, por la Proposicion 2.24, AV = KII = AP, pues son planos paralelos y opuestos de un
solido.

Analogamente,
E©=0M=MN = ET =0X =M yOH =01 =NI.

y por la Proposicion 2.24, A©® = MQ = NT.

Conocida esta informacion, por la Definiciéon 1.10 deducimos que:
ATl =KP =AY, EA =AM = MT (sélidos).
En consecuencia: cuantas veces las bases AZ, NZ, son miltiplos de las bases AZ, ZO,

tantas son miltiplos los sélidos AY, NY, de los s6lidos AY, OY, respectivamente, es decir:

AZ AY NZ NY
AZ  AY' Z© ey’
Entonces, habiendo cuatro magnitudes, dos bases AZ v ZO y dos solidos AY e YO,

Az _Az ©Z _NZ
AY AY’ ©Y NY’

y en base a dichas relaciones,
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si (base)AZ = (base)NZ = AY = NY,
si (base)AZ > (base)NZ = AY > NY, y viceversa.

Por consiguiente, en base a la Definicién 5, Libro V[Q__TI, como la base AZ es a la base
Z0, el sélido AY es al sélido Y O. O

Proposicion 2.26. Construir un dngulo solido igual o un dngulo sdlido dado sobre una

recta dada y en uno de sus puntos.

Demostracion. Sean AB una recta, A € AB un punto arbitrario y LA(EAT, EAZ, ZAT)
el angulo sélido correspondiente a A.
Tenemos que construir un angulo sélido igual al dngulo solido correspondiente a A sobre

la recta AB en su punto A.

Tomamos Z € AZ, arbitrario. Trazamos la recta HZ, conforme a la Proposicién 2.11, de

forma que:

Ze€ZH vy ZH 1 7, wplano/ EA,AT € 7.

ZH N7 ={H}.Trazamos la recta AH.

Construimos sobre la recta AB, en el punto A,

£(BAA), £(BAK) | £(BAA) = £(EAT), £(BAK) = £(EAH)

*"Definicién 5, Libro V: Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén con una segunda que
una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera equimiltiplos de la primera y la tercera excedan a la par,
sean iguales a la par o resulten inferiores a la par, que cualesquiera equimiltiplos de la segunda y la cuarta,

respectivamente y tomados en el orden correspondiente.



38 CAPITULO 2. RESULTADOS LIBRO XI

gracias a la Proposicién 23, Libro ]Egl

Tomamos AK = AH. Levantamos, por la Proposicion 2.12, desde el punto K la recta KO
verificando: £(K©,v) = 1,recto, vplano/ BA, AA € . Tomamos KO = HZ y trazamos
OA.

Queremos ver que :
£A(BAA,BA©,OAN) = LA(EAT,EAZ, ZAT).

Tomamos AB = AFE y trazamos OB, KB, ZE, HE. Tenemos, como consecuencia de la
Definiciéon 1.3:
ZH 1 7= L(ZHA) = 1recto = L(ZHFE),

OK L v= £L(OKA)=1recto = £(OKB).
Ahora, respecto a los tridngulos KAB, HAFE, por la Proposicion 4, Libro I:

KA=HA
AB = AFE = (base)KB = (base)HE,
L(KAB) = L(HAE)

y por la misma proposicion a los triangulos KOA, AHZ:

KO =HZ
BK =HE = (base)A© = (base)ZA.
L(AKO) = 4L(AHZ)

Para finalizar, por la Proposicion 8, Libro I, respecto a los triangulos ©AB, AZE:

OA=AZ
AB = AE = «(BA®) = L(EAZ).
(base)OB = (base)ZE

Por un razonamiento semejante:
L(OAAN) = L(ZAT), £(BAA) = L(EAT),

v se concluye:
£A(BAA,BA©,0AN) = LA(EAT, EAZ, ZAT).

O

Z8Proposicién 23, Libro I: Construir un 4angulo rectilineo igual a un angulo rectilineo dado sobre una

recta dada y en uno de sus puntos.
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Proposicion 2.27. Trazar sobre una recta dada un sélido paralelepipedo semejante y si-

tuado de manera semejante a un sélido paralelepipedo dado.

Demostracion. Sean AB un recta dada y T'A el s6lido paralelepipedo dado. Tenemos que
trazar sobre la recta AB un solido paralelepipedo semejante y situado de manera semejante

al sélido paralelepipedo dado T'A.

Construimos, por la Proposicion 2.26, en el punto A € AB un angulo sélido igual al angulo
solido correspondiente a I'; a saber: £ 4(BAO,0AK, KAB), de modo que:

£(BA®) = L(ETZ), {(BAK) = £(ETH) £(KA®) = £(HT Z).

Por la Proposicién 12, Libro V]F_ngas rectas a partir de las cuales construimos el angulo
tendran, con respecto a las rectas que definen el angulo sélido T, la siguiente relacion:
BT _ BA_HT _ KA
I'H AK' ' TZ AO’
v por la Proposicién 22, Libro VF’EL

ET" BA KA ET" BA
—=—yHl'=— xIZ = — = —.
rH ~ AK Y A6 77Tz T a8
Completamos el paralelogramo ©B y el so6lido AA. Por la Proposiciéon 18, Libro V@,

teniendo en cuenta los paralelogramos HE, K B:

ET"  BA

= HE semejante a KB.

29Proposicién 12, Libro VI: Dadas tres rectas, hallar una cuarta proporcional.
30%Proposiciéon 22, Libro V: Si hay un nimero cualquiera de magnitudes y otras iguales a ellas en niimero

que, tomadas de dos en dos guardan la misma razén, por igualdad guardaran también la misma razoén.
3!Proposicién 18, Libro VI: A partir de una recta dada, construir una figura rectilinea semejante y

situada de manera semejante a una figura rectilinea dada.



40 CAPITULO 2. RESULTADOS LIBRO XI

Por un razonamiento analogo, K© semejante a HZ y ZF semejante a ©OB.
Tenemos tres paralelogramos del solido I'A semejantes a tres paralelogramos del sélido
AA. La Proposiciéon 2.24 junto con la Definicidon 1.9 nos permiten afirmar que el sélido T'A

es semejante al solido AA. O

Proposicion 2.28. Si un sdlido paralelepipedo es cortado por un plano segin las diagonales

de los planos opuestos, el solido serd dividido en dos partes tquales por el plano.

Demostracion. @ Sean AB un so6lido paralelepipedo y TAFEZ un plano verificando:
ABNTAEZ ={I"Z, AE}, diagonales de los planos opuestos del paralelepipedo.

AN
AN,
y

Queremos probar que el sélido AB serd dividido en dos partes iguales por el plano 'AEZ.

En primer lugar y respecto a los triangulos THZ, 'BZ, AAE, AEO, por la Proposicién
34, Libro I:
I'HZ =TBZ, AAE = AEO,

v en dicho contexto, por la Proposicién 2.24 en referencia a los paralelogramos I'A, EB,
HE TO,
I'A=FEB, HE =T10.

Como consecuencia de la Definicion 1.13, el prisma comprendido por THZ, AAFE y los
paralelogramos HE, AL, T'E es igual al prisma comprendido por 'ZB, AEO y paralelo-
gramos 'O, BE, I'E; es decir:

Prisma{l’'HZ, AAE;HE, AT',TE} = Prisma{l'ZB, AE©;T'©0, BE,T'E}.

Luego AB es dividido en dos partes iguales por el plano TAEZ. O

32Euclides no prueba que las diagonales de dos caras opuestas de un paralelepipedo estan en un plano;

ademas, se deberia probar que ambos prismas son equivalentes.
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Proposicion 2.29. Los sdlidos paralelepipedos que estdn sobre la misma base y tienen la
misma altura, y en los que (los extremos superiores) de las aristas laterales estdn en las

mismas rectas son igquales entre si.

Demostracion. Sean I'M, I'N sélidos paralelepipedos sobre la misma base AB, de igual
altura, h(I'N) = h(I'M), y en los que los extremos laterales AH, AZ, AM, AN, TA, TE,
BO, BK estan en las mismas rectas ZN, AK (los cuatro primeros en ZN y los cuatro

siguientes en AK.).

A E (C] K

Nl N

Comprobemos que I'M =T'N.
Comenzamos considerando los paralelogramos I'O, I'K. Por la Proposicion 34, Libro I:
I'B=A0yI'B=FK;de donde se sigue AO = FK. Es més,

AO - FEO =FK - FE0 = AF=0K.

En relacion a los tridngulos AT'E, © BK, siguiendo las Proposiciones 4,8, Libro I:

AE = 0K
I'E = BK = (base)Al' = (base)©0K = AI'E = OBK,
£(AEC) = £(©BK) AE = OK, TE = BK

v por la Proposicién 36, Libro IPE],

AH,ON paralelogramos
(base)AE = (base)OK = AH =ON.
AZ || EH | ©M | KN, DK || ZN

Por un razonamiento similar para los triangulos AZH, MAN, AZH = M AN, y siguiendo
con los paralelogramos I'Z, BM,'Z = BN.

33Proposicién 36, Libro I: Los paralelogramos que estan sobre bases iguales y entre las mismas paralelas

son iguales entre si.
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Ahora, la Proposicién 2.24 nos asegura que I'H = BN, y en base a la Definicién 1.10:
Prisma{AZH,ATE; AAJAH,TH} = Prisma{MAN,©0BK; BM,ON, BN}.

Anadiendo a uno y a otro el sélido cuya base es el paralelogramos AB y plano opuesto
HEOM, se concluye 'M =T'N. O

Proposicion 2.30. Los sdlidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y tienen la
misma altura y a los que (los extremos superiores de) las asristas laterales no estin en las

mismas rectas son igquales entre si.

Demostracion. Sean I'M, I'N paralelepipedos tales que estan sobre la misma base, h(IT'M) =
h(I'N), y cuyos extremos superiores de las aristas laterales AZ; AH, AM, AN, TA, TE,

BO, BK no estan en las mismas rectas.

V/\ NS,
/Z N,
W F

B

A

Comprobemos que I'M =T'N.

Prolongamos N K, AO hasta que se intersequen, NK NAO = { P}. Prolongamos ZM has-
ta NK y HE hasta ©A de manera que: ZM N NK = {O}, HENOA = {II}, y trazamos
A=, AO, T'TI, BP.

En primer lugar, por la Proposicién 2.29 aplicada a los sélidos I'M, T'O:

AB base de ambos; h(I'M) = h(I'O)
AZ A=, AM, AO extremos superiores en ZO | = I'M =T0O.
I'ATTI, BO, BP extremos superiores en AP

En segundo lugar, volvemos a aplicar la Proposicion 2.29, esta vez a los s6lidos 'O, I' N,

AB base de ambos; h(I'N) = h(I'O)
AH, A= T'E,I'll extremos superiores en HII | = I'N =T0.
AN, AO, BK, BP extremos superiores en NP
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De donde se sigue,

IN=TO=TM=TN=IM.

Proposicion 2.31. Los sdlidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y tienen la

misma altura son iguales entre si.

Demostracion. Sean AE, I'Z solidos paralelepipedos tales que tengan la misma base,
AB =TA, y la misma altura, h(AE) = h(I'"Z). Veamos que AE =T"Z.

En primer lugar, estén levantadas las rectas ©K, BE, AH y AM en angulos rectos res-
pecto la base AB, y OIl, AZ, T'Z, P en 4ngulos rectos con la base T'A.

I1 Z 1
o A (o4
= ¥ Wy
r p T
K E
@ 5 ®
e c
Q b4 [ X

Prolongamos PT en linea recta con I'P y en virtud de la Proposicién 23, Libro I, construi-
mos en la recta PT', en el punto P, L(T'PY)/4L(TPY) = £(AAB).

Tomamos PT = AA, PY = AB, y por la Proposicion 31, Libro I, completamos la base
PX y el s6lido VY.

Aplicamos la Proposicién 14, Libro VIF’E], a los siguientes pares de paralelogramos. En

34Proposicion 14, Libro VI: En los paralelogramos iguales y equidngulos entre si, los lados que compren-
den los angulos iguales estan inversamente relacionados, y aquellos paralelogramos equiangulos que tienen

los lados que componen los dngulos iguales inversamente relacionados, son iguales.
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relacion a PX, ©A,

TP = AA
PY =AB = PX = OA(y semejantes),
L(TPY) = £(AAB)
a PV, AM,
AN = PT
AM = PX = PV = AM (y semejantes),

L(AAM) = L(TPY)
y con respecto a AE, XY,
PY =AM

PY =AB = AE =YY (y semejantes).
L(EPY) = £(MAB)

Luego, para los solidos AE, WY, por la Proposicién 2.24,
OA=KM, AM =0F = AFE = AK,

PX =50, PU=Yd = XY = UX,

y en base a la Definicién 1.10:
AE = VY.

Ahora, trazamos las rectas AP, XY / AP N XY = {Q}, y por T trazamos la recta
coTu/,aTp || AQ. Prolongamos OA hasta ,« y completamos QW P1I.
Con respecto a los s6lidos (2, UY', con base el paralelogramos PV, y caras opuestas {20,

Y ®, respectivamente; por la Proposicién 2.29:

PV base de ambos, h(¥Q) = h(¥Y)
PO, Tu, TX,PY extremos superiores sobre QX | = W = UY),
(U, U, 30 extremos superiores sobre (P

y como ya vimos que VY = AE, ¥Q) = AFE.
Ahora bien, para los paralelogramos PY XT', QT por la Proposicién 35, Libro ZIFEI,

PT base de ambos, PT | QX = PYXT = QT,

pero
PXYT =AB,AB=TA= PXYT =TA= QT =TA.

3%Proposicién 35, Libro I: Los paralelogramos que estan sobre la misma base y entre las mismas paralelas

son iguales entre si.
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En virtud de la Proposicién 7, Libro VF’LGL considerando el paralelogramo AT,

ra Qr

AT AT’
Por otra parte, estamos en condiciones de la Proposicion 2.25 respecto al paralelepipedo
I'I, atravesado por el plano PZ / PZ | T'Il, PZ || T1, luego verifica:

Qr QY
TA  PI’
y por la Proposicién 9, Libro VE],
rA QT
AT AT
r'A TZ rz QU
AT Pl — PI - pr > ATV
Qr QU
TA PI

pero,

QU =AF, QU =17Z= AE=TZ.

En segundo lugar supongamos que las aristas laterales AH, OK, BE, AM no forman
angulos rectos con AB, y que ' N, OIl, AZ, P> no forman éngulos rectos con '’A. Veamos
que AE =TA.

Trazamos, en virtud de la Proposiciéon 2.11, desde los puntos K, E, H, M, 11, Z, A, ¥ hasta

36Proposiciéon 7, Libro V: Las magnitudes iguales guardan la misma razén con una misma magnitud, y
la misma magnitud guarda la misma razoén con las magnitudes iguales.
3TProposicion 9, Libro V: Las magnitudes que guardan con una misma magnitud la misma razén son

iguales entre si, y aquellas con las que una misma magnitud guarda la misma razén son iguales.
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el plano de referencia (en el que estan AB y I'A, respectivamente), las perpendiculares K=,
ET, HY, MO, 11X, Z¥, N, X1, y inanse con el plano respectivo en los puntos =, T, Y,
®, X, U, Q I. Trazamos =ZT, ZY, YO, TV, XQ QI, IV,
Los solidos K®, III estan sobre las bases iguales KM, IIX, con h(K®) = h(ILI), y sus
aristas laterales forman angulos rectos con las bases respectivas. Por la primera parte de
esta demostracion,

Ko =111,

pero, por la Proposicion 2.30,
K®=AE, 1II =17,

ya que estan sobre la misma base, h(K®) = h(AE),h(Ill) = h(I'Z), y los extremos

superiores de sus aristas laterales no estan sobre las mismas rectas. En conclusién,

Ko =AF
r=rz = AE=TZ
Ko =111

O

Proposicion 2.32. Los sdlidos paralelepipedos que tienen la misma altura son entre si

como sus bases.

Demostracion. Sean AB, T'A so6lidos paralelepipedos tales que h(AB) = h(I'A), y sean
AE, I'Z sus bases, respectivamente. QQueremos probar :

AE AB

Iz TA

Teniendo en cuenta la Proposicién 45, Libro IEg], anadimos a la recta ZH el paralelogramo

Z0 | ZO© = AE;y apartir de la base Z6, siguiendo la Proposicion 31, Libro I, completamos

38Proposiciéon 45, Libro I: Construir en un angulo rectilineo dado, un paralelogramo igual a una figura
rectilinea dada.
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el solido paralelepipedo HK, con h(HK) = h(T'A).
Respecto a los sélidos AB, HK, por la Proposiciéon 2.31,

AE =©Z, h(HK) = h(AB) = AB = HK.

Para finalizar, consideramos que I'K es cortado por el plano AH / §H || ©K, AH | I'Il.

En virtud de la Proposiciéon 2.25,
Iz TIA

70~ AO’

pero,
rz TA

O

Proposicion 2.33. Los sdlidos paralelepipedos semejantes guardan entre si una razon

triplicada de la de sus lados correspondientes.

Demostracion. Sean AB, T'A sélidos paralelepipedos semejantes, y sea el lado AE de AB
correspondiente al lado I'Z de T'A. Queremos probar que el solido AB guarda con el sélido
I'A una razon triplicada de la que el lado AE guarda con el lado I'Z.

Sean EK, EA, EM prolongaciones en linearectade AE, HE,©OF | EK =1'Z, EA = ZN,
EM = ZP. Completamos el paralelogramo KA y el solido KO.

r z B E
e m
N
p
H
A
K
A E
A
M
o

Como AB, I'A son semejantes, y en virtud de la Proposiciéon 15, Libro IEgL se verifica,
L(KEA) = £(TZN), L(KEM) = £(T'ZP), L(MEA) = £(NZP),

ya que,
L(AEH) = L(TZN), £(AE®) = L(TZP), L(HE®) = L(NZP).

39Proposicién 15, Libro I: Si dos rectas se cortan, hacen los lados del vértice iguales entre si.
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Estamos en condiciones de emplear la Proposiciéon 14, Libro V]Fﬂ a los pares de paralelo-
gramos KA, T'N; KM, T'P; EO y AZ.

KE=TZ
EA = ZN = KA=TN,
L(KEA) = £(TZN)

KE=T2Z
EM = ZP = KM=TP,
L(KEM) = £(T'ZP)

EM =7P
EA=ZN = FO=AZ
L(MEAN)=4(NZP)
Tenemos tres paralelogramos del s6lido KO iguales y semejantes a tres paralelogramos de
T'A. En virtud de la Proposicion 2.24 y la Definicion 1.10, KO = T'A (y semejantes).
Completamos ahora el paralelogramo H K y los s6lidos FE, All con bases HK y KA,
respectivamente, y altura h(AB).

Por la semejanza de los solidos AB, T'A, y teniendo en cuenta la Definicion 1.9 y la
Definicion 1, Libro VIETI,
AE FEH FE©
TZ ZN ZP’
unido al hecho de que I'Z = FK, ZN = EA y ZP = EM, se tiene:
AE HE OF
EK EAN EM’
que junto a las relaciones dadas por la Proposiciéon 1, Libro V]PE],
AE  AH HE HK OF 1IE
EK HK' EAN KA EM KM’

dan lugar a que:
AH HK 1IE
HK KA KM’

Es més, por la Proposicion 2.32:

AH AB HK EE UIE 1TIA

HK E= KA TIN KM KO’

40Proposicién 14, Libro VI: En los paralelogramos iguales y equiangulos entre si, los lados que compren-

den los angulos iguales estan inversamente relacionados, y aquellos paralelogramos equiangulos que tienen
los lados que comprenden los dngulos iguales inversamente relacionados, son iguales.

“Definicion 1, Libro VI: Figuras rectilineas semejantes son las que tienen angulos iguales uno a uno y
proporcionales los lados que comprenden los dngulos iguales.

“2proposicion 1, Libro VI: Los triangulos y los paralelogramos que tienen la misma altura son entre si
como sus bases.
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de donde concluimos:

AB _SE _ TIA

EZ IIA KO’
Por la definicién 10, Libro V@, AB guarda con KO una razén triplicada de la que guarda
con E=, pero por la Proposicién 1, Libro VI,

AB AH AFE

EE  HK EK’
de donde se sigue que AB guarda con KO una razon triplicada de la que AF guarda con
EK. Ademas, KO =TA y EK =TZ, luego AB guarda con ' A una razon triplicada de

la que su lado correspondiente AFE guarda con el lado correspondiente I'Z. O

Corolario. Si cualro rectas son (continuamente) proporcionales, como la primera es
a la cuarta, asi el solido paralelepipedo construido a partir de la primera al semejante y
construido de manera semejante sobre la segunda, porque también la primera guarda con

la cuarta una razon triplicada de la que guarda con la sequnda.

Proposicion 2.34. Las bases de los sdlidos paralelepipedos iguales estdn inversamente re-
lacionadas con las alturas, y aquellos solidos paralelepipedos cuyas bases estdn inversamente

relacionadas con sus alturas son iguales.

Demostracion. FEI Sean AB, T'A so6lidos paralelepipedos con EO, NII sus respectivas bases
y, en primer lugar, formen las aristas laterales AH, EZ, AB, ©K de AB angulos rectos
con EQ; TM, N=, OA, IIP de T'A angulos rectos con NTI.

K B P A

[1]

“3Definicion 10, Libro V: Si cuatro magnitudes estan en proporcion continua, la primera guarda con la
cuarta una razon triplicada de la que guarda con la segunda.
“Buclides asume sin prueba: que si dos paralelepipedos son iguales y tienen bases iguales, sus alturas

son iguales; y que si las bases de dos paralelepipedos iguales son desiguales, el que tiene base mayor tiene

altura menor.
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Si AB=I'A, probemos que,
EO _ h(TA)
NII  h(AB)’

siendo h(I'A) =T'M,h(AB) = AH.
Si E© = NII, por la Proposicién 2.32,

E© TM h(IA)

EFO=NIIyAB=TA=1TM=AH = = .
© Y - T NI~ AH _ h(AB)

Supongamos ahora FO© > NII, asi,
E© > NIly AB=TA=TM > AH.

Definimos la recta I'T" sobre I'M / I'T = AH, y completamos, sobre la base NII y altura
I'T, el sélido paralelepipedo ®I'. Por la Proposicion 7, Libro V,

AB TA
Respecto a los solidos AB, ®I', como h(AB) = h(®T"), por la Proposicién 2.32:
AB _ E©
oI NI’

En relacion a los solidos T'A, ®T, el plano T® corta a TA y T® || NII, T® || PZ, luego
estamos en las hipétesis de la Proposicién 25. Tendremos en cuenta también que, por la
Proposiciéon 1, Libro VI,
MII  T'M
TH TT
Asi,
Ta_Mion_TM TA_TI'M
oI TI1 IT oI T
En conclusién,

O _AB_TA _TM|_ E6 _TM _ h({IA)
NII oI oI TIT NIl  AH  h(AB)
I'T=AH

Reciprocamente, supongamos

E©  h(A)
NI~ h(AB)’

y veamos que AB = T'A.

Si E© = NII = h(I'A) = h(AB), y por la Proposicion 2.31, AB =TA.

Supongamos pues E© > NII = h(I'A) > h(AB) = T'M > AH.

Mantenemos la construccion realizada del solido ®T" con h(®I') =I'T' = AH y base NIIL

E© MU E® MT

Lo M A —TT = 22 2
N Am Y ~ NIO_ IT
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Con respecto a los solidos AB, I'®, como h(AB) = h(I'®), por la Proposicion 2.32:

FEe AB
NI  To°
Ahora, respecto a los segmentos I'M, I'T, por la Proposicion 1, Libro VI:
M MII  TA
T 0OT To’
Por tanto, tenemos:
AB_E@_MF_FA:>AB_I‘A
re NI TI'T T® T& TId’
v por la Proposicién 9, Libro VPE],

AB TA
= =TA.
T 1“<I>:>AB A

En segundo lugar, no formen las aristas laterales ZFE, BA, HA, © K 4dngulos rectos con
FEO, ni E=, AO, MT, PII dngulos rectos con NII.
Trazamos desde los puntos Z, H, B, K perpendiculares al plano que pasa por FO, y

K B

tinanse con el plano en los respectivos puntos X, T', Y, @, respectivamente.

Analogamente, trazamos desde los puntos Z, M, A, P perpendiculares al plano que pasa

45Proposicion 9, Libro V: Las magnitudes que guardan con una misma (magnitud) la misma razén son

iguales entre si; y aquellas que con las que una misma (magnitud) guarda la misma razoén, son iguales.
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por NII, y tinanse con el plano en los puntos X, Q, ¥, ¢, respectivamente.

Si AB =TA, veamos que:
Ee TA
NIl ~ AB’
Tomamos los solidos AB, BT'. Estan sobre la misma base ZK y h(AB) = h(BT). Por las
Proposiciones 2.29, 2.30, AB = BT.
De igual manera los solidos 'A, AU estdn en la misma base PE y h(I'A) = h(AV),
A=AV, y como por hipotesis, AB =T'A, BT = AV; por lo probado en la primera parte

de esta demostracion:
ZK h(AW)

EP BT’
pero, ZK = EO, EP = NIl y h(AV) = h(AT'), h(BT) = h(AB), luego:

BT = AV =

E©  h(AT)

NI~ h(AB)
Reciprocamente, supongamos:

E©  h(TA)

NI h(AB)’

v veamos que AB =TA.

Partiendo de la construccién realizada,

ZK  h(TA)

EO = ZK y NIl = =P —
© Y ~ ZP " W(AB)

y como h(AB) = h(BT), h(I'A) = h(AW), por lo demostrado antes,

ZK  h(AVD)
EP  h(BT)

= BT = AV.

Para finalizar, por la Proposiciones 2.29, 2.30, respecto a los s6lidos BT, BA con la misma
base ZK y h(BT) = h(BA); y respecto a los solidos AW, AT" sobre la misma base ZP, y
h(AW) = h(AT),

BT = AB y AV = AT,

y como BT = AV, se concluye AB = AT O

Proposicion 2.35. Si hay dos dngulos planos iguales y se levantan desde sus vértices
rectas elevadas que comprendan dngulos tguales respectivamente con las rectas iniciales, y
se toman unos puntos al azar en las rectas elevadas y, desde ellos, se trazan perpendiculares

a los planos en los que estdn los dngulos iniciales y se trazan rectas de los puntos producidos
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en los planos a los vértices de los dngulos iniciales, estos comprenderdn con las rectas

elevadas dngulos z’guales.@

Demostracion. Sean £(BAD), £(EAZ) | £(BAT) = L(EAZ), y levantamos, por la Pro-
posicion 2.23, desde los puntos A, A las rectas elevadas AH, AM, de forma que comprendan

con las rectas iniciales dngulos iguales, respectivamente, es decir:

L(MAE) = £(HAB), £(MAZ) = £(HAT),

Sean H € AH, M € AM puntos al azar y, por la Proposiciéon 2.11, trazamos desde H,
M, alos planos que pasan por BADI', EAT, las perpendiculares HA, M N, y iinanse a los
planos en los puntos N, A. Trazamos AA, NA.
Queremos probar que:

L(HAN) = L(MAN).
Trazamos en la recta AH el segmento A® / A©® = AM, y trazamos por ©, gracias a la
Proposicién 31, Libro I, la recta ©K / ©OK || HA.

Por la Proposicion 2.8, siendo BAI" plano que contiene el dngulo BAT,
HA 1 BAT' = ©K | BAT.
Trazamos desde K, N, las rectas KI', NZ, KB, NFE tales que:

KT L AB,NZ L AT, KB 1 AZ, NE L AE,

“®Dicho enunciado se puede resumir de la siguiente manera: En dos angulos triedros iguales cada par de

aristas homologas forman angulos iguales con el plano de las otras dos.
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y trazamos O, I'B, MZ, ZE.
En relacion a los tridngulos © KA, KT'A, ©KT, por la Proposicion 47, Libro I:

L(OKA)=1recto=0OAXxOA=0K xOK+ KA x KA
L(KCA)=1recto=KAx KA=KCxKC+CAxCA
L(OKT) =1recto= 0TI x OI' = OK x OK + KT x KT,

de donde obtenemos, por substitucion:
OAXOA=0K xOK+KI' X KI'+TAXxTA=0Tx0I'+TAXxTA,

v en base a la Proposicion 48, Libro ﬂ, £(OI'A) = 1recto.

Por un razonamiento similar,

L(ANM) = 1recto= AM x AM = AN x AN + NM x NM
L(AZN) =1recto= AN x AN = AZ x AZ + ZN x ZN
L(ZNM)=1recto= MZ x MZ = ZN x ZN + MN x MN,

Y,
AM X AM =MZ x MZ + AZ x AZ = L(AZM) = 1recto.

Concluimos que, £(OT'A) = L(AZM).
Ahora, para los tridangulos MSZ, © AT", por la Proposicién 26, Libro I:

L(MAZ)=£(OAT)
L(OT'A) = L(AZM) = ATl'=AZ.
OA = MA, subtienden a los angulos iguales

De la misma forma, como £(0AB) = L(MAE), AB = AFE.
En base a los datos conocidos, por la Proposiciéon 4, Libro I, para los triangulos AT'B,

ZAFE

?

AT = AZ
AB = AFE = (base)BI' = (base)EZ = AT'B = ZAE = L(AI'B) = L(AZE),
L(T'AB) = L(ZAE)

unido al hecho de que L(AT'K) = 1recto = £(AZN),

L(ATK) — L(ATB) = L(AZN) — £(AZE) = £(BTK) = £(EZN).

4TProposicion 48, Libro I: Si en un tridngulo el cuadrado de uno de los lados es igual a los cuadrados de

los restantes del tridngulo, el &ngulo comprendido por esos lados restantes del tridngulo es recto.
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Por el mismo razonamiento, £(I'BK) = £(ZEN).
En virtud de las relaciones entre dngulos encontradas, aplicamos la Proposicién 26, Libro
I, a los tridngulos BI'K, EZN,

Bl =EZ
L(BTK) = £(EZN) | = TK = ZN,
£(T'BK) = £(ZEN)

y asi, para los triangulos AT'K, AZN, por la Proposicién 4, Libro I,

'K =ZN
ATl = AZ = (base)AK = (base)AN.
L(ATK) = 1recto = L(NZA)

Por otra parte,
AO =AM = AO x A = AM x AM,

y en relacién a los tridngulos AKO, ANM, por la Proposicién 47, Libro 1,

L(AK®O) =1recto = AO x A© = AK x AK + KO x KO
L(ANM) = 1recto= AM x AM = AN x AN + NM x NM,

con lo cual,
AKXAK+KOXxKO = DNXDN+NMXxNM = KOXKO = NMxNM = KO = NM.

Para finalizar, por la Proposicion 2.8 en relacién a los triangulos ©AK, MAN,

©A=MA
AK = AN = 4A(OAK)=4L(MAN) = £L(OAA) = L(MAN).
(base)OK = (base)M N

O

Corolario. A partir de esto queda claro que, si hay dos dngulos planos iguales y se
levantan desde ellos rectas iguales que comprendan dngulos iquales respectivamente con las
rectas iniciales, las perpendiculares trazadas desde (los extremos) de ellas hasta los planos

en los que estdn los dngulos iniciales, son iguales entre si.
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Proposicion 2.36. Si tres rectas son proporcionales, el sélido paralelepipedo construido a
partir de ellas es igual al solido paralelepipedo construido a partir de la media proporcional,

equildtero y equiangular con el antedicho sdlido.

B
Demostracion. Sean A, B, T rectas / BT
Queremos ver que el sélido construido a partir de A, B, I" es igual al s6lido construido a

partir de B, equildtero y equiangular con el anterior.

S K

/

M
A
B

[1]
\

Construimos el angulo sélido correspondiente a E, L p(AEH,HEZ, ZEA), con las rectas
AE, EH, EZ verificando AE = FH = EZ = B; v completamos el sélido paralelepipedo
EK (Proposicion 31, Libro I).
Consideramos la recta AM / AM = A, y construimos,sobre A € AM, gracias a la Pro-
posici’on 2.23, el angulo solido definido por las rectas AZ, AN / AZE = B, AN =T,
verificando:

AANNAZE,ZEAM,MAN) = Lp(AEH, HEZ, ZEA).

Ahora, respecto a los paralelogramos M N, AZ, veamos que son iguales. De las relaciones

establecidas en la construccién, unidas a la hipotesis de partida, tenemos que:

%—]\24 = % y £L(NAM) = L(AEZ),
estando en las hipotesis de la Proposicion 14, Libro VI, luego: MN = AZ.
Por otra parte, sobre L(AEZ), £(NAM), se han levantado las rectas A=, EH / AZ = AH,
comprendiendo dngulos iguales con las rectas iniciales, £(EAM) = L(ZFEH), entonces, por
el Corolario de la Proposicién 2.35, las perpendiculares trazadas de los puntos H,=, a los
planos que pasan por NAM, AEZ son iguales entre si. Luego, h(A0) = h(EK).

Para finalizar, respecto a los solidos A©, EK, por la Proposiciéon 2.31:

(base de AO)MN = (base de EK)AZ y h(A®) = h(FK) = A© = EK,
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v AO ha sido construido a partir de A, B, I', y EK a partir de B, equilatero y equiangular

con el primero. O

Proposicion 2.37. Si cuatro rectas son proporcionales, los solidos paralelepipedos seme-
jantes y construidos de manera semejante a partir de ellas serdn también proporcionales;
y s1 los sdlidos paralelepipedos semejantes y construidos de manera semejante a partir de

ellas son proporcionales, también las propias rectas serdan proporcionales.

AB EZ
D t ".S AB,TA, EZ, HO rect —_— = —.
emostracion I ean , , , rectas / A =~ 16
K A
A B @
I A
M N

H G

Construimos a partir de AB, TA, EZ, HO los s6lidos paralelepipedos KA, AT', ME, NH
semejantes y situados de manera semejante. Queremos probar que:
KA ME
AT~ NH’
Por la Proposicién 2.33:
K A semejante a AI' = K A guarda con Al una razoén triplicada de la que AB guarda con

I'A, en particular:
KA AB

AT TA'
ME semejante a NH = MFE guarda con NH una razén triplicada de la que EZ guarda

con HO, en particular:
ME EZ

NH HO’
En conclusién,
KA_AB_EZ_ME:>KA_ME
AT TA HO NH AT NH’

“®En esta prueba se asume que si dos razones son iguales, la razon triplicada de una es igual a la razén

triplicada de la otra, y viceversa.
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Reci . AK MFE b AB EZ Bast
eciprocamente, supongamos —— = —— co obemos que —— = ——=. Basta
iprocamente, supongam AT NI y comprobemos qu A 70

considerar la Proposicién 2.33:

AK _AB ME_EZ _AB_ EZ
AT TA’ NH HO A HO’
O

Proposicion 2.38. Silos lados de los planos opuestos de un cubo se dividen en dos partes
iguales y se trazan planos a través de las secciones, la seccion comin de los planos y el

didmetro del cubo se dividen mutuamente en dos partes iguales.

Demostracion. Sea AZ el cubo. Dividimos en dos los lados de los planos opuestos I'Z, A©
del cubo por los puntos K, A, M, N, =2, 11, O, P, y trazamos los planos KN, =P a través

de las secciones (Proposicion 33, Libro I, y Proposicion 2.9).

A K Z
- Y 0
r A g
T
B . e
™~
p
IT )
A N H

Sea YYX = KN NZEP, y AH la diagonal del cubo. Tenemos que demostrar que YT = TX,
AT =TH.
Trazamos AY, YE, BY, ¥ H.

En primer lugar, por la Proposicién 29, Libro I:
AZ||OE y AENAZ 40 # AENOFE = L(AZY) = L(YOE).
Seguidamente, por la Proposicion 4, Libro I, a los tridngulos AZY, OY E:

AFE =OF
EY =YO = (base)AY = (base)Y E = AZY = OYE = £L(EYA) = L(OYE),
L(AZY) = L(YOE)
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y por la Proposicién 14, Libro I[ﬂ, L(EYA) = L(OYE) = AYE es una recta.
De forma similar, BY H es una recta y BX = X H.
En segundo lugar, las rectas T'A, AB, EH verifican:

TA| AB, TA=AByTA| EH, TA= EH,

de donde se sigue AB || EH y AB = EH, que junto con la Proposicion 23, Libro I, nos
lleva a que AFE | BH y AE = BH.

En base a dicha deduccién, segin la Proposiciéon 29, Libro [,

AE || BH
AHNAE #0 | = 4(EAT)= £(BHT).
AHNBH # 0

Por otra parte, por la Proposicién 15, Libro I,
AHNYY ={T} = L(ATY) = L(HTY).

Para finalizar consideramos los tridngulos ATY, HT.. En base a la Proposicién 26, Libro
L

L(ATY) = £L(HTY)
L(EAT) = £(BHT) = AT=THyYT=TE.
AE

- = AY = HY. = 5 lados que subtienden angulos iguales

O

Proposicion 2.39. Si dos primas tienen la misma altura y uno tiene como base un pa-
ralelogramo y el otro un tridngulo, y el paralelogramo es el doble del tridngulo, los primas

serdn iguales.

Demostracion. Sean ABTAEZ, HOKAMN prismas / h(ABTAEZ) = h(HOKAMN).
Ademaés, sean AZ paralelogramo y HOK triangulo de manera que AZ es base de ABTAEZ,
HOK es base de HOKAMN y AZ =2 x HOK.

Queremos probar que ABTAEZ = HOKAMN.

En primer lugar completamos los s6lidos A=, HO.

Por la Proposicion 34, Libro I,

AZ =2 x HOK, OK =2x HOK = AZ = OK.

“Proposicion 14, Libro I: Si dos rectas forman con una recta cualquiera y en un punto de ella angulos

adyacentes iguales a dos rectos, y no estdn en el mismo lado ambas rectas estédn en linea recta.



60 CAPITULO 2. RESULTADOS LIBRO XI

B A M O
= o N
A & (o)
L Zz ] K
En relacion a los solidos A=, HO, por la Proposicién 2.31,
AZ = OK
AZ base de A=, OK base de HO = A== HO.

h(AZ) = h(ABTAEZ) = h(HOKAMN) = h(HO)
Para finalizar, por la Proposicion 2.28,

AZ =2 X ABTAEZ, HO =2 x HOKAMN = ABI'AEZ = HOKAMN.
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