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Resumen

La programacién lineal constituye un importante campo de la optimizacién, debido
a que casi cualquier problema practico de la investigaciéon operativa se puede plantearse
como un problema de este tipo. En lo relacionado con la resolucién de los problemas de
programacion lineal resaltamos el método simplex, como el méas utilizado para resolver
este tipo de problemas. Por miltiples razones es el método méas popular hoy en dia, entre
ellas destaca su capacidad para resolver, en una cantidad de tiempo razonable, problemas
de gestion importantes y complejos. Pero este método no es del todo eficaz en algunas
ocasiones. Por este motivo surgié el algoritmo de Karmarkar, ya que se comporta de una

manera mas razonable en los casos donde el método simplex falla.

Abstract

Linear programming is an important field of optimization, because almost any practical
problem of operations research can be posed as such a problem of this type. In regard the
resolution of linear programming problems we highlight the simplex method, as the most
used to solve this type of problems. For many reasons it is the most popular method
nowadays, among them its ability to solve, in a reasonable amount of time, important and
complex management problems. But this method is sometimes not entirely effective. This
is why the Karmarkar algorithm was born, because it behaves in a more reasonable way

in cases where the simplex method fails.
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Introduccion

La programacion lineal se ocupa de la optimacion (maximizaciéon o minimizacion) de
una funcion lineal, mientras satisface un conjunto de restricciones. La programacion lineal
aparece durante la Segunda Guerra mundial para planificar los gastos de operaciones mi-
litares, con el fin de reducir los costos al ejército y aumentar el dafio realizado al enemigo.
Los considerados fundadores de la técnica son George Dantzig, un matematico estadouni-
dense, quien es considerado el padre de la programacion lineal, John Von Neumann, un
mateméatico hungaro-estadounidense, que desarrollé la teoria de la dualidad y Leonid Kan-
torévich, un matematico de origen ruso, que utiliza técnicas similares en la economia antes
de Dantzig durante 1939, pero su trabajo permanecié desconocido hasta 1959. Por este mo-
tivo, la concepcién de la clase general de problemas de programacién lineal generalmente
se le atribuye a Dantzig.

El nombre de programacioén lineal surge en 1947, cuando Dantzig trabajaba como asesor
de las Fuerzas Aéreas de los Estados Unidos en el desarrollo de una herramienta para
planificacién de actividades armamentisticas, ya que cada una de estas planificaciones se
denominaba “programacion” (“program” en inglés).

En 1949 Dantzig publicé el método simplex para resolver problemas de programaciéon
lineal, y que desde entonces ha sido el algoritmo més utilizado para resolver este tipo de
problemas, ademas, este algoritmo es considerado uno de los 10 algoritmos mas importantes
del siglo XX.

Atun asi, existen ciertostipos de problemas con una estructura concreta o con un nu-
mero de variables y de inecuaciones verdaderamente grandes, donde dicho algoritmo tiene
un peor rendimiento. En 1984, Narendra Karmarkar, un matematico indio establecido en
Estados Unidos, disené una importante modificaciéon del método del simplex, denominada
el algoritmo de Karmarkar, que ha demostrado una eficiencia mayor en determinados casos.

Buena parte de este trabajo se dedicara a entender y analizar este algoritmo de Kar-

markar.
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Capitulo 1

Programacion Lineal y El Método

Simplex

La informacién expuesta en este capitulo se basa principalmente en los apuntes de
Gonzalez-Diaz (2017).

1.1. Programacioén lineal

1.1.1. Formulacién matemaéatica

La programacién lineal es una parte importante de la investigaciéon operativa, dedicada
a la optimizaciéon (minimizaciéon o maximizacion) de funciones lineales, respetando siempre
un conjunto de restricciones también lineales, de igualdad o desigualdad.
Vamos a ver ahora la formulacién de dichos problemas. Los elementos principales para

definir un problema general de programaciéon matematica son los siguientes:

= Variables de decision, x € R": Representan las decisiones para las cuales buscamos

una configuracién de valores 6ptima.

s Funcién objetivo, f : R® — R: Esta es la funcién que queremos maximizar o
minimizar y representa el coste o beneficio asociado a cada combinacién de variables

de decision.

= Restricciones: Representan la viabilidad de los valores de las variables. Existen de

dos tipos:

e Desigualdad, ¢;(z) <0, i€ {1l,...,m}.
e Igualdad, h;(x) =0, i€ {1,...,1}.

1



2 CAPITULO 1. PROGRAMACION LINEAL Y EL. METODO SIMPLEX

Entonces para hacernos una idea lo méas habitual en un problema de programaciéon mate-
matica seria lo siguiente:
Minimizar f(x)
Sujeto a  gi(x) <0, i€ {l,...,s}
hj(x) =0, je{l,...,k}.
Dicho todo esto tenemos que tener claro que un problema de programacién es un caso
particular, como su propio nombre indica, un problema de programacién matemaética, ya

que las funciones y las restricciones son todas lineales. Entonces para definir un problema

de programacion lineal necesitaremos:

= Vector de costes, c € R".
= Matriz de restricciones, A € R™*"™,

= Vector de lados derechos, b € R™.

Ademés, las restricciones de la forma x; > 0 se conocen como restricciones de no negati-
vidad. Una vez que tenemos identificados estos elementos podemos escribir de forma mas

compacta el problema de programacion lineal anterior usando notacién matricial:

Minimizar cx
Sujetoa  Ax <b
x> 0.

El conjunto de puntos {x : Az < b,x > 0} se conoce como region factible.

1.1.2. Supuestos subyacentes

Al modelar dichos problemas de programacion lineal debemos ser conscientes de que
esto conlleva implicitamente hacer una serie de supuestos, entre que podemos destacar los

siguientes:

= Proporcionalidad: Dada una variable cualquiera x;, su contribucion al coste final
es c¢;r; y su contribucién a la restriccion ¢ es a;jrj. Esto no permite modelar, por

ejemplo, las siguientes situaciones:

e Economias de escala: Situaciones en las que cuanto mas compremos mas ba-
rata nos saldra cada unidad. La proporcionalidad “obliga” a que el coste por
unidad sea el mismo independientemente del ntiimero de unidades que compre-

mos.
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e Costes fijos: Como por ejemplo el coste de una llamada telefénica, si z; es la
duracion de la llamada, el coste asociado sera de la forma cjx; + fjsiz; >0y

0siz; =0.

» Aditividad: El coste total es la suma de los costes asociados a cada una de las
variables, esto no permite, por ejemplo, considerar interacciones entre las variables,
como la efectividad de un medicamento de que depende de la cantidad de alcohol

que se tome.

» Divisibilidad: Las variables pueden tomar cualquier valor fraccionario. Esto no per-
mitird modelar problemas cuyas variables representen entidades indivisibles como

por ejemplo personas, animales o coches.

= Determinismo: Se supone en estos problemas que los valores A |, by ¢ se conocen de
manera totalmente precisa. Esto puede suponer problemas cuando estos parametros
representan por ejemplo precios y demandas, que en general estdn sujetos a cierta

incertidumbre.

1.1.3. Importancia de la programacion lineal

A pesar de todas estos supuestos, los modelos de programacion lineal son los mas usados

hoy en dia, especialmente por los siguientes motivos:

= Facilidad de resolucién: Son problemas en la clase de complejidad P, para los

cuales existen algoritmos polinomiales para resolverlos.

= Aplicabilidad: Muchos problemas de interés se pueden formular de esta forma como
un problema de programacioén lineal, y ademas muchos otros pueden ser aproximados

por dichos problemas.

= Uso instrumental: Muchos problemas de optimizacién de naturaleza no lineal, ha-
bitualmente las mejores técnicas para la resolucién de este tipo de problemas son
mediante sucesivas resoluciones de muchas “aproximaciones” lineales de dichos pro-

blemas.

1.1.4. Transformaciones de problemas de programacion lineal

A continuacién veremos algunas transformaciones que tienen bastante interés en la
practica. Otras se usan principalmente, porque las equivalencias resultantes son tutiles a la

hora de analizar teéricamente las propiedades de los problemas de programacion lineal.

= Funcioén objetivo: Todo problema de minimizacién puede transformarse en un pro-

blema de maximizacién y viceversa.



4 CAPITULO 1. PROGRAMACION LINEAL Y EL. METODO SIMPLEX

n n
max E Cj:IZj = — 1min E —ijj.
Jj=1 Jj=1

Por tanto, cualquier problema de maximizaciéon (minimizaciéon) puede convertirse en
uno de minimizaciéon (maximizacion) sin més que multiplicar los coeficientes por —1.
Una vez resuelto el nuevo problema, el 6ptimo de la funcién objetivo del problema

original sera el del nuevo problema pero multiplicado por —1.

= Restricciones: En este caso hay varias manipulaciones posibles:

e Si queremos cambiar una de estas restricciones “ <” (“ >”) por su opuesta “ >
7 (¢ <), simplemente tendremos que multiplicar por —1 todos los coeficientes

de la restriccion.

e Si no queremos restricciones de desigualdad, podemos reemplazar cada restric-
1A n e . ] 3 3 n .. . .
cion (D i ijT = b;) por dos restricciones de desigualdad () i aijrg < by
n
2 j=1 @ijj 2> by).
e Si s6lo queremos restricciones de igualdad, podemos reemplazar cada restric-

16 n Ly . n . S — | s
cion de la forma » % ajjz; > b; por Y i aijr; — a7 = b; donde z] es una
nueva variable (zf > 0) . Dichas variables se conocen como variables de hol-
gura asociadas a la restriccién que han sido inducidas. Si la restriccion fuese

Z?Zl a;;x; < b; bastaria con sumar la variable en vez de restarla.

= No negatividad: Si tengo una variable x; que puede tomar valores positivos y
negativos y quiero una representaciéon en la que sblo haya variables no negativas,
puedo reemplazar todas las apariciones de z; en el modelo por z; — 27/ donde x; > 0
y xg-’ > 0. Estas variables auxiliares representarian, en cierto modo, la parte positiva

y negativa de x; . Si en el problema original quiero que x; valga 7, puedo hacerlo

,.:
J

/o "n_
r;=0ya; = 7.

conzh =Ty x;-’ = 0 Del mismo modo, si quiero que z; valga —7, puedo hacerlo con

Cabe destacar dos formas en las que se nos puede presentar dichos problemas y que nos

seran especialmente utiles:

= Forma Estandar. Todas las restricciones son de igualdad y todas las variables son

no negativas.
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Minimizar cx Maximizar cx
Sujetoa  Ax=1b> Sujeto a Ax=0b
x > 0. xz > 0.

» Forma Canoénica. En caso de que el problema sea de minimizacién, todas las res-
tricciones son de la forma ” > 7 vy, si es de maximizacién, son de la forma ” <7”. En

ambos casos, las variables han de ser no negativas.

Minimizar cx Maximizar cx
Sujeto a Ax>b Sujeto a Ax <b
x > 0. x> 0.

Ejemplo 1.1. Vamos a ver uno de los ejemplos més importantes en lo que a la programa-

cion lineal se refiere, y es conocido como
El problema del transporte

La empresa americana Netflix se dedica principalmente al streaming de peliculas y series
por Internet. La empresa dispone de una red de m servidores Sy, ..., S, desde los que
tiene que enviar datos a cada uno de los n clientes C1, ..., ). La empresa desea realizar
esta operacion lo més eficientemente posible. Para ello, la empresa dispone de la tasa de
transmisién entre cualquier servidor S; y cada cliente C';. En particular, ¢;; denota el tiempo
necesario para transmitir un megabyte entre 7 y 7.

La empresa trabaja en intervalos de tiempo de longitud fija. Al final de cada intervalo
la empresa conoce, para el siguiente intervalo, la capacidad de cada servidor, s;, y la
demanda de datos esperada de cada cliente, d; . En base a esta informacion ha de decidir
como distribuir la informacion entre servidores y clientes de tal manera que minimice el
tiempo empleado por sus servidores.

Entonces vamos a identificar los datos que tenemos:

= Variables de decisiéon: Se corresponden con la cantidad de megabytes que enviamos

entre cada servidor ¢ y cada cliente j, x;;.

= Funcién objetivo: Queremos minimizar el tiempo empleado por los servidores para

enviar dicha informacion.
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= Restricciones: Hemos de respetar la capacidad de cada uno de los servidores y
satisfacer la demanda de cada uno de los clientes. Ademas, estaremos también sujetos

a restricciones de no negatividad en nuestras variables.

Una vez dicho esto podemos expresar nuestro problema de la siguiente manera:

m m
Minimizar E E i %i;

i=1 j=1

m
Sujeto a injgsi ie{l,2,...,m}
j=1

m

inj:dj jE{l,Q,...,n}

=1

QTUZO i€{1,2,...7m}, j€{1,2,...,n}.

1.2. Meétodo simplex

1.2.1. Introducciéon

El método simplex es un algoritmo creado por George Dantzig y consiste en estudiar de
modo sucesivo los distintos puntos extremos de la regién factible. Dichos puntos seran muy
importantes para la resolucién, por lo tanto deberemos tener un gran control sobre ellos.
Recordemos que un punto extremo es aquel que no se puede poner como un punto medio
entre un par de puntos distintos. Es necesario recordar que el método simplex trabaja con
problemas de forma estandar, pero cualquier problema de programacion lineal se puede
transformar en un problema de la siguiente forma, mediante las transformaciones vistas

anteriormente.

Minimizar cx
Sujetoa Az =b (1.1)
x> 0.

Suponemos que A es una matriz m X n de rango m y por lo tanto no hay restricciones
redundantes. En este caso la region factible seria S={x : Az =0,z > 0}.

Es necesario conocer unas cuantas consideraciones relativas al método simplex:
= Kl esquema general del algoritmo parte de una solucién factible. Cémo conseguir
dicha solucion es algo que analizaremos en la seccion [1.2.3

= El procedimiento de recalculo al final de cada iteracién se conoce como pivotado y

las variables de entrada y salida se conocen como elementos de pivote.
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= El criterio de entrada consiste en que aquella variable para la cual, por cada unidad

en que se incremente su valor, se obtenga una mayor mejora en la funcién objetivo.

= Un punto mucho maés relevante para la eficiencia computacional del algoritmo tiene
que ver con el céalculo de la inversa B™! . Debido a la complejidad de la operacion
por el método de Gauss-Jordan O(m?), el impacto de estas operaciones no sera
despreciable. Sin embargo , existe otro método mediante las denominadas tablas del

simplex que hace que estas operaciones sean mucho menos costosas O(m?).

= En el caso de que existan varias soluciones el método simplex permite identificarlas

todas.

A continuacion presentamos un algoritmo con el que podremos resolver este tipo de
problemas en unos sencillos pasos pero antes, para lograr la comprension de este algoritmo

serd necesario definir unos conceptos previos.

1.2.2. Bases y Soluciones Basicas

El método simplex trabaja con problemas en forma estandar como el expuesto en la
ecuacion . Supongamos que A es una matriz m X n de rango m, es decir, todas las
filas de la matriz son linealmente independientes, lo que implica que no hay restricciones
redundantes. Por otro lado, al tener el problema formulado en forma estandar, en toda
solucion factible habra al menos m restricciones saturadas provenientes de Ax = b. Dado
un punto extremo x de S (Cabe recordar que S seria la region bésica factible , S={x :
Ax = 0, > 0}), necesariamente habra (n — m) restricciones de no negatividad que se
saturaran en x, para asi tener un total de m 4+ (n — m) = n retricciones saturadas. Por

tanto, tenemos el siguiente resultado :

Proposicion 1.2. Consideremos un problema de programacion lineal en forma estdndar
con region factible donde S={x : Ax =0, > 0}, A € R™*"™ tiene rango m. Entonces, en

todo punto extremo x de S hay al menos (n —m) variables que toman el valor 0.

Este resultado es la clave de la definicién del concepto de solucion basica. Consideremos
el sistema Az = by x > 0 donde A € R™"™ y b € R™ son tales que rango(A) =
rango(A,b) = m. La matriz A puede verse como A = [B,N], donde B € R™™ y
N e R™*(=m) Qupongamos ademés que B tiene rango m y por tanto es invertible.

Entonces, la soluciéin « = (xp,xy) al sistema Az =by = > 0 dada por
iUB:B_lbwaZO

se denomina solucion bdsica. Ademas, si g > 0, se lama solucion bdsica fdctible.
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Resumen del Método Simplex

Los pasos a seguir para resolver un problema seran los siguientes

» INICIALIZACION
Partimos de una base B que tiene asociada una soluciéon bésica factible @ =
(xp,xN), con tp = B~ by xy = 0. Ademas, zz = cg B~ 'b.

» PASO 1 (Criterio de entrada)
Calculamos los valores z; — ¢; para todas las variables no béasicas j € J, donde z; =
cBB_1A§ = cByJﬂ. Sea k € J el menor indice tal que 2z, — ¢, = maxjej{z; —¢;},

tenemos las siguientes posibilidades:

e Si z; — ¢ <0, FIN. La solucion basica factible x = (xp, N ) es Optima.

e Sizp — ¢ >0, ir al PASO 2 con k£ como variable de entrada.

» PASO 2 (Criterio de salida)

Calculamos y* = B ~LA¢. Tenemos las siguientes posibilidades:

e Si y* < 0, Fin. El problema no tiene 6ptimo finito. Podemos movernos inde-

finidamente a lo largo del rayo
R={(zp,xN) + (—y", e")x), : 2}, > 0},

cuyos puntos tienen todas las componentes no negativas, por lo que seran
soluciones factibles. A medida que z; — 400 , tenemos que zp — (2 — g )Tk

tiende a —oo .

o Siyk £ 0 entonces Aj, entra en la base y xj, pasa a ser una variable basica.
Abandona la base la variable i, aquella con el indice mas bajo de entre las que
primero se anulen en el rayo R :

(8 = minf Ry > 0)

7

Recalcular B, x = (zp,xx), 25 v los vectores y/ . Volver al PASO 1.

Vamos a ver un ejemplo sencillo de este método expuesto anteriormente siguiendo las

pautas anteriores.

Ejemplo 1.3. Para terminar este apartado vamos a presentar un ejemplo de la aplicacién
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del método simplex.
Minimizar — 4x1 — 229 + 6x3

Sujeto a — 1+ x2+223<8
+6x1+ 29+ Tx3<6
—bxr1 + + 623 <1
x > 0.

Lo primero que debemos ter en mente es pasar este problema a forma estandar:

Minimizar — 4x1 — 2x9 + 613
Sujeto a — x1+ x2+2x3+ T} =8
+6x1 + x0+ Txg + aF =6
— bz + + 623 + z5=1
x > 0.

Como vemos le hemos anadido tres variables de holgura para obtener la forma estandar,
como todos los lados derechos son no negativos, esto dara lugar a una base natural, B =
(AJAEAE), obviamente es la matriz identidad y por tanto su inversa también lo es, entonces,
la solucién bésica asociada son todos sus lados derechos, como hemos dicho antes, xg =
B7'b=(8,6,1) y xy = (0,0,0) , que cumple las condiciones de no negatividad y por lo

tanto es factible. Empezaremos a aplicar el algoritmo con esta base inicial.

» Inicializacion. B = (ASALAS), ¢ = (zp,xy) con g = B7'b = (8,6,1) y xy =
(0,0,0). Por dltimo, zp = cgxp = (0,0,0)(8,6,1) = 0.

» Iteracion 1. Paso 1(Criterio de Entrada). Calculamos los z; — ¢;:

e B71A§ = y' = (—1,6,—5). Por tanto 21 —c; = cgy* —c1 = 0—(—4) =4 > 0.

e B~1AS = y2 =(1,1,0). Por tanto z2 — c2 = cpy? —ca =0 — (—=2) =2 > 0.

e B~1AS = y3 =(2,7,6). Por tanto 23 — c3 = cpy® —c3 =0— (6) = —6 < 0.
El maximo se alcanza para j = 1 y es mayor que cero. Por tanto, tenemos que

1 es la candidata a entrar en la base.

» Iteracion 1. Paso 2 (Criterio de salida) El vector y! es (—1,6,—5) , que solo
tiene una componente positiva, asociada con la variable 27 que saldréd de la base. La
nueva base serda B = (AJA{A§)

1 -1 0 1 017 0
B= 0 6 0 y B '= 0 017 0
0 -5 1 0 083 1
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Con lo que zp = B~ 'b = (9,1,6), x = (0,0,0) y 25 = cgrp = (0, —4,0)(9,1,6) =
—4.

» Iteracion 2. Paso 1 (Criterio de entrada). Calculamos los z; — ¢;:

e B~1AS = y? = (1.17,0.17,0.83). Por tanto z2 — c; = cpy?® — ¢ = —0.67 —
(-2) =133 > 0.

e B71AS = y3 = (3.17,1.17,11.83). Por tanto z3 — c3 = cpy® — c3 = —4.67 —
(6) = —10.67 < 0.

e B71A¢ = y5 =(0.17,0.17,0.83). Por tanto z;—c5 = cpy®—cs = —0.67—(0) =
—0.67 < 0.

El maximo se alcanza para j = 2 y es el Ginico mayor que cero. Por tanto,

tenemos que x5 es la candidata a entrar en la base.

» Iteracion 2. Paso 2 (Criterio de Salida).El vector y?2 es (1.17,0.17,0.83) , en el

que tenemos que min{%”, 0—117, %} = ﬁ, asociada con la variable x1 que saldra

de la base. La nueva base sera B = (AJASAg).

110 1 -1 0
B=|010 y Bl=1]o0 0
00 1 0

Con lo que 3 = B™'b = (2,6,1),zy = (0,0,0) y 25 = cgxp = (0,-2,0)(2,6,1) =
—12.

» Iteracion 3. Paso 1 (Criterio de entrada). Calculamos los z; — ¢;:

e B71AS =y = (-7,6,-5). Por tanto 21 —c; = cpy’ — 1 = —12 — (—4) =
-8 < 0.

e B71AS = y3 = (—5,7,6). Por tanto z3 —c3 = cpy® —c3 = —14—(6) = —20 <
0.

e B71AS = y5 = (—1,1,0). Por tanto z5 —c5 = cpy® —c5 = —2—(0) = —2 < 0.

El maximo se alcanza para j = 5 y es menor que cero. Por tanto, estamos ante

una solucién 6ptima.

La solucién 6ptima, expresada tnicamente con las variables del problema original,

viene dada por (0,6,0) y su coste asociado es —12 .
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1.2.3. El método de la M grande

Es uno de los método més utilizados para la construccién de una solucién inicial del
método simplex. La idea del método de la M grande consiste en anadir variables artificiales
en tantas restricciones como sea necesario, para que la nueva matriz de restricciones con-
tenga a la matriz identidad como submatriz, lo que nos pone nuevamente en las condiciones
del ejemplo resuelto anteriormente. Pero debemos tener en cuenta un detalle muy impor-
tante, puesto que, estas variables artificiales desempefian un papel muy distinto al de las
variables de holgura. Las variables artificiales aumentan el conjunto de soluciones factibles
del problema original. Pero existe una manera de subsanar este pequeno inconveniente y
es asumiendo que el coste de dichas variables viene dado por una constante M que sea tan

grande como nosotros deseemos.
Ejemplo 1.4. Supongamos que tenemos el siguiente problema de programacién lineal:

Minimizar 3z + 3xo — 3x3 + 414

Sujeto a — 21+ x2+ 63+ >0
+5x1 +2x94+2x3 — x4 >7
— 1+ 3x9— x3+2x4 <7

x > 0.

Al pasarlo a forma estandar obtendremos:

Minimizar 4+ 3z1 + 3x9 — 3x3 + 424

Sujeto a — x1+ xo+ 623 — xz =0
+ 521 + 229 + 223 — 24 — g =7
— x1+ 310 — x3+ 214 +ar="7
x > 0.

Vemos que la ultima columna se corresponde con el vector (0,0, 1), pero todavia nos faltan
las columnas (1,0,0) y (0,1,0) para tener que la matriz identidad es una submatriz de la
matriz de restricciones. Ademas, en general no podemos multiplicar por —1 ninguna de las
restricciones, pues con eso pasarfamos a tener componentes negativas en el vector de lados
derechos. En este ejemplo concreto, como el lado derecho de la primera restriccion es cero,
si que podriamos multiplicar por —1 dicha restriccion para obtener la columna (1,0,0).
En cualquier caso, en este ejemplo presentaremos como hariamos en general, como si no
tuviésemos que by = 0. En dicho caso tendriamos que anadir dos variables artificiales,

obteniendo:
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Minimizar 31 + 3x2 — 3x3 + 4x4 + + + Mazxg + Mg
Sujeto a — 21+ w9+ 623+ - xi+ + g =0
511 + 2x0 + 223 — T4 — g+ + z5="7
— 1+ 312 — x3+ 234 + + z7+ =7
x > 0.

Obteniendo un problema en el que la matriz de restricciones tiene una submatriz identidad,
con lo que podremos aplicar el método simplex tomando como base inicial B = (A%, Ag, A§
con solucion asociada xp = (7,0,7) y xxy = 0, que es factible en el problema ampliado con
las variables artificiales. Ahora habria que iterar el método simplex y ver si en la solucién
o6ptima todas las variables artificiales se han hecho cero o no para decidir se ha encon-
trado una solucién 6ptima del problema original o éste no tenia soluciones factibles. No
presentamos aqui la resolucion de este problema, donde lo resolvemos con la ayuda de las
tablas del simplex del Ejemplo En dicho apartado resolveremos un caso practico de
estas tablas, si quisiéramos una explicacién mas tedrica podriamos consultar los apuntes

de |Gonzalez-Diaz (2017).

1.2.4. La tabla del método simplex

La idea de la tabla del método simplex consiste en guardar en una tabla toda la infor-
macién importante de cada iteraciéon que llevemos a cabo. En el método simplex tenemos
que estar calculando la matriz B~! en cada una de las iteraciones, lo cual lleva un gran
trabajo computacional. Esta matriz es muy importante para la resolucién de los sistemas
Bxp = by, especialmente, By’ = Aj, puesto que los vectores 1/ deben ser actualiza-
dos iteracion a iteracion. Para realizar un esquema ilustrativo de como podemos llegar a
obtener dicha tabla, vamos suponer que estamos trabajando con una base B y que las m
columnas de B se corresponden con las primeras m variables. Recordemos que IN denota
la matriz formada por las columnas no basicas y usaremos I, x., para denotar la submatriz
identidad. Ademas sera comodo denotar B~'b como b. Entonces obtendremos la siguiente
tabla:

B TN z
Zj —Cj 0 CBB_IN — CN CBB_lb
xp | ¢ | Lnxm BN B~ b
Es necesario aclarar que cgB'B—-¢c5 =0 vy que B 'B = I,,4,,. En forma un poco

menos compacta tenemos:
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rp, -+ xp, -+ TR, | T, Tp z
zj — ¢; 0 0 0 e zj—Cj e oz —Cp o e cpb
zp, cB, 1 . 0 ... 0o |... y{ yh | by
zp, ez, | 0 o 1 .. 0o |- vl yk | b,
xzp, |ecp, | 0 -+ 0 .- 1 |... v, yk oo | By

Supongamos entonces que decidimos que la variable k£ debe entrar en la base y la variable r
debe salir de la misma. A continuacién describimos las operaciones que habria que realizar
sobre la tabala actual para obtener la tabla asociada a la nueva base y poder asi iterar el

algoritmo. Basicamente, lo que tenemos que hacer es:

» Actualizar los costes basicos (cpg), variables bésicas (xg) y sus valores (b).

= Actualizar los costes reducidos (z; — ¢;).

» Actualizar las columnas 7.
El procedimiento en general se conoce como pivotado, pues todos los calculos pivotan
alrededor del elemento y¥ de la tabla, correspondiente a la fila r y a la columna k, y

consiste el lo siguiente:

Coeficiente yl] . La actualizacion de la tabla para obtener B~'N:

. i . J
» Sil=r,yl se actualiza a z—;
™
: j : i ylhuf
= Sil#r, ¥ se actualiza a y/ — ykl :
T

Coeficiente ;. La actualizacion es andloga a la de los coeficientes y7:

s Sil=r, b se actualiza a 5*2-

r

. - . - by
= Sil##r, b se actualiza a by — ;gl .

r

j
. 3 . (2 —C,
Costes reducidos z; — ¢;. De nuevo es analogo, se actualiza (z; — ¢;) — W
L
.. C e . . — Be(z—
Funcidén objetivo Z. Otra vez se actualiza de la misma manera z — T(%kc’“)
s

Es importante destacar una caracteristica importante de la tabla del simplex. Supon-
gamos que queremos resolver un problema de programacién lineal con la tabla del sfmplex
y para ello introducimos las variables artificiales necesarias para partir de una base ini-

cial que se corresponde con la identidad I, x.,. Entonces, dado que en cada iteracién las
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columnas de la tabla del simplex representan las columnas de la matriz B~'A, tendre-
mos que la submatriz formada por las columnas de la base inicial se corresponderan con
B 'I,«m=B"' Es decir, en todas las iteraciones estamos calculando implicitamente la

matriz B~1.

1.2.5. Eficiencia del método

El funcionamiento del método simplex consiste en saltar de solucién bésica factible en
solucién bésica factible hasta encontrar el 6ptimo. No es dificil construir ejemplos en los
que toda solucion basica es factible y en los que el método simplex tiene que recorrerlas
todas para alcanzar el 6ptimo. Por tanto, el nimero de operaciones del método simplex
dependera del niimero de soluciones bésicas o, equivalentemente, del nimero de bases. Para
el método simplex uno puede construir ejemplos patologicos en los que el algoritmo recorre
todos y cada uno de los puntos extremos de la regién factible. Esto implica que, segin el
analisis del peor caso, el método simplex es un algoritmo exponencial. Como es el caso de

los cubos de Klee-Minty que veremos con mas detalle en el capitulo [2]

Ejemplos

Ejemplo 1.5. Empezamos esta seccion resolviendo de nuevo el ejemplo pero esta vez

mediante las tablas del simplex. El problema a resolver era

Minimizar — 4x1 — 2z + 6x3

Sujeto a — 1+ 290+ 223<8
+6x1+ a9+ Tx3<6
—bx1 + + 623 <1

x > 0.

Tras introducir las variables de holgura como ya hicimos en el ejemplo [I.3] llegamos a la

siguiente tabla inicial del simplex:
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Tabla 1 (entra zi, sale zf)
1 T2 x3 x xE xg z
2j—C¢;j 4 2 -6 0 0 0 0
Cp Tp
x4 -1 1 1 0 8
xg B
xg -5 0 0
Tabla 2 (entra z2, sale x;)
1 x2 x3 x xE xg z
2j—Cj 0 1.33  —-10.67 0 0.67 0 —4
CB TB
x4 0 |0 1.17 317 1 0.17 0 9
1 -4 |1 R 117 o0 0.17
xg 0 |0 0.83 11.83 0 083 1 6
Tabla 3 (6ptima)
1 x2 x3 x xE xg z
2j—Cj 8 0 -20 0 0 0 —12
CB B
x4 o | -7 0 -5 1 0
T2 -2 6 1 7 0 1 0 6
xg 0 | -5 0 0 0 1

Ejemplo 1.6. La tabla del método simplex

Supongamos que tenemos el siguiente problema de programacién lineal,

Minimizar  3x1 + 3x9 — 3x3 + 4x4 + + + Mzxg + Mg
Sujeto a — 1+ x9+ 623+ — T+ + g =0
5x1 + 2x9 + 223 — T4 — g+ + a5="7
— 21+ 312 — T3+ 214 + + a7+ =7

x > 0.

15
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Tabla 1 (entra z, sale z{)
T T T3 T4 Ty xg 3 x3 xg z
2j—cj 4M  3M —4M -M -M -M TM
-3 3 —4
Cp Tp
x5 0 -1 3 -1 0 0
xg M -1 1 —6 0 -1
xg M 5 2 2 —1 0 -1 0
Tabla 2 (entra x9, sale z%)
T T T3 T4 x xg G xg z
Zj —¢j 1.4M —-5.6M —-02M —-M —-02M —0.8M | 1.4M
0 -1.8 4.2 3.4 —0.6 0 O 0.6 4.2
Ccp B
x5 0 0 3.4 —0.6 1.8 0 —0.2 1 0 0.2 8.4
xg M| 0 1.4 —5.6 -0.2 -1 —-0.2 0 1 0.2 1.4
T 3 1 0.4 0.4 -0.2 0 —-0.2 0 O 0.2 1.4
Tabla 3 (entra x4, sale )
1 X2 I3 Ty xE xg x5 xg xg z
Zj Cj —M —M
0O O -3 314 —-129 —-08 O 1.29 0.86 | 6
CB B
x5 0 13 2.29 2.43 029 1 —-243 —-0.29]5
T9 1 -4 -0.14 -0.71 -0.14 0 0.71 0.14 | 1
T 0 2 -0.14 029 -0.14 0 0.29 014 | 1
Tabla 4 (6ptima)
T1 To T3 Ty xs xg 3 xg xg z
Zj—Cj —M M
0O 0 -—-2088 0 —-4.62 -125 -1.38 462 1.25 | —0.9
cp B
T4 —4 0 5.69 1 1.06 0.13 044 -1.06 -0.13 2.19
T9 1 -3.19 0 -0.56 -0.12 0.06 0.56 —0.12 1.31
T 0 2.81 0 0.44 —-0.12 0.06 —0.44 0.12 1.31
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A cualquier problema de programacion lineal le podemos asociar un nuevo problema

de programacion lineal, conocido como problema dual. Vamos a comenzar exponiendo la

formulacion dual de un problema de programacién lineal en forma estdndar:

Problema primal (P)

Minimizar cx
Sujeto a Ax =
x>0

y ahora en forma canonica:

Problema primal (P)

Minimizar cx
Sujeto a Ax > b
x>0

Problema dual (D)

Maximizar b
Sujeto a Alr <e
7t sin restr.

Problema dual(D)

Maximizar bm
Sujeto a Alr <e¢
> 0.

Después de haber visto estas dos formulaciones tanto del problema primal como del

problema dual podremos sacar unas cuantas conclusiones:

= Si el primal es un problema de minimizacién, entonces el dual lo es de maximizaciéon

y viceversa.

= En en problema primal trabajamos con la matriz A, mientras que en el dual lo

hacemos con la matriz traspuesta At. Es decir, en vez de Az tendremos mA = Atr.

= Cada variable del primal se corresponde con una restriccion del dual.

= Cada restriccion del primal se corresponde con una variable del dual.

= El vector b el cual es un vector de lados derechos en el primal pasar a ser un vector

de costes en el dual.

= En vector de costes del primal ¢ es el vector de lados derechos del dual.

» Las variables no restringidas pasa a restricciones de igualdad y las variables no ne-

gativas pasan a restricciones de menor o igual.
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= Restricciones de igualdad pasan a variables no restringidas y restricciones de mayor

o igual pasan a variables no negativas.

Al ver todas estas relaciones entre los dos problemas podemos elaborar un Cuadro que
nos facilite la obtenciéon del problema dual a partir de su primal.

Una posible interpretacion del dual podria ser la siguiente. En general un problema primal
en forma canodnica se puede ver como un problema de minimizar costes sujetos a una
produccién minima. En este caso, el problema dual consiste en maximizar beneficios sujetos

a unos precios maximos.

Primal Dual
f. objetivo | minimizar || maximizar | f. objetivo
> b; >0
restricciones < b; <0 variables
=¥ no restr.
>0 = ¢
variables <0 > ¢j restricciones
no restr. =c¢j

Cuadro 1.1: Transformando un problema en su dual.

Ejemplo 1.7. Vamos a considerar el siguiente problema de programacion lineal y para eso
vamos a tomar el un problema donde podamos observar la mayoria de las transformaciones

para obterner su respectivo problema dual.

Minimizar — 4x1 — 6x9 + 6x3 + 424
Sujeto a - x1+ 4+ 4x3 — bxy <4
—2x1 —4x90 — 8x3 — 8x4 > 6
+2x1 +4x9 + 8x3+ 314 =7
x > 0.
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Para dicho problema, y apoyandonos el el Cuadro podremos obtener su dual

Maximizar + 4x, + 622 + 7x3
Sujeto a — m —2my + 273 < —4
+ — 4wy + 47y < —6
+4m —8my +8m3 < 6
—5m — 8my + 373 < 4
™ <0
o >0

7r3 sin restr.

Para acabar de comprender este problema debemos tener en cuenta que la matriz del
problema primal es A, mientras que la matriz del dual es At. Observamos la diferencia

calculandolas,

-1 -2 2
-1 0 4 -5 0 4 4
A=|-2 -4 -8 -8 y Al =
4 -8 8
2 4 8 3
-5 -8 3

Proposicion 1.8. FEl dual del dual coincide con el primal.
Demostracion. La demostracion se realiza calculando el dual dos veces consecutivamente

y observando que obtenemos un resultado que coincide con el problema inicial. O

Dualidad débil y dualidad fuerte

Para presentar este apartado vamos a comenzar por enunciar la propiedad conocida

como dualidad débil en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.9 (Dualidad débil). Dado un par de problemas de duales (P) y (D), la
funcidn objetivo asociada a cualquier solucion factible del problema de minimizacion es
mayor o igual que la funcion objetivo asociada a cualquier problema de mazimizacion.

Demostracion. Tomando como referencia un problema primal y otro dual en forma canoénica
y que & v 7 son soluciones factibles del primal y del dual, respectivamente. Alwr = 7A > ¢

y 7 > 0. De estas afirmaciones podemos obterner la siguiente expresion:

cr > (wA)x = w(Ax) > 7b.
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A partir de esta proposicién podemos deducir dos propiedades que son muy importan-
tes a la hora de desarollar algoritmos. La primera de ellas es que las soluciones factibles
del problema de minimizacién siempre nos daran cotas superiores para el problema de ma-
ximacion y, andlogamente, las soluciones factibles del problema de maximizacién siempre
nos darin cotas inferiores para el problema de minimizacién. Ademas, la propiedad de

dualidad débil nos permite obtener los dos siguientes corolarios.

Corolario 1.10. Six y 7 son soluciones factibles del primal y del dual tales que cx = b,

entonces & y 7™ son soluciones optimas de sus repectivos problemas.

Corolario 1.11. Dado un par de problemas duales (P) y (D), si la funcion objetivo de

uno de ellos es no acotada, entonces el otro no tiene soluciones factibles.

Para terminar esta seccién vamos a enunciar la propiedad de dualidad fuerte, cuya
demostraciéon no veremos ya que es bastante laboriosa y no tiene demasiado interés con el

tema que tratamos en esta memoria, puede verse en |Gonzalez-Diaz (2017)).

Proposicion 1.12 (Dualidad fuerte). Dado un par de problemas duales (P) y (D), si uno
de ellos tiene una solucion dptima, entonces también el otro tiene solucion dptima y los
valores dptimos de la funcion objetivo coinciden. En particular, si & y & son soluciones

optimas de (P) y (D), respectivamente, tenemos que
cx = br.

Cabe destacar que a diferencia de la propiedad de dualidad débil, la propiedad de
dualidad fuerte no se tiene que cumplir necesariamente para problemas no lineales. Por
dltimo vamos a presentar un resultado que nos permite calcular sa solucién 6ptima del

dual con una base 6ptima del primal.

Proposicion 1.13. Supongamos que el problema primal viene dado en forma candnica vy

que tiene a & como solucion dptima con base asociada B. Entonces,
T = CBB_I.

es una solucion optima del problema dual.



Capitulo 2

Introducciéon a la Complejidad

Computacional y Cubos de
Klee-Minty

La informacién que redactamos en este capitulo esta basada fundamentalmente en el
libro |Bazaraa et al. (2011) y en los apuntes de programacion lineal y entera de |Gonzalez-
Diaz (2017).

2.1. Complejidad computacional

En este capitulo se analizaran algunos temas fundamentales sobre la eficiencia de la
complejidad computacional, es decir, algoritmos polinémico-temporales capaces de resolver
problemas de programacion lineal de una manera eficiente, especialmente la complejidad
computacional del algoritmo simplex, ya que presenta un crecimiento exponencial en es-
fuerzo en ciertas clases de problemas cuando crece el tamafio del problema. Por fortuna
existen algunos resultados teéricos de caso promedio que ayudan a resolver la discrepancia
entre los resultados tedricos del peor de los casos y la eficiencia préctica observada del
algoritmo sfmplex. Sin embargo, existen algoritmos tedricamente eficientes para problemas
de programacion lineal que muestran un crecimiento en el esfuerzo de solucién que es poli-
némico en el tamano del problema. Existe un algoritmo bastante conocido que cae en esta
categoria, el de algoritmo de Karmarkar del cual hablaremos en el siguiente capitulo.

Supongamos el siguiente problema de optimizacién de programacion lineal

Minimizar{cx : Ax = b,z > 0},

21
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en donde A es una matriz de m x n, y m,n > 2. Aqui y a lo largo de todo este capitulo
se supone que todos los datos son enteros, quiza transformados a esa forma a partir de
datos racionales. Por un caso de este problema se entiende un elemento particular de esta
clase de problemas con valores o datos paramétricos especificos. Asi, la especificaciéon de
los valores para m,n,c, A, y b define un caso de un problema de programacion lineal. El
tamano de un caso de este problema se representa por los parametros (m,n, L), donde
L es el nimero de bits binarios requeridos para registrar todos los datos del problema, y
se denomina longitud de entrada de un caso del problema. Obsérvese que el nimero de
bits binarios requeridos para representar un entero positivo A es [log(1 + A)], en donde
[-] denota el valor redondeado y log(-) representa el logaritmo en base 10. Por ejemplo,
a fin de representar cualquier entero A € (27,2"*!) para un entero r > 1, se requieren
(r + 1) bits binarios. Si A es negativo o positivo, es posible usar un bit adicional para
registrar su signo, y en consecuencia es posible representar A usando 1+ [log(1+|A|)] bits.
Por consiguiente, los datos del programa lineal anterior se pueden registrar mediante un

esquema de codificacion binaria usando el siguiente numero de bits:

L = [14log(1+m)] + [1 + log(1 +n)] + Z{l +log(1 + |e;])}

+Z 2{1 +log(1 + |ag )} + 2{1 +log(1 + |b;])}-

Consideremos un algoritmo que resuelva un problema de programacion lineal en un ntimero
finito de pasos. Para analizar su complejidad computacional, es necesario determinar una
cota superior del esfuerzo requerido para resolver cualquier caso de este problema. Este
esfuerzo puede calcularse en términos del ntimero de operaciones elementales como sumas,
multiplicaciones y comparaciones requeridas para resolver el problema como una funcién
del tamanio de dicho problema. Afortunadamente, un conteo exacto del nimero total de
operaciones es innecesario. Solo se requiere determinar una funcién g(m,n, L) en términos
del tamario del problema, de modo que para alguna constante § > 0 suficientemente grande,
el nimero total de operaciones elementales requeridas por el algoritmo para resolver el
problema no sea mayor que dg(m,n,L)). Cuando la funciéon g(m,n, L) es un polinomio
en m,n y L, se dice que el algoritmo es de complejidad polinémica. Por ejemplo, si un
algoritmo implica realmente un maximo de 6m?n + 15mn + 12m operaciones elementales
para resolver cualquier caso de alguna clase de problemas, en donde el tamano del problema
esta determinado por m y n, entonces podemos decir simplemente que es de complejidad
O(m?n). Asi, basta averiguar que el crecimiento en esfuerzo para el algoritmo es dictado de
manera dominante por la funciéon g(m,n) = m?n, ya que es la funcién que crece mas rapido.

Como solo es necesario determinar una cota superior del esfuerzo de solucién, entonces al
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definir el tamano de un caso de un problema no es necesario calcular L, es decir, si L se
toma como alguna cota inferior del ntimero real de bits requeridos para registrar los datos y
presentar un crecimiento polinémico en esfuerzo como una funcién monoétona creciente de
esta cantidad, entonces lo anterior también debe implicar una cota polinémica del esfuerzo
en términos del tamano real del problema. Asi, por ejemplo L puede tomarse como la

siguiente cantidad en el anélisis de problemas de programacion lineal.
L =1+1log(m)log(n) + Y {1 +log(1 + |¢;])} (2.1)

+Z Z{l +log(1 + |ai;|)} + Z{l +log(1 + |bs])}.

La obsesiéon con un algoritmo polinémico-temporal puede apreciarse bien al comparar el
crecimiento n? contra 2". Sea n el que representa el tamaifio del problema, y sean Ay y As
dos algoritmos para resolver este problema . Ademas supongamos que que el algoritmo A;
es de complejidad O(n?) y el algoritmo Ay es de complejidad O(2"). Lo anterior significa
que existen constantes d; y do tales que los algoritmos estan acotados por las expresiones
51n? y 692" respectivamente. Por consiguiente para un problema de tamafio n = 50, su-
poniendo que 61 = Jo» = 1, aunque el algoritmo A; efectuard no més de 2500 operaciones,
el niimero de operaciones requeridas por el algoritmo A, puede llegar hasta 1.1259 x 10,
Por lo que con este criterio de evaluaciéon, primero se prefieren polinomios de orden bajo.
Es obvio de que el algoritmo polinémico-temporal de complejidad O(n°°) no es de ma-
yor valor practico que el algoritmo A,. Segundo, seria deseable que las magnitudes de los
coeficientes del polinomio fuesen relativamente pequefias. Si 6; = 2°° y do = 1, entonces
aunque el esfuerzo con el algoritmo A, aumenta considerablemente més rapido que con un
incremento en n que con el algoritmo Ay, desde un punto de vista practico el algoritmo A;
es inmanipulable para cualquier valor de n > 1. Sin embargo, el algoritmo Ao es maneja-
ble por lo menos para valores suficientemente pequenios de n. Merece la pena observar el
rol desempanado por el esquema de codificacion binaria en la definiciéon de un algoritmo
polinémico-temporal. Supongamos que para resolver problemas de programacion lineal se
ha propuesto un algoritmo de complejidad O(mnA), en donde A es el coeficiente mayor
valor absoluto de ¢, A y b. Entonces ese algoritmo no es de complejidad polinémica. De
hecho, al definir L; = log(A) para representar el tamafio del problema, se observa que al
algoritmo es de complejidad exponencial de orden O(mn21). Supongamos que se ha deci-
dido medir el tamano del problema mediante un esquema en el que se utiliza un pulsacién
para cada unidad de datos, llamado esquema de codificacion por pulsacion. Para almacenar
el entero A > 0, se requieren A pulsaciones, de modo que el tamano del problema esta-

ra determinado por la tripleta (m,n,A) y no por (m,n,logA). En este caso, el esfuerzo
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algoritmico esta efectivamente acotado superiormente por un polinomio (m,n, A).

2.1.1. Clases de complejidad

A medida que el campo de investigacion de operaciones continud su desarrollo después
de la aparicién de la programacion lineal, se introdujo una rica coleccién de varios tipos
de problemas. En consecuencia surgi6 la necesidad de poder clasificar y comparar formal-
mente problemas y algoritmos en cuanto a su tratabilidad computacional.

A la hora de trabajar con algoritmos tenemos que tener claro que debemos de saber como
de bueno es un algoritmo dado. Si es efectivo resolviendo problemas que es para lo que ha
sido disenado, y para resolver estas preguntas es donde surge la teoria de la complejidad
computacional. La finalidad de acotar esa cantidad de operaciones, que el algoritmo necesi-
tard en funcion de los datos necesarios para especificar el problema. Diremos que una clase
de problemas de optimizacién es facil si se puede desarrollar un algoritmo que resuelva
cualquier problema en la clase en tiempo polinomial. Los algoritmos en tiempo polinomial
se llaman algoritmos eficientes. Hay muchos problemas de programacién que no se sabe si

son faciles o no. Es decir, no se sabe si existe algin algoritmo eficiente que los resuelva.

Clases P, NP, NP-completo, N P-duro

Ahora vamos a definir las distintas clases de complejidad (existen otras clases pero estas
son las importantes). Diremos que un problema pertenece a la clase de complejidad P si
existe un algoritmo que resuelve cualquier tipo de problema en tiempo polinomial. Diremos
que un problema pertenece a la complejidad N P si existe un algoritmo que puede verificar
cualquier solucién a un ejemplo en dicha clase en tiempo polinomial. La gran pregunta
de la teoria de complejidad computacional es si las dos clases que acabamos de definir
coinciden. En el caso de que fueran iguales, tendria una gran repercusion, ya que existirian
algoritmos para la factorizaciéon de nimeros primos lo que que comprometeria seriamente
muchos protocolos de seguridad. En el estudio de las distintas clases de complejidad resulta
de especial utilidad transformar unos problemas en otros. Supongamos que un problema
P es tal que cualquier ejemplo en dicha clase se puede transformar en tiempo polinomial
en un ejemplo de la clase P». En este caso, se dice que P; se reduce a P, en tiempo
polinomial. Si la clase P pertenece a P, entonces también la clase P; pertenece a P. Dado
un elemento de P; lo podremos resolver en tiempo polinomial sin mas que transformarlo
previamente (en tiempo polinomial) en un elemento de P,. Este enfoque permite definir
la clase de problemas N P-completos como los més dificiles de entre todos los de NP. Un

problema P; es N P-completo si cualquier problema en N P se puede reducir a P; en tiempo
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polinomial. Por tanto, dado un algoritmo para el problema P, puede ser adaptado para

resolver en un tiempo extra polinomial cualquier otro problema.

2.1.2. Complejidad computacional del método simplex

Cuando se presentd por primera vez el algoritmo simplex, la reaccién intuitiva de la
comunidad de investigadores fue que este algoritmo no iba a demostrar ser muy eficien-
te. Por su naturaleza, el método simplex se desliza sobre las aristas de un poliedro y no
intenta penetrar en el interior de éste o pasar a caras de dimensién mas alta. Sin embar-
go, los investigadores se sorprendieron agradablemente cuando en la préactica observaron
que este método operaba de manera excelente. Para casi todos los problemas practicos,
empiricamente se ha observado que este método se lleva a cabo aproximadamente en %
iteraciones, y raras veces en mas de 3m iteraciones, en donde la matriz de coeficientes
A € m xn . Sin embargo, queda el hecho de que el algoritmo esta efectivamente atrapa-
do en el aspecto potencialmente combinatorio de los (TZ) vértices que el algoritmo puede

recorrer posiblemente. Como

()= = () ) G 3) - o) = ()

que es por lo menos 2" siempre que n > 2m, entonces el potencial de un orden de esfuerzo

exponencial para algunos problemas es bastante plausible.

El temor de un esfuerzo exponencial con el método simplex se confirmé cuando produjeron
una clase de problemas definidos por m = n restricciones de igualdad en 2n variables
no negativas, para las cuales el algoritmo simplex requiere 2" — 1 iteraciones, recorriendo
todos los vértices del problema. Esta clase de problemas resulta de la definicion de la region
factible como una distorsion adecuada del hipercubo n-dimensional en E™, que tiene 2"
vértices. Mateméaticamente, el problema en E™ puede plantearse como sigue, en donde € es

algin namero racional en el intervalo (0, %)
Minimizar =z,
Sujeto a 0<xz <1
exj1 <wj <1—ex; para j=2,...,n
.%'jZO j:1,...,n.
Una vez que este problema se ha transformado de manera adecuada, se demuestra que , al

introducir la variable no bésica con el mayor coste reducido y empezando en el origen, el
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algoritmo simplex recorre 2" — 1 aristas de este politopo y recorre todos los 2" vértices.

Al fin al plantear el problema en la forma deseada, considere una transformacion lineal

y1 =1, yj = (x5 — exj_l)/ejfl para j=2,...,n.

Aplicando esta transformacion y haciendo 6 = 1/¢, se obtiene el siguiente problema equi-

valente. .
Maximizar Z Y
j=1
Sujeto a y1 <1
i1 (2.2)
yjf1+22yk§9]_1 para j=2,...,m
k=1
Y1y -5 Yn > 0.
Por conveniencia, s1, ..., s, se definen como las variables de holgura asociadas con las n res-
tricciones anteriores. Obsérvese que la solucion basica con variables bésicas (s1, ..., Sp—1, Yn)
es factible, produciendo y = (0,...,0,6""!) con valor de la funcién objetivo §"~!. Lo an-
terior corresponde a la solucion © = (0,...,0,1) del problema original. Observando la

restriccion final y la funcién objetivo en el problema original, lo anterior corresponde cla-

ramente a la sa soluciéon 6ptima de este problema.

2.2. Cubos de Klee-Minty

La exposicion que aqui comienza se basa en los apuntes |Gonzalez-Diaz (2017) y en
la Wikipedia (https://en.wikipedia.org/wiki/Klee\%E2\%80\%93Minty_cube). Los cu-
bos de Klee-Minty que llevan el nombre de Victor Klee y George J. Minty, porque fueron
sus descubridores. Klee y Minty demostraron que el algoritmo simplex tiene un peor ren-
dimiento en el peor caso cuando se inicializa en una esquina, es decir, el algoritmo recorra
todos los puntos extremos antes de alcanzar el tnico 6ptimo (en el que z, = 1 y todas las
demas componentes son 0). Como dichos cubos tienen 2™ puntos extremos, es evidente que
no es un algoritmo de tiempo polinomial, sino que muestra un comportamiento exponen-
cial, puesto que, el algoritmo simplex atraviesa los bordes entre vértices hasta que alcanza
un vértice 6ptimo. En el caso que se muestra, el algoritmo simplex toma cinco pasos. Sin
embargo, el algoritmo simplex visita cada vértice en el peor caso de un problema cuya
region factible es el cubo Klee-Minty, por lo que el nimero de pasos aumenta exponen-
cialmente con la dimensién del problema. El cubo Klee-Minty se especificd originalmente
con un sistema parametrizado de desigualdades lineales, con la dimensién como parametro.

Cuando la dimension es dos, el “cubo” es un cuadrado aplastado. Cuando la dimension es
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tres, el “cubo” es un cubo aplastado. Para la resolucién de dichos problemas los mejores
algoritmos que se conocen requieren, en el peor caso, un numero de iteraciones del orden de
O(Qpﬁ), donde m es, como siempre, el nimero de restricciones del problema, y p el tipo
de politopo de Klee-Minty que tenemos (varia segundo la cantidad de puntos extremos que
tenemos). Sin embargo, este tipo de preguntas, aun siendo interesantes desde el punto de
vista tedrico, no tienen gran importancia practica. Lo que es importante mencionar que si
se conocen algoritmos polinomiales para resolver problemas de programacién lineal, entre
los que destaca el algoritmo de punto interior de Karmarkar, que analizaremos a continua-
cion.

Para tener una mejor percepcién vamos a volver a la ecuacion y vamos a intentar
plantearnosla para el cason =2y n = 3.

A continuacion se consideraré el caso n = 2. En este caso, el problema es de la forma

Maximizar y; + y2

Sujeto a 1 <1
y2+2y1 <0
Y1, y2 = 0.

En la figura 2.1[a) se muestra la region factible usando § = 3. Obsérvese que para el
origen, las variables basicas son (s1, s2). Por tanto, ambos valores z; — ¢; para y; y y2 son
—1. Si tomamos como variable de entrada a y; se llega a la soluciéon de punto extremo
adyacente ﬂcon base (y1, s2). Continuando y adaptandonos a las restricciones, seguiremos
la trayectoria del simplex A, B, C, D en la figura a). Al hacer lo anterior, se recorren
las 22 soluciones basicas factibles con variables basicas respectivas (s1, s2),(y1, 52),(y1,%2) ¥
finalmente (s1,y2), es decir, el peor caso posible. Nos quedarfa comprobar que z; —¢; = —1
para la variable de cada iteracion. Cabe destacar que si hubiéramos elegido como variable de
entrada ys el problema se habria resuelto en un sola iteracion. A continuacion se considerara

el caso n = 3. En este caso, el problema es de la siguiente forma

Maximizar y1 +y2 + y3

Sujeto a y1 <1
Y2 +2y1 <0
ys + 2y1 + 2yp < 6
Y1, Y2, y3 = 0.

* . . 2 . 2 .
Se denonima adyacente ya que anteriormente obtenemos un vértice que no es 6ptimo
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Y3 A

H(0, 0, 9)

Y20

y2

D(0, 3)
D(0, 3, 0)

— A C(1,1) A(0,0,0)< (1,1, 0)
A(0,0 1T 7B, 0) 0 B“’M

by

(a) Case forn=2 (b) Case forn=3

Figura 2.1: Ilustraciéon de los politopos tipo Klee-Minty para n=2 y 3.

En la figura (b) se muestra la region factible cuando § = 3 como antes. Ahora se haré la
siguiente observaciéon. Primero, observe que con y3 = 0, los puntos extremos en el espacio
(y1,y2) obtenidos para el caso n = 2 siguen siendo puntos extremos en este caso; s3 es la
tercera variable basica. Los conjuntos correspondientes de variables basicas son (s1, s2, 83),
(y1, $2,83), (y1,Y2,s3). Segundo, observe que al desplazarse desde cada una de estas bases
a la siguiente, el valor z; —c; para la nueva variable no bésica y3 también permanece en —1
a lo largo del proceso, ya que la tltima componente del vector vector multiplicador simplex
c,B7! es cero para todas estas bases B. Por tanto, la trayectoria A, B, C, D sigue siendo
una trayectoria simplex. Por otro lado, y3 permanece dentro hasta el final. Tercero, en el
vértice D es necesario introducir y3 y como sz y y3 no pueden, ambas, ser bésicas, entonces
s3 debe salir de la base. Para las iteraciones restantes, ys sigue siendo béasica. Aplicando la
altima ecuacién para resolver ys en términos de y1,y2 v S3 y eliminando y3 del problema
se obtiene el mismo problema que para el caso n = 2, excepto que los coeficientes de ¥
y y2 ahora son —1. En otra palabras es como si el problema de n = 2 hubiera pasado a
ser un problema de minimizacién al final de su solucién. Por consiguiente al mantener este
criterio de entrada, la trayectoria simplex simplemente se invierte a través de las bases
para el caso n = 2, en donde y3 es la variable basica adicional a lo largo de todo el proceso.
A continuacion se recorren los vértices E, F, G y H. Por consiguiente, en el proceso de

resolucion de este problema se han recorrido 23 — 1 aristas y 23 puntos extremos.



Capitulo 3
Algoritmo de Karmarkar. Definiciéon

Para realizar el analisis del algoritmo de Karmarkar nos basaremos principalmente en
el libro Bazaraa et al. (2011) . Empezaremos por ver la transformacion de un problema

lineal a la forma de Karmarkar.

3.1. Conversiéon de un problema lineal general a la forma de

Karmarkar

Para poder utilizar el algoritmo de Karmarkar, primero necesitaremos conocer como
obtener un problema con la forma de Karmarkar a partir de un problema de programacién
lineal general.

Consideramos un problema general de programacién lineal
Minimizar{cx : Ax = b,z > 0}, (3.1)

en donde A es un matriz de m x n con rango m y todos los datos son enteros. A conti-
nuacion se demostrard como convertir este problema en la forma del problema lineal
requerido por Karmarkar, a la vez que se cumplen las hipotesis (A1) y (A2). (Las veremos
en profundidad en la siguiente seccion).

Primero comenzaremos por regularizar el problema , es decir, anadiendo una res-
triccién de acotamiento Z}l:l zj < Q. Aqui @ puede tomarse como alguna cota entera
conocida (preferentemente pequefia) sobre el sumatorio de las variables, en el peor de los
casos es posible tomar @ = 2, en donde L esta dada por la ecuacion . Si esta restriccion
es compatible en condiciones de optimalidad con el valor objetivo de magnitud —2°9%)
entonces puede deducirse que el problema es no acotado.

Al anadir esta restriccion junto con una variable de holgura x,1, la ecuacion (3.1) puede

29
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volver a escribirse como
Minimizar{cx : Ax =b,1 x + 2,11 = Q,x > 0, 2,41 > 0}.

En este momento es posible homogeneizar las restricciones Ax = b reemplazando equiva-
lentemente el lado derecho b con b(1lx + z,41)/Q, observando la restriccion de igualdad
final anterior. Sin embargo, con esto se arruinara cualquier estructura en A, ya que b suele
ser densa. Alternativamente, se introducirad una variable ficticia x,s junto con la restric-
cion x,40 = 1 a fin de escribir de manera equivalente las restricciones Ax — bz, 19 = 0,
Tnt2 = 1, 1 4+ xpy1 + Tpyo = @ + 1, més las restricciones de no negatividad. Usando la
restriccion de igualdad final para homogeneizar la restriccion x, 42 = 1, el problema puede

escribirse de manera equivalente como

Minimizar{cx : Ax — bx,12 = 0,1 @ + 41 — QTpi2 =0,

1 + Tpi1 + Tpg2 = (Q + 1), @ = 0,2n42 > 0}

A continuacién se aplicara la transformacion z; = (Q + 1)y;, j = 1,...,n+ 2, a fin de
obtener la unidad en el lado derecho de la restriccién de igualdad final y asi deducir el

siguiente problema equivalente.

Minimizar{cy : Ay — byn+2 =0,1 Yy + ypnt1 — QyYn+2 =0,
1y + Yns1 + Ynt2 =1,y > 0,441 > 0, yng > 0} (3:2)

Las restricciones en la ecuacién son ahora de la forma del problema . Al fin
de satisfacer la hipotesis (A1), en la ecuaciéon se introducird una variable artificial
Yn+3 con coeficiente objetivo M y coeficientes de las restricciones tales que la soluciéon
(Y15, Ynt3) = [1/(n+3),...,1/(n+3)] sea factible. Para que ocurra lo anterior, la suma
de los coeficientes de las restricciones homogéneas resultantes debe ser igual a cero y el
coeficiente de y,+3 en la restriccion de igualdad final debe ser la unidad. Observe que existe
un valor de M de magnitud 295 que asegura que la variable artificial 4,3 sera igual a
cero en condiciones de optimalidad. Por tanto la longitud de entrada de la ecuacién
con la variable artificial sigue siendo O(L). Asi, este problema artificial esta dado de la

siguiente manera

Minimizar cy + Myp3

Sujeto a Ay — by,o — [A1" — bly, 13 =0
1Yy + Ynt1 — QYni2z — (N +1— Q)yn+3 =0 (3.3)
1y + yn+1 + Ynt2 T Yny3 =1
y; 2 0,7=1,...,n+3.
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El problema es de la forma en (n+3) variables, en donde [1/(n+3),...,1/(n+3)]
es una solucion factible, Ademés, su tamano esta polindémicamente relacionado con el del
problema , es decir, su longitud de entrada es de O = (L).

Por altimo, se considera la hipotesis (A2), vamos a presentar una manera sencilla aunque
computacionalmente inconveniente de satisfacer dicha hipotesis en la deduccion anterior.
Por dualidad de la programacién lineal, vista anteriormente en la seccién y en concreto
por la proposicién se observa que las condiciones de optimalidad para el problema (|3.1))

requieren de una solucién, en caso de existir, del sistema
Az =b, x>0, tb<cx >mA<e, y cx=mb. (3.4)

Al escribir tales restricciones en forma estdndar del tipo Az’ = b’ y ' > 0, las transfor-
maciones anteriores pueden usarse para obtener un problema del tipo , en donde la
funcién objetivo es simplemente la minimizacién de la variable artificial y,,+3. Si el proble-
ma original tiene un 6ptimo, entonces este problema tiene un valor 6ptimo igual a
cero. Ademas, su solucion lleva a soluciones 6ptimas del problema original . En caso
contrario, el valor objetivo del problema es positivo en condiciones de optimalidad.
Este hecho seré revelado por la incapacidad del algoritmo para hacer que el valor objetivo
llegue por abajo de 27! dentro de la cota polinémica 10™ del ntimero de iteraciones, como
se estableceré en la siguiente seccion, en donde [ = O(L) representa la longitud de entrada
del problema transformado . En este caso, el problema original es no factible o no

acotado, y esto puede resolverse probando de manera semejante la factibilidad.

3.2. Algoritmo de Karmarkar

El método simplex, habiendo experimentado considerables cambios, refinamientos y
sofistificaciones, no tuvo competencia seria sino hasta 1984, cuando Narenda Karmarkar
propuso un nuevo algoritmo polinémico-temporal para resolver problemas de programaciéon

lineal. Este algoritmo estudia problemas de programacion lineal de la forma

Minimizar cx

Sujeto a Ax =0
lr =1
x > 0.

en donde A es un matriz de m x n con rango m, n > 2, ¢ y A estan integradas exclusi-

vamente de enteros, 1 es un vector renglén de n unos y se cumplen las siguientes hipotesis

(A1) y (A2)
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n’ )

(A1) El punto zg = <l . %) es factible en el problema (3.5)).
(A2) El valor 6ptimo del objetivo del problema (3.5)) es cero.

A primera vista, la forma del problema y las hipotesis acompanantes (Al) y (A2)
pueden parecer excesivamente restrictivas. Sin embargo, como hemos demostrado anterior-
mente, cualquier problema general de programacion lineal puede plantearse de esta forma
mediante el empleo de variables artificiales, unas restricciéon artificial de acotamiento y
redefiniciones de las variables, en caso de ser necesario. Ademaés, se demostrard que el
analisis en estas condiciones puede extenderse facilmente para resolver polinémicamente el
problema general de programacién lineal. Se procedera con la obtencién de un algoritmo
polinémico-temporal para resolver el problema asumiendo las hipotesis (A1) y (A2).
Observe que con estas hipotesis el problema es factible y acotado, y por tanto tiene
una solucién 6ptima.

Empezando con &y = (1/n,...,1/n) y k = 0, el algoritmo ejecuta el siguiente paso ite-

rativo, dada cualquiera soluciéon factible xp > 0. Se define la matriz diagonal Dy = diag

{Zk1,- -, Tpn}, en donde xg = (Tg1,...,Tkn), y se considera la siguiente transformacion
de variables.
D,;laz
Y= —
1D, lg’
es decir,
(2i/2ki) para i=1,...,n. (3.6)

N /)
Obsérvese que la region factible en el problema (3.5)) esta descrita por la intersecciéon de un
subespacio lineal de dimension (n—m) definido por el conjunto homogéneo de desigualdades
Ax = 0 con el simplex S; = {x : 1 = 1,2 > 0} de dimension (n — 1). La interseccién
es alguna region de dimension (n —m — 1). En la figura se ilustra una situaciéon n = 3
dimensiones con una sola restriccién de igualdad homogénea.

Bajo la transformacion , cualquier punto de S, se transforma en un punto en el
simplex S, = {y : 1y = 1,y > 0} de dimension (n — 1). En particular, el punto actual
x}, se transforma en el punto yg = (1/n,...,1/n), el cero del simplex S,. Obsérvese que si
debiera usarse una la transformacion afin y’ = D,;la:, que es simplemente una operacion
de reescalado, entonces un punto x € S, se transformaria, por ejemplo, en el punto 7’
que se muestra en la figura Si ese punto y’ se proyecta sobre S, a lo largo del rayo
definido por el origen y y’, entonces se obtendria el punto y dado por la transformacion
, como se muestra en la figura . Lo anterior supone dividir y’ entre la suma de sus

componentes como en la transformacion (3.6), de modo que la suma de las componentes
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X3 A YA

{0,0,1) {0,0,1)

(0,0,0) L

Figura 3.1: Transformacion proyectiva de la region factible.

de y sea igual a la unidad. Esta es la razon por la cual la transformacion (3.6) se deno-
mina transformacion proyectiva. La ejecucion de esta operacion en la region factible en el

espacio « da por resultado la region factible en el espacio y, como se ilustra en la figura[3.1

N

|

Figura 3.2: Transformacién proyectiva.

A fin de describir algebraicamente esta regién factible en el espacio y, considere la
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transformacion proyectiva inversa que se obtiene al despejar « en S, a partir de la trans-
formacion (3.6). Con lo anterior se obtiene = (Dyy)(1D; 'z). Como 1z = 1, se tiene
(1Dyy)(1D; 'z) = 1. Por tanto, (1D, 'xz) = 1/(1Dyy). Al sustituir lo anterior en la
expresion previa para x se obtiene

v Dy
1Dy

(3.7)

Por consiguiente, las transformaciones y mandan puntos de simplex .S, sobre
puntos de simplex S y viceversa.

Bajo las transformaciones y , el problema (3.5) se transforma en el siguiente
problema en el espacio y sobre un subconjunto de simplex Sy.

cDyy
1Dy

Minimizar{ cADL=0,1y=1,y > 0}. (3.8)
Obsérvese que aunque las restricciones permanecen lineales debido a que Az = 0 es ho-
mogénea, la funcién objetivo se ha convertido en un cociente de funciones lineales. Este
tipo de problema se denomina problema de programacion lineal fraccional. Sin embargo,
debido a la hipotesis (A2), el valor 6ptimo del objetivo en la ecuacion es cero. Asi,
es posible minimizar equivalentemente el numerador del problema, ya que el denominador
es positivo, acotado y se encuentra lejos del cero para todo y € Sy. Lo anterior lleva al
siguiente problema

Minimizar{ey : Py = Py,y > 0}, (3.9)

)

En vez de resolver el problema (3.9)), lo que es equivalente a resolver el problema original,

en donde
AD,

1

P =

]7 EZCD]C Yy POZ

se optimizard una restriccion particular mas sencilla de este problema. Asi se llegara a
una nueva soluciéon factible. Al repetir de manera iterada el paso serda posible obtener
polinémicamente una soluciéon 6ptima del problema original.

Para definir esta restriccion, considere la esfera o la bola de dimension n dada por B(y, )
con centro y, = (1/n,...,1/n) y con radio idéneo r de modo que la interseccion de esta
bola con la restriccion simplex {y : 1y = 1} es un bola de dimensioén (n — 1) con el mismo
centro y el mismo radio, inscrita en S, (ver la figura . Obsérvese que este radio r es la
distancia del centro (1/n,...,1/n) del simplex al centro de una de sus facetas. Sin embargo,
las facetas de Sy son sencillamente de una dimensién menor. Por tanto, al considerar la

faceta en que la componente y; es cero, por ejemplo, se obtiene r como la distancia de

(1/n,...,1/n)a (0,1/(n—1),...,1/(n—1)). Con lo anterior se obtiene r = 1/y/n(n — 1).
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Considere una restriccion de la ecuacion [3.9] en la que se busca minimizar ¢y sujeta a
Py — Py, y >0,y y € B(yg,ar), en donde 0 < a < 1 es una constante. La eleccion
especifica de a se abordara mas tarde. Observe que la bola inscrita se ha reducido por un
factor «, por lo que su radio es ar. Ademas, dejando factible esta restriccion, los iterandos
permanecen estrictamente positivos. Ya que y > 0 se implica por la intersecciéon de la bola

y la restriccion simplex {y : 1y = 1}, esta restriccion es equivalente al problema
Minimizar{¢y : Py = Py, (y — yo)'(y — yo) < o*r?}, (3.10)

en donde {y : (y — yo)(y — yy) < a?r?} describe la bola B(yo,ar). En la figura se
muestra la region factible sobre el simplex bidimensional.

Obsérvese que el sistema Py = Py define un subespacio afin de dimension (n —m — 1)
que pasa por el centro de la bola. Por tanto la regién factible en el problema es un
bola de dimension (n —m — 1) centrada en y,. En la figura 3.4 se ilustra una situaciéon una
situacion para n = 4, m = 1 sobre un simplex de dimensién n — 1 = 3. Resulta bastante
intuitivo que la solucién 6ptima del problema se obtiene proyectando el gradiente
negativo de la funcion objetivo —¢! centrado en y,, sobre el espacio nulo o la superficie de
la restriccion de Py = Py y moviéndose desde y, a lo largo de esta direcciéon proyectada
hacia la frontera de la bola B(yg,ar). Este proceso de soluciéon es una consecuencia del
hecho de que se esta optimizando una funcién lineal sobre una bola, y que actualmente se
estd situando en el centro de la bola.

Al denotar por ¢, la proyeccion del vector gradiente —€' y por y,,,,cv, €l 6ptimo del problema

(3.10)), se obtiene

C
Ynuevo — Yo — ar (311)
lepl

Si ¢, = 0 entonces cualquier solucion es factible es 6ptima.

¥

40,0, 1y Bf}'[]-’) '"\S_,.

Blyg.er) S,

¥new

Figura 3.3: Paso principal del algoritmo de karmarkar.
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Para calcular ¢,, observese que como ¢, esta en la superficie de la restricciéon de Py = P,
entonces el vector (6t — ¢p) esta contenido en el espacio generado por los gradientes a Py
— Py. Asi, existe un vector @ tal que Plw = ¢t — cp. Al multiplicar ambos lados por P,
se obtiene PP'w = Pcl, ya que por definicién se tiene Pc, = 0. Debido a que A es de
rango completo por renglones y x; > 0, entonces la matriz cuadrada PP? es invertible,
con lo que se obtiene w — (PP')~!Pé¢’. Por consiguiente, se tiene c, = ¢ — Plw dado
por

c, = [I - PY(PP")"'P]e. (3.12)

Dado y,,ev0 €1 la ecuacion (3.11)), el vector @41 revisado correspondiente en el espacio @

se obtiene mediante la transformacion inversa (3.7) como
Thy1 = 75— (3.13)

Observese que Y,,c0o > 0, ya que estd en el interior de la esfera de dimension (n — 1)
inscrita en S,. Por tanto, en la ecuacién se tiene que x;11 > 0. Con lo anterior se
completa una iteracion. El paso puede repetirse después de incrementar £ en una unidad.
El valor objetivo en el problema de la sucesiéon de iterandos asi generados tiende al
valor objetivo 6ptimo de cero en el limite cuando k — oo, aunque no necesariamente de
manera mondtona. Por tanto, para fines practicos, este proceso puede terminarse cuando
el valor objetivo se aproxima lo suficiente a cero.
Para fines tedricos, considere la siguiente cota inferior L de la longitud de entrada del
problema :

L = [1+1log(1 + |¢j max|) + log(|detmax])], (3.14)

B(yg.ar)n{y: Py =Py}

Yo

B(}rﬂ,:xr}hSy

Figura 3.4: Ilustracion del algoritmo de karmarkar.
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en donde |¢; maz| €s el mayor valor numérico de cualquier coeficiente de costo ¢; y |detaz]
es el mayor valor numérico del determinante de cualquier base del problema . Con
base en una propiedad de los determinantes se concluye que L es, en efecto, una cota in-
ferior de la longitud de entrada del problema (3.5)), ya que log(|detyas|) < log(1 4+ m) +
> 2-jlog(l + |aij|). Mas adelante veremos que al usar el valor de a = (n —1)/3n, el
algoritmo produce una soluciéon con valor objetivo menor que 2% en un lapso de 10nL
iteraciones, con un esfuerzo total de complejidad polinémica igual a O(n3?L). Una vez que
ocurre esto, por medio del siguiente proceso polinémico es posible obtener una solucién
optima del punto extremo exacta del problema .

Empezando con el iterando final &, obtenido con valor objetivo cxj < 27, este procedi-
miento encuentra una soluciéon de punto extremo con un valor objetivo por lo menos tan
aceptable aplicando el siguiente método, denominado esquema de purificacion. Si n restric-
ciones linealmente independientes son conectantes en @y, entonces x; ya es una solucién
béasica factible. Es caso contrario, existe una direccion d # 0 que esta en el espacio nula
de las restricciones conectantes; es decir, que satisface el sistema homogéneo de igualdades
correspondientes a las restricciones conectantes. El método mueve ahora el iterando actual
a lo largo de la direcciéon d si ed < 0 y a lo largo de la direccion —d en caso contrario,
hasta que alguna restricciéon bloquea cualquier movimiento adicional por medio de consi-
deraciones de factibilidad. Lo anterior debe suceder, ya que la region factible es acotada.
Observe que en la nueva solucién el valor objetivo no es mayor que cxy < 2~%, y que por
lo menos una restricciéon linealmente independiente adicional es conectante. Procediendo
de esta manera es posible obtener una soluciéon béasica factible & del problema con
valor objetivo estrictamente menor que 2%,

Obsérvese que este proceso implica cuando mucho n — m(m + 1) de tales pasos, ya que
empieza con las (m + 1) restricciones de igualdad linealmente independientes conectantes
en el problema y luego en cada paso aniade a este conjunto por lo menos una res-
triccion conectante linealmente independiente adicional. Ademas, observe que cada paso
es de complejidad polindémica. Asi, & se determina a partir del iterando final x en tiempo
polinémico. A continuacién se demostrara que esta soluciéon de punto extremo resultante
X es en efecto 6ptima para el problema . Debido a lo anterior, el proceso se denomina
rutina de redondeo dptimo. Como todos los datos son enteros, cualquier solucién bésica
factible del problema con base B tiene un valor objetivo “c, B~'b” dado por N/D,
en donde N y D son enteros, y en donde D = |detB|. Sin embargo, D < 2% Asi, por la
hipotesis (A2), cualquier solucién de punto extremo no 6ptima del problema debe
tener un valor objetivo positivo N/D > 1/D > 27%. Como cx < 27, entonces se debe

tener que & es 6ptimo para el problema (3.5) con e¢x = 0.
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Resumen del Algoritmo de Karmarkar

Los pasos a seguir para resolver un problema seran los siguientes

INICIALIZACION

Se calculan r = 1/y/n(n—1), L = [1 + log(1 + |¢j maz|) + log(|detmaz|)]. El
calculo directo de L es dificil y en la préactica se puede evitar usando otros criterios.

Una forma de estimar L es
L'=1+ log(1 + |¢j max|) + log(1 4+ m) + log(|detmax|) donde L < L.

A continuacion se elige o = (n — 1)/3n. Sea ¢y = (1/n,...,1/n) y se hace K = 0.

PASO PRINCIPAL

Si exp, < 27L, se aplica la rutina de redondeo 6ptimo para determinar una
solucion 6ptima y se detiene.(Practicamente, como 277 puede ser muy pequeiio, el
proceso podria terminar cuando ¢y es menos que alguna otra tolerancia deseada).

En caso contrario, se define

. 1 1\’
Dk:dlag{$k1"'7xkn}a Yo = Ev"'aﬁ ’
AD
P:[ 1’“] y ¢&=cDy,
y se calcula
Yoo = Yo — OF Hsz donde ¢, = [I — PY(PP")~'PJ¢'.
D

Por tanto se obtiene x1+1 = (Di¥Ynuevo)/ (1 DkYpuevo). K se incremente en una

unidad y se repite el paso principal.

RUTINA DE REDONDEO OPTIMO

Empezando con xj, se determina una soluciéon de punto extremo & para el
p ) p p
problema (3.5) con ¢z < cxp < 27F usando el esquema de purificacion previo. Se

termina con & como una solucion 6ptima del problema [3.5]
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Ejemplo 3.1. Consideramos en siguiente problema de programacion lineal

Minimizar x9

Sujeto a T+ a9 — 223 =0
1 +w2+ 23=1
r1, x2, 3, >0

Aqui n =3 y m = 2. La region factible de dimensiéon n —m — 1 = 1 se ilustra en la figura

111
3373
con valor objetivo igual a cero. Por tanto, se cumplen las hipotesis (Al) y (A2). También

: _ _ 2
setlener—l\/éya—g.

t
Es evidente que el punto oy = ( ) es factible y la solucién (%, 0, %) es 6ptima

X3

Feasible region

21

X2

X

Figura 3.5: Tlustracion del ejemplo [3.1]

Iteracion 1

Empezando con g y k = 0, se define Dy = diag{%, %, %} Como 1D,;1:1: =3 3x; =
3, entonces la transformacion proyectiva (3.7) proporciona y = x. Por tanto, el pro-
blema coincide con el de la figura|3.5| El punto actual en el espacio es, y, = <%, %, %) .
Luego se calcula ¢ = e¢Dy = (0, %,O)A fin de usar la ecuacion (3.12)), se calcula
AD, ]

usando A =[1,1,-2]y P = [ X
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11 _2 2 2.0
P = 3 3 3 ’ PPt: 3 ’ (PPt)—lz 3 ,
11 1 03 0 %
1 1
1 11 1 3 20
(PP 'P = i i e (P(PP)'PP'=| 1 1 0
3 3 3 00 1
Por la ecuaciéon se obtiene
1 1 1
4 1 O 0 2
2 2 6
1 1 V2
_ 1 1 1| 1 _ _
0 0 O 0 0

Observese que en el caso de la direccion —¢, va de ( %, %, %)t hacia la solucion 6ptima

(2 Oé)t. Aplicando la ecuacion (3.11]), con lo anterior se obtiene

3>
3 -3 0.397484
Ynuevo = | 3 | — (3) (%) (\%) Ll =1 0.269183
3 0 0.333333

Al transformar en el espacio  mediante la ecuacion (3.13]), se obtiene 1 = Y, evo

para esta primera iteraciéon. El valor actual es cxy = 0.269183.

Iteracion 2

Ahora se tiene que K = 1. Se define
D, = diag{0.397484,0.269183,0.333333}, ¢ = eDy, = (0,0.269183,0),

p_ ADy | | 0397484 0.269183 —0.666666
1 1 1 1 '
Con la base en la ecuacion (3.12)) se calcula

—0.1324029
c,=[I-P(PP)'Ple' = | 0.1505548 y |lcpl| = 0.2013121.
—0.0181517
o . . Lar
Al sustituir en la ecuacion (3.11)) se obtine, usando leall = 0.4506524, que
3 —0.1324029 0.3930009
Ynuevo = % (—0.4506524) 0.1505548 | = | 0.2654855
3 —0.0181517 0.3415134
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Por la ecuacion (3.13)) se obtiene

0.1562112
D1y e = | 0.0714641 |, 1D1y, 00, = 0.3415131,
0.1138378
b 0.457409
1Y nueva
Ty = ——mueva_ _ | () 999958
1P eva 0.333333

Con lo anterior se completa la segunda iteracion. El valor de la funcién objetivo actual es
cxo = 0.209258.

Resulta evidente que los iterando xj que estdn generando son del tipo (% + 6, % -0, %)t,
en donde 0 crece gradualmente. De hecho, al efectuar los calculos anteriores es posible
comprobar que 6 tiende a 3 en el limite cuando k — co. Obsérvese que L = [1 + log(2) +
log(3)] = 4, y asi 271 = 0.0625 para este problema. Entonces, teéricamente es posible
detener los célculos cuando cxj < 0.0625. Lo anterior sucede para k = 6, a partir de lo
cual se obtiene xg = (0.606509, 0.060158)¢, con czg = 0.060158. Por tiltimo, esta solucién
se redondea 6ptimamente. Observe que solo las dos restricciones de igualdad(linealmente
independientes) en el problema son conectantes enxg. Por tanto, es necesario determinar
primero un solucion d = (dj,ds,d3) # 0 del sistema homogéneo d; + dy —2d3 = 0 y
di + do + ds = 0. Al despejar d; y d3 en términos de ds, se obtiene dy = —da y d3 = 0.
Tomando arbitrariamente dy = 1 se obtiene la direcciéon d = (—1,1,0)*. Como ed =1 > 0,
el movimiento se hace en la direccion —d = (1,—1,0)!. La restricciéon 2 > 0 bloquea
el movimiento a lo largo de esta direccién después de un longitud de paso de 0.060158
y se obtiene la tercera restriccion linealmente independiente requerida. La nueva solucién

x = (0.666667,0,0.333333)" es asf una soluciéon de punto de extremo, que ademas es 6ptima.

Ejemplo 3.2. Consideramos ahora el siguiente problema de programacion lineal de la

forma ((3.5)):

Minimizar — x1 — 2z9 + 4x5

Sujeto a 1 — X9+ 2x3+ — x25=0
T, — T9+ + x4 —4x5=0
1+ o+ w3+ T4+ w5 =1
x> 0.

¢
Obsérvese que aqui la soluciéon xyg = (5, B35 B g) es factible, el valor objetivo es no

negativo para todas las soluciones factibles, mientras que es igual a cero para la solucién
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t
factible x* = (0, %, %, 0, %) . Por tanto, * es 6ptima con valor objetivo cero,y asi, se cum-

plen las hipotesis requeridas (A1) y (A2).

Ahora se tiene n = 5, por lo que 7 = 1/v/20 y a = 14—5. Siguiendo con la sugerencia anterior
de utilizar log(1 4+ m) + >, >~ 1log(1 + [la;;||) en vez de tener que calcular log(|detmax|),
se tiene L = [1 + log(b) + log(3) + {4log(2) + 3log(3) + log(5)}] = 16, de modo que
2~1 = 0.00001526. Se empieza con la solucién positiva factible conocida o con valor ob-

jetivo 0.2.

Iteracion 1

Para la primera iteracion se calculan las siguiente cantidades
D, = diag{0.2,0.20.2,0.2,0.2}, Yo = (0.2,0.2,0.2,0.2,0.2)",

¢=(-02,-04,0,0,0.8),

02 -02 04 0 -—-04
P=102 04 0 02 -08],
1 1 1 1 1

0.6947 —0.1474  0.3754 —0.2175  0.0456
—0.1474  0.2737  0.2211 —0.3579  0.0105
[I-PY(PP") 'P]=| —0.3754 02211 02854 —0.1181 —0.0129 |,
—-0.2175 —0.3579 —0.1181  0.7415 —0.0480
0.0456  0.0105 —0.0129 —0.0480  0.0047

¢, = (—0.0435, —0.0716, —0.0236, 0.1483, —0.0096)", eyl = 0.1722,

Yorweva = Yo — arﬁ = (0.2151,0.2248,0.2082, 0.1487, 0.2033)",
P

_ DoYueva —
T = YJnueva>

B 1D0ynueva

y cx1 = 0.1487. Lo anterior se repite ahora con x1, con lo que llega la sucesién

@y = (0.2268,0.2446, 0.2149,0.1078,0.2059)"  con cxs = 0.1078,
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x5 = (0.2355,0.2596, 0.2200, 0.0769, 0.2079)"  con cxs = 0.0769,

hasta obtener
96 = (0.2569681, 0.2972037,0.2329655, 0.0000150, 0.2128477)t,

con cxog = 0.000015,

donde se cumpliria que exas < 27% = 0.00001526. Para efectuar el redondeo 6p-
timo, se requiere determinar una solucién diferente de cero del sistema homogéneo
di —do+2d3 —2d5s = 0,d; +2dy+dy —4ds =0y dy +dy +ds +dg+ds = 0.
Al escribir di,ds y d3 en términos de d4 y ds, se obtiene di = dq + 20ds5, do =
—dy — 8d5 y d3 = —d4 — 13ds. Haciendo arbitrariamente dgy = 1 y ds = 0 se
obtiene la direccion d = (1,—1,—1,1,0)!. Como ed = 1 > 0, el movimiento es
a lo largo de la direccion —d. Este movimiento es bloqueado por la restriccion
x4 > 0 a un longitud de paso 0.000015 con lo que se llega a una nueva soluciéon
x = (0.2569531,0.2972187,0.2329805, 0, 0.2128477)t. Observe que cx = 0, por lo
que incidentalmente ya se ha llegado a una soluciéon 6ptima, aunque no de punto
de extremo. Continuando, ahora se tiene cuatro restricciones linealmente indepen-
dientes conectantes. Al anadir la restriccion dy = 0 a este sistema homogéneo, se
obtiene dy = 20d5, do = —8ds y d3 = —13d5, en términos de ds. Haciendo arbitra-
riamente ds = 1 se obtiene la direccion d = (20, —8,—13,0,1)!. Como ed = 0 nos
podemos mover a lo largo de la direcciéon d. La restriccion @3 > 0 bloque el movi-
miento a una longitud de paso 0.017921576, con lo que se llega a la solucién revisada
x = (0.6153846,0.1538461, 0,0.2307692)*. Como en esta nueva soluciéon Z hay cinco
restricciones linealmente independientes conectantes, entonces se trata de una solu-
cién 6ptima de punto extremo. Hay que tener en cuenta que si en el paso anterior en
movimiento se hubiera efectuado a lo largo de la direccién —d, entonces se llegaria a
la solucién (0,0.4,0.4,0,0.2)¢, que es la otra de las dos soluciones 6ptimas de punto

extremo alternativas de este problema.
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Capitulo 4

Analisis del Algoritmo de

Karmarkar.

Para realizar este analisis tomamos como referencia un capitulo del [Bazaraa et al.
(2011) en el cual analiza en profundidad el funcionamiento del dicho algoritmo.
En este capitulo vamos a hablar sobre el anélisis de convergencia y complejidad del algo-
ritmo de karmarkar aplicado al al problema bajo las hipotesis (Al)y (A2).
Al fin de demostrar la convergencia del algoritmo y establecer su complejidad polinémica,
se emplean dos constructos. El primero es considerado una relajacion del problema ,
que complementa su restricciéon (|3.10)), pero los resultados de este método no son muy
satisfactorios, por lo que nos centraremos en el segundo método ya que nos asegura con-
vergencia polinémico-temporal. Dicho método consiste en el uso de una novedosa funcién
denominada funcion potencial, que mide el avance del algoritmo en un manera bastante

ingeniosa y ayuda a establecer su complejidad polinémica, y se define como

flz) = zn:ln [Zﬂ = nln(cz) Zln zj), (4.1)

en donde In(A) denota el logaritrno Neperiano de base e. Obsérvese que aunque la transfor-
maciones proyectivas . v no preservan la linealidad de una funcién segin es vista
por los objetivos de las ecuaciones (3.5)) y (3.8)), si preserva razones de funciones lineales.
De hecho, bajo las ecuaciones (3.6) y -m cx/r; = cDyy/xiy; = €y/Tryy;, de modo

que la funcion potencia(4.1) se transforma como

n

D n —
F(y) = f[le:Jy] ]z::lln[x:ij—nlncy Zlnyj Z n(zy;). (4.2)

A continuacion mediremos la disminucion en el valor de la funcién potencial (4.1) o, de

manera equivalente, en la funcion (4.2)) en el espacio y en la iteracion k. Usando la funcion

45
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potencial (4.2), se obtiene

F(ynuevo) - F(yO) =nln |: yCI;;eVO:| Z 111 nynueVOJ
0

ya que yo j = 1/n para j = 1,...,n. Sin embargo, podemos acotar de la siguiente manera

el In[ey/xy;y;| gracias a la ecuacion (4.10))(lo analizaremos més adelante).

y por una propiedad de la funcién In(A) obtenemos

n
F(ynuevo) - F(yO) < - - Z 1n[ny(nuevo)j]' (44>
j=1
Por consiguiente, si — Z?:l ln[ny(nuevo) ;] no se incrementa demasiado en la relaciéon con
na/(n—1), entonces se obtiene una caida suficiente en la funcion potencial. Lo anterior per-
mite garantizar los resultados de convergencia deseados. De hecho al definir & = na/(n—1)y

elegir 0 < a < 1 suficientemente pequenio de modo que y/(n — 1)/na = \/n/(n — 1)a < 1,

se demostrara que

1
Hny—1\|<\/Ta<1 1y =1, Yy y >0,

d2

0< =) In[ny] < ST ar (4.5)
j=1

implica que

Observese que Y,,evo Satisface las condiciones en la ecuacion (4.5), ya que 1ynyevo = 1,

Ynuevo 0y por las ecuaciones " y " ||nynuevo - 1” = nar = (TZ - 1)/’”6‘
Usando la ecuacion (4.5)) en la ecuacion (4.4), obtenemos

a? 1 no 1
- F <-a+-——--<—= do a = = —. 4.6
(yo) < a+2(1_a)2_ 3 cuando & =1 3 (4.6)

P

ynuevo )

Por consiguiente, cuando & = % la funcion F(+), y en consecuencia la funcion potencial
f(+), disminuye % en cada iteracién. Lo anterior significa que al cabo de k iteraciones,
f(xx) — f(xo) < —k/5. Sin embargo,

).

f(:ck)—f(wo):nln[ ] Zlnn:rk] ya que wgz(%,...,%

De este modo obtenemos

1 1
nln [cmo] Z n nxkj
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Pero usando el hecho de que la media geométrica [H?zl(wkj)]l/ ™ no es mayor que la media

aritmética 1lag/n y que 1oy = 1, se tiene

n n 1/n
Zln(nazkj) =nln [n( H :ckj> } < nln[lxy) = 0.
=1 =1

En consecuencia, con base en la desigualdad previa, la expresiéon anterior significa

k
In {cmk] < —— para k=0,1,2,... (4.7)
cxg omn

Asi, aunque el valor de la funcién objetivo pueda crece de una iteracion a otra, a medida
que proceden las iteraciones se mantiene una disminucién total suficiente a partir del valor
objetivo original en K = 0. De hecho, por la ecuacién ([&.7)), se tendra que czxj, < 2% cuando

—k/5n

cry < (cxp)e < 27L Por consiguiente, cuando k = 10nL, se tendra

n

cxy, < (cxp) exp_k/5” = (Z Cj) (e_QL) < (2L)(2_L) =27 L
=1
Ademés, cada iteracion requiere no mas de O(n?) calculos, por lo que el algoritmo es de

complejidad polinémica O(n*L). Lo que es mas poderoso, obsérvese que

. AD;A' 0
PP’ =
0 n
v que el tnico cambio en esta matriz de una iteracién a otra es en los elementos de matriz
diagonal Dj. De manera correspondiente, karmarkar demuestra cémo una ligera modifi-
cacion del algoritmo, basada en actualizar en vez de volver a calcular un inversa idénea
en la operacién de proyeccion de gradiente, puede efectuarse con un esfuerzo de O(n?9)
por iteraciéon. Lo anterior da por resultado una complejidad polinémica reducida total de

O(n3?L) para el algoritmo modificado.

Para terminar de demostrar la complejidad polinémica de este algoritmo, nos quedaré
por demostrar la deducciones de las ecuaciones y . Vamos a comenzar por la
ecuacion (4.3)) para esto debemos considerar el problema obtenido al afiadir la restriccion
redundante y € B(y,, R) al problema ,aunque eliminando las condiciones de no ne-
gatividad, cabe destacar que R = \/m Al realizar esta demostracion observaremos

muy brevemente el método de relajacién citado anteriormente.
Minimizar{ey : Py = Py, (y — yo)'(y — yo) < R*}. (4.8)

De nuevo, la region factible en la ecuacion (4.8) es una bola de dimension (n —m — 1) con

centro en y,, definida por la interseccion de B(yg, R) y el subespacio afin {y : Py = Py}
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(0.0, 1}

Blyp. Ry [y 1y =1]

Figura 4.1: Relajacién sobre la bola circunscrita.

de dimensiéon (n - m - 1). En la figura se muestra esta intersecciéon para el caso en
que n = 3y m = 1. Por tanto, la solucién 6ptima Y, .., del problema se obtiene de
manera semejante a como se hizo para la ecuacion y esta dada por
Rce,

lep|l”

en donde ¢, se defini6 en la ecuacion . Ahora es posible obtener una estimaciéon del
avance realizado con respecto a la funcién objetivo ¢y en el espacio y como sigue. Antes de
nada, primero tenemos que observar que por las ecuaciones y que en efecto,

Cp 7é O’ entonces Zjynuevo < &y07 ya que E:(yO - ynuevo) = (QTEC;JHCPH) = ar”cpH > 0.

Ynuevo — Yo — (49)

La tltima igualdad aqui se concluye por el hecho de que ¢ = cp + PY{(PP")"'Pé¢! de la
ecuacion (3.12), y entonces ec, = lep||? + Pt (PP~ Pc, = ||c,||*, ya que por definicion
Pc, = 0. De hecho denotando por y* a una solucién 6ptima del problema , en virtud
de que el problema es una restriccion de este problema y el problema es una

relajacion de este problema, se tiene

CYnuevo < éy* < Ezynuevo < éyO‘

Ademas, usando la expresion anterior junto con las ecuaciones (4.9) y (3.12)), se obtiene

_ _ _ _ R _ R _
0< C(yO - ynuevo) < C(y() - y*) < C(yO - ynuevo) - HCCP = Jc(y(] - ynuevo)
P

Por tanto, lo anterior establece que €(yy — y*) < (R/ar)e(yy — Ynuevo) = (R/ar)[e(yg —
Y*) — ¢(Ypuevo — ¥¥)]- Expresando ¢(Ynuevo — y*) en términos de e(yy — y*) > 0, se obtiene

é(ynuevo_y*) <1_ﬂ51_ o

c(yo—vy*) R (n—1)
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Observe que con la hipotesis (A2) se tiene que ¢y* = 0, de modo que

«

Ynvevo ¢ _ . (4.10)
€Yo (n—1)

Finalmente para finalizar el capitulo nos queda deducir la ecuacion (4.5). Vamos a
considerar el siguiente problema de optimizacién , que permite acotar — Z;L:1 In[ny;| sujeta

a las condiciones de la ecuacion (4.5)):
- n—1
Maximizar{ — Zln[nyj] cn—y—1)fny—-1) < <>a2, ly=1,y > 0}, (4.11)
n
j=1

En la primera restriccién, obsérvese que como su lado derecho es menor que la unidad,
entonces debe tenerse y > 0 para la factibilidad del problema . Debido a que la
funcion objetivo es equivalente a minimizar el producto [y, Y2, . . ., Yn], €s posible demostrar
que en condiciones de optimalidad del problema , la primera restriccién es conectante.
Ademas, es posible demostrar que 1 < g < (n — 1) componentes de una soluciéon 6ptima
son las mismas y que son iguales a un valor comtn U, por ejemplo, mientras las (n — q)
componentes restantes son iguales a algin valor comin V, en donde 0 < Ul/n <V < 1.
Como deben cumplirse 1y = 1y (ny — 1)(ny — 1)t = [(n — 1) /n]a?, se obtiene qU + (n —
QQV =1y q(nU —1)?>+ (n — q)(nV —1)2 = [(n — 1)/n]a®. Con lo anterior se obtiene

nU = (1-01), nV =(1+6y),

en donde

(-Do-ga

01 = .
q n n—q

(4.12)

Observese que la soluciéon 6ptima es positiva, como se requiere. Por tanto, para algin

1 < g < (n—1) se obtiene que el valor del objetivo en la ecuacion (4.11)) satisface

n
=Y In[ny;] < —gIn[l - 61] — (n — g) In[1 + 65]. (4.13)
j=1
Con base en el conocido teorema de segundo orden de Taylor, para cualquier 0 < 0 < 1 se
obtiene que In[1 — 0] = —0 — 62/2A2, en donde (1 — ) < A < 1. A su vez, esto significa
que —In[1 — 6] < 0+ 6%/2(1 — §)2. De manera semejante, —In[1 + 6] < —60 + 6?/2 para
cualquier 0 < 0; < 1 para ¢ = 1,2 y usando la ecuacién , se obtiene

2

07 0
+(n—q)[—92+2

_ 1< gl = 1
jzzjlln[ny]]_ QI 671—i-2(1_91)2 5

_ q@% n—q61(2—6y)
2(1 — (91)2 n—q
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(n—1) a2 [1 (2 6)
n 2(1 — 91)2 n

a2 a2

<
(1-01)2 — 2(1 —a)?’
ya que 0 < 0; < & < 1. Asi se establece la ecuacion (4.5)) y se completa la deduccion.

<
-2
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