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Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Estadistica e Investigacion Operativa

Titulo: El problema de flujo maximo: Teoria, algoritmos y

aplicaciones

Breve descricion do contido

En este trabajo el alumno se familiarizara con una clase importante
de problemas de programacion lineal. Mas concretamente una clase
especial de problemas de flujo en redes con coste minimo: el problema
de flujo maximo.

Se trata de un problema clasico, ampliamente estudiado en la litera-
tura y que aparece frecuentemente en aplicaciones précticas, ya sea

de forma directa o como subproblema de problemas mas complejos.
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Resumen

A lo largo de esta memoria estudiaremos en profundidad el problema de flujo maximo y
veremos algunas de sus aplicaciones practicas. Este estudio incluira resultados teéricos que
relacionan este problema con otros ya conocidos, como el teorema max-flow min-cut, y se
presentard la familia de algoritmos de trayectorias aumentadas, disenada para la resolucién

del problema.

Abstract

In this paper we will study the maximum flow problem and we will show some of its
practical applications. We will include theorical results to relate this problem with other
well known problems, like max-flow min-cut theorem. Moreover, the family of augmenting

path algorithms, designed to solve this problem, will be presented.

IX






Introduccion

La Programacion Lineal es la parte de la Investigacion Operativa que se encarga del
estudio de problemas de optimizacién (maximizacion o minimizacién) para funciones li-
neales que, ademaés, deben cumplir una serie de restricciones también lineales. El origen
de la Programacion Lineal se remonta a la Segunda Guerra Mundial donde se empleaba
tanto para la optimizacion de operaciones militares como para planificar eficientemente el
uso de los recursos disponibles con el fin de reducir costes. Una vez finalizada la guerra,
las empresas vieron en esta parte de las mateméticas una herramienta eficaz para ampliar
sus beneficios y optimizar aspectos de su planificacion diaria.

El primer trabajo de Programacién Lineal data de 1939 y fue realizado por el mate-
méatico y economista ruso L. V. Kantorovich. Sin embargo, el no publicarse hasta 1959
propicié que se conozca a G. B. Dantzig como el padre de esta disciplina tras sus trabajos
realizados en 1947.

En esta memoria nos centraremos en el estudio de uno de los més conocidos problemas
de programacion lineal, el problema de flujo maximo. Con la finalidad de que el trabajo
sea autocontenido, el primer capitulo se basard en un pequeno resumen donde podremos
encontrar desde definiciones de elementos basicos para el manejo de problemas de optimi-
zacion en redes como pueden ser un grafo o una red con flujo, hasta la formulacién del
problema dual, el desarrollo del problema de flujo en redes a coste minimo o resultados
relacionados, todo ello visto en la asignatura de Programacién Lineal y Entera que se estu-
dia en el Grado de Matematicas. Una vez recordados todos estos conceptos, dedicaremos
el Capitulo 2 a la formulacion y desarrollo del problema de flujo maximo. Veremos algunas
situaciones cotidianas en las que aparece dicho problema y estudiaremos, tras recordar en
qué consiste el problema del conjunto de corte con capacidad minima, la relacién entre
ambos problemas. Antes de comenzar a hablar de resolver el problema del flujo maximo,
en el tercer capitulo podremos recordar cémo clasificar un algoritmo segin su complejidad
computacional, la formulacion del problema del camino mas corto u otros resultados ya
conocidos que nos van a ser de utilidad para lo que sigue. Ademés, también aprenderemos a

trabajar con redes residuales y definiremos las etiquetas de distancia asociadas a los nodos
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del grafo, pues ambas cosas son empleadas posteriormente para el diseno de los algoritmos
de resolucién. Ya el cuarto capitulo lo dedicaremos a definir la familia de los algoritmos
de trayectorias aumentadas y analizaremos en detalle el algoritmo de etiquetado, que es
un caso particular de esta familia. Como veremos, este algoritmo posee tres grandes de-
bilidades, por lo que en el dltimo capitulo nuestro objetivo estd centrado en implementar
variaciones del algoritmo que sean capaces de subsanar dichos problemas, obteniendo asi
algoritmos mas eficientes para resolver el problema de flujo maximo. Ademés, sobre un
ejemplo particular, desarrollaremos las ideas de una familia alternativa de algoritmos, co-
nocidos como preflow-push, que hoy en dia son considerados superiores a los algoritmos de

trayectorias aumentadas (desde el punto de vista de eficiencia computacional).



Capitulo 1

El Problema de Flujo en Redes con

Coste Minimo

Con este primer capitulo se pretende rememorar aquellos conceptos de la asignatura
de Programacion Lineal y Entera cursada en el grado que nos serviran de apoyo para
poder hablar con fluidez del problema a estudiar, el problema de flujo méaximo. Asimismo,
veremos una serie de resultados interesantes para los cuales obviaremos su demostracion
por estar ya vista en dicha asignatura. Tomaremos como referencia a seguir los apuntes del
profesor Julio Gonzalez Diaz (2018-2019).

1.1. Programacion lineal

La programacion lineal tiene como objetivo optimizar (minimizar o maximizar) funcio-
nes lineales condicionadas por una serie de restricciones también lineales, de igualdad o de
desigualdad.

Para poder formular un problema de programacién matemaética general necesitaremos

identificar una serie de elementos en nuestro problema:

» Variables de decision, * = (z1,...,2,) € R". Representan las distintas decisiones

para las cuales estamos buscando una solucién 6ptima.

= Funcién objetivo f : R™ — R. Representa o bien el coste o bien el beneficio asociado
a las variables de decisién. Nuestra tarea consistird en maximizar o minimizar esta

funcion.

= Restricciones, representan que valores para los cuales las variables z1, ..., z, serfan
factibles. El conjunto de puntos verificando las restricciones se le denomina regidn

factible. Pueden ser de dos tipos:
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e Restricciones de desigualdad, g;(x) <0, i € {1,...,m} (g; : R* — R).

e Restricciones de igualdad, hj(xz) =0, j € {1,...,l} (h; : R" — R).
Asi, un problema de programacion matemdtica puede ser representado como:

Minimizar f(x)
sujeto a:  gi(x) <0 t=1,....,m
hj(x) =0 j=1,...,L

Si ademds imponemos que las tanto la funcién objetivo como las restricciones sean todas
lineales, obtendremos la representacién de un problema de programacién lineal.
Maéas comtinmente, podemos ver representado el problema de programacién lineal de

forma matricial. Para ello, definimos:
= Vector de costes, ¢ € R™.
= Matriz de restricciones A € R™*", con elementos de la forma a;;.
= Vector de lados derechos, b € R™.
Identificando estos elementos podemos escribir el problema de programacién lineal como:

Minimizar c¢'x
sujetoa: Ax=0b

x > 0.

Recordemos que siempre podemos transformar un problema de maximizacién en uno

de minimizacién viceversa, multiplicando todos los coeficientes de la funcién objetivo
) )

por —1. La solucién éptima para el problema original seré la solucién del nuevo problema

pero multiplicada por —1. Esto se debe a que se verifica la siguiente igualdad:

n n
max E CjZCj = —1min E —ijj.
j=1 j=1

En cuanto a las restricciones,también podemos transformar una desigualdad del tipo “>”
en otra del tipo “<”, y viceversa, multiplicando por —1 ambos lados de la desigualdad. Ade-
més, podemos transformar desigualdades en igualdades aniadiendo unas nuevas variables,
conocidas como wvariables de holgura. Dada una restricciéon 2?21 a;;r; > b;, se tendria
> j=1@ijry — xf = b con 7 > 0. Analogamente, si tuviéramos > ", a;;z; < b;, se le

sumaria esta nueva variable.
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Para la resolucién de los problemas de programacién lineal utilizamos el método simplez.
Este consiste en ir saltando de punto extremo en punto extremo de la region factible hasta
encontrar un punto extremo 6ptimo o hasta concluir que no existe tal éptimo.

Como veremos méas adelante en la Seccion 3.2, para analizar el rendimiento de un
algoritmo se puede recurrir a diferentes técnicas. Entre ellas destacan el andlisis del peor
caso y el andlisis del caso promedio. El anélisis del peor caso mira el rendimiento del
algoritmo para aquellas clases de problemas que le resultan mas dificiles de resolver. Por
otra parte, el andlisis del caso promedio mira el rendimiento promedio del algoritmo sobre
todos los problemas de una determinada clase. El método simplex se comporta de forma
diferente dependiendo de si usamos un andlisis u otro. Mientras que en el caso promedio se
obtiene un rendimiento polinomial, utilizando el anélisis del peor caso el rendimiento pasa

a ser exponencial'.

1.1.1. Dualidad

Dado un problema de programacién lineal, al que denominaremos primal, podemos
asociarle un problema de programacién lineal conocido como el problema dual. El estudio
de este nuevo problema resulta de gran interés pues nos proporciona una solucién para el
problema primal. Ademas, es muy 1til en el disefio de algoritmos eficientes para resolver
tanto problemas de programacién lineal como algunos problemas de optimizacién en redes,
que introduciremos mas adelante.

La formulacién de un problema dual a través de un primal es la siguiente:

(P) Minimizar c'x (D) Maximizar b'm (= 7'b)
sujeto a: Ax =0b sujeto a: A'w < c
x> 0. 7 no restringido.

Figura 1.1: Problemas primal y dual en su forma estdndar.

(P) Minimizar ¢’z (D) Maximizar b'm (= m'b)
sujeto a: Ax > b sujetoa: A'w<e
x > 0. 7w > 0.

Figura 1.2: Problemas primal y dual en su forma canoénica.

'El tiempo que necesita para resolver el “peor” problema para un grafo con m aristas y n nodos, crece

exponencialmente en funcién de estos dos parametros.
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Diremos que 7 es el vector de variables duales del problema, y, a partir de dichas

formulaciones, se deduce el siguiente conjunto de reglas para transformar un problema en

el otro:
Problema primal Problema dual
F.objetivo Minimizar Maximizar F.objetivo
> b; >0
Restricciones <b; <0 Variables
=b; no restring.
>0 =¢
Variables <0 > cj Restricciones
no restring. =c¢j

Figura 1.3: Correspondencias entre el problema primal y el dual.

Ejemplo 1.1. Consideremos el siguiente problema de programacién lineal

(P) Min 4z 4 222 4 623 + 24
sujeto a: r1+x0+23>6
x3+x4 <4

T+ x3=2

x > 0.

A partir de las reglas mencionadas en la tabla anterior, se tiene que la formulacion para el

problema dual asociado sera:

(D) Méx 6m + 4w + 273
sujeto a: ™ + 73

™1

T + T + 73

T2

™

IAN IV IA IN A IA
= =T - N R

™2

N
w

no restrig.

Puesto que el problema dual no deja de ser un problema de programacion lineal pode-

mos formular el dual del mismo, lo que nos lleva al siguiente resultado:

Proposicion 1.2. FEl dual del dual coincide con el primal.
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Consideremos ahora un problema de programacion lineal y su dual expresados en su
forma canémnica. Si * y 7 son dos soluciones factibles para los respectivos problemas,
entonces verifican que Ax > b, A < ¢'", x > 0y ™ > 0. De estas desigualdades se
puede seguir:

c'rx>(n"A)x=n"(Ax) >7'b

Es decir, la funciéon objetivo asociada a cualquier solucién factible para el problema de

minimizacién siempre serd mayor o igual que la funcién objetivo para el problema de

maximizacién. Esta propiedad es conocida como la propiedad de dualidad débil.
Presentamos, ademas, la siguiente relacién entre las soluciones 6ptimas de ambos pro-

blemas.

Proposicion 1.3 (Dualidad fuerte). Dados un problema de programacion lineal y su dual,
st uno de ellos tiene solucion dptima entonces el otro también la tiene y ambos valores

dptimos en la funcidn objetivo coinciden.

1.1.2. Programacién Lineal Entera

FEn algunos problemas de programacion lineal surge la necesidad de imponer que todas
nuestras variables tomen valores tiinicamente enteros, puesto que en nuestro contexto no
tendria sentido hablar de variables de decision divisibles. Esta nueva restriccién da lugar

a un subproblema conocido como el problema de programacion (lineal) entera.

Minimizar f(z)

sujeto a:  gi(x) <0i=1,...,m
h](l‘):()jzl,,l
x € Z".

Resulta casi inmediato pensar en resolver estos problemas mediante el método simplex,
obviando que las variables deben ser enteras, es decir, relajando el problema, y después
redondear el resultado obtenido. Sin embargo, con este procedimiento se pueden llegar
a obtener resultados muy lejanos al 6ptimo real. Por ello, para resolver estos problemas
eficazmente se utiliza el método de ramificacion y acotacion. Este método consiste en, a
partir de observaciones anteriores, subdividir sucesivamente la regién factible del problema
de partida y resolver las versiones relajadas de los subproblemas resultantes, como ya
hemos visto en la asignatura del grado. El método de ramificaciéon y acotaciéon es de tipo
exponencial, por lo que se podria decir que es peor que el método simplex al necesitar méas

tiempo de ejecucidn.
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1.2. Grafos y Redes con Flujo

Para resolver los problemas de optimizacién en redes, y més particularmente el pro-
blema de flujo maximo que queremos estudiar, es muy habitual utilizar representaciones
graficas que nos permitan visualizar tales problemas con facilidad. Es por ello que debemos
recordar la definicién de grafo y redes con flujo.

Un grafo G es un par (N, A) en el cual N es el conjunto de elementos llamados nodos o
vértices v A es el conjunto de elementos llamados aristas o arcos. Podemos distinguir dos

tipos de grafos en funcion de A:

= Grafo dirigido: G se dice que es un grafo dirigido si A C N x N, es decir, la arista

(i,7) comienza en el nodo 7 y termina en el nodo j.

= Grafo no dirigido: En este caso A se compone de subconjuntos de N de dos elementos.

Los conjuntos {i,j} y {j,i} representan la misma arista.

En lo relativo a este trabajo, solamente utilizaremos grafos dirigidos.

(a) Grafo dirigido. En este caso (b) Grafo no dirigido. En este caso
N:{1,2,3,4}yA:{al,...,a5}. N:{l,...,ﬁ}yA:{al,...,ag}.

Figura 1.4: Ejemplo de un grafo dirigido y uno no dirigido.

En ocasiones, es conveniente expresar la informacién dada en los grafos dirigidos de
forma matricial. Para ello, dado un grafo G = (N, A) dirigido con conjunto de nodos
N ={1,...,n}y conjunto de aristas A = {a1, ag, ..., an}, se define la matriz de adyacencia

del grafo, A, xn, como:

_ 1 si(72,7) es un arco de G
A5 =
Y 0 en otro caso.

Otra posible forma de representar el grafo dirigido GG es a través de la matriz de inci-
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dencia, Bpnxm, que se define como:

1 si 7 es el nodo inicial de ay,
b, = —1 si 7 es el nodo terminal de a

0 en otro caso.

01 10 1 1 0 0 0
— 0 011 — -1 0 1 1 0
A - B =

0 001 0 -1 -1 0 1

0 00O 0 0 0 -1 -1
(a) Matriz de adyacencia (b) Matriz de incidencia

Figura 1.5: Matrices de adyacencia e incidencia asociadas al grafo 1.4(a).

1.2.1. Redes con Flujo

Una red es un grafo con uno o mas numeros asociados a cada arista o nodo. Dichas
cantidades pueden representar costes, distancias,... Denominamos flujo al envio de ele-
mentos de un lugar a otro dentro de la red, es decir, de un nodo a otro nodo. Un flujo
podria representar el transporte de mercancias entre una fabrica y sus distintos puntos de
distribucién. Los modelos correspondientes a estas caracteristicas los llamaremos modelos
de redes con flujo.

Los objetos que se envian a través de la red los denominamos unidades de flujo o
simplemente unidades. Las unidades de flujo podrian ser personas, objetos,. ..

En nuestro problema de optimizacién asociaremos a toda arista k£ un flujo fi obtenido
tras resolver el problema, es decir, los flujos f; son las variables de decisién del problema.
Dicho flujo depende de los siguientes tres parametros:

Cota inferior [, > 0: cantidad minima de flujo debe de enviarse por la arista k.
Capacidad o cota superior u; > 0: cantidad maxima de flujo que se puede enviar por
la arista k.

Coste o beneficio ¢g: si es positivo denota el coste de enviar una unidad de flujo por la
arista k. Si es negativo, en cambio, representa el beneficio.

En aquellos casos en los que nos interese hacer referencia a los nodos incidentes, i y j,
de una arista k, pasaremos a referirnos a esta arista como la arista (7,j) y tendremos los

valores asociados l;;, u;; ¥ Cij-
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Figura 1.6: Ejemplo de una red con flujo.

En ocasiones podemos encontrar modelos de redes con flujo en los cuales, por algunos de
los nodos, entre o salga flujo por la red. En ese caso dirfamos que tenemos flujos externos.
Podemos tener un flujo externo fijo, es decir, una cantidad fija de flujo, que sera positiva
si entra a la red y negativa si sale de ella; o bien una cantidad variable, el flujo externo de
holgura. En este dltimo caso se asocia a cada nodo ¢ los siguientes pardmetros:

Cota inferior, I$: Si es una cantidad positiva denota la cantidad minima de flujo que
entra a la red por el nodo %, y si es negativa denota la méxima cantidad de flujo que sale
de la red por el nodo i.

Cota superior o capacidad, u$: Si es positivo hace referencia a la cantidad méxima de
flujo que entra por el nodo 7 a la red, y si es negativa denota la cantidad minima que debe
salir por dicho nodo.

Coste o beneficio, c: Si es positivo denota el coste por unidad de flujo que circula por
el nodo 4, y si es negativa el beneficio.

Dada una red con flujo R podemos expresarla como R = ((N, A), (I, u, ¢), (1¢, u®, c*))
donde (N, A) es el grafo asociado a la red, (I, u,c) son las capacidades y costes de los
arcos, y (1€, u®, c®) son los flujos externos con sus costes.

Debemos observar que siempre podemos transformar una red con flujos externos en otra
sin ellos anadiendo un nuevo nodo auxiliar. Asi, si un nodo ¢ tiene flujo externo positivo,
anadimos un arco desde el nodo auxiliar al nodo 7. Si, por el contrario, el nodo tiene un
flujo externo negativo, el arco ird del nodo ¢ al nodo auxiliar. Los pardmetros de los nuevos
arcos se determinan a través de los parametros que tenfamos para el nodo i. Ilustramos

este procedimiento en la Figura 1.7.

1.3. PFCM

Para definir el problema general de flujo en redes con coste minimo vamos a considerar

la ausencia de flujos externos en la red, lo cual no es restrictivo por lo visto anteriormente.



1.3. PFCM

Figura 1.7: Paso a una red sin flujos externos.
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Por ello, es claro imponer la restriccion de conservacion de flujo, que establece que la
cantidad de flujo que entra en un nodo tiene que coincidir con la cantidad de flujo que sale
de él. En otras palabras, ningin nodo puede generar o eliminar flujo.

Dada una red con flujo, el problema de flujo en redes con coste minimo consiste en
establecer el flujo que debe pasar por cada arco de modo que el coste sea minimo y, a su
vez, se respeten las restricciones de capacidad de los arcos y la conservacion de flujo de
cada nodo. Para mayor comodidad en la lectura, nos referiremos a este problema como el
PFCM.

Veamos que un PFCM se puede escribir como un problema de programaciéon lineal. Si
denotamos por Ap, el conjunto de arcos que salen del nodo 7 y por Ar, el conjunto de

arcos que terminan en el nodo ¢, obtenemos la formulacién:

Minimizar E ek fr

keA

sujeto a: ka—ka:O 1€ N
k€Ao, keAr,
Je < ug ke A
T > Uk ke A.

Las restricciones del problema no son mas que las ya mencionadas anteriormente, la
conservacién de flujo y las restricciones de capacidad de los arcos. La funcién objetivo en
este caso es el coste que supone enviar el flujo por la red. Visto de este modo, esta claro
que este problema lo podremos resolver mediante el método simplex.

Ademads, podemos obtener una representacion matricial del problema. Sea A la matriz
de restricciones, B la matriz de incidencia asociada al grafo y b el vector con las constantes
del lado derecho. Dado un vector v, que es un vector columna, denotamos su traspuesto
como v'. Si denotamos por ¢, f, u y Il los vectores coste, flujos, cotas superiores y cotas

inferiores, respectivamente, tendriamos:
Minimizar c¢'f
sujeto a: B,xmf=0
Iyxmf <u

Lnsmf 2 1.

1.4. PFCM con variables enteras: Unimodularidad

En ocasiones, necesitaremos imponer en nuestro PFCM que las variables tomen valores

enteros con lo que obtendrfamos un problema de programacién lineal entera, que, por lo
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general, es mas costoso de resolver. Sin embargo, gracias a la estructura del PFCM, veremos
que podemos resolverlo mediante el método simplex. Para ello, trabajaremos con un nuevo

concepto, la unimodularidad.

Definicion 1.4. Una matriz cuadrada A € ZP*P ge dice que es unimodular si tiene por
determinante 1 o —1. Ademaés, A € ZP*? se dice totalmente unimodular si cualquier sub-

matriz cuadrada es singular o unimodular.

Teniendo en cuenta que todos los elementos de una matriz pueden ser considerados
como submatrices 1x1, se deduce que una matriz totalmente unimodular estd compuesta

dnicamente de los nimeros 0, 1 y —1.

Proposicion 1.5. Dada una matriz totalmente unimodular A € ZP*9 y un vector b € ZP,
tenemos que cualquier solucidn bdsica factible definida por las restricciones Ax = b, x > 0,

tiene todas sus componentes enteras.

Por tanto, si tenemos un vector de lados derechos con componentes enteras y una matriz
de restricciones totalmente unimodular, la proposicién anterior nos asegura que todas las
soluciones basicas factibles que encontremos para el problema Ax = b, © > 0, tendran
todos sus elementos enteros. Particularmente, si existen dptimos finitos, alguno de ellos
debe tomar valores enteros. Esto nos permite obviar la condicién de integralidad de las

variables y resolver el problema de programacién lineal con el método simplex.

Proposicién 1.6. La matriz de incidencia B de un grafo dirigido es totalmente unimo-

dular.

Recordando la formulacién matricial que teniamos para el problema de flujo en redes
a coste minimo
Minimizar ¢'f
sujeto a:  Bpxmf =0
Im><mf <u

Imef 2 l7
veamos que podemos transformar este problema en otro problema equivalente de la forma
Af=b,f >0, conbentero y A totalmente unimodular.
Por una parte, como I > 0, la condiciéon f > 0 es trivial. Para obtener Af = b tomamos
como vector de lados derechos el vector b= (0,...,0,u1,...,Un,l1,...,Ly,) y como matriz

de restricciones la matriz

Bn><m 0n><m 0n><m

A — anxm Im><m Omxm

Im><m 0m><m _Im><m
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Proposicion 1.7. La matriz A definida anteriormente es totalmente unimodular si, y solo

si, B es totalmente unimodular.

Concluimos, basandonos en los resultados previos, que para el caso de un PFCM no es
restrictivo imponer que las variables sean enteras, puesto que al resolver el propio proble-
ma de programacion lineal relajado las soluciones factibles obtenidas siempre tendran sus

componentes todas enteras.



Capitulo 2
El problema de flujo maximo

Para el desarrollo de este capitulo hemos tomado como referencia el libro Ahuja et al.

(1993), mas concretamente, el Capitulo 6.

2.1. Introduccién

El problema de flujo mdzimo consiste en maximizar la cantidad de flujo que se puede
enviar entre dos nodos prefijados de la red, respetando las capacidades de los arcos. De
nuevo, por comodidad, denotaremos este problema como PFM. El flujo maximo que es-
tamos buscando lo denotaremos como F, y, sin pérdida de generalidad, supondremos que
queremos pasar el flujo del nodo 1 al nodo n. Dichos nodos se llamaran fuente y sumidero,
respectivamente, y los denotaremos por sy t.

Sobre una red R = (G, (l,u,c)) cuyas capacidades de los arcos son no negativas,
ui; > 0, definimos U := méax{u;; : u;; < oo y (4,5) € A}. Asimismo, definimos la lista de
adyacencia del nodo i como A(i) = {(¢,k) : (i,k) € A}, es decir, el conjunto de todas las
aristas que salen del nodo i.

Podemos escribir el problema de flujo maximo como un problema de programacion

lineal como sigue:
Maximizar F

F Sit=s

sujeto a: Z fij — Z fii=4 0 site N —{s,t}

0< fij <wuy V(i j) €A

El problema de flujo maximo puede ser representado facilmente como un PFCM en el

cual no existen los costes asociados a cada unidad de flujo. Para pasar de un problema a

13
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otro simplemente afiadimos un arco "de vuelta" desde el nodo sumidero al nodo fuente. A
este arco le agignamos cualquier coste negativo, que es en realidad beneficio, y no ponemos
limitaciones a su capacidad. El resto de los arcos tendrén asociado un coste 0. Asi vemos
claramente que el objetivo radicard en mandar todo el flujo que sea posible por este arco

de vuelta.

Figura 2.1: Transformacion de un PFM a un PFCM.

A lo largo de toda la memoria tendremos en consideracion lo siguiente:

= Fl grafo G es siempre dirigido.

= Todas las capacidades son enteras no negativas.

Dado un arco (i,7) € A, suponemos que (j,i) € A sin pérdida de generalidad, pues

podemos imponer uj; = 0.

= No existen dos o mas arcos desde el nodo 7 al nodo j, para cualesquiera 7 y j en la
red.

2.2. Aplicaciones

Hay que tener en consideracién que el problema de flujo maximo surge naturalmente
al modelizar otra serie de problemas que, en primera instancia, nada tienen que ver con el
problema de flujo maximo. Este hecho nos permite utilizar los algoritmos de resoluciéon del

PFM, que veremos més adelante, para hallar las soluciones de los problemas.
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2.2.1. Problema de flujo factible

El problema de flujo factible consta de identificar un flujo f en unared R = (G, (1, u, ¢))

satisfaciendo:

Z fij = Z fji=0b(i) VieN

{5:(4.5)e A} {5:(d.5)e A}

0< fij < wij (i, j) € A.

Ademas, asumimos que ), b(i) = 0, es decir, se compensan los flujos externos.

Un ejemplo de como surge este problema en la practica podria ser el siguiente:
Cierta empresa con almacenes en varios puertos necesita distribuir la mercancia de unos a
otros para intentar satisfacer todas las demandas. Se conoce en que puertos hay stock, en
cuales otros es necesario reponer unidades, y en qué cantidades respectivamente. Ademaés,
entre cada par de puertos, existe un niimero maximo de unidades que pueden ser enviadas.

Queremos averiguar si es posible satisfacer todas las demandas con el stock disponible.

Lo modelizamos como un problema de flujo maximo definiendo una nueva red de flujo
con las siguientes caracteristicas: introducimos dos nuevos nodos, la fuente y el sumidero.
Para cada nodo con b(i) > 0 , introducimos un arco (s,4) con capacidad maxima b(7), y
por cada nodo con b(7) < 0, introducimos un arco (,t) con capacidad —b(7). Esta nueva

red que acabamos de crear se le denomina red transformada.

Figura 2.2: Transformacién del problema del flujo factible en un PFM.

Resolviendo el problema de flujo maximo entre los nodos s y ¢, obtenemos que si los
flujos asociados al flujo maximo saturan todos los arcos que salen de la fuente y todos los

arcos que llegan al sumidero, el problema de flujo factible posee una solucion factible.
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2.2.2. Problema de los representantes

Supongamos que en una ciudad existen g clubes, C1,...,Cy, r residentes, Ry,..., R,
y p partidos politicos, Pi,...,P,. Cada club debe escoger a uno de sus miembros para
representarlo en el consejo de gobierno. Ademés, cada residente de la ciudad pertenece a
exactamente un partido politico y, por lo menos, a un club. Por altimo, se decide que, a lo
sumo, puede haber wug afiliados del partido Pj. Se quiere determinar si existe un consejo
de gobierno equilibrado satisfaciendo estas condiciones.
Veamos como modelizamos este problema como un problema de flujo maximo: Para co-
menzar creamos la red de flujo partiendo de un nodo fuente s y un nodo sumidero ¢.
Anadimos todos los arcos (s, C;), donde C; esta denotando a los distintos clubes. Ademas,
solo si el residente R; pertenece al club Cj, afadimos el arco (Cj, R;), y si pertenece al
partido P}, anadimos el arco (Rj, Py). Todos estos arcos se definen con capacidad unitaria.
Completamos la red anadiendo los arcos (Pg,t), con capacidades uy, respectivamente.

Para un caso particular se tendria:

Podemos deducir que solo se obtiene un consejo equilibrado si el valor del flujo maximo
sobre la red es ¢. Si obtenemos un flujo ¢ se saturarian todas las aristas (s, C;), pues tienen
capacidad unitaria, lo que significa que todos los clubes pueden escoger a un representante
de modo que se satisfagan las condiciones prefijadas respecto al nimero de integrantes de

cada partido politico.
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2.2.3. Problema de redondeo de matrices

En este problema queremos hacer un redondeo consistente de los elementos de una
matriz. Esto puede surgir en numerosos dmbitos, como por ejemplo para una mejor com-
prension de datos se suelen presentar las cifras redondeadas. Dada una matriz p x ¢ de
numeros reales D = {d;; }, podemos redondear sus elementos a la baja |d;;| o al alza [d;;],
segun nuestro criterio. Al redondear los elementos de la matriz, debe verificarse que la
suma por filas de los elementos redondeados es igual al redondeo de la suma por filas y lo

mismo para las sumas por columnas.

Sumas por filas

1.26 | 2.08 | 3.15 6.49
0.4 7.16 | 1.45 14.01
8.21 6.2 | 3.67 18.08

Sumas por columnas 14.87 15.44 8.27

Figura 2.3: Problema de redondeo de matrices.

Veamos como se transforma este problema en un problema de flujo factible, con co-
tas inferiores y superiores para los flujos, para resolverlo posteriormente como un PFM.
Construimos la red de modo que exista un nodo ¢ para cada fila, y un nodo j' para cada
columna j. Anadimos todos los arcos (s,4) que representaran las sumas por filas, y todos
los arcos (j',t) que representaran las sumas por columnas. Ademas, cada elemento d;; ven-
dré representado por el arco (4, j'). Los limites superiores e inferiores de cada arco serdn el
redondeo a la baja y al alza del elemento que representan, respectivamente. Para el ejemplo
particular que presentamos en la Figura 2.3 el grafo obtenido seria el representado en la
Figura 2.4.

Asf formulado vemos que se trata de un problema de flujo factible que podemos resolver
como ya hemos visto a través de los problemas de flujo maximo. Cualquier solucién a este

problema sera, por lo tanto, un redondeo consistente para la matriz dada.

2.3. Conjunto de corte de capacidad minima

Dado un grafo G, un corte es una particién del conjunto de nodos N en dos partes, S y
S = N —S. Cada corte tiene asociado un subconjunto de aristas para las cuales los vértices
iniciales pertenecen al conjunto S y los vértices finales pertenecen a su complementario, S,

es decir, a cada corte se le asocia el conjunto (S,S) = {(i,j) € A:i € S, j € S}. Si los
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Figura 2.4: Ejemplo del problema de redondeo de matrices.

conjuntos S y S son tales que, para dos puntos distinguidos, por ejemplo 1 yn, 1 € Sy
n € S se dice que el corte es un corte 1 — n.
Si tenemos un corte (S, S) sobre el grafo G asociado a una red R, se define la capacidad

del conjunto de corte como U(S,S) = 2 (i.)e(s,5) is-

Tenemos muchas alternativas para formar conjuntos de corte 1 — 6 para este grafo,

entre ellas estan los siguientes ejemplos, con sus respectivas capacidades:
» S={1}, §=1{2,3,4,5,6}, (S,9) = {(1,2),(1,3)}, U(S, S) = 10.
» S =1{1,2,3}, S = {4,5,6}, (S,5) = {(2,4),(3,5)}, U(S,S) = 11.
» $=1{1,2,3,4,5}, S = {6}, (S,5) = {(4,6),(5,6)}, U(S,S) = 6.
» S =1{1,4,5}, S ={2,3,6}, (S,5) = {(1,2),(1,3),(4,6),(5,6)}, U(S,S) = 16.

Consideremos ahora un flujo factible f para el problema de flujo méximo y un conjunto

de corte (S, S) de modo que s € S y t € S. Por ser f un flujo factible debe verificar las



2.4. TEOREMA MAX-FLOW MIN-CUT 19

restricciones del problema, con lo que podemos escribir

F=> | > fu— D, fi
ieS [ {j:(i.4)eA} {5:()eA}
Ademas, dados dos nodos p y ¢ en S tales que (p,q) € A, la variable z,, que surge en el
primer sumando cuando hacemos ¢ = p se cancela con la variable —x,, que surge en el
segundo tras hacer i = q. Si p y q pertenecieran a S y (p,q) € A, notar que la variable z,,
no apareceria en la expresion. Teniendo en cuenta estos argumentos, podemos simplificar

y reescribir lo anterior de la siguiente forma:
F= Y fi— > fij
(1.4)€(8,5) (1.)€(S,9)

Teniendo en cuenta que todo flujo factible verifica 0 < f;; < u;j;, se deduce el siguiente

resultado:

Lema 2.1. Cualquier flujo factible del nodo 1 al nodo n es menor o igual que la capacidad

de cualquier conjunto de corte 1 — n.

Este resultado implica que si tenemos un flujo factible cuyo valor es igual a la capacidad
de un conjunto de corte, entonces es un flujo maximo y el conjunto de corte tiene capacidad

minima.

Definicion 2.2. Dada una red R con capacidades limitadas en los arcos, el problema del
conjunto de corte de capacidad minima consiste en encontrar un conjunto de corte (S, S)
cuya capacidad sea la minima entre todos los conjuntos de corte que se pueden definir en

la red.

2.4. Teorema max-flow min-cut

Para finalizar este capitulo estudiaremos la formulacién dual del problema de flujo ma-
ximo, la relacionaremos con los conjuntos de corte y, a partir de esta relacién, deduciremos
el teorema maz-flow min-cut.

Recordemos la formulacion del problema de flujo maximo:

Maximizar F

F sit=s

sujeto a: Z fij — Z fii=4 0 siie N —{s,t}

{5:(2.5)eA} {5:(,)eA} —F sii=t

0< fij <wy V(i,j) € A



20 CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

Equivalentemente, teniendo en cuenta que denotamos por €; € R" el vector i-ésimo de
la base canénica de R™ y que, dada la matriz de incidencia B, se tiene que b, = 1 si i es
el nodo inicial de la arista ay, bz = —1 si 4 es el nodo final del arco aj, y b;, = 0 en otro

caso.
Maximizar F

sujeto a: (¢, —€)F+Bf =0 n restricciones
f<u m restricciones
f>0 m restricciones.

Notese que para cada fila i de B, Bf me da Y fij para los arcos que empiezan en 7y
> —fji para los arcos que terminan en i.

Por tanto, la matriz de restricciones del problema viene dada por:

~1
0
Biixm
A=
0
Isem
0

(n+m)x(m+1).

La primera columna de A hace referencia al arco de vuelta, que va desde el nodo n al
nodo 1, mientras que el resto de columnas son las equivalentes a los arcos de la red original.
Cada columna de la matriz implicard una restriccion en el problema dual, luego tendremos
71, ..., T, variables duales asociadas a las restricciones de conservacion de flujo y variables
0;; asociadas a las restricciones de capacidad de los arcos.

Asi, teniendo en cuenta las equivalencias dadas en la Figura 1.3 y que nuestro problema

primal es el problema de maximizacién, el dual resulta:
n n n

Minimizar Z ;0 + Z Z U404
i=1 i=1 j=1

sujeto a: T —m =1
m—mi+0ij >0 V(i,j)eA
7 € R"™  (no restringido)
dij > 0.

Interpretacion informal del dual:

= Nuestro objetivo es separar los nodos 1 y n “rompiendo” la red lo minimo posible.
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= 0j;: (Qué porcentaje elimino del arco (4, j)?

Por el teorema de dualidad débil, sabemos que el valor de la funcién objetivo sobre
cualquier solucién factible para el problema de minimizacién serd mayor o igual que el
valor de la funcién objetivo del problema de maximizacién.

Consideramos ahora un corte (S, S) separando el nodo 1 y el nodo n. Si definimos

] —

0 ieS 1 (i,7) € (S,9)
T = 5 Y 0=
1 ief 0 en otro caso,
se puede ver que esta solucion siempre es factible para el dual y la funcién objetivo del
mismo coincide con la capacidad del conjunto de corte (S, S).
Por tanto, dado que todo conjunto de corte separando la fuente y el sumidero se co-
rresponde con una solucién factible para el problema dual, el siguiente resultado es una

consecuencia inmediata del teorema de dualidad débil:

Proposicion 2.3. FEl valor de cualguier flujo factible entre el nodo fuente y el sumidero

es menor o igual a la capacidad de cualquier conjunto de corte separando esos dos nodos.

Ademsis, el algoritmo de trayectorias aumentadas que veremos en el Capitulo 4 cons-
truye un flujo factible y un conjunto de corte tales que el valor del primero coincide con
la capacidad del conjunto de corte, lo que implica, por la proposicién anterior, que ambas
soluciones son dptimas. Este resultado se conoce como el Teorema max-flow min-cut que

presentamos a continuacion.

Teorema 2.4 (Teorema max-flow min-cut). La capacidad del conjunto de corte de capa-

ctdad minima coincide con el flujo mdzimo en la red.

Como consecuencia del resultado anterior tenemos que, esencialmente, resolver el pro-
blema del conjunto de corte de capacidad minima es equivalente a resolver el dual del

problema de flujo maximo.






Capitulo 3

Conceptos adicionales de

optimizaciéon en redes

Este capitulo nos servird de transicién antes de comenzar a tratar algunos algoritmos de
resoluciéon para el problema de flujo maximo. En él, hablaremos de conceptos ya vistos en
la asignatura de Programacion Lineal y Entera, por lo que seguiremos los apuntes de Julio
Gonzalez Diaz (2018-2019). Entre estos conceptos podemos encontrar una clasificacion para
los algoritmos (Secciéon 3.1), el conocido problema del camino més corto (Seccion 3.4), o
una pequena introduccion a la teoria de complejidad computacional (Seccion 3.2) la cual
nos permitird comparar los algoritmos que desarrollaremos para el PFM segtn su eficiencia.
El resto del capitulo lo utilizaremos para desarrollar conceptos nuevos y los algoritmos de
busqueda, ambos obtenidos de Ahuja et al. (1993), que seran utilizados continuamente

para facilitar el diseno de nuestros algoritmos.

3.1. Tipos de algoritmos

Un algoritmo es un procedimiento, paso a paso, disenado para resolver un problema
dado. De entre todos los algoritmos posibles para un mismo tipo de problema, debemos
identificar aquel que sera el mas “eficiente”.

Dadas las diferentes clasificaciones que existen para los algoritmos, pasamos a mencio-
nar solamente un par de ellas.

Un algoritmo se dice deterministico si es “predecible”, es decir, si dado un problema
todas las ejecuciones del algoritmo producen el mismo resultado final y los mismos resul-
tados intermedios. En los algoritmos no deterministicos, sin embargo, se introduce algin
tipo de aleatoriedad en el proceso de biisqueda de la solucién. Por ejemplo, un algoritmo de

tipo no deterministico seria, dentro de un problema de optimizacién, generar un conjunto

23
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de puntos aleatoriamente y escoger, de entre los factibles, el mejor. Aunque es posible que
coincida la solucién final, el conjunto de puntos generados no tiene por qué ser el mismo,
lo que harfa no coincidir los resultados intermedios.

Haciendo referencia a la “precisiéon” del algoritmo, podemos clasificarlo en estos tres

grandes grupos:

= Algoritmos exactos: En este grupo se incluyen todos aquellos algoritmos que siempre

devuelven la solucién exacta del problema.

= Algoritmos aproximados: En este otro grupo se encuentran aquellos algoritmos cuyas
soluciones estaran dentro de un determinado porcentaje del éptimo.

Un algoritmo A-aproximado devolvera una soluciéon x tal que':

OPT < e¢(x) < A-OPT si\>1,

y
A-OPT < ¢(z) <OPT siA<1.

= Algoritmos heuristicos: Este tipo de algoritmos devuelven soluciones sin ninguna
garantia de optimalidad. Pese a esto, los tiempos de ejecucién para este grupo de

algoritmos es mucho menor.

El interés general, claramente, estard en utilizar algoritmos exactos para la resolucion de
los problemas. Sin embargo, estos algoritmos pueden llegar a ser muy lentos, lo que nos

lleva a echar mano de algoritmos aproximados, o, incluso, de algoritmos heuristicos.

3.2. Complejidad computacional

La teoria de complejidad computacional es la encargada de estudiar la efectividad de los
diferentes algoritmos. Para ello, se centra en acotar el ntumero de operaciones que necesitara

el algoritmo en funcién de unos datos arbitrarios que especificarian el problema.

3.2.1. Diferentes medidas de complejidad

El ntimero de pasos requeridos por un algoritmo es la suma de todos sus pasos interme-
dios, entre los cuales se encuentran los pasos de asignacién, pasos de calculos aritméticos
v pasos de evaluaciones légicas.

Habitualmente el rendimiento de un algoritmo se suele medir mediante alguno de los

siguientes enfoques:

!Se escogera A > 1 0 A < 1 en funcién de si es un problema de minimizacién o de maximizacion,

respectivamente.
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1. El analisis empirico: El objetivo consiste en estimar como se comporta el algoritmo

en la practica ejecutandolo con distintos ejemplos del problema.

Desventajas de este enfoque: El rendimiento del algoritmo depende del lenguaje
de programacién empleado, del compilador, del ordenador utilizado para la ejecucién,
asf como de la habilidad del propio programador. Es muy costoso realizar un anélisis
de este tipo, ademés, a menudo los resultados son inconclusos puesto que el resultado

puede depender del problema elegido para los test.

2. Analisis del caso promedio: El objetivo se basa en estimar el nimero medio de pasos
que necesitard el algoritmo para devolver una solucion. Se suele escoger una distri-
bucién de probabilidad sobre los posibles problemas y, mediante el uso de técnicas

estadisticas, se derivan los tiempos de ejecuciéon asintéticos del algoritmo.

Desventajas de este enfoque: El andlisis se ve condicionado por la distribucion de
probabilidad seleccionada. Habitualmente es complicado determinar la distribucién
que mejor se adapta a los problemas que surgen en la practica. Ademas, se trata de

un anélisis muy complicado de llevar a cabo para algoritmos complejos.

3. Analisis del peor caso: Este enfoque proporciona cotas superiores para el namero de
operaciones que va a necesitar un algoritmo al resolver cualquier problema dentro de

la clase en estudio.

Ventajas de este enfoque: El anélisis es independiente del entorno computacional,
es mas sencillo de realizar y proporciona un tiempo de ejecucién maximo para el

algoritmo. Ademas, es capaz de comparar de forma inequivoca dos algoritmos dados.

Desventajas de este enfoque: Puede llegar a clasificar como malo un algoritmo que
solo funciona mal en ejemplos patologicos, a pesar de que estos aparecen raramente
en la préactica. Esto es lo que ocurria con el método simplex, que tiene un tiempo

exponencial segin el peor caso, pero en los casos préacticos es polinomial.

3.2.2. Notacion O

Se dice que un algoritmo tiene una velocidad O(f(n)) si existen dos constantes k y ng
tales que, para un problema de tamano n > ng, el niimero de operaciones efectuadas por
el algoritmo para resolverlo es menor o igual que kf(n). Un algoritmo se dice polinomial
si tiene una velocidad O(f(n)) donde f es un polinomio.

Por ejemplo, si tenemos un algoritmo cuyo tiempo de ejecucion es 1000n%40,01n3, tomando
n > 10%, n3 es mayor que 1000n? + 0,01n3, con lo que la complejidad del algoritmo sera

O(n?), y, por tanto, el algoritmo es polinomial.
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En la practica nos interesara trabajar con algoritmos, a lo sumo, de tiempo polinomial
puesto que los algoritmos no polinomiales pueden llegar a ser muy poco ttiles en el estudio

de problemas grandes.

3.3. Algoritmos de btisqueda

Los algoritmos de btsqueda estan disenados para encontrar entre todos los nodos de
una red aquellos que cumplan una cierta propiedad impuesta. Este tipo de algoritmos son
utilizados habitualmente en el diseno de algoritmos més complejos, como pueden ser los
algoritmos de resolucion para el problema de flujo maximo.

Entre las aplicaciones méas comunes de un algoritmo de busqueda se incluyen el encon-
trar todos los nodos de la red a los que se puede llegar a través de un camino dirigido desde
un nodo prefijado, identificar todos los nodos que contienen un camino dirigido hasta un
nodo t prefijado,. . .

Supongamos que queremos identificar todos los nodos que se pueden alcanzar partiendo
de un nodo fuente, s, en una red dirigida R = (G, (l,u,c)). Para ello, se definen dos
conjuntos, el conjunto de nodos marcados y el de nodos no marcados. El conjunto de
nodos marcados estard formado por aquellos nodos que son alcanzados desde la fuente, y,
por tanto, serd nuestra solucién al problema. Por otra parte, se dird que un arco (i,7) es
admisible siempre y cuando el nodo ¢ pertenezca al conjunto de los nodos marcados y el
nodo j no; en otro caso, se dird que el arco es inadmisible. Ademés, cuando el arco (i, j)
es admisible, el nodo j se puede introducir en el conjunto de los nodos marcados, pues
tenemos un camino dirigido de s a j formado por el camino de s a i (que existe por ser i
un nodo marcado) méas el arco (4,7). En este caso se dice que j tiene como predecesor al
nodo %, pred(j)=i.

Para analizar los arcos admisibles de la red, el algoritmo parte de un nodo marcado
1 y examina todos los arcos que salen de ¢ para ver si son admisibles o no. Para ello,
hace uso de la lista de adyacencia del nodo, A(i). Dados dos nodos j, k, con j < k, y
(i,7), (i, k) € A(i), se impone que el algoritmo analice primero el arco (i,j) v después el
arco (i, k). Una vez que se hayan analizado todos los arcos, decimos que i ya no posee arcos
admisibles y, entonces, el algoritmo salta a otro de los nodos marcados para analizar, de
la misma forma, su lista de adyacencia.

Una vez que el algoritmo ha finalizado, es decir, una vez que ya no queden nodos
marcados sin analizar sus listas de adyacencia, haciendo uso de los predecesores se puede
crear un arbol conocido como el drbol de bisqueda. Tomando como ejemplo la red dada en

la Figura 3.1(a), podemos obtener los arboles de bisqueda 3.1(b) y 3.1(c). Como vemos,
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existen multiples arboles de bisqueda para una misma red dependiendo del orden en el
cual vayamos seleccionando los nodos para analizar. Pese a ello, notar que el conjunto de

nodos marcados siempre sera el mismo.

> <

) Red original. (b) Primer arbol de biisqueda.

®

®

(¢) Segundo arbol de busqueda.

Figura 3.1: Ejemplos de 4rboles de biisqueda para una red

Se puede ver facilmente que el algoritmo de busqueda proporciona una solucién en un
tiempo maximo de O(m), donde m = |A| para la red R = (G, (I, u, ¢)). Esto es asi pues el

algoritmo analiza cada arco, a lo sumo, una tnica vez.

3.4. Problema del camino mas corto

No podemos continuar con el desarrollo del trabajo sin mencionar el problema del
camino mas corto. Este problema resulta de gran interés a la hora de estudiar problemas
de optimizacién en redes pues, al igual que ocurria con los algoritmos de biisqueda, aparece
frecuentemente como subproblema de otros més complejos.

El problema del camino mds corto en una red dirigida R = (G, (I, u, ¢)) con vector de
costes ¢ € R" consiste en encontrar el camino entre los nodos 1 y n de la red cuyo coste
sea minimo. El coste de un camino no es més que la suma de los costes de los arcos que lo
forman.

Se puede ver facilmente que el problema del camino més corto no deja de ser un caso
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particular del PFCM. Para ello, estableceremos cotas inferiores y superiores en los arcos
de 0 y 1, respectivamente. Ademés, se tienen dos flujos externos fijos, e; = 1y e, = —1,
los cuales se pueden eliminar, como ya hemos visto en el Capitulo 1, introduciendo un arco

de vuelta con coste 0. Ilustramos un ejemplo en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Problema del camino mas corto expresado como PFCM.

Es importante observar que el problema del camino mas corto es un problema ente-
ro, puesto que no podemos “dividirnos” cuando nos trasladamos de un nodo a otro. Sin

embargo, esta restriccion podremos obviarla al tratarse de un PFCM.

Observacion 3.1. El problema del camino més corto solo es posible representarlo como
un PFCM cuando no existen ciclos de longitud negativa. Esto se debe a que, a pesar de
que la solucién resultante puede no ser un camino, si se estaria verificando la condicién de
conservacion de flujo. Para la red representada en la Figura 3.3 se obtendrian unos flujos,
resultados de resolver el PFCM, fi2 =0, fi3 =1, fos = 1, f31 = 1, fao = 1, con un coste
asociado de —2. Sin embargo, observamos que el camino méas corto entre los nodos 1 y 3

vendria dado por el arco (1,3) y tendria un coste 2.

Figura 3.3: PFCM con costes negativos.
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3.5. Redes residuales

El concepto de red residual se basa en una idea bastante intuitiva. Supongamos que
tenemos una red dirigida R = (G, (I,u, ¢)) en la cual el arco (4, j), con capacidad u;;, lleva

fi; unidades de flujo. Esta claro que todavia se pueden enviar u;; — f;; unidades de flujo

;; unidades
de flujo del nodo j al nodo i por el arco (7,7), lo que cancelaria el flujo existente en el

adicional desde el nodo ¢ al nodo j por dicho arco. Asimismo, podemos enviar

arco. Mandar una unidad de flujo del nodo i al nodo j a través del arco (i,j) aumenta en
¢i; unidades el coste del problema, mientras que si, utilizando el mismo arco, se envia una
unidad de flujo de j a 4, el coste disminuye en ¢;; unidades puesto que estamos cancelando
el envio de esa unidad de flujo.

Basandonos en lo anterior, se define la red residual respecto a un flujo f°, R(f°), como
sigue. Cada arco (i,7) en la red original se sustituye por dos arcos, (i,7) y (j,7). El arco
(4,7) tendré un coste c;; y una capacidad residual r;; = w;; — ff3, v el arco (j,7) tendra

asociados un coste —c;; y una capacidad residual rj; = f7 (ver Figura 3.4).

(uij — fiojacij)

(wij, cij)
——0 — @ O

(f5: —ciz)

Figura 3.4: Construyendo la red residual R(f?).

Notese que si la red original R posee también el arco (j,1), en la red residual pueden
aparecer dos arcos paralelos del nodo ¢ al nodo j con costes y capacidades residuales
diferentes, y/o dos arcos paralelos del nodo j al nodo i en las mismas condiciones. En estas
circunstancias la referencia al arco (i,7), o al arco (j,4), serd ambigua y no definird un
inico coste ni una unica capacidad residual. Particularmente, para el problema del flujo
méximo esto no supone ningin problema puesto que todos los arcos paralelos en la red
residual tendran coste cero, por lo que podremos fusionarlos en un solo arco cuya capacidad
residual sera igual a la suma de las capacidades residuales de los otros dos arcos.

Veremos que cada flujo f en la red original R se corresponde con un flujo f’ en la red

residual asociada al flujo f°. Tomamos un flujo f/ > 0 que debe verificar

fis = fji = fis = 13 (3.1)

fz/jf]/z = 0. (32)
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En el caso de que f;; > f7, se toman fj; = fij — f{; v fj; = 0. Notese que si f;; < gy,

satisface las condiciones de capacidad residuales, pues fi’j < wij — [ = i

/
]
Si, por el contrario, f;; <

entonces
(0]
K
que 0 < f;i < ZOJ = 71j;, con lo que también se estarian satisfaciendo las condiciones de

tomamos fi; = 0y fj; = f{ — fij, con lo que se tiene

capacidades residuales.

3.6. Etiquetas de distancia

Sea R = (G,(l,u,c)) una red con flujo con dos nodos distinguidos, la fuente, s, y
el sumidero, t. Se puede definir una aplicacién, denominada la funcidn distancia, sobre
el conjunto de nodos de forma que tome valores sobre los enteros no negativos, es decir,
d: N — Z7 U {0}. Decimos que la funcién es vdlida con respecto a un flujo f si verifica

las siguientes condiciones:

d(t) = 0;
d(1) <d(j)+1 para todo (i,7) en la red residual R(f).

Estas condiciones son conocidas como las condiciones de validacion y d(i) se dice que

es la etiqueta de distancia del nodo i.

Proposicion 3.2. Silas etiquetas de distancia son vdlidas, la etiqueta d(i) es una cota in-
ferior para la longitud del camino mds corto, suponiendo que todos los costes son unitarios,

entre el nodo v y el nodo t en la red residual.

Demostracion. Consideramos un camino cualquiera de longitud k entre el nodo ¢ y el nodo
t, 11 —i9 — i3 — ... — i — ix+1, donde i1 = ¢ y ix+1 = t. Como las etiquetas de distancia

son véalidas se verifican las condiciones de validacién, con lo que
d(iy) < d(ige1) +1=d(t) +1=1

d(ig—1) < d(i) +1 <2

d(ig—2) < d(ix-1)+1<3

IN

IN

d(lg) d(lg) +1<k-1
7

d(i) = d(i1) < d(iz) +1 < k.

Puesto que el camino escogido es arbitrario, d(7) es una cota inferior para las longitudes
de todos los caminos entre el nodo ¢ y el nodo ¢, en particular, es una cota inferior para el

camino de longitud minima entre dichos nodos. O
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Proposicion 3.3. Sid(s) > n = |N|, y las etiquetas son vdlidas, la red residual no contiene

ningun camino dirigido entre la fuente y el sumidero.

Demostracion. Todo camino dirigido entre la fuente y el sumidero, a lo sumo, recorre todos
los nodos antes de alcanzar el sumidero, con lo que no puede contener méas de (n—1) arcos.
Por la proposicién anterior, d(s) es una cota inferior de todos los caminos dirigidos entre s
y t, luego debe ser menor o igual que n — 1. Entonces, si d(s) > n, es imposible que exista

un camino dirigido con estas caracteristicas. O

Diremos que un arco (i,7) en la red residual es admisible dadas unas etiquetas de
distancia validas, si satisface d(i) = d(j) + 1. Ademaés, a aquellos caminos de la fuente al

sumidero formados por este tipo de arcos, los denominaremos caminos admisibles.






Capitulo 4

Algoritmo de trayectorias

aumentadas

Dedicaremos este capitulo a desarrollar uno de los algoritmos més simples e intuitivos
para resolver el problema del flujo méximo, el algoritmo de trayectorias aumentadas. Para
ello, seguimos tomando como referencia el Capitulo 6 del libro Ahuja et al. (1993).

Consideramos una red R con un flujo f y su red residual asociada R(f), por ejemplo,
las representadas en la Figura 4.1. Dada un red residual R(f), todo camino dirigido entre
la fuente y el sumidero diremos que es una trayectoria aumentada. Dicha trayectoria ten-
dra una capacidad residual asociada, resultado de obtener el minimo de las capacidades

residuales entre todos los arcos que la componen.

(a) Red con flujo. (b) Red residual asociada.

Figura 4.1: Ejemplo de una red con flujo y su red residual asociada.

Para la red residual representada en la Figura 4.1(b), podemos seleccionar dos tra-
yectorias aumentadas distintas desde el nodo 1 hasta el nodo 4, el camino 1 —2—-3 —4
vy el camino 1 — 3 — 4. En el caso de la primera trayectoria la capacidad residual seria

01 = min{2,1,2} =1, y para la segunda, se tendria d = min{6,2} = 2.

33
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Hay que tener en cuenta que, como las capacidades residuales de los arcos de la red
residual son siempre positivas, la capacidad residual de una trayectoria aumentada tam-
bién seréd positiva. Es por ello que si existe una camino dirigido de la fuente al sumidero,
podremos incrementar la cantidad de flujo que se puede enviar entre la fuente y el sumidero

en 0 unidades.

El trabajo del algoritmo de trayectorias aumentadas consiste en ir identificando los
caminos dirigidos de s a t existentes en la red, con sus respectivas capacidades residuales,

hasta que no existan mas trayectorias de este tipo.

Algoritmo 1: Algoritmo de trayectorias aumentadas.

inicio

f=0;

mientras R(f) contenga un camino dirigido de s a t hacer
identificar una trayectoria aumentada P de s a t;

§ := min{r;; : (i,j) € P};
aumentar ¢ unidades de flujo a lo largo de P y actualizar R(f).
fin

fin

El algoritmo de trayectorias aumentadas descrito de esta forma no queda totalmente
determinado, por lo que su eficiencia dependera, por ejemplo, de la forma en la que se

identifiquen y se elijan las diferentes trayectorias aumentadas, como veremos més adelante.

4.1. Ejemplo de resolucion

Procedemos a ilustrar, paso a paso, como se obtiene el flujo méaximo del nodo 1 al nodo

7 para la siguiente red con flujos empleando el algoritmo de trayectorias aumentadas.
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Figura 4.2: Tlustracién del algoritmo para el PFM.

PASO 1: Inicializamos el vector de flujo f = 0, con flujo asociado F' = 0.

PASO 2 (Iteracion 1): Con el vector de flujos f = 0, R = R(f), con lo que wj; = 74j.
Seleccionamos un camino dirigido de s a ¢, por ejemplo, el camino P; ={(1,2),(2,3),(3,7)}.
Dicha trayectoria tiene una capacidad residual de 6 = min{6,5,4} = 4 unidades. Enviamos,

por tanto, § unidades de flujo a lo largo de P, con lo cual F' = 4, y actualizamos R(f):

Figura 4.3: Iteraciéon 1.

PASO 3 (Tteracion 2): Puesto que todavia existen caminos dirigidos entre la fuente y el
sumidero, el algoritmo continda. Escogemos otra de las trayectorias aumentadas, en este
caso, P, = {(1,2),(2,5),(5,6),(6,7)} y 6 = min{2,3,7,8} = 2. Actualizamos el valor del
flujo F' =4+ 2 = 6 y la red residual resultante tras enviar § unidades de flujo a lo largo
de Ps:
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Figura 4.4: Iteraciéon 2.

PASO 4 (Iteracién 3): Observando la nueva red residual vemos que todavia existen
trayectorias aumentadas, luego el algoritmo actia de forma andloga a la iteracién an-
terior. Identificamos un camino dirigido desde el nodo 1 al nodo 7, por ejemplo P3 =
{(1,4),(4,6),(6,7)}, cuyo valor residual es 6 = min{5,1,6} = 1. Actualizamos nuestra red

residual para los nuevos flujos y aumentamos el valor de F =6+1=T:

Figura 4.5: Iteraciéon 3.

PASO 5 (Iteracion 4): Observamos que Py = {(1,5),(5,6),(6,7)} es una trayectoria
aumentada con capacidad residual § = min{5,5,5} = 5. Tenemos, por tanto, una actuali-

zacion en el flujo F' =7+ 5 = 12 y una nueva red residual:
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Figura 4.6: Iteracion 4

PASO 6 (Tteracion 5): No existe ningin camino dirigido entre el nodo 1 y el nodo 7
en la red residual, por lo que el algoritmo finaliza y el valor del flujo maximo de la red
es ' = 12. Dicho valor tiene asociadas las variables de flujo fio = 6, fis = 5, fia = 1,

foz =4, fos =2, far =4, fas =1, fs6 =7, fer = 8y, en cualquier otro caso, f;; = 0.

4.2. Relaciones entre la red original y la red residual

En el ejemplo anterior hemos visto que el algoritmo nos devuelve el valor del flujo
méaximo para la red. Sin embargo, para dar una soluciéon completa, debemos proporcionar
también las variables de flujo correspondientes a cada arco. Hay que tener en cuenta que
cuando definimos el algoritmo de trayectorias aumentadas estamos siempre trabajando
sobre la red residual, con lo que obtenemos los resultados en funcién de las capacidades
residuales de caminos entre la fuente y el sumidero, de donde obtenemos posteriormente
las variables de flujo. Sin embargo esta eleccién no es obligatoria, podriamos utilizar la red
original y obtener directamente los flujos asociados a las aristas. Para ver coémo podemos
pasar de una alternativa a otra, debemos entender las relaciones que existen entre los flujos
asociados a las aristas en la red original y las capacidades residuales de los caminos en la
red residual.

Una trayectoria aumentada en la red original es un camino entre la fuente y el sumidero
donde la arista (7, j) se puede recorrer en el sentido natural si, para el flujo f actual, se
tiene f;; < u;;, y en sentido inverso si f;; > 0. Si la red original R contiene una trayectoria
aumentada con respecto a un flujo f, existe un camino dirigido de la fuente al sumidero
en R(f). De igual modo, si existe un camino dirigido en la red residual, entonces existe
una trayectoria aumentada en la red original.

Supongamos que hemos actualizado las capacidades residuales. ;Como afecta dicho
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aumento a lag variables de flujo? Sabemos que las capacidades residuales estan definidas
como ri; = uij — fij + fji, luego si aumentamos § unidades en el arco (4, j), podrian ocurrir

cualquiera de los siguientes casos:

1. Un aumento de ¢ unidades en f;; en la red original.

2. Una disminucién de ¢ unidades en fj; en la red original.

3. Una combinacién lineal de ambas.

(c) Red residual actualizada después de mandar (d) Vuelta a la red original.
una unidad de flujo por el camino 1 —3 — 5 —
2—-4-6.

Figura 4.7: Ilustracién de cémo cambian las variables de flujo.

Para la red proporcionada en la Figura 4.7 si comparamos la red inicial (4.7(a)) con
la solucién obtenida tras enviar una unidad de flujo por el camino 1 —3—-5—-2—-—4—-6
(4.7(d)), entonces observamos que los arcos (1,3),(3,5),(2,4) y (4,6) aumentaron en una
unidad su flujo, mientras que el arco (2,5) disminuy6 esta misma unidad.

Nos queda por ver cémo se transforman las capacidades residuales 7;; nuevamente en
flujos f;j. Tenemos que 7;; = wi;j — fij + fji, 0, lo que es lo mismo, fi; — fji = wij — rij.
Obviamente, existen diferentes combinaciones de f;; y fj; que proporcionan un mismo

resultado. Por ello, si tenemos w;; > r;; tomaremos f;; = u;; —7i; ¥ f = 0. En otro caso,

fig =0y fji = rij — wij.
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Vamos a detallar este célculo para obtener el flujo de los arcos después de enviar una
unidad de flujo por el camino 1 —3—5—2—4—6, es decir, vamos a ver como transformamos
la red 4.7(c) en la red 4.7(d). Primeramente, sacamos las capacidades de los arcos de la

red original y las capacidades residuales de 4.7(c) no nulas:

ug =3 rT12=2 | ups =5 ros=4 | uw=3 146=2 | r56 =1

U13:3 7”13:2 7“31:1 ?”53:1
ugy = 1 ugs = 1 Usg =2 156 = 1
7“21:1 7’42:1 7”64:1

Tenemos que w12 > r12, U13 > 113, U24 => 114 = 0, U5 > 795, U35 > 135 = 0, Use > 746 Y

us6 > 56, luego, en estos casos, se tiene que f;; = u;; —r; y fji = 0, es decir,

Jiz=3-2=1;, fi3=3-2=1; fu=1-0=1; fos=5—-4=1;
fis=1-0=1; fis=3-2=1; fss=2—-1=1;

En otro caso, u;; < 145, tendremos que fi; =0y fj; = 15 — wyj:

fia=1-0=1; fu=1-0=1; fes=1-0=1,
fizs=1-0=1; fis=1-0=1;

Observamos que hay variables de flujo que se repiten en los dos casos, pero su valor

siempre va a coincidir.

4.3. Efectos del aumento en la descomposiciéon de flujo

Dedicaremos esta seccién a mejorar la interpretacién que se tiene del algoritmo de
trayectorias aumentadas. Para ello, ilustraremos el efecto que supone un aumento en la

descomposicién de flujo sobre la siguiente red con flujos:

Estos flujos iniciales pueden descomponerse como se representa en la Figura 4.8(a).
Ahora bien, si consideramos el camino 1—3—2—4 sobre la red residual asociada y enviamos

una unidad de flujo a través del mismo, obtenemos la descomposicion de flujo dada en la
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Figura 4.8: Descomposiciones de flujo individuales.

Figura 4.8(b). Vemos que, a pesar de estar enviando flujo por el camino 1 —3—2—4, dicho

camino no aparece en la nueva descomposicion de flujo.

La argumentacion de por qué pasa esto es bastante sencilla de ilustrar. Primeramente,
el camino 1 — 2 — 3 — 4 podemos descomponerlo en tres segmentos: el primero seria el
camino hasta el nodo 2, el segundo seria el arco (2,3) recorrido en sentido natural, y el
camino hasta el nodo 4. De igual forma, el camino 1 — 3 — 2 — 4 se descompone como el
camino hasta el nodo 3, el arco (2,3) recorrido en sentido inverso, y el camino hasta el
nodo 4 (ver Figura 4.9(a)).

El aumento por el camino 1—3—2—4 podemos verlo como la unién del primer segmento
del camino 1 —2 —3 —4 con el altimo segmento del aumento, la unién del ultimo segmento
del camino 1 — 2 — 3 — 4 con el primer segmento del aumento, y la cancelacién de flujo en
los arcos (2,3) v (3,2), pues la unién de ambos se anula. Estas uniones dan lugar a una
descomposicion neta del flujo en la cual no aparece el arco (2,3) (ver Figura 4.9(b)).

FEn general, cada aumento no es mas que “pegar” segmentos de las descomposiciones de

flujo para obtener una nueva descomposicién de flujo unificada.

Q3 ',"'P;s
@

(a) Representacion de los dos au- (b) Efecto neto de los aumentos.

mentos.

Figura 4.9: Descomposicion de flujo unificada.
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4.4. Algoritmo de etiquetado

En la seccién anterior no hemos mencionado ningin procedimiento concreto para iden-
tificar las trayectorias aumentadas ni se ha comprobado que, cuando el algoritmo termina
en un numero finito de operaciones, la solucién obtenida es efectivamente un flujo maximo.
Por ello, esta seccién estd pensada para abordar dichas cuestiones sobre el algoritmo de
etiquetado, que no es mas que una implementacion especifica del algoritmo genérico de

trayectorias aumentadas que acabamos de ver.

El algoritmo de etiquetado se apoya en las técnicas de busqueda vistas en la Seccion

3.3 para identificar, en la red residual, las diferentes trayectorias aumentadas.

La idea general del algoritmo consiste en, partiendo del nodo fuente, s, desplazarse a
través de caminos dirigidos para identificar aquellos nodos que pueden ser alcanzados desde
la fuente. Es por ello que define dos grupos: el conjunto de nodos etiquetados y el conjunto
de nodos no etiquetados. Los nodos etiquetados son aquellos que se han alcanzado a través
de la biisqueda realizada por el algoritmo, es decir, aquellos para los que existe un camino
dirigido desde la fuente en la red residual. Por contra, el conjunto de nodos no etiquetados
estd formado por aquellos nodos a los que el algoritmo no ha llegado todavia. El proceso
realizado por el algoritmo es muy simple: de manera iterativa, el algoritmo selecciona un
nodo etiquetado y analiza su lista de adyacencia en la red residual con el fin de alcanzar,
y por tanto etiquetar, nuevos nodos. Cuando el algoritmo llega a etiquetar el sumidero, se
envia la mayor cantidad de flujo posible a lo largo del camino empleado para llegar al nodo
t, el cual se reconstruye gracias al uso de los predecesores, y se actualizan las capacidades
residuales. Seguidamente, desetiqueta todos los nodos y vuelve a empezar el proceso para
la nueva red residual. El algoritmo termina cuando ya se han analizado todos los nodos

etiquetados y el sumidero se mantiene sin etiquetar.

Tlustracién del algoritmo

Antes de continuar vamos a ver como el algoritmo de etiquetado resolveria, paso a paso,

el problema del flujo maximo para un ejemplo particular.

Consideramos la red residual R(f) de la Figura 4.10 asociada al flujo f = 0.
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Algoritmo 2: Algoritmo de etiquetado.

fin

inicio
Etiquetar el nodo t;

mientras t esté etiquetado hacer

fin

inicio

fin

|
fin

fin

Desetiquetar todos los nodos;

Establecer pred(j)=0 para todo j € N;

Etiquetar s y fijar LISTA:={s};

mientras LISTA# () y t no esté etiquetado hacer

si t estd etiquetado entonces

inicio
Seleccionar y retirar el nodo ¢ de LISTA con indice mas pequeno;
para cada arco (i,7) en R(f) con i como nodo de inicio hacer
si el nodo j no estd etiquetado entonces

pred(j)=i;

Etiquetar el nodo j;

Anadir j a LISTA;
fin

fin
fin

Ejecutar aumento (ver Algoritmo 3)

Algoritmo 3: Aumento.

fin

inicio

Haciendo uso de los predecesores reconstruir, desde el sumidero a la fuente, la
trayectoria aumentada P;

§ = min{r;; : (,7) € P};

Aumentar § unidades de flujo a lo largo de P y actualizar las capacidades

residuales;
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Figura 4.10: Ilustraciéon algoritmo de etiquetado.

PRIMERA ITERACION:
= Etiquetamos el nodo ¢;

= Desetiquetamos todos los nodos;
pred(j)=0 Vj € N;
Nodos etiquetados={s};
LISTA={s};

» Eliminamos un nodo de LISTA, en este caso s por ser el tnico. LISTA=();
Los arcos (s,2),(s,3) € A(s) y los nodos 2 y 3 no estan etiquetados;
Nodos etiquetados={s, 2, 3};
pred(2)=pred(3)=s;

LISTA={2, 3};

» Eliminamos el nodo 2 de LISTA por ser el de indice menor. LISTA={3};
El arco (2,t) € A(2) y t no esta etiquetado;
Nodos etiquetados={s, 2, 3, t};
pred(t)=2;
LISTA={3, t}
= Como t estd etiquetado, ejecutamos aumento:
Tenemos pred(t)=2 y pred(2)=s;
P ={(s,2),(2,t)}, cuya capacidad residual es § = min{2,3} = 2;
Aumentamos 2 unidades de flujo a lo largo de P, con lo que F =4 = 2.

Actualizamos la red residual.
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SEGUNDA ITERACION:

Nodos etiquetados=0;
pred(j)=0 Vj € N;
Nodos etiquetados—{s};
LISTA={s};

Eliminamos s de LISTA. LISTA=(;

El arco (s,3) € A(s) y el nodo 3 no esta etiquetado;
Nodos etiquetados={s, 3};

pred(3)=s;

LISTA={3};

Eliminamos el nodo 3 de LISTA. LISTA=();
Los arcos (3,t),(3,4) € A(3) y los nodos 4 y t no estén etiquetados;
Nodos etiquetados—{s, 3, 4, t};
pred(4)=pred(t)=3;
LISTA={4, t};
Como t esta etiquetado, ejecutamos aumento:
Tenemos pred(t)=3 y pred(3)=s;
P ={(s,3),(3,t)}, cuya capacidad residual el 6 = min{4,1} =1,

Aumentamos 1 unidad de flujo a lo largo de P, con lo que F =241 =3;

Actualizamos la red residual.
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TERCERA ITERACION:

» Nodos etiquetados=0;
pred(j)=0 Vj € N;
Nodos etiquetados={s};
LISTA={s};

» Eliminamos s de LISTA. LISTA=();
El arco (s,3) € A(s) y el nodo 3 no esté etiquetado;
Nodos etiquetados={s, 3};
pred(3)=s;
LISTA={3};

» Eliminamos el nodo 3 de LISTA. LISTA=0;
El arco (3,4) € A(3) y el nodo 4 no esta etiquetado;
Nodos etiquetados={s, 3, 4};
pred(4)=3;
LISTA={4};

» Eliminamos el nodo 4 de LISTA. LISTA—0;
El arco (4,t) € A(4) y el nodo ¢ no esta etiquetado;
Nodos etiquetados={s, 3, 4, t};
pred(t)=4;
LISTA={t};
= Como t estd etiquetado, ejecutamos aumento:
Tenemos pred(t)=4, pred(3)=3 y pred(3)=s;
P ={(s,3),(3,4),(4,t)}, cuya capacidad residual el 6 = min{3,1,2} = 1;
Aumentamos 1 unidad de flujo a lo largo de P, con lo que FF =3+ 1 =4;

Actualizamos la red residual.
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CUARTA ITERACION:

= Nodos etiquetados=0;
pred(j)=0 Vj € N;
Nodos etiquetados={s};
LISTA—{s};

» Eliminamos s de LISTA. LISTA=0);
El arco (s,3) € A(s) y el nodo 3 no esté etiquetado;
Nodos etiquetados={s, 3};
pred(3)=s;
LISTA={3};

» Eliminamos el nodo 3 de LISTA. LISTA=0;

No existen arcos que salgan del nodo 3, por tanto no hay actualizaciones;

» Como LISTA=0 y t no esté etiquetado, el algoritmo termina.

El flujo maximo de la red es F' = 4.

Utilizando lo visto en la Seccién 4.2, obtenemos que las variables de flujo asociadas a
dicho valor de flujo méximo son fso =2, fe3 =2, for =2, fs =1, faa=1y far =1, es

decir, obtendriamos la siguiente red con flujo.
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4.4.1. Exactitud del algoritmo y resultados relacionados

Como acabamos de ver, para cada iteracién del algoritmo caben dos posibilidades: o
bien se realiza un aumento o bien el algoritmo termina pues no llega a etiquetar el sumidero.
En el ultimo caso, el algoritmo nos devuelve el valor asociado a un flujo f afirmando que
es el valor del flujo maximo. Vedmoslo.

Supongamos que el algoritmo ha terminado. Denotemos por S el conjunto de nodos
etiquetados y S = N — S. Claramente s € S y t € S, luego (S, 5) define un corte s — t.
Ademss, r;; = 0 V(i,j) € (S,S5), pues el algoritmo no puede etiquetar ningin nodo de S
desde un ningtn nodo de S. Teniendo en cuenta que las capacidades residuales vienen dadas
por ri; = (uij — fij) + fji con fi; < wij vy fji >0, se deduce que u;; = fi; V(i,5) € (9,9) y
fii =0V(i,j) € (S,9). Para estos valores de flujo se tiene:

F= > fi— > fi= Y. u;=U(S09).
(4,)€(8,5) (4,5)€(S,5) (4,)€(8,5)
Es decir, el valor del flujo coincide con la capacidad del conjunto de corte (S,S). Pero,
como consecuencia del Lema 2.1, se deduce que f es un flujo maximo para la red y (S, 5)
es el conjunto de corte con capacidad minima.

Observemos que, tal y como comentamos en la Seccién 2.4, el algoritmo de etiquetado
nos proporciona la demostraciéon para el Teorema max-flow min-cut al construir un flujo
factible y un conjunto de corte tales que el valor del flujo coincide con la capacidad del
conjunto de corte.

Finalmente, enunciaremos y probaremos un par de resultados importantes ayudados

de las conclusiones obtenidas del algoritmo de etiquetado.

Teorema 4.1 (Teorema de trayectorias aumentadas). Dado un flujo f*, f* es un flujo

mdzimo si, y solo si, la red residual R(f*) no contiene ninguna trayectoria aumentada.

Demostracion. Supongamos que f* es un flujo méaximo. Si R(f*) contiene una trayectoria
aumentada, P, podemos enviar 6 = min{r;; : (¢,j) € P} > 0 unidades de flujo adicional a
lo largo de P, con lo que f* no seria un flujo maximo.

Por otra parte, si R(f*) no contiene trayectorias aumentadas, el conjunto de nodos etique-
tados y el conjunto de nodos no etiquetados generan un corte s —t cuya capacidad coincide

con el valor del flujo f*, lo cual implica que el flujo es un flujo maximo. O

Teorema 4.2 (Teorema de integralidad). Si todas las capacidades de los arcos son enteras,

entonces el problema de flujo mdzimo tiene un flujo mdzimo entero.

Demostracion. El resultado se deduce facilmente aplicando induccién al niimero de aumen-

tos: Teniendo que en cuenta que el algoritmo de etiquetado comienza con la red residual
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para el flujo f = 0, se tiene que 7;; = u;j, luego todas las capacidades residuales iniciales
son enteras. Si identificamos una trayectoria aumentada, las unidades de flujo que se envian
a través de ella es el minimo de las capacidades residuales de los arcos que la forman, las
cuales, por hipétesis de induccién, son enteras. Esto implica que las nuevas capacidades
residuales vayan a ser también enteras.
Continuando con este proceso tendriamos que las capacidades residuales, ademas de las
capacidades de los arcos, son siempre enteras. Entonces, al sustraer los valores para los
arcos de flujo estos serdn también siempre enteros. Es decir, hemos visto que se tiene un
flujo entero que ademaés es méaximo por ser resultado del algoritmo de etiquetado.

Por otra parte, como las capacidades residuales son enteras no nulas, cada aumento
contribuye, como minimo, con una unidad adicional al valor del flujo. Por el Lema 2.1, el
valor del flujo méximo no puede exceder la capacidad de ningin conjunto de corte luego

el algoritmo terminard en un nimero finito de iteraciones. O

4.4.2. Complejidad del algoritmo

Vamos a analizar la complejidad del algoritmo mediante el andlisis del peor caso: Por
el Lema 2.1, sabemos que el valor del flujo maximo para la red siempre estard acotado por
la capacidad de cualquier corte s —¢. En particular, si consideramos los conjuntos S = {s}

y S = N — {s} estamos definiendo un corte s — ¢, con lo que:

F < Z Ui
(i.5)€(s,N—{s})

Si todas las capacidades de los arcos son enteras y existe un ntmero finito U que sea
una, cota superior para todas ellas, entonces el valor del flujo maximo estara acotado por
nU (F < nU). Por otra parte hemos visto que el algoritmo de etiquetado, cada vez que
realiza un aumento, incrementa en una unidad, como minimo, el valor del flujo, por lo
que el algoritmo habra finalizado después de nU aumentos. ;Qué coste proporciona, por
lo tanto, cada aumento? Cada vez que se lleva a cabo un aumento se realiza una pequena
implementacién del algoritmo de busqueda para analizar las listas de adyacencia de los
nodos que van formando la trayectoria aumentada. Hemos visto en la Seccién 3.3 que
el algoritmo de busqueda posee un tiempo O(m). Tenemos entonces que el algoritmo de
etiquetado resolveré el problema de flujo maximo en un tiempo de, como méximo, O(nmU).

A pesar de que parece que el algoritmo es polinomial con respecto a las variables n, m
v U, debemos tener en cuenta que para almacenar el valor U el ordenador empleara cédigo
binario, por tanto, el espacio requerido serd b = log, U bits. Por tanto, como funciéon de la

entrada del problema, O(nmU) = O(nm2®) que claramente no es polinomial en n, m y b.
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4.4.3. Desventajas del algoritmo

Aunque se ha observado que el algoritmo de etiquetado es un algoritmo que se desarrolla
bastante bien, no deja de tener varios inconvenientes. En primer lugar supongamos que la
cota seleccionada para las capacidades de los arcos es extremadamente grande, entonces
es posible que el algoritmo llegue a realizar todas esas iteraciones, lo cual supone un coste

computacional muy grande. Veamos un ejemplo:

(a) Red residual para el flujo cero. (b) Red residual después de aumentar
una unidad a lo largo del camino 1 —3 —
2—4.

(¢c) Red residual después de aumentar
una unidad a lo largo del camino 1 —2 —
3—4.

Figura 4.11: Ejemplo patolégico del algoritino de etiquetado.

El algoritmo de etiquetado podria estar mandando una unidad de flujo en cada aumento
alternando las trayectorias vistas en la Figura 4.11, con lo que realizaria 107 iteraciones.
Obtenemos, por tanto, que el algoritmo necesité 107 iteraciones para conseguir el flujo
maximo, mientras que si hubiera seleccionado en la primera iteracién el camino 1 —2 — 4
o el camino 1 — 3 — 4, el algoritmo proporcionaria el mismo resultado en 2 iteraciones.

Un segundo inconveniente del algoritmo de etiquetado surge al considerar capacidades
irracionales en los arcos, pues el algoritmo podria no finalizar. En el caso de algunos

ejemplos patologicos para el problema de flujo maximo, el algoritmo de etiquetado no
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termina, sin embargo, se obtienen una sucesion de valores del flujo que resulta convergente.
Asi a todo, siempre converge a un valor estrictamente menor al valor del flujo maximo.
Notar, sin embargo, que el Teorema max-flow min-cut se verifica incluso si las capacidades
son irracionales.

Por dltimo, un tercer inconveniente del algoritmo de etiquetado viene dado por el hecho
de que cuando se finaliza una iteracion las etiquetas generadas son eliminadas, perdiéndose
as{ una gran cantidad de informacién que podria ser reciclada para las siguientes iteraciones.
Por tanto, lo ideal serfa mantener dichas etiquetas para ahorrarnos el coste computacional
que supone volver a empezar la biisqueda de los nodos etiquetados.

En el siguiente capitulo presentamos variantes del algoritmo de trayectorias aumenta-
das que tratan de subsanar las debilidades del algoritmo de etiquetado que acabamos de

comentar.



Capitulo 5

Mejoras del algoritmo

Este ultimo capitulo se centra en ver cémo aplicando pequenas variantes al algoritmo
de trayectorias aumentadas, utilizando recursos definidos a lo largo de esta memoria, se
consiguen subsanar las principales debilidades del algoritmo de etiquetado ademas de ir
mejorando con cada uno de ellos el tiempo de resolucién empleado. Para el desarrollo
de estos, hemos tomado como referencia la Seccion 7.3 y la Seccion 7.4 del libro Ahuja
et al. (1993). Como finalizacion, ilustraremos brevemente una familia de algoritmos con
una filosofia distinta a la construccién de trayectorias aumentadas y que no sufre algunas
de las debilidades de estos ultimos. Para esto tomaremos como referencia la Seccién 7.6

del libro antes mencionado.

5.1. Algoritmo de trayectorias aumentadas de maxima capa-
cidad

A continuacién presentamos informalmente el algoritmo de trayectorias aumentadas
de méxima capacidad, en cuya idea se apoya el algoritmo de escalado de capacidades que
veremos en la Seccién 5.2 y que puede verse como una implementacién eficiente de la
misma.

El algoritmo de trayectorias aumentadas de mdzima capacidad proporciona un método
para escoger de una forma més eficiente los caminos dirigidos entre la fuente y el sumidero,
mejorando asi los tiempos de ejecuciéon para el algoritmo de etiquetado.

Partiendo de una red residual, el algoritmo identifica todas las trayectorias aumentadas
entre la fuente y el sumidero y calcula sus respectivas capacidades residuales. Una vez
tiene todos los valores, realizara el envio de flujo sobre aquel camino que posea la mayor

capacidad residual. Observemos que utilizando este algoritmo resolveriamos el ejemplo

o1
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dado en la Figura 4.11 en 2 iteraciones pues se escogeria o el camino 1 —2 —4 o el camino
1 — 3 — 4 en primer lugar.

Si F es el valor del flujo méaximo, dado un flujo f* con valor F*, se pueden encontrar
como mucho m caminos dirigidos en R(f*) desde la fuente al sumidero de modo que la
suma de todas las capacidades residuales sea (F' — F*). Esto es asi puesto que cada vez
que enviamos flujo a lo largo de una trayectoria estamos saturando al menos una arista
de la red residual, con lo que después de realizar, como mucho, m trayectorias deberfamos
haber sido capaces de enviar el flujo méaximo entre la fuente y el sumidero'. Pero entonces,
como aun se pueden enviar (F' — F*) unidades de flujo a lo largo de la red, la trayectoria
(F-F7)

m

de méxima capacidad debe tener una capacidad residual de al menos unidades.

Supongamos ahora que tenemos 2m aumentos consecutivos de méxima capacidad en

(F—F")

la red R(f*). Si para todos los aumentos se envian al menos ~—_—* unidades de flujo,

habremos alcanzado el valor del flujo maximo al finalizarse dichos aumentos, y puede que
incluso antes. Por otro lado, si tuviésemos un aumento con menos de % unidades de
flujo, esto supondria que se ha reducido la capacidad residual de la trayectoria de maxima
capacidad por un factor de al menos 2. Sabemos que para reducir un valor U a una unidad
mediante el uso de un factor 2 necesitaremos log, U unidades. Como la capacidad residual
de cualquier trayectoria aumentada siempre estd entre 1 y 2U unidades (recordemos que
U es la cota para las capacidades de los arcos), después de O(mlog, U) iteraciones el flujo
obtenido debe ser méximo.

Hemos conseguido, por tanto, reducir el tiempo del algoritmo de etiquetado a un tiempo
O(mlogy U). Pese a esto, debemos tener en cuenta que el algoritmo de trayectorias au-
mentadas de maxima capacidad necesita un trabajo adicional en cada ejecucion, pues debe
identificar la trayectoria aumentada con mayor capacidad. A continuacién presentamos un
algoritmo que se apoya en esta idea para conseguir mejorar la eficiencia computacional del

algoritmo de etiquetado.

5.2. Algoritmo de escalado de capacidades

El algoritmo de escalado de capacidades es una mejora computacional del algoritmo
de trayectorias aumentadas de méaxima capacidad para eliminar el coste que supone el
identificar todas las trayectorias aumentadas en la red residual.

La idea del algoritmo se basa en que solamente se enviara flujo por aquellas trayectorias

!Para demostrar formalmente esta idea habria que tener algo de cuidado con el hecho de que una
trayectoria puede liberar capacidad en un arco saturado en alguna trayectoria anterior. La demostraciéon
formal que nos garantiza que con m trayectorias siempre seré suficiente se puede ver en el Teorema 3.5 del
libro Ahuja et al. (1993).
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aumentadas cuyas capacidades residuales sean lo “suficientemente grandes”, es decir, dado
un parametro A, solo trabajaremos con aquellas trayectorias que tengan una capacidad
residual igual o superior a A. Este parametro se podra actualizar, y por tanto disminuir,

cuando no exista ninguna trayectoria que verifique estas condiciones.

Partiendo de una red residual R(f) definimos la red A-residual, R(f,A), como la red
resultante tras seleccionar aquellos arcos de R(f) cuya capacidad residual es mayor o igual
que A. Noétese que en el caso A = 1 la red residual coincide con la red A-residual. Estas
nuevas redes seran las que sustituiran a la red residual habitual en el algoritmo de escalado

de capacidades.

® ©®
5
(a) Red residual para un flujo f. (b) Red A-residual para A = 3.

Figura 5.1: Ejemplo de una red A-residual.

El conjunto de iteraciones del algoritmo en las que A permanece constante forman lo
que se conoce como una fase de escala. Si ademés queremos especificar en qué valor de
A nos encontramos diremos que es una fase de A-escala. Observemos que en una fase
de A-escala el algoritmo estara trabajando sobre la red R(f,A), por lo que si existe una

trayectoria aumentada, su capacidad residual serd de al menos A unidades.

Ul'y, tras finalizar una fase de escala,

El algoritmo comienza inicializando A = 28z
actualiza este valor a % hasta llegar a A = 1, que sera la dltima iteracion del algoritmo. Se
realizaran, por lo tanto, 1 + |logy U] = O(logy U) fases de escala. Como la tltima fase de
escala se hace sobre la red R(f), el algoritmo de etiquetado nos asegura que el resultado

serd un flujo méximo.
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Algoritmo 4: Algoritmo de escalado de capacidades.

inicio
f=0;

mientras A > 1 hacer

mientras R(f,A) contenga una trayectoria aumentada hacer
Identificar la trayectoria aumentada P en R(f,A);

d = min{r; : (4,7) € P};

Aumentar ¢ unidades de flujo a lo largo de P y actualizar R(f,A);
fin
A =

ol

?

fin

fin

Implementacién del algoritmo

Dada la siguiente red, resolveremos el problema del flujo maximo mediante el algoritmo

de escalado de capacidades:

Tomando U = 41 tenemos una cota superior para todas las capacidades de las aristas.

PASO 1: Inicializamos f = 0. Ademas, A = 21082 U) — 25 — 32 Obtenemos R(f,A):
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41

PASO 2: Como A > 1, y existe un camino dirigido entre el nodo 1 y el nodo n:
Identificamos la trayectoria aumentada P = {(1,4), (4,6),(6,7)} cuya capacidad residual
es 0 = min{35, 32,40} = 32. Aumentamos ¢ unidades de flujo a lo largo de P, con lo que

F = 32, y actualizamos la red A-residual.

% 41
32
37
Q- 5. D
\‘ ~~~3 "¢:"'¢
ONNRN EI O Rt s

\@k‘tﬂ

PASO 3: Como no existen trayectorias aumentadas de la fuente al sumidero, actuali-

zamos A = % = 16. Obtenemos la red A-residual:

A Z 41
'2,9" 32
< 37
3
32

PASO 4: Como no existen trayectorias aumentadas de la fuente al sumidero, volvemos

a actualizar A = % = 8. Obtenemos la red A-residual:
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PASO 5: Tenemos A > 1 y un camino dirigido entre la fuente y el sumidero:
Identificamos P = {(1,2),(2,5),(5,7)} cuya capacidad residual es 6 = min{20,41,13} =
13. Aumentamos § unidades de flujo a lo largo de P, asi F' = 32+ 13 = 45, y actualizamos

la red A-residual:

PASO 6: Como no existen caminos dirigidos desde la fuente al sumidero, actualizamos

A= % = 4 v obtenemos la red A-residual:

PASO 6: Como todavia no existen caminos dirigidos desde la fuente al sumidero, ac-

tualizamos A = % = 2 y obtenemos la red A-residual R(f,2) = R(f,4).

PASO 7: Nuevamente, como no se ha anadido ningin arco en la iteracion anterior,

sigue sin existir una trayectoria aumentada, con lo que actualizamos A = % = 1. Esta
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actualizacion no nos proporciona ningin arco nuevo tampoco, luego R(f,1) = R(f,2).
PASO 8: Obviamente, sigue sin haber trayectorias aumentadas de la fuente al sumidero.
A _ 1

Actualizamos A = § = 5. Como A < 1, el algoritmo finaliza. Devuelve que el valor del

flujo méximo es F' = 45 asociado a fi4 = fi6 = far = 32y fi2 = fos = f57 = 13.

5.2.1. Complejidad del algoritmo

Para analizar la eficiencia del algoritmo, nos queda por determinar cuidntos aumentos
se realizaran por cada fase de escala. Veamos que, como mucho, se realizaran 2m aumentos:
Supongamos que obtenemos un flujo f’ al finalizar una fase de A-escala cuyo valor es F'.
Sea S el conjunto formado por todos los nodos que son alcanzables desde la fuente en
R(f',A)y S = N —S. Puesto que la fase ha acabado, no existen trayectorias aumentadas
desde la fuente al sumidero en dicha red, luego t € S y (S,S) define un corte s — t.
Por definicién de S sabemos que la capacidad residual de los arcos en (S,S) es menor
estrictamente que A, por lo que la capacidad del conjunto de corte no superaré el valor
mA. Si suponemos que F' es el valor del fluyjo maximo, por el Lema 2.1 tenemos que
F — F' < mA = U(S,S). Por otra parte, la siguiente fase de escala serd la fase de %—
escala, luego cada trayectoria aumentada en R(f’, %) tendra como minimo una capacidad
residual de % unidades, lo que supone que no se podran realizar més de 2m aumentos.
Como estamos escogiendo un A arbitrario, podemos concluir que para toda fase de A-escala
se realizaran como mucho 2m aumentos.

Hemos visto en el algoritmo de etiquetado que se requiere un tiempo de O(m) para
identificar una trayectoria aumentada, luego para cada actualizacion de la red A-residual

se requiere también un tiempo O(m). Podemos deducir, por lo tanto, el siguiente resultado:

Proposicion 5.1. FEl algoritmo de escalado de capacidades resuelve el problema de flujo

mdzimo después de O(mlogyU) aumentos en un tiempo O(m?logy U).

5.3. Algoritmo de trayectorias aumentadas mas cortas

El algoritmo de trayectorias aumentadas mds cortas se basa en enviar flujo a lo largo
de aquellas trayectorias aumentadas que tengan longitud minima, es decir, a lo largo de
aquellos caminos entre la fuente y el sumidero formados por la menor cantidad de arcos
posibles. Para identificar los caminos de longitud minima el algoritmo realiza un primer
anélisis de la red residual para asociar, posteriormente, una etiqueta de distancia valida a
cada nodo de la red. A raiz de estos valores se crearan caminos admisibles entre la fuente

y el sumidero a través de los cuales incrementaremos el envio de flujo. Recordemos que un
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camino se dice que es admisible cuando todos los arcos que lo componen son admisibles,
es decir, si se verifica d(i) = d(j) + 1 para todo arco (4,j) perteneciente al camino.

Con el fin de alcanzar el sumidero a través de un camino admisible, el algoritmo ira
creando un camino admisible parcial desde la fuente a un nodo ¢, denominado nodo actual,
1 # t, al que, iterativamente, le aplica operaciones o bien de avance o bien de retroceso. En
el caso de que exista un arco (4, j) admisible realiza una operacion de avance anadiendo el
arco (i,7) a nuestro camino parcial; en caso contrario, realiza un retroceso eliminando el
arco (k, i) que pertenece al camino y un reetiquetado que consistira en aumentar el valor de
la etiqueta de distancia asociada al nodo ¢. Este proceso se repetird hasta que alcancemos
el sumidero que es cuando haremos el aumento de flujo.

Puesto que, como sabemos, la distancia minima entre un nodo arbitrario de la red y
el sumidero es mondtona creciente tras realizar un aumento, explotando esta propiedad se

consigue reducir el tiempo promedio de cada aumento de O(m) a O(n).

Tlustracion del algoritmo

Antes de ilustrar como trabaja el algoritmo notemos que, por convencioén, si tenemos dos
arcos admisibles (i, 7) vy (i, k), siempre seleccionaremos aquel cuyo indice sea mas pequeno.
Procedemos, por tanto, a resolver el problema de flujo maximo para un ejemplo parti-
cular mediante el algoritmo de trayectorias aumentadas mas cortas descrito en el Algoritmo
5. Consideremos la siguiente red con flujo donde el nodo 1 sera la fuente y el nodo 8 el

sumidero:

PRIMERA ITERACION:
= f=0;

= Se obtienen las etiquetas de distancia validas d(i) para la red R(f); (ver Figura 5.2)
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] = s;
» Como d(s) < 8 y s tiene arcos admisibles en R(f), ejecutamos avance(s):
Escogemos el arco admisible (1,2) € A(q);
pred(2)=1;

1=2;

Figura 5.2: Red residual con etiquetas de distancia.

SEGUNDA ITERACION:
» Como d(s) < 8 puesto que no se ha actualizado, y el nodo 2 tiene un arco admisible,
ejecutamos avance(2):
El arco (2,5) € A(2) es el tnico arco admisible;
pred(5)=2;
i=5;
TERCERA ITERACION:

» Como d(s) < 8, y el nodo 5 tiene un arco admisible, ejecutamos avance(5):
El arco (5,8) € A(5) es el anico arco admisible;
pred(8)=>5;
i=8;
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= Puesto que ¢ =t = 8, se ejecuta aumento:

Identificamos la trayectoria aumentada P con el uso de los predecesores: P =

{(1,2),(2,5),(5,8)}
d=min{3,1,1} =1

Aumentamos ¢ unidades de flujo a lo largo de P, con lo que FF =6 = 1,y

actualizamos la red residual.

CUARTA ITERACION:

» Seguimos con d(s) < 8 y s tiene arcos admisibles, por tanto realizamos avance(s):
Escogemos el arco admisible (1,2) € A(q);
pred(2)=1;

i=2;

7

QUINTA ITERACION:

» d(s) < 8, sin embargo, el nodo 2 no posee ningun arco admisible, con lo que ejecuta-
mos retroceso(2):

d(2) = min{d(j) +1:(2,j) € A(2) y ro; > 0} = min{d(1) + 1} = 4;

Como i = 2 # s, hacemos i=pred(2)=1;
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SIGUIENTES ITERACIONES:

= Kl algoritmo encontrard, mediante pasos andlogos a los explicados anteriormente, el
camino admisible 1 — 3 — 6 — 8 cuya capacidad residual es 6 = min{1,2,4} =1, con
loque F=1+1=2.

SIGUIENTES ITERACIONES:

= Deigual modo, identifica el camino admisible 1—4—7—8 con capacidad residual § = 1.
Se aumentan tales unidades de flujo a lo largo del camino, con lo que FF =241 = 3,

y tenemos la siguiente red residual:
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SIGUIENTE ITERACION:

= Como acabamos de realizar un aumento, tenemos ¢ = s, pues queremos identificar
otro camino admisible. Sin embargo, el nodo s no tiene arcos admisibles en la red

residual, luego ejecuta retroceso(s):

d(s) =min{d(j)+1:(s,j) € A(s) y rs; > 0} = min{d(2) + 1} = 5;

SIGUIENTE ITERACION:

» Seguimos con d(s) < 8 y s tiene arcos admisibles, por tanto realizamos avance(s):
Escogemos el arco admisible (1,2) € A(¢);
pred(2)=1;
i—2;

SIGUIENTE ITERACION:

» d(s) < 8, sin embargo, el nodo 2 no posee ningun arco admisible, con lo que ejecuta-

mos retroceso(2):
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d(2) =min{d(j) +1:(2,j) € A(2) y ro; > 0} = min{d(1) + 1} = 6;

Como i = 2 # s, hacemos i=pred(2)=1;

SIGUIENTES ITERACIONES:

= Se repetiran estas dos ultimas iteraciones hasta que d(s) > 8 puesto que no existen
més caminos admisibles posibles en la red residual. Cuando d(s) > 8, el algoritmo

finalizard y devolvera el valor del flujo maximo, F' = 3, que estard asociado a las
variables de flujo fi2 = fos = fos = f13 = f36 = fos = fua = far = frs = 1.

5.3.1. Exactitud del algoritmo

En este apartado vamos a probar que, efectivamente, la solucién proporcionada por
el algoritmo de trayectorias aumentadas més cortas es una solucién al problema de flujo

maximo.

Lema 5.2. El algoritmo de trayectorias aumentadas mds cortas mantiene etiquetas de
distancia vdlidas en cada paso. Ademds, cada reetiquetado aumenta estrictamente el valor

de la etiqueta de distancia asociada al nodo.

Demostracion. Notese que cuando realizamos un avance no se modifican las capacidades
residuales de la red ni las etiquetas de distancia, por lo que esta operacién no afecta a
la validez de las etiquetas de distancia. Probaremos el resultado aplicando el método de
induccién al nimero de aumentos y reetiquetados realizados. Como el algoritmo constru-
ve inicialmente unas etiquetas de distancia vélidas, tenemos que demostrar que tras un

aumento, y tras un reetiquetado, las etiquetas siguen siendo validas.
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Algoritmo 5: Algoritmo de trayectorias aumentadas mas cortas.

inicio

=0

Obtener las etiquetas de distancia d(i);

1:=5;

mientras d(i) < n hacer

inicio

si i tiene un arco admisible entonces

Ejecutar avance(i) (ver Algoritmo 6);

si i =t entonces
Ejecutar aumento (ver Algoritmo 3);
1=Ss;

fin

en otro caso

| Ejecutar retroceso(i) (ver Algoritmo 7);

fin

fin

fin

fin

Algoritmo 6: Avance(i).

inicio
Sea (i,7) un arco admisible en A(i);
pred(j)=i;
i =J;

fin

Algoritmo 7: Retroceso(i).

inicio
d(i) = min{d(j) + 1 : (¢,j) € A(i) y 155 > 0};
si ¢ # j entonces
| i=pred(j);
fin
fin
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(a) Supongamos que acabamos de realizar un aumento. Como esta operacion no implica
ninguna modificacién en las etiquetas de distancia, para todos los arcos existentes
antes del aumento se siguen cumpliendo las condiciones de validacion. Sin embargo,
puede suceder que tras enviar flujo por un arco (i, j) se cree el arco inverso (j,7) con
capacidad residual positiva, dando lugar a una nueva desigualdad, d(j) < d(i) + 1,
que deben satisfacer las etiquetas de de distancia d(i) y d(j). Puesto que se realizo
un aumento por el arco (4, 7) el arco es admisible y las etiquetas de distancia verifican

que d(i) = d(j) + 1, luego se tiene probada la desigualdad para el nuevo arco.

(b) En el caso de un retroceso(i) siempre se realiza un reetiquetado del nodo i, luego
tenemos que comprobar que cada arco de llegada y cada arco de salida al nodo
siguen verificando las condiciones de validacion. Supongamos que d’'(i) es la nueva
etiqueta de distancia para el nodo i. Sabemos que el algoritmo realiza un reetiquetado
cuando no existe ningin arco admisible en A(7), es decir, cuando d(i) # d(j) + 1
para todo (4,j) € A(i) con rj; > 0. Por hipodtesis de induccién sabemos que las
etiquetas de distancia iniciales son vélidas, luego se verifica que d(i) < d(j) + 1,
y, por lo tanto, d(i) < d(j) + 1 para todo (4,5) € A(3), 75 > 0. Ahora bien, por
definicion d'(z) = min{d(j) + 1 : (¢,4) € A(3) con r;; > 0}, por tanto d(i) < d'(i) y
d'(i) < d(j) + 1 para todo (i,5) € A(i) con r;; > 0. Hemos probado que para todo
arco de salida del nodo 7 se siguen verificando las condiciones de validacién. Ademaés,
cada reetiquetado aumenta estrictamente el valor de la etiqueta de distancia. Nos
queda por ver si para un arco (k,i), rg; > 0, siguen siendo validas las etiquetas.
Puesto que las etiquetas de distancia iniciales eran validas, d(k) < d(i) + 1, luego,
como acabamos de demostrar que d(i) < d'(i), en particular se verifica también que

d(k) < d'(i) + 1y, por tanto, la nueva etiqueta también es vilida.

O

El algoritmo de trayectorias aumentadas més cortas finaliza cuando d(s) > n, lo cual
nos indica, por la Proposicién 3.3, que no existen trayectorias aumentadas en la red residual.

Por consiguiente, el flujo obtenido al finalizar el algoritmo es un flujo méximo.

5.3.2. Complejidad del algoritmo

Dada la lista de adyacencia de un nodo arbitrario i, diremos que el arco (i, j) es el arco
actual si es el proximo arco que va a ser analizado, es decir, si es el préximo arco para el

cual se va a comprar su admisibilidad.
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Supongamos que la figura anterior nos muestra la lista de adyacencia del nodo 1. En-
tonces, el algoritmo comienza seleccionando el arco (1,2) como el arco actual y comprueba
si se trata de un arco admisible. En este caso no es un arco admisible pues d(1) # d(2) + 1
por lo que, para poder continuar con el algoritmo, se actualiza la eleccién del arco actual
al siguiente arco en la lista de adyacencia, es decir, el arco (1,3), que si que resulta ser
admisible. Si se diera el caso de que el algoritmo analizase toda la lista de adyacencia y
no encontrara ningin arco admisible, entonces se realizarfa un reetiquetado del nodo 1 y
el algoritmo volveria a comprobar, uno a uno, cada arco de la lista de adyacencia.

Cada vez que el algoritmo necesita hacer un reetiquetado del nodo ¢ debe sustraer
las etiquetas de distancia para todos aquellos nodos j tales que (i,5) € A(i), luego el
tiempo empleado en un reetiquetado coincide con el tiempo empleado en identificar los

arcos admisibles. Podemos deducir, por tanto, el siguiente resultado:

Proposicion 5.3. Si el algoritmo reetiqueta un nodo como mucho k weces, entonces el

tiempo total que se necesita para encontrar arcos admisibles y reetiquetar los nodos es

O(k ZieN |A(4)]) = O(km).

Otro de los resultados en los que nos apoyaremos para deducir la complejidad del

algoritmo de trayectorias aumentadas més cortas es el que anunciamos a continuacion.

Lema 5.4. Si el algoritmo reetiqueta un nodo a lo sumo k veces, el algoritmo satura arcos

en la red residual (es decir, reduce su capacidad residual a cero) como mucho km veces.

Demostracion. La base de la demostracién se basa en ver que dadas dos saturaciones
consecutivas del arco (7, j), tanto d(i) como d(j) aumentan su valor al menos 2 unidades.
Si esto es cierto, como por hip6tesis el algoritmo aumenta cada etiqueta a lo sumo k veces,
entonces el algoritmo podria saturar el arco como mucho k veces.Asi, se realizarian como
mucho km saturaciones en la red residual.

Supongamos, por tanto, que tenemos un aumento que satura el arco (4, j). Como este arco
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es admisible, se satisface que
d(i) =d(j) + 1.

Para que el arco (7, ) pueda volver a ser saturado, es necesario que antes exista un envio
de flujo a lo largo del arco (j,4) pero entonces, por ser (j,7) un arco admisible, las nuevas

etiquetas de distancia deben verificar que
d(j)=d(i)+1.
Analogamente, si ahora se satura el arco (i, ) de nuevo, tenemos
d"(i) =d"(j) + 1.

Por el Lema 5.2 sabemos que un reetiquetado aumenta el valor de la etiqueta de distancia

del nodo, con lo que tenemos las siguientes desigualdades:
d"(i) =d"(j) +1>d'(j) +1=d'(i) + 2 > d(i) + 2,

d'(j)=d"(i) —1>d(i)+1=d(j) + 2.

Obtenemos, por tanto, que dos saturaciones consecutivas del arco (7,j) implican que las

etiquetas d(i) y d(j) aumenten su valor en al menos dos unidades. O
Lema 5.5.

(a) En el algoritmo de trayectorias aumentadas mds cortas cada etiqueta de distancia
aumenta su valor como mucho n veces. Por tanto, en total se tendrdn como mucho

n? reetiquetados.
(b) El nimero de aumentos es como mucho nm.

Demostracion. En cada reetiquetado el valor de la etiqueta de distancia aumenta como
minimo una unidad, por lo que después de n reetiquetados tendriamos que d(i) > n. Esto
supone que el algoritmo nunca volverd a seleccionar el nodo ¢ para realizar un avance, pues
para todo nodo k perteneciente al camino admisible parcial se tiene que d(k) < d(s) < n.
Podemos concluir por lo tanto que el algoritmo reetiquetard cada nodo un maximo de n
veces, realizando asi como mucho n? reetiquetados.

Por el lema anterior, y dado que acabamos de probar que el algoritmo reetiqueta un nodo a
lo sumo n veces, tenemos que se saturaran como mucho nm arcos. Ademas, por definicién,
cada aumento satura al menos un arco, luego nm es una cota para el nimero total de

aumentos en la red. O
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Combinando los resultados vistos en la Proposicién 5.3 con los del Lema 5.5 se tiene
que el tiempo necesario para encontrar los arcos admisibles en la red residual y el tiempo
empleado en reetiquetar los nodos son ambos O(nm). Por otra parte, el Lema 5.5 también
nos dice que el nimero total de reetiquetados, o lo que es lo mismo, de retrocesos, sera
O(n?) y que se realizaran como mucho O(nm) aumentos, lo que supone un tiempo total
de O(n?m) para los aumentos.

Teniendo en cuenta ahora que cada avance anade un arco al camino parcial admisible y
que cada retroceso lo elimina, puesto que toda trayectoria aumentada tiene a lo sumo
longitud n, necesitaremos realizar como mucho n avances “limpios” (sin ningan retroce-
so) para alcanzar el sumidero y poder realizar un aumento. Ademés debemos compensar
con los avances los retrocesos realizados, con lo que necesitaremos O(n? 4+ n?m) avances.
Obtenemos, por lo tanto, que la suma de todas las operaciones de los distintos tipos nos

proporciona un orden O(n? + n?m) o, lo que es equivalente, O(nm).

5.3.3. Mejora practica

Como ya hemos visto, el algoritmo de trayectorias aumentadas mas cortas no termina
hasta que d(s) > n. A pesar de que este criterio es aceptable para el analisis del peor caso,
puede suponer un coste computacional elevado cuando el flujo maximo ya se ha alcanzado
en pocas iteraciones. El problema reside en que el algoritmo no es capaz de saber si se
ha alcanzado un flujo maximo, con lo la finalidad de este apartado serd el desarrollar una

técnica que nos permita identificar un corte de capacidad minima en la red.

Figura 5.3: Red residual tras el dltimo aumento.

Consideramos la red residual resultante tras ejecutar el tltimo aumento en la ilustracién
del algoritmo de trayectorias aumentadas més cortas. Como podemos observar, esta red

no posee ningin camino dirigido entre la fuente y el sumidero, lo cual implica que no se
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podra mandar flujo adicional entre estos nodos y que, por tanto, tenemos un flujo maximo.
Para que el algoritmo sea capaz de identificar este hecho y finalizar sin necesidad de hacer
maés iteraciones, creamos un vector n-dimensional, numb, tal que cada entrada numb(k)
reflejard el ntmero de nodos de la red cuya etiqueta de distancia tenga el valor k. Para
nuestro ejemplo, ver Figura 5.2, el vector se inicializaria con los valores numb(0) = 1,
numb(l) = 3, numb(2) = 3, numb(3) = 1 y el resto de entradas serian cero.

Cuando el algoritmo realice un reetiquetado y una etiqueta pase de un valor k; a
un valor ks, el valor de numb(k;) disminuird una unidad para aumentar en esa misma
unidad el valor de numb(ks). Si numb(k1)=0, el algoritmo finaliza asegurando que ya se
ha alcanzado el flujo maximo para la red. Si aplicamos este criterio sobre la Figura 5.3,
como el nodo 1 no posee arcos admisibles, se aumenta el valor de su etiqueta de distancia de
3 a 5 unidades y se obtiene numb(3) = 0 y numb(5) = 1, lo cual finalizaria el algoritmo.

Para argumentar por qué esto funciona, consideramos los subconjuntos de N definidos
como S ={i € N:d(i) >k}yS=1{ieN:d@i) <k} Esfacil ver que s € Sy
t € S, con lo que tenemos un corte s — t tal que d(i) > d(j) + 1 para todo (i,5) € (S, S).
Como las etiquetas de distancia son validas, deben verificar las condiciones de validacién,
en particular, deben verificar que d(i) < d(j) + 1 para todo (i,7) € R(f,A) con r;; > 0,
por lo que deducimos que 7;; = 0 para todo (4,5) € (S,S). Es decir, hemos encontrado un
corte s —t en la red residual cuya capacidad es 0, luego es un corte de capacidad minima
y el valor de flujo maximo sobre esta red también serd 0. En otras palabras, no es posible
enviar mas unidades de flujo a lo largo de la red residual R(f), por lo que f sera un flujo

méximo para la red original.

5.4. Algoritmo de escalado de capacidades con caminos mas

cortos

En la Seccion 5.2 hemos desarrollado el algoritmo de escalado de capacidades capaz de
resolver el problema de flujo maximo en un tiempo O(m?log, U). Ahora bien, veamos se
puede mejorar el rendimiento de dicho algoritmo si introducimos las ideas del algoritmo
de trayectorias aumentadas mas cortas.

Este nuevo algoritmo combinado consistird en aumentar flujo a lo largo de los caminos
de longitud minima entre la fuente y el sumidero en la red R(f,A). Dichos caminos seran
identificados por medio de las etiquetas de distancia de igual forma que se hacia para el
algoritmo de trayectorias aumentadas méas cortas.

Recordemos que el algoritmo de escalado de capacidades realizaba O(log, U) fases de

escala y en cada una de ellas necesitaba O(m) aumentos. Por el analisis de complejidad
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visto para el algoritmo de trayectorias aumentadas méas cortas, para O(m) aumentos se
requiere un tiempo O(mn). Como el resto de operaciones no sen ven afectadas con esta
modificacion del algoritmo mantienen un tiempo O(nm), con lo que podemos concluir
que este nuevo algoritmo, al que denominaremos algoritmo de escalado de capacidades con

caminos mds cortos tendra un tiempo de ejecucion O(nmlogy U).

5.5. Algoritmo preflow-push

Para finalizar este capitulo ilustraremos cudl es la filosofia detréas del algoritmo genérico
preflow-push.

Supongamos que tenemos el siguiente caso extremo:

O——@

Utilizando cualquier algoritmo de trayectorias aumentadas tendriamos que identificar
los tres caminos de longitud cinco de la red y enviar a través de cada uno de ellos una
unidad de flujo. Sin embargo, puesto que en todos los aumentos se repiten las tres primeras
aristas, el algoritmo estard identificando y recorriendo el camino entre el nodo 1 y el nodo
4 tres veces. El algoritmo preflow-push pretende evitar esta situacién teniendo en cuenta
que si se enviaran 3 unidades de flujo del nodo 1 al nodo 4 y después se distribuyeran entre
los tres caminos de longitud dos, el algoritmo se ahorraria el coste computacional derivado
de repetir los arcos.

El algoritmo preflow-push consiste en enviar flujo a lo largo de arcos admisibles, en lugar
de por una trayectoria aumentada completa. Este hecho podria propiciar que en algiin nodo
intermedio entre més cantidad de flujo de la que puede salir, es decir, tendremos nodos
con exceso de flujo, e(i) > 0. La presencia de estos nodos, sin embargo, indica que el flujo
no es factible para el problema puesto que no se verifican la condicién de conservacion de
flujo en los nodos intermedios. El algoritmo, por tanto, identificard un nodo ¢ con exceso y
distribuira dicha cantidad de flujo sobrante entre aquellos nodos adyacentes al mismo para
los que exista un arco (7,7) admisible. El algoritmo finalizara cuando no existan nodos

intermedios con exceso de flujo.
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Notese que si realizamos un envio de § unidades desde el nodo i al nodo j, tanto e(7)
como 7;; disminuyen su valor ¢ unidades, mientras que e(j) y rj; aumentan tales unidades.
Consideremos el ejemplo dado en la Figura 5.4. Vamos a describir sobre la red inicial,
Figura 5.4(a), los pasos que realizarfa el algoritmo preflow-push para resolver el problema

de flujo maximo:

= Primeramente, el algoritmo proporciona a todos los nodos adyacentes a la fuente un
exceso positivo, es decir, satura todos los arcos (1, j) de la red, consiguiendo asi que
e(j) = r1;. Ademas, como el nodo 1 ya no posee arcos admisibles, fija d(1) =n =4
(ver Figura 5.4(b)).

= Supongamos que el algoritmo selecciona el nodo 2 por tener exceso de flujo. Entonces,
como el arco (2,4) es admisible, envia 6 = min{e(2),724} = 2 unidades de flujo
a través del mismo, con lo que se actualizan los valores e(2) = e(2) —d = 0y
e(4) = e(4) + 6 = 2 (ver Figura 5.4(c)).

= Kl algoritmo selecciona el nodo 3 por ser el tinico con exceso positivo. Como el arco
(3,4) es admisible, mandamos ¢ = min{e(3),r34} = 2 unidades de flujo por este arco
y actualizamos los excesos €(3) = e(3) —d =1y e(4) = e(4) + = 4 (ver Figura
5.4(d)).

= Puesto que el nodo 3 posee exceso de flujo pero no arcos admisibles, aumentamos el
valor de su etiqueta de distancia, d(3) = min{d(j) : (3,7) € A(3), ri; > 0} =5 (ver
Figura 5.4(e)).

= Kl algoritmo vuelve a seleccionar el nodo 3 por tener exceso de flujo, e identifica el
arco admisible (3,1). Aumenta 6 = min{e(3),r31} = 1 unidades de flujo a lo largo
del arco y actualiza e(3) =e(3) —0 =0y e(l) = e(1l) — 6 = —1 (ver Figura 5.4(f)).

= Como la red residual ya no posee nodos intermedios con exceso de flujo, el algoritmo

finaliza y el valor del flujo méaximo sera e(4) = 4.

Cuando el algoritmo termina el flujo obtenido es un flujo factible pues se verifican
las condiciones de conservacién de flujo para los nodos intermedios. Ademés, como en la
primera iteracion hemos fijado d(s) = n, la Proposicién 3.3 nos asegura que no existe
ningin camino dirigido de la fuente al sumidero, con lo que estamos ante un flujo méaximo.

Por dltimo, vamos a ver una interpretacion fisica del algoritmo preflow-push: Supon-
gamos que los arcos estan representando trozos de tuberfas, los nodos, intersecciones de
tuberias y la funcién distancia mide la longitud, en nimero de nodos, entre el nodo ac-

tual y el suelo. La idea consiste en crear una tuberfa que conecte la fuente y el sumidero.
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Figura 5.4: Ilustracion del algoritmo preflow-push.
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Para ello, inundamos todas las tuberias que conectan con la fuente. Si conseguimos que el
agua fluya hacia el sumidero (lo cual se corresponde con que un arco sea admisible para
el algoritmo) serd porque existe una interseccion a la que acoplar nuestra tuberia que se
encuentra por debajo de la misma. En caso de que el agua no fluya en una interseccién,
levantaremos dicha intersecciéon hasta conseguir que se retome la bajada de agua. Debemos
notar que si continuamos levantando las intersecciones podriamos provocar que el exceso
de agua volviera a la fuente. Por tanto, podrian darse dos escenarios: que consigamos crear
la tuberia y llegue agua al sumidero, o que el agua vuelva hacia la fuente. En cualquiera
de estos casos, el algoritmo finalizarfa.

Para las variantes més eficientes de la familia de algoritmos preflow-push se tienen
una complejidad computacional de O(n%/m) y O(nm + n?log, U), las cuales mejoran la
complejidad O(n?m) del algoritmo de trayectorias més cortas aumentadas y la complejidad

O(m?log, U) del algoritmo de escalado de capacidades, respectivamente.
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