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Resumen

Se abordara la llamada Teoria de Sturm-Liouville de ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden. Se estudiara la teoria de la oscilacién, junto con la teoria espectral, de
la ecuacién homogénea. La unicidad de solucién de la ecuacion no homogénea también se

probara mediante la construccion de la funcién de Green correspondiente.

Abstract

The so-called Theory of Sturm-Liouville of Second Order Ordinary Differential Equa-
tions will be addressed. The oscillation theory, together with the spectral theory, of the
homogeneous equation will be studied. The uniqueness of solution of the non-homogeneous
equation will be also be studied by means of the construction of the corresponding Green

function.
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Introduccion

El objetivo del presente FIN DE GRADO es realizar un estudio de la llamada teoria
de Sturm-Liouville, el TRABAJO que se hace es acerca del comportamiento oscilatorio de
las soluciones de las ecuaciones de Sturm-Liouville (autofunciones) y el comportamiento
de sus correspondientes autovalores (teoria espectral) de los problemas de Sturm-Liouville
regulares y la demostracién de la unicidad de la solucién de la ecuacién no homogénea
mediante la construccién de la funcién de Green. Poco a poco iremos descubriendo muchas
propiedades acerca de este tipo de ecuaciones. En el desarrollo del trabajo mostramos cémo
surgi6 la teorfa de Sturm—Liouville y cémo sus creadores fueron descubriendo por separado
esta interesante teoria.

Primero hacemos una introduccion a los problemas de Sturm-—Liouville mediante al-
gunas definiciones y resultados que nos sirven como base para el desarrollo de los temas
posteriores y el analisis de nuestros problemas.

Después de ver definiciones y resultados en cada tema veremos la soluciéon de algunas ecua-
ciones de Sturm—Liouville, y también daremos ejemplos a considerar y la construccion de
la funciéon de Green de algunos problemas.

Veremos el teorema mas importante de la teorfa de Sturm-Liouville llamado teorema es-
pectral, el cual nos demuestra las propiedades més sobresalientes de este tipo de ecuaciones
de Sturm-Liouville.

En el Capitulo 1 empezamos con una introduccién a la teoria de Sturm-Liouville. También
se presentan unas definiciones y resultados que sirven para el desarrollo de la teoria de los
capitulos posteriores y son validas para identificar cuando los problemas son regulares o
singulares. También daremos algunos ejemplos interesantes.

El Capitulo 2 se centra en el estudio de la teoria de oscilacién de soluciones y la comparacion
v separacion de ceros de ciertas ecuaciones mediante el llamado teorema de comparacién
de Sturm-Liouville. Estos resultados se generalizan a situaciones mas generales.

El Capitulo 3 trata de problemas lineales de contorno regulares. FEn él se pone de manifiesto
una gran cantidad de definiciones y teoremas que nos serdn de mucha ayuda para resolver

nuestros problemas de Sturm—Liouville. La mayoria de estas definiciones y teoremas estan

XI



XIT INTRODUCCION

puestos con el proposito de descubrir las propiedades més sobresalientes de los problemas
de Sturm-Liouville regulares.

En el Capitulo 4 enunciamos las propiedades (axiomas) de la funcion de Green. Veremos
la demostracién de la unicidad de solucién de la ecuacién no homogénea mediante la cons-
trucciéon de la funcién de Green correspondiente y desarrollamos algunos ejemplos de la
construccién de dicha funcién.

En el capitulo 5 veremos el desarrollo de la teorfa espectral de los problemas regulares de
Sturm-Liouville, asi como sus propiedades més importantes, y en menor medida aborde-
mos problemas periddicos y singulares. También estudiamos el desarrollo de funciones con
cierta regularidad en términos de funciones propias ortogonales introduciendo un producto
interior en el espacio vectorial de la funciones de cuadrado medible en un intervalo real

[a,b], L?(a,b).



Capitulo 1

Introduccion a los problemas de

Sturm-Liouville

En este capitulo se sigue las referencias [2], [3] y [5].
La teoria general de autovalores, autofunciones y desarrollos en términos de autofunciones
es una de las parcelas més ricas y profundas de la matematica moderna.
GEORGE F. SIMMONS

1.1. Introduccién Historica

La teorfa de Sturm-Liouville fue creada en una serie de articulos entre 1829 y 1840 por
Jacques Charles Frangois Sturm y Joseph Liouville. Este trabajo creé un completo y nuevo
tema en el Anélisis Matematico. En particular, esta teoria permiti6 la generalizacion de
la idea de series trigonomeétricas (Series de Fourier) y se extendio el uso de las funciones
de Green a un amplio rango de las ecuaciones diferenciales. La teoria trata la ecuacion
diferencial general lineal de segundo orden

= (r@ ) + @+ ar @)y =0

donde la variable z pertenece al intervalo [a,b], el cual también puede ser la recta real
completa o solo los reales no negativos. Las funciones reales con ciertas regularidades p (z),
q(z)y r(z) son conocidas y satisfacen ciertas condiciones de contorno en la frontera del
intervalo [a,b]. Sabiendo que las soluciones existen solamente para valores particulares
de la constante A, los cuales son llamados autovalores y la solucion yy (z) es llamada la
autofuncién asociada al autovalor .

Los problemas de Sturm-Liouville surgen en el estudio de Ecuaciones en Derivadas Par-

ciales. Por ejemplo, encontramos que existe un conjunto discreto de autovalores Mg,k =

1



2 CAPITULO 1. PROBLEMAS DE STURM-LIOUVILLE

0,1,2..., y que el conjunto de funciones vy (z),k = 0,1,... , es completo y luego esas
funciones pueden ser utilizadas para formar series generalizadas de Fourier.

Los resultados de Sturm y Liouville son impresionantes cuando los vemos en el contex-
to de las matematicas al inicio del siglo XIX. Antes de 1820 los trabajos en ecuaciones
diferenciales estaban enfocados en encontrar soluciones en términos de férmulas finitas,
pero para la ecuacién general antes mencionada Sturm no podria encontrar una expresion
para la solucién, si bien obtuvo informacién acerca de las propiedades de la solucién de
la ecuaciéon misma. Esta informacion fue la primera teoria cualitativa realizada para las
ecuaciones diferenciales y anticip6 al trabajo de Poincaré en ecuaciones diferenciales no
lineales desarrollado a finales del siglo XIX.

Sturm tuvo mucho interés en obtener resultados sobre ecuaciones diferenciales especifi-
cas como ocurria con la teoria del calor de Poisson. Liouville trabajé también en ecuaciones
diferenciales derivadas de la teoria de calor. Los trabajos de Sturm y Liouville sobre ecua-
ciones diferenciales abarcan la expansién de funciones en series y el hoy bien conocido
problema de Sturm-Liouville sobre ecuaciones diferenciales de segundo orden.

En lo que sigue, nos centraremos sobre una clase particular de ecuaciones diferenciales
de segundo orden, conocidas como las ecuaciones diferenciales de Sturm-Liouville, cuyas
soluciones habran de satisfacer ciertas condiciones de contorno. Muchas de las funciones
importantes en ciencia e ingenieria habitualmente llamadas funciones ’especiales’ son solu-
ciones de este tipo de problemas (ecuaciones de Sturm-Liouville méas ciertas condiciones de
contorno). Ademaés, los problemas de Sturm-Liouville aparecen de forma natural al resolver

las ecuaciones en derivadas parciales mediante el método de separacién de variables.

1.2. Definicién de problemas de Sturm-Liouville

Podemos generalizar el método de separaciéon de variables y problemas de autovalores

asociados, considerando la ecuacién de onda clasica con coeficientes variables

0 y
p (p(ac)ax> +q(x)y:r(x)%, O<zxz<l, t>0
sujeta a las condiciones de frontera para t > 0
ary (07t) + a2yy (O7t) = Oa bly (lat) +b2yx (lat) = 07
v las condiciones iniciales

y(%,O):f(.T), yt('r70):g(x)7 0<z <l
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donde asumimos que p, ¢ y 7 son funciones continuas en x € (0,1) y a1, ag, by, by son

constantes reales positivas tales que
la1 |+ a2 [#0, |b1[+]b2[#0.

v 1 > 0 es un nimero real positivo dado.

Aplicando el método de separacion de variables con
y(z,t) = X (2)T (1) # 0
v —A como una constante de separaciéon se obtiene que
(p(z) X' (2)) + (g (z) + A (2)) X (2) =0, z€(0,0), (1.1)
T"(t)+ X (t) =0, t>0.

con las condiciones de frontera
a1 X (0) + a2 X' (0) =0, b X (l)+bX (I)=0. (1.2)

Definicion 1.1. Sea la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden lineal y homogénea

@ @] + ) + 3 @)y (a) =0 (13)
definida en el intervalo [a,b], donde :

e p(x), p'(x), ¢(x), r(z) son funciones reales y continuas en el intervalo [a,b] (La
condicién de continuidad en los extremos, es decir en = = a o en x = b, puede no
satisfacerse en ciertos problemas de Sturm-Liouville singulares).

e p(z)y r(x)nocambian de signo en el intervalo a < x < b. Tomamos sin pérdida de
generalidad que r (x) > 0, excepto, en puntos aislados en los que r (z) = 0. A la funcion
r (z) se llama funcién peso.

e )\ es un parametro real arbitrario.

Bajo estas condiciones, la ecuacion (1.3)) es una ecuacion de Sturm-Liouville.

Definicién 1.2. El problema de autovalores definido por la ecuacion (1.1]) y las condiciones
de la frontera (1.2]) es llamado el problema de Sturm-Liouville.

Definicion 1.3. Los valores de A, para los cuales el problema de Sturm-Liouville tiene
una solucién no trivial son llamados los autovalores, y sus correspondientes soluciones son

llamadas las autofunciones.

Definicion 1.4. Se llama problema de Sturm-Liouville al problema de condiciones de con-
torno constituido por una ecuacién de Sturm-Liouville méas ciertas condiciones de contorno

homogéneas conocidas como condiciones de contorno de Sturm-Liouville.
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En términos de operadores se puede definir el operador de Sturm-Liouville como el

operador diferencial lineal

ey b 2] 2

de tal modo que la ecuaciéon de Sturm-Liouville puede expresase como

Ly (2) = =)y (x). (L5)

1.3. Generalidad de la ecuacién de Sturm-Liouville

Existe una amplia clase de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden que pueden
escribirse en forma de ecuacion de Sturm-Liouville. Vedmoslo :

Una ecuacion diferencial lineal cualquiera de segundo orden
ao (z)y" (x) + a1 (2)y' (z) + 7 (2) y (x) = 0, con ag (x) #0, a1 (z) #0 Vo

se puede escribir como

ap(x) ,  7(x)
ao (:U)y +

y// +

donde se puede escribir 7 (x) = A + ag (z).

Por otra parte si p es de clase uno, la ecuacién de Sturm-Liouville es de la forma

p'(z) ,, q(x)+Mr(z)

/"
Yy + y=0.
p(z) p(x)
) “ay(t) . . )
Cuando la integral / 0 dt existe, entonces comparando las dos ultimas ecuaciones
ao

se ve que la primera ecuacion es de tipo de Sturm-Liouville, si p(z), ¢g(z) y r(z) son

tales que
w@ @[ [fa
i) = =@ =ew | [ ol
Yy
q(z)
A+ag(z) At r(z)
ag (x) p(x)
r(z)
Es decir,
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En definitiva, la ecuacion ag (x) y” +ay (z) '+ [\ + a2 (z)] y = 0 es equivalente a una ecua-
cion de Sturm-Liouville (o simplemente diremos que es una ecuacion de Sturm-Liouville)

pues podemos reescribirla asi:

d

i [P@ @] e @@ @@ =0

si p(z), q(x), r(x) estan dados por :

p(x) = exp Uw a1 (1)

ao (t)
_ p(x)
r <$) - aO (ZII)’
y
1(2) = r (2) az (2) = p () 212
ay (z)

Las tnicas restricciones sobre a; (x) son las que se derivan de las exigencias de que p(z),
po(x), q(z)y 7 (z)han de ser continuas y de que p(x)y r(x) no han de cambiar de

signo en el intervalo (a,b).

1.4. Condiciones de contorno de Sturm-Liouville

Un problema de valores iniciales para una ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes
continuos tenfa solucién tnica. En concreto, la solucién de una ecuacién lineal de segundo
orden queda determinada fijando el valor de la solucion y de su derivada en un punto
dado. Las cosas cambian si imponemos las condiciones en los dos extremos de un intervalo

[a,b]. Estos problemas de contorno presentan propiedades muy diferentes. Por ejemplo,

un problema tan sencillo y regular como

{ y' (z) + Ay (z) =0
y(0)=0, y(m)=0

tiene infinitas soluciones: y = C'sinx, con C constante arbitraria.
Estas condiciones de contorno se clasifican en tres clases, dando lugar a tres clases de

problemas de Sturm-Liouville.
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1.4.1. Problema de Sturm-Liouville regular/Condiciones de contorno re-

gulares

Definicién 1.5. A la ecuacion de Sturm-Liouville (1.5 en [a, b] junto con dos condiciones
de la frontera
ary (a) + azy’ (a) = 0;  bry (b) + bay' (b) =0 (1.6)

donde a1, ag, b1y by son constantes reales dadas, se le llama un sistema de Sturm—Liouville

Regular

Definicion 1.6. Hay dos subtipos especiales de condiciones de contorno regulares:
e Condiciones de contorno de Dirichlet. En este caso as = by = 0, con lo que (1.6) toma

la forma

e Condiciones de contorno de Von Neumann. Aqui a; = by = 0, y por tanto (1.6 se

reduce a

Definicion 1.7. Al conjunto de todos los autovalores A de un problema de Sturm-Liouville

regular se le llama el espectro del problema.

1.4.2. Problemas singulares de Sturm-Liouville

Definicion 1.8. A la ecuacién de Sturm-Liouville se le llama singular cuando se
cumple uno de los siguientes casos:

e la ecuacién estd dada en un intervalo semi-infinito o infinito,

e la funcion p(x) o 7 (x) se anula en algin punto del intervalo de definicion de la
ecuacion,

e uno de los coeficientes de la ecuaciéon va al infinito en uno o ambos extremos de un

intervalo finito.

Definicion 1.9. Una ecuacién de Sturm-Liouville singular junto con las condiciones de
frontera lineales homogéneas apropiadas es llamada un Sistema de Sturm-Liouville Singu-

lar.

Ejemplo 1.10. Consideramos el problema de Sturm-Liouville que involucra la ecuacién

de Legendre

(1—x2)y”—2xy’+)\y:((l—xz)y’)/—i—)\y:O, —-l<z<1,
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con las condiciones de frontera(que no se corresponde con ([1.6]))

lim y(z) <oo, limy(zr)<oo

r——1 r—1

En este caso, p(z) =1—2%y r(x) =1,y p(x) esigual a cero en x = £1. Se ve en
[6] que los autovalores de este problema son A, =n(n—1), n=1,2,...y las funciones
propias correspondientes son los polinomios de Legendre P, () donde en términos de

la féormula de Rodrigues estin definidos por

Pn(x):an!w(x -1)", n=0,1,...

1.4.3. Problemas peri6édicos de Sturm-Liouville

Definicion 1.11. La ecuacion de Sturm-Liouville
Ly(z)+ My (z) =0, a<x<b

en la cual p(a) = p(b), junto con las condiciones de frontera periddicas

es llamada un sistema periédico de Sturm-Liouville.

Ejemplo 1.12. El siguiente problema de Sturm-Liouville
'+ y=0,—7<x<m, (1.7)

y(=m) =y(m), o (-m) =y (). (1.8)

es periodico. Notemos que p(xz) = 1y por lo tanto p(—m) = p (7). Para A > 0, la solucion

general de la ecuacion es
y (z) = ¢1 cos vV Az + casin vz,

con ci,cy son constantes arbitrarias.

Imponiendo las condiciones de frontera (1.8)), obtenemos el siguiente sistema

2cg sin VAT = 0,
201\f)\sin VT =0.

Por tanto, el problema (1.7)), (1.8]) tiene soluciones no triviales si y solo si
sinvVAr =0, ¢ #0, ¢ #0.

luego,
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An=n2, n=12,...

Las autofunciones son, pues, y, = ¢1 cosnx + casinnz = {cosnx,sinnx}. Entonces, para
cada autovalor \, = n?, existen dos soluciones linealmente independientes cos nz y sin nx.

Para A < 0 la solucién general es
y(x) = c1eP* + coe P con p = /=X > 0.
Al imponer las condiciones de contorno ([1.8)), obtenemos

cl [epﬂ — efp“] — ¢ [ep” — efp”]

(1.9)
c1 [ep” — efp“] + ¢ [ep” — efp”]

=0,
=0.

Dado que

ePmT — eTPT TP — b7 .
=2 (ef™ — e*p’r)2 #0,sip>0,

ePT — eTPT  ePT — eTPT
el sistema ((1.10) sélo la solucion trivial ¢; = c¢2 = 0. Por lo tanto no hay autovalores

negativos. Por ultimo, analizamos el caso A = 0. En este caso la solucién general es
y(x) =c1 + .
De nuevo aplicando las condiciones de contorno (1.8)) se obtiene el siguiente sistema

C1 — CoT = C] + CoTl, (1 10)
Cy = C2. .

El sistema (1.10) se satisface para co = 0 y cualquier ¢;. Asi que, A = 0 es un autovalor
y la autofuncién asociada es la funcién constante y(x) = ¢; = {1}. En definitiva, los
autovalores son 0, n? y las autofunciones correspondientes son {1}, cosnz, sinnz, donde

n es un entero positivo.



Capitulo 2

Teoria de oscilacion

2.1. Introduccién

En este capitulo consideramos la siguiente Ecuacion Diferencial lineal de segundo orden

(p(@)y) +q(@)y=0 (2.1)
y su caso especial
y' +alz)y =0 (2.2)

donde las funciones p,q € C(I), p(x) > 0 para todo = € I e I un intervalo de ntimeros
reales.

Por una solucién de (2.1)) nos referimos a una funcién no trivial y € C'(I) tal que
py € CL(I).

Definicion 2.1. Una solucion y de (2.1)) se dice que es oscilatoria si su conjunto de ceros

no esta acotado superiormente, es decir, si y (z1) = 0 entonces existe un 3 > x; tal que
y (x2) = 0.

La ecuacion (2.1)) se dice que es oscilatoria si toda solucion de (2.1 es oscilatoria. Una
solucion gy (z) que no es oscilatoria se denomina no oscilatoria. Por ejemplo, la ecuacion

diferencial
v +y=0
cuya solucién general es
y(x) =cpcosx + cosinz

donde c; , ¢z son constantes reales. Obviamente esta solucién es oscilatoria. Mientras que

la ecuacion diferencial
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Yy —y=0
con solucién general

y(x) =cre® + coe™*

donde ¢; y c2 son constantes reales no es oscilatoria en I = [0, 00).
En este capitulo se seguiremos las referencias 1], [2], [3],[4] [6] y [11].

Desde el punto de vista préctico, el siguiente resultado es fundamental.

2.2. Teorema de comparaciéon de Sturm

Teorema 2.2. (Teorema de comparacion de Sturm ) Si a,b € I son dos ceros consecutivos
de una solucion no trivial y de (2.2)), y si q es continua y q1 (x) > q(x) en [a,b], luego

cada solucion no trivial z de la ecuacion diferencial
2+ q(x)z2=0 (2.3)
tiene un cero en (a,b).
Demostracion. Multiplicando por z(x)y por y(x) y restando, obtenemos
z(@)y" () —y () 2" () + (¢(x) — (%)) y (x) 2 (x) =0
que es lo mismo que

(z(2) ' (2) =y () 2 (2)) + (q () — @1 () y (2) 2 (2) = 0.

Dado que y(a) =y (b) =0, al integrar en [a,b] tenemos

b
z(0)y' (b) = z(a)y' (a) =/ (g1 (2) = q(2))y (z) 2 () dz. (2.4)

A partir de la linealidad de (2.2) podemos asumir que y(z) > 0 en (a,b). Supongamos
también que z es positiva en el intervalo. Entonces, tenemos que por hipotesis ¢ (z) <

q1 (z), por lo que la integral

b
| @@ - 1@y @z @ >0
a
Ademas, si y es positiva en el intervalo y a e b son ceros consecutivos entonces,
y'(a) >0, ¥ (b)<0

ya que, si ¢’ (a) =06 ¢ (b) = 0 entonces y = 0 por ser solucion de una EDO lineal
homogeéneay y(a) =y (a) =00 y(b) =y (b) = 0. Por lo tanto, si z es siempre positiva

en (a,b) entonces tendremos que
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z(b)y' (b) = z(a)y' (a) <O

con lo cual llegamos a una contradiccion, ya que el término de la derecha es positivo. Luego,

z debe cambiar de signo en el intervalo. 0
. ‘ (1+¢€) »
Corolario 2.3. Si ¢(z) > L2 € > 0 para todo x > 0, entonces la ecuacion
x

diferencial (2.2)) es oscilatoria en I = (0,00).

Demostracion. Para € > 0, todas las soluciones no triviales de la ecuacién diferencial

€
y' (x) + <y (x) =0 (2.5)
son oscilatorias.

La expresién de la solucion general es

y(x) = ¢1 cos \f:v + c28in \fx

donde ¢y, co son constantes reales.
Haciendo el siguiente cambio de variable ¢ = e” en (2.5, obtenemos que
dt
dx
Ahora si utilizamos la regla de la cadena podemos ver que
dy _dydt tdy

dt = e®dx, t=

de ~ dtdr  dt

aplicando de nuevo la regla de la cadena a estd ultima igualdad obtenemos que
Py _d(dy\ _d (v _ d (dy
dz?  dr \dz) dz \ dt dt \ dx

@_td dy td tdy B dy+2d2y
dz? T dt \ dx dt \ " dt dt dt2

Asi que

Si sustituimos esto en la ecuacion (2.5), resulta que

ai2 dy
W + t@ + —-y=0 (2.6)

Ahora usando el cambio de variable y = deducimos que

z
%;
dy d (1 1dz —-11 1dz -1 1 dz
dt:dt<\/£> YA T 2w via w! T i
Asi que

dy -1 1 dz

Y — z 4+
dt 2ttt Vtdt
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derivando con respecto a t la igualdad anterior se obtiene que

Py 1 1 dy 1 dz 1 d%z

a2 @Y T wa  wuvidt T i

Por lo que
d?y 1 1 [ -1 1 dz 1 dz 1 d%z
[N [m”m] Tonidl | VidiE
Es decir,
d?y 1 1 1 dz 1 dz 1 d%z
a2 T onvit Taeyit T anidl avidi | JidlR
d%y 1 dz 3 1 d%z

a2 nfid aeyi T ideE

Al sustituir este cambio de variable en (2.6) obtenemos

d?z 1+4¢

Tt =0 (2.7)

Dado que z(t) = e2y(e*), la ecuacién también es oscilatoria. Por lo tanto, del
Teorema deducimos que entre dos ceros cualesquiera de una solucién de hay
un cero de cada solucién de , es decir la ecuacién diferencial es oscilatoria en
I = (0,00). O

Teorema 2.4. Sea u cualquier solucion no trivial de u” +q(x)u =0, en donde q(z) >0

para todo x € [a,b]. Si
/ q(z)dr = oo, (2.8)
1

entonces u tiene un nimero infinito de ceros en (0,00).

Demostracion. Supongamos lo contrario, i.e, u (x) se anula en un nimero finito de veces
para 0 < z < oo, de manera que existe un punto zo > 1 tal que w(z) # 0 para todo
x > xp. Supongamos sin perdida de generalidad, que u (x) > 0 para todo = > z(. Nuestro
objetivo es refutar la suposicion, probando que ' (x) es negativo a partir de punto a la
derecha de x, puesto que u” () = —¢q (z) u (z) es negativa (¢, u > 0), de tal modo que v’
decrece, i.e, u es concava a la derecha de xg y por tanto wu (z) tiene un cero a la derecha

de x¢. Haciendo para x > xg

entonces,
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y al integrar en (zg, ) la igualdad anterior, donde = > xg, se tiene que

v(@) o oo) = [

zo

T x

q(z)dz +/z 2 (2).

0
Si x es suficientemente grande, utilizando (2.8)) se llega a la conclusion de que v (x) es
positivo. Por tanto, hemos demostrado que w(z) y ' (x) tienen signos opuestos si x es

suficientemente grande, de manera que u’ (x) es negativo, y ello demuestra el resultado. [

Ejemplo 2.5. Obviamente la ED y” = 0 no es oscilatoria. Por lo tanto, si la funcion
q(z) <0en I, el Teorema implica inmediatamente que cada solucién de la ecuacion
diferencial (2.2)) no puede tener mas de un cero en I. En particular, la ecuacion diferencial

y" — 2%y = 0 no es oscilatoria en I = R.

Ejemplo 2.6. Obviamente la ecuacion diferencial y” + y = 0 es oscilatoria. Asi, del

Teorema se deduce que la ecuacién diferencial
v+ (14+2z)y=0
también es oscilatoria en I = [0, 00).
Ejemplo 2.7. Consideramos la ecuacién
2y’ +zy + (22 —a?)y=0

llamada la ecuaciéon de Bessel de indice a.

Estudiamos dicha ecuacion en el intervalo (0,00) con a > 0 un ndamero real. Vea-
mos que toda solucion de dicha ecuacion posee una sucesion de ceros {x,}. Ademés, si
ordenamos estos ceros de forma creciente entonces resulta que:

nl;rglo (Tp41 — Tp) = .

Haciendo el siguiente cambio de variable u (x) = y (x) \/x, obtenemos que

y' () (z) + —=u' (2).

-1
= —U —_—
2x\/x Vv
Derivando 3/ otra vez con respecto a z deducimos que

y" (z) = 4$23\/5u (x) — 2;\/51/ (x) + \;Eu” (x).

Este cambio de variable conduce a la siguiente nueva ecuacioén:

o/ (z) + <4\1/5 4 “tf) w(x) = 0.

Como z > 0, podemos dividir la ecuacién anterior entre z/x y obtenemos
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1 — 4a?
u”—i—<1+4x2>u:0

Distinguimos los siguilentes tres casos:
(a) Caso : 0§a<§.
1 — 4a? .
Como 1+ I > 1, comparamos las soluciones u con las de
x

2"+ 2=0,

que es una ecuaciéon minorante de la nuestra .

Si tomamos, en particular, la solucion sinz de 2”4z = 0, podemos afirmar que existe
una sucesion creciente de ceros de nuestra solucién z (z) (que son precisamente los ceros
de sinz).

Consideramos la sucesién de los ceros positivos de la ecuacion de Bessel, (Zn),cn;
ordenada de forma creciente y divergente a —+o0.

Dado =z, comparamos wu (x) con la solucién sin (x — x,) de 2" 4+ z = 0 para poder

concluir que
Tn4+1 — T <m
Por otra parte comparamos nuestra solucién con las soluciones de
2+ (1+€2=0

que es una mayorante de nuestra ecuacién de un =z en adelante ,pues

1 — 4a?
4x2

En particular, fijado =z, suficientemente grande, tomando

sin (vV1+e€(z—an))

1+ < 1+4¢€, para = > M,

es una soluciéon de la ecuaciéon
'+ (14+€2=0

y tiene al menos un cero entre cada dos ceros de la soluciéon wu.
. : . s
Como el cero que sigue en dicha soluciéon a z, es x, + —— entonces

v1+e

Tp + < Tp+1-

T
vV1+e
0, equivalentemente

™

V1ite

< Tn+1 — Tn-
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Luego, de un =z, en adelante se tiene que

T
V1+e

y como € fue arbitrariamente fijado, se deduce que

< Tyl —Tp < T

lim (zp41 —an) =7

n— o0
1
(b) Caso: 5 <
1 — 4a?®
Como, en este caso, 1+ 12 < 1. Dado € > 0, tenemos
x
1 — 4a?
1+7a>1—6para x> M,
422

El razonamiento es muy similar al caso anterior.

(c) Caso: a= 7
En este caso la ecuacién es

W' +u=0
que tiene las soluciones
u(z) = aysin (x — ag)

con ai,as constantes reales, que poseen una sucesion de ceros a distancia exactamente 7.

2.2.1. Localizacion de ceros

Proposicion 2.8. (Distancia entre ceros de una solucion)

Sean m, M constantes tales que
0<m?<q(z) < M? en [a,b]
y sea u una solucidon no trivial de
W+ q@x)u=0

(1) St x1 y w2 son ceros consecutivos de wu(x) entonces

T o7

L < g — e < —

M= "=
(79) Si u(a) =u(b) =0y u(x) tiene n—1 ceros en (a,b), entonces

m(b—a) §n§M<b_a).



16 CAPITULO 2. TEORIA DE OSCILACION
Demostracion. (i) z(x) =sinm (x — 1) es una solucion de
2+ m?z =0

tal que z(x1) =0.

- , T
Por lo tanto, el siguiente cero de esta soluciéon es x; + —. Por el Teorema de
m

., ™ .
comparaciéon de Sturm obtenemos que x9 < x1 + —, equivalentemente zo — 1 < —.
m m

De forma anéloga usando la ecuacion

2+ M?2=0
obtenemos que
s
Xro — I 2 M

(11) Si u(a) =u(b) =0y wu tiene n —1 ceros en (a,b) entonces tenemos que hay n
intervalos entre los ceros consecutivos en |[a, b].

Por el aparatado (i) se sigue que

T <h-a<nt
naf S asn_
es decir,
m (b—a) SHSM(b_a)-
T T

2.3. Extensién del Teorema de comparaciéon de Sturm

2.3.1. Teorema de Sturm-Picone

A continuacion, extenderemos el Teorema de comparaciéon de Sturm para la ecuacion

diferencial (2.1]). Para esto, necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.9. Sean las funciones y, z, py', p1Z’ diferenciables y z(x) # 0 en I. Entonces

se tiene la siguiente tdentidad:
Yy ’ nl’ n’ y2 n/ 2 YN
[; (2py —yplz)} =y () == ) +(p=p)y" +m (y - ;z) . (2.10)

Demostracion. Expandiendo el lado izquierdo, tenemos
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y( / / ,_y AY 1o / / / yil Yy / !
[Z zpy —yp1Z)] —Z(Z(py) + 2'py —y(p12)—yp1Z)+ ol 24 (zpy" — yp12")

2 / / 2 12
Py / 2yypz Yp;z
=y () == (m?) +py”? — —+

N/ y2 n/ 2 / 912
=y (py) —;(pﬂ) +(—p)y*+m (y _EZ>

Teorema 2.10. (Teorema de Sturm-Picone)
Si a,b €1 son dos ceros consecutivos de una solucion no trivial y de 2.1)), y si p1 (z),

q1 () son continuas en [a,b] y

0<pi(x)<p(z), q(x)>q(x)en [a,b],

entonces toda solucion no trivial z(x) de la ecuacion diferencial

(p1 (x) z')/+q1 (x)2=0 (2.11)
tiene un cero en |a,bl.

Demostracion. Sea z(x) # 0 en [a,b], entonces el Lema [2.9] es aplicable y de (2.10) y las

ecuaciones diferenciales (2.1) y (2.11)), deducimos

Yy ! Yy N2
[; (epy’ = ym)| = (a1 = @) >+ =)y +m (v - 52’> :
Integrando la identidad anterior y utilizando que y (a) =y (b) = 0, obtenemos
’ 2 2 %
/ {(QI —q)y +-p)y" +m (y’ - 22’) } =0,
a
y ¥ - (y) '=0.
z

y (z)
z (z)

Sin embargo, como ¥y (a) = 0 esta constante debe ser cero, y entonces

que es una contradiccion, a menos que ¢ (z) = q(x), p1(z) = p(x)

= constante.

/
La tltima identidad es la misma que (Q) (x) =0, y por lo tanto
z

<

) 0 o1
6 =0.0,1

que es lo mismo, y(x) = 0. Esta contradiccion (ya que no es solucién trivial) implica que

N

z debe tener un cero en |a,b]. O

2.3.2. Teorema de separacién de ceros de Sturm

Corolario 2.11. (Teorema de separacion de Sturm) Si y1 (z) y y2 (z) son dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacion diferencial (2.1) en I, entonces sus ceros estdn
entrelazados, es decir, entre dos ceros consecutivos de una solucion hay exactamente un

cero de la otra.
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Demostracion. Dado que yi (z)y y2 (z) no pueden tener ceros comunes, el Teorema [2.10]
para pi(x) = p(x), ¢1 () = q (=) implica que la solucién y, () tiene al menos un cero
entre dos ceros consecutivos de 1 () .

Intercambiando y; (z) e yo (z) vemos que ys (x) tiene como maximo un cero entre dos

ceros consecutivos de yp (). O
Ejemplo 2.12. Es facil ver que las funciones
y1 () = ¢pcos (x) 4+ casin () e yo () = ez cos (x) + ¢4 sen (x)
son soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial 3" +y = 0 si y solo si
c1-c4—cCy-c3#0.
Asi, del Corolario[2.11] se deduce que estas funciones y; () e y2 () tienen ceros alternados.

En un intervalo finito I = [a,b] la ecuacion diferencial (2.1)) puede tener como maximo

un namero finito de ceros, y esto lo demostraremos en el siguiente resultado.

Teorema 2.13. La unica solucion de la ecuacion diferencial (2.1) que se anula en infinitos

valores de I = [a,b] es la solucion trivial.

Demostracion. Supongamos que la solucion y(x) de (2.1) tiene un namero infinito de
ceros en I. El conjunto de ceros tendra un punto limite z* € I (ya que el intervalo I es

cerrado), y existird una sucesion z,, de ceros que converge a x* con
Tm #Fax*, m=0,1...

Veamos que y (z*) = ¢/ (z*) = 0, luego por la unicidad de las soluciones de ED seguira

que y(z) =0en I.Para esto, la continuidad de la soluciéon y (z) implica que

y (@) = lim y(@m) =0

m—0o0

A continuacion, de la diferenciabilidad de la solucion y (z), tenemos

*
— 0
y' (z*) = lim Y\Im) 7Y ) (@m) y*(x ) = limy 0o ——— = 0.
Mm—00 Ly — T T — T

O

Veamos ahora un resultado final en este capitulo que da una condicién suficiente para

que la ecuacion diferencial (2.1)) sea oscilatoria en el intervalo I = (0, 00).
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2.4. Teorema de la oscilacién de Leighton

Si desarrollamos el termino (py’)’ en la ecuacion (2.1]) obtenemos

p(@)y" (z) +p (2)y () + q(z)y () =0
y si llamamos D a la expresion diferencial en (a,b):

d2

D=2
dx?

+P(x)%+@(az)

donde en este caso: P (z) = ];/((j))’ Q(z) = Zgg

Dy=y"+P(z)y +Q(z)y, a<z<b.

resulta:

Entonces y es solucion de (2.1) en (a,b) siy solo si Dy = 0.
/
Y (x)

Observacion 2.14. Sea z(x) = y donde

Dy=y"+Py +Qy=0 (2.12)
z satisface la de primer orden no lineal:
@) +22 @)+ Px)z(z)+Q(x)=0 (2.13)

Esta es la llamada ecuacion de Riccati asociada a (2.12)). Reciprocamente, si z es
solucion de (2.13)) e y satisface la ecuacion:

y (2) =z (z) -y (2),

es decir, si y = K - e/#% con K constante, entonces y es solucion de ([2.12). Asi, el
problema de resolver la ecuacién de segundo orden (2.12)) se reduce a la integraciéon de una

ecuacion de primer orden no lineal.

Teorema 2.15. (Teorema de la oscilacién de Leighton)

o0 1 o
St / —— =00y / q (x) = oo, entonces la ecuacion diferencial (2.1) es oscilatoria
I

Demostracion. Supongamos que y es una solucion no oscilatoria de (2.1) que podemos
asumir ademés que es positiva en [z, 00), donde xg > 0.

Ademaés la ecuaciéon de Riccati

dq(r)+—— =0
p
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tiene una solucion z (x) en [zg,00) (por la observacion (2.14)). Esta solucion obviamente

satisface la ecuaciéon

x x 22
z(m):z(xo)—/ q(t)dt—/ p((f))dt. (2.14)

o0
Como / q (t) dt = oo, siempre podemos encontrar un x; > xg tal que

20)~ [ ale) <0

0

para todo x en [r1,00). Asi, de (2.14)) se deduce que
x 2
z(z) < —/ G
X

s P()

para todo z € [x7,00).

Sea

T 22
r(z) :/ p((tt)) >0, z € [x1,00),

por lo tanto z (z) < —r (), y

v (z) = > (2.15)
p(z) = p(x)
para todo z € [z1,00).
Integrando (2.15)) en (z1,00), obtenemos
T —1 n 1 - /°° 1
fim —— —
emoor(x) o (e1) T Sy p()
y teniendo en cuenta que r(z) > 0 para x € [x1,00) deducimos que
/OO ! < ! <
— 00
z P (SL‘) r (!Tl)
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, la solucién y (z) es oscilatoria. O

Ejemplo 2.16. Consideramos de nuevo la ED de Bessel
x2y// 4 xy/ 4 (1,2 _ a2) y = 0
en (0,00).

. - 1 .
Esta ecuacion se transforma al multiplicarla por —, en la ecuacién
x

X
[zy] +
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22 — g2

a
Se tiene que p(z) ==z, q(x) = . Ademaés, para v > 0 obtenemos que
T

* dx
= lim lnti:—l-oo.
|5 =

Si ahora tomamos v > a, en el intervalo [v, 00) se verifica que

a? 2% —a?
r—a<zy——= ,
T T

luego
S

= +o00.

/00 (x)dx—/oon_anw>/Oo(x—a)da;— lim M
v q a » T —Ju oo 2

El Teorema implica que las soluciones de la ED de Bessel son oscilatorias para todo

v

a.
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Capitulo 3

Problemas lineales regulares de

contorno

3.1. Introducciéon

Hasta ahora nos hemos concentrado solo en problemas de valor inicial, en los cuales
para una ecuacion diferencial dada las condiciones suplementarias en la funcién desconocida
(solucion) y sus derivadas se prescriben a un valor fijo, 1z, de la variable independiente
x. Sin embargo, como hemos indicado en el Capitulo 1, hay una variedad de otras posibles
condiciones que son importantes en las aplicaciones.

En muchos problemas los requisitos adicionales se dan en forma de condiciones de
contorno: la funcién desconocida y algunos de sus derivados se fijan en més de un valor de
la variable independiente x. La ecuacion diferencial junto con las condiciones de contorno
se conocen como un problema de valor de frontera.

Se sigue las referencias [I] Y [3].

3.2. Problema de Sturm-Liouville no homogéneo

3.2.1. Definiciones y motivaciones

Consideramos la ecuacion diferencial lineal de segundo orden no homogénea
po (@) y" +p1(x)y +p2 () y =r(2) (3.1)
y su correspondiente ecuaciéon homogénea

po(z)y” +p1(2)y +p2(x)y=0 (3.2)

23
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en el intervalo I = [a,b], donde asumimos que las funciones pg (x), pi1 (z), p2(x)y r(x)
son continuas en I .
Junto con la ecuacion diferencial (3.1)) consideraremos las condiciones de contorno de la

forma:

= A,
. (3.3)

)

I [yl = aoy (a) + a1y’ (a) + boy (b) + b1y’ (b)
l2 [y] = coy (a) + cry/ (a) + doy (b) + dry’ ()
donde a;, b;, ¢;, d;, i =0,1y A, B son constantes reales.

En todo momento debemos asumir que estas son esencialmente dos condiciones, es decir,

apg ai bo b1
rango =2
ch C1 do d1

El problema de valor de limite (de frontera) (3.1, (3.3) se llama lineal no homogéneo,
mientras que la ecuacion diferencial homogénea (3.2)) junto con las condiciones de contorno

homogéneas
Lilyl=0, l[y=0 (3.4)

se llamara un problema de valor limite homogéneo.
Las condiciones de contorno (3.3]) son bastante generales y, en particular, incluyen:

(1) primeras condiciones de contorno (condiciones de Dirichlet):

y(a)=4, yb)=B

(7i7) condiciones de frontera separadas (terceras condiciones de la frontera):

{ apy (a) + a1y’ (a) = A
doy (b) +dy' (b) = B

donde tanto a3 +a? >0y d3+d} > 0.

(iv) condiciones de frontera periodicas:

y(a)=y(®), y(a)=y ) (3.5)

El problema de valores de frontera (3.1), (3.3) se llama regular si tanto a como b son
finitos, y la funcion pg (z) # 0 para todas las = € I.



3.2. PROBLEMA DE STURM-LIOUVILLE NO HOMOGENEO 25

Si a=-00y/o b=o0y/o po(z)= 0 para al menos un punto x € I, entonces el
problema , se dice que es singular. Consideraremos en este caso solamente el
problema de valores de frontera regular.

Por una solucién del problema del valor limite , nos referimos a una funcién de
clase C2% en I que verifica la ecuacién (B.1)) y satisface las condiciones de contorno (3-3).
La teoria de existencia y unicidad de los problemas de valores de frontera es mas dificil
que la de los problemas de valores iniciales. De hecho, en el caso de problemas de valores
de frontera un ligero cambio en las condiciones de contorno puede conducir a cambios
significativos en el comportamiento de las soluciones. Por ejemplo, el problema de valor

inicial
y'+y=0, y(0)=c1, y(0) =cy
tiene una solucién dnica
y () = ¢1 cos (x) + cosin (x)

para cualquier conjunto de constantes cq,co.

Sin embargo, el problema de valores de frontera

y' +y=0,y(0)=0, y(r)=¢€(#0)

no tiene solucion.

El problema

tiene una soluciéon unica

esin (x)

v®) =
mientras que el problema 3" 4+y =0, y(0) =0, y(7) = 0 tiene un nimero infinito de

soluciones y (z) = csin (z), donde ¢ es una constante arbitraria. Del mismo modo, ya que

para la ecuacién diferencial

(1+:1:2)y—293y+2y:0
la solucién general es

y(z) = c1 (14 2?) + cox,

observamos que existe una solucién tnica que satisface las condiciones de contorno



26 CAPITULO 3. PROBLEMAS LINEALES REGULARES DE CONTORNO

y un ndmero infinito de soluciones que satisfacen

y ninguna solucion que satisfaga

y(-1)=0. y(1)=1

Obviamente, para el problema homogéneo de , la solucién trivial siempre existe.
Sin embargo, de los ejemplos anteriores se deduce que ademas de tener la solucion trivial, los
problemas de valores de frontera homogéneos también pueden tener soluciones no triviales.
Nuestro primer resultado proporciona una condicién necesaria y suficiente para que el
problema, problema , tenga solo la solucién trivial.

3.3. Caracterizaciéon de soluciéon del problema homogéneo

Teorema 3.1. Sean y;1 (z) e ya2 () dos soluciones linealmente independientes de la ecua-

cion diferencial (3.2). Entonces el problema del valor de frontera homogéneo (3.2)), (3.4)
tiene solo la solucion trivial si y solo si

Lyl ilyel
Lly]  l2[ys]

£ 0.

Demostracion. Cualquier solucion de la ED (3.2)) se puede escribir como
y (x) = cry1 (z) + oy (7).
Esta es una solucion del problema (3.2)), (3.4) si y solo si

{ L [eiyr + caye] = arly [ya] + c2li [y2] =0, (3.6)

0
la [cry1 + caye] = c1la [y1] + calz [y2] = 0.

Sin embargo, el sistema (3.6) solo tiene la solucion trivial si y solo si A # 0 (la matriz de

coeficientes del sistema tiene determinante distinto de cero). O

Corolario 3.2. El problema del valor de frontera homogéneo (3.2), (3.4)) tiene un nimero

infinito de soluciones no triviales si y solo si A = 0.

Ejemplo 3.3. Considérese el problema del valor de frontera

zy" —y —4a3y =0 (3.7)
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Para la ED
y1 () = cosh (ac2 -1), y(z)= %sinh (ac2 - 1)

son dos soluciones linealmente independientes.

Ademas, ya que para las condiciones (3.8)), tenemos

1 0
cosh 3 % sinh 3

#0,

deducimos que el Problema (3.7)), (3.8) tiene solo la solucion trivial.

3.4. Caracterizaciéon de solucién del problema no homogéneo

Teorema 3.4. El problema de condiciones de frontera no homogéneo (3.1), (3.3) tiene una
solucion dnica si y solo si el problema homogéneo (3.2), con las condiciones de frontera
(3.4) tiene solo la solucion trivial.

Demostracion. Sean y; e yo dos soluciones linealmente independientes de la ED homo-
génea (3.2) y z una solucion particular de (3.1]). Entonces la solucion general de (3.1]) se

puede escribir como

y(z) = cy1 (z) + oy (v) + 2()

Esta es una solucién del problema (3.1]), (3.3)) si y solo si

li[eiyr +cayp + 2l = cilly [n] + cali [y2] + 11 [2] = A, (3.9)

la [eryr + coy2 + 2] = crla [y1] + cala [yo] + 12 [2] = B.
Sin embargo, el sistema no homogéneo (3.9)) tiene una tnica solucion si y solo si A # 0,
es decir, si y solo si el sistema homogéneo (3.6)) tiene solo la solucion trivial. Del Teorema

deducimos que A # 0 es equivalente a hecho de que el problema de condiciones de
frontera homogéneo (3.2)), (3.4)) tenga solamente la solucion trivial. O

Ejemplo 3.5. Consideramos el problema de valores en la frontera

y'=x—d
y(1)=0
y(2)+by (2)=0
3 22 z?
La solucion general es y (x) = ¢1 + cox + o d?. Por lo tanto, ¢ (x) =co + o dx.

Imponiendo las condiciones de contorno:
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feriodoy
ci+cyg+ - — ==
1 2 6 2 )

4
cl+2+§—2d+602+26—2bd:0.

es decir,
n d 1
C1 2= — =,
2 6 A (3.10)
c1+(24+0b)cg=2bd+2d—2b— -.

3
Este sistema lineal tendra solucién dnica en c¢; y c¢2 si y solo si el sistema homogéneo
tiene sélo la solucion trivial (si el determinante de los coeficientes es no nulo). Cuando el
homogéneo tenga infinitas soluciones, el no homogéneo tendré infinitas o ninguna. Dado

que,

1 1
1 b+2

=0&b=-1.

Por lo tanto, si b # —1, podemos despejar de forma tnica ¢; y co, v la solucién queda
determinada, cualquiera que sea d. Por otra parte, si b = —1 entonces (3.10)) se convierte

en

| =

€1+ c2 =

Wi Q.

c1+c2=

Este altimo sistema tiene solucién cuando % — % = % Sd= %, y en este caso hay infinitas

soluciones. En consecuencia, para b= —1, d# 3 1o hay solucién.
Consideramos la ecuacién no homogénea:
(p(2)y) +a(@)y=f () (3.11)
y su ecuacion homogénea ( f = 0):
(p(2)y) +a(@)y=0 (3.12)
con las condiciones separadas homogéneas :

apy (a) + a1y’ (a) = 0, (3.13)
doy (b) + dry’ (b) =0

donde tanto a3 +a? >0y d3+d3 >0y pe Clia,b], q,f € Cla,b], p>0en [a,b].



3.4. CARACTERIZACION DE SOLUCION DEL PROBLEMA NO HOMOGENEO 29

Teorema 3.6. El problema (3.11)), (3.13) tiene solucion unica si y sélo si (3.12)), (3.13))
tiene sdlo la solucion trivial. Si (3.12)), (3.13) tiene soluciones no triviales yp entonces

(13.11)), (3.13)) tiene infinitas soluciones o no tiene ninguna segun sea igual o distinta de

cero, respectivamente, la integral:
b
/ fyn =0. (3.14)
a

Demostracion. La primera parte estd demostrada en Teorema [3.4] Veamos que si hay

soluciones no triviales y de (3.11)), (3.13]) entonces la integral (3.14) es nula. Teniendo en

cuenta que

fun = [py) + av) yn = I (' — yyp)l' + [lovi] + aun] v

se obtiene que
b b . b b .
/ fyndz :/ [[py’] + qy} yn = [p (vnt/ — yu1)], +/ [[pyﬂ + th} y=0,
a a a
yaque p>0e y, essolucion no trivial de (3.13)), y que y, y, verifican las condiciones de
contorno (3.13) y por lo tanto se tiene el resultado. O

Ejemplo 3.7. Hacemos ahora una discusion del ejemplo [3.5] utilizando el Teorema [3.6] El
problema homogéneo (y” = 0) tiene solo la solucion trivial si b # —1. Y si b = —1 las
soluciones son y = ¢ (1 — xz) = {1 — x}, siendo ¢ constante real.

El problema no homogéneo ((y')’ = z — d), tendra entonces solucién tnica si b # —1, e

infinitas 6 0, para b = —1, segtin se anule o no la integral:

2
/1 (:):—d)(l—x)dng—g@d:g,

Ahora estudiamos condiciones de contorno no homogéneas y el caso en el que la ecuacion
depende de un parametro.

Sea el problema (3.11)) con las condiciones de contorno no homogéneas:

apy (a) + a1y’ (a) = A
doy (b) + dry’ (b) = B.

Y

(3.15)

y su problema homogéneo , con las mismas condiciones sobre los coeficien-
tes discretos impuestos anteriormente en el problema , . Si encontramos una
funcién z que satisfaga entonces el problema , se transforma en otro
con condiciones homogéneas. En efecto, utilizando la linealidad de la ecuacion (3.13)) y las
condiciones de contorno, el cambio de variable uw =y — z con y solucién de ,

lleva al problema:
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(p(x)u) +q(z)u=f(z) = (p(x)v) —q(x)v

apu (a) + a1u’ (a) = 0,

que es del tipo (3.11), (8.12) ya estudiado. Asf que, deducimos del Teorema [3.6]el siguiente
resultado.

Teorema 3.8. El problema (3.11)), (3.15) tiene solucion tinica si y sélo si (3.12)), (3.13)
tiene sdlo la solucion trivial. Y si (3.12)), (3.13)) tiene infinitas soluciones, (3.11)), (3.15)

puede tener infinitas o ninguna.

Para encontrar dicha z normalmente trabajamos por tanteo. Si no es constante, proba-
mos una recta; si no vale, funciones mas complejas. Se vera en la construccion de la funcién

de Green al utilizar el método de variacién de pardmetros.

Observacion 3.9. Resulta claro que aunque en el problema (3.11), (3.15) sea f(z) = 0,
si una condicién de contorno es no homogénea, las propiedades son las tipicas de uno no

homogéneo.
Por tltimo consideramos la siguiente ecuacién no homogénea que depende del parame-
tro A
() — gy + Xry = f (2) (3.16)
junto con las condiciones de frontera (3.13)). Llamemos por (P}) al problema de Sturm-
Liouville asociado a (3.16)), (3.13) (el de f = 0). Para cada valor de \ tenemos un problema

de los ya vistos (con ¢ = —g + Ar). Se tiene por tanto el siguiente teorema:

Teorema 3.10. El problema (3.16]), (3.13) tiene solucion inica si y sélo si A no es auto-
valor de (Py,).



Capitulo 4

Funciones de Green

4.1. Introduccion

En este capitulo definiremos una funcién G (z,t) llamada funcién de Green para el

problema regular de Sturm-Liouville
Liyl(z)=r(z), a<z<b (4.1)

y su problema homogéneo

junto con las condiciones de frontera

{ apy (a) + a1y’ (a) =0,
doy (b) + d1y’ (b) = 0,

donde

d dy
L [y] = Iz (podx> + p1y.

Usualmente, buscamos una solucién de esta ecuacion con las condiciones de frontera dadas.
Una aproximaciéon formal al problema es encontrar el operador inverso L~'. Entonces la
solucion de , se puede encontrar como y = L~![r]. Demostraremos que la solu-
ciéon del problema con condiciones de frontera , se puede expresar explicitamente
en términos de G (z,t). Para esto, en lo que sigue a lo largo de este capitulo vamos a
suponer que el problema , con las condiciones de frontera homogéneos tiene solo
la solucién trivial.

En este capitulo seguiremos las referencias [1], [2], [11].

31
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4.2. Definicion axiomatica de la funcién de Green

Definicion 4.1. La funcién de Green G (z,t) para el problema (#.2), con condiciones
homogéneas se define en el cuadrado [a,b] X [a,b] y posee las siguientes propiedades
fundamentales:
(i) G (x,t) es continua en [a,b] X [a, b]. Ademas, para cada ¢ fijado, las derivadas parciales
0?G (x,t)  0G (x,t)
ox Y ox

son continuas en x, para x # t.

(ii) 8Ga(;c,t) es continua en cada uno de los tridngulos a <z <t<by a<t<x <b,
ademas
oG oG 1
— (tT,t) — — (t~,t) =
330( t) (9:6( t) po (t)
donde
oG | . ., 0G
o (1101) = lim 5 (@)
Yy
oG , _ ., 0G
oz (11) = Jim 5o (1)

(iii) Para cada t € [a, ]
z(z) = G (x,t)
es una soluciéon de la ED homogénea en cada uno de los intervalos [a,t) y (t,1].
(iv) Para cada t € [a, D]
z(z) = G(x,t)
satisface las condiciones de contorno homogéneas

Estas propiedades caracterizan completamente la funcion de Green G (z,t). Para mos-
trar esto, consideramos y; (z) e y2 (x) dos soluciones linealmente independientes de la ED
homogénea .

Por la propiedad (iii) existen cuatro funciones, digamos, A1 (t), A2 (f), p1(t) vy w2 (t),

de manera que

G(z t):{ y1 (@)A1 () +y2(z) A2 (), sita<a <t
’ y1 () pa () +y2 () pa (1), sit <x<b
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Ahora usando las propiedades (i) y (ii), obtenemos las siguientes dos ecuaciones:
y1 () A () +y2 (0) A2 (t) = y1 () pa (8) + y2 () p2 (1) (4.4)

de modo que (4.2) y (4.3) se pueden escribir como

yr () pa () + 5 (8) 2 () — w1 (8) A1 (8) — 3 (1) A2 (8) = : (4.5)

Cpo(t)

Sean vy (t) = p1 () =M (1) y va(t) = p2 (t) — A2 (t) de modo que (4.4) y (4.5) se pueden

escribir como

yi (v (t) +y2 ()2 (t) =0 (4.6)
RO O+ 0n0 = —c @)

Dado que y; (z) e y2 (z) son linealmente independientes entonces su Wronskiano sera

W ly1,y2)] (t) = y1 (1) vy (t) — ¥1 () y2 (t) # 0

para todo t € [a,b].
Por lo tanto, las relaciones (4.6, (4.7) determinan de manera tnica v (t) y v (t) .
Ahora usando las relaciones py (¢) = M (8) +v1(t) y p2(t) = A2 () + 12 (t), La funcion

de Green se puede escribir como

yr (@) A () +y2 (2) A2 (1), sia <z <t

G (x,t) =
0= g @0 )+ 10 @) 12 6+ 91 ()1 (6 + g2 ) v (), si £ < <

Finalmente, usando la propiedad (iv), nos encontramos

I [yn) Ax (8) + 10 [y2] Ao (£) = —bo (y1 (b) v (£) + y2 (b) v2 (£)) —dy (1 (b) v1 (£) + v (b) v2 (1))
(4.9)

Iy [y] A1 (8) +12 [y2] X2 (8) = —do (y1 (b) v1 () 4 w2 (b) va (£)) —dy (41 (b) v1 (£) + v (b) v2 (1))
(4.10)

Dado que el problema homogéneo , junto con las condiciones de frontera homogéneas
solo tiene la solucién trivial, del Teorema se deduce que el sistema ,
determina tnicamente Aj (¢) y A2 (%).

Después veremos que no existe otra funcion que tiene las propiedades (i) — (iv), es decir,
la funcion de Green G (z,t) del problema homogéneo (4.2)), con las condiciones de frontera
homogéneas es Unica.
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4.3. Construccion de la funcién de Green del problema no

homogéneo

Como se afirm6 anteriormente, ahora mostraremos que la solucién tnica y (x) del pro-
blema (4.1]), con las condiciones homogéneas (4.3) se puede representar en términos de

G (z,t) de la siguiente manera:

y(:c):Ll[r]:/b G(x,t)r(t)dt:/x G(:c,t)r(t)dt—i—/b G (x,t)r(t)dt. (4.11)

Usaremos el método de variacién de constantes para obtener una representacién general
de la solucién del problema homogéneo , con las condiciones homogéneas . Para
ello escogemos dos soluciones no triviales y; e yo de la ecuacién homogénea .
Tomamos y; de modo que verifica la primera condicién homogénea de e Y2 que
satisfaga la segunda condicion homogénea de (i.e 1 [y1] =0, la [y2] = 0).

La existencia de y1 e yo es consecuencia del teorema de existencia y unicidad de problemas
con valores iniciales, ya que podemos elegir las condiciones iniciales en a (respectivamente
en b) de manera que la primera condicién homogénea de se cumple y la solucién no
sea trivial.

Para poder utilizar el método de variaciéon de constantes debemos asegurarnos de que
v 12 son linealmente independientes.

Para ello, si 7 e w9 fuesen linealmente dependientes, entonces una tiene que ser multiplo
de la otra, es decir, y; = c- y2. Por lo tanto como y» satisface la segunda condicién
homogénea de , entonces y; también satisface esa condicién. Ademds y; satisface la
primera condicién homogénea de , asf que y1 es solucién del problema homogéneo
con las condiciones de contorno homogéneas . Como hemos supuesto que el problema
homogéneo con las condiciones de contorno homogéneas tiene sélo la soluciéon
trivial, concluimos que ¥; es una solucién trivial (Contradiccion ya que y; no es solucion
trivial por hipotesis).

Con esta contradiccién tenemos que y; y y2 son linealmente independientes.

Para poder aplicar el método de variaciéon de constantes, escribimos primero la ecuacién

(4.1) en la forma:

/
&y’ +
bo Po Pbo

p_ T

y// +

Asumimos que
y(x) =c1(@)y1 (2) + 2 () y2 (x) (4.12)

es solucion de (4.1) con ¢; () y ¢z (x) dos funciones a determinar.
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Para buscar las funciones incognitas, primero debemos calcular o' (z) y y” (z). Al

derivar (4.12)) obtenemos
!/ __ / / / /
y =yt ey + Ay + ey,

Para simplificar los calculos y evitar las derivadas de segundo orden para las incégnitas c;

y ¢ en la expresion para y”, imponemos la condicién
Ay + by = 0.
Asi, la formula para 3’ se convierte en
y' = c1yy + ey
Por lo tanto
Y’ =y + ayl + s + eyl
Ahora al sustituir y, 1/, 3" en tenemos
r(z) =c1 (poyi + Poy1 + pry1) + c2 (Poys + Poyh + p1y2) + po (clyl + chys)
=po (191 + c4¥3)

va que Y1 € ¥y son soluciones de la ecuacién homogénea.

Por lo tanto,
r
Yy +chyp = —.
bo

Como y; y y2 son linealmente independientes, se sigue que el Wornskiano de y1 y 4o

nunca se anula, por lo tanto al resolver el siguiente sistema

/ /
y1c] +y205 = 0,
r
! !
yicp tyacs = —,
obtenemos que

S @)
! po (2) W [y1,92] ()’

donde

Wy, y2] (z) =

Al integrar estas ecuaciones obtenemos finalmente
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[T =y ) ()
c1(x) = /b PO W 1,92 (0

" @)@
¢z (z) —/a po () W [y1,y2] (t)dt

Asi que la solucion particular de (4.1) (que es también la general de (4.1) ya que hemos

supuesto que la homogénea tiene solamente la solucion trivial) es
y(x) =c1(z)y1 (z) + c2 () y2 (2)

o [ e @) L nre
= )/b Po (W [yn,yal (1 42 )/a o OW Ly 0 (413)

:/bG(a:,t)r(t)dt,

siendo
y1 (t) y2 (2) - )
oty mOW @ "5
: O oy

po () W [y1,92] ()’
A continuacién, usamos el hecho de que y; e yy satisfacen la ecuacion homogénea (4.2)

para mostrar que
po (z) W ly1, y2] (x) = C, para todo z en [a,D]

donde C es una constante.

En efecto,
o0 @)W by, 12] () = = (1 () [ () () — () 2 )
=1 (2) - [po () v ()] + 84 () po (@) 2 1)
32 (2) - [0 (@) 4 ()] — vk (@) (2) 32 ()
=1 (7)1 [po () v ()] — 32 (&) < [po () 4 4]

Por lo tanto, G(x,t) tiene la siguiente forma:

y1 (£) y2 (x)
C

y2 () y1 (x)
C )

donde C esta dada por la ecuacion pg (z) W [y1,y2] () = C, con x € [a,b] e y; e ya son

soluciones de la ecuacion (4.1)) verificando

sta<t<zx

)

G (z,t) = (4.14)

stz <t<b
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4.3.1. Solucién del problema no homogéneo mediante la construcciéon de

la funcién de Green

Teorema 4.2. Supongamos que el problema homogéneo con las condiciones de fronte-
ra tiene solamente la solucidon trivial, y sea G (x,t) la funcion de Green del problema
reqular de Sturm-Liouville con valores en la frontera (4.3)). Entonces se verifica:

(1) existe una funcion de Green unica G (x,t) para el problema con valores en la
frontera (4.3)).

(i1) la solucion tnica y(z) del problema no homogéneo [{.1)), junto con puede ser

representada por

b
y(:n)—/ G (2,0)r (1) dt

para cualquier funcion r continua en [a,b).

(131) G (x,t) es simétrica, es decir, G (z,t) =G (t,z).

Observacion 4.3. La propiedad (ii7) se deduce como veremos méas adelante porque el

operador L es autoadjunto.

Demostracion. (i) Existencia: se obtiene tal funcién de Green usando el método de varia-
cién de constantes como hemos detallado anteriormente
Unicidad: Las propiedades (7), (ii) , (i4i) y (iv) caracterizan G (z,t) porque si dos

funciones de Green Gj (x,t) y G (z,t) las cumplen, para cada ¢ € [a,b] la funcion de x:
y(x) =Gy (x,t) — Go (x,t)
es de clase C? en |a,b], cample (4.2) y las condiciones de contorno (4.3). Por tanto

y(x)=0

para todo z (ya que hemos supuesto que el problema homogéneo (4.2)), (4.3) s6lo tiene la
solucion trivial).
(74) Usamos el método de variacion de parametros para buscar una solucion y (x), de tal

manera que verifica la ecuacién no homogénea (4.1). Por lo tanto, basta ver que y(z),
dada en (4.14]), satisface las condiciones de la frontera (4.3)).
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Calculamos en el primer lugar 3’ (z) a partir de la ecuacion (4.13) (con pW [y1,y9] = C):

y/ (l‘) _ yi (ZE) /x —Y2 (t> r (t) dt — Y1 (.%') Y2 (l‘) r (x>

., C C
o () /x yl (tgf (t) gy (z) y2c($)7“ (z) (4.15)
— (@) /bx —Y2 (gT(t)dterg (x)/ax Y1 (t)CT(t)dt

Usamos las ecuaciones (4.13) y (4.15) para obtener

b b
cou (@) + e o) =dons (a)/ Wdt—Faly/l (a>/ yQ(t)Cr(t)dt

b
= [aoy1 (a) + a1y (a)] / Wdt

=0
pues y; (x) satisface la primera condicion de (4.3]).
Asi, la funcion dada por (4.11)) verifica la primera condicion de (4.3)). Analogamente por el

mismo célculo se tiene que y también satisface la segunda condicion de (4.3]).

Por lo tanto, y () resuelve el problema no homogéneo (4.1 con valores en la frontera

#-3)-
(i4i) la simetria se deduce a partir de la definicion de G (x,t) en (4.14), basta intercambiar

xy ten las férmulas. O

Ejemplo 4.4. Considérese el problema de valores en la frontera periédico
y' () + Ky () =0, k>0, z€[0,w], w>0 (4.16)
y(0) =y (w),
y (0) =y ().

Para la ecuacion diferencial dos soluciones linealmente independientes son

(4.17)

y1 (z) = coskx e ys(x) =sinkz.

Por lo tanto, el Teorema afirma que el problema (4.16]), (4.17)) tiene solo la solucion
trivial si y solo si

k 2l
A:4kzsin2<2°">7éo,i.e, w;«é%, 1=1,2,...

Ademas, las igualdades (4.6)) y (4.7) se reducen a

coskt vy (t)+sinkt vy (t) =0
—ksinkt vy (t)+kcoskt wve(t) =1

Estas relaciones implican
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sin kt cos kt
n )=~ (=
A partir de (4.16) y (4.17) se tiene que las ecuaciones (4.9) y (4.10) se reducen a
ink(w-—t
(1 —coskw) A1 (t) —sinkw Ao (t) = sm(]:))’
k(w—t
sinkw A1 () 4+ (1 — coskw) A2 (t) = cos(kw)7
lo que determina A () y A2 (t) como
1 1
M= ek (1-9) )= — k(1= %),
. kw 2 . kw 2
2k sin 5 2k sin 5

Sustituyendo estas funciones en (4.8)), obtenemos la funcién de Green del problema de

valores en la frontera periodico (4.16)), (4.17) como

1 {Cosk(x—t—i—‘;) si, a<zxz<t

kw cosk(t—x+%) si, t<x<b

G(z,t) = ———
2k sin — =
k sin 5

que, como ya sabemos, es simétrica, es decir, G (z,t) = G (t, z).

4.3.2. Demostraciéon de las propiedades de la funcién de Green

Demostramos ahora las propiedades de la funcién de Green del problema no homogéneo

(4.1), con las condiciones (4.3]).

Teorema 4.5. Sea G (x,t) la funcion de Green dada por para el problema regular
de Sturm-Liouville con las condiciones de frontera . Entonces

(a) G(x,t) es continua en [a,b] X [a,b], y para cada t fijo, las derivadas parciales D
e

Ox?

(b) En la diagonal del cuadrado |a,b] X [a,b] x = t, la derivada parcial D tiene una
x

y son funciones continuas de la variable x, con x #t.

discontinuidad de salto finito :

oG oG , _ 1

g(ﬁ,t) — %(t 1) = 0

(¢) Fijado t, la funcion G (z,t) satisface el problema homogéneo (4.2)) y las condiciones
de frontera (4.3) correspondientes para x #t, es decir,

LIG(-t)](x) =0, con x#1

donde L el operador lineal asociado a la ecuacion homogénea y

oG oG
aoG (a,t) + a1 (a,t) =0, doG (b, t) + dl% (b,t) = 0.
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Demostracion. (a) Como y; e yo son ambas soluciones de la homogénea (4.2)), es decir

Liyj=0en [a,b]
oG  9*G

se tiene que tanto G como — y —
ox Ox?

r<by a<z<t<h.

Asi, por la expresion (4.14) de G (z,t), deducimos que G (z,t) es continua en el cuadrado

[a,b] X [a,b] y, para cada t fijado, tenemos que son funciones continuas de x para x # t.

(b) Por ser

son funciones continuas en los triangulos a <t <

pOW [yl: y?] - Cv

utilizando la formula (4.14) se deduce que

. 0G . 0G Wy @)y )y ()
Jm 5y @) = lim H e t) = =4 C
_ W@ _ 1
C po (t)

(c) Para t fijado, la funcion de Green G (z,t) es multiplo constante de y; (z) cuando
x <ty un multiplo constante de ys2 (x) cuando t < z.

Como 17 e wyo verifican la ecuacién homogénea (L[y;] = 0,7 = 1,2), entonces lo
mismo pasa con G (-,t) para x # t.
Veamos que G (x,t) verifica las condiciones de frontera (4.3)).

Para z < t, tenemos que
G (x,t) = (”C(t)) y ().

Como y (x) satisface la primera condicion de (4.3), se tiene que

G (0,0) + e (ont) = (22 faon () + arsf (@] =0,

De forma anéloga, cuando t < x, obtenemos que

O

La solucion yo (z) satisface la segunda condicion de (4.3)), asi que

1) ot )+ (0] = .

Por lo tanto, para cada s dado, G (-,t) cumple las condiciones de frontera (4.3)). O

oG
doG (b, 1) +dr " (b,1) = (

Ahora denotaremos el operador integral 7' dado por (4.11)), como

b
T :/ G (2,1) r (2) dt.
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Teorema 4.6. Supongamos que A = 0 no es autovalor del problema de Sturm-Liouville
(4.1), (4.3). Entonces bajo las suposiciones del Teorema (4.2)), X\ es un autovalor de L si
1

y solo si " es un autovalor de T. Ademds, si r es la autofuncion de L que corresponde

. , 1
al autovalor X, entonces r es una autofuncion de T correspondiente al autovalor 3

Demostracién. Supongamos que L [r] = A\r para alguna funcién r € C? [a, b] distinta de

cero. A partir de la definicién de T', tenemos que
r= L7t \r] =T[M\)].

Equivalentemente, ya que A\ # 0,

: 1 . .
Esto nos dice que — es un autovalor de T con su correspondiente autofuncién 7.

A

Reciprocamente, si r (distinta de cero) es una autofunciéon de T correspondiente al

autovalor A # 0, entonces
T[r] = Ar.
Ya que T =L 'y L esun operador lineal, entonces
r=L(T[r]) =L(A)=ALIr

1
Por lo que X es autovalor de L y su correspondiente autofuncién es r. O

4.4. Condiciones de contorno no homogéneas

4.4.1. Principio de superposicién

Sea la ecuacién de Sturm-Liouville no homogénea

| (0 ) +e@] v o = 1,

o0, equivalente en forma de operadores a

f (@)
L+ A = 4.18
(L+X)y () =05, (118)
donde L viene dado por (1.4)), junto con las condiciones de frontera
/ — A
apy (a) + aly/ (a) ; (4.19)
doy (b) + dry/ (b) = B,
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ysean ¢, 21y 22 las soluciones de

L+ i@ =1
aoy (a) + a1y (a) = 0, (4.20)
dog (b) + drif’ (b) = 0,
(L+ )Xz (z) =0,
apz1 (a) + a12) (a) = A, (4.21)
doz1 ( ) + dlzi (b) =0,
(L+X)z2(z) =0,
apz2 (a) + a125 (a) = 0, (4.22)
d()ZQ (b) + dlzé (b) = B.

respectivamente.

Aplicando el principio de superposicién se obtiene que la solucién del problema de Sturm-

Liouville no homogéneo (4.18)), (4.19) es
y(z) =9 (@) + 21 (x) + 22 (2).

La unicidad del problema (4.18]), (4.19) se sigue del hecho de que al restar dos posibles
soluciones tendremos una solucién del problema homogéneo con condiciones homogéneas,

cuya solucién dnica es la trivial.

Ejemplo 4.7. Sea el siguiente problema de Sturm-Liouville no homogéneo

y' (x) = f(2), (4.23)
v(0)=e, (4.24)
M +y' (1)=48

Empezamos calculando la solucién g del problema de Sturm-Liouville no homogéneo con

condiciones homogéneas:

§(1)+7 (1) =0. 42

Para ello calculamos la funcién de Green, utilizando la demostraciéon del Teorema
e Para 0<t<zx<1:
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Yyl (x) =0= 1 () = A1z + B;.

Imponiendo la primera condicién de contorno de tenemos que
y1(0)=0=B; =y (z) = A1z.

e Para 0 < <t<1:
yy (1) =0 = yo (x) = Asx + B,

Imponiendo la segunda condicién de contorno de tenemos que

y2 (1) + 94 (1) =0=2A2+ By = By = =243 = ya (x) = Ay (x — 2).
Luego la funcion de Green es

a(t)z, 0
co(t)(x—2), t<xz<l.

IN
IN

x <t

G (z,t) =

Imponiendo las condiciones de continuidad de la funcién de Green y de discontinuidad de

su derivada hallamos las funciones c; y co:
at)t—ca(t)(t—2)=0,
C1 (t) — C2 (t) = 0,

cuya soluciéon es

Luego la funcién de Green es
t—2)L  0<z<t,
G (z,t) = ( ) 2 ==
( Lo t<z <l

Por tanto la soluciéon ¢ para una funcién f (z) dada seré

1
@(m)z/o G (x.t) f (t)dt

_x—2
)

x T 1
/Otf(t)dt+2/m (t—2) f (t)dt.

Ahora debemos calcular z; solucion del siguiente problema de Sturm-Liouville:
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La solucion de la ecuacion diferencial es 2z (z) = Az + B. Imponiendo la condiciéon de
contorno en z = 0, se obtiene B = a de modo que z; (x) = Az + «. De la condicion de

contorno en el otro extremo se deduce que

21(1)+z'1(1):o:2A+a:o:,A:—%:,zl(x):%@—x).

De forma analoga, determinamos una solucion zo del siguiente problema de Sturm-Liouville:
zy (x) =0,

Z9 (O) = O,
29 (1) + 25 (1) = B.

La solucion de la ecuacion diferencial es z3 (x) = Az + B. De la condiciéon de contorno en

x =0 se deduce z3 (z) = Az. Imponiendo la otra condicién de contorno se obtiene que

22(1)+z§(1):B:2A:B:>A:§$22(x):§$.

En definitiva, la solucién del problema de Sturm-Liouville no homogéneo dado por las

ecuaciones (4.23)), (4.24]) es
y (@) =g () + 21 () + 22 (z)

z—2 (7 z 1 « I}
_ /Otf(t)dt—i—2/x (t-2)f(B)dt+ 5 (2—2)+ L

2



Capitulo 5

Problemas de autovalores y

ecuaclones de Sturm-Liouville

Hemos visto en el Capitulo 3 que el problema homogéneo junto con las condiciones
de frontera homogéneos puede tener soluciones no triviales.
Si los coeficientes de la ED y/o de las condiciones de contorno dependen de un parametro,
entonces uno de los problemas més importantes de la fisica matemaética es determinar el
valor del parametro para el cual existen tales soluciones no triviales. Estos valores especiales
del parametro reciben el nombre de valores propios y los correspondientes soluciones no
triviales se llaman funciones propias.
Se sigue las referencias [1], [2], [5], [7], [8], [9], [10] ,[12], [13] v [14].

5.1. Teoria espectral
5.1.1. Definiciones
Tomamos la siguiente ecuacion diferencial
(p(@)y) +a@)y+X @)y =Ly +Ar(2)y =0, (5.1)

donde

junto con las condiciones de contorno

{ aoy (a) + a1y’ (a) = (())» (5.2)

doy (b) + d1y/ (b) =

Este problema se conoce como el problema de Sturm-Liouville.

En la ecuacion diferencial (5.1)), A es un parametro real, y las funciones ¢, r € C (J),

45
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peCl(J)y p(z) >0, r(x) >0en J = [a,b]. Excluimos los casos en que ag=a; =0
o do=dy = 0 (es decir, asimismo a3 +a? >0, d%+d? > 0).

El problema , que satisface las condiciones anteriores se dice que es un pro-
blema regular de Sturm-Liouville .
Resolver tal problema significa encontrar valores de X y las correspondientes soluciones

no triviales yy ().

Ejemplo 5.1. Consideramos el problema de valores en la frontera

Y +Ay=0, 0<z<m (5.3)
y(0) =0,

©) (5.4)
y(m) =0.

Si A <0, se tiene que la solucién general es y = c1eP* + coe™P* con p=+/—A> 0.
Imponiendo las condiciones de contorno en cada caso se obtiene el siguiente sistema:
c1+co =0,
c1ePT 4+ coe T =0,
cuya solucion es ¢ = cg = 0 pues eP™ £ e P™ gsi p > 0. Por lo tanto ningin A < 0 es
autovalor.
Si A =0 la solucién es y = ¢; + cax. De las condiciones de contorno se obtiene que
c1 = 07
c1 4 com =0,

La solucién del sistema anterior es ¢; = c¢o, con lo cual y = 0. Por lo tanto, A = 0
tampoco es autovalor.
Y para A > 0 la solucién es y = ¢1 coswz + ez sinwz, con w = v/X > 0. El sistema ([5.4)

se reduce a
c1 =0,

cosinwm = 0.

Este sistema tiene solucion no trivial si y solo si ¢z # 0. Para ello, wr = v/ A = nn, i.e,

A =n?, n=1,2,.... Para cada uno de estos \, hay soluciones no triviales
Yn = casinnx = {sinnz}, n=1,2,...
™
Observamos que se cumple que si m # n: / sin nx sin madx = 0, pues
0

sinnz sinma = 1 [cos (n — m)x — cos (n + m) z]
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™

=0.

1[sin(n—m)x sin(n+m)z

s
é/o [cos(n—m)x—cos(n—i-m)x]da;:2 - e .

Del ejemplo queda claro que el problema (j5.3), (5.4]) tiene un ntimero infinito de

valores propios reales \,, que se pueden ordenar como una sucesién monoétona creciente
M <A<...
tal que

lim A, = oc.
n—oo

Ademés, para cada valor propio A, correspondiente de (5.3), (5.4 existe una familia
de funciones propias y, (), que tiene exactamente (n — 1) ceros en el intervalo abierto
(0, 7). Cada autovalor tiene asociado un espacio vectorial de dimension 1. Ademas, estas

funciones propias son ortogonales en el sentido de la siguiente definicién.

Definicién 5.2. Una familia de funciones {y, () : n =0,1...}, tal que cada y, (z) es
continua a trozos en un intervalo infinito o finito [a, b], se dice que es ortogonal en [a, b]

con respecto a la funcion no negativa r (z) (funciéon peso) si cumple

b
< Ym, Yn >= / 7 () Ym (z) yn () dz = 0 para todo m # n

b
/ r(z) yi (x) dx # 0 para todo n.

En lo sigue, asumiremos que la funciéon peso r (z) tiene solo un namero finito de ceros

en [a,b] y las integrales

/ @) (@)

existen para todo n=20,1,2....
El sistema ortogonal {yn (x) :m =0,1,2...} en [a,b] con respecto a la la funcién peso

r (z) se dice que es ortonormal si para todo n se verifica que

Por lo tanto, las funciones ortonormales tienen las mismas propiedades que las funciones
ortogonales, pero ademas se han normalizado, es decir, cada funcion 1, (x) del sistema

ortogonal se ha dividido por la norma de esa funcion, que se define como
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b
o lI= / r (@) 2 (2).

Esto nos permite hablar de unicidad de las funciones del conjunto.

Por ser
foﬂ sin kz sinlxdx = 0, para todo k # [,

se tiene que el sistema de funciones propias {y, (z) = sen (nz),n € N} del Ejemplo [5.1] es
ortogonal en [0, 7] con respecto de la funciéon de peso r(z) = 1.
Si todas las funciones propias asociadas a un valor propio particular son miltiplos

escalares entre sf, entonces el valor propio se llama simple.

Observacion 5.3. La principal diferencia entre las propiedades de los problemas regula-
res y periodicos de Sturm-Liouville es que los valores propios para el problema periédico

de Sturm-Liouville no tienen que ser simples. Por ejemplo, para el problema periédico

del Ejemplo se sigue habiendo una sucesién infinita de autovalores A\, = n%,n =

1,2,... tendiendo a +o00, pero las autofunciones yo = 1, y, = {cosnz,sennz} forman,

si n > 0, un espacio vectorial de dimensién 2. Utilizando 11as identidades trigonomé-

tricas sinacosb = 5 [sin (@ + b) + sin (@ — b)], sinasinb = B [cos (a — b) — cos (a + b)] ,
1

cosacosb = 5 [cos (a — b) + cos (a — b)] y las formulas del angulo doble se comprueba que

sigue siendo cierto que autofunciones distintas son ortogonales entre si.

5.1.2. Propiedades de autovalores y autofunciones del operador Sturm-
Liouville
Veamos unos resultados que caracterizan las propiedades de valores propios y las fun-
ciones propias correspondientes del problema regular de Sturm-Liouville (5.1)), (5.2).
Operadores autoadjuntos
Definicion 5.4. Un operador diferencial L
Lyl =po()y" +p1(2)y +p2(z)y

de coeficientes continuos en [a, b] se dice autoadjunto si py € C'a,b] vy p1 (z) = p} (z)

para todo =z € [a,b], es decir:
Lyl =po (@) y" +pp (x) ¥ +p2 (2)y = (po () y') + p2 () y.
Proposicion 5.5. Toda ecuacion:

po (@)Y +p1(2)y +p2(x)y =r(z), po(x) #0, Vaelab]
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se puede escribir en forma equivalente como:

donde el operador L es autoadjunto. Es decir, en la forma
(py) +ay = [ (x)
donde p € Clla,b] , q€ Cla,b], p(x)#0 para todo z € [a,b].

Demostracion. Escribimos la ecuacién en la forma:

n, P1 (x) ;, D2 (x) _ 7“(.%’)
Y +Joo(ilﬁ)y +p0($)y_po(x)'

Multiplicamos ambos miembros por:

p(e) = ep( | o Eg yat

obtenemos
() +aqy=f(x)

donde

Identidad de Lagrange y la férmula de Green

Teorema 5.6. (Identidad de Lagrange para Ly] = (py') + qu)

Sean w y v funciones con sequndas derivadas continuas en el intervalo |a,b]. Entonces

uL [v] — vL [u] = % (pW [u,v]),

donde
W [u,v] = wv’ — vu/

es el wronskiano de uwy v
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Demostracion. Usamos la regla del producto, sumamos y restamos pu’v’ para tener

uL [v] — oL [u] = u [(pv’)' + qv} —v [(PU'), + q“}
= (pv’)/ + quv — v (pu)’ — quv
= u (po') + o (po') — o' (pu') — v (pu)’
= [u ()] = [v ()]’
= [p (w0’ — )]’

= & o ).

O

A partir de la identidad de Lagrange podemos deducir que si u y v son soluciones de

la ecuacion diferencial

(py") +qy+Ar(z)y =0

entonces

pW [u, v] = constante (5.5)

Alintegrar la identidad de Lagrange, obtenemos la siguiente ecuacién llamada férmula de Green.

Corolario 5.7. (Férmula de Green para Lyl = (py') + qu)

Sean w y v funciones con sequndas derivadas continuas en el intervalo |a,b]. Entonces

b
/ (uL [v] = oL [u]) () dz = (pW [u,0]) |5 -

Si ademas w y v verifican las condiciones de frontera (5.2), la formula de Green se

simplifica a
b
/ (uL [v] = vL [u]) (z) de = 0. (5.6)
En efecto, cuando a1 # 0y di # 0, entonces

ao

@)= (%) v v = (F)uw

v (a) = — <ZT> v(a), o (b) = — (Zi’) v (b).

Al sustituir estos valores en el lado derecho de la f6rmula de Green tenemos
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p (o) W [u, 0] (b) — p(a) W [u,v] (a) =
p () [u(b)v' (6) — o () v (4)] — p (@) [u(@) ' (@) — o (a) v (a)] =
p(b) [u (b) <_dcll°) v (b) — (_d(f”) u (D) v (b)]
—p(a) [u (a) _CZO> v(a) — <_;1L0> u(a)v(a)] =0

Cuando a1 = 0 (de modo que ag # 0), la ecuacion (5.2) implica que u(a) y v(a) se
anulan.

Por lo tanto,

[u(a)v' (a) —u (a)v(a)] = 0.
Analogamente, cuando dy = 0, obtenemos que

[u (b) v (b) — u/ (b)v (b)] = 0.

Asi que, si wy v verifican cualquiera de las condiciones de contorno (5.2)), entonces se

cumple (j5.6).

Si hacemos

b
<ﬁg>=/ N@g@M%

entonces < -,- > es un producto interior en el conjunto de funciones con valores reales
en [a,bl.
Con esta notacion, podemos escribir (5.6 como

<wu,L[v] >=<wv,Lu] >.
Hemos demostrado que si L es de la forma

Liyl=wy) +ay

y el dominio de L es el conjunto de funciones que tienen segundas derivadas continuas
en [a,b] y satisfacen las condiciones en la frontera (5.2), entonces L es un operador
autoadjunto (por definicion del operador autoadjunto).

Una vez dada la definicién de un operador autoadjunto, podemos demostrar la observaciéon
En efecto, sean f,g € C'[a,b] arbitrarias. Denotando por x = G (f) vy y = G (g) las
soluciones dadas por la representacion de L[z] = fy Lly] = g respectivamente.

Como L es autoadjunto sabemos que

< Llz],y >=<uz,L[y] > .
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Equivalente a,

< f,G(9) >=<G(f),y>.

Se tiene entonces que:

b b
//(G(x,t)—G(t,x))f(x)g(t)dtdx:O, Vf,g € Cla,b].

Por lo tanto, G (z,t) = G (¢, x).

Teoremas espectrales de los problemas de Sturm-Liouville

Teorema 5.8. Los valores propios del problema regular de Sturm-Liouville (5.1)), (5.2) son

simples, es decir, si A es un valor propio de (5.1)), (56.2) y 1 (z) y 2 (z) son las funciones
propias correspondientes, entonces 1 (x) y o (x) son linealmente dependientes.

Demostracion. Como 11 (z) y 2 (z) son soluciones de (5.1)), usando (5.5)) se tiene que
p(x) W (¢1,v2) () = ¢ (donde ¢ es constante).

Para encontrar el valor de ¢, basta tener en cuenta que 1 y o satisfacen las condiciones

de contorno (5.2)), y por lo tanto

a1 (a) + a1y (a) =0,
aptp2 (a) + a1y (a) = 0,

lo que implica W (¢1,%2) (a) = 0 (ya que |ao | + | a1 |# 0), y por lo tanto, c es cero.

Entonces,

p(x) W (¢1,42) (x) =0

es decir, 1 y 2 son linealmente independientes. O

Teorema 5.9. Sean A\,, n € N, los valores propios del problema reqular de Sturm—Liouville
B.1), (5.2) vy ¥n(z), n €N, las funciones propias correspondientes. Entonces el sistema

{tn, (z) : n € N} es ortogonal en [a,b] con respecto a la funcion de peso r (z).

Demostracion. Sean X\, y N ( k # 1) valores propios, y g, 1 las funciones propias

asociadas de (5.1)), (5.2)). Como ¢y (z) y ; (x) son soluciones de (5.1)), se tiene

{ L thw] + Ner () e () =0,
L]+ Nr(x) i (z) =0.
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Utilizando la formula de Green (Corolario se obtiene

b b
(N — ) / r (@) o (2)  (2) dz = / (oL [e] — i ) d

(5.7)
=p (@) [v1 (@) ¥} (x) — ¥ (2) ¥ ()] [ -
Dado que v v 1y satisfacen las condiciones se sigue que
apr (@) + a1y (a) = 0,  doty, (b) + dity, () =0
apyy (@) + a1ty (a) =0,  doty (b) +daypy () =0
Como |ag |+ |a1|#0y |do|+ |di|#0 es necesario que
Vi (@) ¥y (a) — Yy (a) ¥y (@) = g (b) i (b) — ¥y, (b) ¥hu (b) = 0.
De la igualdad obtenemos
b
(=2 [ 7 (@) () 1 2) dz =0, (58)
Por otra parte, como A; # Ag, se deduce que
b
/ r(z) Yy (z) ¢ (x) = 0.
O

Corolario 5.10. Sean A1 y Ao dos valores propios del problema reqular de Sturm—Liouville
G.1), (5.2) v 1 (x) y e (z) las correspondientes funciones propias. Entonces i (x) y

o (x) son linealmente dependientes si y solo si A\ = \a.
Demostracion. La prueba es consecuencia directa de la igualdad (5.8)). O

Teorema 5.11. Para el problema regular de Sturm-Liouville (5.1), (5.2) los valores propios

son reales y tienen funciones propias con valores reales .

Demostracion. Sea X\ = ( 4+ in un valor propio complejo y
b (@) = (@) +iv (2)
la correspondiente funcion propia de (5.1), (5.2).

Entonces tenemos
(p(2) (u+v)) +q (@) (u+iv)+ (a+ib)r(z) (u+iv) =0

v por lo tanto
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aopv (a) +ayp’ (b) =0, agv (a) + a1y (b) = 0. (5.9)

De la igualdad obtenemos
b
0=p (@) (v V') o= [ WLl - pLlo])do
b
=/ (= (Cu (@) = () 7 () + (np (2) + Qv () 7 (2)] d

b
= n/ (V2 (z) + p® (z)) 7 (2) da.

Por lo tanto, es necesario que 7 = 0, es decir, X es real.

Si 1 no toma valores reales, podemos obtener funciones propias con valores reales corres-
pondientes a A, sin més que considerar simplemente la parte real e imaginaria de 1 (Por
, como hemos probado que X es real, tenemos que la parte real y la parte imaginaria
de 1 (z) verifican el problema regular de Sturm-Liouville (5.1)), (5.2)). O

Veamos ahora un resultado importante sobre la sucesién de valores propios y funciones

propias de un caso particular del problema de Sturm-Liouville.

Lema 5.12. Sean y y =z soluciones no triviales de

Yy +q(x)y=0

y' +p(x)y=0,

en donde q y p son funciones positivas continuas, tales que q(x) > p(z). Supongamos
que z tiene un numero finito o infinito de ceros by,bs,..., by, ... a la derecha de by.
Entonces y tiene al menos tantos ceros como z en cada intervalo cerrado [by,bi], y si
los ceros sucesivos a la derecha de y a la derecha de by son ai,ao,...,an,..., entonces

an < by para cada n.

Demostracion. Por el Teorema2.2)de comparacion de Sturm-Liouville 2.2 sabemos que y

tiene al menos un cero en cada uno de los intervalos abiertos
(bo,b1), (b1,b2) ... (bn—1,bn),
v por lo tanto se obtiene la prueba del enunciado.

Teorema 5.13. Si ¢ (z) <0, e y(x) es una solucion de y" +q(x)y =0, entonces y(x)

tiene a lo sumo un cero.
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Demostracion. Sea xg un cero de y(z), i.e, y(xg) = 0. Como y no es trivial (es decir,
no es nula), se obtiene que 3’ (x¢) # 0.
Supongamos que ¥ (zg) > 0, de manera que y es positiva en algin intervalo a la derecha

de xp. Dado que ¢(x) <0, asi que

y'(z) = —q(z)y(2)

es una funcion positiva en el mismo intervalo considerado. De esto se sigue que ' (z) es
una funcion creciente, y por lo tanto y (z) no puede tener un cero a la derecha de xq vy,
de forma anéloga, no tiene ninguno a la izquierda de zy. Cuando ¥’ (zg) > 0 se aplica el

mismo razonamiento, de tal manera que y (x) tiene a lo sumo un cero. O
Teorema 5.14. Sea q una funcidn continua positiva, si se considera la ecuacion diferencial
Y + Mg () =0 (5.10)

en un intervalo cerrado [a,b]. Para cada X fijo, sea y(x,\) la unica solucion de (5.10)
que satisface las condiciones iniciales y(a,\) e y' (a,\) = 1. Entonces ezxiste una sucesion

creciente de numeros reales positivos
AM<d<...< )\ < ...

que tiende a —+o0o y tiene la propiedad de que y(b,\) =0, si y sdlo si A es igual a uno
de los \,. Ademds, la funcion y(x,\,) asociada a A, tiene ezactamente n—1 ceros en
(a,b).

Demostracion. A partir del Teorema , resulta claro que y(z,A) no tiene ceros a la
derecha de a, cuando A < 0. Analizamos el comportamiento de oscilacion de y (z, A)
conforme A aumenta.

Como ¢ (z) es continua, entonces existen ntumeros reales positivos my M, tales que
en [a,b], se tiene que 0 < m? < q(z) < M2. Por el teorema de comparacién sabemos

que, y(x, ) oscila con mayor rapidez en [a, b] que las soluciones de
y'+Am?y =0,
y menos rapidamente que las soluciones de

y" 4+ AM?y = 0.

Por la Proposicion|2.2.1} cuando A es positivo y pequeno (tan pequeno que >b—a),

T
VAM
la soluciéon y (z, A) no tiene ceros en [a,b] a la derecha de a; y cuando A aumenta hasta

i
VAM

el punto en que < b— a, entonces y (z,\) tiene al menos un cero.
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De manera similar, a medida que A tiende hacia +oo, el nimero de ceros de y (z,\)
en [a,b] tiende a +oo. Por el Teoremal5.12]se sigue que el n-ésimo cero de y (z, ) situado
a la derecha de a se disminuye al aumentar A y que este cero se mueve continuamente.
En definitiva, cuando A parte de cero y tiende a +oo, hay un namero infinito de valores
propios A1 < A2 < ... < A, < ... para los que uno de esos ceros de y(z,\) es b, i.e,

y (b,\) = 0, y sucesivamente, entra al intervalo [a,b], de manera que y(z,\,) se anula
en ay by tiene n—1 cerosen (a,b).
Probamos ahora que

lim A, = oc.

n—oo

En efecto, usando las desigualdades (2.9) que, en este caso, quedan como

myvaa(b—a) MV (b—a)

T 77
equivalente a,
n?n? n?m?
M2 (b— a)? <An < M2 (b —a)?
tomando limite cuando n tiende a 400 en la desigualdad anterior, se obtiene el resultado.

O

Teorema 5.15. Para el problema regular de Sturm-Liouville , existe un ndmero
infinito de valores propios An,, n € N. Estos valores propios se pueden ordenar como una
sucesion creciente mondtona A < Ay < ... tal que

lim A, = oco.

n—oo
Ademds, la funcion propias 1y, (x) correspondiente al valor propio A, tiene exactamente

n — 1 ceros en el intervalo abierto (a,b) .

Demostracion. Puede verse la demostracion de este teorema en [1 o [8]. O

5.2. Desarrollos en términos de funciones propias

Definiciéon 5.16. En el espacio Rc ([a,b]) de las funciones f : [a,b] — C acotadas y
Riemann integrables se define el producto escalar entre dos funciones f(t), ¢ (t) corres-

pondiente a la funcion peso r € Rc ([a, b]) como:

b
<f,g>=/ f () g (@)r () dt,

donde g¢* es la funcién conjugada de g.
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Observacion 5.17. Una funcion f € Re ([a,b]) tiene la forma f(¢) = f1 () +if2(t) y su
conjugada es f(t) = f1(t) —if2 (f). La integral de Riemann de f es:

/abf(t)dt:/:ﬁ (t)dt+i/abf2(t)dt.

Cuando las funciones f, g son reales su producto escalar < f,g > es simplemente la

integral del producto.

Obviamente, para que este producto escalar tenga sentido es necesario que la integral
de la definicion anterior exista. Esta condicion estd garantizada si trabajamos en el espacio

de funciones

b
L3 ([a,8]) = {f : [a,0] = C/ || \\2—/ | () [P (1) < oo},

En realidad la operacién < -,- > que acabamos de definir no es estrictamente un producto
escalar, lo que falla es que existen funciones f (z) # 0 en [a,b] que tienen norma nula
|| f||= 0. Para resolver este problema debemos considerar que una funcién es la funciéon
cero si su norma lo es. Igualmente, dos funciones seran iguales si y solo si su diferencia tiene
norma cero. El conjunto obtenido a partir de £2 ([a, b]) mediante estas identificaciones lo
denotaremos por L2 ([a,b]) y es un espacio vectorial de dimensi6n infinita con producto
escalar.
En otras palabras, lo que hacemos no es mas que considerar clases de equivalencia

2wt

que denotamos por L2 ([a,b]). El producto escalar en L2 ([a,b]) dota a este espacio de

de funciones: f ~ g siempre que | f — g |[= 0. El espacio cociente

funciones de una estructura matemaética que se conoce con el nombre de espacio de Hilbert.

Definicion 5.18. El conjunto de las funciones propias ortogonales de un sistema de
Sturm-Liouville se dice completo si cualquier funcién arbitraria f € L2 ([a,b]) se pue-

de expresar de forma dnica como
F@) =" anyn (), € [a,b], (5.11)
n=1

donde la serie converge a f (x) en L2 ([a,b]) y los coeficientes son dados por

_ <Jf(@),yn(z)>
<Yn () ,yn (z) >

, neN

n

En este caso se dice que 3, forma una base ortogonal del espacio L2 ([a,b]).

Si un conjunto ortogonal no es completo siempre puede ser extendido anadiendo nuevos

elementos hasta formar una base ortogonal.
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o
Definicién 5.19. Una serie de funciones propias Z anyn (x) se dice convergente a f (z)

n=1

en L2 ([a,b]) si

lim || f—sn|=0,

n—oo
donde sy (z) =1 aryr (z) es la n-ésima suma parcial de la serie (5.11)).

Equivalentemente,

n—o0

b n
lim [ | f(z) =Y arye(2) [ r(z)ds = 0.
a r=1

Recordamos que, en términos de operadores, la ecuacién de Sturm-Liouville se escribe

como

Ly (z) = =y (z),
donde el operador de Sturm-Liouville L viene dado por

Tord kR

Hemos visto que L es autoadjunto (consecuencia de la formula de Green), sus autovalores

L=

An son reales y sus autofunciones vy, correspondientes forman un conjunto ortogonal.
Ademiés las autofunciones , constituyen un conjunto completo de L? ([a,b]). La demos-
tracion se puede encontrar en [5] o [7]. Por lo que, si tenemos una sucesion de funciones
ortogonales, podemos usarla para construir desarrollos en serie de amplia clase de funciones
del espacio L2 ([a,b]).

Definiciéon 5.20. Se dice que una funcion ¢ (x) es continua a trozos en [a, b] si podemos
dividir en subintervalos [a,b] = [a,21] U [z1,22] U ... U [xy,b] de modo que:

(1) g es continua en cada (g, Trt1),

(i) los limites laterales de g en cada =z existen y son finitos.

Si {yn (z)} es un sistema ortonormal con respecto de r(z) en [a,b], i.e,

0, m#n,

1, m=n.

b
/ Ym () yp () 7 () dz = Sy = {

Utilizando la teoria de series de Fourier podemos desarrollar una funcién f (z) continua a

trozos en [a,b], en términos de estas funciones; es decir, f (x) tiene la siguiente forma

@)= capn (x), (5.12)
n=1

donde ¢q,c9,c3, ... son constantes a determinar.

Tal desarrollo se denomina desarrollo ortogonal, o serie de Fourier generalizada.
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Utilizamos que el sistema ¥, (z) es ortogonal para determinar las constantes c¢,,n € N.

Entonces multiplicamos (5.12)) por v, (z)r (x) e integramos para obtener

b o0 b
[ @ @r@de =3 [ 0 @) (0)7 (2 d,
a n—1 a

donde hemos supuesto que podemos integrar término a término.

Como el sistema es ortogonal con respecto de 7 (x), cada integral de lado derecho de la
igualdad anterior se anula excepto cuando n = m.

Al despejar ¢, teniendo en cuenta que el sistema {y,} es ortonormal, obtenemos para

cada m € N que

/f ) Ym ( /f z) Ym ( /f Do

r(z) d.

Cm =

Por lo tanto si el sistema {yn (x),n € N} es ortonormal con respecto de una funcion de
peso positiva r(x) en [a, b], entonces podemos asociar a cada funcién continua por partes

un desarrollo ortogonal

donde
cn= [ f(x)yn(x)r(x)de. (5.13)

a
Las funciones propias correspondientes a valores propios distintos son ortogonales con
respecto de r (x) para un problema regular de Sturm-Liouville con valores en la frontera.
Por lo tanto podemos usar las funciones propias para formar un sistema ortogonal con

respecto de r (x), sin méas que normalizar a cada funciéon propia y,, de modo que

b
/ y2 (x)r (z)de = 1.

Ahora veamos algunos teoremas referentes al tipo de convergencia que puede esperarse de

una serie de autofunciones de un problema de Sturm-Liouville.

Teorema 5.21. Si f € L?[a,b], entonces la serie de Fourier generalizada

Z CnYn (ZL‘)
n=1

converge en L?[a,b] a f en el intervalo |a,b].

Demostracion. Ver [14]. O
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Teorema 5.22. Sea {y,(z),n € N} un sistema ortonormal de funciones propias del
problema reqular de Sturm-Liouville con valores en la frontera (5.2)).

Sea f una funcion continua en [a,b], con f' continua a trozos en [a,b]. Si f satisface las
condiciones en la frontera en , entonces

f (.I‘) = icnyn (l‘) , a<wz<b (5.14)
n=1

donde ¢y, estd dada por (5.13)).

Ademds, el desarrollo en términos de funciones propios en (5.14) converge uniformemente

en [a,b].
Demostracion. Ver [13]. O

Notemos que este teorema expresa la convergencia uniforme de desarrollos en términos

de funciones propias.

Teorema 5.23. (Convergencia puntual de una serie de Fourier) Si f y f' son continuas

a trozos en |—m, 7|, entonces para cualquier x € (—m,m), la serie de Fourier
a o0
?0 + zjl (an, cos (nz) + by, sin (nx)),
n—=

converge a %[f (@t)+ f(a7)], donde

f@t)i= lim f @ h), f(@)i= lim f o)

h—0t

Y an Y by estdn dados por:

1 ™
ap = — f(z)cos(nx)de, n=0,1,2,....
™ —T
1 ™
b, = — f(z)sin (nx)dz, n=1,2,....
™ —T
Demostracion. Ver [9] y [10]. O

Existen otros resultados relativos a la convergencia puntual de los desarrollos en térmi-
nos de funciones propias, similares a los resultados para series de Fourier, veamos uno de

estos resultados de la convergencia puntual de desarrollos en términos de funciones propias.

Teorema 5.24. (convergencia puntual) Sea {y, (z),n € N} un sistema ortonormal de

funciones propias para el problem reqular de Sturm-Liouville (5.1)) con valores en la frontera

62).
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Sean [y f' continuas a trozos en [a,b]. Entonces, para cualquier = en (a,b) se tiene

que la serie de Fourier generalizada
oo
Z CnYn (x)
n=1

1
converge a5 [f (@) + f(z7)], donde ¢, estdn dadas por (5.13)).

Demostracion. La demostracion es andloga al del teorema [5.23| cambiando la base de Hil-
bert

1 cos(nz) sin(nx)
) , ,neN
VoV IR S
por la base de autofunciones y, (). O

o o
Observacién 5.25. Como es habitual, escribiremos y (z) = Z cnYn () tanto si Z Cnln ()

n=1 n=1
converge a y (x) en L2 ([a,b]) como puntualmente, es decir, usaremos el mismo simbolo

w_»

para indicar distintos tipos de convergencia de la serie.

5.2.1. Teorema de la alternativa de Fredholm

Si consideramos la ecuacién de Sturm-Liouville no homogénea

d

2@ @] +e@ @@ =@, cell G0)

junto con las condiciones de contorno regulares (llamados de Robin)

a1y (a) + azy’ (a) =0, (5.16)
bry (b) + boy' (b) =0

donde p es un parametro real arbitrario y L viene dado por (1.4). Asumimos que ¢,r €
Cla,b),p € Ctla,blyp(z) >0,7(z) >0en [a,b].Eltérmino f se conoce como término
fuente. Cuando f = 0, obtenemos el problema de Sturm-Liouville homogéneo.

La ecuacién de Sturm-Liouville no homogénea se expresa en términos de operadores como

(L+m)y (@) = (5.17)

Para el problema no homogéneo (5.15), (5.16) supongamos que la solucién y se puede expre-

sar en términos de funciones propias y,, n =1,2,..., del correspondiente problema ho-
o0

mogéneo (el de f = 0) con las condiciones de contorno (5.16)), es decir, y (z) = Z Cnin ().

n=1
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o0

Notemos que que la serie infinita Z cnyn (z) satisface las condiciones de contorno (5.16])
n=1

va que cada ¥, lo hace.

Si sustituimos la expresion en serie de y en (5.15) obtenemos que

<p (2) [Z ot ()
n=1

En la demostracién del siguiente teorema asumimos que podemos intercambiar las opera-

) +( +,UT chyn = ( ) (5'18)

ciones de suma y diferenciacion en la igualdad (5.18)), i.e,

> en [0 @) (@) + a (@) g (@)] + o (2) D cnm (2) = [ (2).

n=1 n=1
Teorema 5.26. (Teorema de la alternativa de Fredholm,)

Sea —M\y, el autovalor n-ésimo del operador L, e vy, su autofuncidn correspondiente:

Lipp = =Anihn. (5.19)

Supongamos que f es continua en [a,b] y i satisface las hipdtesis del teorema |5.24)
r

Entonces se verifica las siguientes propiedades:
(a) Si p# A\, entonces:

1. El problema homogéneo (L + p)y = 0 no tiene solucidn.

si triene solucion unica.

2. El problema no homogéneo (L + p)y(x) = Zf((i;
(b) Si p= A, entonces:

1. El problema homogéneo (L + \,)y = 0 tiene la solucion y,.

2. El problema no homogéneo (L + \p)y (z) = i((i)) tiene solucion si y solo

st Yn es ortogonal al término fuente i, < Yn, f/r >= 0. En este caso la solucion no
r

es unica pues contiene un multiplo arbitrario de yy.

Demostracion. Seguiremos la demostracion dada en [I14].

Expresamos tanto la solucion y del problema no homogéneo (5.17) como el término fuente

-, en serie de las autofunciones {y,}

x) = Z CnYn ('T)
n=1

" (x) n=1
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con

s 1 b
b, = <ﬁy;ﬂ§ - o |2/ un (z) f (z) da. (5.20)

Sustituyendo estas expresiones en (5.17)) se obtiene que

L + M (Z Cnyn > = Z bnyn (x)
n=1

0, teniendo en cuenta (5.19)),

Z Cn (M - )\n) Yn = Z bnyn,
n=1 n=1

es decir,

WE

[en (1= An) = bn] yn = 0.

Il
—

n

Para que esto se verifique, debe cumplir que cada uno de los coeficientes de y, se anula y

por lo tanto

(= Ap) € = by, (5.21)
Distinguimos dos casos al resolver la ecuacién anterior:
(a) w# A\, para todo n, en este caso (5.21)) se reduce a

b
(H_)‘n)’

Asi que la solucién y puede escribirse como

vn. (5.22)

Cp —

y()=> bA Yn ()

n=1 K
donde los coeficientes b, estan dados por (5.20), i.e,

b
/yn()f(:v)
Znynuz TESS IR

Si el problema fuese homogéneo (f = 0), entonces b, = 0 y de (5.22]) se obtiene que
¢n, = 0. Esto implica que la solucién del problema homogéneo es la solucién trivial nula.

Es decir, el problema homogéneo

(L+p)y(x)=0
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con p # A tiene inicamente la solucion trivial.
(b) p = A para un m dado. En este caso usando (5.21)) se deduce que

(Am — An) e = by. (5.23)

Obviamente, en este caso el problema homogéneo (L4 p)y(z) = (L+ Ap)y(x) = 0 si
tiene solucion no trivial y ésta es justamente la autofuncion y,,: y(z) = ym ().
En cuanto al problema no homogéneo distinguimos dos posibilidades:

1. Si b, # 0, la ecuacion para n = m es imposible ya que ningin c¢,, puede
satisfacer la ecuacion 0-c¢,, = b, # 0. Concluimos que, en este caso, no existe solucioén
del problema no homogéneo.

2.Si by, =0, entonces < yp, f/r >= 0, por lo tanto la ecuacion se reduce
a 0-c¢p =0, la cual tiene solucién para cualquier constante c¢,, arbitraria. Por tanto,

la solucién del problema no homogéneo existe,

V@) =3 et () = 3 Tt + i,
n=1 m n

n#m

pero no es finica pues la constante c¢,, puede tomar cualquier valor. O
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