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Resumen

En este trabajo se estudian distintas funciones especiales como soluciones de ecuaciones dife-
renciales lineales de segundo orden con puntos singulares regulares con un énfasis en sus aplica-
ciones físicas. Se obtienen las funciones de Bessel y de Legendre mediante el método de soluciones
en series de potencias, analizando la estructura de sus soluciones en torno a los puntos singula-
res. Posteriormente, se introduce la ecuación hipergeométrica como caso general que engloba a
los anteriores, y se demuestra cómo estas funciones pueden obtenerse como casos particulares o
límites adecuados de sus soluciones. Este análisis permite evidenciar la función hipergeométrica
como un modelo unificador dentro de la teoría de funciones especiales, y proporciona una visión
estructurada de su papel en la resolución de problemas con simetrías geométricas relevantes en
física matemática.

Abstract

This work explores various special functions as solutions of second-order linear differential
equations with regular singular points, with an emphasis on their physical applications. The Bes-
sel and Legendre functions are derived using the method of power series solutions, analyzing the
structure of their behavior near the singular points. Subsequently, the hypergeometric equation is
introduced as a general case encompassing the previous ones, and it is shown how these functions
can be obtained as particular cases or suitable limits of its solutions. This analysis highlights the
hypergeometric function as a unifying model within the theory of special functions and provides
a structured perspective on its role in solving problems with geometric symmetries relevant to
mathematical physics.
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Introducción

Desde los albores del análisis matemático, las ecuaciones diferenciales han sido una herra-
mienta esencial en el estudio de los fenómenos naturales y en la formulación de leyes físicas y
modelos matemáticos. Su origen se remonta a Newton y su método de las fluxiones en el 1670,
y a aportaciones casi simultáneas de otros matemáticos, como Leibniz y los hermanos Bernoulli,
alrededor del 1680.

Frente a la imposibilidad de encontrar soluciones exactas para la mayoría de estas ecuaciones,
el desarrollo de soluciones en series de potencias supuso un hito fundamental. Este método per-
mitió abordar ecuaciones lineales de segundo orden, ofreciendo una vía sistemática para construir
soluciones locales y analizar su comportamiento cerca de puntos regulares o singulares.

En este marco de expansión del análisis cobraron especial importancia ciertas soluciones
particulares de ecuaciones diferenciales, hoy conocidas como funciones especiales. El interés en
dichas funciones surgió a causa de su aparición recurrente en problemas concretos en física y
astronomía. Por ejemplo, Adrien-Marie Legendre introdujo los polinomios que llevan su nombre
al estudiar el potencial gravitatorio de cuerpos esféricos; Friedrich Bessel se encontró con sus
funciones al analizar la propagación de ondas y vibraciones circulares.

A pesar de que el origen de las funciones especiales no sea puramente matemático, su estudio
ha estimulado el desarrollo de herramientas analíticas generales, como la función hipergeométrica,
que actúa como un marco unificador que incluye muchas otras funciones especiales como casos
particulares.

Este trabajo se sitúa en ese contexto clásico del análisis matemático y se centra precisamen-
te en el estudio de estas funciones especiales desde una perspectiva analítica, entendiendo su
origen como soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales de segundo orden. La característica
fundamental que tienen en común tales funciones es que pueden obtenerse mediante el método
de soluciones en series de potencias, particularmente efectivo cuando se trata de ecuaciones con
puntos singulares regulares. En dicho método nos enfocaremos en el primer capítulo, que cons-
tituye es una base común para abordar tanto la ecuación de Bessel como la de Legendre y que
culminará en el estudio general de la función hipergeométrica, desde la cual muchas de estas

xi



xii Introducción

funciones se derivan como casos particulares.

A finales del siglo XVIII el estudio de la gravitación newtoniana, particularmente en proble-
mas relacionados con el potencial gravitatorio generado por cuerpos con simetría esférica como
la Tierra o el Sol, conduce a las funciones de Legendre que trataremos en el tercer capítulo.
El matemático francés Adrien-Marie Legendre (1752–1833) introdujo estos polinomios en 1782
mientras estudiaba la atracción de un elipsoide sobre un punto exterior. Para resolver este proble-
ma utilizó la expansión del potencial newtoniano en coordenadas esféricas y descubrió que ciertas
funciones – hoy llamadas polinomios de Legendre – resolvían la parte angular de la ecuación de
Laplace en coordenadas esféricas.

Posteriormente, Laplace y Gauss extendieron el uso de estos polinomios en física matemática,
especialmente en el estudio del campo gravitatorio y electrostático, desarrollando las soluciones
generales de la ecuación de Laplace en la esfera. Esta expansión angular mediante los armónicos
esféricos, basados en funciones de Legendre generalizadas, se convirtió en una herramienta central
en física.

El interés puramente matemático por estos polinomios se consolidó en el siglo XIX gracias a
sus propiedades de ortogonalidad, su papel en la teoría de Sturm–Liouville, y su aparición como
soluciones de una ecuación diferencial de segundo orden con un punto singular regular. En el
siglo XX, los polinomios de Legendre se integraron plenamente en la teoría general de funciones
especiales, y se reconoció que son un caso particular de la función hipergeométrica.

Las funciones de Bessel se tratarán en el tercer capítulo. Fue Friedrich Wilhelm Bessel
(1784–1846), astrónomo y matemático alemán, quien formalizó su estudio en 1817 al investigar
el movimiento de los tres cuerpos celestes bajo la ley de Newton y ciertos problemas orbitales.
No obstante, el desarrollo más conocido proviene del estudio del problema físico de la vibración
de una membrana circular o la difracción de ondas, donde se aplica la ecuación de Helmholtz
en coordenadas polares. Como se verá posteriormente, al separar variables, la parte radial de la
solución conduce a la ecuación de Bessel, cuya solución regular en el origen es precisamente la
función Jνpxq.

Durante el siglo XIX, las funciones de Bessel fueron sistematizadas y extendidas a órdenes no
enteros, a soluciones singulares, y a versiones modificadas que se verán más adelante (funciones
de Bessel modificadas, Iνpxq,Kνpxq) para problemas de crecimiento o decaimiento exponencial.
También ellas pueden verse como casos particulares de la función hipergeométrica, lo que resalta
su papel estructural en la teoría de funciones especiales.

En conjunto, este trabajo se propone trazar un recorrido por algunas de las funciones que
históricamente han surgido como soluciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden en
contextos físicos concretos. A través del método de soluciones en serie de potencias, se abor-
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dará la deducción sistemática de las funciones de Bessel y de Legendre, atendiendo tanto a sus
propiedades analíticas como a su trasfondo histórico. Finalmente, se introducirá la función hiper-
geométrica no como una función especial más, sino como una herramienta general que permite
englobar y reinterpretar muchas de estas funciones dentro de un marco común, revelando así la
estructura unificadora que subyace en gran parte del análisis clásico.
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Capítulo 1

Ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden

Las funciones especiales que estudiaremos a lo largo de este trabajo — como las funciones
de Bessel o los polinomios de Legendre — aparecen como soluciones de ciertas ecuaciones dife-
renciales ordinarias de segundo orden con coeficientes no constantes. Muchas de estas ecuaciones
presentan puntos en los que los coeficientes dejan de ser analíticos, lo que impide aplicar métodos
elementales para hallar soluciones.

En este capítulo introducimos el método de soluciones en series de potencias, que resulta
especialmente útil para abordar ecuaciones con puntos singulares. El tratamiento posterior de las
ecuaciones diferenciales de Bessel y Legendre hace que nuestro interés se enfoque en la resolución
de la ecuación diferencial de segundo orden en torno a un punto ordinario (para la de Legendre)
y a un punto singular (para la de Bessel). El desarrollo de ambos casos nos proporcionará las
herramientas necesarias para los posteriores capítulos.

Consideremos la ecuación lineal general homogénea de segundo orden

y2 � P pxqy1 �Qpxqy � 0, (1.1)

y definamos los siguientes conceptos.

Definición 1.1. Se dice que x0 es un punto ordinario de la ecuación (1.1) si P y Q son analíticas
en un entorno de x0.

Definición 1.2. Se dice que x0 es un punto singular de la ecuación (1.1) si al menos una de las
funciones coeficientes, P pxq o Qpxq, es analítica en x0 .

Definición 1.3. Un punto singular x0 de la ecuación (1.1) se dice regular si las funciones
px� x0qP pxq y px� x0q2Qpxq son analíticas en x0.

1



2 1. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden

Comenzaremos demostrando el siguiente teorema que caracteriza el comportamiento de las
soluciones cerca de un punto ordinario. El método empleado en la prueba se aplicará posterior-
mente a la hora de hallar las soluciones de la ecuación diferencial de Legendre.

Teorema 1.4. [19, Teorema A, Cap.5 28, p. 187] Sea x0 un punto ordinario de la ecuación
diferencial (1.1) y sean a0 y a1 constantes arbitrarias. Existe una única función ypxq analítica
en x0 que es solución de la ecuación (1.1) en un cierto entorno de ese punto y satisface las
condiciones iniciales ypx0q � a0, y1px0q � a1. Además, si los desarrollos en serie de potencias
de P pxq y Qpxq son válidos en un intervalo |x� x0|   R, R ¡ 0, entonces el desarrollo en serie
de potencias de esta solución es válido también en ese mismo intervalo.

Demostración. Pongamos por conveniencia que x0 � 0, de modo que podamos trabajar con series
de potencias en x (en vez de x� x0) sin perder generalidad. Por hipótesis, P y Q son analíticas
en el origen y se puede escribir

P pxq �
8̧

n�0

pnx
n y Qpxq �

8̧

n�0

qnx
n,

que convergen en |x|   R para R ¡ 0. Considerando las condiciones iniciales, se trata de buscar
una solución de (1.1) de la forma

y �
8̧

n�0

anx
n, (1.2)

con radio de convergencia no menor que R. De estas expresiones se obtiene,

P pxqy1 �
8̧

n�0

pnx
n

8̧

n�0

pn� 1qan�1x
n �

8̧

n�0

�
ņ

k�0

pn�kpk � 1qak�1

�
xn

Qpxqy �
8̧

n�0

qnx
n

8̧

n�0

anx
n �

8̧

n�0

�
8̧

k�0

qn�kak

�
xn.

Sustituyendo en (1.1) y sumando las series término a término se obtiene la siguiente recurrencia,

pn� 1qpn� 2qan�2 � �
ņ

k�0

rpk � 1qpn�kak�1 � qn�kaks . (1.3)

Esta expresión determina los an con n ¥ 2 en función de a0 y a1, de modo que la serie (1.2), que

satisface (1.1) y las condiciones iniciales, queda unívocamente determinada por (1.3). La prueba
de la última afirmación del teorema puede consultarse en [19, Apéndice A].

A continuación trataremos el caso en que x0 � 0 es un punto singular regular. Siguiendo [19,
Cap. 5.30, p. 199], proponemos una solución en forma de serie de Frobenius,

y � xm
�
a0 � a1x� a2x

2 � � � � � , a0 � 0, (1.4)
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con m un número sin determinar y limitándonos al intervalo x ¡ 0 (para buscar soluciones

válidas sobre x   0, basta hacer un cambio de variable a t � �x y resolver la ecuación resultante
para t ¡ 0).

Asumiendo la analiticidad de xP pxq y x2Qpxq en x0 � 0, escribimos:

xP pxq �
8̧

n�0

pnx
n, x2Qpxq �

8̧

n�0

qnx
n, (1.5)

con |x|   R para algún R ¡ 0. Reescribiendo (1.4) como

y � xm
8̧

n�0

anx
n �

8̧

n�0

anx
m�n, (1.6)

los términos P pxqy1 y Qpxqy en (1.1) resultan,

P pxqy1 � 1

x

8̧

n�0

pnx
n

8̧

n�0

anpm� nqxm�n�1

� xm�2
8̧

n�0

�
ņ

k�0

pn�kakpm� kq
�
xn

� xm�2
8̧

n�0

�
n�1̧

k�0

pn�kakpm� kq � p0anpm� nq
�
xn

y

Qpxqy � 1

x2

8̧

n�0

qnx
n

8̧

n�0

anx
m�n

� xm�2
8̧

n�0

�
ņ

k�0

qn�kak

�
xn

� xm�2
8̧

n�0

�
n�1̧

k�0

qn�kak � q0an

�
xn.

Introduciendo las expresiones anteriores en (1.1) y factorizando xm�2 se obtiene,

8̧

n�0

#
an rpm� nqpm� n� 1q � pm� nqp0 � q0s �

n�1̧

k�0

ak rpm� kqpn�k � qn�ks
+
xn � 0.

De donde se llega a la recurrencia

an rpm� nqpm� n� 1q � pm� nqp0 � q0s �
n�1̧

k�0

ak rpm� kqpn�k � qn�ks � 0. (1.7)

Sea fpmq � mpm � 1q �mp0 � q0, los coeficientes an para los distintos valores de n se pueden
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expresar como,

a0fpmq � 0,

a1fpm� 1q � a0 pmp1 � q1q � 0,

a2fpm� 2q � a0pmp2 � q2q � a1 rpm� 1qp1 � q1s � 0,

. . .

anfpm� nq � a0pmpn � qnq � � � � � an�1 rpm� n� 1qp1 � q1s � 0,

. . . .

Como a0 � 0, de la primera relación se deduce que fpmq � 0, lo cual da lugar a la ecuación
indicial :

mpm� 1q �mp0 � q0 � 0. (1.8)

Las raíces de (1.8), m1 y m2 son los valores admisibles de m en (1.4) y se denominan exponentes

de la ecuación diferencial (1.1) en el punto singular x0 � 0. Los an vienen determinados en
función de a0 para cada m a menos que fpm � nq � 0 para algún entero positivo n, caso en el
que el proceso falla.

Si m1 � m2 � n para cierto entero n ¥ 1, la elección m � m1 da una solución formal. Esto
no sucede en general con m � m2, pues fpm2 � nq � fpm1q � 0. Si m1 � m2 también se tiene
una sola solución formal y, en todos los demás casos en que m1 y m2 son números reales, este
procedimiento proporciona dos soluciones formales independientes. Posteriormente discutiremos
el caso en que m1 y m2 son números complejos conjugados.

El siguiente teorema resume las conclusiones anteriores.

Teorema 1.5. [19, Cap. 5.30, p. 202]
Supongamos que x0 � 0 es un punto singular regular de la ecuación diferencial (1.1) y que los
desarrollos en serie de potencias (1.5) de xP pxq y x2Qpxq son válidos sobre un intervalo |x|   R

con R ¡ 0. Sean m1,m2 las raíces de la ecuación indicial (1.8), con m2 ¤ m1. Entonces la
ecuación (1.1) tiene al menos una solución

y1 � xm1

8̧

n�0

anx
n pa0 � 0q (1.9)

sobre el intervalo 0   x   R, donde los an quedan determinados en términos de a0 por la

fórmula de recurrencia (1.7) con m sustituido por m1, y la serie
°
anx

n converge para |x|   R.
Además, si m1�m2 no es un entero positivo o cero, la ecuación (1.1) tiene una segunda solución
independiente,

y2 � xm2

8̧

n�0

anx
n pa0 � 0q (1.10)
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sobre ese mismo intervalo. En este caso los an quedan determinados en términos de a0 por la

fórmula (1.7) con m sustituido por m2 y, de nuevo, la serie
°
anx

n es convergente para |x|   R.

Para hallar una segunda solución cuando m1�m2 es un entero positivo o cero, distinguimos
tres casos.

CASO 1. Si m1 � m2, no puede existir una segunda solución en serie de Frobenius. Cuando
m1 �m2 sea un entero positivo, facilitaremos el análisis insertando m � m2 en (1.7), de modo
que

anfpm2 � nq � �a0pm2 pn � qnq � � � � � an�1 rpm2 � n� 1q p1 � q1s . (1.11)

Los siguientes casos se refieren a la situación en que fpm2 � nq � 0, que presenta la dificultad

del cálculo de los an.

CASO 2. Si el miembro de la derecha de (1.11) es distinto cero cuando fpm2�mq � 0, entonces
no es posible continuar el cálculo de los coeficientes y no existirá una segunda solución en serie
de Frobenius.

CASO 3. Si el miembro de la derecha de (1.11) es cero cuando fpm2 � nq � 0, entonces an
está libre de restricciones y se le puede asignar cualquier valor. Luego sí que existe una segunda
solución en serie de Frobenius para este caso.

Para deducir la forma de la segunda solución cuando m1 �m2 es un entero positivo o cero,
definimos un entero positivo k � m1 �m2 � 1, de modo que (1.8) se puede escribir como

pm�m1qpm�m2q � m2 � pm1 �m2qm�m1m2 � 0. (1.12)

Igualando los coeficientes de m, se tiene que p0� 1 � �pm1�m2q, de donde k � 2m1 � p0. Una

segunda solución y2 obtenida a partir de la ya conocida se puede utilizar el siguiente método
propuesto en [19, Cap. 3.16, p. 95]: dada la solución no nula y1pxq de (1.1) conocida, cy1pxq
también es solución para toda constante c. La idea es sustituir c por una función desconocida
vpxq tal que y2 � vy1 sea solución de (1.1). Asumiendo que esto es cierto, se tiene

y22 � Py12 �Qy2 � 0. (1.13)

Derivando y2 � vy1,

y12 � vy11 � v1y1 e y22 � vy21 � 2v1y11 � v2y1

y sustituyendo en (1.13) queda,

v
�
y21 � Py11 �Qy1

�� v2y1 � v1
�
2y11 � Py1

� � 0.
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Dado que y1 es solución de (1.1), la ecuación anterior se reduce a

v2y1 � v1
�
2y11 � Py1

� � 0,

o lo que es lo mismo,
v2

v1
� �2y

1
1

y1
� P.

Integrando,

log v1 � �2 log y1 �
»
Pdx,

de donde,

v1 � 1

y21
e�

³
Pdx.

Finalmente se obtiene v, que es tal que y1 e y2 � vy1 son linealmente independientes:

v �
»

1

y21
e�

³
Pdxdx. (1.14)

Puesto que y1 � xm1 pa0 � a1x� � � � q, la segunda solución será y2 � vy1 con,

v1 � 1

y21
e�

³
P pxqdx � 1

x2m1 pa0 � a1x� � � � q2 e
�

³p p0x �p1���� qdx

� 1

x2m1 pa0 � a1x� � � � q2 e
p�p0 log x�p1x���� q

� 1

xk pa0 � a1x� � � � q2 e
p�p1x���� q � 1

xk
gpxq. (1.15)

Donde la función gpxq es analítica en x0 � 0 con gp0q � 1
a20

, luego en algún intervalo en torno al
origen se tendrá,

gpxq � b0 � b1x� b2x
2 � � � � , b0 � 0. (1.16)

Así, se deduce que

v1 � b0x
�k � b1x

�k�1 � � � � � bk�1x
�1 � bk � . . . , (1.17)

de donde,

v � b0x
�k�1

�k � 1
� b1x

�k�2

�k � 2
� � � � � bk�1 log x� bkx� � � � . (1.18)

Por tanto,

y2 � y1v � y1

�
b0x

�k�1

�k � 1
� � � � � bk�1 log x� bkx� � � �




� bk�1y1 log x� xm1 pa0 � a1x� � � � q
�
b0x

�k�1

�k � 1
� � � �



. (1.19)
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Sacando el factor x�k�1, usando que m1� k� 1 � m2 y multiplicando las dos series resultantes,
se obtiene la segunda solución:

y2 � bk�1y1 log x� xm2

8̧

n�0

cnx
n. (1.20)

A partir de la serie (1.20) podemos extraer cierta información de interés. Por un lado, si m1 � m2

entonces k � 1 y bk�1 � b0 � 0, encontrándonos en el caso 1 visto anteriormente y el término que
contiene a log x está presente en la segunda solución (1.20). Por otro lado, si m1 �m2 � k � 1

es un entero positivo, entonces a veces bk�1 � 0 y los logaritmos están presentes (caso 2), y
otras bk�1 � 0 y no habrá término logarítmico (caso 3). La dificultad práctica reside en que no
podemos calcular de modo directo los coeficientes de (1.16). A pesar de esto, sabemos que al
menos en los casos 1 y 2, cuando bk�1 � 0 y el método de Frobenius es solo parcialmente eficaz,
la forma general de una segunda solución es

y2 � y1 log x� xm2

8̧

n�0

cnx
n, (1.21)

donde las constantes desconocidas cn se pueden determinar sustituyendo (1.21) en la ecuación

diferencial.
CASO COMPLEJO. Si las raíces de la ecuación indicial son números complejos conjugados,
por ejemplo m1 y m1, entonces la solución es compleja y toma la forma

y � xm
8̧

n�0

anx
n, (1.22)

donde los coeficientes an pueden ser complejos. En este caso y1 e y2 son las partes reales e

imaginarias de y respectivamente y son soluciones linealmente independientes [1, Cap. 7.3, p.522].
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Capítulo 2

Funciones de Legendre

2.1. La ecuación de Legendre

Una ecuación lineal homogénea de segundo orden con la que es muy común encontrarse en
problemas de física es la ecuación de Legendre. Esta se obtiene a partir de la forma general (1.1)
estableciendo las siguientes funciones analíticas en el origen como coeficientes,

P pxq � �2x
1� x2

, Qpxq � p pp� 1q
1� x2

, (2.1)

donde p es una constante. Así, (1.1) se puede reescribir como

�
1� x2

�
y2 � 2xy1 � p pp� 1q y � 0, (2.2)

que es precisamente la ecuación de Legendre. El origen es un punto ordinario, por lo que aplicare-

mos el Teorema 1.4 y buscaremos una solución de la forma y � °
anx

n. Sustituyendo este Ansatz
en la ecuación de Legendre y agrupando términos en xn, se obtiene una relación de recurrencia
entre los coeficientes an:

an�2 � �pp� nq pp� n� 1q
pn� 1q pn� 2q an. (2.3)

Insertando los coeficientes en y � °
anx

n se llega a:

y � a0

�
1� p pp� 1q

2!
x2 � p pp� 2q pp� 1q pp� 3q

4!
x4 � � � �

�
�

� a1

�
x� pp� 1q pp� 2q

3!
x3 � pp� 1q pp� 3q pp� 2q pp� 4q

5!
x5 � � � �

�
. (2.4)

Para p no entero, cada serie entre corchetes tiene radio de convergencia R � 1, lo cual se prueba
usando (2.3): efectivamente, para la primera serie (con n sustituida por 2n) se tiene����a2n�2x2n�2

a2nx2n

���� �
����� pp� 2nqpp� 2n� 1q

p2n� 1qp2n� 2q
����|x|2 Ñ |x|2,

9
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cuando nÑ8, y es análogo para la segunda. La validez de (2.4) como solución de (2.2) para toda
elección de constantes a0 y a1 queda demostrada por la positividad del radio de convergencia de
cada serie. Cada serie entre corchetes es una solución particular, y como es claro que las funciones
definidas por ellas son linealmente independientes, (2.4) es la solución general de (2.2) sobre el
intervalo |x|   1. Las funciones definidas por (2.4) son las funciones de Legendre, generalmente
no elementales. No obstante, para p � n un entero no negativo, veremos que una de las series
termina y es por tanto un polinomio (la primera si p es par y la segunda si es impar), mientras
que la otra sigue siendo una serie infinita. Dichas soluciones nos conducirán a los polinomios de
Legendre.

Sea, pues, la ecuación de Legendre con p � n un entero no negativo,

�
1� x2

�
y2 � 2xy1 � n pn� 1q y � 0. (2.5)

El Teorema 1.4 proporcionaba soluciones analíticas para dicha ecuación sobre el intervalo�1   x   1.

A fin de aislar las soluciones que se mantienen acotadas cerca de x � 1, por ser más útiles en
la práctica, realizamos el cambio de variable t � p1� xq {2 propuesto en [19, Cap. 8.44, p. 350],
que hace que x � 1 corresponda a t � 0. Así,

t p1� tq y2 � p1� 2tq y1 � n pn� 1q y � 0. (2.6)

Como veremos en el último capítulo, esta es una ecuación hipergeométrica que admite la solución

cerca de t � 0 dada por una función hipergeométrica (para ver su definición, ir a 4.5),

y1 � F p�n, n� 1, 1, tq . (2.7)

Aunque todavía no se haya definido tal función, es suficiente para el estudio presente conocer

simplemente la existencia de dicha solución. La segunda solución se busca mediante el mismo
método empleado en el primer capítulo, de modo que tomará la forma y2 � vy1 con

v1 � 1

y21
e�

³
Pdt � 1

y21
e
³
p2t�1q{tp1�tqdt � 1

y21tp1� tq �
1

t

�
1

y21p1� tq
�
.

Como y21 es un polinomio con término constante 1, la expresión entre corchetes es una función
analítica, luego

v1 � 1

t
� a1 � a2t� � � �

Con lo cual, v � log t� a1t� � � � y,

y2 � y1 plog t� a1t� � � � q .

Así, solución general de (2.6) cerca del origen es

y � c1y1 � c2y2, (2.8)
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Figura 2.1: Polinomios de Legendre para n � 1, 2, 3, 4, 5, 6.

La presencia del término log t en y2 hace patente que (2.8) es acotada cerca de t � 0 si y solo

si c2 � 0. Deshaciendo el cambio t � p1� xq {2 en (2.7), se deduce que las soluciones de (2.5)
acotadas cerca de x � 1 son múltiplos constantes de F p�n, n� 1, 1, p1� xq {2q. Esto conduce a
la definición fundamental del n-ésimo polinomio de Legendre:

Pnpxq � F

�
�n, n� 1, 1,

1� x

2




� 1� npn� 1q
p1!q22 px� 1q � npn� 1qpn� 1qpn� 2q

p2!q222 px� 1q2 � � � � � p2nq!
pn!q22n px� 1q2. (2.9)

Sabemos por lo estudiado en el primer capítulo que Pnpxq es un polinomio de grado n que
contiene solo potencias pares o solo potencias impares de x según la paridad de n. Por tanto,
puede escribirse

Pnpxq � anx
n � an�2x

n�2 � an�4x
n�4 � � � � , (2.10)

donde la suma termina con a0 para n par y con a1x si n es impar. Por (2.9), se tiene que Pnp1q � 1

para todo n y por (2.10), Pnp�1q � p�1qn.

2.2. La fórmula de Rodrigues

Con el fin de simplificar la expresión obtenida en (2.9), se puede deducir una forma más ma-
nejable de los polinomios Pnpxq. Considerando la relación de recurrencia (2.3) con p reemplazado
por n y n por k � 2, así como el hecho de que an � p2nq!{pn!q22n (que se deduce de (2.9)),

ak�2 � � kpk � 1q
pn� k � 2qpn� k � 1qak, k � n, n� 2, . . .
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Sustituyendo en (2.10),

Pnpxq � p2nq!
pn!q22n

�
xn � npn� 1q

2p2n� 1qx
n�2 � npn� 1qpn� 2qpn� 3q

2 � 4p2n� 1qp2n� 3q xn�4 � � � ��

�p�1qk npn� 1q � � � pn� 2k � 1q
2kk!p2n� 1qp2n� 3q � � � p2n� 2k � 1qx

n�2k � � � �
�
. (2.11)

Como, npn� 1q � � � pn� 2k � 1q � n!
pn�2kq! y

p2n� 2k � 1qp2n� 2k � 3q � � � p2n� 3qp2n� 1q �

� p2n� 2k � 1qp2n� 2k � 2qp2n� 2k � 3q � � � p2n� 3qp2n� 2qp2n� 1q2n
p2n� 2k � 2q � � � p2n� 2q2n

� p2nq!
p2n� 2kq!

1

2kpn� k � 1q � � � pn� 1qn
� p2nq!pn� kq!
p2n� 2kq!2kn! ,

el coeficientede xn�2k en (2.11) es

p�1qk pn!q2p2n� 2kq!
k!p2nq!pn� kq!pn� 2kq! .

Así, podemos escribir (2.11) como

Pnpxq �
rn{2s¸
k�0

p�1qk p2n� 2kq!
2nk!pn� kq!pn� 2kq!x

n�2k, (2.12)

donde rn{2s denota la parte entera de n{2.

Obsérvese que,

Pnpxq �
rn{2s¸
k�0

p�1qk
2nk!pn� kq!

p2n� 2kq!
pn� 2kq! x

n�2k

�
rn{2s¸
k�0

p�1qk
2nk!pn� kq!

dn

dxn
x2n�2k

� 1

2nn!

dn

dxn

rn{2s¸
k�0

n!

k!pn� kq!px
2qn�kp�1qk.

Extendiendo el recorrido de esta suma y dejando a k variar entre 0 y n (no afectará pues los
términos nuevos son de grado mayor que n y sus derivadas n-ésimas cero) se llega a,

Pnpxq �
ņ

k�0

�
n

k


2�x� 1

2


n�k �x� 1

2


k
. (2.13)

Empleando la fórmula del binomio se obtiene la fórmula de Rodrigues:

Pnpxq � 1

2nn!

dn

dxn
px2 � 1qn. (2.14)
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2.3. Definición a partir de una función generadora

Una manera alternativa de presentar los polinomios de Legendre es considerando la expresión
p1�2xt�t2q�1{2 cuando |2xt�t2|   1, que puede expandirse en una serie de potencias ascendentes
de 2xt�t2. Si, además, |2xt|�|t2|   1, dichas potencias pueden multiplicarse y la serie resultante
reorganizada de cualquier forma, pues la expansión de

�
1� �|2xt| � |t2|���1{2 en potencias de

|2xt| � |t2| en tal caso converge absolutamente 1. En particular, si se reordena en potencias de
t se obtiene la definición de los polinomios de Legendre Pnpxq mediante la relación generadora
[20, Cap. 15.1, p. 316],

ωpx, tq � �
1� 2xt� t2

��1{2 �
8̧

n�0

Pnpxqtn. (2.15)

Puesto que p1� zq�α � 1F0pα;�; zq (consúltese la definición (4.13)), podemos escribir [18, Cap.

10.86, p. 157],

p1� 2xt� t2q�1{2 �
8̧

n�0

�
1

2



n

p2xt� t2qn
n!

�
8̧

n�0

ņ

k�0

�
1
2

�
n
p�1qkp2xqn�2ktn�k

k!pn� kq!

�
8̧

n�0

rn{2s¸
k�0

p�1qk �12�n�k p2xqn�2ktn

k!pn� 2kq! ,

donde se ha empleado la ecuación [18, Cap. 4.37, p. 58, ecuación 13] 2. Por tanto,

Pnpxq �
rn{2s¸
k�0

p�1qk �12�n�k p2xqn�2k

k! pn� 2kq! , (2.16)

de donde se deduce que Pnpxq es un polinomio de grado n en x.

Reemplazando x por �x en 2.15 y t por �t, el miembro izquierdo no cambia, de modo que,

Pnp�xq � p�1qnPnpxq, (2.17)

por lo que Pnpxq es una función impar de x para n impar, y una función par de x para n par.

A continuación se dará una prueba más rigurosa de que la función (2.15) es, efectivamente,
una función generadora de los poliniomios de Legendre siguiendo un procedimiento similar al
expuesto en [14, Cap. 4.2, p. 45].

1El teorema empleado es:

Teorema 2.1. [20, Cap. 2.52, p. 26]. Si los términos de una serie doble absolutamente convergente se toman
en cualquier orden como una serie simple, la suma converge al mismo límite, siempre que todos los términos
aparezcan en la suma. Su demostración puede consultarse en la referencia indicada.

2Esta ecuación se obtiene a partir de resultados mostrados en [18, Cap. 4.37, p. 58] en el contexto de manipu-
laciones de series elementales
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Sean r1 y r2 raíces de 1�2xt� t2 � 0 y sea r � mı́nt|r1|, |r2|u. Entonces ωpx, tq como función
de t es analítica en |t|   r y se sigue que,

ωpx, tq � p1� 2xt� t2q�1{2 �
8̧

n�0

cnpxqtn, |t|   r,

donde los cnpxq se pueden escribir como integrales de contorno evaluadas sobre cualquier contorno
cerrado C alrededor de t � 0 sobre el disco |t|   r,

cnpxq � 1

2πi

»
C

�
1� 2xt� t2

��1{2
t�n�1dt. (2.18)

Mediante la sustitución 1� ut � �
1� 2xt� t2

�1{2, la expresión anterior se transforma en,

cnpxq � 1

2πi

»
C1

pu2 � 1qn
2npu� xqn�1

du. (2.19)

Dicha integral se puede evaluar por medio de teoría de residuos (ver [12, Cap. 10, p. 548]),

cnpxq � 1

2nn!

�
dn
�
u2 � 1

�n
dun

�
u�x

� Pnpxq, (2.20)

verificando así (2.15).

2.4. Ortogonalidad

Una de las propiedades esenciales de los polinomios de Legendre es que P0pxq, P1pxq, P2pxq . . . ,
Pnpxq, . . . es una sucesión de funciones ortogonales sobre �1 ¤ x ¤ 1, esto es

» 1

�1
PmpxqPnpxqdx �

$&
%0 sim � n,

2
2n�1 sim � n.

(2.21)

Para demostrarlo seguiremos el procedimiento indicado en [19, Cap. 8.45, p. 356]. Consideremos

una función cualquiera fpxq con al menos n derivadas continuas en �1 ¤ x ¤ 1 y sea

I �
» 1

�1
fpxqPnpxqdx � 1

2nn!

» 1

�1
fpxq d

n

dxn
�
x2 � 1

�n
dx,

donde hemos sustituido por la fórmula de Rodrigues (2.14). Integrando por partes,

I � 1

2nn!

�
fpxq d

n�1

dxn�1

�
x2 � 1

�n�1
�1

� 1

2nn!

» 1

�1
f 1pxq d

n�1

dxn�1

�
x2 � 1

�n
dx.
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Puesto que la expresión entre corchetes se anula en ambos extremos y continuando el proceso
con nuevas integraciones por partes,

I � � 1

2nn!

» 1

�1
f 1pxq d

n�1

dxn�1

�
x2 � 1

�n
dx � p�1qn

2nn!

» 1

�1
f pnqpxq �x2 � 1

�n
dx.

Si fpxq � Pmpxq con m   n, entonces f pnqpxq � 0, luego I � 0, probando el primer caso. Para
ver el segundo, sea fpxq � Pnpxq. Como P pnq

n pxq � p2nq!{2nn!,

I � p2nq!
22npn!q2

» 1

�1

�
1� x2

�
dx � 2p2nq!

22npn!q2
» 1

0

�
1� x2

�n
dx. (2.22)

Haciendo el cambio de variable x � sin θ, la integral definida de la expresión anterior pasa a ser3

» π{2
0

cos2n�1 θdθ � 2n

2n� 1

» π{2
0

cos2n�1 θdθ � 2n

2n� 1

2n� 2

2n� 1
� � � 2

3

» π{2
0

cos θdθ

� 2nn!

1 � 3 � � � p2n� 1q p2n� 1q �
22npn!q2

p2nq! p2n� 1q .

Se concluye, pues, que I � 2{ p2n� 1q en este caso, quedando (2.21) demostrada.

2.5. Relaciones de recurrencia y ecuación diferencial para los po-

linomios de Legendre

A continuación deduciremos una serie de relaciones de recurrencia satisfechas por los polino-
mios de Legendre con el fin de ilustrar el uso de la expansión (2.15). Para empezar, sustituimos
(2.15) en la identidad �

1� 2xt� t2
� Bω
Bt � pt� xqω � 0.

Diferenciando término a término, se obtiene

�
1� 2xt� t2

� 8̧

n�0

nPnpxqtn�1 � pt� xq
8̧

n�0

Pnpxqtn � 0.

Igualando el coeficiente de tn a cero,

pn� 1qPn�1pxq � 2nxPnpxq � pn� 1qPn�1pxq � Pn�1pxq � xPnpxq � 0

equivalentemente,

pn� 1qPn�1pxq � p2n� 1qxPnpxq � nPn�1pxq � 0, n � 1, 2, . . . (2.23)
3Empleamos la siguiente fórmula que se demuestra por integración por partes,»

cos2n�1 θdθ � 1

2n� 1
cos2n θ sin θ � 2n

2n� 1

»
cos2n�1 θdθ.
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Similarmente, la identidad �
1� 2xt� t2

� Bω
Bx � tω � 0

conduce a �
1� 2xt� t2

� 8̧

n�0

P 1
npxqtn �

8̧

n�0

Pnpxqtn�1 � 0,

que implica
P 1
n�1pxq � 2xP 1

npxq � P 1
n�1pxq � Pnpxq � 0, n � 1, 2, . . . (2.24)

Antes de continuar, emplearemos el razonamiento de [14, Cap. 4.3, p. 47] para justificar la dife-

renciación de (2.15) término a término con respecto a x. Para ello se ha de probar la convergencia
uniforme de (2.15) en |x|   a para un a ¡ 0 finito y arbitario y |t| suficientemente pequeño. Sea
|t|   b, donde b � ?

a2 � 1� a. De acuerdo con (2.15), la serie

8̧

n�0

Pnpiaq
in

|t|n

converge a
�
1� 2a|t| � |t|2��1{2. La convergencia uniforme de (2.15) para |x|   a, |t|   b se sigue

de la desigualdad

|Pnpxqtn| ¤ Pnpiaq
in

|t|n,
de acuerdo con (2.12).

Habiendo probado esto, diferenciamos (2.23) y, empleando (2.24), se llega a dos relaciones de
recurrencia:

P 1
n�1pxq � xP 1

npxq � pn� 1qPnpxq, n � 0, 1, 2, . . . , (2.25)

xP 1
npxq � P 1

n�1pxq � nPnpxq, n � 1, 2, . . . (2.26)

Sumando (2.25) y (2.26) se obtiene

P 1
n�1pxq � P 1

n�1pxq � p2n� 1qPnpxq, n � 1, 2, . . . (2.27)

Finalmente, reemplanzando n por n�1 en (2.25) y eliminando P 1
n�1pxq de la ecuación resultante

y (2.26) se encuentra que

�
1� x2

�
P 1
npxq � nPn�1pxq � nxPnpxq, n � 1, 2, . . . (2.28)

Esta última fórmula permite expresar la derivada de un polinomio de Legendre en términos de

polinomios de Legendre. Diferenciando (2.28) con respecto a x y usando de nuevo (2.26) para
eliminar P 1

n�1pxq, se llega a

��
1� x2

�
P 1
npxq

�1 � n pn� 1qPnpxq � 0, n � 0, 1, 2, . . . (2.29)
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Esto muestra que el polinomio de Legendre u � Pnpxq es una integral particular de la ecuación

diferencial lineal de segundo orden

��
1� x2

�
u1
�1 � n pn� 1qu � 0. (2.30)

Esta ecuación es habitual en física matemática por ser la manifestación natural de la parte

angular de muchas ecuaciones en física con simetría esférica.

2.6. Representación integral de los polinomios de Legendre

En esta sección seguiremos el desarrollo expuesto en [14, Cap. 4.4, p. 48] para llegar a repre-
sentaciones sencillas de los polinomios de Legendre en términos de integrales definidas.

Comenzaremos asumiendo que x es un número real o complejo y escojamos que el camino
de integración C 1 en la fórmula (2.20) sea un círculo de radio

b��x2 � 1
�� con centro en u � x.4

Entonces,u � x�?
x2 � 1eiφ, �π ¤ φ ¤ π y se obtiene a partir de (2.20)

Pnpxq � 1

2π

» π
�π

�
x2 � 2x

?
x2 � 1 eiφ � �x2 � 1

�
e2iφ � 1

2
?
x2 � 1 eiφ

�n
dφ,

que se reduce a la integral de Laplace:

Pnpxq � 1

π

» π
0

�
x�

a
x2 � 1 cosφ

�n
dφ. (2.31)

Nótese que la elección del valor de la raíz
?
x2 � 1 no importa, puesto que tras elevar la expresión

entre corchetes a la n-ésima potencia e integrar el resultado término a término, las potencias
impares de la raíz cuadrada se anulan.

A partir de (2.31) se puede deducir una importante desigualdad satisfecha por los polinomios
de Legendre. Sea x un número real tal que �1 ¤ x ¤ 1; entonces,

��x�ax2 � 1 cosφ
�� �a

x2 � p1� x2q cos2 φ ¤ 1,

por lo que, ��Pnpxq�� ¤ 1, �1 ¤ x ¤ 1. (2.32)

Otra representación integral relevante de los polinomios de Legendre se deduce a partir de (2.31)

asumiendo que x es un número real tal que �1   x   1. En este caso, poniendo x � cos θ,
4De acuerdo con el teorema integral de Cauchy, reemplazar el contorno C 1 por cualquier otra curva cerrada de

Jordan alrededor de u � x no cambia el valor de la integral
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0   θ   π e introduciendo una variable compleja de integración, t � cos θ � i sin θ cosφ, (2.31)
pasa a ser

Pn pcos θq � 1

π

» π
0
pcos θ � i sin θ cosφqn dφ � 1

πi

» eiθ
e�iθ

tndt?
1� 2t cos θ � t2

, (2.33)

donde la integral es evaluada a lo largo del segmento AB que une los puntos t � e�iθ (2.2), y

t
O

B

A

C
θ

|OC| � 1

Figura 2.2: Esquema para el cálculo de la integral (2.33).

la elección de la raíz cuadrada viene determinada por la condición de que su valor en el punto
t � cos θ sea sin θ. De acuerdo con el teorema integral de Cauchy5, la integración a lo largo de
AB puede reemplazarse por la integración a lo largo del arco ACB de la circunferencia unitaria,
puesto que el integrando es analítico en la región entre el arco y la cuerda. Haciendo este cambio
y escribiendo t � eiψ, encontramos que

Pn pcos θq � 1

π

» θ
�θ

eipn� 1
2qψ?

2 cosψ � 2 cos θ
dψ,

que se convierte en la fórmula de Mehler - Dirichlet tras tomar la parte real,

Pn pcos θq � 2

π

» θ
0

cos
�
n� 1

2

�
ψ?

2 cosψ � 2 cos θ
dψ, 0   θ   π, n � 0, 1, 2, . . . (2.34)

5

Teorema 2.2. Teorema integral de Cauchy [13, Theorem 10.1] Sea D � C un dominio acotado de Jordan y
f P HpDq. Entonces,

³
BD
fpzqdz � 0.
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2.7. Expansión de funciones. Series de Legendre

Muchos problemas en teoría del potencial requieren disponer de desarrollos en serie de po-
linomios de Legendre de funciones dadas. Es por esto que, dada una función arbitraria fpxq,
buscamos una expansión de la forma

fpxq �
8̧

n�0

anPnpxq, �1   x   1. (2.35)

Multiplicando esta expresión por Pmpxq e integrando término a término,

» 1

�1
fpxqPmpxqdx �

8̧

n�0

an

» 1

�1
PmpxqPnpxqdx � am

» 1

�1
P 2
mpxqdx �

2am
2m� 1

,

puesto que todas las integrales del término intermedio se anulan excepto para n � m. Ahora,
reemplazando m por n y x por y,

an �
�
n� 1

2


» 1

�1
fpyqPnpyqdy. (2.36)

Conociendo an, procedemos a probar el siguiente resultado,

Teorema 2.3. [18, Cap. 10.100, p. 177] Si en �1 ¤ x ¤ 1, la función fpxq es continua excepto
en un número finito de discontinuidades finitas; si en �1 ¤ x ¤ 1, f 1pxq existe en los puntos
donde fpxq es continua y además existen los límites laterales de la derivada (por la derecha y por
la izquierda) de fpxq en los puntos de discontinuidad. Si

an �
�
n� 1

2


» 1

�1
fpxqPnpxqdx,

entonces,
8̧

n�0

anPnpxq � fpxq, �1   x   1, (2.37)

en los puntos de continuidad de fpxq.

La serie de la izquierda en (2.37) converge al valor medio 1
2 rfpx� 0q � fpx� 0qs en los

puntos de discontinuidad de fpxq.

Demostración. Considérese el miembro izquierdo de (2.37) con los an dados por (2.36):

8̧

n�0

anPnpxq �
8̧

n�0

�
n� 1

2


» 1

�1
fpyqPnpyqPnpxqdy � ĺım

nÑ8

ņ

k�0

�
k � 1

2


» 1

�1
fpyqPkpyqPkpxqdy

� ĺım
nÑ8

» 1

�1
fpyq

ņ

k�0

�
k � 1

2



PkpxqPkpyqdy.
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La serie a la izquierda de (2.37) convergerá a la suma fpxq si solo si

ĺım
nÑ8

» 1

�1
fpyqKnpx, yqdy � fpxq, (2.38)

donde

Knpx, yq �
ņ

k�0

�
k � 1

2



PkpxqPkpyq. (2.39)

Para sumar la serie a la derecha de (2.39) se emplea la fórmula de Christoffel-Darboux 6. Para

φkpxq � Pkpxq,
gkpxq �

» 1

�1
P 2
k pxqdx �

2

2k � 1
� 1

k � 1
2

,

y el coeficiente principal en Pnpxq es hn � 2n
�
1
2

�
n
{n! Entonces, hn{ pgnhn�1q � 1

2 pn� 1q y
concluimos por (2.40) que

Knpx, yq � n� 1

2
� Pn�1pxqPnpyq � PnpxqPn�1pyq

x� y
. (2.41)

La condición (2.38) puede reescribirse de la forma

ĺım
nÑ8

�
fpxq �

» 1

�1
fpyqKnpx, yqdy

�
� 0. (2.42)

Puesto que
³1
�1 Pkpyqdy � 0, para k ¡ 0,

» 1

�1
Knpx, yqdy �

» 1

�1

ņ

k�0

�
k � 1

2



PkpxqPkpyqdy

�
» 1

�1

�
1

2
�

ņ

k�1

�
k � 1

2



PkpxqPkpyq

�
dy �

» 1

�1

1

2
dy � 1.

6

Teorema 2.4. [18, Cap. 9.85, p. 154] Fórmula de Christoffel-Darboux. Sea φnpxq un conjunto simple de polino-
mios reales ortogonales con respecto a ωpxq ¡ 0 en a   x   b. Sea hn el coeficiente principal en φnpxq de modo
que

φnpxq � hnx
n � πn�1,

donde πn�1 representa un polinomio de grado a lo sumo n� 1. Sea

gk � pφk, φkq �
» b

a

ωpxqφ2
kpxqdx.

Entonces,
ņ

k�0

g�1
l φkpxqφkpyq � hn

gnhn�1
� φn�1pyqφnpxq � φn�1pxqφnpyq

y � x
. (2.40)
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Con esto, la condición (2.42) pasa a ser

ĺım
nÑ8

» 1

�1
rfpxq � fpyqsKnpx, yqdy � 0.

Por (2.41),

ĺım
nÑ8

n� 1

2

» 1

�1

fpxq � fpyq
x� y

rPn�1pxqPnpyq � PnpxqPn�1pyqs dy � 0. (2.43)

Por el Teorema 59 de [18, p. 156] se sigue que

ĺım
nÑ8

�
n� 1

2


1{2 » 1

�1
gpyqPnpyqdy � 0, (2.44)

para cualquier gpyq tal que
³1
�1 g

2pyqdy existe.

En un punto de continuidad de fpyq también se ha asumido la existencia de f 1pyq. Así, con

gpyq � fpxq � fpyq
x� y

,

³1
�1 g

2pyqdy existe. Se sigue de (2.44) que

ĺım
nÑ8

�
n� 1

2


1{2 » 1

�1

fpxq � fpyq
x� y

Pnpyqdy � 0 (2.45)

ĺım
nÑ8

�
n� 3

2


1{2 » 1

�1

fpxq � fpyq
x� y

Pn�1pyqdy � 0. (2.46)

Entonces, (2.43) se satisfará en un punto de continuidad de fpxq en �1   x   1 si se puede
demostrar que la siguientes expresiones son acotadas para nÑ8:

n� 1

2

�
n� 1

2


�1{2

Pn�1pxq, n� 1

2

�
n� 3

2


�1{2

Pnpxq.

Empleando el Teorema 61 de [18, p. 173]7, para �1   x   1, se deduce que
����n� 1

2

�
n� 1

2


�1{2

Pn�1pxq
����  

�
pn� 1q2
4
�
n� 1

2

� � π

2 pn� 1q p1� x4q

�1{2

 
�

π pn� 1q
4 p2n� 1q p1� x2q

�1{2
 
�

π

4 p1� x2q
�1{2

y ����n� 1

2

�
n� 3

2


�1{2

Pnpxq
����  

�
pn� 1q2
4
�
n� 3

2

� � π

2n p1� x2q

�1{2

 
�

π
�
n2 � 2n� 1

�
4 p2n2 � 3nq p1� x2q

�1{2
 
�

π

4 p1� x2q
�1{2

.

7Los Teoremas 59 y 61 de [18] son resultados generales para polinomios ortogonales. Para profundizar, consúl-
tese [18, Cap. 9.85].
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Queda, pues, demostrada la validez de (2.37) en los puntos de continuidad de fpxq.

La demostración de la convergencia al valor medio de la serie de la izquierda en (2.37) es
similar a la del caso continuo.

2.8. Funciones asociadas de Legendre

Cuando la ecuación de Helmoltz (2.74) se separa en coordenadas esféricas, una de las EDOs
separadas (2.83) es la ecuación asociada de Legendre,

1

sin θ

d

dθ

�
sin θ

dPmn pcos θq
dθ



�
�
npn� 1q � m2

sin2 θ

�
Pmn pcos θq � 0. (2.47)

En la sección 2.9.1 se verá detalladamente cómo llegar a dicha ecuación por separación de varia-

bles. Sustituyendo por x � cos θ,

�
1� x2

� d2

dx2
Pmn pxq � 2x

d

dx
Pmn pxq �

�
n pn� 1q � m2

1� x2

�
Pmn pxq � 0. (2.48)

Si la constante de separación azimutal es m2 � 0, tenemos la ecuación de Legendre (2.2). Las

soluciones regulares Pmn pxq (con m no necesariamente cero, pero sí entero) son

v � Pmn pxq �
�
1� x2

�m{2 dm

dxm
Pnpxq, conm ¥ 0 un entero. (2.49)

Para ver esto, se puede partir de la ecuación de Legendre regular y convertirla en la ecuación

asociada mediante el uso de diferenciación múltiple. Efectivamente, tal y como se indica en [2,
Cap. 12.5, p. 771], sea la ecuación de Legendre

�
1� x2

�
P 2
n � 2xP 1

n � n pn� 1qPn � 0.

Usando la fórmula de Leibniz diferenciamos m veces obteniendo 8,

�
1� x2

�
u2 � 2x pm� 1qu1 � pn�mq pn�m� 1qu � 0,

donde u � dm

dxmPnpxq. Para poner la ecuación de Legendre en forma autoadjunta y convertir la
función peso en 1, reemplazamos upxq por

vpxq � �
1� x2

�m{2
upxq � �

1� x2
�m{2 dmPnpxq

dxm
. (2.51)

8La fórmula de Leibniz para la n-ésima derivada de un producto es,

dn

dxn
rApxqBpxqs �

ņ

s�0

�
n

s

�
dn�s

dxn�s
Apxq d

s

dxs
Bpxq. (2.50)
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Resolviendo para u y diferenciando,

u1 �
�
v1 � mxv

1� x2


�
1� x2

��m{2
,

u2 �
�
v2 � 2mxv1

1� x2
� mv

1� x2
� m pm� 2qx2v

p1� x2q2
�
� �1� x2

��m{2
.

Sustituyendo en la ecuación de Legendre, entonces la nueva función v satisface la EDO autoad-
junta �

1� x2
�
v2 � 2xv1 �

�
n pn� 1q � m2

1� x2

�
v � 0, (2.52)

que es la ecuación de Legendre asociada. Esta se reduce a la ecuación de Legendre cuando m � 0.

Expresada en coordenadas polares, la ecuación asociada de Legendre es

1

sin θ

d

dθ

�
sin θ

dv

dθ



�
�
n pn� 1q � m2

sin2 θ

�
v � 0. (2.53)

2.8.1. Polinomios asociados de Legendre

Las soluciones regulares (2.49) se llaman las funciones asociadas de Legendre. Como la mayor
potencia es xn, se ha de tener m ¤ n.

Por la forma de (2.49), se podría esperar que m fuese no negativa. Sin embargo, si Pnpxq se
expresa mediante la fórmula de Rodrigues, esta restricción sobre m se relaja y es posible tener
�n ¤ m ¤ n. Empleando la fórmula de diferenciación de Leibniz de nuevo, se puede demostrar
que

P�m
n pxq � p�1qm pn�mq!

pn�mq!P
m
n pxq. (2.54)

Una función generadora para las funciones asociadas de Legendre se obtiene, por medio de (2.47),

a partir de la de los polinomios de Legendre ordinarios:

p2mq! �1� x2
�m{2

2mm! p1� 2tx� t2qm�1{2
�

8̧

s�0

Pms�mpxqts. (2.55)

Definiendo los polinomios Pm
s�mpxq � Pms�mpxq

�
1� x2

��m{2, se halla una expresión práctica para

la función generadora,

gm px, tq � p2mq!
2mm! p1� 2tx� t2qm�1{2

�
8̧

s�0

Pm
s�mpxqts. (2.56)
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Se puede calcular una relación recursiva para los polinomios asociados de Legendre análoga a

(2.23), anteriormente obtenida. Diferenciando,

p1� 2xt� t2qBgmBt � p2m� 1qpx� tqgmpx, tq.

Sustituyendo por la expansión de definición en (2.56),

p1� 2tx� t2q
¸
s

sPm
s�mpxqts�1 � p2m� 1q

¸
s

�
xPm

s�mt
s � Pm

s�mt
s�1
�
.

La siguiente relación recursiva (que devuelve (2.23) para m � 0 y s � n) se obtiene comparando
los coeficientes de las potencias de t:

ps� 1qPm
s�m�1 � p2m� 1� 2sqxPm

s�m � ps� 2mqPm
s�m�1 � 0. (2.57)

El uso de esta relación requiere su inicialización, esto es, relacionar los polinomios asociados

de Legendre con los polinomios ordinarios de Legendre. Para ello, veamos que se cumple que
Pm
m � p2m � 1q!!. Para llegar a dicha expresión, hemos de volver a la recurrencia (2.3), que se

puede reescribir como

ak�2 � � lpl � 1q � kpk � 1q
pk � 1qpk � 2q ak.

Siguiendo el procedimiento expuesto en [7, 3.1], yendo de manera descendente se tiene

al�2 � � lpl � 1q
p2l � 1qak, al�4 � �pl � 2qpl � 3q

2p2l � 3q al, � � �

De modo que,

Plpxq � al

�
xl � lpl � 1q

2p2l � 1qx
l�2 � lpl � 1qpl � 2qpl � 3q

22p2l � 1qp2l � 3q xl�4 � � � �
�
. (2.58)

Evaluando en x � 1, como Plp1q � 1,

1 � al

�
1� lpl � 1q

2p2l � 1q �
lpl � 1qpl � 2qpl � 3q
22p2l � 1qp2l � 3q � lpl � 1qpl � 2qpl � 3qpl � 4qpl � 5q

23p2l � 1qp2l � 3qp2l � 5q � � � �
�
.

Nótese que si fijamos

al � p2l � 1q!!
l!

,

con p2l�1q!! � p2l�1qp2l�3qp2l�5q � � � 5 �3 �1, se cumple que Plp1q � 1. Sustituyendo en (2.58)
e integrando l veces,

p2l � 1q!!
p2lq!

�
x2l � lx2l�2 � lpl � 1q

2!
x2l�4 � � � �

�
.

En el corchete está la expresión del binomio de Newton px2 � 1ql, luego,

p2l � 1q!!
p2lq! px2 � 1ql � 1

2ll!
px2 � 1ql. (2.59)
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Para obtener la expresión buscada de Pm
m , basta sustituir (2.59) en la fórmula de Rodrigues con

x � 1. Además, puesto que |m| ¤ n, se puede establecer Pn�1
n � 0 y emplear esto para obtener

valores de inicio para varios procesos recursivos [2, Cap. 12.5, p. 773]. Obsérvese que

p1� 2xt� t2qg1px, tq � p1� 2xt� t2q�1{2 �
¸
s

Pspxqts, (2.60)

y tras insertar en (2.57) se halla la recursión

P1
s�1 � 2xP1

s � P1
s�1 � Pspxq. (2.61)

Más en general se tiene la identidad,

p1� 2xt� t2qgm�1px, tq � p2m� 1qgmpx, tq (2.62)

de donde se extrae la recursión

Pm�1
s�m�1 � 2xPm�1

s�m � Pm�1
s�m�1 � p2m� 1qPm

s�mpxq. (2.63)

Con esto podemos calcular algunos de los polinomios asociados de Legendre. Para m � 1 y s � 0

la ecuación (2.61) da P1
1 � 1, porque P1

0 � 0 � P1
�1 no aparecen en la definición (2.56). Para

s � 1, por medio de (2.61),

P1
2 pxq � P1 � 2xP1

1 � x� 2x � 3x.

Para s � 2 tenemos,

P1
3 pxq � P2 � 2xP1

2 � P1
1 �

1

2

�
3x2 � 1

�� 6x2 � 1 � 15

2
x2 � 3

2
.

Para m � 1, s � 0 utilizamos la ecuación (2.62): P2
2 pxq � 3P1

1 pxq � 3.

2.8.2. Paridad de los polinomios asociados de Legendre

La relación de paridad de los Pmn pxq se puede obtener a partir de la ecuación de definición
(2.49). Sabemos que Pnpxq contribuye con p�1qn al hacer x Ñ �x. Diferenciar m veces da un
factor p�1qm, por lo que

Pmn p�xq � p�1qn�mPmn pxq. (2.64)

Asimismo, de la definición (2.49) se sigue que

Pmn p�1q � 0, param � 0. (2.65)
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2.8.3. Ortogonalidad de los polinomios asociados de Legendre

Por la definición (2.49), la fórmula de Rodrigues (2.14) para Pnpxq y definiendo la función
X � px2 � 1q tal y como se propone en [2, Cap. 12, p.776],

» 1

�1
Pmp pxqPmq pxqdx �

p�1qm
2p�qp!q!

» 1

�1
Xm

�
dp�m

dxp�m
Xp



dq�m

dxq�m
Xqdx.

Si p � q, asumimos p   q. Nótese que el superíndice m es el mismo para ambas funciones,
condición esencial. Integrando q �m veces,» 1

�1
Pmp pxqPmq pxqdx �

p�1qmp�1qq�m
2p�qp!q!

» 1

�1
Xq d

q�m

dxq�m

�
Xm dp�m

dxp�m
Xp



dx. (2.66)

Expandimos el integrando del término derecho mediante la fórmula de Leibniz,

Xq d
q�m

dxq�m

�
Xm dp�m

dxp�m
Xp



� Xq

q�m̧

i�0

pq �mq!
i!pq �m� iq!

�
dq�m�i

dxq�m�i
Xm



dp�m�i

dxp�m�i
Xp. (2.67)

Puesto que el término Xm no contiene potencias mayores que x2m, se requiere que q�m�i ¤ 2m

(sino, la derivada se anula). Similarmente, p � m � i ¤ 2p y la suma de ambas desigualdades
resulta en q ¤ p. Esto contradice la suposición inicial de que p   q. Por lo tanto, no hay solución
para i y la integral se anula. Lo mismo ocurrirá si p ¡ q.

El caso restante es p � q, para el cual se tiene el término único correspondiente a i � q �m.
Sustituyendo (2.67) en (2.66) se llega a,

» 1

�1

�
Pmq pxq

�2
dx � p�1qq�2mpq �mq!

22qq!q!p2mq!pq �mq!
» 1

�1
Xq

�
d2m

dx2m
Xm


�
d2q

dx2q
Xq



dx. (2.68)

Dado que, Xm � px2 � 1qm � x2m �mx2m�2 � � � � y d2m

dx2m
Xm � p2mq!, la ecuación (2.68) se

reduce a » 1

�1
rPmq pxqs2dx �

p�1qq�2mp2qq!pq �mq!
22qq!q!pq �mq!

» 1

�1
Xqdx. (2.69)

La integral de término derecho es

p�1qq
» π
0
sin2q�1 θdθ � p�1qq22q�1q!q!

p2q � 1q! . (2.70)

Combinando (2.69) y (2.70) se llega a la integral de ortogonalidad [2, Cap. 12.5, p. 777],

» 1

�1
Pmp pxqPmq pxqdx �

2

2q � 1
� pq �mq!
pq �mq!δpq. (2.71)

En coordenadas esféricas, (2.71) es
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» π
0
Pmp pcos θqPmq pcos θq sin θdθ �

2

2q � 1

pq �mq!
pq �mq!δpq. (2.72)

La ortogonalidad de los polinomios de Legendre es un caso particular de este resultado para

m � 0.

Es posible desarrollar una relación de ortogonalidad para las funciones asociadas de Legendre
con mismo subíndice pero distinto superíndice:

» 1

�1
Pmn pxqP kn pxqp1� x2q�1dx � pn�mq!

mpn�mq!δm,k. (2.73)

2.9. Aplicaciones de los polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre y sus funciones asociadas desempeñan un papel central en nu-
merosos problemas de la física matemática, particularmente en aquellos que presentan simetría
esférica. Esta sección está dedicada a dos de sus aplicaciones más destacadas: la construcción de
los armónicos esféricos y la descripción algebraica de los operadores de momento angular orbital
en mecánica cuántica.

2.9.1. Ecuación de Helmholtz en coordenadas esféricas

En numerosos contextos físicos, como en la resolución de la ecuación de Laplace, de la ecuación
de Helmholtz o de la ecuación de Schrödinger con potenciales centrales, la técnica de separación
de variables permite descomponer la solución en factores radiales y angulares. La parte angular
de dichas ecuaciones procede exclusivamente del operador Laplaciano, lo que conduce a una
ecuación diferencial en las variables angulares cuya resolución define funciones especiales.

En esta sección nos centramos en la ecuación de Helmholtz, formulada en coordenadas esféri-
cas, y mostraremos cómo la aplicación sistemática del método de separación de variables conduce
a una descomposición de la solución en tres ecuaciones ordinarias. Este análisis permitirá, en la
sección siguiente, introducir de manera natural los armónicos esféricos.

Sea la ecuación de Helmholtz, donde k2 es constante

∇2ψ � k2ψ � 0. (2.74)

Empleando coordenadas esféricas [2, Cap. 2, p. 126]9
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∇ �∇ψ � 1

r2 sin θ

�
sin θ

B
Br
�
r2
Bψ
Br


� B
Bθ
�
sin θ

Bψ
Bθ


� 1

sin θ

B2ψ
Bφ2

�
, (2.76)

obtenemos
1

r2 sin θ

�
sin θ

B
Br
�
r2
Bψ
Br


� B
Bθ
�
sin θ

Bψ
Bθ


� 1

sin θ

B2ψ
Bφ2

�
� �k2ψ. (2.77)

Utilizaremos el método de separación de variables, por lo que comenzamos buscando soluciones

no triviales de la forma
ψpr, θ, φq � RprqΘpθqΦpφq. (2.78)

Sustituyendo en (2.77) y dividiendo entre RΘΦ se obtiene la siguiente ecuación, donde todas las

derivadas son ordinarias en lugar de parciales:

1

Rr2
d

dr

�
r2
dR

dr



� 1

Θr2 sin θ

d

dθ

�
sin θ

dΘ

dθ



� 1

Φr2 sin2 θ

d2Φ

dφ2
� �k2. (2.79)

Multiplicando todo por r2 sin θ, tendremos una función únicamente de φ igualada a una función

únicamente dependiente r y θ. Puesto que r, θ y φ son variables independientes, ambas funciones
deben ser constantes, por lo que igualamos cada lado de (2.79) a una constante de separación10

�m2. Así,

1

Φ

d2Φpφq
dφ2

� �m2 (2.80)

1

r2R

d

dr

�
r2
dR

dr



� 1

r2 sin θΘ

d

dθ

�
sin θ

dΘ

dθ



� m2

r2 sin2 θ
� �k2. (2.81)

Tras multiplicar (2.81) y reorganizar términos,

1

R

d

dr

�
r2
dR

dr



� r2k2 � � 1

sin θΘ

d

dθ

�
sin θ

dΘ

dθ



� m2

sin2 θ
, (2.82)

donde vemos que, de nuevo, las variables están separadas, por lo que igualamos cada lado a una

constante Q:

1

sin θ

d

dθ

�
sin θ

dΘ

dθ



� m2

sin2 θ
Θ�QΘ � 0, (2.83)

1

r2
d

dr

�
r2
dR

dr



� k2R� QR

r2
� 0. (2.84)

9Para la deducción del Laplaciano en esféricas, se puede consultar [2, Cap. 2.2, p.110]. A partir de la fórmula
general [2, ecuación 2.22, p. 112], para coordenadas ortogonales con factores de escala h1, h2, h3 y una función
escalar ψ,

∇2ψ � 1

h1h2h3

� B
Bu1

�
h2h3

h1

Bψ
Bu1



� B
Bu2

�
h3h1

h2

Bψ
Bu2



� B
Bu3

�
h1h2

h3

Bψ
Bu3


�
, (2.75)

basta tener en cuenta que los factores de escala en coordenadas esféricas son: hr � 1, hθ � r, hφ � r sin θ.Así,

aplicando la fórmula para u1 � r, u2 � θ y u3 � φ, se obtiene (2.76).
10Hemos tenido en cuenta que en casi todos los problemas físicos φ aparece como el ángulo azimutal, lo cual

sugiere una solución periódica en lugar de una exponencial, por eso el signo menos.
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Por tanto, hemos reemplazado una ecuación diferencial en derivadas parciales de tres variables
por tres EDOs. La solución más general de (2.74) puede escribirse como [2, Cap. 9.3, p. 558]

ψQmpr, θ, φq �
¸
Q,m

aQmRQprqΘQmpθqΦmpφq, (2.85)

para ciertos coeficientes aQm P R. La restricción de que k2 ha de ser constante es innecesariamente

restrictiva, puesto que el proceso de separación sigue siendo posible para un k2 tan general como

k2 � fprq � 1

r2
gpθq � 1

r2 sin2 θ
hpφq � k1

2
. (2.86)

Finalmente, veamos cómo la constante m en (2.80) es restringida. En coordenadas cilíndricas o

esféricas, φ es un ángulo azimutal. Si se trata de un problema clásico, se requerirá que Φpφq sea
univaluada. Entonces, Φpφ�2πq � Φpφq y m ha de ser un entero cuya determinación dependerá
del problema. Para un entero |m| ¡ 1, Φ tendrá período 2π{m. Siempre que una coordenada
corresponde a un eje de traslación a un ángulo azimutal, la ecuación de separación tiene la forma

d2Φpφq
dφ2

� �m2Φpφq, para φ el ángulo azimutal, y

d2Zpzq
dz2

� �a2Zpzq, para z, un eje de traslación del sistema coordenado cilíndrico.

2.9.2. Armónicos esféricos

Como resultado del procedimiento de separación de variables aplicado a ecuaciones con sime-
tría esférica —como la de Laplace, la de Helmholtz o la ecuación de Schrödinger con potenciales
centrales—, la parte angular de la solución queda determinada exclusivamente por el operador
Laplaciano. Esta dependencia angular conduce a la ecuación

Φpφq
sin θ

d

dθ

�
sin θ

dΘ

dθ



� Θpθq

sin2 θ

d2Φpφq
dφ2

� n pn� 1qΘpθqΦpφq � 0. (2.87)

Dependencia azimutal

La ecuación azimutal (2.80) es

1

Φpφq
d2Φpφq
dφ2

� �m2,

con soluciones Φpφq � e�imφ, eimφ, con m entero, que satisfacen la condición de ortogonalidad» 2π

0
e�im1φeim2φdφ � 2πδm1m2 . (2.88)
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Nótese que se ha tomado el producto Φ�
m1
pφqΦm2pφq, donde � indica la función complejo conju-

gado. En electrostática y muchos otros problemas físicos se requiere que m sea un entero para
que Φpφq sea una función univaluada del ángulo azimutal.

De acuerdo con (2.88),

Φm � 1?
2π
eimφ (2.89)

es ortonormal con respecto a la integración sobre φ.

Dependencia polar angular

La separación de la dependencia polar (ver 2.83) da lugar a la ecuación asociada de Legendre
(2.47),

1

sin θ

d

dθ

�
sin θ

dΘ

dθ



� m2

sin2 θ
Θ� npn� 1qΘ � 0. (2.90)

Es decir, para Θpθq � Pmn pcos θq.

1

sin θ

d

dθ

�
sin θ

dPmn pcos θq
dθ



�
�
n pn� 1q � m2

sin2 θ

�
Pmn pcos θq � 0. (2.91)

El empleo de la fórmula de Rodrigues (2.14) para incluir valores negativos de m conduce a

Pmn pcos θq � 1

2nn!

�
1� x2

�m{2 dm�n

dxm�n

�
x2 � 1

�n
, �n ¤ m ¤ n. (2.92)

Tras normalizar la función asociada de Legendre se obtienen las funciones ortonormales con

respecto de θ, d
2n� 1

2

pn�mq!
pn�mq! P

m
n pcos θq , �n ¤ m ¤ n. (2.93)

Armónicos esféricos

La función Φmpφq dada por (2.89) es ortonormal con respecto al ángulo azimutal φ. Tomando
el producto de Φmpφq y la función ortonormal (2.93) definimos

Y m
n pθ, φq � p�1qm

d
2n� 1

4π

pn�mq!
pn�mq!P

m
n pcos θq eimφ (2.94)

para obtener funciones de dos ángulos (y dos índices) ortonormales sobre la superficie esférica.
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Estas funciones Y m
n pθ, φq son armónicos esféricos y se cumple que,» 2π

φ�0

» π
θ�0

Y m1�
n1

pθ, φqY m2
n2

pθ, φq sin θdθdφ � δn1n2δm1m2 . (2.95)

A continuación se verá la utilidad de los armónicos esféricos en el contexto de la mecánica

cuántica.

2.9.3. Operadores de momento angular orbital

En términos matemáticos, el momento angular orbital es una manifestación de la invariancia
bajo rotaciones en el espacio tridimensional. Más concretamente, es el operador asociado a las
transformaciones infinitesimales del grupo de rotaciones SOp3q que actúan sobre funciones en
R3.

En mecánica clásica, para una partícula puntual se tiene que L � r � p, donde r P R3 es
la posición de la partícula y p P R3 es el momento lineal de la misma. Esto puede interpretarse
como un campo vectorial sobre el espacio de fases (posición y momento) y cumple el papel de
generador de rotaciones. En mecánica cuántica, el momento lineal p se representa por el operador
diferencial �i∇ en unidades con (ℏ � 1). Así, el momento angular orbital cuántico es el operador
L � �ir �∇ que actúa sobre funciones de onda ψprq definidas en R3, en el espacio de Hilbert
L2pR3q.

Los componentes del operador L � pLx, Ly, Lzq satisfacen las relaciones de conmutación del
álgebra de Lie sop3q:

rLi, Ljs � iϵijkLk, (2.96)

donde ϵijk es el símbolo de Levi-Civita11. Con lo cual, desde el punto de vista matemático, el

momento angular orbital es una representación del álgebra de Lie de SOp3q como operadores
diferenciales sobre funciones en R3.

El operador diferencial correspondiente al cuadrado del momento angular puede determinarse
a partir de L � L � pr� pq � pr� pq y es,

L2 � L � L � L2
x � L2

y � L2
z. (2.97)

Existen autofunciones normalizadas ψLM simultáneas para Lz y L2,
11El símbolo de Levi-Civita se define como:

ϵijk . . . �

$'''&
'''%
�1 si pi, j, k, l, . . . q es una permutación par de p1, 2, 3, 4, . . . q,
�1 si pi, j, k, l, . . . q es una permutación impar de p1, 2, 3, 4, . . . q,
0 si dos o más índices son iguales.
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LzψLM �MψLM , L2ψLM � λψLM . (2.98)

Emplearemos posteriormente los operadores escalera, ampliamente utilizados en mecánica cuán-

tica y se definidos como, L� � Lx � iLy, L� � Lx � iLy. Dada una autofunción de dichos
operadores, ψLM , su actuación sobre ella es,

L�ψLM �
a
LpL� 1q �MpM � 1qψL,M�1, (2.99)

L�ψLM �
a
LpL� 1q �MpM � 1qψL,M�1. (2.100)

El objetivo de esta sección es demostrar que las autofunciones ψLM de L2 y Lz en coordenadas
esféricas son los armónicos esféricos YM

L pθ, φq. Es decir,

LzψLM pθ, φq �MψLM pθ, φq, ψLM pθ, φq � YM
L pθ, φq. (2.101)

La forma explícita de Lz � �iB{Bφ indica que ψLM tiene una dependencia en φ dada por

exp piMφq, con M un entero para mantener ψLM univaluada. Si M es entero, entonces también
lo es L.

Para determinar la dependencia en θ de ψLM pθ, φq se seguirá el procedimiento de dos pasos
dado en [2, Cap. 12.7, p. 793]: (1) la determinación de ψLL pθ, φq y (2) el desarrollo de ψLM pθ, φq
en términos de ψLL con fase fijada por ψL0. Sea

ψLM pθ, φq � ΘLM pθqeiMφ. (2.102)

Por (2.99), L�ψLL � 0 y siendo L el mayor M , empleamos las siguientes fórmulas (se obtienen

a partir de L � �i pr�∇q),

Lx � iLy � eiφ
� B
Bθ � i cot θ

B
Bθ


,

Lx� iLy � �e�iφ
� B
Bθ � i cot θ

BBφ
den



;

y (halladas a partir de las anteriores),

pLx � iLyqYM
L pθ, φq �

a
pL�Mq pL�M � 1qYM�1

L pθ, φq ,
pLx � iLyqYM

L pθ, φq �
a
pL�Mq pL�M � 1qYM�1

L pθ, φq .

Con esto,

eipL�1qφ

�
d

dθ
� L cot θ

�
ΘLLpθq � 0. (2.103)

Por tanto,

ψLL pθ, φq � cL sin
L θeiLφ. (2.104)
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Normalizando,

c�LcL

» 2π

0

» π
0
sin2L�1 θdθdφ � 1. (2.105)

La integral en θ puede evaluarse como una función beta y

��cL�� �
d
p2L� 1q!!
4π p2Lq! �

a
p2Lq!!
2LL!

c
2L� 1

4π
. (2.106)

Esto completa el primer paso. Para obtener ahora los ψLM , M � �L, volvemos a los operadores

escalera. A partir de (2.99),

ψLM pθ, φq �
d

pL�Mq!
p2Lq! pL�Mq!pL�q

L�MψLL pθ, φq ,

ψLM pθ, φq �
d

pL�Mq!
p2Lq! pL�Mq! pL�q

L�M ψL,�L pθ, φq .
(2.107)

Nótese que las fases relativas quedan establecidas por los operadores escalera. L� y L� operando

en ΘLM pθqeiMφ puede escribirse como

L�ΘLM pθqeiMφ � eipM�1qφ

�
d

dθ
�M cot θ

�
ΘLM pθq

� eipM�1qφ sin1�M θ
d

d pcos θq sin
�M ΘLM pθq.

L�ΘLM pθqeiMφ � �eipM�1qφ

�
d

dθ
�M cot θ

�
ΘLM pθq

� eipM�1qφ sin1�M θ
d

d pcos θq sin
M θΘLM pθq.

(2.108)

Repitiendo estas operaciones n veces se obtiene

pL�qnΘLM pθqeiMφ � p�1qneipM�nqφ sinn�M θ
dn sin�M θΘLM pθq

d pcos θqn ,

pL�qnΘLM pθqeiMφ � eipM�nqφ sinn�M θ
dn sinM θΘLM pθq

d pcos θqn .

(2.109)

A partir de (2.108),

ψLM pθ, φq � cL

d
pL�Mq!

p2Lq!pL�Mq! e
iMφ sin�M θ

dL�M

dpcos θqL�M sin2L θ, (2.110)

y para12 M � �L:

ψL,�L pθ, φq � cL
p2Lq!e

�iLφ sinL θ
d2L

d pcos θq2L sin2L θ � p�1qLcL sinL θe�iLφ. (2.111)

12La fase p�1qL característica de ψL,�L relativa a ψL,L entra debido a sin2L θ � �
1� x2

�L � p�1qL �x2 � 1
�L
.
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Combinando las ecuaciones (2.108), (2.110) y (2.111) se obtiene,

ψLM pθ, φq � p�1qLcL
d

pL�Mq!
p2Lq! pL�Mq!p�1q

L�MeiMφ sinM θ
dL�M sin2L θ

d pcos θqL�M . (2.112)

Las ecuaciones (2.110) y (2.112) concuerdan si

ψL0 pθ, φq � cL
1a
p2Lq!

dL

pd cos θqL sin2L θ. (2.113)

Usando la fórmula de Rodrigues (2.14) se tiene

ψL0 pθ, φq � p�1qLcL 2LL!a
p2Lq!PL pcos θq � p�1qL cL

|cL|

c
2L� 1

4π
PL pcos θq . (2.114)

La última igualdad se sigue de (2.106). Ahora exigimos que ψL0 p0, 0q sea real y positivo:

cL � p�1qL|cL| � p�1qL
a
p2Lq!
2LL!

c
2L� 1

4π
. (2.115)

Con p�1qLcL{|cL| � 1, ψL0 pθ, φq en (2.114) puede identificarse con el armónico esférico Y 0
L pθ, φq.

Sustituyendo el valor de p�1qLcL en (2.112) y definiendo x � cos θ, para M ¥ 0 se tiene,

ψLM pθ, φq �
a
p2Lq!
2LL!

c
2L� 1

4π

d
pL�Mq!

p2Lq! pL�Mq!p�1q
L�MeiMφ sinM θ

dL�M

d pcos θqL�M sin2L θ

�
c

2L� 1

4π

d
pL�Mq!
pL�Mq!e

iMφp�1qM
"

1

2Ll!

�
1� x2

�M{2 dL�M

dxL�M
�
x2 � 1

�L*
.

(2.116)
La expresión entre corchetes se identifica con la función asociada de Legendre mediante la ecua-

ción (2.92) y se tiene

ψLM pθ, φq � YM
L pθ, φq � p�1qM

d
2L� 1

4π
� pL�Mq!
pL�Mq! � P

M
L pcos θq eiMφ, M ¥ 0. (2.117)

Finalmente, de acuerdo con (2.49), YM
L para superíndices negativos viene dada por

Y �M
L pθ, φq � p�1qM �

YM
L pθ, φq�� . (2.118)



Capítulo 3

Funciones de Bessel

3.1. La ecuación diferencial de Bessel

En este capítulo abordaremos la resolución de la ecuación diferencial de Bessel por medio del
método de Frobenius. Dicha ecuación viene dada por,

∇νω � z2
d2ω

dz2
� z

dω

dz
� �z2 � ν2

�
ω � 0. (3.1)

Obsérvese que es de la forma (1.1) y tiene un punto singular regular en z � 0 para el cual el

exponente indicial es m � �ν. Por el Teorema 1.5, admite una solución en serie:

ω � zν
¸
n

anz
n pa0 � 0q. (3.2)

Al sustituir esta serie en la ecuación, se obtiene una relación recurrente para los coeficientes:

an � � an�2

npn� 2νq , (3.3)

permitiendo expresar todos los coeficientes pares en términos de a0 y resultando en coeficientes

impares nulos,

a2n � p�1qna0
22nn!p1� νqp2� νq � � � pn� νq . (3.4)

Nos topamos con dificultades para ν entero o semientero negativo: si ν � �m, los a2k no están

bien definidos para k ¥ m por haber un factor cero en el denominador, por lo que en este caso
no hay solución. Si ν � �m{2 con m impar, la fórmula (3.3) tiene un cero en el denominador
para n � m, rompiéndose la cadena 0 � a1 � a3 � � � � . Ahora bien, reescribiendo (3.3) de la
forma �pj � bq2 � ν2

�
an � an�2 � 0, j ¥ 2, (3.5)

35
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se tiene que am�2 � 2 y sigue siendo consistente tomar am � 0.

En definitiva, para ν no entero negativo, las soluciones para la ecuación de Bessel son,

ωνpzq � a0

8̧

n�0

p�1qnz2n�ν
22nn!p1� νqp2� νq � � � pn� νq . (3.6)

La elección estándar es a0 � 1
2ν ν!, que da lugar a la función de Bessel de primera clase de orden

ν no entero negativo:

Jνpzq �
8̧

n�0

p�1qn pz{2q2n�ν
n!Γpn� ν � 1q . (3.7)

Esta serie converge absolutamente para todo z � 0 y también para z � 0 cuando Repνq ¡ 0 o

ν � 0. Para enteros ν � m se emplea1 j! � Γpj � 1q para escribir,

Jmpzq �
8̧

n�0

p�1qn
n!pn�mq!

�z
2

	2n�m
pn � 0, 1, 2, . . . q. (3.8)

Cabe notar que (3.7) tiene sentido también para ν entero negativo, aunque las fórmulas que lleven

a ella no lo tengan. Efectivamente, puesto que 1{Γpzq � 0 para z � 0,�1,�2, . . . , entonces si
ν � �m se tiene 1{Γpn� ν � 1q � 0 para n � 0, 1, . . . ,m� 1. Entonces los primeros m términos
de la serie (3.7) desaparecen y, poniendo n � k �m en (3.7) se obtiene [10, Cap. 5.1, p. 130],

J�m �
8̧

k�0

p�1qk�m pz{2q
2k�m

k!pk �mq! (3.9)

o

J�mpzq � p�1qmJmpzq. (3.10)

Se puede comprobar fácilmente que J�ν es una solución de (3.1), de modo que se han hallado dos

soluciones Jν y J�ν de (3.1). Cuando ν no es un entero, estas son linealmente independientes,
pues para z próximo a 0 se tiene (véase [10, Cap. 5.1, p. 131]),

Jνpzq � zν

2νΓ pν � 1q , J�νpzq � z�ν

2�νΓ p�ν � 1q . (3.11)

A continuación presentamos una serie de funciones que son combinaciones lineales de las funciones

de Bessel de primera clase, Jν y J�ν , luego también son soluciones de la ecuación de Bessel ([4,
Cap. 7.2.1, p. 4]). Tales soluciones reciben el nombre de función de Bessel de segunda clase o
función de Neumann, Yν , y funciones de Bessel de tercera clase o funciones de Hankel segundas,

1La definición y propiedades de la función gamma pueden verse en [19, Cap. 8.46, p. 365].
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Figura 3.1: Gráfica de las funciones de Bessel de primera y segunda clase. Mientras Jνpxq es
regular en el origen, Yνpxq presenta una singularidad en x � 0.

H
p1q
ν y Hp2q

ν :

Yνpzq � psin νπq�1 rJνpzq cospνπq � J�νpzqs , (3.12)

Hp1q
ν pzq � Jνpzq � iYνpzq � ri sinpνπqs�1 �J�νpzq � Jνpzqe�iνπ

�
, (3.13)

Hp2q
ν pzq � Jνpzq � iYνpzq � pi sin νπq�1 �Jνpzqeiνπ � J�νpzq

�
. (3.14)

Estas funciones, analíticas salvo puntos de ramificación en z � 0, son soluciones fundamentales
en problemas prácticos. Nótese que Yν y Jν son linealmente independientes2, de manera que se
pueden utilizar (en lugar de Jν y J�ν) como base para las soluciones de (3.1).

3.1.1. Función generadora y representaciones integrales de las funciones de
Bessel

En esta sección presentaremos algunas de las fórmulas más útiles que involucran funciones
de Bessel. Comenzaremos exponiendo un conjunto de identidades algebraicas que relacionan Jν
y su derivada con las funciones “adyacentes” Jν�1. La razón de mostrarlas es su uso posterior en
esta sección. Para su demostración, consúltese [10, Cap. 5.2, p. 133].

2La prueba de esto se puede ver en [4, Cap. 7.2.4, p. 7].



38 3. Funciones de Bessel

Teorema 3.1. Fórmulas de recurrencia. [10, Cap. 5.2, p. 133]. Para todo z y ν,

d

dz

�
z�νJνpzq

� � �z�νJν�1pzq, (3.15)

d

dz
rzνJνpzqs � xνJν�1pzq, (3.16)

zJ 1νpzq � νJνpzq � �zJν�1pzq, (3.17)

zJ 1νpzq � νJνpzq � zJν�1pzq, (3.18)

zJν�1pzq � zJν�1pzq � 2νJνpzq, (3.19)

Jν�1pzq � Jν�1pzq � 2J 1νpzq. (3.20)

Como primera aplicación de estas fórmulas, veamos que las funciones de Bessel de orden semi-
entero pueden expresarse en términos de funciones elementales. Consideremos J�1{2pzq. Puesto
que

2kk! � 2k p1 � 2 � 3 � � � kq � 2 � 4 � 6 � � � p2kq

2kΓ

�
k � 1

2



� 2k

�
k � 1

2


�
k � 3

2



� � �
�
1

2



Γ

�
1

2




� p2k � 1q p2k � 3q � � � p1q?π,

se tiene

J�1{2pzq �
8̧

k�0

p�1qkz2k�1{2

2�1{2 r2kk!s �2kΓ �k � 1
2

�� � �
2

πz


1{2 8̧

k�0

p�1qkz2k
p2kq! .

La última serie es la expansión de Taylor de cos z. Esto, junto con un cálculo similar para J1{2pzq,
se tiene

J�1{2pzq �
�

2

πz


1{2

cos z, J1{2pzq �
�

2

πz


1{2

sin z. (3.21)

Se sigue por repetida aplicación de la ecuación (3.19) que, siempre que ν � 1
2 sea un entero,

Jνpzq � z�1{2 rPνpzq cos z �Qνpzq sinpzqs , (3.22)

donde Pν y Qν son funciones racionales. Se ha de enfatizar que las funciones de Bessel de orden

semi-entero son las únicas que son funciones elementales.

El siguiente grupo de resultados concierne las funciones de Bessel de orden entero. Recordemos
que dada una sucesión de números tanu, la función generadora para an es la serie de potencias°
anz

n.

Teorema 3.2. Función generadora de Jnpzq. [10, Cap. 5.2, p. 135]
Para todo z y todo t � 0,

8̧

n��8

Jnpzqtn � exp

�
z

2

�
t� 1

t


�
. (3.23)
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Demostración. Comenzamos observando que

exp
zt

2
�

8̧

j�0

tj

j!

�z
2

	j
, exp

�z
2t

�
8̧

k�0

p�1qk
tkk!

�z
2

	k
.

Puesto que estas series son absolutamente convergentes, se pueden multiplicar y los términos de
la serie doble resultante, sumada en cualquier orden:

exp

�
z

2

�
t� 1

t


�
�

8̧

j,k�0

p�1qktj�k
j!k!

�z
2

	j�k
.

Poniendo j�k � n se obtiene (teniendo en cuenta que 1{ pk � nq! � 1{Γ pk � n� 1q � 0, cuando
k � n   0),

exp

�
z

2

�
t� 1

t


�
�

8̧

n��8

�
8̧

k�0

p�1qk
k! pk � nq!

�z
2

	2k�n�
tn �

8̧

n��8

Jnpzqtn.

En (3.23), t puede ser cualquier número complejo. En particular, tomando t � eiθ, en cuyo
caso 1

2

�
t� t�1

� � i sin θ,

eiz sin θ �
8̧

n��8

Jnpzqeinθ. (3.24)

La expresión de la izquierda es una función 2π-periódica de θ y la de la derecha es claramente

una serie de Fourier. Consecuentemente, los coeficientes Jnpzq en la serie han de venir dados por
la fórmula usual de los coeficientes de Fourier, es decir

Jnpzq � 1

2π

» π
�π
eiz sin θ�inθdθ. (3.25)

Así, llegamos a una fórmula distinta para Jn que en ocasiones resulta más útil. Por ejemplo,

muestra inmediatamente que
��Jnpxq�� ¤ 1 para todo x real, lo cual no es evidente cuando se

considera la serie de potencias. Efectivamente,

��Jnpxq�� ¤ 1

2π

» π
�π

��eix sin θ�inθ��dθ � 1

2π

» π
�π
dθ � 1 px P Rq . (3.26)

De hecho, lo mismo se cumple para todas las derivadas de Jnpxq. Por diferenciación de (3.25),

J pkqn pxq � 1

2π

» π
�π
pi sin θqk eix sin θ�inθdθ. (3.27)

En el siguiente teorema se recogen otras fórmulas para Jn equivalentes a (3.25), su prueba se

puede ver en [10, Cap. 5.2, p. 136].
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Teorema 3.3. Fórmulas integrales de Bessel [10, Cap. 5.2, p. 136]
Para cualquier x P C y cualquier entero n,

Jnpxq � 1

2π

» π
�π
eix sin θ�inθdθ � 1

π

» π
0
cos px sin θ � nθq dθ. (3.28)

Además,

Jnpxq � 2

π

» π{2
0

cos px sin θq cosnθ dθ, si n es par;

Jnpxq � 2

π

» π{2
0

sin px sin θq sinnθ dθ, si n es impar.

Demostración. Esta demostración es similar a la del Teorema 3.2 y se puede consultar en [10,
Cap. 5.2, p. 136].

La expresión (3.28) se denomina integral de Hankel y aparecerá posteriormente a la hora de
estudiar la difracción de Fraunhofer (3.5.1).

Para terminar esta sección seguiremos el procedimiento indicado en [16, p. 3 - 5] para obtener,
a partir de (3.24), otra expresión para la función de Bessel de primera clase que será empleada
posteriormente en las aplicaciones. Reemplazando θ por �θ en (3.24),

e�iz sin θ �
8̧

n��8

Jnpzqe�inθ.

Mediante el cambio de variable θ1 � θ � π{2,

sin θ � sin
�
θ1 	 π

2

	
� 	 cos θ1 sin

π

2
� 	 cos θ1,

einθ � einpθ
1	π{2q � e	inπ{2einθ

1 � p	iqn einθ1 .
Introduciendo estas relaciones en (3.24) se obtiene la expansión de Jacobi-Anger :

eiz sin θ � e	iz cos θ
1 �

8̧

n��8

Jnpzq p	iqn einθ1 . (3.29)

Consecuentemente, se tienen las siguientes relaciones:

e�iz sin θ �
8̧

n��8

Jnpzqe�inθ, e�iz cos θ �
8̧

n��8

p�iqn Jnpzqeinθ.

La expansión de Jacobi-Anger aparece a menudo en problemas físicos con simetría cilíndrica. Por
ejemplo, dada una onda plana con vector de onda k y vector de posición r, eik�r � eikr cospθ�ϕq,
mediante expansión de Jacobi - Anger se tiene,

eikr cospθ�phiq �
8̧

n��8

inJnpkrqeinpθ�ϕq.
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Así, (3.29) simplifica el análisis de ondas, difracción, interacciones oscilatorias y problemas con
simetría circular o cilíndrica al permitir reescribir la exponencial con argumento trigonométrico
en una serie de modos armónicos multiplicados por funciones de Bessel.

Consideremos ahora la integral

1

2π

» 2π

0
cosnθ eiz cos θdθ.

Utilizando (3.29) y J�npzq � p�1qnJnpzq,
1

2π

» 2π

0
cosnθeiz cos θdθ � 1

2π

» 2π

0

einθ � e�inθ

2

8̧

l��8

ilJlpzqeilθdθ

�
8̧

l��8

il

2
Jlpzq 1

2π

» 2π

0

�
eipn�lqθ � eip�n�lqθ

	
dθ

� in

2
Jnpzq

�
1� p�1qni�2n

� � inJnpzq.

Por tanto se llega a que

Jnpzq � i�n

2π

» 2π

0
cosnθ eiz cos θdθ. (3.30)

De forma directa se puede obtener que

1

2π

» 2π

0
cosnθ e�iz cos θdθ � p�iqnJnpzq.

Luego,

Jnpzq � p�iq�n
2π

» 2π

0
cosnθ e�iz cos θdθ.

Usando (3.29),» 2π

0
cosnθ e�iz cos θdθ �

» 2π

0

einθ � e�inθ

2

8̧

l��8

Jlpzqp	iqleilθdθ

�
8̧

l��8

1

2
p	iqlJlpzq

» 2π

0

�
eipn�lqθ � e�ipn�lqθ

	
dθ

� π
�p	iqnJnpzq � p	iq�np�1qnJnpzq

�
� 2πℜ rp	iqns Jnpzq

» 2π

0
sinnθ e�iz cos θdθ �

» 2π

0

einθ � e�inθ

2i

8̧

l��8

Jlpzqp	iqleilθdθ

�
8̧

l��8

1

2i
Jlpzqp	iql

» 2π

0

�
eipn�lqθ � e�ipn�lqθ

	
dθ

� π

�p	iqn � p�1qnp	iq�n
i

�
Jnpzq

� 2πℑ rp	iqns Jnpzq
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Combinando estos resultados,

1

2π

» 2π

0
einθe�iz cos θdθ � 1

2π

» 2π

0
pcosnθ � i sinnθq e�iz cos θdθ � p�iqnJnpzq.

Y finalmente se llega a la fórmula buscada,

Jnpzq � p	iqn
2π

» 2π

0
einθe�iz cos θdθ. (3.31)

3.1.2. Ceros de las funciones de Bessel

La serie de potencias (3.7) es útil cerca de x � 0, pero no para valores altos de x. Dado
que las funciones de Bessel aparecen en ecuaciones diferenciales con condiciones de frontera del
tipo Jνpµq � 0 o cJνpµq � µJ 1νpµq � 0, interesa particularmente localizar los ceros de funciones
como Jνpxq o cJνpxq � xJ 1νpxq. Se asumirá en esta sección que ν es real y x positivo, aunque los
resultados se pueden extender a ν y x complejos con las modificaciones adecuadas.

El siguiente método permitirá deducir el comportamiento de las funciones de Bessel para
valores elevados de x. Sea fpxq una solución de la ecuación de Bessel:

x2f2pxq � xf 1pxq � px2 � ν2qfpxq � 0.

Definiendo gpxq � x1{2fpxq, esta satisface

g2pxq � gpxq �
1
4 � ν2

x2
gpxq � 0.

Para grandes valores de x es razonable esperar que las soluciones se comporten como soluciones
de g2pxq�gpxq � 0, es decir, a cospx�bq o a sinpx�bq. Luego las soluciones fpxq de la ecuación de
Bessel deberían ser de la forma ax�

1
2 cospx� bq o ax�

1
2 sinpx� bq. Estas ideas intuitivas resultan

ser correctas y vienen dadas por el siguiente teorema.

Teorema 3.4. [10, Cap. 5.3, p. 139] Para cada ν P R, existen una función Eνpxq y una constante
Cν tales que, para x ¥ 1,

Jνpxq �
c

2

πx
cos

�
x� νπ

2
� π

4

	
� Eνpxq,

��Eνpxq�� ¤ Cν

x3{2
. (3.32)

Entonces, Jνpxq � ax�1{2 cospx � bq donde a �
a
2{π y b � p2ν � 1q{4π, con un término

de error que tiende a cero como x�3{2, es decir, un orden más rápido que el x�1{2 del término
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principal. Nótese que la constante Cν en la estimación del error crece con |ν|. La expresión (3.32)
es una fórmula útil tan solo para x " |ν|.

A partir de (3.32) y empleando la definición de Yνpxq (3.12), se obtiene para x " 0,

Yνpxq �
c

2

πx
sin
�
x� νπ

2
� π

4

	
, x " 0, (3.33)

con el error acotado por una constante multiplicada por x�3{2.

Utilizando estas aproximaciones, se obtienen también estimaciones para J 1νpxq:

J 1νpxq � �
c

2

πx
sin
�
x� νπ

2
� π

4

	
� Ẽνpxq,

����Ẽνpxq
���� ¤ C 1

ν

x3{2
. (3.34)

Se consideran ahora los ceros positivos de

aJνpxq � bxJ 1νpxq � 0, (3.35)

con ν ¥ 0, a, b ¥ 0 y pa, bq � p0, 0q. Por ser x�ν raJνpxq � bJ 1νpxqs una función entera y analítica

de variable compleja x, sus ceros son todos aislados, de modo que solo hay un número finito de
ellos en cualquier región acotada del plano complejo. Entonces, las soluciones positivas de (3.35)
se pueden ordenar como

0   λ1   λ2   λ3   � � � , (3.36)

con ĺımλj � 8. Es de especial interés conocer el comportamiento de λk para k Ñ 8, para lo

cual se distinguen los casos b � 0 y b � 0, es decir:

Jνpxq � 0 y cJνpxq � xJ 1νpxq � 0, pc � a{bq. (3.37)

Cuando b � 0, por (3.32), se tiene que Jνpxq � x�1{2 cos
�
x� νπ

2 � π
4

�
para grandes x; luego

sus ceros ocurren aproximadamente en los mismos puntos que cos
�
x� νπ

2 � π
4

�
. Esta idea se

demuestra en el siguiente lema.

Lema 3.5. [10, Cap. 5.3, p. 141]
Sea fpxq una función diferenciable de variable real tal que

��fpxq � cosx
�� ¤ ε y

��f 1pxq � sinx
�� ¤ ε para x ¥Mπ, (3.38)

donde ε ¤ 1. Entonces, para todos los enteros m ¥M , f tiene exactamente un cero zm en cada

intervalo rmπ, pm� 1qπs, y satisface
��zm � �m� 1

2π
� ��   2ε.

Demostración. Se tiene cosmπ � p�1qm y cos
�
m� 1

2

�
π � 0. Como

��fpxq � cosx
��   ε, f tiene

signos opuestos en mπ y pm� 1qπ, de modo que ha de tener al menos un cero entre dichos valores
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y todos los ceros se encuentran cerca de
�
m� 1

2

�
π. Pero sin

�
m� 1

2π
� � p�1qm, de modo que

la condición
��f 1pxq � sinx

��   ε implica que f 1pxq � 0 para x cerca de
�
m� 1

2

�
π. Por tanto, f

es estrictamente creciente o decreciente cerca de
�
m� 1

2

�
π, por lo que puede tener como mucho

un cero ahí.

Sea la función
fpxq � x̃1{2Jνpx̃q, x̃ � x� 1

2
νπ � 1

4
π. (3.39)

Como f 1px̃q � x̃1{2J 1νpx̃q � 1
2 x̃

�1{2Jνpx̃q, las estimaciones (3.32) y (3.36) muestran que fpxq y

f 1pxq difieren de cosx y � sinx por errores que están acotados por constantes multiplicadas por
x�1 (luego se hacen muy pequeños para x suficientemente grandes). Entonces, para M muy
grande, las soluciones de Jνpxq � 0 tales que x ¡ Mπ están aproximadamente en los puntos de�
m� 1

2ν � 3
4

�
π con m entero. Dicha aproximación se vuelve mejor a mayor M .

Un argumento similar se puede aplicar a

fpx̃q � cx̃�1{2Jνpx̃q � x̃1{2J 1νpx̃q, x̃ � x� 1

2
νπ � 1

4
π. (3.40)

El segundo término de fpx̃q es aproximadamente sin
�
x� 1

2π
� � cosx por (3.34), mientras que

el primero está dominado por x�1 de acuerdo con (3.32). Asimismo,

f 1px̃q � �1

2
cx̃�3{2Jνpx̃q � cx̃�1{2J 1νpx̃q �

1

2
x̃�1{2J 1νpx̃q � x1{2J2px̃q. (3.41)

Los tres primeros términos están dominados por x̃�1 y según la ecuación de Bessel,

J2ν px̃q � �x̃�1J 1νpx̃q �
�
1� ν2x̃�2

�
Jνpx̃q. (3.42)

Con lo cual,

f 1pxq � x̃1{2Jνpx̃q �
�
términos de orden x�1

�
. (3.43)

Por tanto, (3.32) implica que f 1pxq es aproximadamente cos
�
x� 1

2π
� � � sinx, por lo que

es posible aplicar el Lema 3.5 a fpx̃q. Con esto se concluye que la función cJνpx̃q � x̃J 1px̃q �
x1{2fpx̃q tiene ceros aproximadamente en los puntos

�
m� 1

2

�
π para grandes enteros m. Es decir,

cJνpxq � xJ 1νpxq tiene ceros aproximadamente en
�
m� 1

2ν � 1
4

�
π para grandes m enteros. En el

siguiente lema se obtiene una cota inferior para los ceros más pequeños de aJνpxq � bxJ 1νpxq.

Lema 3.6. [10, Cap. 5.3, p. 142]
Sea ν ¥ 0, a, b ¥ 0 y pa, bq � p0, 0q. Si ων es el menor cero de aJνpxq�bxJ 1νpxq, entonces ων ¡ ν.

Demostración. El caso ν � 0 es trivial, de modo que asumimos ν ¡ 0. Jνpxq y J 1νpxq son
claramente positivas para x ¡ 0 pequeños, ya los términos dominantes de sus series de potencias
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(concretamente, xν{2νΓ pν � 1q y xν�1{2νΓpνq) son positivos. La ecuación de Bessel se puede
escribir como

x
d

dx

�
xJ 1νpxq

� � �
ν2 � x2

�
Jνpxq.

Si el primer cero ξν de Jν fuese ¤ ν, la expresión a la derecha sería positiva en el intervalo p0, ξνq;
luego xJ 1νpxq sería creciente en dicho intervalo. Esto supondría que J 1ν fuese positiva en él, lo cual
no es posible por el teorema de Rolle. Por lo tanto, ξν ¡ ν. La expresión a la derecha es positiva
en el intervalo p0, νq, luego xJ 1νpxq es creciente p0, νs, así que J 1ν ¡ 0 en p0, νs. Se ha demostrado,
pues, que Jνpxq y J 1νpxq son positivas en p0, νs, luego también lo es aJνpxq � bxJ 1νpxq, con lo que
ων ¡ ν.

3.2. Propiedades de ortogonalidad de las funciones de Bessel

En esta sección se demuestra la ortogonalidad de las funciones Jppλmxq con respecto a la
función peso x en 0 ¤ x ¤ 1, siendo λn los ceros positivos de Jppxq con p ¥ 0:

» 1

0
xJppλmxqJppλnxqdx �

$&
%0, si m � n,

1
2Jp�1pλnq2, si m � n.

(3.44)

Siguiendo el procedimiento expuesto en [19, Cap. 8.47, p. 377], recordamos que y � Jppxq es

solución de:

y2 � 1

x
y1 �

�
1� p2

x2



y � 0.

Dadas constantes positivas distintas a, b, definamos upxq � Jppaxq, vpxq � Jppbxq, que satisfacen:

u2 � 1

x
u1 �

�
a2 � p2

x2



u � 0, (3.45)

v2 � 1

x
v1 �

�
b2 � p2

x2



v � 0. (3.46)

Multiplicando estas ecuaciones por v y u respectivamente y restando los resultados se obtiene,

d

dx
rxpu1v � v1uqs � pb2 � a2qxuv.

Integrando entre 0 y 1 y evaluando los extremos (que se anulan), se concluye para a � λm y
b � λn, ceros distintos positivos de Jppxq que,

» 1

0
xJppλmxqJppλnxqdx � 0, (3.47)

probando así la primera parte de (3.44).
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Para el caso m � n, multiplicamos (3.46) por 2x2u1. Tras simplificar se tiene,

d

dx
rx2u12 � pa2x2 � p2qu2s � 2a2xu2 � 0.

Integrando entre 0 y 1,

2a2
» 1

0
xu2dx � rx2u12 � pa2x2 � p2qu2s10. (3.48)

Evaluando y teniendo en cuenta que up1q � Jppaq, u1p1q � aJ 1ppaq, obtenemos:

» 1

0
xJppaxq2dx � 1

2
rJ 1ppaq2 �

�
1� p2

a2



Jppaq2s.

Finalmente, si a � λn (ceros de Jppxq), usando la identidad (3.17),» 1

0
xJppλnxq2dx � 1

2
J 1ppλnq2 � 1

2
Jp� 1pλnq2.

3.3. Funciones de Bessel modificadas de orden general

La ecuación modificada de Bessel es:

z2f2pzq � zf 1pzq � pz2 � ν2qfpzq � 0. (3.49)

Esta difiere de la ecuación ordinaria de Bessel únicamente por el signo de z2. De hecho, es un

caso particular de la ecuación generalizada de Bessel:

z2f2pzq � zf 1pzq � pµ2z2 � ν2qfpzq � 0, (3.50)

donde µ � i. Esta puede reducirse a la ecuación de Bessel mediante el cambio de variable z Ñ iz,

por lo que una solución de (3.49) es fpzq � Jνpizq. No obstante, se suele emplear la función

Iνpzq � i�νJνpizq, (3.51)

llamada función de Bessel modificada de primera clase. Gracias a que iν�2k � iνp�1qk, se tiene

su expresión en serie:

Iνpzq �
8̧

k�0

1

k!Γpν � k � 1q
�z
2

	ν�2k
, (3.52)

la cual es real si z y ν son reales.

Para una segunda solución independiente de (3.49), se podría tomar I�νpzq si ν no es entero,
o Yνpizq en general. Sin embargo, es habitual usar la función de Bessel modificada de tercera
clase, o función de Basset, definida por [4, Cap. 7.2.2, p. 5]:

Kνpzq � π

2

I�νpzq � Iνpzq
sin νπ

. (3.53)
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Figura 3.2: Funciones de bessel modificadas Inpxq, Knpxq para n � 0, 1, 2.

Esta definición es válida si ν no es entero, pero se puede extender a ν entero mediante la regla

de L’Hôpital. Así, Kν constituye una solución independiente de Iν para todo ν. Como señala
[10, Cap. 5.6, p. 159], la elección de Kν como segunda solución independiente (análogo a Yν en
la ecuación ordinaria) responde a su comportamiento asintótico para z Ñ8. Al hacer el cambio
fpzq � z�1{2gpzq en (3.49), se obtiene:

g2pzq � gpzq � 1{4� ν2

z2
gpzq � 0.

Cuando z " 1, el último término es despreciable, por lo que se espera que gpzq � aez � be�z,
luego fpzq � z�1{2paez� be�zq. Esto implica crecimiento exponencial salvo que a � 0. De hecho,
Kν es la única solución de (3.49) que tiende a cero cuando z Ñ �8. Más precisamente:

Iνpzq � 1?
2πz

ezp1� E1pzqq, Kνpzq � π

2z
e�zp1� E2pzqq, z ¥ 1,

donde E1pzq y E2pzq están acotadas por una constante (dependiente de ν) por z�1.

Para z Ñ 0, las funciones modificadas de Bessel se comportan como las ordinarias, salvo
por constantes: si ν ¡ 0, entonces Iνpzq � cνz

ν y Kνpzq � c1νz�ν ; mientras que I0pzq � 1 y
K0pzq � c log z. Por tanto, cuando ν ¥ 0, las únicas soluciones de (3.49) que no divergen en
z Ñ 0 son los múltiplos constantes de Iνpzq.

3.4. Funciones esféricas de Bessel

Definición 3.7. [9, p. 5] Denominamos,

Funciones esféricas de Bessel de primera y segunda clase

jmpt, dq :�
c
π

2

Jm�d{2�1ptq
td{2�1

, ympt, dq :�
c
π

2

Ym�d{2�1ptq
td{2�1

. (3.54)
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Veremos posteriormente que la combinación lineal de estas funciones da lugar a las solu-

ciones de la parte radial de la ecuación de Helmholtz en coordenadas esféricas.

Funciones de Hankel de primera y segunda clase

Hp1q
µ :� Jµ � iYµ, Hp2q

µ :� Jµ � iYµ. (3.55)

Funciones esféricas de Hankel de primera y segunda clase

hp1qm p�, dq :� jmp�, dq � iymp�, dq, hp2qm :� jmp�, dq � iymp�, dq. (3.56)

Las funciones de Hankel y las funciones esféricas de Hankel se emplean para describir ondas

en propagación radial. Las primeras se emplean en probemas con simetría cilíndrica, como
en guías de onda; mientras que las segundas se aplican cuando la geometría es esférica,
como en el caso de la radiación por una fuente puntual o en la dispersión de una esfera.

Las funciones esféricas de Bessel surgen al resolver problemas con simetría circular. Al resolver
la ecuación de Laplace y de Helmholtz en coordenadas esféricas, necesitamos resolver la siguiente
ecuación diferencial:

d2y

dx2
� 2

x

dy

dx
�
�
1� lpl � 1q

x2

�
y � 0. (3.57)

Esta ya se obtuvo en (2.84) y en este caso se ha utilizado el término habitual Q � lpl � 1q,
asumiendo l entero y el cambio de variable x � kr, ypxq � Rprq. Las soluciones de (3.57) son
ecuaciones esféricas de Bessel y de Neumann, definidas como

jlpxq �
c

π

2x
Jl�1{2pxq, nlpxq �

c
π

2x
Nl�1{2pxq. (3.58)

Y relacionadas con las funciones de Hankel como sigue,

h
p1q
l pxq � jlpxq � inlpxq, h

p2q
l pxq � jlpxq � inlpxq. (3.59)

Estas funciones satisfacen varias relaciones de recurrencia útiles [2, Cap. 14.7, p. 700-702] como,

yl�1 � yl�1 � 2l � 1

x
, lyl�1 � pl � 1qyl�1 � p2l � 1qdy1

dx
, (3.60)

donde yl puede ser cualquiera de jl, nl, h
p1q
l , h

p2q
l . Las funciones de esféricas de Bessel se pueden

obtener por inducción en l, llevando a las fórmulas de Rayleigh:

jlpxq � p�1qp�xql
�
1

x

d

dx



sinpxq
x

, nlpxq � p�1qp�xql
�
1

x

d

dx



cospxq
x

, (3.61)

h
p1q
l pxq � p�1qp�xql

�
1

x

d

dx



i

x
eix, h

p2q
l pxq � p�1qp�xql

�
1

x

d

dx



i

x
e�ix. (3.62)
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Estas expresiones nos permiten estudiar el comportamiento en casos límite. Cuando x ! l:

jlpxq � xl

p2l � 1q!! , nlpxq � �p2l � 1q!!
xl�1

. (3.63)

Y cuando x " l:

jlpxq � 1

x
sin

�
x� lπ

2



, h

p1q
l pxq � eix

x
. (3.64)

3.4.1. Relación de completitud de las funciones esféricas de Bessel

La expansión de una onda plana en coordenadas esféricas se expresa como:

eikz �
8̧

l�0

p2l � 1qiljlpkrqPlpcos θq, (3.65)

donde z � r cos θ en coordenadas esféricas3. Esta se generaliza mediante armónicos esféricos [15,

p. 3]:

eik�x � 4π
8̧

l�0

iljlpkrq
ļ

m��l

Y m�pθk, ϕkqY mpθk, ϕkq. (3.66)

Donde k es el vector de onda y k su módulo. Partiendo de la identidad de Dirac:»
dxeipk�k1q�x � p2πq3δpk� k1q, (3.67)

a partir de (3.65) se tiene para el lado izquierdo,»
dxeik�xe�ik

1�x �
¸
l,m

p4πq2
»
drr2jlpkrqj1pk1rqY m�pθkqY mpθkq. (3.68)

Mientras que en el derecho,

p2πq3δpk� k1q � p2πq3 1

k2 sin θ
δpk� k1qδpθ � θ1qδpϕ� ϕ1q. (3.69)

Combinando las dos expresiones anteriores y teniendo en cuenta la ortogonalidad de los armónicos

esféricos4, » 8

0
drr2jlpkrqjlpk1rq � π

2k2
δpk� k1q. (3.70)

Finalmente se llega a la relación de ortogonalidad,» 8

�8
jkpxqjlpxq, dx � π

2l � 1
δkl, para k, l P N, (3.71)

donde δkl es la delta de Kronecker.

3Coordenadas esféricas: x � r sin θ cosϕ, y � r sin θ sinϕ, z � r cos θ con r P r0,8s, θ P r0, πs, ϕ P r0, 2πq.
4°

l,m Y m�
l pΩkqY m

l pkq � δ
�
Ωk � Ω1

k

�
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3.5. Algunas aplicaciones de las funciones de Bessel

3.5.1. Difracción de Fraunhofer en una apertura circular

La difracción de Fraunhofer en una apertura circular es uno de los ejemplos más claros de cómo
las funciones de Bessel se asocian a fenómenos físicos concretos. La difracción es un fenómeno
que ocurre cuando una onda encuentra un obstáculo o una rendija y se curva, se dispersa o se
expande al pasar por él. El modelo de Fraunhofer estudia los casos límite en los que la fuente de
luz y la pantalla en la que se observa el patrón están efectivamente a distancias infinitas de la
apertura causante de la difracción. La fórmula integral de la difracción en forma generalizada es

UpP q � C

» »
A
eikppξ�qηqdξdη, (3.72)

donde UpP q es el campo difractado de la onda en el punto de observación P , A es la superficie

o apertura y ξ y η son las coordenadas sobre dicha apertura. Además, k es el número de onda,
C una constante dependiente de las condiciones del sistema y p y q describen la dirección hacia
el punto de observación P .

Bajo la aproximación del plano lejano, régimen de Fraunhofer, esta integral se obtiene como
la transformada de Fourier del campo en la propia apertura; cuando esta es circular, el paso a
coordenadas polares transforma esa integral bidimensional en una integral de Hankel (3.28). El
resultado revela de modo natural la función de Bessel de primera clase J1, y conduce a la famosa
expresión de intensidad

Ipρq9
�
2J1 pka sin θq
ka sin θ

�2
, (3.73)

como veremos a continuación apoyándonos en el procedimiento expuesto en [5, Cap. 8.5, p.

439-443].

Comenzamos considerando un punto en la apertura de coordenadas polares pρ, θq, de modo
que

ρ cos θ � χ, ρ sin θ � η.

Sean pω, ψq las coordenadas de un punto P en el patrón de difracción referido a la imagen
simétrica de la fuente,

ω cosψ � p, ω sinψ � q.

Se sigue que Ω �
a
p2 � q2 es el seno del ángulo que la dirección pp, qq forma con la dirección

central, p � q � 0. La integral de difracción (3.72), con a el radio de la apertura circular, se
convierte en

UpP q � C

» a
0

» 2π

0
e�ikρω cospθ�ψqρdρdθ.
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Usando la representación integral de las funciones de Bessel de primera clase obtenida en (3.31),

i�n

2π

» 2π

0
eix cosαeinαdα � Jnpxq,

la ecuación anterior se reduce a

UpP q � 2πC

» a
0
J0 pkρωq ρdρ.

Por la fórmula de recurrencia (3.16),

d

dx

�
xn�1Jn�1pxq

� � xn�1Jnpxq.

Luego para n � 0, » x
0
x1J0px1qdx1 � xJ1pxq.

De estos resultados se sigue

UpP q � CD

�
2J1pkaωq
kaω

�
,

donde D � πa2. Por tanto, la intensidad vendrá dada por

IpP q � |UpP q|2 �
�
2J1 pkaωq
kaω

�2
I0.

La distribución de intensidades en el entorno de la imagen geométrica está caracterizada por la

Figura 3.3: Difracción de Fraunhofer en una apertura circular.

función y � p2J1pxq{xq2. El máximo principal es y � 1 en x � 0, y con x creciente oscila con
amplitud gradualmente decreciente, similar a cómo lo hace la función rsinpxq{xs2. Los mínimos de
intensidad, que no son estrictamente equidistantes, vienen dados por J1pxq � 0. Las posiciones de
los máximos secundarios son tales que satisfacen d

dx rJ1pxq{xs � 0. Con x creciente la separación
entre dos mínimos sucesivos o dos máximos sucesivos se aproxima a π.
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Los resultados muestran que el patrón consiste en un disco brillante, centrado en la imagen
geométrica p � q � 0 de la fuente, rodeada por anillos concéntricos brillantes y oscuros. La
intensidad de los anillos brillantes decrece rápidamente con sus radios y normalmente tan solo el
primero o los dos primeros son los suficientemente brillantes como para ser observables a simple
vista. También resulta de interés examinar la fracción de la energía total incidente que contiene

Figura 3.4: A la izquierda, patrón de difracción de Fraunhofer por una apertura circular, llamado
patrón de Airy (adaptado de [11, Cap. 4]). A la derecha, la función 1 � J2

0 pxq � J2
1 pxq, que

representa la fracción de energía contenida dentro de un disco de radio x centrado en el eje
óptico.

el núcleo central del patrón de difracción. Denotando por Lpω0q la fracción de energía total
contenida en un círculo de radio ω0 en el plano imagen, centro en la imagen geométrica, se tiene

Lpω0q � 1

E

» ω0

0

» 2π

0
Ipωqωdωdψ � D

λ2

» ω0

0

» 2π

0

�
2J1pkaωq
kaω

�2
ω dωdψ � 2

» kaω0

0

J2
1 pxq
x

dx. (3.74)

Ahora, por (3.16) para n � 0, multiplicando por J1pxq y empleando (3.15) con ν � n � 0,

J2
1 pxq
x

� J0pxqJ1pxq � dJ1pxq
dx

J1pxq � �1

2

d

dx

�
J2
0 pxq � J2

1 pxq
�
.

La expresión (3.74) ahora es, recordando que J0p0q � 1 y J1p0q � 0,

Lpω0q � 1� J2
0 pkaω0q � J2

1 pkaω0q, (3.75)

una fórmula debida a Rayleigh. Para los anillos oscuros, J1pkaω0q � 0, de modo que la fracción

de la energía total fuera de cualquier anillo oscuro es simplemente J2
0 pkaω0q.



Capítulo 4

La función hipergeométrica

La función hipergeométrica aparece como solución de una ecuación diferencial lineal de se-
gundo orden con tres puntos singulares regulares, y constituye un modelo unificador dentro del
estudio de funciones especiales. Las ecuaciones de Bessel y de Legendre pueden verse como casos
particulares o límites de la ecuación hipergeométrica. En este capítulo estudiaremos la ecuación
hipergeométrica desde el punto de vista del método de Frobenius, analizando sus soluciones al-
rededor de los puntos singulares z � 0, z � 1 y z � 8. Nótese que en el capítulo 2 ya se empleó
la función geométrica para resolver la ecuación diferencial de Legendre (2.7), de modo que ahora
daremos un sentido completo a lo anteriormente expuesto.

4.1. La serie hipergeométrica

La ecuación diferencial hipergeométrica es una ecuación diferencial ordinaria de segundo
orden dada por,

z p1� zq d
2u

dz2
� rc� pa� b� 1q zs du

dz
� abu � 0, (4.1)

donde a, b, c son sus parámetros, números complejos independientes de z. Resolveremos esta

ecuación mediante el método de Frobenius expuesto en el primer capítulo. Consideremos

P pzq � c� pa� b� 1qz
zp1� zq y Qpzq � �ab

zp1� zq ,

de manera que z � 0 y z � 1 son los únicos puntos singulares. Así,

zP pzq � c� rc� pa� b� 1qs z � . . . , z2Qpzq � �abz � abz2 � . . . ,

de modo que z � 0 (y análogamente z � 1) es un punto singular regular. A partir de estas
expresiones se tiene que p0 � c y q0 � 0, de modo que la ecuación indicial es

m rm� p1� cqs � 0,

53
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y los exponentes son m1 � 0 y m2 � 1� c. Si 1� c no es un entero positivo, es decir, si c no es
un entero negativo o cero, el Teorema 1.5 garantiza que (4.1) tiene una solución de la forma

u � z0
8̧

n�0

anz
n � a0 � a1x� a2z

2 � . . . , a0 � 0. (4.2)

Se obtiene así la siguiente fórmula de recurrencia para los an,

an�1 � pa� nqpb� nq
pn� 1qpc� nqan, (4.3)

de modo que (4.2) se convierte en

u � 1�
8̧

n�1

apa� 1q . . . pa� n� 1qbpb� 1q . . . pb� n� 1q
n!cpc� 1q . . . pc� n� 1q zn. (4.4)

Es decir, para c � 0,�1,�2, . . . , el método de la solución en serie de potencias nos proporciona
una solución regular de (4.1) en z � 0. Dicha solución (4.4) se denomina función hipergeométrica
de Gauss y se puede escribir como sigue:

u1 �
8̧

n�0

paqnpbqn zn
pcqn n! � 2F1 pa, b; c; zq � F pa, b; c; zq . (4.5)

Donde paqn es el símbolo de Pochhammer, definido como

paq0 � 1, paqn � apa� 1q . . . pa� n� 1q, n � 1, 2, 3, . . .

paqn � Γpa� nq
Γpaq , si a, a� n no son enteros negativos.

(4.6)

Si a o b son un entero negativo o cero, la serie (4.4) termina y pasa a ser un polinomio. De lo

contrario, el criterio del cociente demuestra que converge para |z|   1 pues,����an�1z
n�1

anzn

���� �
����pa� nqpb� nq
pn� 1qpc� nq

����|z| Ñ |z| cuando nÑ8. (4.7)

Con lo cual, cuando c no es un entero negativo o cero, F pa, b, c, zq es una función analítica sobre

|z|   1 y es la solución particular más sencilla de la ecuación hipergeométrica [19, Cap. 5.31, p.
207].

Para c � �n con n � 0, 1, 2, . . . , por el Teorema 1.5 se tendrá una segunda solución indepen-
diente de (4.1) cerca de x � 0 con exponente m2 � 1 � c. Tal y como se propone en [19, Cap.
5.31, p. 208], esta solución puede hallarse directamente sin más que sustituir

u � z1�c
�
a0 � a1z � a2z

2 � . . .
�
,
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en (4.1) y calcular los coeficientes. Es conveniente cambiar la variable dependiente en (4.1),
escribiendo

u � z1�cω.

Tras las manipulaciones pertinentes, la ecuación (4.1) pasa a escribirse como:

zp1� zqω2 � rp2� cq � pra� c� 1s � rb� c� 1s � 1q zsω1 � pa� c� 1qpb� c� 1qω � 0, (4.8)

que es la ecuación hipergeométrica con las constantes a, b y c sustituidas por a� c� 1, b� c� 1

y 2� c. Ya sabemos que (4.8) admite la solución en serie de potencias

ω � F pa� c� 1, b� c� 1, 2� c, zq

en las proximidades del origen, de modo que la segunda solución requerida es

u2 � z1�cF pa� c� 1, b� c� 1, 2� c, zq.

Por tanto, cuando c no es entero tenemos

u � c1F pa, b, c, zq � c2z
1�cF pa� c� 1, b� c� 1, 2� c, zq (4.9)

como solución general de la ecuación hipergeométrica cerca del punto singular z � 0.

Por lo general, esta solución tan solo es válida en torno al origen. Para resolver (4.1) cerca
de la singularidad z � 1, se parte de la solución ya conocida, introduciendo una nueva variable
independiente t � 1� z. Así, z � 1 corresponde a t � 0 y transforma (4.1) en

tp1� tqu2 � rpa� b� c� 1q � pa� b� 1q tsu1 � abu � 0.

La ecuación anterior es hipergeométrica, de manera que sus solución general cerca de t � 0 se
desprende de (4.9) haciendo las sustituciones pertinentes (z � 0 y c por a � b � c � 1). Tras
sustituir t por 1� z, la solución general de (4.1) en las proximidades de z � 1 es,

u � c1F pa, b, a� b� c� 1, 1� zq � c2p1� zqc�a�bF pc� b, c� a, c� a� b� 1, 1� zq, (4.10)

y c� a� b se ha de asumir no entero.

La función 2F1 pa, b; c; zq es la serie hipergeométrica de variable z con parámetros a, b, c.
Omitiremos los subíndices mientras no se usen otras series hipergeométricas. Tal y como se
indica en [3, Cap. 2.1, p. 57] Cuando c � �m (m � 0, 1, 2, . . . ), se ha de complementar la
definición de esta función, pues en dicho caso (4.5) no tiene sentido. Si a � �n o b � �n con
n � 0, 1, 2, . . . y c � �m, con m � n, n� 1, n� 2, . . . , se define,$''''&

''''%
F p�n, b;�m; zq �

ņ

r�0

p�nqrpbqr zr
p�mqr r!

F pa,�n;�m; zq �
ņ

r�0

paqrp�nqr zr
p�mqrm!

(4.11)
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Si a, b � 0,�1,�2, . . . , entonces la serie hipergeométrica (4.5) converge absolutamente para

todos los valores de |z|   1 si c � 0,�1,�2, . . .

Para el caso |z| � 1, teniendo en cuenta que1

paqnpbqn
pcqn n! � Γpa� nq

Γpaq
Γpb� nq
Γpbq

Γpcq
Γpc� nq

Γp1q
Γpn� 1q �

ΓpcqΓp1q
ΓpaqΓpbq n

a�b�c�1
�
1�Opn�1q� , (4.12)

y empleando el test de Raabe se tiene: convergencia absoluta para |z| � 1 si Repa� b� cq   0,

convergencia condicional para |z| � 1, z � �1 si 0 ¤ Repa� b� cq   1 y divergencia si |z| � 1 y
1 ¤ Repa� b� cq.

4.2. La serie hipergeométrica generalizada

La serie hipergeométrica de Gauss F pa, b; c; zq se generaliza con la introducción de p pará-
metros de la naturaleza de a, b y de q parámetros de la naturaleza de c. La serie consiguiente es
la serie hipergeométrica generalizada,

pFq

�
a1, . . . , ap; z

ρ1, . . . , ρq

�
� pFqpar; ρt; zq �

8̧

n�1

pa1qn . . . papqn zn
pρ1qn . . . pρqqn n! . (4.13)

Con esta notación, la serie de Gauss es,

2F1 pa, b; c; zq �
�
a, b; z

c

�
. (4.14)

En general (exceptuando algunos valores enteros de los parámetros para los que la serie termina

o no tiene sentido), pFq converge para todo z finito si p ¤ q, converge para |z|   1 si p � q� 1 y
diverge para todo z � 0 si p ¡ q � 1.

Esta serie fue introducida por Clausen (1828) para el caso p � 3, q � 2 y la notación empleada
es la de Pochhammer modificada por Barnes. Si uno de los ar es un entero no positivo, la serie
termina; los casos en los que uno de los ρt es un entero positivo se excluyen. Si p � q � 1 y

s � Re pρ1 � � � � � ρq � aq � � � � � aq�1q , (4.15)

entonces la serie (4.13) converge para todo |z| � 1 si s ¡ 1; converge para todo |z| � 1, z � 1 si
1Esto es una estimación para nÑ 8 obtenida aplicando el comportamiento asintótico de la función Gamma.

Partiendo de la fórmula de Stirling: Γpnq � ?
2πnn� 1

2 e�n, para nÑ8, se deduce que

Γpn� xq
Γpnq � nx

�
1�O

�
1

n




.
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1 ¥ s ¥ 0 y es divergente si s ¤ 0 2.

Para la función u � qFp se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.1. [18, Cap. 5.74, p. 75] La función hipergeométrica pFq es solución de la ecuación
diferencial �

δ

q¹
j�1

pδ � ρj � 1q � z

p¹
i�1

pδ � aiq
�
upzq � 0, (4.16)

@z P C si p   q � 1 y para |z|   1 si p � q � 1, donde δ es el operador z d
dz .

Es decir,

tδ pδ � ρ1 � 1q . . . pδ � ρq � 1q � z pδ � a1q . . . pδ � apquu � 0, (4.17)

que equivale a la ecuación general del tipo,

q̧

n�1

zn�1 panz � bnqDnv � a0v � zqDq�1v � 0, q ¥ p (4.18)

o
q̧

n�1

zn�1 pan z � bnqDv � a0v � zq p1� zqDq�1v � 0, p � q � 1, (4.19)

con an, bn constantes, an � 0 y D � d{dz. Para (4.18), z � 0,8 son puntos singulares, siendo

z � 0 de tipo regular; además, (4.19) tiene singularidades regulares en 0,8, 1 (para más detalle,
ver [17, Cap. 5, p. 81, 82.]).

Si vpzq satisface (4.17) y se puede obtener a partir de una función analítica ωptq tal que
ĺım
tÑ0

ωptq � 0, mediante una transformación de Laplace,

vpzq �
» 8

0
e�ztωptqdt, (4.20)

entonces ωptq satisface,

tp�1qp�1θ pθ � 1� a1q . . . pθ � 1� apq � p�1qq�1t pθ � 1q pθ � 2� ρ1q . . . pθ � 2� ρqquv � 0,

(4.21)
donde θ � tB{Bt, véase [3, Cap. 4.2, p. 184-185]

2La prueba es la misma que la dada en (4.1) para 2F1.
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4.3. Funciones especiales como casos particulares de la función

hipergeométrica

Muchas funciones especiales clásicas pueden entenderse como casos particulares de la función
hipergeométrica de Gauss 2F1pa, b; c; zq, ya sea directamente por sustitución de parámetros o
como límites degenerados de esta. Entre ellas se encuentran la función de Legendre y la de
Bessel. Con el objetivo de unificar los capítulos anteriores en una teoría conjunta, recordaremos
la relación de las funciones de Legendre con las hipergeométricas y explicaremos la relación de
estas últimas con las funciones de Bessel.

Recordando la ecuación diferencial de Legendre,

p1� x2qy2 � 2xy1 � npn� 1qy � 0,

vimos que el cambio de variable t � p1� xq{2 hacía que x � 1 correspondiese a t � 0:

tp1� tqy2 � p1� 2tqy1 � npn� 1qy � 0.

Esta es una ecuación hipergeométrica con a � �n, b � n � 1 y c � 1 luego, cerca de t � 0,
admite la solución

y1 � F p�n, n� 1, 1, tq.

La ecuación de Bessel de orden ν era la siguiente,

x2
d2y

dx2
� x

dy

dx
� px2 � ν2qy � 0. (4.22)

Puede obtenerse como un límite confluente de la ecuación hipergeométrica. Para ello, conside-

remos la forma 2F1pa, b; c; zq, con a � ν�1
2 , b � ν

2 � 1 y c Ñ 8. Haciendo z � x2

4c , en el límite
cÑ8 se obtiene:

ĺım
cÑ8

2F1

�
a, b; c;

x2

4c



� Jνpxq. (4.23)

Este procedimiento refleja cómo la confluencia de dos puntos singulares regulares de la ecuación

hipergeométrica en z � 0 y z � 1 conduce a una ecuación con una única singularidad regular en
el origen y una irregular en el infinito: la ecuación de Bessel.
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