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Resumen

En este trabajo se estudian distintas funciones especiales como soluciones de ecuaciones dife-
renciales lineales de segundo orden con puntos singulares regulares con un énfasis en sus aplica-
ciones fisicas. Se obtienen las funciones de Bessel y de Legendre mediante el método de soluciones
en series de potencias, analizando la estructura de sus soluciones en torno a los puntos singula-
res. Posteriormente, se introduce la ecuacién hipergeométrica como caso general que engloba a
los anteriores, y se demuestra como estas funciones pueden obtenerse como casos particulares o
limites adecuados de sus soluciones. Este anélisis permite evidenciar la funcién hipergeométrica
como un modelo unificador dentro de la teoria de funciones especiales, y proporciona una vision
estructurada de su papel en la resoluciéon de problemas con simetrias geométricas relevantes en

fisica matematica.

Abstract

This work explores various special functions as solutions of second-order linear differential
equations with regular singular points, with an emphasis on their physical applications. The Bes-
sel and Legendre functions are derived using the method of power series solutions, analyzing the
structure of their behavior near the singular points. Subsequently, the hypergeometric equation is
introduced as a general case encompassing the previous ones, and it is shown how these functions
can be obtained as particular cases or suitable limits of its solutions. This analysis highlights the
hypergeometric function as a unifying model within the theory of special functions and provides
a structured perspective on its role in solving problems with geometric symmetries relevant to

mathematical physics.
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Introduccion

Desde los albores del analisis matemético, las ecuaciones diferenciales han sido una herra-
mienta esencial en el estudio de los fenémenos naturales y en la formulacion de leyes fisicas y
modelos matematicos. Su origen se remonta a Newton y su método de las fluxiones en el 1670,

y a aportaciones casi simultdneas de otros mateméticos, como Leibniz y los hermanos Bernoulli,

alrededor del 1680.

Frente a la imposibilidad de encontrar soluciones exactas para la mayoria de estas ecuaciones,
el desarrollo de soluciones en series de potencias supuso un hito fundamental. Este método per-
miti6 abordar ecuaciones lineales de segundo orden, ofreciendo una via sistematica para construir

soluciones locales y analizar su comportamiento cerca de puntos regulares o singulares.

En este marco de expansion del anélisis cobraron especial importancia ciertas soluciones
particulares de ecuaciones diferenciales, hoy conocidas como funciones especiales. El interés en
dichas funciones surgié a causa de su aparicién recurrente en problemas concretos en fisica y
astronomia. Por ejemplo, Adrien-Marie Legendre introdujo los polinomios que llevan su nombre
al estudiar el potencial gravitatorio de cuerpos esféricos; Friedrich Bessel se encontré con sus

funciones al analizar la propagacién de ondas y vibraciones circulares.

A pesar de que el origen de las funciones especiales no sea puramente mateméatico, su estudio
ha estimulado el desarrollo de herramientas analiticas generales, como la funcién hipergeométrica,
que acttia como un marco unificador que incluye muchas otras funciones especiales como casos

particulares.

Este trabajo se sitia en ese contexto clasico del anélisis matematico y se centra precisamen-
te en el estudio de estas funciones especiales desde una perspectiva analitica, entendiendo su
origen como soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales de segundo orden. La caracteristica
fundamental que tienen en comun tales funciones es que pueden obtenerse mediante el método
de soluciones en series de potencias, particularmente efectivo cuando se trata de ecuaciones con
puntos singulares regulares. En dicho método nos enfocaremos en el primer capitulo, que cons-
tituye es una base comin para abordar tanto la ecuaciéon de Bessel como la de Legendre y que

culminara en el estudio general de la funcién hipergeométrica, desde la cual muchas de estas

XI



XII Introduccion

funciones se derivan como casos particulares.

A finales del siglo XVIII el estudio de la gravitacién newtoniana, particularmente en proble-
mas relacionados con el potencial gravitatorio generado por cuerpos con simetria esférica como
la Tierra o el Sol, conduce a las funciones de Legendre que trataremos en el tercer capitulo.
El matemaético francés Adrien-Marie Legendre (1752-1833) introdujo estos polinomios en 1782
mientras estudiaba la atraccién de un elipsoide sobre un punto exterior. Para resolver este proble-
ma utiliz6 la expansion del potencial newtoniano en coordenadas esféricas y descubrié que ciertas
funciones — hoy llamadas polinomios de Legendre — resolvian la parte angular de la ecuaciéon de

Laplace en coordenadas esféricas.

Posteriormente, Laplace y Gauss extendieron el uso de estos polinomios en fisica matematica,
especialmente en el estudio del campo gravitatorio y electrostatico, desarrollando las soluciones
generales de la ecuaciéon de Laplace en la esfera. Esta expansion angular mediante los armoénicos
esféricos, basados en funciones de Legendre generalizadas, se convirtié en una herramienta central

en fisica.

El interés puramente matematico por estos polinomios se consolidd en el siglo XIX gracias a
sus propiedades de ortogonalidad, su papel en la teoria de Sturm—Liouville, y su apariciéon como
soluciones de una ecuaciéon diferencial de segundo orden con un punto singular regular. En el
siglo XX, los polinomios de Legendre se integraron plenamente en la teoria general de funciones

especiales, y se reconocié que son un caso particular de la funcién hipergeométrica.

Las funciones de Bessel se trataran en el tercer capitulo. Fue Friedrich Wilhelm Bessel
(1784-1846), astronomo y matematico aleman, quien formalizé su estudio en 1817 al investigar
el movimiento de los tres cuerpos celestes bajo la ley de Newton y ciertos problemas orbitales.
No obstante, el desarrollo mas conocido proviene del estudio del problema fisico de la vibracion
de una membrana circular o la difraccién de ondas, donde se aplica la ecuaciéon de Helmholtz
en coordenadas polares. Como se vera posteriormente, al separar variables, la parte radial de la
solucion conduce a la ecuaciéon de Bessel, cuya solucion regular en el origen es precisamente la

funcion J, (z).

Durante el siglo XIX, las funciones de Bessel fueron sistematizadas y extendidas a 6rdenes no
enteros, a soluciones singulares, y a versiones modificadas que se veran méas adelante (funciones
de Bessel modificadas, I, (x), K, (x)) para problemas de crecimiento o decaimiento exponencial.
También ellas pueden verse como casos particulares de la funcién hipergeométrica, lo que resalta

su papel estructural en la teoria de funciones especiales.

En conjunto, este trabajo se propone trazar un recorrido por algunas de las funciones que
histéricamente han surgido como soluciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden en

contextos fisicos concretos. A través del método de soluciones en serie de potencias, se abor-
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dara la deduccion sistematica de las funciones de Bessel y de Legendre, atendiendo tanto a sus
propiedades analiticas como a su trasfondo histérico. Finalmente, se introducira la funcién hiper-
geométrica no como una funcién especial mas, sino como una herramienta general que permite
englobar y reinterpretar muchas de estas funciones dentro de un marco comun, revelando asi la

estructura unificadora que subyace en gran parte del analisis clésico.
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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales lineales de

segundo orden

Las funciones especiales que estudiaremos a lo largo de este trabajo — como las funciones
de Bessel o los polinomios de Legendre — aparecen como soluciones de ciertas ecuaciones dife-
renciales ordinarias de segundo orden con coeficientes no constantes. Muchas de estas ecuaciones
presentan puntos en los que los coeficientes dejan de ser analiticos, lo que impide aplicar métodos

elementales para hallar soluciones.

En este capitulo introducimos el método de soluciones en series de potencias, que resulta
especialmente ttil para abordar ecuaciones con puntos singulares. El tratamiento posterior de las
ecuaciones diferenciales de Bessel y Legendre hace que nuestro interés se enfoque en la resolucion
de la ecuacion diferencial de segundo orden en torno a un punto ordinario (para la de Legendre)
y a un punto singular (para la de Bessel). El desarrollo de ambos casos nos proporcionara las

herramientas necesarias para los posteriores capitulos.
Consideremos la ecuacion lineal general homogénea de segundo orden
y" + Pla)y +Q(z)y = 0, (1.1)
y definamos los siguientes conceptos.
Definicién 1.1. Se dice que xqg es un punto ordinario de la ecuacion (1.1) si Py @ son analiticas
en un entorno de xg.

Definicién 1.2. Se dice que zg es un punto singular de la ecuacion (1.1) si al menos una de las

funciones coeficientes, P(x) o Q(x), es analitica en xg .

Definiciéon 1.3. Un punto singular xzg de la ecuacion (1.1) se dice regular si las funciones

(x —20)P(z) vy (x — 20)?Q(x) son analiticas en x.
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Comenzaremos demostrando el siguiente teorema que caracteriza el comportamiento de las
soluciones cerca de un punto ordinario. El método empleado en la prueba se aplicara posterior-

mente a la hora de hallar las soluciones de la ecuacion diferencial de Legendre.

Teorema 1.4. [19, Teorema A, Cap.5 28, p. 187] Sea xy un punto ordinario de la ecuacion
diferencial (1.1) y sean ag y a1 constantes arbitrarias. Existe una unica funcion y(x) analitica
en xo que es solucion de la ecuacion (1.1) en un cierto entorno de ese punto y satisface las
condiciones iniciales y(xo) = ag, y'(xo) = a1. Ademds, si los desarrollos en serie de potencias
de P(z) y Q(x) son vdlidos en un intervalo |x — x9| < R, R > 0, entonces el desarrollo en serie

de potencias de esta solucidn es vdlido también en ese mismo intervalo.

Demostracion. Pongamos por conveniencia que xg = 0, de modo que podamos trabajar con series
de potencias en x (en vez de x — x) sin perder generalidad. Por hipotesis, P y @ son analiticas

en el origen y se puede escribir

P(z) =Y pax" vy Q@)= ",
n=0 n=0

que convergen en |z| < R para R > 0. Considerando las condiciones iniciales, se trata de buscar

una solucion de (1.1) de la forma
e o]
y = Z anz”, (1.2)
n=0

con radio de convergencia no menor que R. De estas expresiones se obtiene,

e
S
Qd\
Il
18
=
3
8
3
18

(n+ Dapy12" = 2 (Zn: DPn—k(k + 1)ak+1> z"

n=0 n=0 n=0 \k=0
0 o0 o0 o0
Q(x)y = Z ann Z apz" = Z (Z Qn—kak> "

n=0 n=0 n=0 \k=0

Sustituyendo en (1.1) y sumando las series término a término se obtiene la siguiente recurrencia,
n
(n+1)(n+2)ansa = = Y [(k + 1)pn_rari1 + gnrar] - (1.3)
k=0

Esta expresion determina los a, con n > 2 en funciéon de ag y a1, de modo que la serie (1.2), que

satisface (1.1) y las condiciones iniciales, queda univocamente determinada por (1.3). La prueba

de la dltima afirmacion del teorema puede consultarse en [19, Apéndice A]. O

A continuacion trataremos el caso en que oy = 0 es un punto singular regular. Siguiendo [19,

Cap. 5.30, p. 199], proponemos una solucion en forma de serie de Frobenius,

y=2a"(ap+ a1z +ax® +---), ag #0, (1.4)



con m un namero sin determinar y limitandonos al intervalo x > 0 (para buscar soluciones

validas sobre z < 0, basta hacer un cambio de variable a t = —z y resolver la ecuacién resultante

para ¢t > 0).

Asumiendo la analiticidad de zP(z) y 2Q(z) en zo = 0, escribimos:

oe} oe}
= Z pnz”, 2?Q(x) = Z qnx”, (1.5)
n=0 n=0

con |z| < R para algin R > 0. Reescribiendo (1.4) como

o0 o8]
y=2a™m Z anx" = Z anx™t", (1.6)
n=0 n=0

los términos P(x)y’ y Q(z)y en (1.1) resultan,

an(m + n)z™ 1

e
—~
&
Qd\

Il

S R

3
[ ngl
=
3
5]
3
s

S
Il
=

i
(en)

pn—kak’(m + k)] z"

I
—- o

Il Il

8 8

3 3

b L
s 1[V18
| — Y —— |
M=

Pr—kar(m + k) + poa,(m + n)] z"

i
o
=
Il

o

8

0

1
n m+n
? anU Z (07°%0

)

O
—~~
8
~—
<

|

3
1\3

iDs 1M8

/\
P 3
< (e
3

??‘

S

e

n—1
=a"? (Z qn—kOk + QOan>
k=0
Introduciendo las expresiones anteriores en (1.1) y factorizando 2™~2 se obtiene,

0
Z{ [(m+n)(m+n—1)+ (m+n)py+ q] + Z [(m + k)pn—k + gn— k:]} = 0.

De donde se llega a la recurrencia

n—1

an [(m +n)(m +n—1) + (m+n)po + q] + . ar [(m + k)pn—t + gnr] = 0. (1.7)
k=0

Sea f(m) = m(m — 1) + mpo + qo, los coeficientes a,, para los distintos valores de n se pueden
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expresar comao,

aOf(m) = Oa
arf(m+ 1)+ ag (mp1 + q1) =0,
as f(m +2) + ag(mp2 + q2) + a1 [(m + 1)p1 + ¢1] =0,

anf(m +n) +ag(mpn +qn) + -+ + an—1 [(m+n—1)p; + 1] =0,

Como ag # 0, de la primera relacion se deduce que f(m) = 0, lo cual da lugar a la ecuacion
indicial:
m(m — 1) + mpy + qo = 0. (1.8)

Las raices de (1.8), my y mg son los valores admisibles de m en (1.4) y se denominan ezponentes

de la ecuacion diferencial (1.1) en el punto singular zyp = 0. Los a, vienen determinados en
funcion de ag para cada m a menos que f(m + n) = 0 para algin entero positivo n, caso en el

que el proceso falla.

Si mq = mo + n para cierto entero n = 1, la eleccién m = my da una solucién formal. Esto
no sucede en general con m = mg, pues f(mg +n) = f(my) = 0. Si m; = mg también se tiene
una sola solucién formal y, en todos los demés casos en que m; y meo son nimeros reales, este
procedimiento proporciona dos soluciones formales independientes. Posteriormente discutiremos

el caso en que my1 y mg son numeros complejos conjugados.

El siguiente teorema resume las conclusiones anteriores.

Teorema 1.5. [19, Cap. 5.50, p. 202]

Supongamos que xg = 0 es un punto singular reqular de la ecuacion diferencial (1.1) y que los
desarrollos en serie de potencias (1.5) de xP(x) y z2Q(x) son vdlidos sobre un intervalo |x| < R
con R > 0. Sean my,ms las raices de la ecuacion indicial (1.8), con mgo < my. Entonces la

ecuacion (1.1) tiene al menos una solucion
o0
yr=a™ > anz" (ag # 0) (1.9)
n=0

sobre el intervalo 0 < = < R, donde los a, quedan determinados en términos de ag por la

formula de recurrencia (1.7) con m sustituido por my, y la serie Y anz™ converge para |z| < R.
Ademds, si mi—ma no es un entero positivo o cero, la ecuacion (1.1) tiene una sequnda solucion

independiente,

0
Yo = ™2 Z anz”  (ag # 0) (1.10)
n=0



sobre ese mismo intervalo. En este caso los a, quedan determinados en términos de ag por la

n

formula (1.7) con m sustituido por mg y, de nuevo, la serie Y. a,x™ es convergente para |z| < R.

Para hallar una segunda solucién cuando mj; — msg es un entero positivo o cero, distinguimos

tres casos.

CASO 1. Si m; = me, no puede existir una segunda solucién en serie de Frobenius. Cuando
mi — mg sea un entero positivo, facilitaremos el analisis insertando m = mg en (1.7), de modo

que

anf(ma +n) = —ao(mapp + ¢n) — - — an—1 [(m2 +n—1)p1 + @1] . (1.11)
Los siguientes casos se refieren a la situacion en que f(ms + n) = 0, que presenta la dificultad
del calculo de los a,,.

CASO 2. Siel miembro de la derecha de (1.11) es distinto cero cuando f(ms+m) = 0, entonces
no es posible continuar el calculo de los coeficientes y no existird una segunda solucién en serie

de Frobenius.

CASO 3. Si el miembro de la derecha de (1.11) es cero cuando f(mso + n) = 0, entonces a,
esta libre de restricciones y se le puede asignar cualquier valor. Luego si que existe una segunda

solucién en serie de Frobenius para este caso.

Para deducir la forma de la segunda solucién cuando mq — msg es un entero positivo o cero,

definimos un entero positivo k = mj; — mgy + 1, de modo que (1.8) se puede escribir como
(m —ma)(m —ma) = m? — (mq + ma)m + mymg = 0. (1.12)

Igualando los coeficientes de m, se tiene que pg — 1 = —(my + ms), de donde k = 2m; + pg. Una

segunda solucién yo obtenida a partir de la ya conocida se puede utilizar el siguiente método
propuesto en [19, Cap. 3.16, p. 95]: dada la solucion no nula y;(z) de (1.1) conocida, cy;(x)
también es solucién para toda constante c. La idea es sustituir ¢ por una funcién desconocida

v(x) tal que yo = vy; sea solucion de (1.1). Asumiendo que esto es cierto, se tiene
ys + Py + Qya = 0. (1.13)

Derivando g2 = vy,
Yo =vyy +v'y ey =yl + 20"y +0"y

y sustituyendo en (1.13) queda,

v (yf + Py + Qur) + 0"y + ' (2] + Pyr) = 0.
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Dado que y; es solucion de (1.1), la ecuacion anterior se reduce a
v//y1 N (2y/l + Py1) =0,

o lo que es lo mismo,

a1
Integrando,
logv' = —2logy; — JPdm,
de donde,
o — %efjpdx‘
%

Finalmente se obtiene v, que es tal que y; e y2 = vy; son linealmente independientes:

1
v = J2e_gpdzdx. (1.14)
Y1

Puesto que y; = 2™ (ag + a1z + - -+ ), la segunda solucion seré yo = vy; con,

v = ie*SP(x)dﬂv - 1 o S(B it )de
yi 22m (ag + a4 - - - )
= 1 e(—pologz—piz—-)
z2m (ag + a1z 4 -+ )?

1 —_ —_——
Tk (a0+a1x+..-)2€( ) = g, (1.15)

Donde la funcion g(zx) es analitica en xg = 0 con g(0) = a%, luego en algtn intervalo en torno al
0

origen se tendré,

g(x) = by + by + boa® + -+, by #0. (1.16)
Asi, se deduce que
v =box Kb b b+ (1.17)
de donde,
= bgz——’?rll N biz—j;? oot by logm bz 4 e (1.18)
Por tanto,

boxkarl

—rrl —i—---—l—bkllogx—i-bkx—i----)

y2:ylvzy1<

b0$_k+1
= by_1y1 logz + 2™ (ao—i-alm—i----)(_k_i_l—i----). (1.19)



k+1

Sacando el factor z7"** usando que m; — k + 1 = mgy y multiplicando las dos series resultantes,

se obtiene la segunda solucién:

0
Yo = br_1y1 logx + 2™ Z cpx™. (1.20)

n=0
A partir de la serie (1.20) podemos extraer cierta informacion de interés. Por un lado, si m; = mg

entonces k = 1y bp_1 = by # 0, encontrandonos en el caso 1 visto anteriormente y el término que
contiene a log x estd presente en la segunda solucion (1.20). Por otro lado, si m; —mg =k — 1
es un entero positivo, entonces a veces by_1 # 0y los logaritmos estan presentes (caso 2), y
otras by_1; = 0 y no habra término logaritmico (caso 3). La dificultad practica reside en que no
podemos calcular de modo directo los coeficientes de (1.16). A pesar de esto, sabemos que al
menos en los casos 1y 2, cuando b;_1 # 0 y el método de Frobenius es solo parcialmente eficaz,

la forma general de una segunda solucién es
e o]
yo = y1 logz + 2™ Z cnx”, (1.21)
n=0
donde las constantes desconocidas ¢, se pueden determinar sustituyendo (1.21) en la ecuacion

diferencial.
CASO COMPLEJO. Si las raices de la ecuacion indicial son niimeros complejos conjugados,

por ejemplo m1 y T, entonces la soluciéon es compleja y toma la forma
e o}
y=az" Z anz", (1.22)
n=0

donde los coeficientes a,, pueden ser complejos. En este caso y1 e yo son las partes reales e

imaginarias de y respectivamente y son soluciones linealmente independientes |1, Cap. 7.3, p.522].
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Capitulo 2

Funciones de Legendre

2.1. La ecuacion de Legendre

Una ecuacion lineal homogénea de segundo orden con la que es muy comun encontrarse en
problemas de fisica es la ecuacion de Legendre. Esta se obtiene a partir de la forma general (1.1)

estableciendo las siguientes funciones analiticas en el origen como coeficientes,

—2z 1
— Qz) = p(p+1) (2.1)

1—22"

donde p es una constante. Asi, (1.1) se puede reescribir como

P(x) =

(1 - $2) y'—2xy +p(p+1)y =0, (2.2)
que es precisamente la ecuacion de Legendre. El origen es un punto ordinario, por lo que aplicare-

mos el Teorema 1.4 y buscaremos una solucion de la forma y = > a,z™. Sustituyendo este Ansatz
en la ecuacién de Legendre y agrupando términos en z", se obtiene una relaciéon de recurrencia

entre los coeficientes a,,:
(p—n)(p+n+1)
(n+1)(n+2)

Insertando los coeficientes en y = > a,a” se llega a:

ap,. (2.3)

Upt2 = —

xr® + x

y:ao[l_p(p;!rl) > p(p—2)(p44!r1)(p+3) 4____]+

P-1@+2) 5 P-DE-3)(p+2)(@+4) s_...]_ (2.4)

+ a [x— 30 z° + 5l T

Para p no entero, cada serie entre corchetes tiene radio de convergencia R = 1, lo cual se prueba

usando (2.3): efectivamente, para la primera serie (con n sustituida por 2n) se tiene

a2n+2x2n+2
agnxQ”

_‘_ (p—2n)(p+2n+1

)\W P
(2n +1)(2n + 2) ’

9
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cuando n — o0, y es analogo para la segunda. La validez de (2.4) como solucion de (2.2) para toda
eleccién de constantes ag y a1 queda demostrada por la positividad del radio de convergencia de
cada serie. Cada serie entre corchetes es una solucién particular, y como es claro que las funciones
definidas por ellas son linealmente independientes, (2.4) es la solucion general de (2.2) sobre el
intervalo || < 1. Las funciones definidas por (2.4) son las funciones de Legendre, generalmente
no elementales. No obstante, para p = n un entero no negativo, veremos que una de las series
termina y es por tanto un polinomio (la primera si p es par y la segunda si es impar), mientras
que la otra sigue siendo una serie infinita. Dichas soluciones nos conduciran a los polinomios de

Legendre.
Sea, pues, la ecuaciéon de Legendre con p = n un entero no negativo,
(1- xz) y'—2xy +n(n+1)y=0. (2.5)
El Teorema 1.4 proporcionaba soluciones analiticas para dicha ecuacion sobre el intervalo —1 < x < 1.

A fin de aislar las soluciones que se mantienen acotadas cerca de x = 1, por ser mas tutiles en
la préctica, realizamos el cambio de variable ¢ = (1 — x) /2 propuesto en [19, Cap. 8.44, p. 350],

que hace que & = 1 corresponda a t = 0. Asi,
tl-y" +(1 -2y +n(n+1)y=0. (2.6)
Como veremos en el ultimo capitulo, esta es una ecuacion hipergeométrica que admite la solucion

cerca de t = 0 dada por una funcion hipergeométrica (para ver su definicion, ir a 4.5),
y1 =F(—n,n+1,1,t). (2.7)

Aunque todavia no se haya definido tal funcion, es suficiente para el estudio presente conocer

simplemente la existencia de dicha solucién. La segunda solucién se busca mediante el mismo

método empleado en el primer capitulo, de modo que tomaré la forma ys = vy; con

o = Lo—spar _ L jeypaopa 11 [1] .
yi yi yitl =)t [yi(1-1)

Como y% es un polinomio con término constante 1, la expresion entre corchetes es una funcion

analitica, luego
/

1
v :¥+a1+a2t+---
Con lo Cual,v:logt+a1t+... Y,
ya = y1 (logt +art +---).

Asi, solucion general de (2.6) cerca del origen es

Yy = C1Yy1 + c2Yy2, (2.8)
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Figura 2.1: Polinomios de Legendre para n = 1,2, 3,4,5,6.

La presencia del término logt en y, hace patente que (2.8) es acotada cerca de t = 0 si y solo

si ¢ = 0. Deshaciendo el cambio t = (1 —z) /2 en (2.7), se deduce que las soluciones de (2.5)
acotadas cerca de x = 1 son multiplos constantes de F'(—n,n + 1,1, (1 — z) /2). Esto conduce a

la definicion fundamental del n-ésimo polinomio de Legendre:

1—
P,(z)=F (—n,n +1,1, 2w)

n(n—1)(n+1)(n +2)
(21)222

(2n)!

n(n +1)
(n!)22n

72 (z—1)% (2.9)

(@ —1)2 4+

=1+ (x+1)+

Sabemos por lo estudiado en el primer capitulo que P,(x) es un polinomio de grado n que

contiene solo potencias pares o solo potencias impares de = segin la paridad de n. Por tanto,

puede escribirse

4

P,(x) = apx"™ + Un_o®™ 2 + ap_gx™ -, (2.10)

donde la suma termina con ag para n par y con ajx si n es impar. Por (2.9), se tiene que P, (1) = 1

para todo n y por (2.10), P,(—1) = (—-1)™.

2.2. La férmula de Rodrigues

Con el fin de simplificar la expresion obtenida en (2.9), se puede deducir una forma més ma-
nejable de los polinomios P, (z). Considerando la relacion de recurrencia (2.3) con p reemplazado

por n y n por k — 2, asi como el hecho de que a,, = (2n)!/(n!)?2" (que se deduce de (2.9)),

k(k — 1)

= k=nn—2,...
e T G Tk )+ k—1)F T
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Sustituyendo en (2.10),

(2n)! nn—1) , 5 nn-1)n-2)(n-3) ,_
Ful) = (m)?zn[ " en—1)" P+ 5 2. 4(2n — 1)(2n — 3) Tt
nin—1)---(n—2k+1) e
+(_1)k2kk!(2n—1)(2n—3)---(2n—2k¢+1)x e (2.11)

Como,n(n—l)---(n—2k+1):(n%ék)!y

2n—-2k+1)2n—2k+3)---(2n—-3)(2n—1) =
~ (2n =2k +1)(2n — 2k +2)(2n — 2k 4+ 3) --- (2n — 3)(2n — 2)(2n — 1)2n
B (2n —2k+2)---(2n —2)2n

_ (2n)! 1
C(2n—2k)!2%(n—k+1)---(n—n
_(2n)!(n — k)

©(2n — 2k)!12kn!”

el coeficientede 2" 2* en (2.11) es
(—1)F (n!)2(2n — 2k)!
K'(2n)!(n — k)!(n — 2k)!

Asi, podemos escribir (2.11) como

(/2]
_ (2n — 2k)! .
Fula) = I;O(_l)kZ"k!(n—k:)!(n—2]{:)!96 * (2.12)

donde [n/2] denota la parte entera de n/2.

Obsérvese que,

O S L ¢ (R

P, () = 2nkl(n — k)! (n — 2k)! v

M

k=0

—

n/2] n
_ Z L EDP A
27kl (n — k)! dzn

[n/2]
_ 1 dn n' Nn—k k
~2npl dan kZ_O k:!(n—k)!(x D

Extendiendo el recorrido de esta suma y dejando a k variar entre 0 y n (no afectara pues los

términos nuevos son de grado mayor que n y sus derivadas n-ésimas cero) se llega a,

SO e

Empleando la formula del binomio se obtiene la formula de Rodrigues:

1 dr

2nn! dxn

Po(x) =

(@ =)™ (2.14)
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2.3. Definicién a partir de una funcién generadora

Una manera alternativa de presentar los polinomios de Legendre es considerando la expresion
(1 —2xt+t2)*1/ 2 cuando |2zt —t?| < 1, que puede expandirse en una serie de potencias ascendentes
de 22t —t2. Si, ademas, |2xt|+[t?| < 1, dichas potencias pueden multiplicarse y la serie resultante
reorganizada de cualquier forma, pues la expansion de [1 — (|2xt| + |t2|)]_1/ % en potencias de
|22t + |t?| en tal caso converge absolutamente !. En particular, si se reordena en potencias de
t se obtiene la definicién de los polinomios de Legendre P, (z) mediante la relacion generadora
[20, Cap. 15.1, p. 316],

wz,t) = (1 - 2wt +12) 7 = i Py ()", (2.15)
n=0

Puesto que (1 — 2z)~* = 1 Fy(a; —; z) (consultese la definicion (4.13)), podemos escribir [18, Cap.

10.86, p. 157],
© 71 (2xt — t2)n o0 (l) (_1)k(2x)n72ktn+k
@y § (1) Ermer_$ 5 O,
o [n/2] (—1)* (%)nik (22)n—2k¢n
B Z kl(n — 2k)! ’

donde se ha empleado la ecuacién [18, Cap. 4.37, p. 58, ecuacion 13] 2. Por tanto,

[n/2] _1)k (L )2k
Po(x) = kZO - k(!2(31n:k2(k)!) ) (2.16)

de donde se deduce que P,(x) es un polinomio de grado n en x.

Reemplazando x por —x en 2.15 y t por —t, el miembro izquierdo no cambia, de modo que,
Pu(=2) = (~1)" Py (x), (2.17)

por lo que P,(x) es una funcién impar de x para n impar, y una funciéon par de = para n par.
A continuacion se daré una prueba maés rigurosa de que la funcion (2.15) es, efectivamente,

una funciéon generadora de los poliniomios de Legendre siguiendo un procedimiento similar al

expuesto en [14, Cap. 4.2, p. 45].

'El teorema empleado es:

Teorema 2.1. [20, Cap. 2.52, p. 26]. Si los términos de una serie doble absolutamente convergente se toman
en cualquier orden como una serie simple, la suma converge al mismo limite, siempre que todos los términos

aparezcan en la suma. Su demostracion puede consultarse en la referencia indicada.

?Esta ecuacion se obtiene a partir de resultados mostrados en [18, Cap. 4.37, p. 58] en el contexto de manipu-

laciones de series elementales
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Sean 71 y 79 raices de 1 —2xt+t2 = 0 y sea r = min{|r1|, |ra|}. Entonces w(z,t) como funcién

de t es analitica en |t| < 7 y se sigue que,

0
wla,t) = (1 —2at+ )7 = Y ep(@)t”, |t| <,
n=0
donde los ¢, (x) se pueden escribir como integrales de contorno evaluadas sobre cualquier contorno

cerrado C alrededor de t = 0 sobre el disco [t| <7,

1

= | (1= 2wt +2) TP ar, (2.18)
21 C

cn ()

Mediante la sustituciéon 1 — ut = (1 — 2zt + t2)1/ 2, la expresion anterior se transforma en,

’LL2 _ n
cn(z) = % L/ Wdu. (2.19)

Dicha integral se puede evaluar por medio de teoria de residuos (ver [12, Cap. 10, p. 548|),

n 'LL2— n
enlw) = 2”1n! [d (dun ! ] ) = Py(2), (2:20)

verificando asi (2.15).

2.4. Ortogonalidad

Una de las propiedades esenciales de los polinomios de Legendre es que Py(x), Py(x), Ps(x) ...,

P,(x), ... es una sucesion de funciones ortogonales sobre —1 < x < 1, esto es
1 0 sim # n,
f Pou(2) P () d — (2.21)
-1 2n2+1 sim = n.

Para demostrarlo seguiremos el procedimiento indicado en |19, Cap. 8.45, p. 356]. Consideremos

una funciéon cualquiera f(x) con al menos n derivadas continuas en —1 < z < 1y sea

B 1 1 1 ﬂ $2 B n .
I= fl f(x)Py(x)dx J f(x)d:n” ( 1) dx,

2””' -1

donde hemos sustituido por la formula de Rodrigues (2.14). Integrando por partes,

1 dr! 2 n ' 1 ! ’ dn1 2 n
= 2"n! [f(x)dxnl (JU - 1) ]_1 2l J1 fi@) dan—1 (x B 1) dz.
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Puesto que la expresion entre corchetes se anula en ambos extremos y continuando el proceso

con nuevas integraciones por partes,

_ 1 ! "z d % — n:p:(_l)n 1 ™) (z) (22 = 1)" dz
7= Llf() ( 1)"d Jf (z) ( 1)" da.

2| dzn—1 2nn! J_

Si f(x) = Pp(x) con m < n, entonces f(M(z) = 0, luego I = 0, probando el primer caso. Para
ver el segundo, sea f(z) = P,(x). Como piM (z) = (2n)!/2"n!,

I % J_ll (1-2%)dzx e Jl (1-2%)" da. (2.22)

~ 22n(p) ~22n(nl)2 |,

Haciendo el cambio de variable 2 = sin 8, la integral definida de la expresion anterior pasa a ser®

7r/2 ) 7r/2 9 m —2 2 7T/2

J cos? 1 gdo = i J cos?" L gdo = nocn R J cos 0df
0 2n+1 0 2n+12n—1 3 0

2"n! 22 (nl)?

S 1-3---2n—-1)(2n+1)  2n)!(2n+1)

Se concluye, pues, que I = 2/(2n + 1) en este caso, quedando (2.21) demostrada.

2.5. Relaciones de recurrencia y ecuacion diferencial para los po-

linomios de Legendre

A continuacién deduciremos una serie de relaciones de recurrencia satisfechas por los polino-
mios de Legendre con el fin de ilustrar el uso de la expansion (2.15). Para empezar, sustituimos
(2.15) en la identidad

0
(1—2$t+t2)a—o;+(t—x)w=0.
Diferenciando término a término, se obtiene
e 8} o0}
(1= 2xt + %) Y nPu(x)t" ' + (t— ) ), Pu(a)t" = 0.
n=0 n=0

Igualando el coeficiente de t" a cero,
(n+1) Poyi(z) = 2naPy(z) + (n — 1) Po—i(x) + Pr—i(x) —xPp(z) =0
equivalentemente,

(n+1)Poyi(z) — 2n+ 1) xPy(z) + nPp_1(x) =0, n=1,2,... (2.23)

3Empleamos la siguiente férmula que se demuestra por integracién por partes,

1
cos®™ 1 0do = cos®™ fsin 0 + 2n cos>" 1 9de.
2n+1 2n+1
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Similarmente, la identidad

(1—2mt+t2)g—w—tw=0

x
conduce a
0
(1— 2zt +t%) 2 Pl(z Z )"t =0,
n=0 n=0
que implica
 1(x) —22P)(z) + P, _ (z) — Po(z) =0, n=1,2,... (2.24)

Antes de continuar, emplearemos el razonamiento de [14, Cap. 4.3, p. 47| para justificar la dife-

renciacion de (2.15) término a término con respecto a x. Para ello se ha de probar la convergencia
uniforme de (2.15) en |z| < a para un a > 0 finito y arbitario y |¢| suficientemente pequeno. Sea

|t| < b, donde b = va? + 1 — a. De acuerdo con (2.15), la serie
(e @]

converge a (1 — 2alt| — |t|2)_1/2. La convergencia uniforme de (2.15) para |z| < a, |[t| < b se sigue

ItI"

de la desigualdad

P.(ia
Pua)t] < Pl

de acuerdo con (2.12).

Habiendo probado esto, diferenciamos (2.23) y, empleando (2.24), se llega a dos relaciones de

recurrencia:
Pl (x) —zP(z) = (n+1) Py(z), n=0,1,2,..., (2.25)
2Pl (x) = P, _(z) =nP,(z), n=12,... (2.26)

Sumando (2.25) y (2.26) se obtiene

Pl ()= P,_1(x) =2n+1)Py(z), n=12,... (2.27)
Finalmente, reemplanzando n por n—1 en (2.25) y eliminando P! _(z) de la ecuacion resultante

y (2.26) se encuentra que
(1 —2%) Py(x) = nPy_1(z) —naPy(z), n=12,... (2.28)

Esta ultima féormula permite expresar la derivada de un polinomio de Legendre en términos de

polinomios de Legendre. Diferenciando (2.28) con respecto a x y usando de nuevo (2.26) para

eliminar P! _,(x), se llega a

[(1—2%) Pl(z)] +n(n+1)Py(z) =0, n=0,1,2,... (2.29)
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Esto muestra que el polinomio de Legendre u = P,(x) es una integral particular de la ecuacion

diferencial lineal de segundo orden
[(1-2?) u']l—i-n(n—i—l)u:(). (2.30)

Esta ecuaciéon es habitual en fisica matemética por ser la manifestacion natural de la parte

angular de muchas ecuaciones en fisica con simetria esférica.

2.6. Representacion integral de los polinomios de Legendre

En esta seccion seguiremos el desarrollo expuesto en [14, Cap. 4.4, p. 48| para llegar a repre-

sentaciones sencillas de los polinomios de Legendre en términos de integrales definidas.

Comenzaremos asumiendo que z es un nimero real o complejo y escojamos que el camino
de integracion C’ en la formula (2.20) sea un circulo de radio 4/|z? — 1| con centro en u = z.*

Entonces,u = x + v12 — 1%, —1 < ¢ < 7 y se obtiene a partir de (2.20)

1 J"T [x2 +2x4/22 — 1% + (:U2 — 1) e2iv — 1]nd
®,

Po(z) = —
n(7) 2m 24/ 12 — 1 et

—T

que se reduce a la integral de Laplace:

1 (" n
P,(z) = Wfo [:c + 4/ x? — 1cos go] de. (2.31)

Notese que la eleccion del valor de la raiz +/x2 — 1 no importa, puesto que tras elevar la expresion

entre corchetes a la n-ésima potencia e integrar el resultado término a término, las potencias

impares de la raiz cuadrada se anulan.

A partir de (2.31) se puede deducir una importante desigualdad satisfecha por los polinomios

de Legendre. Sea x un nimero real tal que —1 < z < 1; entonces,

|z + V22— Leosp| = /22 + (1 — 22) cos? p < 1,

por lo que,
|Pu(z)] <1, -1<z<l (2.32)
Otra representacion integral relevante de los polinomios de Legendre se deduce a partir de (2.31)

asumiendo que z es un numero real tal que —1 < z < 1. En este caso, poniendo z = cos#,

4De acuerdo con el teorema integral de Cauchy, reemplazar el contorno C’ por cualquier otra curva cerrada de

Jordan alrededor de © = x no cambia el valor de la integral
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0 < 0 < 7 e introduciendo una variable compleja de integracion, t = cos + isinf cos p, (2.31)

pasa a ser

Py (cos) = r (cost 1 isindcosg) dp = L [ tndt (2.33)
COS = — COS 751N ¢ COS = — .
" T Jo LA e—i0 /1 —2tcosf + 2’

donde la integral es evaluada a lo largo del segmento AB que une los puntos ¢ = e (2.2), y

@)
Q

A
oC| =1

Figura 2.2: Esquema para el calculo de la integral (2.33).

la eleccién de la raiz cuadrada viene determinada por la condicién de que su valor en el punto
t = cosf sea sin@. De acuerdo con el teorema integral de Cauchy®, la integracion a lo largo de
AB puede reemplazarse por la integracion a lo largo del arco ACB de la circunferencia unitaria,
puesto que el integrando es analitico en la regién entre el arco y la cuerda. Haciendo este cambio

y escribiendo t = €%, encontramos que

1 0 i(n+l)¢
P, (cosf) = — f S
7r

d
_9 V/2cos1) —2cosf ¥

que se convierte en la férmula de Mehler - Dirichlet tras tomar la parte real,

2 (7 cos(n—i—l)w
P, 9) == 2 dy, 0<6<m, =0,1,2,... 2.34
(cos 6) ﬂ'L V2 costh — 2cosf v o= (2:34)

Teorema 2.2. Teorema integral de Cauchy [13, Theorem 10.1] Sea D < C un dominio acotado de Jordan y
f € H(D). Entonces, §,,, f(z)dz = 0.
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2.7. Expansion de funciones. Series de Legendre

Muchos problemas en teoria del potencial requieren disponer de desarrollos en serie de po-
linomios de Legendre de funciones dadas. Es por esto que, dada una funciéon arbitraria f(x),

buscamos una expansiéon de la forma
oo
fl@) =) anPu(z), —-l<az<l. (2.35)
n=0
Multiplicando esta expresion por P, (z) e integrando término a término,

2a,,
2m + 1’

1 0 1 .
J_l f(x)Pp(x)dx = nZ]O an J—1 P (x)Py(x)dx = ap, J—1 P2 (z)dr =

puesto que todas las integrales del término intermedio se anulan excepto para n = m. Ahora,

reemplazando m por n y x por vy,

ap, = (n + ;) Jll fy) Pu(y)dy. (2.36)

Conociendo a,,, procedemos a probar el siguiente resultado,

Teorema 2.3. [18, Cap. 10.100, p. 177] Si en —1 < x < 1, la funcion f(x) es continua excepto
en un nimero finito de discontinuidades finitas; si en —1 < x < 1, f'(x) existe en los puntos
donde f(x) es continua y ademds existen los limites laterales de la derivada (por la derecha y por

la izquierda) de f(x) en los puntos de discontinuidad. Si

1\ [t
ap = (n + 2) J f(z)Py(x)dx,
~1
entonces,
e o]
D anPu(z) = f(z), —-l<az<l1, (2.37)
n=0
en los puntos de continuidad de f(z).

La serie de la izquierda en (2.37) converge al valor medio 3 [f(z + 0) + f(z —0)] en los

puntos de discontinuidad de f(x).

Demostracion. Considérese el miembro izquierdo de (2.37) con los a,, dados por (2.36):

n—ao0

20 anPa(z) = i@ (n ¥ ;) J F(5)Paly) Pule)dy = 1im 20 (k ; ;) J F0) o) Pe(2)dy

1
— i | f) Y (k+ ;) Pe(2) Pa(y)dy.

n—o0
-1 k=0
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La serie a la izquierda de (2.37) convergeré a la suma f(z) si solo si
1
lm | f(y)Kn(z,y)dy = f(z), (2.38)

n—w J_;

donde

Koloon) = 33 (k+ 3 ) R@PL) (2.39)

k=0

Para sumar la serie a la derecha de (2.39) se emplea la formula de Christoffel-Darboux 6. Para

or(T) = P(z),

f P2x)d 2 1

= xT €T = =

a0 F 2k+1  k+1

y el coeficiente principal en P,(x) es h, = 2" (%)n/n' Entonces, hn/(gnhnt1) = 5 (n+1) y
concluimos por (2.40) que

n+1 . Pi1(x)Py(y) — Pn(x)PnJrl(y)'

K =

(2.41)

La condicion (2.38) puede reescribirse de la forma

h’m[ J F) Kn(x y)dy] 0. (2.42)

n—a0
Puesto que Sl_l Pi(y)dy = 0, para k > 0,

n

J o xydy—f ;(m )Pk< ) Pe(y)dy

J [ +k§1(k+ )Pk( JPuly )]d@/=£1;dy=

Teorema 2.4. [18, Cap. 9.85, p. 154] Férmula de Christoffel-Darbouz. Sea ¢n(x) un conjunto simple de polino-

N | =

6

mios reales ortogonales con respecto a w(z) > 0 en a < x < b. Sea hy el coeficiente principal en vy (z) de modo
que

on(T) = hnx™ + mn_1,

donde m,—1 representa un polinomio de grado a lo sumo n — 1. Sea

b
gk = (or, px) = f w(z) i (z)dz.

FEntonces,

hn n n - ¥n n
2 0 on(x : Cpnt1(@)e (m)_so +1(@)en(y) (2.40)
gn n+1 y—x
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Con esto, la condicion (2.42) pasa a ser

1
tin [ @)~ S0 Koy = 0
-1

n—o0

Por (2.41),

1 —
s " [ SO p @R ) - @ Palay =0 (243)

Y
Por el Teorema 59 de [18, p. 156] se sigue que

fm <n + 2) v f 1 9(y) Paly)dy = 0, (2.44)

n— o0 1

para cualquier ¢g(y) tal que Sl_l g*(y)dy existe.

En un punto de continuidad de f(y) también se ha asumido la existencia de f’(y). Asi, con

ot) = L=,
Xl_l g*(y)dy existe. Se sigue de (2.44) que
1/2 p1 .
A <” + ;) Jl an(y)dy =0 (2.45)
1/2 p1 .
B (” * 2) J1 WPnH(y)dy = 0. (2.46)

Entonces, (2.43) se satisfard en un punto de continuidad de f(z) en —1 < z < 1 si se puede
demostrar que la siguientes expresiones son acotadas para n — o:

n+1 1\ 2 n+1 3\ /2
a Pn ) a n .
5 (n—i— 2) +1(x) 5 (n—i— 2) P,(x)

Empleando el Teorema 61 de [18, p. 1737, para —1 < z < 1, se deduce que

n+1 1\ "2
5 <n+2) Poii(x)| <

(n + 1) . 2
[4(n+§) .2(n+1)(1—x4)]

= [4<2nﬂ+(q>+<11)— x?)yp = [4(1:@)}/

_(n+1)2 s 2
4(n+3) '2n(1—x2)]

<

—1/2
n+l <n+2> P, (z)

I 7r(n2+2n+1) 12 T 1/2
- >] <[4<1—x2>} |

4(2n% + 3n) (1 — 22

"Los Teoremas 59 y 61 de [18] son resultados generales para polinomios ortogonales. Para profundizar, consiil-
tese [18, Cap. 9.85].
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Queda, pues, demostrada la validez de (2.37) en los puntos de continuidad de f(z).

La demostracion de la convergencia al valor medio de la serie de la izquierda en (2.37) es

similar a la del caso continuo. O

2.8. Funciones asociadas de Legendre

Cuando la ecuacion de Helmoltz (2.74) se separa en coordenadas esféricas, una de las EDOs

separadas (2.83) es la ecuacion asociada de Legendre,

1 d (. dP"(cosf) m2
<m0 d0 (sm@ pT] ) + {n(n +1) sinQe] " (cosf) =0 (2.47)

En la seccién 2.9.1 se vera detalladamente como llegar a dicha ecuacién por separacion de varia-

bles. Sustituyendo por z = cos,

2

m2
(1 - 2?) %Pﬁn(:r) - Qx%me) + [n (n+1)— - x2] P(x) = 0. (2.48)

Si la constante de separacién azimutal es m? = 0, tenemos la ecuacion de Legendre (2.2). Las
luci 1 P i {
soluciones regulares P)"(z) (con m no necesariamente cero, pero si entero) son

m/2 am

v=P"(z) = (1-27) e

(), conm > 0un entero. (2.49)
Para ver esto, se puede partir de la ecuaciéon de Legendre regular y convertirla en la ecuacion

asociada mediante el uso de diferenciacion multiple. Efectivamente, tal y como se indica en |2,

Cap. 12.5, p. 771], sea la ecuaciéon de Legendre
(1—2*) P) —2zP, +n(n+1) P, =0.
Usando la férmula de Leibniz diferenciamos m veces obteniendo &,
(1—2®)u" =22 (m+ 1)+ (n—m)(n+m+1)u=0,
= dam

- dx™

funcion peso en 1, reemplazamos u(x) por

donde u P,(x). Para poner la ecuacion de Legendre en forma autoadjunta y convertir la

dx™

v(z) = (1— mQ)m/Z u(z) = (1 - 2?) (2.51)

 A@B@) =Y (Z) " 4@ dd;B(m). (2.50)
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Resolviendo para u y diferenciando,

o = (U' ¥ 1”?;) (1—a?) ™,

2mav’ muv m (m + 2) 2%v —m/2
"n_ " (1= 2 .
U [v 1—x2+1—:c2+ (1—552)2 ( IL‘)

Sustituyendo en la ecuacién de Legendre, entonces la nueva funcién v satisface la EDO autoad-

junta

2
(1—a2)v" — 220 + [n (n+1) - sz] v =0, (2.52)

que es la ecuacion de Legendre asociada. Esta se reduce a la ecuacion de Legendre cuando m = 0.

Expresada en coordenadas polares, la ecuacién asociada de Legendre es

1 d(bmedv> [n(n+1)_ m* ]uzo. (2.53)

sin 6 df do sin2 6

2.8.1. Polinomios asociados de Legendre

Las soluciones regulares (2.49) se llaman las funciones asociadas de Legendre. Como la mayor

potencia es z', se ha de tener m < n.

Por la forma de (2.49), se podria esperar que m fuese no negativa. Sin embargo, si P,(z) se
expresa mediante la formula de Rodrigues, esta restriccion sobre m se relaja y es posible tener
—n < m < n. Empleando la férmula de diferenciacién de Leibniz de nuevo, se puede demostrar

que
(n —m)!

B (@) = (=) (n+m)!

P™(x). (2.54)

n
Una funcion generadora para las funciones asociadas de Legendre se obtiene, por medio de (2.47),
a partir de la de los polinomios de Legendre ordinarios:

(2m)! (1 — 22)™
2mm) (1 — 2tz + 12)™ 1/

Z i ( (2.55)

Definiendo los polinomios Pt (z) = P, (z) (1 — z?) -/ ?_se halla una expresion practica para

la funcién generadora,

gm (x,t) = (2m)! Z o (T (2.56)

2mm) (1 — 2t + £2)™ 1/
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Se puede calcular una relaciéon recursiva para los polinomios asociados de Legendre analoga a
(2.23), anteriormente obtenida. Diferenciando,

(1 —2xt + tz)ag—;n = (2m + 1)(x — t)gm(x,1).

Sustituyendo por la expansion de definicién en (2.56),
(1 =2t + %) Y | sPI ()t = 2m + 1) Y [aPlL,t° — POt
S S

La siguiente relacion recursiva (que devuelve (2.23) para m = 0y s = n) se obtiene comparando

los coeficientes de las potencias de t:
(s + )P, — Cm+142s)2Pl,, + (s +2m)PL,,_1 = 0. (2.57)

El uso de esta relacién requiere su inicializacion, esto es, relacionar los polinomios asociados

de Legendre con los polinomios ordinarios de Legendre. Para ello, veamos que se cumple que
P = (2m — 1)!l. Para llegar a dicha expresion, hemos de volver a la recurrencia (2.3), que se

puede reescribir como
{+1)—k(k+1)
(k+1)(k+2)

Siguiendo el procedimiento expuesto en |7, 3.1, yendo de manera descendente se tiene

Ap42 = — ag.-

o (1=1) o (=2)(1-=3)
aj—2 = — (2l — 1)ak, aj—4 = —mah T
De modo que,
-1 -0 -2)1-3) ;.
R e e

Evaluando en x = 1, como P(1) =1,

I(1-1) -1 -2)1-3) (-1 -2)1-3)(1—-4)(-5)
1=a [1_2(25—1)+ 2220 —1)(21 —3)  23(20 — 1)(20 — 3)(21 — 5) +]
Notese que si fijamos 21— 1)1
“E

con (2l —1)!! = (21—1)(20—3)(20 —5)---5-3-1, se cumple que P;(1) = 1. Sustituyendo en (2.58)

e integrando [ veces,

(20 =D o a2 W—=1) 9 4
@ = —lx + T —

En el corchete esté la expresion del binomio de Newton (22 — 1)!, luego,

(21 — ! 1

(20)! (2" = 1) = g (@® = 1. (2.59)
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Para obtener la expresion buscada de P}, basta sustituir (2.59) en la formula de Rodrigues con

r = 1. Ademés, puesto que [m| < n, se puede establecer P"*! = 0 y emplear esto para obtener

valores de inicio para varios procesos recursivos |2, Cap. 12.5, p. 773|. Obsérvese que

(1= 2xt + *)g1(z,t) = (1 — 22t + 7)) /2 = Y Py ()t (2.60)
S
y tras insertar en (2.57) se halla la recursion

Pl —22P! + P, = Py(z). (2.61)

s

Maés en general se tiene la identidad,

(1 — 2zt + t2)gma1(z,t) = (2m + D) gm(z, ) (2.62)

de donde se extrae la recursién

Pl = 20PN + PU, .y = (2m+ DPL, (o). (2.63)
Con esto podemos calcular algunos de los polinomios asociados de Legendre. Param =1y s =0

la ecuaciéon (2.61) da P{ = 1, porque P¢ = 0 = P, no aparecen en la definicion (2.56). Para
s = 1, por medio de (2.61),

Pa(x) = P, + 22P] =z + 22 = 3z.

Para s = 2 tenemos,

1 15 3
P?}(x):P2+2x7321—7711=§(Sx2—1)+6x2—1:?x2—§.

Para m = 1, s = 0 utilizamos la ecuaciéon (2.62): P3(z) = 3P{(x) = 3.

2.8.2. Paridad de los polinomios asociados de Legendre

La relacion de paridad de los PJ*(x) se puede obtener a partir de la ecuacion de definicion

n

(2.49). Sabemos que P,(x) contribuye con (—1)" al hacer + — —z. Diferenciar m veces da un

factor (—1)™, por lo que
PM(—z) = (=1)"*""P"(z). (2.64)

n

Asimismo, de la definicion (2.49) se sigue que

PT'(+1) =0, param # 0. (2.65)
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2.8.3. Ortogonalidad de los polinomios asociados de Legendre

Por la definicién (2.49), la formula de Rodrigues (2.14) para P,(z) y definiendo la funcion
X = (2% — 1) tal y como se propone en [2, Cap. 12, p.776],

! m m (_l)m ! m artm dam
L P (o) P (@) de = - LX < Xp) Xdz.

2ptaplq! dxptm

Sip # g, asumimos p < ¢q. Notese que el superindice m es el mismo para ambas funciones,

condicién esencial. Integrando g + m veces,

fl PP (@) PP (@)de = DT fl xe ( o A X”> iz, (266)

2ptaplq! dxdtm dxptm

Expandimos el integrando del término derecho mediante la formula de Leibniz,

Ja+m dp+m gt+m Jat+m—i Jprmti
X4 (Xm ) X4 Z 0 (g +m)! ( Xm> L xP. (267)

dxdtm dxptm q +m — ’L dpd+m—i dxptm+e

2m

Puesto que el término X no contiene potencias mayores que x-"*, se requiere que g+m—1 < 2m

(sino, la derivada se anula). Similarmente, p + m + i < 2p y la suma de ambas desigualdades
resulta en ¢ < p. Esto contradice la suposicion inicial de que p < ¢. Por lo tanto, no hay solucién

para ¢ y la integral se anula. Lo mismo ocurrira si p > q.

El caso restante es p = ¢, para el cual se tiene el término tnico correspondiente a i = ¢ — m.
Sustituyendo (2.67) en (2.66) se llega a,

1 +2m 1 2m 2
2 (=17 =" (g + m)! f d d=1
pPm dr = X1 XM —X?) dz. 2.68
Jl 73 )| da 224q!q!(2m) (g —m)! J_; dx?m dz?a N (2.68)
mo_ 2 _1\ym _—_ ,.2m _ 2m—2 . ™ ym _ | s A
Dado que, X™ = (z* - 1)" =z mx + 0y e X = (2m)!, la ecuacion (2.68) se
reduce a . (—1y2m (21 0w
— m Hg+m)!
P a)Pde = e f Xda. 2.69
Jl[ i (o) de 2iglgllg—m) ), " (269

La integral de término derecho es

4 —1)422a+1glq!
~1)7 | sin®gdg = (— 2.
(-1) Jo sin (01 1] (2.70)
Combinando (2.69) y (2.70) se llega a la integral de ortogonalidad |2, Cap. 12.5, p. 777],

2 (g+m)!
2¢+1 (¢g—m)!

f 1 P (2) P (2)dz = Spg- (2.71)
—1

En coordenadas esféricas, (2.71) es
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Jo PJ"(cos 0) P (cos 0) sin 0df = q_i:épq. (2.72)

La ortogonalidad de los polinomios de Legendre es un caso particular de este resultado para
m = 0.

Es posible desarrollar una relaciéon de ortogonalidad para las funciones asociadas de Legendre

con mismo subindice pero distinto superindice:

|
(n +m)! B (2.73)

Jl P (2) PE(@)(1 — 22)~ldy — (T
-1 m(n —m)

2.9. Aplicaciones de los polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre y sus funciones asociadas desempenan un papel central en nu-
merosos problemas de la fisica matematica, particularmente en aquellos que presentan simetria
esférica. Esta seccion esté dedicada a dos de sus aplicaciones més destacadas: la construccién de
los armonicos esféricos y la descripciéon algebraica de los operadores de momento angular orbital

en mecanica cuantica.

2.9.1. Ecuacion de Helmholtz en coordenadas esféricas

En numerosos contextos fisicos, como en la resolucion de la ecuacion de Laplace, de la ecuacién
de Helmholtz o de la ecuacion de Schrédinger con potenciales centrales, la técnica de separacion
de variables permite descomponer la solucién en factores radiales y angulares. La parte angular
de dichas ecuaciones procede exclusivamente del operador Laplaciano, lo que conduce a una

ecuacion diferencial en las variables angulares cuya resolucion define funciones especiales.

En esta seccién nos centramos en la ecuaciéon de Helmholtz, formulada en coordenadas esféri-
cas, y mostraremos cé6mo la aplicacion sistemética del método de separaciéon de variables conduce
a una descomposicién de la solucién en tres ecuaciones ordinarias. Este anélisis permitiré, en la

seccion siguiente, introducir de manera natural los armoénicos esféricos.

Sea la ecuacién de Helmholtz, donde k2 es constante
V2 + k% = 0. (2.74)

Empleando coordenadas esféricas [2, Cap. 2, p. 126]°
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1[0 (L) @ W\ 1 0%
V= Ry L e 2.
VoV = o ng { sinf5- (T 8?") * 20 <Sm059) el (276)

1 L0 o 1oy )
2 sin 0 [ me@r <T 87“) " %0 < 1n969) T Sino 002 K. (277)

Utilizaremos el método de separacion de variables, por lo que comenzamos buscando soluciones

obtenemos

no triviales de la forma
Y(r,0,9) = R(r)O(0)2(¢). (2.78)
Sustituyendo en (2.77) y dividiendo entre RO® se obtiene la siguiente ecuacion, donde todas las

derivadas son ordinarias en lugar de parciales:

1 d [ 5dR 1 d de 1 d*® 5
i IO L (¥ R Bl NPT N A 2.79
Rr2dr <T dr) T OrZsing g (sm ) - ®r2 sin? 0 dyp? (2.79)

Multiplicando todo por 72 sin , tendremos una funcién tinicamente de ¢ igualada a una funciéon

tinicamente dependiente r y 0. Puesto que r, 0 y ¢ son variables independientes, ambas funciones

deben ser constantes, por lo que igualamos cada lado de (2.79) a una constante de separacion'®

—m?2. Asi,

1 d*®(p) 2
- = — 2.
& dp? m (2.80)
1 d [ 4dR 1 d doe m? 5
S - S ) [N S B (U Lol I (L 1) 2.81
r2R dr (r dr ) T 560 4 (sm do ) r2 sin? 0 (2:81)
Tras multiplicar (2.81) y reorganizar términos,
1d [ ,dR 9,9 1 d doe m?
ey (P e B2 = 2 sine2 ) + 9.82
Rdr <T dr ) r sin 0O df (Sm do - sin? 6’ (2.82)

donde vemos que, de nuevo, las variables estan separadas, por lo que igualamos cada lado a una

constante Q):

1 d do® m2
Slne@ <Sll’10d9> 9@ + Q@ = 0 (283)
1d [ ,dR o QR
’[“2 d’r (T d?") + k R — TT = 0 (284)

9Para la deduccion del Laplaciano en esféricas, se puede consultar [2, Cap. 2.2, p.110]. A partir de la formula

general [2, ecuacion 2.22, p. 112|, para coordenadas ortogonales con factores de escala hi, ho, hs y una funcién

2, 1 0 (h2hs 0P 0 (hsh1 OY 0 (hihy Oy
Vi = hihahs [6u1 ( h1 6u1> + Ous ( ha Ous + ous \ hs ous )|’ (2.75)

basta tener en cuenta que los factores de escala en coordenadas esféricas son: h, = 1,hg = r, h, = rsinf.Asi,

escalar v,

aplicando la formula para u1 = r,uz = 6 y uz = ¢, se obtiene (2.76).
1%Hemos tenido en cuenta que en casi todos los problemas fisicos ¢ aparece como el dngulo azimutal, lo cual

sugiere una solucién periédica en lugar de una exponencial, por eso el signo menos.
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Por tanto, hemos reemplazado una ecuaciéon diferencial en derivadas parciales de tres variables

por tres EDOs. La solucion mas general de (2.74) puede escribirse como [2, Cap. 9.3, p. 558|

@ZJQm(T’Qa‘p) = Z anRQ(T)GQm(Q)CDm(‘p)? (2'85)
Qm

para ciertos coeficientes agn, € R. La restriccion de que k? ha de ser constante es innecesariamente

restrictiva, puesto que el proceso de separacion sigue siendo posible para un k% tan general como

1

k2= f(r) + —59(0) + W) + K. (2.86)

r2sin? 0
Finalmente, veamos como la constante m en (2.80) es restringida. En coordenadas cilindricas o
esféricas, ¢ es un dngulo azimutal. Si se trata de un problema clasico, se requerira que ®(p) sea
univaluada. Entonces, ®(p +27) = ®(¢p) y m ha de ser un entero cuya determinacion dependera

del problema. Para un entero |m| > 1, ® tendréa periodo 27/m. Siempre que una coordenada

corresponde a un eje de traslaciéon a un angulo azimutal, la ecuaciéon de separacion tiene la forma

d*®
y (;0) = —m?®(p), paray el angulo azimutal, y
¥
dZZ(Z) 2 . ., . s .
2 = +a*Z(z), paraz, un eje de traslacion del sistema coordenado cilindrico.

2.9.2. Armonicos esféricos

Como resultado del procedimiento de separaciéon de variables aplicado a ecuaciones con sime-
tria esférica —como la de Laplace, la de Helmholtz o la ecuacién de Schrodinger con potenciales
centrales—, la parte angular de la solucién queda determinada exclusivamente por el operador

Laplaciano. Esta dependencia angular conduce a la ecuacién

O(p) d (. ,dO 0(0) d*®(y)
— 60— 1)0(0)®(¢) = 0. 2.87
sin df (sm d9> sin?0  dy? Trn+1)6(0)2() (287)
Dependencia azimutal
La ecuacion azimutal (2.80) es
1 d*®
(290) — —m?,
(p) dy

con soluciones ®(p) = e~ "% €"™? con m entero, que satisfacen la condicion de ortogonalidad

27
J e 2P dy = 20 mey- (2.88)
0
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Notese que se ha tomado el producto @, ()P, (¢), donde * indica la funciéon complejo conju-

gado. En electrostatica y muchos otros problemas fisicos se requiere que m sea un entero para

que ®(p) sea una funciéon univaluada del angulo azimutal.

De acuerdo con (2.88),

1 .
b, = ey 2.89

es ortonormal con respecto a la integracion sobre ¢.

Dependencia polar angular

La separacion de la dependencia polar (ver 2.83) da lugar a la ecuacion asociada de Legendre
(2.47),

1 d (. dO© m?
Es decir, para ©(0) = P (cos6).
L d (. dP(cost) m? " _
o (bmedﬁ> + [n (n+1) 2 d P (cosf) = 0. (2.91)

El empleo de la formula de Rodrigues (2.14) para incluir valores negativos de m conduce a

m—+n

P (cosf) =

(1 — $2)m/2 (a;2 - 1)n, —n<m<n. (2.92)

2nn! dxmtn

Tras normalizar la funciéon asociada de Legendre se obtienen las funciones ortonormales con

respecto de 0,

2n+1(n —m)!
P —n<m<n. 2.
\/ 5 mam) (cos ), n<m<n (2.93)

Armonicos esféricos

La funcion @,,(¢) dada por (2.89) es ortonormal con respecto al angulo azimutal ¢. Tomando

el producto de ®,,(¢) y la funcion ortonormal (2.93) definimos

Y™ (0, 0) = (—1)m\/ 2”4; ! EZ K Z;: P (cos ) ¢ (2.94)

para obtener funciones de dos angulos (y dos indices) ortonormales sobre la superficie esférica.
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Estas funciones Y, (0, ¢) son armonicos esféricos y se cumple que,

27 T
f J Y% (0,0) Y72 (8, ) sin 0d0dio = Sy Srnyms- (2.95)
=0 J0=0

A continuacién se verd la utilidad de los armonicos esféricos en el contexto de la mecéanica

cuéantica.

2.9.3. Operadores de momento angular orbital

En términos matematicos, el momento angular orbital es una manifestacién de la invariancia
bajo rotaciones en el espacio tridimensional. Més concretamente, es el operador asociado a las

transformaciones infinitesimales del grupo de rotaciones SO(3) que actiian sobre funciones en

R3.

En mecanica clasica, para una particula puntual se tiene que L = r x p, donde r € R3 es
la posicion de la particula y p € R? es el momento lineal de la misma. Esto puede interpretarse
como un campo vectorial sobre el espacio de fases (posicion y momento) y cumple el papel de
generador de rotaciones. En mecénica cuantica, el momento lineal p se representa por el operador
diferencial —iV en unidades con (h = 1). Asi, el momento angular orbital cuéntico es el operador
L = —ir x V que acttia sobre funciones de onda v (r) definidas en R?, en el espacio de Hilbert
L2(R3).

Los componentes del operador L = (L, Ly, L) satisfacen las relaciones de conmutacion del
algebra de Lie so(3):
[Li, LJ] = ieijkLka (296)

donde ¢;;;, es el simbolo de Levi-Civitall. Con lo cual, desde el punto de vista matematico, el

momento angular orbital es una representacion del algebra de Lie de SO(3) como operadores

diferenciales sobre funciones en R3.

El operador diferencial correspondiente al cuadrado del momento angular puede determinarse

apartirde L-L = (r xp)-(r x p) y es,
L>=L-L=L2+L+L% (2.97)

. . . . L, 2
Existen autofunciones normalizadas 17 s simultaneas para L, y L<,

H1E] simbolo de Levi-Civita se define como:
+1 si(¢,4,k,1,...) es una permutacion par de (1,2,3,4,...),
€ijk... =4 -1 si(i,4,k,1,...) es una permutacién impar de (1,2,3,4,...),

0 si dos o més indices son iguales.
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Loy = Mrar,  L20pa = Moo (2.98)

Emplearemos posteriormente los operadores escalera, ampliamente utilizados en mecanica cuan-

tica y se definidos como, Ly = L, + i¢L,, L_ = L, —iL,. Dada una autofuncién de dichos

operadores, Y157, su actuacion sobre ella es,

Litppar = /L(L +1) = M(M + 1) 41, (2.99)
L_tppar = /L(L +1) = M(M — 1) p—1. (2.100)

El objetivo de esta seccién es demostrar que las autofunciones vz de L? y L, en coordenadas

esféricas son los arménicos esféricos Y (6, ¢). Es decir,

L.prm(8,0) = M (0, ¢), Va0, ) = Y10, ). (2.101)

La forma explicita de L, = —id/dy¢ indica que ¢y tiene una dependencia en ¢ dada por

exp (iMp), con M un entero para mantener 1, univaluada. Si M es entero, entonces también
loes L.

Para determinar la dependencia en 6 de 11 (0, ) se seguiré el procedimiento de dos pasos
dado en |2, Cap. 12.7, p. 793|: (1) la determinacion de 11, (8, ¢) y (2) el desarrollo de ¥ras (6, )

en términos de v con fase fijada por ©rg. Sea
by (0,0) = O (0)e™M?. (2.102)

Por (2.99), Ly¢rr, = 0y siendo L el mayor M, empleamos las siguientes formulas (se obtienen

a partir de L = —i (r x V)),

v C 0
1 = P R ) R
L,+iLy=e (ae—i-zcotﬁ(?e),

(Lo +iLy) Y2 (0, 0) = /(L= M) (L + M + DY (0, ),
(Lo —iLy) Y (0.0) = /(L + M) (L= M+ )Y (6,0).
Con esto,
(LD [ja — Lcot 9] Or.(0) = 0. (2.103)
Por tanto,

Ui (0, 9) = cp, sin® 9ett?. (2.104)
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Normalizando,
2T o
cchJ J sin?t T 9dody = 1. (2.105)
0 0

La integral en 6 puede evaluarse como una funcién beta y

2L+1)1 \/(2L)!!\/2L+1. (2.106)

lex] = Ar(20)! ~ 2LL) A

Esto completa el primer paso. Para obtener ahora los ¢ 1, M # +L, volvemos a los operadores

escalera. A partir de (2.99),

Vi (0,0) = \/ i M 0.0),

(2.107)

Vit 0. ) = \/ i D e 6.9).

Notese que las fases relativas quedan establecidas por los operadores escalera. L, y L_ operando
en O737(0)e*™% puede escribirse como
. . d
L+@LM(0)61M§0 — (M+1)e [d@ — M cot 9] SIAVC)

_ Z(MJrl)go SlnlJng

M)

(cos 9) (2.108)
L,@LM(G)eiMLp = —ei(Mil) [ + M cot (9] @LM
— z(M 1§17 1-M 9 M 0 0
sin d(cos ) sin™ 0 © 1 (0).
Repitiendo estas operaciones n veces se obtiene
mn M
L)"Opa(0)eM? = (—1)ne!MHn)e 81n”+M9d sin 09LM(0)7
(L+)
d (cos9)" (2.109)
: : d"sin™ 00 1,/(0) '
n iMe _ i(M—n)p ;. n—M LM
(L_)"©rm(0)e e sin 0 icost)”
A partir de (2.108),
(L + M)! My o —M at—M 2L
0 = — L "¥ 0 —F— 0 2.11
wLM( 790) CL (2L)'(L—M)' € S111 d(COSH)L M n ) ( 0)
y paral? M = —L:
€L iL L d>* 2L L L iL
Y (0,9) = weﬂ ¥ sin Gm sin“” 0 = (—1)"cr sin” fe™""%. (2.111)
: cos

1213 fase (—1)% caracteristica de 1, _r, relativa a 9, 1, entra debido a sin®*’ @ = (1 — m2)L = (=1)* (1:2 — 1)L .
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Combinando las ecuaciones (2.108), (2.110) y (2.111) se obtiene,

L — M) ) dLJrM 2L 0
Y (6, 9) = (—1)LcL\/(2L()!(L+)M)!(—1)L+Me’M<P sin™ QW. (2.112)

Las ecuaciones (2.110) y (2.112) concuerdan si

1 dt
0,¢) =c sin® 9. 2.113
Yro (0,¢) = cr @0)! (deosd)L ( )
Usando la féormula de Rodrigues (2.14) se tiene
2F L c, [2L+1
Yo (0,9) = (-1)ker Gy (o) = (- 1 |c§| o Pr(cost). (2.114)

La ultima igualdad se sigue de (2.106). Ahora exigimos que 110 (0, 0) sea real y positivo:

QL)Y [2L+1
2L A

cr, = (=1)%|er| = (=D (2.115)

Con (=1)fer/|er] = 1, ¥ro (0, ¢) en (2.114) puede identificarse con el arménico esférico Y2 (6, ¢).

Sustituyendo el valor de (—1)%cy, en (2.112) y definiendo = = cos 6, para M > 0 se tiene,

/(L) /2L +1 LM iMo abeM
— 1 +M _iMp M ] 2L 9
Ve (6, 2L \/ 2L)! L + M [(ZT e sin d(cos 0)FTM 7
2L +1 [(L—M) ¢iMe(_ 1 g M2 dEFM L
(L + M)! 2Lll (1-2%) oo @ 1)
(2.116)

La expresion entre corchetes se identifica con la funciéon asociada de Legendre mediante la ecua-

cion (2.92) y se tiene

Finalmente, de acuerdo con (2.49), YLM para superindices negativos viene dada por

- PM(cos@) e™? M =0, (2.117)

YiM(0.0) = (DM [V (0,)]. (2.118)



Capitulo 3

Funciones de Bessel

3.1. La ecuacion diferencial de Bessel

En este capitulo abordaremos la resolucion de la ecuaciéon diferencial de Bessel por medio del

método de Frobenius. Dicha ecuacién viene dada por,

d? d
V,,wzsz—;+zd—j+ (22—y2)w = 0. (3.1)

Obsérvese que es de la forma (1.1) y tiene un punto singular regular en z = 0 para el cual el

exponente indicial es m = +v. Por el Teorema 1.5, admite una solucién en serie:
w= z”Zanzn (ag # 0). (3.2)
n
Al sustituir esta serie en la ecuacién, se obtiene una relacion recurrente para los coeficientes:

an—2

n(n + 2v)’ (33)

ap = —

permitiendo expresar todos los coeficientes pares en términos de ag y resultando en coeficientes

impares nulos,

(=1)"ao
aon = 5 . (3.4)
221+ v)2+v) - (n+v)
Nos topamos con dificultades para v entero o semientero negativo: si v = —m, los ag; no estéan

bien definidos para k& = m por haber un factor cero en el denominador, por lo que en este caso

no hay solucion. Si v = —m/2 con m impar, la féormula (3.3) tiene un cero en el denominador
para n = m, rompiéndose la cadena 0 = a; = a3 = ---. Ahora bien, reescribiendo (3.3) de la
forma

[(G+b)?*—v?|an+an2=0, j=2, (3.5)

35
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se tiene que a,,—2 = 2 y sigue siendo consistente tomar a,, = 0.

En definitiva, para v no entero negativo, las soluciones para la ecuacién de Bessel son,

(_1)n 2n+v
- 2 L 21+ )2+ 1) (n +v)

wy (2) (3.6)

La eleccién estandar es ag = 1 =V, que da lugar a la funcidn de Bessel de primera clase de orden

v no entero negativo:

0 P 2n+v
T2 = 2 A (3.7
n=0

nll'(n+v +1)
Esta serie converge absolutamente para todo z # 0 y también para z = 0 cuando Re(v) > 0 o
v = 0. Para enteros v = m se emplea' j! = I'(j + 1) para escribir,
o )" 2\ 2n+m
Z_] n+m (5) (n=0,1,2,...). (3.8)
Cabe notar que (3.7) tiene sentido también para v entero negativo, aunque las formulas que lleven

a ella no lo tengan. Efectivamente, puesto que 1/T'(z) = 0 para z = 0,—1,—2,..., entonces si
v =—m se tiene 1/T'(n+v+1) =0 paran =0,1,...,m — 1. Entonces los primeros m términos

de la serie (3.7) desaparecen y, poniendo n = k +m en (3.7) se obtiene [10, Cap. 5.1, p. 130],

O Py 2k+m
Jom = é(—l)ﬂml({!(/:)w (3.9)
Jom(2) = (=1)™ o (2). (3.10)

Se puede comprobar facilmente que J_, es una solucion de (3.1), de modo que se han hallado dos

soluciones J, y J_, de (3.1). Cuando v no es un entero, estas son linealmente independientes,

pues para z proximo a 0 se tiene (véase [10, Cap. 5.1, p. 131]),

i 27V

LA~ sy O Ero Ty

(3.11)

A continuacion presentamos una serie de funciones que son combinaciones lineales de las funciones

de Bessel de primera clase, J, y J_,, luego también son soluciones de la ecuacion de Bessel ([4,
Cap. 7.2.1, p. 4]). Tales soluciones reciben el nombre de funcion de Bessel de segunda clase o

funcion de Neumann, Y}, y funciones de Bessel de tercera clase o funciones de Hankel segundas,

'La definicién y propiedades de la funcién gamma pueden verse en [19, Cap. 8.46, p. 365].
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Figura 3.1: Gréafica de las funciones de Bessel de primera y segunda clase. Mientras J,(x) es

regular en el origen, Y, (z) presenta una singularidad en x = 0.

oty 5P

Y, (2) = (sinvm) ' [J,(2) cos(vm) — J_,(2)], (3.12)
z) = [isin(m)] " [J_u(2) = Ju(2)e 7], (3.13)
z2) = (isinvr) ' [T, (2)e"™ — J_,(2)]. (3.14)

Estas funciones, analiticas salvo puntos de ramificaciéon en z = 0, son soluciones fundamentales
en problemas practicos. Notese que Y, y J, son linealmente independientes?, de manera que se

pueden utilizar (en lugar de J, y J_,) como base para las soluciones de (3.1).

3.1.1. Funcién generadora y representaciones integrales de las funciones de

Bessel

En esta seccion presentaremos algunas de las férmulas méas tutiles que involucran funciones
de Bessel. Comenzaremos exponiendo un conjunto de identidades algebraicas que relacionan J,,
y su derivada con las funciones “adyacentes” J,+1. La razén de mostrarlas es su uso posterior en

esta seccion. Para su demostracion, constltese [10, Cap. 5.2, p. 133].

2La prueba de esto se puede ver en [4, Cap. 7.2.4, p. 7].
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Teorema 3.1. Fdrmulas de recurrencia. [10, Cap. 5.2, p. 133]. Para todo z y v,

d% [27J(2)] = =27 Jusa (), (3.15)
d% 2 Jy(2)] = 2"y 1(2), 316
2 (2) —vdy(2) = —2Ju41(2), 3.17

Como primera aplicacién de estas férmulas, veamos que las funciones de Bessel de orden semi-

entero pueden expresarse en términos de funciones elementales. Consideremos J_j (z). Puesto

o 2kl =2k (1.2.3-- k) =2-4-6---(2k)
()= () (D) () ()
— (2k—1)(2k —3)--- (1) /7,
se tiene

Tz

0 (_1)kz2k—1/2 ( 2 )1/2 oy (_1)kz2k

Tap(e) = 2, =12 [2FRI[ [2FT (k + 1)] (2k)!

k=0 k=0

La tltima serie es la expansion de Taylor de cos z. Esto, junto con un célculo similar para J; /2(2),

9\ 1/2 2\ 12
J_1p2(2) = — cosz, Jip(z) = — sin z. (3.21)

Se sigue por repetida aplicacion de la ecuacion (3.19) que, siempre que v — % sea un entero,

se tiene

Jy(z) = 272 [P,(2) cos z + Q,(2) sin(2)] , (3.22)
donde P, y @, son funciones racionales. Se ha de enfatizar que las funciones de Bessel de orden

semi-entero son las Gnicas que son funciones elementales.

El siguiente grupo de resultados concierne las funciones de Bessel de orden entero. Recordemos
que dada una sucesion de nimeros {a,}, la funcion generadora para a, es la serie de potencias
>lapz".

Teorema 3.2. Funcion generadora de Jy(z). [10, Cap. 5.2, p. 135]
Para todo z y todo t # 0,

i Jn(2)t" = exp [; (t ~ 1)] : (3.23)

n=-—00
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Demostracion. Comenzamos observando que

2t At N\ s
vy =25 (5) o Z G
P =

Puesto que estas series son absolutamente convergentes, se pueden multiplicar y los términos de

la serie doble resultante, sumada en cualquier orden:
1 S (=1)ktik Ntk
ol (-] £ G
2 t o Jk! 2

Poniendo j —k = n se obtiene (teniendo en cuenta que 1/ (k +n)! = 1/T' (k +n + 1) = 0, cuando
k+n <0),

n=—u

exp [; (t - )] iw [ém (;)2“”] " = i Tn(2)t"

En (3.23), ¢t puede ser cualquier nimero complejo. En particular, tomando ¢ = e? en cuyo

caso % (t — t_l) = isin6,

'Lzsm@ 2 J lnG. (324)

n=—auw

La expresion de la izquierda es una funcién 27-periédica de 6 y la de la derecha es claramente

una serie de Fourier. Consecuentemente, los coeficientes .J,,(2) en la serie han de venir dados por

la formula usual de los coeficientes de Fourier, es decir

1 (™ . ., .
In(2) = o f elzsinf=indgp. (3.25)

Asi, llegamos a una férmula distinta para J, que en ocasiones resulta mas util. Por ejemplo,

muestra inmediatamente que ‘Jn(:c)‘ < 1 para todo z real, lo cual no es evidente cuando se

considera la serie de potencias. Efectivamente,

| Jn(2)] < % r |eizsinb=inb) gy = % "o =1 (xeR). (3.26)

—T

De hecho, lo mismo se cumple para todas las derivadas de J,,(z). Por diferenciacion de (3.25),

1

= 2J (i sin §)F er=sm0=ind gy (3.27)
)

En el siguiente teorema se recogen otras formulas para J, equivalentes a (3.25), su prueba se

puede ver en [10, Cap. 5.2, p. 136].



40 3. Funciones de Bessel

Teorema 3.3. Fdrmulas integrales de Bessel [10, Cap. 5.2, p. 136]
Para cualquier x € C y cualquier entero n,

1 ™ .. 1 (™
Jn(z) = %J glwsind—ind g9 Wfo cos (zsin @ — n#) df. (3.28)

Ademds,

2 /2
Jn(z) = J cos (zsinf) cosnfdf, si n es par;
0

/2

Jn(x) = J sin (zsin @) sinnf dh, si n es impar.

0

Demostracion. Esta demostracion es similar a la del Teorema 3.2 y se puede consultar en [10,

Cap. 5.2, p. 136]. O

La expresion (3.28) se denomina integral de Hankel y aparecera posteriormente a la hora de

estudiar la difraccion de Fraunhofer (3.5.1).

Para terminar esta seccion seguiremos el procedimiento indicado en [16, p. 3 - 5] para obtener,
a partir de (3.24), otra expresion para la funcion de Bessel de primera clase que serda empleada

posteriormente en las aplicaciones. Reemplazando 6 por —6 en (3.24),

+'Lz sinf _ 2 J +m9

n=—auw

Mediante el cambio de variable 6’ = 0 + 7/2,

T T
sin § = sin (0'$ 5) = $cosﬁlsin§ = Fcost,

inf _ ein(G'Iﬂ'/2) e+m7r/2 ind’ n m9

e = (Fi)"e

Introduciendo estas relaciones en (3.24) se obtiene la expansion de Jacobi-Anger:

6zz sinf __ €+zz cos @’ Z J n znel (329)

n=—aw
Consecuentemente, se tienen las siguientes relaciones:

eiizsine — i Jn(Z)eiing, eiizcos@ — i (il)n Jn(z)einﬂ.
n=-—a0 n=-—a0
La expansion de Jacobi-Anger aparece a menudo en problemas fisicos con simetria cilindrica. Por
ejemplo, dada una onda plana con vector de onda k y vector de posicion r, et = ¢ikrcos(6—¢)
mediante expansion de Jacobi - Anger se tiene,

o
eikrcos(efphi) _ Z ian(k,T)ein(Hf(;ﬁ)'

n=—aw
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Asi, (3.29) simplifica el analisis de ondas, difraccién, interacciones oscilatorias y problemas con
simetria circular o cilindrica al permitir reescribir la exponencial con argumento trigonométrico

en una serie de modos armoénicos multiplicados por funciones de Bessel.

Consideremos ahora la integral

27
— cosnb e*39dp.
2 0
Utilizando (3.29) y J_n(2) = (=1)"Jn(2),
1 2T ) 1 21 inf —ing X )
Py cos nfe*<0dn = 2J % Z il Jy(2)edb
TJo T Jo l=—
®© Z‘l 1 27 ) )
_ Z QJZ(Z)QJ (ez(n-‘rl)ﬂ +ez(—n+l)t9) do
l=—00 T Jo

=) (L 1) = ),

Por tanto se llega a que

i 27

n(2) = 5~ ) cosnf e*s0qg. (3.30)

De forma directa se puede obtener que

1 21

— cosnf e #5040 = (—i)"J,(2).
27 0

Luego,

+4)— 2m )
In(z) = (_22) j cosnf et2s04g.
n 0

Usando (3.29),

2T ) 2T eind + e—inb © )
J cosn@eﬂzcosedﬁzj — 2 Ji(2)(Fi) e dn

0 0 l=—w0

27 ) 2T eint _ o—ind © )
J sin nd et <59y :f - Z Ji(2)(Fi) e dp
0

[
D18
=
=
O
1
S—
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Combinando estos resultados,

1 2m ) 1 2m )
— J emetizeostgy — — J (cosnf + isinnf) eX<50q9 = (+i)"J,(2).
2 0 2w 0

Y finalmente se llega a la féormula buscada,

T—;\n 2T )
Jn(z): (‘;';) JO eaneizzcosﬁdH‘ (3'31)

3.1.2. Ceros de las funciones de Bessel

La serie de potencias (3.7) es ftil cerca de x = 0, pero no para valores altos de xz. Dado
que las funciones de Bessel aparecen en ecuaciones diferenciales con condiciones de frontera del
tipo J, () = 0 o ¢Jy,(u) + pJ), (1) = 0, interesa particularmente localizar los ceros de funciones
como J,(x) o ¢J, () + xJ!(x). Se asumiré en esta seccion que v es real y x positivo, aunque los

resultados se pueden extender a v y x complejos con las modificaciones adecuadas.

El siguiente método permitira deducir el comportamiento de las funciones de Bessel para

valores elevados de x. Sea f(x) una solucion de la ecuacion de Bessel:
2 f"(x) + o f (x) + (2% =) f(x) = 0.

Definiendo g(z) = 22 f(z), esta satisface

g'(2) + g(a) + 1" g(x) = 0.

Para grandes valores de x es razonable esperar que las soluciones se comporten como soluciones
de ¢"(x)+g(x) = 0, es decir, a cos(x+b) 0 asin(x+b). Luego las soluciones f(z) de la ecuacion de
Bessel deberian ser de la forma az 2 cos(z +0b) o az? sin(z + b). Estas ideas intuitivas resultan

ser correctas y vienen dadas por el siguiente teorema.

Teorema 3.4. [10, Cap. 5.3, p. 139] Para cada v € R, existen una funcion E,(z) y una constante

C, tales que, para x > 1,

2 72y C,
Ju(x) = ”E cos (:n -5 Z) + E,(z), |Bu(z)| < Tk (3.32)

Entonces, J,(z) ~ az~"?cos(z + b) donde a = 1/2/7 y b = (2v — 1)/4x, con un término

3/2 —1/2

de error que tiende a cero como x °/“, es decir, un orden maés rapido que el x del término
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principal. Notese que la constante C), en la estimacion del error crece con |v|. La expresion (3.32)

es una formula 1til tan solo para x > |v|.

A partir de (3.32) y empleando la definicion de Y, (x) (3.12), se obtiene para x » 0,

2
V(@) ~ 4= sin (a: - % . %) L x>0, (3.33)

con el error acotado por una constante multiplicada por z—3/2.

Utilizando estas aproximaciones, se obtienen también estimaciones para J),(x):

, _ 2 vr T . . C,
J)(@) = =y —sin <$ - - Z> +E,(). |B@)| <5 (3.34)
Se consideran ahora los ceros positivos de
aJ,(z) + bz J),(z) =0, (3.35)

conv =0,a,b>0y (a,b)#(0,0). Por ser 27" [aJ,(x) + bJ,(x)] una funcién entera y analitica

de variable compleja x, sus ceros son todos aislados, de modo que solo hay un ntimero finito de
ellos en cualquier region acotada del plano complejo. Entonces, las soluciones positivas de (3.35)
se pueden ordenar como

D<A <Ao< A3 <+, (3.36)
con lim A\; = oo. Es de especial interés conocer el comportamiento de Ay para & — oo, para lo

cual se distinguen los casos b = 0y b # 0, es decir:

J(x)=0 y cly(x)+z],(z) =0, (c=a/b). (3.37)

—1/2

Cuando b = 0, por (3.32), se tiene que J,(x) ~ z coS (;1: — 5= %) para grandes z; luego

sus ceros ocurren aproximadamente en los mismos puntos que cos (a: — 5= %) Esta idea se

demuestra en el siguiente lema.

Lema 3.5. [10, Cap. 5.3, p. 141]

Sea f(z) una funcion diferenciable de variable real tal que
|f(x) —cosz|<e y |f(z)+sinz|<e para x> M, (3.38)
donde € < 1. Entonces, para todos los enteros m = M, [ tiene eractamente un cero zp, en cada

intervalo [mm, (m + 1) 7], y satisface |z — (m + 47) | < 2e.

Demostracion. Se tiene cosmm = (—1)™ y cos (m + ) 7 = 0. Como |f(z) —cosz| < e, f tiene

signos opuestos en mm y (m + 1) w, de modo que ha de tener al menos un cero entre dichos valores
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y todos los ceros se encuentran cerca de (m + %) 7. Pero sin (m + %71‘) = (—=1)™, de modo que
la condicién |f'(z) + sinz| < ¢ implica que f/(z) # 0 para z cerca de (m + 3) 7. Por tanto, f
es estrictamente creciente o decreciente cerca de (m + %) 7, por lo que puede tener como mucho

un cero ahi. O

Sea la funcién . )
flx) = 37%7,(2), &=+ SV T (3.39)

Como f'(&) = &#Y2J (&) + %j_l/QJl,(i“), las estimaciones (3.32) y (3.36) muestran que f(z) y

f'(z) difieren de cosz y —sinz por errores que estan acotados por constantes multiplicadas por
2! (luego se hacen muy pequefios para z suficientemente grandes). Entonces, para M muy
grande, las soluciones de J,(z) = 0 tales que x > M estan aproximadamente en los puntos de

(m + %V + %) 7w con m entero. Dicha aproximacién se vuelve mejor a mayor M.

Un argumento similar se puede aplicar a

F@) = i V2, (3) + 3 L2TE), F—o+ ém - %r. (3.40)

El segundo término de f(Z) es aproximadamente sin (a: + %77) = cosz por (3.34), mientras que

el primero esta dominado por z~! de acuerdo con (3.32). Asimismo,

f1(z) = —%c@—?’/?JV(ﬁ:) + e V2 (7) + %@—1/%;(93) + ' 2J"(%). (3.41)

Los tres primeros términos estan dominados por Z~! y segtin la ecuacion de Bessel,

JN(E) = -3 1 T(&) — (1 =25 ?) J,(3). (3.42)

Con lo cual,
() = %7,(z) + (términos de ordenz!). (3.43)
Por tanto, (3.32) implica que f’(x) es aproximadamente cos (a: + %71’) = —sinz, por lo que

es posible aplicar el Lema 3.5 a f(Z). Con esto se concluye que la funcion ¢J, () + 2J'(Z) =
z1/2 f(Z) tiene ceros aproximadamente en los puntos (m + 1) 7 para grandes enteros m. Es decir,
cJy(z) + xJ,(x) tiene ceros aproximadamente en (m + 3 + 1) 7 para grandes m enteros. En el

siguiente lema se obtiene una cota inferior para los ceros méas pequetios de aJ,(z) + bz J) (z).

Lema 3.6. [10, Cap. 5.5, p. 142]
Seav =20, a,b >0y (a,b) # (0,0). Siw, es el menor cero de aJ,(x)+bxJ,(x), entonces w, > v.

Demostracion. El caso v = 0 es trivial, de modo que asumimos v > 0. J,(x) y J}(z) son

claramente positivas para x > 0 pequenos, ya los términos dominantes de sus series de potencias
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(concretamente, z¥/2T (v + 1) y 2 1/2"T'(v)) son positivos. La ecuacién de Bessel se puede
escribir como

d o o
T [z, (z)] = (1/2 - 332) Ju(x).

Si el primer cero &, de J, fuese < v, la expresion a la derecha seria positiva en el intervalo (0, &, );
luego xJ],(x) seria creciente en dicho intervalo. Esto supondria que J}, fuese positiva en él, lo cual
no es posible por el teorema de Rolle. Por lo tanto, &, > v. La expresion a la derecha es positiva
en el intervalo (0,v), luego zJ(z) es creciente (0, v], asi que J), > 0 en (0, v]. Se ha demostrado,
pues, que J,(x) y J),(x) son positivas en (0, r], luego también lo es aJ,(x) + bxJ),(x), con lo que

wy > V. O

3.2. Propiedades de ortogonalidad de las funciones de Bessel

En esta seccién se demuestra la ortogonalidad de las funciones J,(A;,x) con respecto a la

funcion peso z en 0 < x < 1, siendo A, los ceros positivos de Jp(x) con p = 0:

o

1 , sim # n,
J zJp(Amz) Jp(Apx)de = (3.44)
0 s pr1(An)?, sim=n.

Siguiendo el procedimiento expuesto en [19, Cap. 8.47, p. 377|, recordamos que y = J,(x) es
solucion de: )
1
v+ =y + (1—1)2)y=0.
x x

Dadas constantes positivas distintas a, b, definamos u(x) = Jy(ax), v(z) = J,(bx), que satisfacen:

1 2 p2

u'+ v+ (a® -5 Ju=0, (3.45)
x 2
1 2 P2

V' + =+ [0 - = Ju=0. (3.46)
x 22

Multiplicando estas ecuaciones por v y u respectivamente y restando los resultados se obtiene,

da
dzx

[z(u'v — v'u)] = (b* — a®)zuw.

Integrando entre 0 y 1 y evaluando los extremos (que se anulan), se concluye para a = A, y

b = A, ceros distintos positivos de Jp(z) que,

Jl 2 o) Ty )z = 0, (3.47)
0

probando asi la primera parte de (3.44).
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Para el caso m = n, multiplicamos (3.46) por 2x2u’. Tras simplificar se tiene,

d
d—[x2u'2 + (a?2? — p*)u?] — 2a2zu® = 0.
x
Integrando entre 0 y 1,
1
2a2j zulde = [22u + (a®2? — p*)u?)}. (3.48)
0

Evaluando y teniendo en cuenta que u(1) = Jy(a), v'(1) = aJ,(a), obtenemos:

Ll zJp(az)de = %[J;(a)z N (1 B i) @l

Finalmente, si a = A, (ceros de Jp(x)), usando la identidad (3.17),

1
1 1
J x () ?de = §J'p()\n)2 = 5Jp+ 12
0

3.3. Funciones de Bessel modificadas de orden general

La ecuacién modificada de Bessel es:
2f(2) + 2f(2) — (2 — v f(2) = 0. (3.49)
Esta difiere de la ecuacion ordinaria de Bessel tnicamente por el signo de z2. De hecho, es un
caso particular de la ecuacién generalizada de Bessel:
2P1() 4 2f () + (1222 — ) f(2) = O, (3.50)
donde i = 7. Esta puede reducirse a la ecuacién de Bessel mediante el cambio de variable z — iz,
por lo que una soluciéon de (3.49) es f(z) = J,(iz). No obstante, se suele emplear la funciéon
I(z) =i"J,(iz), (3.51)
llamada funcién de Bessel modificada de primera clase. Gracias a que i¥72F = i¥(—1)¥, se tiene
su expresion en serie:

© 1 2\ v+2k
L(z) = ;:o moen ) (3:52)

la cual es real si z y v son reales.

Para una segunda solucion independiente de (3.49), se podria tomar I_,(2) si v no es entero,
0 Y, (iz) en general. Sin embargo, es habitual usar la funcién de Bessel modificada de tercera

clase, o funcion de Basset, definida por [4, Cap. 7.2.2, p. 5|:

K, (z) = EM_ (3.53)

2 sin v
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— Io(x) — Ko(x)
— h(x) — Ki(x)
1>(x) K>(x)

Figura 3.2: Funciones de bessel modificadas I,,(x), K,(z) paran = 0,1, 2.

Esta definicion es valida si v no es entero, pero se puede extender a v entero mediante la regla

de L’Hopital. Asi, K, constituye una solucién independiente de I, para todo v. Como senala
[10, Cap. 5.6, p. 159], la eleccion de K, como segunda soluciéon independiente (andlogo a Y, en
la ecuacion ordinaria) responde a su comportamiento asintotico para z — oo0. Al hacer el cambio
f(z) = 272g(2) en (3.49), se obtiene:

1/4 — 12
LAY

9"(2) — g(2) 5—9(2) = 0.

Cuando z » 1, el dltimo término es despreciable, por lo que se espera que g(z) ~ ae®* + be ?,

z

luego f(z) ~ z~'/2(ae? + be=?). Esto implica crecimiento exponencial salvo que a = 0. De hecho,

K, es la tnica solucion de (3.49) que tiende a cero cuando z — +00. Méas precisamente:

IL(2) = \/217262(1 YRR, K2 = e (14 Ba(e), 221,
1

donde E1(z) y E2(z) estan acotadas por una constante (dependiente de v) por z~ .

Para z — 0, las funciones modificadas de Bessel se comportan como las ordinarias, salvo

v

por constantes: si v > 0, entonces [,(z) ~ ¢,z2¥ vy K,(z) ~ dvz~"; mientras que Ip(z) ~ 1y

Ky(z) ~ clogz. Por tanto, cuando v > 0, las tnicas soluciones de (3.49) que no divergen en

z — 0 son los multiplos constantes de Iv(z).

3.4. Funciones esféricas de Bessel

Definicién 3.7. |9, p. 5] Denominamos,

= Funciones esféricas de Bessel de primera y segunda clase

: 7 Imsap-1(t) 7 Yarapaa(t)
Jm(t, d) == 3 1 Ym(t, d) = 9 a1 (3.54)
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Veremos posteriormente que la combinacion lineal de estas funciones da lugar a las solu-

ciones de la parte radial de la ecuacion de Helmholtz en coordenadas esféricas.
= Funciones de Hankel de primera y segunda clase

HY = J, +iY,, HY:=J,—iY,. (3.55)

= Funciones esféricas de Hankel de primera y segunda clase
R (o d) = (e, d) + iy (-, d), WD = ju (-, d) — iym (-, d). (3.56)
Las funciones de Hankel y las funciones esféricas de Hankel se emplean para describir ondas

en propagacion radial. Las primeras se emplean en probemas con simetria cilindrica, como
en guias de onda; mientras que las segundas se aplican cuando la geometria es esférica,

como en el caso de la radiaciéon por una fuente puntual o en la dispersion de una esfera.

Las funciones esféricas de Bessel surgen al resolver problemas con simetria circular. Al resolver

la ecuacion de Laplace y de Helmholtz en coordenadas esféricas, necesitamos resolver la siguiente

2y 2d 11 +1
y+y+[1+(+)}y20. (3.57)

ecuacion diferencial:

dx?  zdx 22

Esta ya se obtuvo en (2.84) y en este caso se ha utilizado el término habitual @ = I(I + 1),

asumiendo [ entero y el cambio de variable z = kr, y(x) = R(r). Las soluciones de (3.57) son

ecuaciones esféricas de Bessel y de Neumann, definidas como

) =\ o haal@), () = g2 Nalo) (359

Y relacionadas con las funciones de Hankel como sigue,

WO (@) = i) + (@), hP(@) = i) - im(e), (3.59)
Estas funciones satisfacen varias relaciones de recurrencia tutiles [2, Cap. 14.7, p. 700-702] como,

20+ 1 d
gy =+ Dy = 21+ 1)%, (3.60)

Yi-1 +Yi+1 =

donde y; puede ser cualquiera de j;, ny, hl(l), hl@). Las funciones de esféricas de Bessel se pueden

obtener por induccién en [, llevando a las formulas de Rayleigh:

i) = (0 (3) 2 o) = oo (1) <D (3.61)

z dx T z dx T

W@ = (0o (T e i@ - (o (Do) e eo)

zdx ) x rzdx ) x
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Estas expresiones nos permiten estudiar el comportamiento en casos limite. Cuando = « I:

! _@-n

Ji(x) ~ ma n(z) ~ T (3.63)
Y cuando z » [:

. 1 . I e

gi(z) =~ ~sin (x - 2) ) hl(l)(:n) ~ (3.64)

3.4.1. Relaciéon de completitud de las funciones esféricas de Bessel

La expansion de una onda plana en coordenadas esféricas se expresa como:

o0
% =3 (21 + 1)iljy(kr) P(cos ), (3.65)
=0

donde z = r cos @ en coordenadas esféricas®. Esta se generaliza mediante armoénicos esféricos [15,
p. 3

0 l
e = dm 3 iji(kr) Y5 Y (B $1)Y ™ (Bhes o). (3.66)
=0

m=—1

Donde k es el vector de onda y k su médulo. Partiendo de la identidad de Dirac:

dee“k—k’)'x — (2n)%5(k — K, (3.67)

a partir de (3.65) se tiene para el lado izquierdo,

deeik'xe_ik/'x = 2(477)2 fdrr2jl(kr)j1(kzlr)Ym*(Qk)Ym(Qk). (3.68)

Im

Mientras que en el derecho,

(27)%5(k — K) = (zw)?)ma(k _K)3(0 — 0)5(¢h— &). (3.69)

Combinando las dos expresiones anteriores y teniendo en cuenta la ortogonalidad de los armoénicos

esféricos?,
« 7
f drr?ji(kr) gy (k'r) = a0k — K'). (3.70)
0
Finalmente se llega a la relaciéon de ortogonalidad,
“ T
| i) = 5" du parakiten, 3.71)

donde dy; es la delta de Kronecker.

®Coordenadas esféricas: x = rsinfcos ¢, y = rsinfsin¢, z =rcos con r € [0,0], € [0,7], ¢ € [0, 27).
Y Y ()Y () = 6 (D — 24)
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3.5. Algunas aplicaciones de las funciones de Bessel

3.5.1. Difracciéon de Fraunhofer en una apertura circular

La difracciéon de Fraunhofer en una apertura circular es uno de los ejemplos més claros de como
las funciones de Bessel se asocian a fenémenos fisicos concretos. La difraccion es un fenémeno
que ocurre cuando una onda encuentra un obstaculo o una rendija y se curva, se dispersa o se
expande al pasar por él. El modelo de Fraunhofer estudia los casos limite en los que la fuente de
luz y la pantalla en la que se observa el patron estian efectivamente a distancias infinitas de la

apertura causante de la difracciéon. La férmula integral de la difracciéon en forma generalizada es
U(P) = CJ f ek PEran) gedy, (3.72)
A

donde U(P) es el campo difractado de la onda en el punto de observacion P, A es la superficie

o apertura y £ y 7 son las coordenadas sobre dicha apertura. Ademas, k es el nimero de onda,
C una constante dependiente de las condiciones del sistema y p y ¢ describen la direcciéon hacia

el punto de observacién P.

Bajo la aproximacién del plano lejano, régimen de Fraunhofer, esta integral se obtiene como
la transformada de Fourier del campo en la propia apertura; cuando esta es circular, el paso a
coordenadas polares transforma esa integral bidimensional en una integral de Hankel (3.28). El
resultado revela de modo natural la funcién de Bessel de primera clase Ji, y conduce a la famosa

expresion de intensidad

(3.73)

2J; (kasin ) ]?
kasin @ ’

o) |
como veremos a continuacion apoyandonos en el procedimiento expuesto en [5, Cap. 8.5, p.
439-443].

Comenzamos considerando un punto en la apertura de coordenadas polares (p, 6), de modo
que

pcosf = x, psinf = 7.

Sean (w,®) las coordenadas de un punto P en el patréon de difraccion referido a la imagen

simétrica de la fuente,
wcosY = p, wsiny = q.

Se sigue que Q = 4/p? + ¢2 es el seno del angulo que la direccion (p, q) forma con la direcciéon
central, p = ¢ = 0. La integral de difraccion (3.72), con a el radio de la apertura circular, se
convierte en

a 2T )
U(P)=C f J e~ thpw cos(0=v) 1549
0 JoO
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Usando la representacion integral de las funciones de Bessel de primera clase obtenida en (3.31),

" 27

eGCOSannada — Jn(x)’
2T 0

la ecuacién anterior se reduce a
U(P) = 27TCJ Jo (kpw) pdp.
0

Por la férmula de recurrencia (3.16),

a

Tn [x”HJnH(:c)] = 2", (x).

Luego paran = 0,

J 7' Jo(z")dx' = xJy(z).
0

De estos resultados se sigue

U(P)=CD [”1("’““’)}

kaw

donde D = 7wa?. Por tanto, la intensidad vendra dada por

2.J1 (k‘aw)]2
——| Iy.
kaw

1(P) = [U(P) = [

La distribucién de intensidades en el entorno de la imagen geométrica esté caracterizada por la

75 10.0 125 15.0 17.5 20.0

Figura 3.3: Difraccion de Fraunhofer en una apertura circular.

funcion y = (2J1(z)/2z)?. El maximo principal es y = 1 en 2 = 0, y con 2 creciente oscila con
amplitud gradualmente decreciente, similar a cémo lo hace la funcion [sin(z)/2]?. Los minimos de
intensidad, que no son estrictamente equidistantes, vienen dados por Ji(x) = 0. Las posiciones de
los maximos secundarios son tales que satisfacen % [/1(z)/z] = 0. Con x creciente la separacion

entre dos minimos sucesivos o dos maximos sucesivos se aproxima a 7.
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Los resultados muestran que el patréon consiste en un disco brillante, centrado en la imagen
geométrica p = ¢ = 0 de la fuente, rodeada por anillos concéntricos brillantes y oscuros. La
intensidad de los anillos brillantes decrece rapidamente con sus radios y normalmente tan solo el
primero o los dos primeros son los suficientemente brillantes como para ser observables a simple

vista. También resulta de interés examinar la fraccién de la energia total incidente que contiene

. 32 anillo oscuro
22 anillo oscuro

12 anillo oscuro

Figura 3.4: A la izquierda, patrén de difraccién de Fraunhofer por una apertura circular, llamado
patron de Airy (adaptado de [11, Cap. 4]). A la derecha, la funcién 1 — JZ(z) — JZ(z), que
representa la fraccion de energia contenida dentro de un disco de radio x centrado en el eje

optico.

el nacleo central del patron de difraccion. Denotando por L(wp) la fraccion de energia total

contenida en un circulo de radio wg en el plano imagen, centro en la imagen geométrica, se tiene

wo 2T wo 2T kawo 72
L(wg) = éfo Jo Hw)wdwdyp = — J [QJI (kaw) ] w dwdip = 2J Jléx)dw. (3.74)

kaw 0

Ahora, por (3.16) para n = 0, multiplicando por Ji(z) y empleando (3.15) con v = n = 0,

= syt = P gy - L ) 4 )],

La expresion (3.74) ahora es, recordando que Jy(0) =1y J1(0) =0,
L(wo) = 1 — JE(kawo) — Ji (kawy), (3.75)

una formula debida a Rayleigh. Para los anillos oscuros, Ji(kawy) = 0, de modo que la fraccion

de la energia total fuera de cualquier anillo oscuro es simplemente Jg(k‘awo).



Capitulo 4
La funcién hipergeométrica

La funcién hipergeométrica aparece como soluciéon de una ecuacion diferencial lineal de se-
gundo orden con tres puntos singulares regulares, y constituye un modelo unificador dentro del
estudio de funciones especiales. Las ecuaciones de Bessel y de Legendre pueden verse como casos
particulares o limites de la ecuacién hipergeométrica. En este capitulo estudiaremos la ecuacion
hipergeométrica desde el punto de vista del método de Frobenius, analizando sus soluciones al-
rededor de los puntos singulares z =0, z = 1 y z = o0. No6tese que en el capitulo 2 ya se empled
la funcion geométrica para resolver la ecuacion diferencial de Legendre (2.7), de modo que ahora

daremos un sentido completo a lo anteriormente expuesto.

4.1. La serie hipergeométrica

La ecuacion diferencial hipergeométrica es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo

orden dada por,

d?u

z(l—z)@—l—[c—(a—i—b—i—l)z]Z—:—abu=07 (4.1)

donde a,b,c son sus parametros, nimeros complejos independientes de z. Resolveremos esta

ecuacion mediante el método de Frobenius expuesto en el primer capitulo. Consideremos
c—(a+b+1)z —ab

Q) = —F———,

2(1 - 2) z(1—z)

de manera que z = 0 y z = 1 son los tnicos puntos singulares. Asi,

P(z) =

zP(z)=c+[c—(a+b+1)]z+..., 22Q(z2) = —abz — abz® — ...,

de modo que z = 0 (y andlogamente z = 1) es un punto singular regular. A partir de estas

expresiones se tiene que pg = cy qo = 0, de modo que la ecuacién indicial es

m[m—(1—-c)] =0,

53
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y los exponentes son m; =0y mo =1 —c¢. Si 1 —cno es un entero positivo, es decir, si ¢ no es

un entero negativo o cero, el Teorema 1.5 garantiza que (4.1) tiene una solucién de la forma
e¢]
U,:ZOZanzn=a0+a1$+a222+..., aog # 0. (4.2)
n=0

Se obtiene asi la siguiente formula de recurrencia para los ay,

(a+n)b+n

tntl = (n+1)(c+n)

~—

G, (4.3)

de modo que (4.2) se convierte en

2" (4.4)

B Sala+1)...(a+n—1bb+1)...(b+n—1)
u_1+7;1 nle(c+1)...(c+n—1)

Es decir, para ¢ # 0, —1,—2,..., el método de la solucién en serie de potencias nos proporciona
una solucion regular de (4.1) en z = 0. Dicha solucion (4.4) se denomina funcion hipergeométrica

de Gauss y se puede escribir como sigue:

u1=§0W52F1 (a,b;c;2) = F (a,b;¢;2) . (4.5)

Donde (a), es el simbolo de Pochhammer, definido como

(a)o=1, (a)p=ala+1)...(a+n—-1), n=1,23,...
I'(a +n) , ' (4.6)
(a)n, = T sia, a +n no son enteros negativos.
a

Si a o b son un entero negativo o cero, la serie (4.4) termina y pasa a ser un polinomio. De lo

contrario, el criterio del cociente demuestra que converge para |z| < 1 pues,

n+l (a+n)(b+n)

(n+1)(c+n)

an+1%
anz™

|z| = |z| cuando n — oo. (4.7)

Con lo cual, cuando ¢ no es un entero negativo o cero, F'(a, b, ¢, z) es una funcion analitica sobre

|z| <1y es la solucion particular mas sencilla de la ecuacion hipergeométrica [19, Cap. 5.31, p.
207].

Parac= —nconn =0,1,2,..., por el Teorema 1.5 se tendra una segunda solucién indepen-
diente de (4.1) cerca de x = 0 con exponente mg = 1 — ¢. Tal y como se propone en [19, Cap.

5.31, p. 208], esta solucion puede hallarse directamente sin mas que sustituir

uzzlfc(ao—l—alz—i-agzz—i-...),
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en (4.1) y calcular los coeficientes. Es conveniente cambiar la variable dependiente en (4.1),

escribiendo

Tras las manipulaciones pertinentes, la ecuacion (4.1) pasa a escribirse como:
2(1-2)"+[2—¢)—(Ja—c+1]+[b—c+1]+1)z2]w —(a—c+1)(b—c+ 1w =0, (4.8)
que es la ecuacién hipergeométrica con las constantes a,b y ¢ sustituidas pora—c+1,b—c+1
y 2 —c. Ya sabemos que (4.8) admite la soluciéon en serie de potencias
w=Fla—c+1,b—c+1,2—¢,2)
en las proximidades del origen, de modo que la segunda solucién requerida es
Uy = 27 °Fla —c+1,b—c+1,2—¢,2).
Por tanto, cuando ¢ no es entero tenemos
u=c1F(a,bc,2) + ozl “Fla—c+1,b—c+1,2—c¢,2) (4.9)
como solucion general de la ecuacion hipergeométrica cerca del punto singular z = 0.
Por lo general, esta solucion tan solo es valida en torno al origen. Para resolver (4.1) cerca

de la singularidad z = 1, se parte de la solucién ya conocida, introduciendo una nueva variable

independiente t = 1 — z. Asi, z = 1 corresponde a t = 0 y transforma (4.1) en
tl—t)u" +[(a+b—c+1)—(a+b+1)t]u' — abu = 0.

La ecuacion anterior es hipergeométrica, de manera que sus solucién general cerca de t = 0 se
desprende de (4.9) haciendo las sustituciones pertinentes (z = 0 y ¢ por a + b — ¢ + 1). Tras

sustituir ¢ por 1 — z, la soluciéon general de (4.1) en las proximidades de z = 1 es,
w=cFla,bja+b—c+1,1—2)+c(l—2)°*Flc—bc—a,c—a—-b+1,1—-2), (4.10)

y ¢ —a — b se ha de asumir no entero.

La funcion oF) (a,b;c; z) es la serie hipergeométrica de variable z con parametros a,b, c.

Omitiremos los subindices mientras no se usen otras series hipergeométricas. Tal y como se

indica en [3, Cap. 2.1, p. 57| Cuando ¢ = —m (m = 0,1,2,...), se ha de complementar la
definicion de esta funcion, pues en dicho caso (4.5) no tiene sentido. Si @ = —n 0 b = —n con
n=0,1,2,... yc=—m,conm=mn,n+1,n+2,..., se define,
n _ b r
F(—n,b;—m;z) = 2 7( ) )T'z
r=0 (—’I?’L) r
" (4.11)

F(a,—n; —m; 2) = Z{)W
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Si a,b # 0,—1,—2,..., entonces la serie hipergeométrica (4.5) converge absolutamente para

todos los valores de |z| < 1sic#0,—1,-2,...

Para el caso |z| = 1, teniendo en cuenta que!

@aD)n _T@+m)Tl+n) T TM) _ TEOD) oy -
©unl (@) T TetnmTn+1)  T@r) [L+Om™],  (@12)

y empleando el test de Raabe se tiene: convergencia absoluta para |z| = 1 si Re(a +b —c¢) <0,

convergencia condicional para |z| =1, z # —1si 0 < Re(a +b—¢) < 1 y divergenciasi |z| =1y
1 <Re(a+b—c).

4.2. La serie hipergeométrica generalizada

La serie hipergeométrica de Gauss F (a, b; ¢; 2) se generaliza con la introduccion de p para-
metros de la naturaleza de a,b y de g parametros de la naturaleza de c. La serie consiguiente es

la serie hipergeométrica generalizada,

ay ap; 2 & (a1) (ap)n 2"
F, T =, Fylay; pt; 2) = ey (4.13)
b q[ Pl Pq PRy nZ::l (p1)n - (pg)n !
Con esta notacion, la serie de Gauss es,
; b;
oF (a,b;c;2) = [ @0 = ] . (4.14)
c

En general (exceptuando algunos valores enteros de los parametros para los que la serie termina

o no tiene sentido), ,F;, converge para todo z finito si p < ¢, converge para |2| <1sip=¢+1y

diverge para todo z # 0sip > q + 1.

Esta serie fue introducida por Clausen (1828) para el caso p = 3, ¢ = 2 y la notaciéon empleada
es la de Pochhammer modificada por Barnes. Si uno de los a, es un entero no positivo, la serie

termina; los casos en los que uno de los p; es un entero positivo se excluyen. Sip=q¢+1y
s=Re(pr+-+pg—aqg—+—ag1), (4.15)

entonces la serie (4.13) converge para todo |z| = 1 si s > 1; converge para todo |z| =1, z # 1 si

'Esto es una estimacién para n — oo obtenida aplicando el comportamiento asintético de la funcién Gamma.

Partiendo de la féormula de Stirling: I'(n) =~ 27m"_%e_”, para n — o0, se deduce que

S~ (100 (7))
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1> s> 0y es divergente sis <02

Para la funcién u = 4F), se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.1. [18, Cap. 5.74, p. 75] La funcion hipergeométrica ,F, es solucion de la ecuacion

diferencial

=1

<5H(5+p]’—1)—21—[(5+ai)> u(z) =0, (4.16)
j=1

VzeCsip<q+1ypara|z|<1sip=q+1, donde?d es elopemdorz%.

Es decir,

{00 +p—1)...(0+ps—1)—2(6+ai)...(6 +ap)}u=0, (4.17)
que equivale a la ecuacién general del tipo,

q
Z P (anz — byp) D"v + agv + 21Dy = 0, g=p (4'18)

n=1

q
2 2L (anz —byp) Dv+agv +29(1 — 2) D™y =0, p=g+1, (4.19)
n=1

con ay, b, constantes, a, # 0y D = d/dz. Para (4.18), z = 0,00 son puntos singulares, siendo

z = 0 de tipo regular; ademas, (4.19) tiene singularidades regulares en 0,00, 1 (para mas detalle,
ver |17, Cap. 5, p. 81, 82.]).

Si v(z) satisface (4.17) y se puede obtener a partir de una funcién analitica w(t) tal que

%fn%w(t) = 0, mediante una transformacién de Laplace,

v(z) = JOO e “lw(t)dt, (4.20)

entonces w(t) satisface,

{(=D)P0O+1—ar)...(0+1—ap) + (=D)L O+1)(O+2—p1)...(0+2—py)}v =0,
(4.21)
donde 6 = td/dt, véase |3, Cap. 4.2, p. 184-185]

La prueba es la misma que la dada en (4.1) para o Fj.
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4.3. Funciones especiales como casos particulares de la funcién

hipergeométrica

Muchas funciones especiales clasicas pueden entenderse como casos particulares de la funcién
hipergeométrica de Gauss 2F}(a,b;c; z), ya sea directamente por sustitucion de parametros o
como limites degenerados de esta. Entre ellas se encuentran la funciéon de Legendre y la de
Bessel. Con el objetivo de unificar los capitulos anteriores en una teoria conjunta, recordaremos
la relacion de las funciones de Legendre con las hipergeométricas y explicaremos la relacion de

estas ultimas con las funciones de Bessel.

Recordando la ecuaciéon diferencial de Legendre,
(1 —a2?)y" — 229/ + n(n + 1)y =0,
vimos que el cambio de variable t = (1 — x)/2 hacia que x = 1 correspondiese a t = 0:
t1—t)y" + (1 —2t)y +n(n+ 1)y = 0.

Esta es una ecuaciéon hipergeométrica con a = —n, b = n+ 1y ¢ = 1 luego, cerca de t = 0,
admite la soluciéon
y1 = F(—n,n+1,1,t).

La ecuacién de Bessel de orden v era la siguiente,

d2y dy
2 2 2
x ) + x—dx + (z= —v7)y =0. (4.22)

Puede obtenerse como un limite confluente de la ecuacién hipergeométrica. Para ello, conside-

remos la forma 9Fy(a,b;c; z), con a = ”TH, b=%+1yc— o Haciendo z = %7 en el limite
¢ — o0 se obtiene: )
’ A
CIL% o F (a, b; c; 40) = J,(z). (4.23)

Este procedimiento refleja como la confluencia de dos puntos singulares regulares de la ecuacion

hipergeométrica en z = 0 y z = 1 conduce a una ecuacién con una tnica singularidad regular en

el origen y una irregular en el infinito: la ecuacion de Bessel.
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