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GEOMETROGRAFIA

CONFERENCIA DADA EN LOS SALONES DE LA SOCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA
EL 15 DE JGLI0 DE 1897

1. La palabra geometrografia ha sido inventada por el mate-
matico francés Lemoine, y significa en su etimologia més literal,
descripeidn ¢ arte de las construcciones geométricas.

La geometrografia es un cuerpo de docirina que puede llamarse
nuevo, pues tuvo principio en el congreso que la Asociacién fran-
cesa para el fomento de las ciencias celebré en 1888 en Oran. Fué
en esa ocasién que el matemdtico nombrado dié 4 conocer los prin-
cipios fundamentales de la teoria, los que completd en los congre-
sos de la misma Asociacidn que se verificaron en Pau y Besancon en
1892 y 1893. Salvo uno que otro detalle de escasa importancia, toda
la teoria y sus numerosas aplicaciones se deben 4 ese matematico,
que es ventajosamente conocido desde 1873 por los bellos y origina-
les trabajos sobre algunos puntos, rectas y circulos particulares
del tridngulo, que le han hecho acreedor al titulo de fundador de
la geometria moderna del tridngulo (*).

2. Lageometria que estudiamos en los institutos de andguse en-
seflanza y que se llama elemental, es la geometria de los griegos,

(*) En la traduecién de la Modern plune Geometry (Geometria plana moderna) de los
profesores Richardson y Ramsey que dimos 4 la publicidad en 1894, insertamos algu-
nas notas sobre los descubrimientos de Lemecine (punto simediano, simedianas y los
circulos que llevan su nombre), las que merecieron la aprobacién de los profesores
nombrados,
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que nos ha sido transmitida por Euclides en sus Elementos, libro
que viene sirviendo de texto desde hace siglos en muchas univer-
sidades europeas. Los modernos han seguido las huellas de la es-
cuela griega adoptlando sus métodos, desarrollando sus concepcio-
nes y extendiendo sus aplicaciones especialmente tedricas, sin
tener en cuenta la idea de la construccién efectiva de las figuras,
pues las construcciones geométricas de los griegos eran puramente
especulativas. Si ellos trazaban croquis 6 figuras en la arena, como
dicen que Euclides lo hacia en el patio de la escuela de Alejandria,
era solamente para auxiliarse en sus razonamientos, y nunca tra-
zaron depurados para la construccidn de sus soberbios templos y
palacios, porque todas las dimensiones las determinaban por el
cdlcalo. En una palabra, los griegos no conocian el arte de las
construcciones geométricas, porque en todas las cuestiones consi-
deraban unicamente la posibilidad de una solucién por medio de
la recta y del circulo, y no Ja efectividad de una construceién me-
diante la regla y el compds, que es lo que Lemoine ha sido el pri-
mero en considerar, haciendo ver que existe un arte de las cons-
trucciones geoméiricas que tiene sus reglas propias, de verdadero
valor didactico é inmensa aplicacion préctica. He ahi, pues, la im-
portancia y novedad de la geometrografia, cuyos principios vamos
4 exponer siguiendo el camino trazado por Lemoine.

3. Todas las construcciones geométricas elementales consisten
en el trazado de rectas y circulos, y por lo tanto cualquier cons-
truccién ejecutada con la regla y el compés, puede reducirse 4 las
siguientes operaciones elementales :

1o Poner el canto de la regla en coincidencia con

un punto. .. .. & R i op. : Ry
2¢ Trazarle Unea rect@.....cvovvivervanass op. : Rg
3° Poner una punta del compds en un punio de-

ermanado.. c oo e ierennnnnas op. : G
k° Poner una punta del compds en un punto in—

determinado de una linea................... - op. : G
8° Trazar la circunferencia.................. op. : G

Tales son la notaciones ideadas por Lemoine, en las que hay
que observar :
@) Que el simbolo op significa operacién.
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b) Que (4 indica tanto el trazado de un arco como el de un eir-
culo entero, lo mismo que R, indica el trazado de una porcién
cualquiera de recta.

En virtud de estas notaciones, es evidente que toda construceién
geométrica puede ser representada simbolicamente de esta manera:

op : LRy 4+ LRs + miCy 4+ maCo 1+ myCy,

siendo 1, &y, my, My, My nlimeros enleros y positivos que pueden ser
nulos, pues loda construccidn se reduce al trazado de rectas y cir-
culos en la geometria euclideana.

Se da el nombre de coeficiente de complicacién al mimero
L + & +my+ my 4+ myg, y el de coeficiente deinexactiiud al ntime-
ro I, +m; +m,, porque la inexactitud depende de las operacio-
nes preparatorias l,, m;, my y no de las operaciones del trazado
propiamente dicho en las rectas y circulos, como es ficil compren-
der. A estas definiciones de Lemoine nos ha parecido conveniente
agregar ofra que llamaremos coeficiente de construccitn, y es la
suma l; +m; que indica el ntimero de rectas y circulos que la
consiruccion requiere.

La sencillez de las notaciones anteriores hace ver con toda facili-
lidad la exactitud de las siguientes, que corresponden & construc-
ciones que pueden considerarse fundamentales ; 4 saber :

i° Trazar una recta por un punto dado ... op : (R, + Ry); porque
se tiene primero que hacer coincidir el canto de la regla con el
punto (op : Ry) y después trazar la recta (op: Ry).

2° Trazar una recta por dos punios dados ... op: (2R, + R;);
porque se liene primero que hacer coincidir el canto de una regla
con cada uno de los puntos (op: 2R,) y después trazar la recta
(op : Ry).

3° Trazar un circulo cualquiera cuyo centro es dado, op : (C, + Gy) ;
porque se tiene primero que poner una de las puntas del compas
enel punto dado (op : C;) y después trazar el circulo (op : Cy).

& Tomar con el compds una longitud dada AB ... op : (2C),
porque es poner una de las puuntas del compés en Ay la otraen B,
es decir, dos veces op : (.

k. Para hacer comprender el método en todos sus alcances mos-
trando al mismo tiempo su facilidad y sencillez, vamos 4 aplicarlo
en la resolucidn de algunas proposiciones usuales.



PropLEnma 1

Trazar el circulo curcunservio d un tridngulo dado (Gg. 1)

Figura 1

Tracemos los circulos A (p) *, G (p), siendo p

mayor que la mitad de AC................. op. : (2C; + 2Cy).
Estos circulos se cortan en P y P’ ; trace—

T L O SR op. : (2R; 4+ Ry).
Describamos los circulos B (r), C (r), siendo

r mayor que lamitad de BC........... : op. : (2C; 4- 2Cy).
Estos circulos se cortanen Q ¥ Q; tracemos

O < vy smarass weeses sk AN op- : (2R; + Ry).

Las dos rectas de PP, Q' se cortan en O;
describamos el circulo O (0C), que es el bus-
B inirsmrms gt TR s e B RS ETS op. : (2C; + Cy).
Stmbolo total : : (4Ry + C)I{2 -+ 6C; -+ BCs); coeficiente de
complicacion 15; coefimente de inexactitud 10; coeficiente de cons-
truecidén 7 (dos rectas y cinco circulos).

Observacion. — Si hubidsemos tomadoe el mismo radio para todes los eircu-
los auxiliares, la formula habria sido:op. : (4R, 4+ 2R, + 5C, 4 4C,).

* La notacidn A (o] significa que el centro del eirculo es A v el radio .



ProBLEMA 2

Dados dos puntos C y D, situados ¢ un mismo lado de una recia dada
AB, hallar el camino mds corto de C & D pasando por un punto de
dicha recta (fig. 2).

C

//
-_— :C/: -
Figura 2
Tracemos el circulo C (CE) que corta 4 B en
108 PSS BF Fivsstown sommmanins dasmmn s op. : (€; 4+ Gy
Describames los circulos E (EC), F (EC) que
se cortan en el punto C', simétricode C ..... op. : (3C; + 2Cy).
Tracemos C'D, que corta & ABen M....... op. : (2R, -+ Ry).
Finalmente, tracemos CM ............... op. : (2R; + Ry).

La suma CM + MD es minima, como es sabido.

Simbolo total : op. : (4R, -+ 2R; + 4C, + 3C,); coeficiente de
complicacion 13; coeficiente de inexactitud 8 ; coeficiente de cons-
truceién 5 (dos rectas y tres circulos).

ProBrLEMA 3

Por un punto dado A de unea circunferencia de centro 0 trazar
una tangente d dicha circunferencia

Prumer método (fig. 3). — Tracemos la recta

O 500 B4 5000 et b 5 1 e op. . (23.1 + B.E).
Describamos un circulo cualquiera C (CA)
QUE PASE POT Au it it in i et naanns op.: (G 4+ Gy

que corta 4 OA en B.



op. : (2R, 4+ Ry)

b\ s \-3

Figura 3

Finalmente, tracemos la recta AT......... op. : (2R; + Ry)
que es la tangente al circulo dado.

Simbolo total : op. : (6B; + 3Re + C; 4+ C3); coeficiente de com-

plicacidn 11; coeficiente de inexactitud 7; coeficiente de construc-
cidn £ (tres rectas y un circulo).

s
T T
Y

.

Figura 4

Sequndo método (fig. 4). — Traceraos la cir-

cunferencia A (p), siendo p cualquiera, la que

corta & la circunferenciadadaen By C...... op.: (C + Cy).
Describamos el circulo B (p).vvvvunonvn. . op.: (G 4+ Gy).
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Tomemos BC, mientras la punta del compas
estd en B, y tracemos A (BC) que corta al cir-
golo Bl enTeueivicnsna T, A . op. (20, + Gy,
Por fin, Iracemaos AT ssnevssvevivasnas 05 (B8R 4 Baks
Simbolo total : op. : (2R, + Ry + 4C; + 3(;); coeficiente de com-
plicacién 10; coeliciente de inexactitud 6; coeficiente de construc-
cién & (una rectla y tres circulos).

5. Las diversas construcciones que pueden hacerse para la re-
solucién de un problema no ofrecen todas el mismo grado de sim-
plicidad y exactitud, como ha podido observarse en el problema
anterior. Muchas de las construcciones fundamentales que nos
vienen desde Euclides, y que figuran en los tratados de geometria
elemental, son mas complicadas que otras mas modernas, que pro-
bablemente llegarén & ser, como es légico, las verdaderas conatruc-
ciones cldsicas. Esto proviene de que los gedmetras no habian
prestado alencién sino & la parte especulativa de la ciencia, tenien-
do en vistasolamente la senciliez de la expresidn y laestrecha vincu-
lacidn de un teorema demostrado con la construceién que indicaban.
Hoy en dia, gracias 4 la geometrografia, se tiene un criterio més
6 menos perfecto para apreciar la simplicidad y exactitud de las
construcciones geométricas y poderlas comparar, como vamos 4
verlo en la resolucién de algunos problemas.

ProBLEMA 4

Por un punto C dado fuera de unarecta AB, trazar una paralela d

esta recta
ry \
% v S ;
/ <N il LY |
4 \ 3 /N
{ ! A N
. b % 7 %
-F . &
A /B Y
1/" A \\"--—--“"-3
Figura s Figura 8
Primer método (fig. 8). — Tracemos el cir-
culo C (CB), de radio cualquiera............ op.: (Ci + CG)

que corta & la recta dada en B.
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Describamos el eircalo B(€B)............ op. : (C.4+ G)
que corta 4 la recta dada en A.

Tomemos la distancia AC. ............... op. : (2Gy).

Tracemos el circulo B(AC)............... op. : (G + Gy).

Finalmente, tiremos CD.....c.oviuvvvnns op. : (2R, 4 Ry)

que es la paralela buscada. .

Simbolo total : op. : (2R, + Re + 8C; + 3Cy); coeficiente de com-
plicacidn 11; coeficiente de inexactitud 7; coeficienle de counstruc-
cién & (una recta y tres circulos).

Sequndo método (fig. 6). — Por C hagamos
pasar un circulo que corta 4 la recta dada en

RO B v itse mans Sl i UumEom be aas 4 oues op.: (G 4 €y).
Tomemos AC y tracemos el circulo B (AC).. op. : (3C; + G).
TIeSO0EE GO 5 50 i bt diminn i 6.4 5oab it op. : (3R; 4 Ry)

que es la paralela buscada.

Stmbolo total : op. (2R, + R. + 4C; + 20;); coeficiente de com—
plicacién 9; coeficiente de inexactitud 6; coeficiente de construc-
cién 3 (una reecta y dos circulos).

ProBLEMA B

Trazar la bisectriz de un dngulo dado

A

Figura 7 Figura 8

Prymer método (fig. 7). — Tracemos un cir-
culo cualquiera A (AC), que corta 4 los lados
del dnpuloen 0 Divs s susipuspariscsgusss op. : (€ + Cy).
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En seguida deseribamos dos cireulos C (AC),

D (AC), que se cortan en B........ R .o op. (20 + 20,).
Finalmente, tracemos AB.........c.0vven op. : (2R; + Ry).
Simbolo total : op.: (2R; + R, -+ 3C, 4+ 3C,); coeficiente de

complicacién 9; coeficiente de inexactitud. 5; coeficiente de cons-

truccién & (una recia y tres circulos).
Segundo método (fig. 8). — Tracemos dos
circulos A (AC), A (AE), que cortan 4 los lados

del doguloenC, Dy E, F........ T op. : (C; + 2Cy).
Tracemos CF, DE..ossviwuyvens R 8 op. : (4R; + 2Rs)
se cortan en B; tracemos AB. . ............. op. : (2R; 4+ Ry).

Simbolo total: op. : (6R, + 3R, + € + 20,), coeficiente de
complicacion 12; coeficiente de inexactitud 7; coeficiente de cons-
truceion 5 (tres rectas y dos circulos).

Observecion.—EL primer método es evidentemente preferible al segundo, y por
lo tanto el teorema que la segunda construccién representa, no tiene verdadero

valor geométrico, & no ser que se le considere como un simple ejercicio de igual-
dad de tridngulos.

ProoLEMA 6

Por un punto dado A trazar una recta que pase por el punto de
wnterseccion de dos rectas dadas BB', CC', que no se puede
prolonga: .

Figura 9

Primer método (fig. 9). — Trace-
mos una recta cualquiera BC que
corla 4 las dadasenB, C....... op- : R
Por un punto cualquiera B’ tra-
cemos B'C’ paralela & BC que corta
4 las rectas dadasenB’, C'..... op. : (2B; 4 Ry + 4C, + 2Cy).
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Tracemos AB ¥ AG: .veessnssss op. : (4R; 4+ 2R,).
Tiremos C'A’ paralela 4 CA.... op.: (2R, + R, 4+ £C, + 2C,).
Tiremos B'A’ paralela & BA.... op.: (2R, + Ry + £C, + 2C;).
Estas paralelas se cortan en A’,
tracemos laresta AA"........... op. : (2R, + Ry)
que es la recta buscada.
Simbolo total : op. : (12R, + TR, -+ 12C, + 6Cy); coeficiente de
complicacién 37; coeficiente de inexactitud 24; coeficiente de cons-
truccién 13 (siete rectas y seis circulos).

Figura 10

Segqundo método (fig. 10). — Tracemos una

recta cualquiera EF que corta 4 las dadas.... op. : R,.
Por el punto E de dicha recta tracemos las
rectas cualesquiera EBC, EB'C'...... ek b op. : (2R; 4 2R,).
Tiremos AB, AC que cortan 4 EFenGy F... op.: (R, + 2R,).
Tracemos las rectas GB’, FC'............ op. : (4R; + 2Ry)
que secortan en A’
Finalmente, tuemos larecta AA"......... op. : (2R; + Ry).
Simbolo total : : (13R] + 8Ry); coeficiente de complicacién

21; coeficiente de me*cactltud 13; coeficiente de construccidn 8
(ocho rectas) *.

* Esta solucién muestra, por otra parte, que la perspectiva 6 proyeccidén conica
puede ser empleada como medio de demostracidn, como lo han indicado Fiedler
y Wiener, en estos ltimos anos.
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ProBLEMA 7

Desde un punto A dado fuera de un circulo de centro O trazar las dos
tangentes d la circunferencia

Figura 11

Prymer método (fig. 11). — Tra-
cemos OA. ... i, op. : (2R; - Ry)
que corta al circulo en C.
Describamos el cireulo O (04).  op. : (2C, + Cy).
Tracemos en € la perpendiculac
EC & OC por el método segundo del

problema 3.................... op. : (2R, 4 Ry -+ 4C, + 3Cy)
que cortad la circunferencia ante-
rioren Ey F.

Tiremos OE, OF.............. op. : (4R; 4+ 2R,).

Finalmente, tracemos ADy AB. op. : (4R, + 2R,).

Stmbolo total : op. : (12Ry + 6R; + 6C, + 4C,); coeficiente de
complicacién 28; coeficiente de inexactitud 418; coeficiente de cons-
truccién 10 (seis rectas y cuatro circulos).

Sequndo método (fig. 12). — Tra-

cemos QA ... ... op. : (2R, 4- Ry).
Describamos el circulo de dia-
meiro OA. ... ..oovvuiinnnn... op. : (2R; + RS + 4G, - 3Cy)

que corta al efreulo dado en B y C.
Finalmente tracemos AB, AC... op. : (4R, + 2R,).
Simbolo total : op. : (S8R, 4 4Ry + 4C, - 3Cs) 5 coeficiente de
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complicacidn 19; coeficiente de inexactitud 12; coeficiente de cons-
truceién 7 (cuatro rectas y tres circulos).

T,
Figura 12
Tercer método (fig. 13). — Tracemos un
dismetro CRalquiert.. :  » ccaienvuns b v s i5s op.: (Ri 4+ Ry)

Tomemos OA y describamos G (0A), D (04). op. : (4C;, + 2C;)
que se corian en E,

Figura 13
Tomemos EO y tracemos A (EO)........... op. : (3C; + Cy)
que corta a la circunferencia dada en G, H.
Finalmente, tracemos AG, AH............ op. : (4R, + 2Ry).

Simbolo total : op.: (3R, + 3R; + 7C, 4 3GCy); coeficiente de
complicacion 18: coeficiente de inexactitud 12; coeficiente de cons-
truccién 6 (tres rectas y tres circulos).

Lemoine ha aplicado su método & la construccién de setenta y
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ires problemas en los congresos de Ordn y Pau estableciendo los
simbolos correspondientes, y en el de Besangon ha simplificado los
simbolos de treinta y uno de esos problemas, valiéndose de las indi-
caciones de los profesores Tarry y Bernés. Apesar de laimportancia
de esas simplificaciones el mismo Lemoine no cree que haya llegado
4 obtener definitivamente las construcciones mejores bajo el punto
de vista geometrogréfico. He ahi, pues, un campo de investiga-
cidn casi inexplorado en el tiempo presente.

6. No creemos necesario presentar mas ejemplos para mostrar
que la sencillez del enunciado de un problema, que es traslado fiel
de la sencillez del razonamiento especulativo, no corresponde
siempre a la simplicidad de la construccidn (*).

Eso no es de extranar porque la terminologia geométrica permi-
te condensar & menudo en una sola palabra 6 breve frase las opera-
ciones mas complejas. Por ejemplo, cuando decimos: las mediatrices
de los lados de un tridngulo se cortan en un punifo; entendemos por
la palabra mediatriz la perpendicular trazada en el punio medio
del lado de un tridngulo, lo que implica, si tratamos de hacer
la figura, la ejecucién de varias construcciones. Andlogamente,
cuando decimos: %nanse los polos de dos rectas dadas con respecto d
un cireulo dado; la expresion es simple y clara, pero si tratamos
de hacerlo con la reglay el compés la cuestién muda de aspecto,
porque es necesario construir primero los polos, lo que exige varias
construcciones, y después unirlos.

Ademads, el razozamiento especulativo no estd sujeto 4 trabas,
mientras que cualquier construceidn geomélrica, por sencilla que
sea, estd subordinada al empleo de eciertos instrumentos (la regla
y el compds) mediante los cuales se ejecutan las construcciones.
Por eso no es raro ver proposiciones deenunciado facil, simple y
lacdnico, cuya figura rejresentativa es de una construceién tan
delicada y compleja que requiere toda el arte de un dibujante hé-
bil.

7. Asi como en el cllculo aritmético 6 algebraico se suelen ha-

{*) Porejemplo, el problema de trazar la bisectriz del dngulo de dos rectas que
no se puede prolongar, se resuelve por varios métodos que exigen construccio—
nes que se conciben y explican teéricamente con suma facilidad, pero uno de
esos métodos requiere setenta y una operaciones elementales, otro veinlitres ¥
otro solamente once. (Congrés de Besangon, 1803).
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cer ensayos previos para llegar & conocer la probabilidad ¢ false-
dad de un teorema que se cree entrever, asi también se puede
proceder en la geometrfa y llegar al conocimiento de importantes
resultados especulativos por medio de construcciones grificas. En
el congreso de Pau, Lemoine citd el caso del arquitecto Dunesme
que descubrid con la regla y el compds varios teoremas lan curio-
sos como importantes y entre los cuales merece mencionarse el si-
guiente, que se halla en casi todos los libros de texto: Toda curva
Cesla sombra de una superficie deirevolucion S (tluminada por
rayos paralelos) sobre un plano perpendicular al eje.

A esterespecto, el criterio que la geometrografia proporciona para
poder apreciar la simplicidad y exactitud de las construceiones
grificas, es de un valor indiscutible ; porque ejecutando las cons-
trucciones mds simples que corresponden & una investigacién el
numero de las operaciones disminuye y, por lo tanto, la suma de
los errores de construccién es minima.

8. No es solamenie en las construcciones de la geometria ele-
mental que la geometrografia encuentra un vasto campo de apli-
cacién, sino también en las de otras partes de la ciencia relativa-
mente modernas, por ejemplo :

i° En las construcciones de la geometria descriptiva, agregando
el empleo de la escuadra, para lo que se requiere un nuevo sim-
bolo;

2°En las construcciones de la estdtica grafica, agregando ademaés
del simbolo relativo 4 la escuadra el que corresponde el empleo de
las reglas divididas, comoloindicé Lemoine en el congreso de Orén,
¥y lo esta aplicando con feliz éxito el profesor Chomé en la Escuela
Militar de Bélgica.

9. No necesitamos detenernos mas para mostrar la importancia
de la geometrografia, cuyos principios nos habiamos propuesto
divulgar. Sélo diremos, para concluir, que muchos profesores
franceses la consideran 1til y la explican en los cursos que estdn
dictando en Paris. El camino estd, pues, allanado, y no dehemos
tardar en imitar el ejemplo.
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