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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Analisis Matematica

Titulo: Estudio cuantitativo y cualitativo de ecuaciones dis-

cretas

Descripcién del contenido:

Se describiran fen6menos modelados por ecuaciones en diferencias (modelos de poblaciones,

econdmicos, epidemiologicos, ... ). Se estudiardan técnicas basicas de la matematica discreta,

como o operador incremento y el incremento inverso, la resolucién de ecuaciones en diferencias

lineales tanto escalares como vectoriales, asi como el estudio de la estabilidad de las ecuaciones

estudiadas.
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Resumen

En este trabajo empezaremos viendo la motivaciéon del estudio de las ecuaciones en diferencias,
mediante ilustres ejemplos como el problema de la isla de Manhattan o el problema de la torre
de Hanoi.

A continuacién, introduciremos los conceptos claves de este trabajo: el operador suma y
el operador diferencia, y veremos como se comportan ante las principales operaciones y las
funciones més basicas. Estos dos conceptos seran fundamentales para la resolucién de ecuaciones
en diferencias lineales.

Tras introducir el concepto de ecuacién de primer orden, veremos como resolverlas. Para ello,
hablaremos de ecuaciones homogéneas, que se obtienen prescindiendo del término independiente.
El método de resolucién consistird en primero resolver la ecuacién homogénea, para acabar
obteniendo una solucién de la ecuacién general.

Para las ecuaciones de ordenn con coeficientes constantes, presentaremos dos métodos, el de
variacion de parametros y el de los aniquiladores, ddndole una mayor importancia a este tltimo,
que counsiste en transformar la ecuacién general en una homogénea eliminando el término inde-
pendiente, para luego resolverla como ya vimos anteriormente. El caso de coeficientes variables
lo vemos brevemente al final del capitulo.

Para terminar, veremos como calcular una solucién dado un valor inicial, los conocidos como
problemas de valor inicial, mediante un método llamado Algoritmo de Putzer, y estudiaremos la
estabilidad de estas soluciones a partir de los autovalores de las matrices que definan los sistemas

lineales.

Abstract

In this work we will begin looking at the motivation for the study of difference equations,
through illustrious examples such as the Manhattan island problem or the Hanoi tower problem.
Next, we will introduce the key concepts of this work: the summation operator and the
difference operator, and we will see how they behave before the main operations and the most
basic functions. These two concepts will be fundamental for solving linear difference equations.

After introducing the concept of a first order equation, we will see how to solve them. To do
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VIII INDICE GENERAL

this, we will talk about homogeneous equations, which are obtained regardless of the independent
term. The solving method will consist of solving the homogeneous equation, to end up obtaining
a solution of the general equation.

For equations of order n with constant coefficients, we will present two methods, parame-
ter variation and method of anniquilators, giving greater importance to the second one, which
consists of transforming the general equation into a homogeneous one by eliminating the inde-
pendent term, and then solve it as we saw previously. We see the case of variable coefficients
briefly at the end of the chapter.

Finally, we will see how to calculate a solution given an initial value, known as initial value
problems, by means of a method called Putzer’s Algorithm, and we will study the stability of

these solutions from the eigenvalues.



Introduccion

Desde hace més de 3500 afios se resuelven problemas que dan lugar a ecuaciones. Por ejem-
plo, una tablilla babilénica plantea la resolucién de un sistema de ecuaciones en los siguientes
términos:

1
Zanchura + longitud = 7 manos
longitud 4+ anchura = 10 manos

Hasta 1700 podemos destacar la resolucién de ecuaciones y la invencion de simbolos. Las ecua-
ciones en diferencias jugaran un papel fundamental, junto con la teoria de los indivisibles, para
formalizar y dar rigor al célculo integral.

A la hora de construir modelos matemaéticos en los que las variables solo pueden tomar valores
discretos, como el tiempo, emplearemos las ecuaciones en diferencias. A lo largo de este trabajo
veremos el gran ntmero de similitudes con las ecuaciones diferenciales. La principal diferencia
entre ellas es que en las ecuaciones diferenciales las variables toman valores continuos, mientras
que en las ecuaciones en diferencias no.

Una ecuacién en diferencias es una expresion que relaciona distintas sucesiones, donde una de
ellas es desconocida. En este trabajo nos centraremos en la resolucién de ecuaciones en diferencias
lineales, en particular en las que tienen coeficientes constantes.

Como ya dijimos, la principal motivacién de las ecuaciones en diferencias es modelar situa-
ciones en las que las variables solo puedan tomar valores discretos. En el capitulo 1 veremos
diferentes ejemplos de la vida cotidiana en las que estas ecuaciones nos ayudaran a ahorrarnos
un gran nimero de calculos.

Fl segundo capitulo nos ayudard a obtener las herramientas necesarias para el siguiente
capitulo, en el que nos centraremos en la resolucién de ecuaciones en diferencias lineales.

Para terminar, hablaremos de los problemas de valor inicial y de la estabilidad de la solucién.

Principalmente, se seguird el libro de Walter G. Kelley, Allan C. Peterson - Difference equa-
tions an introduction with applications, 2nd Edition-Academic Press (2001) y se ird complemen-

tando con otra bibliografia, que iremos nombrando al principio de cada capitulo.
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Capitulo 1

Las ecuaciones de recurrencia

A la hora de resolver problemas mateméticos con un gran nimero de cédlculos puede resultar
atil, en vez de abordar directamente el problema, intentar calcularlos suponiendo conocido un
conjunto de valores dados. Por ésto, nos resultard de gran interés estudiar las ecuaciones de

recurrencia, que nos ayudardn a ahorrarnos un gran ntimero de operaciones.

Definicion 1.1. Una ecuacién de recurrencia es una funcién que a la hora de definirla hace

referencias a si misma.
Ejemplo 1.2. y(t + 1) = 2y(¢) es una ecuacién de recurrencia.

Ejemplo 1.3. La sucesion de Fibonacci {0,1,1,2,3,5,8...} puede ser modelada como una ecua-
cién de recurrencia:

Necesitamos un conjunto de términos iniciales, que en este caso son los dos primeros términos
de la sucesion, ya que ésta va a estar definida en términos de los dos anteriores y, por tanto

necesitaremos definir los dos primeros puntos:

A partir de esos dos términos, podemos determinar el resto con la funcién:
y(t+2) =yt +1)+y(t) para t ={0,1..}.

Las ecuaciones de recurrencia seran de utilidad en muchos campos, como podemos ver en los

siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.4. El problema de la isla de Manhattan

En 1626, Peter Minuit compré la isla de Manhattan por 24 dolares. Si esos 24 délares se
pudieran invertir con una tasa de interés anual del 7%, jcuénto valdria en 19987

Cabe destacar que el interés se produce trimestralmente. Entonces, en cada trimestre obten-
dremos un beneficio del 1,75 %. Podemos obtener el valor de la isla de forma recursiva: si sabemos
cuénto vale en un trimestre, sabemos que en el siguiente trimestre valdra un 1,75 % mas. Por lo

tanto, en el trimestre (¢ 4+ 1) la ecuacion:
y(t+1) =y(t) +0,0175y(t)

1



2 CAPITULO 1. LAS ECUACIONES DE RECURRENCIA

nos dard el valor de la isla. Podemos reescribirlo como:
y(t+1) =1,0175 - y(t).

Inicialmente, tenemos que el valor de la isla es de 24 doélares. Por lo tanto, y(0) = 24. Podemos

calcular el valor de la isla los primeros trimestres:
y(0) =24
y(l) =24-1,0175
y(2) =y(1)-1,0175 =24 -1,0175-1,0175 = 24 - 1,01752

y encontramos un patréon. Entonces:

y(t) =24 -1,0175".
Por lo tanto, tras 1488 trimestres:

y(1488) = 24 - 1,01754%8 ~ 2,0466 - 10'2.

Con un procedimiento analogo al anterior, podemos resolver problemas en los que nos den una
cantidad inicial y un interés, como puede ocurrir en la Economia, para calcular el dinero que

obtendremos al cabo de un tiempo depositando una cantidad inicial y con un interés fijo.

En este segundo ejemplo veremos como resolver un famoso rompecabezas inventado en 1883

por el matemaético francés Edouards Lucas:

Ejemplo 1.5. El problema de la torre de Hanoi
Tenemos 3 clavijas, y n discos en la primera clavija. El tamafio de cada disco va disminuyendo

ascendentemente, como vemos en la siguiente grafica:

A B C

Queremos calcular el nimero minimo de movimientos necesarios para mover esos n discos, de

forma que queden colocados en la tercera clavija de la misma manera (el mas grande siempre va



en la parte de abajo, y asi sucesivamente), sin poner ningin disco grande sobre uno mas pequefno
en ningun paso intermedio.

Para resolverlo lo haremos de forma recurrente, es decir, para calcular cuantos movimientos
necesitaremos para mover t + 1 discos, colocaremos todos los discos en la segunda clavija (ne-
cesitando y(t) movimientos), después moveremos el disco restante a la tercera clavija, y luego
pondremos encima el resto de discos, en y(t) movimientos. Por lo tanto, tenemos que el nimero

de movimientos necesarios seran:
y(t+1) =yt)+1+y(t) =2-y(t) + 1.

Consideramos y(0) = 0. Entonces:

nt=0:y(1)=2y(0)+1=1

wt=1:y(2)=2y(1)+1=3

wt=2:y3)=2y(2)+1=7

n t=3:y(4)=2y3)+1=15
Encontrando un patrén. Entonces, para un ¢ arbitrario, tenemos:

y(t) =2 — 1.

Podemos ver que resolver el problema de la torre de Hanoi para un pequeno nimero de discos
es relativamente sencillo de calcular. Por ejemplo, para 3 discos necesitarfamos 7 movimientos,
que facilmente podriamos calcularlos contando el nimero de movimientos necesarios, pero para 9
discos necesitariamos 511 movimientos, lo que ya seria mucho més costoso. Por esto, reafirmamos

de nuevo la importancia de las ecuaciones de recurrencia.

Veamos un dltimo ejemplo en el que las ecuaciones de recurrencia son importantes. En este

caso, se tratard en el ambito de la estadistica:

Ejemplo 1.6. Problemas estadisticos

Veamos mediante un ejemplo cémo pueden ser ttiles las ecuaciones de recurrencia en el &mbito
de la estadistica. En este caso, vamos a calcular las distintas formas de repartir n caramelos
distintos entre k cajas idénticas, de modo que haya algin caramelo en cada caja. A este valor lo
denotaremos por D(n, k).

Para calcular D(n, k), consideremos el dltimo caramelo, y distinguimos dos casos:

» Caso 1: Llevamos n — 1 caramelos metidos en k cajas (tenemos D(n — 1,k) formas de
hacerlo). Por tanto, el caramelo restante podra ir en cualquiera de las cajas. En este caso,

tenemos k - D(n — 1, k) formas de hacerlo.

» Caso 2: Llevamos n — 1 caramelos metidos en k — 1 cajas (tenemos D(n — 1,k — 1) formas

de hacerlo). Por tanto,el caramelo restante solo podra ir en la caja que esta vacia. Tenemos
D(n — 1,k — 1) formas de hacerlo.
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Por lo tanto:
D(n,k)=D(n—1,k—1)+k-D(n—1,k).

Por todo esto, tendremos especial interés en estudiar herramientas que nos permitan resolver

las ecuaciones de recurrencia, que abordaremos en los siguientes capitulos.



Capitulo 2

Ecuaciones en diferencias

En esta primera seccién veremos herramientas que nos serén de utilidad para resolver ecuacio-

nes en diferencias, como el operador diferencia (o incremento) y el operador suma. Cabe resaltar

que son los conceptos andlogos a la derivada y la integral para las ecuaciones diferenciales. Ade-

mas del libro principal, nos apoyaremos, puntualmente, en [4].

2.1. El operador diferencia

Comenzamos definiendo el operador diferencia que, como mencionidbamos anteriormente, es

el analogo a la derivada:

Definiciéon 2.1. Dada una funciéon y(t), definimos el operador diferencia A, como Ay(t)

y(t+1) = y(t).
Observacion 2.2. No es necesario que el paso sea de una unidad.

Observacién 2.3. El operador diferencia se puede aplicar a dos o méas variables:

Agte = (t+1)e" —te" =¢€"

Apte” = te" —te" =te"(e — 1)
Observacion 2.4. Para 6rdenes mayores, usaremos la composicion:

Ay(t) = A(Ay(t) = Ay(t+1) —y(t)

= (Wt+2)—yt+1)—(yt+1)—y@) =yt +2) -2yt +1)+y(t)

De forma genérica, tenemos que:

Amy(t) = Zn:(_n’f (Z) (t+n—k)

k=0

Definicién 2.5. Definimos el operador desplazamiento de una funcion y(t), Ey(t), como Ey(t) =

y(t+1).
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Observacidon 2.6. Si 1 denota el operador identidad, podemos redefinir el operador diferencia
como A =F—1.

A continuacién veremos como se comporta el operador diferencia frente a las principales

operaciones:

Proposicion 2.7. Se verifica:

1) Am(AMy(t)) = ATy ()

2) Ay(t) + 2(t)) = Ay(t) + Az(t)

3) A(Cy(t)) = CAy(t) + Az(t), siendo C una constante.
4) Aly(t)=(t)) = y(t)Az(t) + E=(t) Ay(t)

y(t)  2(t)Ay(t) —y(t)Az(t)
AT T 2 E=(D)

Demostracion. Las 3 primeras demostraciones son inmediatas a partir de la definicién.

Probaremos (4):
A(y(t)z(t) = yt+1)z(t+1) —y(t)z(?)
= y(t+1)z(t+1) —yt)z(t+1) +y(t)z(t + 1) —y(t)z(t)
=AY B +y() A=)
Por tltimo, probaremos (5):

y(@) oyt +1) ()

(t) z(t+1)  z(¢)
2yt +1) —y(t)z(t + 1)
z(t)z(t+ 1)
2@yt +1) — 2(t)y(t) + 2(t)y(t) — y(t)z(t +1)
z2(t)Ez(t)
2(1)Ay(t) —y(H)Az(1))
z(t)Ez(t)

O

Observacién 2.8. Con un razonamiento andlogo, podriamos generalizar (3) para mas de dos

variables:
Alz(t)y(t)z(t)] = Az(t) Ey(t) E=(t) + =(t)y(t) E2(t) + z(t)y(t) Az(t)
En este proposicién veremos el valor del operador diferencia sobre las funciones méas béasicas:

Proposicion 2.9. Se verifica:
1)Adt = (a — 1)a

2)Assin(at) = 2sin (%) cosa (t + ;)

3)A cos(at) = —2sin (5 ) cosa <t + 1)

2
1
4)Alog(at) = log <1 + t>
5)AlogI'(t) =logt
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Demostracion. Los apartados 1), 2) y 5) se prueban del siguiente modo:

Adt = at—at =al(a—1)

Asin(at) = sin(a(t+ 1)) — sin(at)

AlogI'(t) = logI'(t

En la demostracion de 2) hacemos el cambio de variable:
r=a(t+1),y = at.
Los apartados 3) y 4) se resolveria de manera anéloga. O
Observacion 2.10. Las formulas anteriores son igualmente validas introduciendo una constante:
Aatt* = (a — 1)at+*.

Combinando estos dos primeros teoremas, podemos obtener nuevos resultados, como puede
ser una expresion para el incremento de la tangente. Basta con expresarlo como el cociente de

seno entre coseno y aplicar los dos teoremas ya conocidos:

sint _ cos tAsint — sintA cost

Atan(t) = A =
( ) cost costE cost

t2'1 t+1 int 2'1'(t+1)
COS Sin B COS B Sin Sin 9 Sin B

costFE cost

Desarrollando el numerador, tenemos que:

1 1 1 1
2costsin§cos <t—|— 2) —|—2Sintsin§sin <t+ 2)

1 1 1 1 1 1
= 2costsin— | costcos— —sintsin— | + 2sintsin — | sint cos — + costsin —
2 2 2 2 2 2

— 9cos? tsin L cos L 9 L2l oo L1, 2l
= 2cos” tsin — cos 2sint costsin + 2sin“tsin — cos — + 2sint costsin
2 2 2 2 2 2

1
= 2sin —cos — = sin 1.
2 2

Haciendo lo mismo con el denominador, llegamos a que:
costE cost = costcos(t + 1) = cost(costcos1 —sintsin1) = cos?t cos 1 — costsintsin 1.

Entonces:

sin 1 tan1 9 tan1
=sec’t-

cos2tcosl — costsintsinl  cos2t — cost sin(t) tan 1 1 —tan(t)tan1’
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A continuacion, introduciremos un concepto similar al de factorial. Cabe resaltar que la
idea subyacente es la misma, hacer el producto desde un ntimero natural desciendo unidad a
unidad, pero en el factorial descendiente solo intervendrén r factores mientras que en el factorial

intervienen todos los necesarios hasta llegar al uno.

Definicién 2.11. Definimos la funcién gamma, I', como I'(z) = [~ e "t dt,z € C
Cabe destacar que la integral converge para Re(z) > 0.
La siguiente proposicién nos permite interpretar a la funciéon I' como el factorial de cualquier

numero:
Proposicion 2.12. I'(z + 1) = 2I'(2), z € R\{0,—-1,-2..}
oo oo o0
Demostracion. T'(z +1) = / e I = —tFe 5 -l—/ e ldt = z/ e 't dt = 2T (2).
0 0 0
I't+1)

I't—r+1)
sea positivo. Por sencillez, s6lo la utilizaremos en los casos en los que 7 no sea entero.

Observacion 2.13. La féormula t© = es valida para cualquier caso en el que t —r +1

Definicion 2.14. Definimos el factorial descendente, t*, como :
sir=123..t"=t(t—1)-...-(t—r+1)

sir=0 ¢ =

1
sir=-1,-2-3... tf =
t+1)(t+2)-..-(t—7)
Tt
si r no es entero t- = &
Lt—r+1)

Observacion 2.15. Cabe resaltar la existencia del factorial ascendente, que se comporta de la
misma manera pero el producto va ascendiendo unidad a unidad. Como en este trabajo no lo

utilizaremos, nos limitamos a mencionarlo.

A continuacién veremos una definicién similar a la de nimero combinatorio. Como es 1égico,

la definicion estara en términos del factorial descendente:

Definicion 2.16. Dados dos enteros t y r, definimos el coeficiente binomial (f) , COMO:

() =

Observacion 2.17. En la definicion del coeficiente binomial, tiene que existir I'(r + 1). Esto pasa
si, y solo si, r ¢ {1,0, —1...}.

Veamos las propiedades esenciales del coeficiente binomial:

Proposicion 2.18. Dados t,r € R, para los que estdn definidos los correspondientes nimeros

combinatorios, entonces se verifica las sigutentes propiedades:

1) Simetria: (i) =( t )

t—r

2) Sacar del paréntesis: (i) = £(t_l)

r\r—1

3) Formula de aditividad: (:) = (til) + (til)

r r—1
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Demostracion. Las 3 demostraciones son casi inmediatas a partir de la definicién. Veamos la
simetria.

Queremos ver que :
T $#H=r

C(r+1) L({t—r+1)

Haciendo uso de la formula del factorial descendente en términos de la funciéon Gamma:

T(t+1) T(t+1)

rt—r+10)I'(r+1) T@—-t+r+1)I'(t—7r+1)

Con lo que es inmediato ver que se verifica la igualdad. O

En la siguiente proposiciéon veremos cémo actia el operador diferencia sobre el factorial

descendente y el coeficiente binomial:

Proposicion 2.19. Dadost,r € R, para los que estdn definidos los correspondientes operaciones.
Entonces, se verifica:

a)Astt = rtr=L

b)A(;) = (,Ly)(r #0)

o)A} = ()

Demostracion. Probemos (a):

Consideremos r un entero positivo. Entonces:

T(t+1)
"T(t—r+1)
D(t+2)  T(t+1)

Ft—r+2) T{t—-r+1)
t+1D0E+1)  (t—r+DD(E+1)

At =

I't—r+2) I't—r+2)
_ F(t+1) _ ‘tr—l
- T(t—-r+2) '

Ahora, probaremos (b):

At (f«) - Atr(rt; 1)~ rZTl) - tr(_t; - <7‘ f 1>

Para (c), basta usar la formula de la aditividad enunciada en la proposicién previa. O

Con estos resultados, podremos resolver més rapidamente ecuaciones en diferencias, como

podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.20. Resuelve la ecuacion y(t +2) —2y(t+ 1) +y(t) =t(t — 1)

Para ello , reescribiremos la ecuacién como:

A?y(t) =2
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Aplicando el anterior teorema, sabemos que:
A%t = Ade3 = 1242

Entonces: A

t,
y(t) = ;5 +at+b

es una solucién de la ecuacién, con a,b € R.

2.2. El operador suma

Ahora, introduciremos el concepto anédlogo al de primitiva: el operador suma.

Definicién 2.21. La suma indefinida de y(¢), denotada por ) y(t) es cualquier funciéon que
verifique que (A > y(t)) = y(t).

La suma indefinida no es tinica, como veremos en el siguiente teorema:

Teorema 2.22. Sea z(t) suma indefinida de y(t). Entonces, > y(t) = z(t)+C(t), donde AC(t) =

0, y C tiene el mismo dominio que y.
Demostracion. A(z(t) + C(t)) = Az(t) + AC(t) = y(t) + 0 = y(t). O

A continuacion, estudiaremos qué tipo de funcion es C(t). Esto dependera del dominio de
y(t), distinguiendo dos casos:

Caso 1: el dominio son niumeros enteros positivos.Entonces:
Ct+1)—Ct)=0=C@t+1)=C(t)

Para t = {1,2,3...}, tenemos que C(1) = C(2) = ... = C(t), esto es, C(t) es una funciéon
constante.

Caso 2: el dominio es real. Entonces:
ACt)=C(t+1)—-C(t)=0

para todo numero real ¢, es decir, C' puede ser cualquier funcién periédica con periodo 1, no
necesariamente constante.
Como hicimos con el operador suma, nos serd muy 1til conocer el resultado de aplicarle este

operador a las funciones méas bésicas:

Proposicion 2.23. Sea a una constante, y AC=0. Entonces:
t

a) Yat = % L O (a#1)

b) S sinat = = <a <t_ ;>> +O(t)

a
2sin —

2
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1
sinlalt— =
¢) > cosat = <2< a2>> + C(t)
d) Elogtzlflgl“(t)—i-(?(t)
e) Stt = a; +C(t)
f) Z (fz) = (ail) + C(t)
9) X () = () +Cr)

Demostracion. b) Dado que
1
Acosal|t—= ] = —QSingsinat,
2 2

tenemos que:

1
t— =

> sinat = o ( ~ 2> + C(t).

2sin —
51112

El resto de demostraciones se resuelven con un procedimiento anélogo. Por ejemplo, como:
a4+t a—+t a-+t
A C(t) =A =
(1) reo=a(1) = ()

£( 1) () e

Entonces:

O

Observacion 2.24. Al igual que en el operador diferencia, las formulas son igualmente validas si

introducimos una constante. Por ejemplo:

4 at+1

Ahora ya disponemos de més herramientas para resolver ecuaciones en diferencias. Veamos

unos cuantos ejemplos:

Ejemplo 2.25. Resuelve y(t +2) — 2y(t) + y(t) = t2 sabiendo que y(0) = —1 , y(1) = 3.
Tenemos que:
A?y(t) =2

Por lo tanto: 5
t,

Entonces, la solucién serd de la siguiente forma:

4

y(t) = 55 +Ct+D.
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Suponemos que el dominio de ¢ es entero. Imponiendo las condiciones iniciales obtendremos las
constantes:
y(0)=—-1=D=-1

y(l)=3=C=14
A continuacion, veremos otro ejemplo mas préctico:

Ejemplo 2.26. Supongamos que un triangulo equildtero se divide en n franjas horizontales. A
su vez, cada franja se divide en tridngulos equilateros, alternando uno que apunta hacia arriba
con otro que lo hace hacia abajo, empezando con uno que apunte hacia arriba, como vemos en

la siguiente grafica. ; Cuantos tridngulos equildteros hay apuntando hacia arriba?

Tenemos que y(1) = 1.

Consideremos el caso en el que el triangulo estd dividido en n + 1 franjas. Sin tener en cuenta
esta ultima, tendremos y(n) tridngulos equilateros apuntando hacia arriba. Ahora, contamos el
numero de triangulos equildteros que hay en esta franja. Si dibujamos el tridngulo, podemos
observar que cada tridngulo que esté apuntando hacia arriba va a formar un tridngulo consigo
mismo, y uno con cada uno del resto que apuntan hacia arriba. Entonces, para la franja n + 1
tendremos:

yin+1)=yn)+(n+1)+n+n-1)+---+3+2+1

tridngulos equilateros apuntando hacia arriba.
Si agrupamos el primer termino de la izquierda con el primero de la derecha, y asi sucesivamente,

llegamos a que:

2
Entonces:
Ay(n) = W — %(n +2)2

Por lo tanto:
1
y(n) = é(n +2)2 +C.



2.2. EL OPERADOR SUMA
Teniendo en cuenta que y(1) = 1,C = 0, llegamos a que:
1 3
y(n) = g(n +2)=.
A continuacién, veremos las operaciones principales del operador diferencia:

Proposicion 2.27. Sean y, z dos funciones reales de variable real. Entonces:
a)y (y(t) + 2(t)) = 2o y(t) + 32 2(%)

b)>>Dy(t) =D > y(t) (D cte)

Do (y(t)Az(t)) = y(t)=(t) — X2 Ez(1)Ay(t)

d)3(EY (1)Az(1)) = y(t)z(t) — 20 2(1)Ay(t)

Demostracion. Las demostraciones de a) y b) son inmediatas.
La demostracion de d) se obtiene despejando en c).

Veamos c). Como:
Ay(t)z(1)) = y(t)Az(t) + E=(t)Ay(t),
entonces:
> y(t)Az(t) + Bz(t)Ay(t) = y(t)z(t).

Por lo tanto:

D WA(1) = y()=(t) — Y E=(t)Ay(1).

Veamos una serie de ejemplos:

Ejemplo 2.28. Calcula > tsint

Aplicaremos el apartado c¢) del resultado anterior:
y(t) = t=Ay(t) =1

Az(t) = sint= z(t) = _COS<tI2> +O()

2sin —
2

Entonces:

1
. — cos (t - 2> cos(t + %)
et = 2 T

2sin — 2sin —
2 2

1
—tcos(t—)
2 1 1
= 1 +— 1Zcos<t+2>+0(t)
251n§ 2sin —

2
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1
Desarrollamos ) cos (t + 2):

Zcos(t + 1) = costcos1 — sinz‘,sin1
27 2 2

1 1

in (t— = t— =
B 1 s LN 1sm< 2> ,1COS< 2)
= COS§ E COS —Slnig S11n —COS§71—SIH*71

2sin 5 2 2sin 5
1. 1 .1 1
cos—sin|({t——= | —sin—-cos|t— =
B 2 2 2 2
= i .
2sin —
2
Entonces:
1 . 1 1 1
—tcos |t — = cos—sin|{t——= ) —sin-cos|(t— =
1 2 2 2 2
> tsint = : +C(t)
2sin — 2sin — 2sin —
2 2 2
Para determinar C' habria que imponer una condicion inicial.
Hagamos otro ejemplo:
n 92 k
Ej lo 2.29. Calcul —
jemplo acuaZ(3)
k=1
27’L
2k 2"
= C= C=-3- C.
D R
3
Para determinar C, necesitamos darle un valor a n.
22
Tomando n = 2, obtenemos que C' = 9

Observacion 2.30. Antes de introducir el concepto de suma definida, necesitaremos una serie de

n—1
k=m

n—1
Z Yn = Z yr + C,
k=m

aclaraciones.

Para un m fijo, y n > m:

De aqui, llegamos a que :

siendo C una constante.

Para un p fijo, con p > m:



2.2. EL OPERADOR SUMA

Obteniendo que:
P
D == u+D,
k=n

siendo D una constante.

El siguiente teorema es anédlogo al teorema fundamental del calculo:

Teorema 2.31. Sea z, la suma indefinida de y,, entonces:

n—1
Z Yk = [Zk]?n =Zn — Zm-
k=m

Demostracion. Aplicando lo visto en la ultima observacion.

Veamos cémo aplicarlo en un ejemplo:

l
Ejemplo 2.32. Calcula Z k>
k=1
Como k? = kL + k2, tenemos que :

l

ZkQZZkl+Zk2:k—2+k—§+a
2 '3

k=1
Entonces:
l I+1
0T L Y RV GO (R VN GO Ui
2 3, 2 3 2 3
k=1
I+ ((+0l(1-1) I+ 1)(20+1)
= 5 7 3 B 6 '

A continuacion, veremos el resultado analogo a la integracién por partes:

Teorema 2.33. Sea m < n, entonces:

n—1 n—1
D apAby = [agbiln, — Y (Aag)bpgs.
k=m k=m

Demostracion. Sea y(n) = ay, z(n) = b, en el Teorema 2.27. (c):

Z anAb, = apb, — Z(Aan)an

Por la observaciéon 2.30, tenemos:

n—1 n—1
Z apAby, = apb, — Z (Aak)bk-H +C
k=m k=m

Tomando n = m + 1, deducimos que:
CLmAbm = am+1bm+1 - (Aam)bm+1 + C

Por lo tanto, C' = —ay, by, como queriamos demostrar.

15
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Este meétodo sera de especial utilidad cuando tenemos un producto de la forma p(n)a™, p(n) sin(an),
p(n) (%), donde p(n) es un polinomio. Nétese que ademas de sin(an), también valdra para cos(an).

Tendremos que utilizar tantas veces este método como el grado de p.

Observacion 2.34. Alternativamente, tenemos la formula de Abel:

n—1 n—1 k
chdk—d ch— Z ZCi)Adk

k=m k=m i=m

Para terminar esta seccién, veamos un par de ejemplos:

n—1
Ejemplo 2.35. Calcula Z K3k

k=1
Tomando a; = k, Ab, = 3"3, tenemos :

n—1 3k n n—1 3k+1
k
e
k=1 k=1
Ademas:
k=1 2
Por lo tanto: .
”Z_:k?’k_n?)"—?) § 3" —3 (2n—3)3”+3
— T2 2 2 4 '
n n\ [i1+a
Ej lo 2.36. Calcul —1)* .
jemplo acualz%( )<z><m>
Tomando y(6)= () tenemos A" (%) = (1),

Por lo tanto:

2 () -l



Capitulo 3

Ecuaciones en diferencias lineales

3.1. Ecuaciones de primer orden

FEn este capitulo hablaremos de las ecuaciones de primer orden, y de su resolucién, centrando-
nos sobre todo en las ecuaciones donde los coeficientes son constantes.Ademas del libro principal,
utilizaremos también [2] y [3].

A continuacion, definiremos las ecuaciones de primer orden. Decimos que son de primer orden

porque el mayor valor que aparece es t + 1.

Definicion 3.1. Sean p(t) y r(t) dos funciones, con p(t) # 0 para todo ¢. Decimos que una
ecuacion de la forma y(t + 1) — p(t)y(t) = r(t) es de primer orden.

Observacion 3.2. En esta seccién trabajaremos con un dominio discreto.
Ejemplo 3.3. y(t+ 1) — y(t) = 10 es una ecuacion de primer orden.

Observacion 3.4. Hay ecuaciones que a simple vista pueden parecer de primer orden, pero pueden

no serlo. Consideremos la siguiente ecuacién, que a priori puede parecer de primer orden:
Ay(t) +y(t) = €.
Desarrollando el lado izquierdo de la igualdad, tenemos que:
Ay(t) +y(t) =yt +1) —y(t) +y(t) =yt +1).

Por tanto, como p(t) = 0, no es de primer orden.

Observacién 3.5. Si p(t) = 1 para todo ¢, tenemos que:
Ay(t) = r(t) = y(t) = Y _r(t) + C(1),
donde AC(t) =0

Definicién 3.6. Dada una ecuacién en diferencias de primer orden y(t + 1) — p(t)y(t) = r(t),

definimos su ecuaciéon homogénea asociada como:
u(t+ 1) = p(t)u(t). (3.1)

17
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Teorema 3.7. Dada una ecuacion en diferencias de primer orden y su ecuacién homogénea
t—1

asociada, la solucion de la homogénea viene dada por u(t) = u(a) Hp(s) ,conte€{a,a+1,a+
sS=a

2.}

Demostracion. Sea la ecuacién homogénea u(t + 1) = p(t)u(t). Considerando que su dominio es

te{a,a+1,a+ 2...}, podemos iterar:

u(a+1) = p(a)u(a)

u(a+2) = pla+ u(a+ 1)

n—1
u(a+n) = u(a) [] pla+ k)
k=0

Podemos reescribirlo como:
t—1

u(t) = u(a) [T o(s).

S=a

O

Corolario 3.8. En ecuaciones homogéneas del tipo u(t + 1) = cu(t), donde c es una constante,

tenemos que u(t) = Act es solucion.

Demostracion. Es inmediata.Como:

entonces:

O

Veamos un sencillo ejemplo de como calcular la solucién de la ecuacién homogénea asociada

a una ecuacién de primer orden:

Ejemplo 3.9. Calcula las soluciones de u(t + 1) — e3*u(t) = 0,t € {0,1...}.

En virtud del Teorema 3.7., las soluciones vendran dada por la expresiéon:

t—1
u(t) = ula) [T p(s)-
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Agrupando el primer término de la izquierda con el ultimo de la derecha, y asi sucesivamente, y

considerando que hay (¢t — 1) factores, tenemos que:

t
t—1 , t
H 35 —1.e3.60. ... L g3=3) G3(t=2) | 3(t-1) 63(t—1)2'
sS=a

Por lo tanto:

Ahora, ya conocida la soluciéon de la homogénea asociada, nos disponemos a resolver la

ecuacién de primer orden completa.

Teorema 3.10. Sea y(t + 1) — p(t)y(t) = r(t) una ecuacion en diferencias de primer orden, y

u(t) la solucion de la homogénea asociada. Entonces, su solucion viene dada por:

siendo C' una constante y u(t) una funcion sin ningin cero.
Demostracion. Buscamos una solucion de la forma y(t) = u(t)v(t). Sustituyendo, tenemos que:
r(t) = u(t + ov(t+ 1) — p(t)u(t)v(t).
Sacando factor comun, y teniendo en cuenta que:
v(t+1) —v(t) = Av(t), p(t)u(t) = u(t + 1),

obtenemos que:
r(t) = u(t + 1)Av(t).

Entonces:

Ao () r(t)
v(t) = A~ _ZEu(t) +C.

Ejemplo 3.11. Calcula la solucion de y(t + 1) — 3y(t) = €', sabiendo que y(1) = 2.

Primero, resolvemos la homogénea:
u(t +1) = 3u(t) = u(t) = u(0)3"

Ahora, procedemos con la general:

t

y(t) = u(0)3" Z W +C.
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Entonces:
y(t) = 3 Zet(?ft*l) +C.

Como:

Z ot g—t-1 —37'¢!
(e —2)*
tenemos que:

_3—tet

Imponiendo la condicién inicial y(1) = 2, llegamos a que:

e
Cc=2
T2y
Por tanto, deducimos que:
—3 et e
t)=3t — +2+ —=
MO =3 o 2 oy

Veamos otro ejemplo mas de cémo calcular la solucién de la ecuacién general:

Ejemplo 3.12. Calcula la solucion de y(t + 1) — %y(t) nj— T

Primero, calculamos la solucion de la homogénea. Como:

u(t+1) =

u(t),

tenemos que:

u(t) = u(0) (nL)t

Partiendo de que:

t)=u C
y(t) n+1tzn+1u nt+1+ ,

llegamos a que:

y(t) = (nil)f 3 (n :tl) +C.

Entonces:

nt (n+1)!

t) = C.
y(t) (n+ 1)t nttl +
Por tanto, la solucién seré:
1
t)y=—+C.
y(t) =+

Para determinar C' habria que imponer una condicién inicial.

Para terminar esta seccién, veamos una serie de ejemplos donde mostremos la utilidad de las

ecuaciones de primer orden en la vida cotidiana:
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Ejemplo 3.13. Supongamos que depositamos al inicio de cada afio 2000$ en una cuenta que
nos da un interés anual del 8 %. Cuénto tendremos al cabo de ¢ afios?

Sea y(t) la cantidad de dinero que tendremos al acabar el ano ¢. El afio siguiente tendremos:
y(t+1) =y(t) + (y(t) +2000) - (0,08) 4+ 2000 = 1,08y(t) + 2160.
Primero, buscamos solucién de la homogénea:

u(t+ 1) = 1,08u(t).

Por tanto: -

u(t) = u(1) [T o(s).
Entonces:

u(t) = u(0)(1,08)".
Finalmente:

W) = (108 Y et + €

_ (1708),5216()2( VS

1,08 1,08
1 t
2160 1,08
_ t )
= (1,08) R — +C
1,08

= —27000 + C(1,08)".

Como y(0) = 0, tenemos que C' = 27000.
Por lo tanto:
y(t) = 27000 - ((1,08)" — 1).

Ejemplo 3.14. Calcula el nimero de cuadrados de todas las dimensiones en un tablero de
dimensiones ¢t X t.
Veamos que el numero de cuadrados de todas las dimensiones de un tablero (¢t + 1) x (¢t + 1),

viene dado por la siguiente formula de recurrencia:
y(t+1) =y(t) + 2 + 2t + 1.

En un tablero (¢t + 1) x (¢t 4+ 1), tenemos, sin contar la ultima fila y la tltima columna, y(t)
cuadrados de todas las dimensiones. Calculemos el niimero de nuevos cuadrados que obtenemos
al anadir una fila y una columna.

De dimensién 1, obtendremos ¢+ 1 nuevos cuadrados por parte de la tltima fila, y ¢ por parte
de la altima columna (ya que el tltimo cuadrado de ésta pertenece a la ultima fila también). Un

total de t + 1 + ¢t = 2t + 1 nuevos cuadrados.
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De dimensién 2, obtendremos t nuevos cuadrados por parte de la tltima fila (cada cuadrado

individual hara uno de dimension 2 x 2 con el de su derecha, salvo el altimo), y ¢ — 1 por parte
de la tltima columna. Un total de 2¢ — 1 nuevos cuadrados.

De forma general, tendremos 2t + 3 — 2¢ nuevos cuadrados de dimensioén i.

t+1
Por tanto , tendremos Z(2t + 3 — 2i) nuevos cuadrados, lo cual resulta ser:
i=1
t+1 t4+1 t+1
d@4+3-2i) = > (2+3)-2) i
i=1 i=1 i=1

- (t+1)(2t+3)—2((t+2)%):(t+1)2.

Por lo tanto, el nimero de cuadrados en un tablero (¢t 4+ 1) x (t + 1) viene dado por la siguiente
féormula de recurrencia:

y(t+1) = y(t) + 2 + 2t + 1.

Primero, resolvemos la homogénea:

u(t+1) = u(t) = u(t) = u(0).

Ahora, procedemos con la general:

Por lo tanto:

y(t)=> (t+1)*+C.

Entonces:

y(t) = (F+2t+1)+C.

Ahora, tenemos que:

y(t)= O _th+ )+ 2+ 1+C.

Finalmente, la solucién vendra dada por:

2 3 2
y(t):*—i—*—l-Q —

5t 3 (2)+t+C.

Para hallar C, debemos imponer una condicién inicial. Como en un tablero 1x1 tenemos un dnico
cuadrado, tendemos que y(1) = 1. Entonces:

y1)=14+C=1=C=0.

Por tanto, la solucién sera:

2 3 t2
t) = 2 — t.
y(t) 2+ + <2>+
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3.2. Ecuaciones de orden n
Definicion 3.15. Definimos la ecuacion lineal de orden n como

Pr(t)y(t +n) +- -+ po()y(t) = r(t), (3-2)
donde po(t), - - -, pn(t) y r(t) son conocidos, y po(t) # 0, p,(t) # 0 para todo t.

Para resolverla, procederemos de una forma similar a como haciamos en la seccién ante-
rior. Primero, resolveremos la ecuacién homogénea asociada, para después proceder a resolver la
ecuacién general. En el siguiente teorema, veremos que, dada una condicién inicial, la solucion

es Unica.

Teorema 3.16. Sean po(t),- - -, pn(t) definidos para t € {a,a+ 1...} y po(t) # 0,pn(t) # 0 para
todo t. Entonces, para cualesquiera yo,- - -, Yn—1, existe un unico y(t) que satisfaga la ecuacion

general para t € {a,a+1..} yy(to+ k) =y para k € {0,---,;n —1}

Demostracion. Podemos calcular y(tg + n) de manera iterativa, conociendo los valores que le

preceden, y un tg fijado:

7(to) — Pn-1(t0)Yn—1— - — po(to)yo‘

y(to + n) = pn(t0>

O

Ahora, estudiemos las propiedades més significativas de las soluciones, tanto de la ecuacion

general como de la homogénea:

Teorema 3.17. a) Si ui(t),us(t) son soluciones de la ecuacion homogénea, entonces Cuq(t) +
Dusy(t) también, para cualesquiera constantes C, D.

b) Siu(t) es solucion de la homogénea, y(t) de la general, entonces u(t)+y(t) también es solucion
de la ecuacion general.

¢) Si y1(t),y2(t) son soluciones de la ecuacion general, entonces y1(t) — y2(t) es solucion de la

ecuacton homogénea.

Demostracion. Todas se obtienen facilmente sustituyendo. Veamos, por ejemplo, la demostracion
de a):

u1(t) es solucion de la homogénea. Por lo tanto:

po(ur(t+n) + - +po(t)ui(t) = 0.
uz(t) es solucion de la homogénea. Por lo tanto:

Pn()ua(t +n) + -+ -+ po(t)uz(t) = 0.
Multiplicando la primera expresion por C, y la segunda por D, tenemos:

Cpn(t)ur(t +n) +-- -+ Cpo(t)ui(t) = 0.
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Dpn(t)ua(t +n) + - - -+ Dpo(t)ua(t) = 0.

Sumando ambas expresiones, y sacando factor comidn llegamos a que:
(Cui(t +n) 4+ Dua(t +n))pn(t) + - - - + (Cui(t + n) + Dua(t + n))po(t) = 0.
Con lo que concluimos que Cuq(t) + Duso(t) también es solucion de la ecuacién homogénea. [

Gracias a este resultado, seremos capaces de construir nuevas soluciones de la general y de
la homogénea a partir de otras ya conocidas. Por ejemplo, la diferencia de dos soluciones de la

ecuacién general, es soluciéon de la homogénea.

Corolario 3.18. Si z(t) es una solucion de la ecuacion general, entonces cualquier otra solucion

de la general es de la forma:
y(t) = 2(t) + u(?),

donde u(t) es una solucion de la ecuacion homogénea.

Observacion 3.19. Para probar este ultimo corolario basta sustituir en el apartado c) del anterior

teorema.

Por tanto, para hallar todas las soluciones de la ecuacién general basta con encontrar una

solucion particular de la general y todas las de la homogénea.

Definicién 3.20. Decimos que las funciones {ui(t),- - -, um(t)} son linealmente dependientes

para el conjunto {a,a + 1...} si existen constantes C1, - - -, Cy,, alguna distinta de 0, tales que:
Cruy(t) + - -+ Cpup(t) =0,

para todo t € {a,a + 1..}.

En otro caso, diremos que son linealmente independientes.

Existen funciones que, dependiendo de donde estén definidas, pueden ser linealmente depen-

dientes o independientes:

Ejemplo 3.21. Las funciones u1(t) = 2, ua(t) = 1+ cosnt son linealmente independientes

13
sit € {1,2..}, pero son linealmente dependientes si ¢t € {5, 5}, ya que ui(t) — 2uz(t) = 0
13
Vie{=, -...}.
€{g: 51

Definicion 3.22. Definimos la matriz de Casorati como:

u(t) ua(t) U (1)
W) = ui(t+1) ug(t+1) -+ up(t+1) (3.3)
ui(t+n—1) ue(t+n—-1) - up(t+n-—1)

Al determinante de la matriz de Casorati lo conocemos como el Casoratiano.
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A continuacion, vemos una caracterizaciéon para saber cudndo un conjunto de funciones es

linealmente dependiente a partir de su Casoratiano.

Teorema 3.23. Sean ui(t),---, un(t) soluciones de la ecuacion homogénea para t € {a,a+1...}.
Entonces, equivalen:

a) {ui(t), -, um(t)} son linealmente dependientes para t € {a,a +1...}.

b) W(t) =0 para algin t.

Demostracion. a) = b) :

Supongamos que {ui(t),- -, up(t)} son linealmente dependientes. Entonces, existen C1, - - -, Cpp,

alguna distinta de 0, tales que:
Clul (t) + CQUQ(t) + -+ Cnun(t) =0
Ciui(t+ 1)+ Coug(t+1)+-- -+ Cpup(t+1) = 0

Ciui(t+n—1)+Coug(t+n—1)+-- -+ Crup(t+n—-1) = 0

para t = {a,a + 1...}
Si este sistema tiene solucion no trivial, entonces el determinante de los coeficientes, W (t), es 0

parat € {a,a+1..}.

b) = a) : Supongamos W (ty) = 0. Entonces, existen constantes C1, - - -, Cy,, alguna distinta de 0,
tales que:
Chuy(to) + Coua(to) + - - - + Crun(ts) = 0
Crui(to+ 1) + Coug(to+ 1) + - -+ Cpup(to+1) = 0
Clul(t0+n— 1)4—02’&2@04—?2— 1)—|—' . -—I—C'nun(to—l—n— 1) =0
Sea u(t) = Cruy(t) + Caua(t) +- - -+ cpun(t), entonces u(t) es solucion de la ecuacion homogénea.
Ademés:
u(to) =u(to+1)=---=uto+n—1)=0.
Entonces, en virtud del Teorema 3.17, uy,- - -, uy son linealmente dependientes. OJ
Teorema 3.24. Sean u;(t),- - -, um(t) soluciones independientes de la ecuacion homogénea. En-

tonces, cualquier solucion de la homogénea, u(t), puede ser escrita como:
u(t) = Crua(t) + - - - + Crun(t)
para ciertas constantes Cq,- - -, Cy,.

Demostracion. Sea u(t) una solucion de la homogénea. Como W (t) # 0 para t € {a,a+1...}, el

sistema de ecuaciones

Ciur(a) + - - -+ Chup(a) = u(a)

Ciur(a+n—1)+---+Chupla+n—-1) = ula+n-1)
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tiene una Unica solucion Cq,- - -, C,. Como una soluciéon de la homogénea estd unicamente

determinada por sus valores en t € {a,a + 1...}, entonces:
u(t) = Crur(t) + - - - + Crun(?)
para todo t. O
Para concluir esta seccién, veamos un ejemplo.
Ejemplo 3.25. Consideremos la ecuacién homogénea u(t + 2) — 5u(t) + 6u(t) = 0.

2t 3t

ot 9.3t =20.30£0,Vt

w(t) =

Por lo tanto, 2¢ y 3! son linealmente independientes, con lo cual las soluciones son de la forma:

u(t) = Cl2t + 023t

3.2.1. Ecuaciones con coeficientes constantes

Ahora, buscamos n soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea para el
caso de que todos los coeficientes sean constantes.

Si p,, # 0, podemos dividir ambos lados por p,,, obteniendo:
u(t+n) +pp_ru(t+n—1)+-- -+ pou(t) =0, (3.4)
donde pg, - - -, pp—1 Son constantes, y pg # 0.

Definicion 3.26. Llamamos polinomio caracteristico al polinomio A\ + p,_1 A" 14+ +po. A
la ecuacion A" + p,_1 A" ' 4 - - 4+ py = 0 le llamamos ecuacién caracteristica, y a las soluciones

A1, ++, \p raices caracteristicas.

A continuacién, veremos un teorema con el que podremos obtener las soluciones del problema

B9).

Teorema 3.27. Supongamos que (3.4]) tiene raices caracteristicas A1, - -+, A, con multiplicidades
a1, . Entonces, (3.4) tiene n soluciones independientes AL, - - t®+~I\{ ..., YHEEES to‘k_l)\',;,

Demostracion. Primero, escribimos en términos del operador desplazamiento:
(E™ + pp1E" 1 4+ 4+ po)u(t) = 0.
Equivalentemente, dada la expresion de su polinomio caracteristico, tenemos:
(B —X)* - (B — )% u(t) = 0. (3.5)
Centrémonos en resolver la siguiente parte de la ecuacion:

(E — A u(t) = 0.
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Claramente, cualquier solucion de esta también lo seré de (3.5)
Si a1 =1, es claro que u(t) = A.
Si a1 > 1, busquemos una solucién de la forma A{v(t):

«aq

(B —A)“\o(t) = E:(?)GAQM”EM%@)
=0

- §:<?>@AQM”£”E%@

=0

al
a ai o1 —i i
— A;“%(J(—l) 1URE(t)
= ATHE — Dago(t)
= AMHAMY(t) = 0.

Con lo cual se verifica si, y solo si, v(t) = 1,t,- -, 471
Por tanto, (3.4) tiene a; soluciones Af,-- -, to‘l_l)\ﬁ, que son claramente linealmente independien-
tes.

Procediendo de manera anédloga, obtentendremos las n soluciones linealmente independientes.

Observacion 3.28. Si tenemos una raiz compleja, A = a £ bi, usando la férmula de Euler llegamos
a que :
A = rl(cosBt £ isin Ot)

b
donde a? + b =72, y tanf = —.
a
Por tanto, el conjunto de soluciones asociado sera:
{cosBt,tcosbt, - t* "L cosOt}, {sinOt, tsinOt, - - -, t*1 " sin Ot}

O

A continuacién, veamos un ejemplo donde se manifieste la gran utilidad de este dltimo teo-

rema.

Ejemplo 3.29. Resuelve la siguiente ecuacion:
u(t +2) + 6u(t+ 1) + 3u(t) = 0.
Tenemos la siguiente ecuaciéon caracteristica:
A+ 6143 =0.

Entonces:

—64++/36—4-3
A\ = 5 = -3+ 6.

Por lo tanto, tenemos que:
ui(t) = (=3 + v6)", us(t) = (-3 — V6)"

son soluciones linealmente independientes de la ecuacién considerada.
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Observacién 3.30. Podriamos comprobar la independencia lineal de las soluciones con el Caso-

ratiano.

A continuacién presentamos el método de los aniquiladores, que sirve para resolver una ecua-
cién general con coeficientes constantes. La idea consiste en transformar la ecuacién completa en

una homogénea haciendo uso del operador desplazamiento:

Teorema 3.31. Supongamos que y(t) es solucion de la ecuacion general con coeficientes cons-

tantes, esto es:

(E™ + pn1 B" "'+ 4 po)y(t) = r(t),
donde r(t) satisface que:
(E™ + gm 1 E™ ' 4+ qo)r(t) = 0.

FEntonces:

(E™ 4+ g E™ 7+ 4 q0) (B + pua1 B 4+ po)y(t) = 0.

Demostracion. Es trivial. Basta multplicar por (E™ + ¢ 1E™ 1 4+ - - 4+ ¢o) a ambos lados de
la igualdad. 0

Ejemplo 3.32. Vamos a buscar la solucion de y(t +2) — 2y(t + 1) + y(¢) = 3t + 5 haciendo uso
del método de los aniquiladores.

Lo primero, es reescribir la ecuacién en términos del operador desplazamiento:
(E* —2E + 1)y(t) = 3t + 5.

A continuaciéon, buscamos aniquilar la parte derecha de la igualdad.
Como A?(3t + 5) = 0, entonces:

(E—1)*(3t +5) = 0.

Ahora, procedemos a resolver la ecuacion:
(E* —2E+1)(E—1)*>=0.

Equivalentemente:

Por lo tanto:

La solucion sera de la forma:

y(t) = Cy + Cot + Cst? + Cyt>.
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Como los dos primeros sumandos satisfacen la parte homogénea, basta sustituir los dos siguientes

para determinar C5 y Cy, obteniendo:

y(t+2) = C3(t+2)%+ Cy(t+2)°3

= O3(t* + 4t +4) + Oy(t* + 6% + 12t + 8)
yt+1) = Cs(t+1)* +Cy(t+1)°

= C3(t* +2t+ 1)+ Cy(t> + 3> + 3t + 1)

Sustituyendo en la ecuacién, obtenemos que:
C3(t2+4t+4)+Cy (P +6t2+12t+8) —2(C3 (12 +2t+1) + Oy (3 +-3t2+3t+1) )+ Ot >+ Cyt> = 3t+5.
Agrupando término a término:

4C3+8Cy — 203 —2Cy =
4C3+12Cy — 4C3 — 6Cy =
C3+6Cy—2C3—6C4+C3 =
Cy—2C,+Cy =

o O w Ot

Resolviendo: )
403—|—12C4—403—604:3:>C4:§.

4C3+8Cy —2C3 —2Cy, =5=(C3=1.

Entonces, tenemos:
3

t
y(t) = Cy +Cgt+t2+5.

Para hallar C'1, C5 habria que imponer condiciones iniciales.
Ahora, veremos un ejemplo muy préactico y de gran utilidad:

Ejemplo 3.33. A la hora de amortizar una deuda, tendremos en cuenta los siguientes factores:
el dinero total que tengo que pagar (A), los intereses (I, siendo I un porcentaje), el pago en cada
periodo (R) y el pago restante tras t pagos (P(t)). Considerando el periodo ¢ + 1, tendremos
que pagar la deuda que teniamos en el perfodo anterior, mas el interés. Considerando que en ese

periodo realizamos un pago de R, tenemos que:
Pt+1)=(1+1)P(t)— R.
Obviamente, como el dinero total que tengo que pagar es A, tendremos que:
P(0) = A.
Resolviendo la ecuacién, llegaremos a que:

Pt)=A(1+1) - Rw.
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Ahora, considerando que queremos amortizar la deuda en n pagos:

P(n) = 0.
Entonces: AT
R=T—avn

Entonces, para calcular el nimero de pagos necesarios n para amortizar una deuda A con un
interés I y un pago de R en cada perfodo, tenemos la siguiente ecuacién:

A

AU+ D" = T

((1+DH"=1)=0.
Para terminar con el método de los aniquiladores, ilustraremos como resolver un sistema de

ecuaciones haciendo uso de este método:

Ejemplo 3.34. Vamos a resolver el siguiente sistema haciendo uso del método de los aniquila-

dores.
u(t +1) —4u(t) —v(t) = 3
u(t+1) —2u(t) +o(t+1)—2v(t) = 2
Empezamos reescribiendo ambas ecuaciones en términos del operador desplazamiento:
(E —4)u(t) —v(t) = 3
(E—=2)u(t)+ (E—-2)v(t) = 2
Ahora, eliminamos v(t) multiplicando arriba por (E — 2) y sumando ambas expresiones:
(B —4)(E —2)u(t) + (E — 2)u(t) = (E — 2)3" + 2.

Por lo tanto:
(B —2)(E —3)u(t) = 3" 4 2.

Ahora, aniquilamos la parte derecha de la igualdad aplicando (E — I)(E — 3) a ambos lados de
la igualdad:
(E —2)(FE —3)*(E — Du(t) = 0.

Entonces, A\; = 2 simple, Ao = 3 doble, A3 = 1 simple, por lo que la solucién serd de la forma:
u(t)=C1- 2" +Cy- 3" +C3-t-3" 4 Cy.

Sustituyendo, tenemos que:
(E—2)(E—-3)(C3-t-3"+Cy) =3"+2.

Operando, llegamos a que:
Cs - gi+l +2Cy = 3t + 2.

Con lo que:

I
—_

C3 = —,C4
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A continuacién, presentamos otro método para resolver ecuaciones con coeficientes constantes,

conocido como método de variacién de parametros.

Teorema 3.35. Sea ui(t),- - -, un(t) soluciones de la ecuacion homogénea linealmente indepen-

dientes. Entonces:
y(t) = ar(Q)ur(t) + - - - + an(t)un(t)

es solucion de la ecuacion general, siempre que ay,- - -, a, cumplan que:
Aay (1) 0
W(t+1) Ry =1 "
a
" pn(t)

Demostracion. Supongamos n=2.
Sean u1,us dos soluciones independientes de la homogénea. Buscamos una soluciéon de la general

de la siguiente forma:
y(t) = ar(t)us (t) + az(t)ua(t).

donde a1, as han de ser determinados.

Tenemos que:

y(t+1) = ar(t+1Dui(t+1)+ao(t + Nua(t+1)
= a1 (t)ul(t + 1) + a2(t)U2(t + 1) + Aal(t)ul (t + 1) + AGQ(t)UQ(t + 1)

Escogiendo aq, as tales que:
Aaq (t)ul(t + 1) + Aag(t)m(t + 1) =0 (36)

podemos eliminar los dos tltimos términos.

Ahora, tenemos que:

y(t+2) = ar(t+Dui(t +2)+ ao(t + 1)ua(t +2)
= al(t)ul(t + 2) + ag(t)UQ (t + 2) + Aal(t)ul (t + 2) + Aagy (t)UQ(t + 2).

Sustituyendo en la ecuacién general, y agrupando términos, tenemos que:
p2(O)y(t +2) + pr(t)y(t + 1) + po(t)y(t)

= a1 (t)[p2(t)ur (t+2) +p1(t)ur (t+1)+po(t)us (t)]+az(t)[p2(t)uz(t+2) +p1(t)uz(t+1)+po(t)ua(t)]
+pa(t)[ur (t + 2)Aay(t) + [uz(t + 2)Aaz(t)]

Como uj,u9 son soluciones de la homogénea, las dos primeras expresiones son iguales a 0. En-

tonces, y(t) es solucion de la general si:

Ul (t + Q)Aal (t) + Ug(t + 2)Aa2(t) =

()’ (3.7)
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Es decir, y(t) = a1 (t)u1(t) + a2(t)uz(t) es solucion de la general si Aaq(t), Aag(t) satisfacen las

ecuaciones (3.6))(3.7).

Este sistema de ecuaciones lineales tiene una solucién dnica ya que la matriz de coeficientes,
W (t+ 1), tiene determinante distinto de 0, por el Teorema 3.23. O

Veamos cémo resolver una ecuaciéon haciendo uso del método de variacién de parametros:

Ejemplo 3.36. Resuelve y(t +2) — Ty(t + 1) + 10y(t) = 4*

Primero, resolvemos la homogénea:
y(t+2) —Ty(t+1) + 10y(t) = 0.
Tenemos la ecuacion caracteristica:
A? = T7A+ 10 =0.

Entonces:
A =5, =2

Por lo tanto, {5%,2¢}son las soluciones (linealmente independientes) de la homogénea. Como
Aay (1) 0

Wt+1) | ... | = T(t)
Aay(t) on ()

Tenemos que:

5'Aay(t) +2'Aas(t) = 0
57 Aay(t) + 27 Aao(t) = 4

Entonces: 0
Aay(t) = ~(5)' Ba(t)

Por lo tanto, tenemos que:
2t
—5t+1§Aa2(t) + 2 Aay(t) = 4

Esto nos lleva a que:
Aay(t) = =3 - 2.

Con esto:
as(t) = —3- 2"

Sustituyendo, tenemos que:
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i =15 (1)

Concluimos que la solucién, que ademaés es tnica, viene dada por:

4\' 4\"
y@):15-(5> 3~2§t:15-<5) —3-44

Para terminar, veremos una serie de aplicaciones en las que aparecen ecuaciones con coefi-

Y esto implica que:

cientes constantes.

Ejemplo 3.37. La sucesién de Fibonacci.

La sucesion de Fibonacci estd definida de la siguiente manera: 1,1,2,3,5,8...

Es decir, a partir del segundo término, podemos obtener el siguiente sumando los dos anteriores.
Esta sucesion estd presente en muchos fenémenos de la naturaleza, como la distribucién de
las hojas alrededor del tallo, la reproduccién de los conejos o la disposicién de las semillas en
numerosas flores y frutos. Ademas, estos niimeros también aparecen en el analisis de algoritmos.

Podemos definir la sucesién de Fibonacci como:

y(t+2)—y(t+1)—yt) =0,t e {1,2...}

Tenemos que la ecuacion caracteristica es:

M-A—1=0

1+V5
g
Por lo tanto, la solucién general sera:

y(t) = C1 (

Imponiendo las condiciones iniciales, obtenemos que C; = —Cs =

- (VB (1-45
=" NAUE

Observacion 3.38. Cabe resaltar que podemos encontrar el nimero adreo en la sucesién de Fi-

Entonces, A =

LAY (1)

Sl

Por lo tanto:

3

bonacci como el cociente de dos términos consecutivos:

() - () (=)
lim Fn+1_ 2 2 1"‘\/3 _1—1—\/5

n—00 Fn 1_<1_\/5>n 9

1+5
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Observacidon 3.39. El ntumero de formas distintas en las que podemos pintar una tira de una
unidad de ancho por n de largo, si podemos pintar con cuadrados rojos o azules, sin poner nunca
dos rojos consecutivos, se resuelve de manera muy similar a la sucesién de Fibonacci, ya que la

definicién de la sucesién es la misma, solo cambia las condiciones iniciales, que en este caso son
y(1) =2,y(2) = 3.
Ejemplo 3.40. Supongamos que, si no intervienen factores externos, el incremento del niimero
de conejos en un mes es igual a la tres cuartas partes del incremento del mes anterior. Inicialmente
el nimero de conejos es de 10 y al finalizar el primer mes es de 30, ademas cada mes se incorporan
25 conejos a la poblacién. Determinar como va a evolucionar la poblacién de conejos.

Tenemos que la poblacién de conejos en el ano ¢ + 1 viene dado por la siguiente expresion:

(i 1) = y() + S (y(0) — ylt — 1)) +25.

Lo que equivale a: 5 5
y(t+1) = y(t) — Sy() + Sy(t — 1) — 25 = 0.

4 4
Es decir: . 5
y(t+1) = Zy(t) + Jy(t—1) =25 =0,
Primero, resolvemos la homogénea. Tenemos la siguiente ecuacién caracteristica:
7 3
AN —-A+ =0
4 + 4
3
Entonces: A1 =1, Ay = 1

Ahora, procedemos con la general. Para ello, la escribimos en términos del operador desplaza-

miento: . 5
E? ——E+ )yt —1) = 25.
(B =B+ Dyt —1)
Como A25 = 0, entonces (E — 1)25 = 0. Por tanto:
7 3
(E* - 1E+PE- Dyt -1)=0.

3
Tenemos A1 = 1 doble, y Ay = 1 simple, entonces la solucién sera de la forma:

3
yt—=1)=C1 + 02(1)t +C3 -t

Como los dos primeros sumandos son la solucién de la homogénea, "prescindimos de ellos". Por

tanto:

y(t—1)=Cs -t
Entonces:

y(t) = C3(t +1).
Con lo que:

y(t +1) = Cs(t +2).
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Sustituyendo: - 5
03-(t+2)—103‘(t+1)+103~t—25:0.

De aqui, deducimos que C3 = 100. Por lo tanto, la solucién viene dada por la siguiente expresion:
3
yt—1)=Cy + CQ(Z)lt + 100t.

Para calcular C y Cs buscamos condiciones iniciales. Sabemos que tenemos el niimero de conejos

es 10 inicialmente y, tras un mes, 30. Entonces:

y(0) = 10;»01+202+100: 10

9
y(1) =30 = C1 + 7 - C2 4200 = 30

1280
Resolviendo el sistema, tenemos que C; = —410y Cy = —3

Por tanto, la evolucién de la poblacién de conejos vendra dada por la siguiente expresion:

1280
y(t—1) = —410 + TS(%)t + 100t

En la siguiente grafica podemos ver la evolucién de la poblacién de conejos:

o

3.2.2. Ecuaciones con coeficientes variables

Para terminar esta seccién, hablaremos brevemente de las ecuaciones de orden n con coefi-

cientes variables. A diferencia de las que hemos visto anteriormente, no hay un método general
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para resolverlas. En este subapartado presentamos uno de los métodos que podemos utilizar para

resolverlas, el conocido como método de reducciéon del orden.

Lema 3.41. Sean ui(t),- - -, un(t) soluciones de la ecuacion
pr(t)u(t +mn) + -+ po(t)u(t) = 0.

Entonces, w(t) satisface que:

wit +1) = (—1)7 2 e (3.8)

Demostracion. El valor de w(t + 1) sera el mismo aunque cambiemos la fila n-ésima por una

combinacién lineal de todas:

(ﬁlan)+%-(ﬁla1)+-~-+p;71-(ﬁlan—l)

Tendremos la ecuacién en diferencias asociada a esta ultima fila

Entonces:
up(t+1) ceeup(t+1)

WD) = t4n=1) - unt+n—1)| = Y

Py P

n n

Ahora, supongamos que w1 (t) es una solucion no trivial de
p2(t)u(t +2) +pr(t)ult +1) + po(t)u(t) = 0 (3.9)

. Ademas:
ua(t)  ui(t)Aug(t) —ua(t)Aur(t) w(t)

Aul(t) N ul(t)ul(t + 1) N ul(t)ul (t + 1) '

Con lo que:
us(t) = ur () S lm (3.10)

A continuacion, enunciamos el método de reduccion del orden:

Teorema 3.42. Sea uy una solucion no trivial de (3.9), y po(t), pn(t) no nulos. Entonces, (3.10))
produce una solucion independiente de (3.9), donde w(t) es una solucion no trivial de (3.8))

Veamos un ejemplo donde se ponga en préctica lo visto en este dltimo teorema:
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1
Ejemplo 3.43. Resuelve u(t +2) —u(t+1) — mu(t) =0

Primero, buscamos una solucién sencilla que verifique la ecuacion, como puede ser u(t) =t + 1.

Por el lema 3.41, el Casoratiano cumple que:

1
t+1) = ———w(t).
wit+1) = = ——w()
(1) o ,
Por tanto, tendremos que w(t) = i cumple la ecuacion si t € {1,2...}. Entonces, haciendo
uso del teorema 3.42, tenemos que: .
t—1
(="
t)=(t+1
us(t) = (¢ + )k:O (k +2)!

Y llegamos a que la solucién general es:

t—1
_ (=)
u(t) = (t+1) <C+Dk§0 <(k+2)!>> .
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Capitulo 4

Problemas de valor inicial

4.1. Problemas de valor inicial

En este capftulo, nos centraremos en la resolucion de problemas de valor inicial. En particular,
veremos como resolver las ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes dada una condicion
inicial, a través de un método conocido como el algoritmo Putzer.

Hasta ahora, hemos estudiado cémo trabajar con una dnica ecuacién en diferencias, pero lo

més comun es que haya varias. De forma general, podemos escribirlas como:
ur(t+1) = an(Hui(t) + - - - + awn(t)un(t) + f1(t)

ug(t +1) = ag1 (H)ur(t) + - - - + agn(t)un(t) + f2(t)

un(t +1) = ap1(B)ur(t) + - - + ann () un(t) + fro(t)

Matricialmente:
u(t+1) = A(t)u(t) + f(t) (4.1)
donde
uy (t) ai(t) - ain(t) fi(t)
u(t): ,A(t): ,f(t):
un (t) ain(t) -+ ann(t) fa(t)

Teorema 4.1. Para cada condicion inicial u(ty) = uo, el problema (4.1)) tiene una unica solucion

u(t).

A continuacion, veremos el teorema de Cayley-Hamilton, del que nos interesard especialmente
su corolario para la tinica demostracion que vamos a ver en esta seccién, ya que nos proporcionaré
un método para calcular soluciones de la ecuacién homogénea a partir de una condicién inicial,

conocido como algoritmo de Putzer.

Teorema 4.2. Sea M una matriz cuadrada. Entonces M satisface su ecuacion caracteristica.

39
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Corolario 4.3. Sea M una malriz cuadrada. Entonces, podemos escribir cualquier potencia
M™ M1 ... 1 como combinacion lineal de las otras.

Para el proximo resultado necesitamos definir previamente una serie de matrices. Sea A una

matriz n X n constante, y A; sus autovalores. Definimos:

My =1,
cl(t+1) A 00 0 0\ [ei(t)
1 X 0 -~ 0 0
=10 1 X3 0 0 (4.3)
cn(t+1) 0 0 0 -+ 1 X/ \en(?)

Ahora, ya estamos preparados para enunciar y demostrar el Algoritmo de Putzer, que nos
proporcionara un método facil para calcular una solucién a partir de una condicién inicial.

Teorema 4.4. La solucion de u(t + 1) = Au(t), dada una condicion inicial ug, viene dada por:

I
—

n

u(t) = civ1(t) Miug = Alug.
i=0
Demostracion. Sean A1, -+, A, los autovalores de A. Por el teorema de Cayley-Hamilton, tenemos
que M, = (A—XM\I)---(A—X,I) = 0. Ademas, por ([£.2), tenemos que A’ es combinacion lineal
de My, - -, M; para i =0, --,n— 1. Entonces, por el corolario anterior, cualquier potencia de A

también lo serd, por lo que podemos escribir de la siguiente forma:

n—1
AT =" e (H)M;. (4.4)
i=0
con ¢; coeficientes por determinar.
Entonces:
n—1
AT =Ny (e (t+1)M;)
i=0

n—1
i=0

n—1

= Z(C”l(t) [Mit1 + Ait1M;])

n—1 n—1

= D (cort®Nin1Mi) + (i1 (t)Miy1)
i=0 i=0
n—1

= Z(Ci+1(t)/\i+lMi) + i(ci(t)Mi)'

=0
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Con lo cual, eligiendo los términos ¢;(t) como las soluciones del problema (4.3)), y teniendo en

cuenta que A° = I = ¢1(0)] + - - - + ¢,(0) M;,—1, tenemos que:

C1 (0) 1
cn(0) 0
En virtud del Teorema 4.1, estas dos ultimos sistemas tendran una tnica solucién. O

Observacion 4.5. De la expresion (4.4) podemos calcular el valor de A* para todo ¢t € N, sin méas

que resolver un sistema lineal n-dimensional.

Ejemplo 4.6. Resuelve

sabiendo que

Calculamos el polinomio caracteristico:
(6—X)(9—A)—4=0.

Por lo tanto:
A1 =10, Ay = 5.

Ademas, tenemos que:

Entonces:

C1 (t + 1) == 501 (t)
Cg(t + 1) = Cl(t) + 1002(t)

Es inmediato verificar que ¢;(t) = 5¢.
Ahora, calculemos co(t + 1) = ¢1(t) + 10c2(t) sabiendo que ¢2(0) =0 :

u(t +1) — 10u(t) = 0 = u(t) = 10"
Teniendo en cuenta que 5° es solucion de u(t + 1) — 5u(t):

(E — 10)(E — 5)u(t) = 0.
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Por lo que:
CQ(t) =Cy- 10° + Cy - 5.

-1
Sustituyendo, obtendremos que Cy = =
. e 1
Imponiendo la condicién inicial, C; = 5
Por lo que: . .
t) = 10" — =5" = 571 (2" — 1).
alt) = 710" — - (2 - 1)
Finalmente:

1 -7 2
w(t) = [5r+571020 -1
(t) ( ( ) oy .
I —7-2" 14 2
B 7.2t 14 1 4 9tH2 1
_ g0 292 4 4t — 7.9
29 — 5. 90t+1

Para concluir este capitulo, cabe destacar que la solucién de la ecuacién general completa

también es dnica si imponemos una condicién inicial:

Teorema 4.7. La solucion de u(t+1) = Au(t)+ f(t), dada la condicion inicial u(0) = ug, viene
dada por la sigutente expresion:

t—1

u(t) = Alug + Z AT5TLE(s).

s=0

Demostracion. Por el Teorema 4.1., basta ver que

t—1
u(t) = Alug + > A1 f(s)
s=0
satisface el problema de valor inicial.

Como .
> AT f(s)=0
s=0

tenemos que u(0) = up.
Para t >1:

t
ut+1) = AFlug+) " ATf(s)
o
= Alug+ Y ATEf(s) + £(2)
s=0
t—1

= AlA'ug+ ) ATT(s)] + () = Ault) + ().
s=0
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4.2. Estabilidad de los sistemas lineales

En esta seccién estudiaremos la sucesién de puntos que obtenemos a través de los problemas
de valor inicial. Mas concretamente, nos centraremos en estudiar los casos en los que esos puntos
tienden a cero, lo que clasificaremos como una solucién asintéticamente estable. Empezamos

definiendo este concepto:

Definicion 4.8. Decimos que la solucién cero de un problema lineal de valor inicial es asint6ti-
camente estable cuando:
lim w(t) = 0.

t——+o00
para toda u solucién del problema.

A continuacion, veremos bajo que condiciones podemos asegurar la estabilidad asintotica de

una solucién:

Teorema 4.9. Sea A una matriz n x n, con r(A)<1, sea u solucion de Au(t + 1) = Au(t).
Entonces:
tiigloou(t) = 0.
Ademds, si r(A)<d<1, existe una constante C tal que:
u(t)| < C6'[u(0)]

Demostracion. Primero, veamos que |u(t)| < C6¢|u(0)].

Para ello, tendremos en cuenta la siguiente cadena de desigualdades:

n—1 n—1
[u(®)] <D leira ()| Miu(0)] < Bis'[u(0)| Y Di = C&'[u(0)|.
i=0 i=0
Para la primera de las desigualdades, tendremos en cuenta (4.3]). Entonces, tenemos que:
Cl(t + 1) = Alcl(t)
Teniendo en cuenta que r(A) > |Ay:
e1(t+1)] < r(A)ler (D),

y como ¢1(0) = 1:
len(t)] < (r(A))" < d".

Ahora, procedemos a acotar el segundo término:
le2(t + 1) < r(A)]ea(t)] + |1 (2)].
Juntando a lo que vimos anteriormente, llegamos a que:

le2(t + 1] < r(A)lea(t)] + (r(A))".
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Imponiendo que c2(0) = 0:

t—1
lea(8)] < H(r(A))L = ¢ <T<A)> st

i (%)) -0

Entonces, existe una constante By > 0 tal que:

Por L Hopital:

|Co(t)| < By6t.

Con un procedimiento andlogo, y por induccién, podriamos probar que siempre se va a poder
conseguir la siguiente acotacion:
t
le1(t)| < Bi—107,

tal y como queriamos para probar.

La segunda desigualdad es fruto del hecho que para cualquier matriz M, existe D > 0 tal que:

||M]| < Dffv]|.
Por ultimo, teniendo en cuenta que:

t
lu@)]] < C&"[[u(0)]]
y que ¢ < 1, tendremos que:
lim w(t) =0.
t——+o00
Ahora, damos una condicion necesaria para que haya estabilidad asintotica:

Teorema 4.10. Si r(A) > 1, la solucién no es asintdticamente estable.

Demostracion. Como r(A) > 1 existe al menos un autovalor, llamémosle A tal que |A| > 1.
Como:
Av = v,

entonces:
Aty = N,

Considerando el problema:

con v # 0 el autovector asociado a A.
Entonces:
u(t) = A'u(0) = Alv.
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Por lo tanto:
u(t)| = |A"v] = [Nv] = [A"]o].

Con lo que:
1i t)| =
Jimfu(t)] = oo
por lo que la solucién no serd asintéticamente estable. O

Hemos visto que el punto de inflexién para hablar de la estabilidad de una solucién es cuando
r(A) = 1. Si r(A) < 1 la solucién serd asintdticamente estable mientras que si 7(A) > 1 no. En

el siguiente resultado veremos que pasa cuando r(A4) = 1:

Teorema 4.11. Si r(A)<1, y cada autovalor \ tal que [\[=1 es simple, entonces eziste una

constante C>0 tal que:
u(®)] < Clu(0)].

Demostracion. Ordenemos los autovalores de forma que:
Ni|=11€e{l,.,k—1}.

Ni| <1 ied{k,..,n}.

Sabemos que:
c1 (t) = )\i

co(t+1) = Aaca(t) + AL

Aniquilando, llegamos a que:
(E - )\1)(E — )\Q)CQ(t) = 0.

Entonces, la solucién co(t) sera de la forma:
ca(t) = BiaA] + Baoj,

siendo Bis, Bos constantes.

De esta forma, sabemos que la solucion seguira una expresion del tipo:
¢i(t) = BuXi + - - - + Biih]
Por lo tanto:
lei(t)] < D,t >0

para una constante D, e i € {1,..,k — 1}.
Teniendo en cuenta que:

cr(t 4+ 1) = Mep(t) + er—1(t),

tenemos que:
ek (t + D) < [Aellex(t)] + D.
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Tomando 6 = max [Agl, .., |An| :

La solucién, dada una condicion inicial u(0) = ug, por el Teorema 4.4, viene dada por:

n—1

u(t) =Y eir1(t) Miug.

=0

Entonces, teniendo en cuenta la acotacién anterior:

n—1
u(t)] < K> [Miuo| < Clug.
i=0
O
Ejemplo 4.12. Comprueba si converge la solucién del siguiente sistema lineal:
0,9 0,2
u(t+1) u(t), t>0
-0,1 0,6
Tenemos la ecuacién caracteristica:
N —15-1+056=0.
De aqui, llegamos a que A .
A=, = —.
T T 10
Como r(A) = — < 1, en virtud del Teorema 4.8 podemos asegurar que la solucién va a ser

10
asintoticamente estable.

Veamos un ejemplo mas préctico:

Ejemplo 4.13. Estudiando la poblacién de bisontes, los hemos clasificado segiin su edad, siendo
uy(t) los bisontes jovenes, ua(t) los de edad media y us(t) los mas mayores. En forma vectorial,

podemos describir la poblacién como:

Cada afio tenemos que nacen un 42% de los adultos que ya habia. Ademés, un 60% de la
poblaciéon que era clasificada como jovenes pasan a ser de edad media, mientras que un 75 % de
los de edad media pasan a ser adultos, y un 5% de los adultos mueren. Por consiguiente, tenemos

que la poblacién de bisontes satisface el siguiente sistema lineal:

0 0 042
ut+1)=106 0 0 |u(t)
0 075 0,95
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Estudiamos la estabilidad de la solucién con los métodos ya conocidos. Calculando la ecuacion
caracteristica, llegamos a que:
—22 4+0,95)\ + 0,189 = 0.

De donde deducimos que:
A= —0,17, A2 = 1,12.
Como r(A) > 1, con lo que la solucién no sera asintoticamente estable.

Por todo esto, nos va a interesar estudiar el subespacio formado por los autovalores de médulo

menor que 1, que es donde tendremos asegurada la estabilidad asintotica.

Definicion 4.14. Llamamos subespacio estable de una ecuacién, S, al subespacio formado por

los autovectores asociados a los autovalores de médulo menor que 1.

Este subespacio nos serd de especial interés porque las soluciones con condicién inicial en S

van a cero, como veremos en el siguiente teorema:

Teorema 4.15. Si u(0) pertenece a S, entonces u(t) también para todo t > 0, y la solucion serd

asintoticamente estable.

Demostracion. Sea u(0) en S. Como A envia a cada autoespacio en si mismo, también lo hara
con S. Por lo tanto, u(t) estara en S para todo t.
Consideremos los primeros k autovalores: {|A1], -+, | x|} < < 1.

Por el Teorema 4.4., tenemos que:
lei(t)| < B&',t>0,1<i<k.

Ademas:
n—1

U(t) = Z Ci+1(t)Min = Atu().
i=0
Como u(0) € S, lo podemos expresar como:

uw(0) = a1vy + - - - + g,

siendo v, - - -, v; los autovectores asociados a los primeros k autovalores.

Por la construccién de M;, tenemos que:
M;u(0) =0,Vi = {k,- - -, n},

que se corresponde con las filas asociadas a los autovalores |A| > 1.Por eso:

k—1
u(t) = Zci+1(t)MiU(),
1=0

y llegamos a las desigualdades:

k—1 k—1

()] <> cira () Mu(0)] < B6* > [M;u(0)] < C'[u(0)],
=0 =0
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vy obviamente:

lim |u(t)| =0

t—o00

Para terminar, calcularemos el subespacio estable de un sistema lineal en un ejemplo:

Ejemplo 4.16. Calcula el subespacio estable del siguiente sistema lineal:

0 1 0
ut+1)=10 0 1]u®)

1 § 0

4 4

Tenemos la siguiente ecuacién caracteristica

—\3 40,751 + 0,25

Entonces, Ay =1, A9 = TR con multiplicidad 2.

Por lo tanto, el subespacio estable estara formado por el autovector asociado a Ag:

4
-2
1
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