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Breve descricién do contido

Este traballo pretende motivar a programacién estocéastica por me-
dio de exemplos ilustrativos. Ademais estudaranse diversos elementos
tedricos, como a guia para unha correcta modelizacién, condiciéns de
optimalidade e os conceptos de valor da informacién e da solucién
estocéastica.

Con respecto aos métodos de solucion, analizarase un modelador para
problemas lineais denominado SMPS. Ademais, revisarase un algorit-
mo contributivo desenado para problemas de rutas de vehiculos esto-
césticos. Para rematar o traballo presentase unha aplicacion 4 vida

real.
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Resumo

A priori podemos pensar que o problema dun agricultor que debe decidir as cantidades
que vai plantar de certos cultivos e o problema dun coordinador de rutas de transporte
dun distribuidor de carburante non tenen nada en comun; porén, non é certo. Ademais do
obxectivo de optimizar certos beneficios ou custos suxeitos as diversas restriciéns sobre as
variables de decision, algins parametros (rendementos de cultivos ou demandas de clientes,
respectivamente) poden distar de ser deterministas, estar suxeitos a incerteza e requirir un
tratamento como variables aleatorias.

Ao longo deste traballo empregaranse diversos exemplos ilustrativos co fin de motivar
a programacion estocéstica. Ademais estudaranse diversos elementos teodricos, como a guia
para unha correcta modelizacion, as condiciéns de optimalidade e os conceptos de valor
esperado de informacioén perfecta e valor da solucién estocastica.

O traballo tamén consta de dous métodos para a resolucién de diversos problemas.
O primeiro é un modelador, denominado SMPS, que se emprega para resolver problemas
lineais e que pode ser empregado no servidor de optimizaciéon NEOS. O outro método que se
explicard é un algoritmo heuristico desenado para resolver problemas de rutas de vehiculos

estocasticos.

Abstract

A priori we can think that the problem of a farmer who has to decide the quantities to
plant of certain crops and the problem of transport route coordination of a fuel distributor
have nothing in common; however, it is not true. Besides the objective of optimizing certain
benefits or costs subject to several restrictions on decision variables, some parameters (crop
yields or customer demands, respectively) may be far from deterministic, be subject to
uncertainty and require treatment as random variables.

Throughout this project, diverse illustrative examples will be used in order to motivate

IX



X INDICE XERAL

stochastic programming. Furthermore, various theoretical elements will be studied, such
as the guide for a correct modelling, optimal conditions and the concepts of the expected
value of perfect information and the value of the stochastic solution.

The present work also consists of two methods to solve various problems. The first one
is a modeller, called SMPS, which is utilized to solve linear problems and it can be used
through the NEOS server of optimization. The other method that will be explained is a

heuristic algorithm designed to solve stochastic vehicle routing problems.



Introducién

A investigacion operativa (I.O.) é unha disciplina matematica cuxo obxectivo é axudar
a tomar decisions en problemas da vida real resolvendo modelos matematicos ([3]).

Esta disciplina aparece en Europa no século XVII cando se propén o “problema do
viaxante”. Dada unha serie de cidades e a distancia entre elas, o obxectivo do viaxante
era conecer a ruta mais curta coa que visitar todalas cidades e volver 4 cidade de orixe
sen repetir ningunha. Porén, non é ata a Segunda Guerra Mundial cando se recofiece esta
disciplina como tal. Posteriormente, en 1949, George Dantzig publica o método do simplex
para resolver problemas de programacion lineal ([5]).

Os modelos matematicos cos que se traballa nesta disciplina podense dividir en deter-
ministas e probabilistas. Como exemplos de modelos deterministas temos a programacion
lineal, enteira e non lineal, entre outros. A programacion estocastica, a cal se estuda neste
traballo, forma parte dos modelos probabilistas ao igual que a teoria de xogos ou a teoria
de colas.

Dentro das aplicacions da 1.0O., estan a asignacion de persoal nunha empresa, a pro-
gramacion das rutas de trens ou autobuses, o deseno de tratamentos na sanidade e outras
moitas.

A metodoloxia levada a cabo pola 1.O. para resolver os distintos problemas consiste
nunha serie de pasos. Unha vez definido o problema, a continuacién formulamos o modelo,
que inclie, en xeral, unhas variables de decisiéon e unha serie de funciéns que representan
os obxectivos e as restricions e fan uso de certos parametros. Unha vez formulado o modelo
buscamos a solucién do mesmo por medio dun algoritmo adecuado, validamolo e finalmente
pofiemos en practica a solucion.

A programacion estocastica busca a soluciéon 6ptima para problemas onde polo menos
un dos paradmetros do modelo é unha variable aleatoria. De aqui que neste caso a resoluciéon
do problema contempla a andlise dunha serie de escenarios a partir das restriciéons e da
funcion de distribucién das variables aleatorias.

Este traballo iniciase coa presentaciéon de dous exemplos ilustrativos da programaciéon
estocastica. Posteriormente, e despois de facer un repaso de diversos conceptos teéricos da

programacion lineal, estudaranse os modelos que comprenden a programacién estocéstica.

XI
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Ademais, explicarase a resoluciéon de problemas lineais mediante o emprego do servidor
de optimizacién NEOS e revisarase un algoritmo heuristico co cal se poden resolver proble-
mas de optimizaciéon de rutas de vehiculos con estocasticidade. Finalmente, preséntase un

problema da vida real onde se aplican estes conecementos.



Capitulo 1

Exemplos ilustrativos e conceptos

basicos

“When is an apple an apple and what do
you mean by its cost and nutrition content?
For example, when you say apple do you me-
an a Jonathan, or McIntosh, or ... 7 You see,
it can make a difference, for the amount of
ascorbic acid (vitamin C) can vary from 2.0
to 20.8 units per 100 grams depending upon
the type of apple ([6]).”

Figura 1.1: G.B. Dantzig

1.1. O problema do agricultor

Un agricultor dunha rexion europea (|2|) quere sementar en 500 acres de terreo tres
tipos de cultivos: trigo, millo e remolacha. Antes de plantar ten que decidir canto terreo
dedica a cada cultivo.

Sabe que para alimentar 6 gando precisa polo menos 200 toneladas de trigo e 240 de
millo. Estas cantidades pode cultivalas ou compralas. Ademais, todo o que produza en
exceso pode vendelo. O prezo de venda nos ultimos anos foi de 170 €/t de trigo e 150 €/t
de millo. Pero o prezo de compra é un 40 % mais caro.

No caso da remolacha, a Comisiéon Europea impén unha cota de producién, de forma

que se supera a cota malvende o produto excedente a 10 €/t, porén mentres cumpra a

1



2 CAPITULO 1. EXEMPLOS ILUSTRATIVOS E CONCEPTOS BASICOS

cota véndeo a 36 €/t. Este agricultor conta cunha cota de 6000 t. Por experiencias de anos

anteriores sabe que o rendemento medio da sta terra ¢ de 2.5 t/acre de trigo, 3 t/acre de

millo e 20 t/acre de remolacha.

A Taboa 1.1 recolle estes valores e a maiores o prezo de sementar cada cultivo.

Cultivo Trigo | Millo | Remolacha

Rendemento (t/acre) 2.5 3 20

Prezo de plantacion (€/acre) 150 | 230 | 260

Prezo de venda (€/t) 170 150 | 36 por debaixo de 6000 t e
10 por encima de 6000 t

Prezo de compra (€/t) 238 | 210 |-

Minimo necesario (t) 200 | 240 | -

Total de terreo disponible: 500 acres

Taboa 1.1: Datos do problema do agricultor.

O modelo que representa o noso problema seria o seguinte:

min 150x1 4+ 230x2 + 260z3 + 238y; + 210y2 — 170w; — 150w — 36wz — 10wy

s.a x1+ x9+ x3 <500
2.5z1 +y1 —wy > 200
3x2 + y2 —wa > 240
ws + wy < 2023

w3 < 6000

T1, %2, X3, Y1, Y2, W1, W2, w3, wy > 0,

onde:
21 son acres de terra dedicados 6 trigo,

x9 son acres de terra dedicados 6 millo,

x5 son acres de terra dedicados 4 remolacha,

y1 son toneladas de trigo compradas,
12 son toneladas de millo compradas,
wi son toneladas de trigo vendidas,

wy son toneladas de millo vendidas,

ws son toneladas de remolacha vendidas a prezo favorable,

wy son toneladas de remolacha vendidas a prezo desfavorable.
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O obxectivo é minimizar os custos de plantacién e de compra e maximizar o beneficio
obtido nas vendas dos produtos. A primeira restriciéon indicanos que a suma dos acres des-
tinados a cada cultivo non pode ser superior a 500 t. A segunda e terceira restricions fan
referencia a que se precisan polo menos 200 e 240 toneladas de trigo e millo, respectiva-
mente. A seguinte dinos que as toneladas de remolacha vendidas non poden ser superiores
ao que poden xerar os acres destinados 4 sitia produciéon. A quinta restricion indica que a
cantidade de toneladas vendidas a prezo favorable non pode ser superior 4 cota que ten o

agricultor.

Malia non formar parte das variables que intervefien no modelo, imos denotar por p;,

con ¢ = 1,2,3, 4 produciéon obtida de cada produto.

Resolvendo o problema lineal' obtemos como soluciéon 6ptima a recollida na Taboa 1.2.

Cultivo Trigo Millo Remolacha
Superficie (acres) | x1 =120 | zo = 80 x3 = 300
Producion (t) p1 =300 | p2 = 240 p3 = 6000
Vendas (t) w; =100 | wo =0 | w3 =6000,ws =0
Compra (t) y1=0 yo =0 -
Beneficios: 118600 €

Taboa 1.2: Solucién 6ptima do problema lineal con rendemento medio.

A solucion 6ptima dinos que o agricultor ten suficiente superficie para abastecer 6
gando, tanto de trigo como de millo, e tamén terreo suficiente para alcanzar a cota de
remolacha. A cantidade de superficie que lle sobre ten que dedicala a producir trigo, xa
que é o cultivo que mais caro se vende e méis barato se planta, por tanto os beneficios son

mailores.

A idea é distribuir a terra da seguinte forma: primeiro remolacha a prezo favorable, pois
a pesar de que o beneficio non é superior ao dos outros cultivos, o rendemento na producién
é moito maior. Despois seria o trigo, cuxo rendemento esta proximo 6 rendemento do millo e

os beneficios son maiores. Logo teriamos o millo, e finalmente malvenderiamos a remolacha.

Non obstante, sabese que o rendemento cambia en funcién do ano, pois os cultivos
dependen das condicions climaticas (seca, exceso de choiva, etc). Logo pode suceder que
o rendemento sexa superior ou inferior ao promedio estimado. Tendo isto en conta imos
resolver o problema anterior de forma estocéstica, segundo sexan as variables aleatorias

discretas e correlacionadas, ou aleatorias continuas e incorreladas.

!Podese utilizar para iso algunha linguaxe de programacién, como por exemplo R (https://www.
r-project.org/)
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1.1.1. Variables aleatorias discretas e correlacionadas

Supofiemos neste primeiro caso que hai correlacion entre os distintos cultivos. Parti-
mos da base de que pode haber tres posibilidades, que os rendementos resulten un 20 %
por enriba do promedio, o promedio ou un 20 % por baixo del. Ademais asiimese que a

probabilidade de darse cada un dos escenarios é a mesma, é dicir, 1/3.

Cada escenario pddese resolver de forma independente igual que se fixo con anterio-
ridade para o caso do rendemento medio. Por exemplo, cando o rendemento é un 20 %
superior ao promedio, temos que o rendemento de trigo é de 3 t/acre, o de millo é de 3.6

t/acre e o de remolacha é de 24 t/acre. Neste caso o modelo a resolver vén dado por:

min  150x1 + 230x2 + 26023 + 238y1 + 210y2 — 170w — 150wy — 36ws — 10wy
s.a 1+ x9+x3 <500

3r1 +y1 —wy = 200

3.6x9 + yo2 — wo > 240

—24x3 + w3 +wyg <0

w3 < 6000

€L1,X2,T3,Y1, Y2, W1, W2, W3, W4 20 (12)

Presentamos a solucién 6ptima na Taboa 1.3.

Cultivo Trigo Millo Remolacha
Superficie (acres) z1 = 183.333 | 9 = 66.667 x3 = 250
Producion (t) p1 = 550 p2 = 240 p3 = 6000
Vendas (t) wy = 350 wy =0 w3 = 6000, ws =0
Compra (t) y1=0 yo =0 -
Beneficios: 167666.7 €

Taboa 1.3: Solucion 6ptima do problema lineal cun rendemento do 20 % superior ao do

promedio.

No caso do rendemento inferior ao 20 %, haberia que cambiar a producion por 2 t/acre
de trigo, 2.4 t/acre de millo e 16 t/acre de remolacha. Para este caso os gastos serian de
59950 €.

Agora ben, queremos expresar o problema de forma estocéstica e para iso necesitamos
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ter en conta os tres escenarios. A formulaciéon mateméatica do problema é a seguinte:

min 150x1 + 23022 + 260z3

1
—5(17011)11 — 238y11 + 150wa; — 210y921 + 36ws; + 10wyq)

—%(17011)12 — 238y12 + 150wa — 210y922 + 36ws2 + 10wy2)
—§(170w13 — 238y13 + 150wa3 — 210y923 + 36ws3 + 10wy3)
s.a 1+ x2+ x3 <500

3x1 + y11 — w11 = 200

3.672 + Y21 — wor > 240

w31 + war < 24x3

ws1 < 6000

2.511 + y12 — w12 > 200

3xo + Y22 — wa > 240

w3g + wao < 2073

ws2 < 6000

2z1 + y13 — wiz > 200

2.4x9 + y23 — wa3z > 240

w33z + wyz < 1673

w33z < 6000

T1,%2, %3, Y1s, Y2s, Wis, W2s, W3s, Was > 0,5 = 1,2, 3. (1.3)

A continuacion definense as variables que intervefien:

x1 son acres de terra dedicados 6 trigo,

29 son acres de terra dedicados ¢ millo,

x3 son acres de terra dedicados & remolacha,

y1s son toneladas de trigo compradas no escenario s, s = 1, 2, 3,

125 son toneladas de millo compradas no escenario s, s = 1,2, 3,

w1 son toneladas de trigo vendidas no escenario s, s = 1,2, 3,

wag son toneladas de millo vendidas no escenario s, s = 1, 2, 3,

w3, son toneladas de remolacha vendidas a prezo favorable no escenario s, s = 1, 2, 3,

wys son toneladas de remolacha vendidas a prezo desfavorable no escenario s, s = 1,2, 3.

Ademais, para cada cultivo, imos denotar a producién obtida por pis, p2s, P3s con s

representando os tres posibles escenarios.
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A decision do reparto de terras, (z1,x2,x3), tomase antes de conecer a producion e
denominase decision de primeira etapa. Non obstante, as das compras, (y1,y2), ¢ vendas,

(w1, wa, w3, wy), tomanse despois e chamanse decisions de segunda etapa. Temos que ter

en conta que estas tultimas varian con cada escenario.

A solucién 6ptima deste problema estocastico amosamola na Taboa 1.4.

Trigo Millo Remolacha
Primeira etapa Superficie (acres) x1 =170 | 22 =280 x3 = 250
s=1 Producion (t) p11 = 510 | po; = 288 | p31 = 6000
superior Vendas (t) w1 = 310 | wo; =48 | w3p = 6000, w4 =0
Compra (t) yi1 =0 y21 =0 -
s=2 Producion (t) p12 = 425 | pag = 240 | p3z = 5000
promedio Vendas (t) wig = 225 | wog =0 w3z = 5000, wye = 0
Compra (t) yi2 =0 Y22 =0 -
s=3 Producion (t) p13 = 340 | po3 = 192 | p33 = 4000
inferior Vendas (t) wiz = 140 | woz =0 w3z = 4000, wy3 = 0
Compra (t) y13 =0 Yoz =48 | —
Beneficios: 108390.2 €

Taboa 1.4: Solucién 6ptima do problema estocéstico.

A 4area oOptima destinada & remolacha é aquela que nos permite vendela a prezo favo-
rable. E mais beneficioso vender a prezo favorable que cubrir toda a cota. A area éptima
dedicada ¢ millo permite cubrir as necesidades alimenticias do gando cando ten lugar un
rendemento medio e incluso sobra para vender se o rendemento é superior. Porén, se a
producién esta por debaixo do promedio é necesario comprar. A area restante dedicase 6
cultivo de trigo. Esta sempre permite, ademais de cubrir todas as necesidades, vender unha

parte.

Se o agricultor soubera de anteman como vai ser o rendemento cada ano, entén o
problema resolveriase de forma lineal igual que se resolveu supoifiendo un rendemento
medio (véxase sistema (1.1)). Como o agricultor non sabe como vai a ser a producion,
resélvese o problema de forma estocéstica.

Non obstante, se por exemplo souberamos que os rendementos son ciclicos, poderiamos
resolver os tres problemas de forma independente e lineal, sendo o gasto a media dos tres
resultados. Estamos ante unhas circunstancias de informaciéon perfecta. No noso exemplo o
beneficio seria %167667 €—|—%118600 €—|—%59950 €= 115406 €. A diferenza entre o beneficio

obtido resolvendo o problema de forma estocastica e de forma lineal tendo informacién
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perfecta, conécese co nome de valor esperado de informacion perfecta (EV PI). No noso
exemplo este valor é de 115406 € — 108390 €= 7016 €. Non obstante, pode ser que o
agricultor decida resolver o problema de forma estocéstica fixando o reparto das terras aos
valores obtidos cun rendemento medio. A diferenza entre resolver o problema de forma
estocastica a resolvelo da forma anterior recibe o nome de valor de solucién estocéstica
(V'SS). O valor do obxectivo cando se considera o reparto de terras que se obtén resolvendo
o problema con un rendemento medio, é dicir, o valor do obxectivo empregando z; = 120,
xo = 80, x3 = 300, para todos os escenarios é de 107236.1 €. Por tanto, V.SS = 108390.2
€ —107236.1 €= 1154.1 €.

Formulacion xeral do modelo

Vexamos agora como se resolve de forma xeral este problema estocastico con variables
aleatorias, discretas e correlacionadas.

Primeiro temos que tomar unha serie de decisiéns en ausencia de informacién respecto
das variables aleatorias do problema, que denotamos co vector x e que son as decisiéns de
primeira etapa. Posteriormente, temos mais informacion sobre a realizacion das variables
aleatorias e tdbmanse outras decisiéns, z, que son as decisiéns de segunda etapa. De acordo

con isto, definimos o problema estocastico en dias etapas da seguinte forma:

min 'z + EeQ(w,€)
s.a Axr=0b
x>0, (1.4)

onde Q(z,&) = min{q’z |Wz + Tax = h,z > 0}. £ é un vector aleatorio sobre o que se
ten informacioén. Esta formado polas seguintes componientes: q', que constitiie o vector de
coeficientes de z no obxectivo; h, que é o vector de termos independentes; e T, que son os
coeficientes de z nas restricions. E¢ ¢ a esperanza matemaética con respecto a &; e W son
os coeficientes de z nas restricions. Neste caso imos supoiier que W esté fixado, ainda que
poderia ser aleatorio.

Reescribimos o problema do agricultor a partir da informacién tedrica.

min 150z + 230z + 26023 + EeQ(x, &)
s.a x4+ x9+x3 <500
x> 0. (1.5)

A vista do problema (1.5), observamos que, neste caso, temos: o vector ¢! = (150, 230, 260),

a matriz A correspéndese co vector A = (1,1,1) e b = 500. Estes vectores son deterministas
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e fan referencia & primeira etapa do problema.
Escribimos agora o problema de segunda etapa para un escenario en concreto, por

exemplo o que considera o rendemento medio:

Q(z,&) = min 238y; + 210ys — 170w; — 150we — 36ws — 10wy
s.a 2.5 +y1 —wi > 200
3xg + yo — wo > 240
20x3 — w3 —wyq >0
—ws > —6000

Y1, Y2, w1, w2, w3, wy = 0.

O vector de decisions de segunda etapa z = (y,w) = (y1,¥y2, w1, w2, ws, wy) esta
composto polo vector de vendas e o de compras. Neste exemplo s6 a matriz T varia
con cada escenario, pois q e h estdn fixados: ¢ = (238,210,170, —150, —36, —10) e
ht = (200, 240,0, —6000). A matriz T é a seguinte:

25 0 0
T 0 3 0
0 0 20
0 0 O

3 0 0
T_ 0 36 0 7

0 24

0 0

cando o rendemento supera nun 20 % o promedio; e

2 0 0
T 0 24 0 7

0 0 16

0 0

cando o rendemento é inferior ao 20 % do promedio.
Como vemos, 0 que varia na matriz é a diagonal, logo pddese considerar o vector aleato-
rio & = (t1,t2,t3), que toma tres valores distintos en funcion do escenario, (t1(s), t2(s),t3(s)),

con s =1,2,3.
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Por exemplo, para s = 2 temos,

£1(2) 2.5
t2(2) - 3
t5(2) 20

En definitiva, tamén podemos escribir as restricions de segunda etapa da seguinte formas:

Y1
10 -1 0 0 0\][w ti(s) 0 0 200
01 0 1 0 0ffu| [0 te o 2 | 20
00 0 0 -1 —1|]w 0 0 ta(s) = o
00 0 0 -1 0/ |uw o o o )\ 6000
wy

A funcion E¢Q(x, &) recibe o nome de funcién recurso ou funcion valor e podese denotar
por Z(x). Por tanto, reescribese a formulacion do problema estocastico (1.4) dunha maneira

mais reducida:

min  c'z + P(x)
s.a Axr=1b
z>0. (1.6)

1.1.2. Variables aleatorias continuas e incorreladas

Imos considerar agora os rendementos como un vector aleatorio continuo. Ademais, o
rendemento de cada cultivo vai a ser independente do resto de cultivos. Suponamos que o
rendemento de cada alimento ¢ unha variable aleatoria uniforme no intervalo [l;, u;], con 4
facendo referencia 6 cultivo. Para que as esperanzas da producién sexan iguais a considerar
variables aleatorias discretas e correlacionadas, tomamos [; como un 80 % do rendemento
medio e u; un 120 %. Igual que antes, as decisiéns de primeira etapa correspéndense coa
distribucién das terras e as de segunda etapa coa compra e venda dos cultivos. Como
estamos considerando independencia no vector aleatorio, a formulacién das decisions de

segunda etapa é a seguinte:

3

3
9 (w) = BeQ(x,8) = Y EeQi(wi,8) =Y Zi(wy),
=1

=1



10 CAPITULO 1. EXEMPLOS ILUSTRATIVOS E CONCEPTOS BASICOS

onde Q(x, &) asocia un valor na segunda etapa a cada posible realizacion do vector aleatorio

e Zi(x;) é a funcion de esperanza do 6ptimo da segunda etapa para o cultivo i.

Empecemos calculando Q;(x;, &) con ¢ = 3, é dicir, a cantidade 6ptima de vendas da
segunda etapa para o caso da remolacha (noutros cultivos para calcular o valor 6ptimo da
segunda etapa hai que ter en conta tamén as compras, non obstante, neste non, porque
todo o que se produce véndese). A formulacién do problema de segunda etapa para un

rendemento dado, t3(§), é:

Q3(z3,€) = min  —36ws(&) — 10wy (&)
s.a  w3(§) +wa(§) < t3(§)zs
ws(€) < 6000

w3(£)7 w4(£) >0,

onde ws son toneladas de remolacha vendidas a prezo favorable e w4 son as vendidas a

prezo desfavorable. Por tanto:

w3(§) = min[6000,t3(§)ws],
wa(€) = max(ts(€)zs — 6000, 0],

xa que o O6ptimo é vender a maior cantidade posible a prezo favorable e a restante a prezo
desfavorable. Observemos que se t3(&)zs < 6000 non se superaria a cota e venderiase todo
a prezo favorable, e se t3(£)x3 > 6000 quere dicir que superamos a cota e vendemos a

cantidade que a supera a prezo desfavorable.

Logo, o valor 6ptimo de vendas da remolacha é:
Qg(xg, S) = —-36 min[6000, t3(£)$3] —10 méX[tg(f)l‘g — 6000, 0].

Imos suponer que lsz3 < 6000 < ugxs, sendo I3 e ug os limites inferior e superior de t3(&),
respectivamente. E dicir, asumimos que a superficie dedicada a este cultivo non pode ser
tan grande que dea unha producién que supere a cota para calquera rendemento, nin pode
ser tan pequena que o resultado sexa sempre menor. Asi temos:

6000 6000

T a2
u3 I3

Tendo isto en conta, a funciéon da esperanza do valor 6ptimo de vendas da remolacha é:

6000/ 3 ug3

36txs f(t)dt — / (216000 + 10ta5 — 60000) £ (t)dt,
6000/ x5

D3(x3) = EeQ3(3,8) = —/

I3
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pois cando t3(€) € (lg, 622()) enton, Qs(zs3,&) = —36t3(&)xs e cando t3(€) € (%go,u?,)
temos, Q3(x3,€) = —216000 — 10(t3(€) — 6000). f(t) é a densidade do rendemento da
remolacha.

Agora, se suponemos que a densidade no intervalo [l3, u3] é uniforme, é dicir,

1

f) = q ="
0 se = ¢ (I3, us)

se € (I3, us)

enton temos o seguinte resultado:

(u3 —13)3 N 13(ugw3 — 6000)? 360+ 13(u3x3 — 6000)?

D3(x3) = —18
3(23) u3z — I3 r3(uz — I3) w3(u3 — I3)

)

sendo t3 = MT“?’ o rendemento medio para a remolacha considerando unha densidade
uniforme.

Se a producién supera sempre a cota (I3zz > 6000):

u3
Dy(x3) = / (—156000 — 10tx3) f(t)dt = —156000 — 1023,
6000/z3

Xa que:

Q3($3,€) = —-36 min[6000, t3(£)l‘3] — 10 méX[tg(g).Tg — 6000,0] =
—216000 — 10(t3(&)z3 — 6000) = —156000 — 10t5(&)xs.

De igual forma, se a producion é sempre menor ca cota (ugxs < 6000):
6000/ 3 ~
D5(x3) = / —36txs f(t)dt = —36t3x3,
I3

xa que: w3 = t3(§)xz e wy = 0, logo Q3(x3,&) = —36t3(&)xs.
Por tanto temos:

—36t3x3 se w3 < %20
= 7 13 —6000)2
D5(x3) = { —36t313 + % se 6220 <3< 6??(’)0
—156000 — 10%3.%3 se I3 Z 46?20'

Sabendo que o rendemento medio da remolacha é 20, e dado que uz ¢ o 120% do
rendemento medio e I3 é o 80 % do rendemento medio, entén uz = 24, I3 = 16 e t3 = 20.

Logo,
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—720:63 se I3 < 250
P3(ws) = § ~720m5 + BCHOE o 250 < 25 < 375
~156000 — 2003 se x3 > 375,
é dicir,
—T720x3 se x3 < 250
P3(w3) =  —468000 + 21625 + B2 e 250 < 23 < 375
~156000 — 20023 se w3 > 375.

De forma similar obtense para o trigo,

47600 — 5951 se xq < 20
Pr(w1) = { 119 @020 gy @Q00-8m) o 200 < 4y < 10
34000 — 42521 se @1 > 100,
e para o millo,
50400 — 6302 se g < 20
Ta(wz) = { 87.5E0 242" g 5 (A0-BEm)" o 200 < ) < 100
36000 — 425z se @ > 100.

A expresion do problema global é:

min 150x7 + 23029 + 260z3 + 2 (1'1) + 92(%2) + .@3(3?3)
s.a 1+ x9+ x3 <500

x1, 22,23 > 0.

Agora imos resolver o problema. A funcion f(z) = 15021 4 230x2 + 260x3 + % (1) +
Do(x2) + P3(x3) é convexa, continua e diferenciable, por selo as funcions Z;(z;). Ademais,
o problema cumpre a condicion de regularidade, é dicir, existe algun x tal que g(z) =
x1 + x2 + x3 — 500 < 0 e h(x), que neste caso é 0, é unha funcion afin. Esta condicion
permitenos poder aplicar as condicions de Karush-Kuhn-Tucker (K-K-T) e atopar asi o

valor 6ptimo.

As condiciéns de K-K-T dinnos que: z* € X é solucién optima, sendo X a rexion
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factible determinada polas restricidons, se e s6 se, existen A > 0 e p tal que:

Vf(z*) 4+ NVg(z*) + p'Vh(z*) = 0,
Ag(z*) = 0.

Neste caso, como h(x) = 0 para todo z, aplicando as condicions K-K-T temos:

150+ 921
1
230+ 2222) \ .
T2
a60 + 2223 Ly
T3
Az1 + x2 + x3 — 500] = 0. (1.7)

Se se sup6n que a solucion é tal que x7 > 100, % <29 <100,250 < a3 <375e X #0,

enton tense:

P o 1.44-10% 9 5.85 - 107
0%(x1) _ —425, 0%2(x2) _ g6 R 75l2s) _ 16— — 2
1 ) x5 3 3

logo,

150 =425 + XA =0 = A\ = 275,

1.44 - 109 1.44 - 108
230 — 306 — ——— + A =0= 199 — ———— =0 = z, = 85.067,
) Ty
5.85 - 107 5.85 - 107
260 + 216 — ——— + A =0= 751 — ———— = 0 = x3 = 279.099,
T3 L3

21+ 22+ 23 — 500 =0 = x; = 135.834.

1.2. O problema de rutas

Vexamos agora un exemplo de planificaciéon de rutas. Suponamos que un vehiculo ten
que facer unha ruta para visitar a catro clientes (A4,B,C,D). Ademais, o vehiculo ten que
sair dun depdsito, que se denotara cun 0, e volver a el ao final da ruta. Sabese que s6 hai
un vehiculo disponible con capacidade 10 e que non hai limite de tempo para facer a viaxe.

Tres das catro demandas feitas polos clientes son conecidas e iguais a 2, mentres que
a outra demanda é aleatoria. Esta pode ser 1 ou 7 con igual probabilidade, é dicir, con
probabilidade % cada unha. Astmese que os clientes con demandas conecidas son A,B e

D, e o cliente coa demanda aleatoria é C. Como é de suportier, todos os produtos deben ser
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recollidos. Neste caso estamos cun exemplo de recollida, non obstante se o que facemos son
entregas resolveriase de forma similar. Mais dificil serfa ter que entregar e recoller produtos

de forma simultanea.

Este problema podese representar nun grafo, G, composto por un conxunto, V', de
nodos ou vértices, e un conxunto, F, de arestas ou arcos. Cada arco represéntanse por un
par (i,7) que indica o desprazamento do nodo i ao j. No noso exemplo, o conxunto de
nodos é V= {0,4, B,C, D}, é dicir, V son o deposito e os clientes. Ademais, o vehiculo
pode viaxar en calquera direccién e ir dun cliente a outro sen necesidade de volver ao
deposito (véxase Figura 1.2). Por tanto, todas as arestas estan presentes, o que quere dicir

que temos un grafo completo ([11]):

Deposito

Figura 1.2: Grafo inicial.

A distancia entre os nodos esta dada nunha matriz, denominada matriz de distancia que
se denotara por C. Esta matriz é simétrica, isto quere dicir que a distancia entre cada par
de nodos é a mesma en calquera sentido. A miiado estas matrices cumpren a desigualdade
triangular ¢;; < ¢, + cxj, para todo 4, j,k € V, sendo ¢;; a distancia entre o nodo i e o
j. Esta desigualdade dinos que a menor distancia entre dous nodos é ir directamente dun
nodo a outro, sen necesidade de pasar por outro nodo entre ambos. Podemos observar que

a matriz de distancias, C, deste exemplo cumpre esta desigualdade.
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O problema do vendedor ambulante (TSP) consiste en encontrar o camifio méis curto
para ir dun sitio a outro entre todos os posibles. No noso caso, non se resolve o exemplo
con sb6 atopar o traxecto mais curto, senén que ademais temos que ter en conta que o tinico
vehiculo disponible ten capacidade para 10 demandas e unha delas é aleatoria.

Se estivésemos s6 ante un problema TSP poderiase resolver calculando todas as posibles
rutas e de entre elas tomar a mais curta. Se temos n clientes e o vehiculo sae do depésito,
enton pode visitar calquera deses n clientes. Unha vez que visite ao primeiro ten que visitar
n—1, posteriormente quédanlle por visitar n—2 e asi sucesivamente ata que os visita todos.
Por tanto, resolvendo o problema manualmente teriamos que calcular n! rutas. Ainda que,
por simetria da matriz de distancias, seria suficiente calcular %’ rutas. Tamén se poderia
resolver con algunha linguaxe de programacién, como pode ser R ou o servidor CONCORDE de
NEOS?. No noso exemplo, o camifio méais curto (sen ter en conta a capacidade do vehiculo)

mostrase na Figura 1.3 e ten lonxitude ci2 +cas+ ¢34+ a5 +c51 =24+3+1+3+1=10.

Deposito

Figura 1.3: Solucién TSP asociado a este problema de rutas.

Imos resolver agora o noso problema. Para iso, distinguimos entre conecer, ou non, a

demanda do cliente C' antes de chegar a el.

1.2.1. Demandas conecidas

Supofiamos que antes de comezar a ruta podemos conecer a demanda do cliente C.
Estamos ante un caso de informacién a priori. Por tanto, escollemos a ruta despois de

coniecer a demanda aleatoria, o que se corresponde cun proceso de esperar e ver.

’https://neos-server.org/neos/solvers/co: concorde/TSP.html
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Un exemplo deste tipo de caso seria a recollida dos refugallos dunha determinada
empresa. Esta recollida sabese con antelacion pero sen demasiada marxe. Se o caso fose de
distribucién, e non de recollida, un exemplo desta situacion seria o reparto dunha bebida
a unha serie de bares e restaurantes. Nestes establecementos a demanda varia segundo
haxa dias festivos, eventos ou non. Esta demanda variable conécese pouco tempo antes do

reparto.

Volvamos ao noso exemplo. Cando a demanda de C' é 1, é dicir, o cliente quere que s6
recollamos un produto, entén a suma total das demandas é 7 (posto que o resto de clientes
presentaban demanda 2). Como é menor que a capacidade do vehiculo, a soluciéon 6ptima
coincide coa ruta mais curta. Esta ruta, que tina lonxitude 10, calculamola previamente

cando resolviamos o problema TSP e mostrase na Figura 1.4.

Deposito

Figura 1.4: Solucién de esperar e ver cando a demanda de C' é 1.

Se a demanda de C é 7, a suma total das demandas excede a capacidade do vehiculo,
porque o numero de produtos que temos que recoller é 13 e sabemos que o vehiculo s6
pode transportar 10. Por tanto, nalgtin momento ten que volver ao depdsito, descargar e
continuar o traxecto dende ali, ata rematar todas as demandas. En definitiva, ten que facer
dias rutas na menor distancia posible. A solucién 6ptima ¢ 0 - A - D — 0 — B —
C — 0, como se ilustra na Figura 1.5, con lonxitude c1o + co5 + ¢51 + ¢13 + ¢34 + ¢41 =
24+2+14+44+1+4=14.
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Deposito

Figura 1.5: Solucién de esperar e ver cando a demanda de C' é 7.

Para atopar esta soluciéon 6ptima podémolo facer de forma manual. Cando a demanda
de C é 7 podemos visitar este cliente s6 ou xunto con outro cliente. Non podemos visitar
maéis clientes xa que se excederia a capacidade do vehiculo, pois os clientes A, B e D tenen
como demanda fixa 2. Por tanto temos as seguintes rutas, (véxase Figura 1.6), e de entre

elas a 6ptima é a vista anteriormente.

Como sabemos que a probabilidade de que C poida ser 1 ou 7 é a mesma, entén o

promedio da distancia recorrida neste proceso de esperar e ver ¢ W.S = % -104 % -14 =12.

1.2.2. Demandas desconecidas

Suponamos que non cofiecemos a cantidade de produtos que temos que recoller no
cliente C'. Mentres sexa esta demanda menor ou igual a 4, a suma total de demandas non
excede a capacidade do vehiculo. Daquela, a soluciéon 6ptima coincide coa ruta TSP cuxa

lonxitude é 10.

O que temos que facer neste caso é planear o traxecto non tendo en conta a incerteza,
e unha vez conecida a demanda de C' modificar a ruta ou non en funcién desta cantidade.
A demanda de C pode ser 1 ou 7 coa mesma probabilidade, pero de forma aleatoria. Como
consecuencia, planificamos como ruta inicial a obtida como ruta 6ptima do problema do

vendedor ambulante.

Se a demanda de C' é 1, a solucién 6ptima coincide coa do problema TSP, logo seguimos

coa ruta planificada (véxase Figura 1.7).
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3 3
2 1 4
Depésito

(a) A lonxitude é 17, xa que a dis-
tancia entre o deposito e o cliente C'
tense que contar ddas veces.

Deposito

(c) A lonxitude é 17.

® @
A \424/ D

2 1

Depésito

(b) A lonxitude é 14.
4 § 3
4 4
1
Deposito

2
(d) A lonxitude é 18.

Figura 1.6: Posibles rutas de esperar e ver cando a demanda de C é 7.
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Depésito

Figura 1.7: Cantidade da demanda previamente desconecida sendo a demanda de C' igual

al.

Non obstante, se a demanda de C' é 7, o vehiculo non pode coller todos os produtos
de C, posto que xa teria recollidos os de A e B, que son un total de 4, e xunto cos de
C excederian a capacidade do vehiculo. Suponamos que podemos dividir os produtos, é
dicir, no caso de non poder recoller a demanda total poder coller unha parte e despois
volver pola restante. Enton, temos que coller todos os posibles de C' e despois volver polos
restantes ata rematar coa ruta. Tornar ao depésito por non poder recoller toda a demanda
denominase fracaso. A distancia total percorrida é a lonxitude da ruta TSP, 10, mais a
distancia entre ir e volver de C ao dep0sito, c41 + c14 = 4 + 4 = 8. Por tanto, a lonxitude

total que se recorre é de 18. Na Figura 1.8 amosamos o grafo a seguir.

Depésito

Figura 1.8: Cantidade da demanda previamente desconecida sendo a demanda de C' igual
ar’.

Se a demanda non ¢é divisible, unha vez chegado a C' volveriamos ao depésito deixar as
demandas de A e B e a continuacion tornariamos a C' para rematar o traxecto. A distancia
total neste exemplo coincide en ambos casos. Porén, non sempre se da esta coincidencia.

A probabilidade de que ocorra calquera das dias situaciéns é a mesma. Daquela, a
expectativa do problema do valor esperado, é dicir, o promedio do recorrido entre ambas
situaciéns ¢ EEV = §-10+ 1 - 18 = 14.
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Non obstante, poderiase elixir a ruta TSP en sentido contrario, é dicir, 0 - D — C —

B — A — 0. Neste caso, teriamos os grafos da Figura 1.9, en funcién de como sexa a

demanda de C.
o ® Ol ®
(&) ) @ ()

Deposito Deposito

Figura 1.9: Ruta cando a demanda unha vez chegado a C' é 1 (esquerda) e ruta se dita

demanda fose 7 (dereita).

Como vemos, se a demanda de C' é 1 lévase a cabo a ruta planificada previamente sen
ningtn cambio. A lonxitude total é a mesma que no outro sentido.

Pola contra, se a demanda de C' é 7, como previamente s6 colleu dous produtos, pode
recoller toda a demanda de C. En tal caso, como a capacidade do vehiculo é 10 e teria
collidos 9 produtos, non se pode coller a demanda completa de B, que é 2. O que se fai
é volver ao deposito dende C, para despois coller as demandas de B e A. Non compensa
ir a B e coller un dos produtos para ter que volver despois outra vez dende o depésito.
O retorno dende C ao deposito, sabendo que non se pode recoller toda a demanda de B,
cofiécese como retorno preventivo. A lonxitude neste caso é ¢15+cs4+c41 +c13+c32+c21 =
1+34+44+44+3+2=17.

Aqui, o verdadeiro custo en funcién da incerteza da soluciéon do valor esperado é EEV =
5-10+ 417 =13.5.

Para este tipo de problemas, a decisiéon de primeira etapa é a ruta planificada ou ruta
a priori. As accions de recurso, como poden ser a volta ao deposito ou retorno preventivo,
son decisions de segunda etapa ou accidns adicionais debidas & incerteza. Esta incerteza
sup6n unha diferenza entre a ruta a priori e a ruta que finalmente se leva a cabo.

No noso exemplo, a ruta planificada elixida (a solucién 6ptima do problema do vendedor
ambulante) non nos devolve a solucién 6ptima do problema con incerteza. Podese calcular a
ruta que se debe elixir como decisién de primeira etapa. Esta é a que proporciona o mellor
resultado para ambos valores. Esta ruta inicial poédese obter de forma manual facendo
o seguinte razoamento: partindo do depésito pddense visitar calquera dos catro clientes.
Se eludimos a capacidade do vehiculo, sabemos que temos un total de 24 rutas, que por

simetria é suficiente calcular 12. Se a demanda de C' fose inferior a 4, a ruta que se seguiria
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seria a inicial. Por outra parte, se a demanda fose superior a 4 teriamos que modificar
a ruta, introducindo voltas ao depdésito ou retornos preventivos. Este tdltimo consiste en
tornar ao deposito antes de visitar ao seguinte cliente, se queda espazo no vehiculo pero

non o suficiente para recoller a demanda deste novo cliente. Logo, calculamos todas estas

rutas modificadas e, unha vez conecidas, escollemos aquela que sexa mais 6ptima en ambos

(A ; j D
Deposito

Figura 1.10: Ruta inicial 6ptima con demanda variable desconecida.

casos (véxase Figura 1.10).

Asi, temos unha lonxitude de 11 se C' ten unha demanda de 1, e unha lonxitude de 14
se a demanda é 7. No primeiro dos casos seguiriase coa ruta a priori. Porén, no segundo, o

camino a percorrer ¢ unha modificaciéon da ruta planificada (obsérvese Figura 1.11).

Figura 1.11: Solucién 6ptima cando unha vez chegado a C' a demanda é 7.

A lonxitude esperada segundo a politica de recurso 6éptimo é RP = % 114 % 14 = 12.5.
Con este exemplo podemos ver que dentro da programacién estocastica é importante
distinguir entre o que acontece antes e despois de cofiecer o valor das variables aleatorias,
é dicir, é importante distinguir entre a primeira etapa e a segunda. As acciéns de recurso,

como poden ser o retorno preventivo ou a volta ao depdsito, son necesarias e debemos
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considerar a maior cantidade delas para poder telas en conta no momento de atopar a
solucién 6ptima. Neste caso, a solucién 6ptima mostra un peor resultado se a demanda
de C é pequena. Isto é un custo por conecer a demanda variable a tempo. Asi, se esta
demanda é alta permite tomar unha accién de recurso éptima.

Ademais cimprese:

WS < RP < EEV,

onde a primeira desigualdade dinos que o mellor de todo é cofiecer sempre a informacién con
anterioridade. A segunda dinos que é mellor ter en conta a incerteza que suponer que non
existe. A diferenza entre RP e W .S coniécese como valor esperado de informacion perfecta,
EV PI. Neste caso EVPI = RP — WS = 0.5 é a cantidade méxima que estariamos
dispostos a pagar por conecer a demanda exacta de C. A diferenza entre FEV e RP é
o valor da solucion estocastica, V.SS. No exemplo, o valor de V'SS indicanos que ter en
conta a incerteza é importante, V.SS = EEV — RP = 1.5.



Capitulo 2

Preliminares teoéricas

2.1. Programacioén lineal

A continuacién faremos un breve repaso sobre a programaciéon lineal, introducindo os
conceptos mais importantes neste tipo de problemas. Posteriormente, falaremos da duali-

dade e dos seus resultados mais relevantes ([3]).

2.1.1. Introducién aos problemas de programacioéon lineal

Definicion 2.1. Un problema de programacion lineal é un problema de optimizaciéon onde

a funcion obxectivo e as restricions son funcions lineais das variables de decision.

n
min chxj (oumax)

j=1
n
s.a Zaijmj =b;, conie{l,..,m}
j=1
Z; >0, Vje {1,...,TL}
cj,aij,bi eER, Vie {1, ,m}, Vj e {1, ,n} . (2.1)
As variables de decision son z;, con j € {1,...,n}, por tanto, hai n variables de decision.

Ademais, ténense un total de m restriciéns funcionais (e n de signo).

De forma anéloga, podese definir o problema de programacién lineal empregando vec-

23
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tores e matrices:

min ¢z (oumax)
s.a Ax=b
x>0, (2.2)
onde z é o vector cuxas compoiientes son as variables de decision, b = (by, ..., by)t > 0
son os lados dereitos das restriciéns, ¢ = (cy, ..., c,)! son os coeficientes do obxectivo e

A € M,,xn é a matriz formada polos coeficientes das restricions.

Definicién 2.2. Unha solucion factible para un problema lineal é o conxunto de valores
para as variables de decisién que cumpren todas as restriciéons. Dise que unha soluciéon
factible é dptima se ao avaliala na funcién obxectivo devolve un minimo desta funcién, ou

un maximo se o problema considerado é de maximizar.

Definicion 2.3. O conzunto factible é o conxunto de todas as soluciéns factibles do pro-

blema.

2.1.2. Dualidade

Cada problema de programaciéon lineal, denominado problema primal, ten asociado
outro problema que se denominada problema dual. Baixo algunhas condiciéns, resolvendo
este problema dual poderemos obter a soluciéon 6ptima do problema primal.

A continuacion formulamos os problemas primal e dual:

Problema primal Problema dual
max cz min by
s.a Ax <b sa Aly>ec
x>0 y > 0. (2.3)

Os vectores = e y, de dimensiéns n e m, estan compostos polas variables de decisién
dos seus respectivos problemas. O vector ¢, de tamafio n, esta formado polos coeficientes
da funcién obxectivo no problema primal e os lados dereitos das restriciéons no dual. Pola
contra, o vector b, de tamano m, estd composto polos lados dereitos no problema primal
e son os coeficientes da funciéon obxectivo no dual. A matriz A de dimensiéns m X n estéa
composta polos coeficientes das restricions. Ademais, a cantidade de restriciéns do primal,
m, coincide co numero de variables de decision do dual. Analogamente, a cantidade de

restriciéons do dual, n, coincide co ntimero de variables do primal.
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Lema 2.4 (Propiedade de dualidade débil). O walor que toma a funcion obzectivo para
calquera solucion factible no problema que € de minimizar, sempre € maior ou igual que
o valor que toma a funcion obzrectivo para calquera solucion factible no problema que € de

Marimizar.

Corolario 2.5. Se xg e yo son solucions factibles dos problemas primal e dual, respecti-
vamente, e ademais cumpren que avalidndoas nas sias correspondentes funcions obzrectivo
devolven o mesmo valor, isto €, cxg = blyg, enton estas solucions factibles son dptimas en

cadanseu problema.

Corolario 2.6. Se o valor do obxectivo para un dos problemas non estd limitado, entén o

outro problema mon posie solucions factibles. Non obstante, o reciproco non € certo.

Teorema 2.7 (Condicions de optimalidade de Karush-Kuhn-Tucker). Considérese o se-

guinte problema de programacion lineal:

min 'z
s.a Ax>b
x>0, (2.4)

onde ¢ e b son vectores de dimensions n e m, respectivamente, e A é unha matriz de
dimension m X n.

Unha solucion factible, x*, € dptima, se e so se, cumpre as sequintes condicions:

g w;a’ + E vje; = ct

iel jed
. 2.5
w; >0, Viel (2.5)

Vj >0, VjeJ,
onde a', con i € {1,...,m}, denota a i-ésima fila de A. I é o conzunto das restricions
funcionais, (Ax < b), que se saturan en x*, € dicir, I = {z c{l,..,m} |d'z* = bi}. e,
con j € {1,...,n}, é un vector fila de dimension n que contén un 1 na posicion j e un cero

nas restantes, e J é o conzunto de restricions de signo, (x > 0), que se saturan na solucion

factible considerada, isto €, J = {j ’SC; = O}.

Observacion 2.8. En base ao teorema anterior, unha solucion factible dun problema de
programacion lineal é 6ptima, se e s6 se, o vector de coeficientes da funcién obxectivo
pertence ao cono xerado polos vectores de coeficientes das restricions que satura x*.

As condicions de Karush-Kuhn-Tucker (K-K-T) podense reescribir empregando vecto-

t t

res e matrices, como se detalla a continuacion. Sexan w' = (wy, ..., wy,) e V' = (v1,...,vy)
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vectores con todas as compofientes maiores a cero, ou iguais a cero se as restriciéns as que

corresponden non se saturan. Logo, escribese a primeira ecuacion de (2.5) da forma:

wlA 4ot =
Atopar unha solucién 6ptima empregando as condicions K-K-T é o mesmo que achar

unha solucién para o seguinte sistema:

Ax >b, = >0,
wA+0t =, w>0, v>0, (2.6)
w'(Az —b) =0, v'z =0.

Cada unha das ecuaciéns anteriores significa o seguinte:

e A primeira delas fai referencia & factibilidade do primal, é dicir, o vector x debe ser
factible.

e A segunda fai referencia & factibilidade do dual. w e v son vectores formados polas
variables do dual que se corresponden coas restricions do primal Az > be x > 0,

respectivamente. Tamén se denominan multiplicadores de Lagrange.

e A ultima restricion recibe o nome de propiedade de folguras complementarias. Tense
t _ L L n i — . . , ..

que w'(Az —b) =0, se e s6 se, w; = 0 e/ou 7 ajw; = b;, Vi € {1,...,m}, é dicir,

camprese a restricion se a i-ésima variable dual é cero e/ou se a i-ésima restricion

do primal se satura. Da mesma forma, vz = 0, se e s6 se, v; = 0 e/ou z; = 0,

je{l,...,n}.

Lema 2.9 (Propiedade de dualidade forte). Se un problema (primal ou dual) ten solucion
dptima finita, entdn ambos problemas posien solucion dptima finita e os obzectivos dptimos

coinciden.

2.2. Programacién non lineal

Ao longo desta seccion, ademais das referencias anteriormente empregadas, tamén fare-
mos uso do seguinte libro ([1]). Primeiro, do mesmo xeito que na secciéon anterior, faremos
unha introducién 4 programaciéon non lineal, e posteriormente, falaremos da sta duali-
dade. Ao igual que os problemas de programacion lineal, cada problema non lineal ten
asociado un problema dual. Baixo algunhas condiciéns, que neste caso seréan sobre todo de

convexidade, poderemos obter a solucién do primal resolvendo o problema dual.
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2.2.1. Introducién & programacién non lineal

Durante esta introduciéon tamén daremos algunhas definiciéns bésicas de convexidade
empregadas no estudo destes problemas, ao igual que algunhas caracteristicas das funciéns

que intervelien neles.

Definicién 2.10. Un problema de programacion non lineal é un problema de optimizaciéon
onde a funcién obxectivo e as restricions poden ser funciéns non lineais das variables de
decision.

A continuacion mostrase a formulacién dun problema de programaciéon non lineal:

min  f(z)
s.a g(x)<0
h(zx) =0, (2.7)

conz €R”, f:R*" —R, g:R* —R™eh:R*" — R

Pédese escribir o problema non lineal da seguinte forma equivalente:

min  f(x)
s.a  gi(x) <0, con i€ {l,..,m}
hj(x) =0, con je{l,..,l}. (2.8)

Denotamos por X & rexion factible, isto é, o conxunto de todas as soluciéns factibles
do problema. As restricions da forma g;, con i € {1, ..., m}, reciben o nome de restricions

de desigualdade, e as da forma hj, con j € {1,...,1}, chamanse restricions de igualdade.

De seguido presentamos algunhas definiciéns béasicas da analise convexa.

Definiciéon 2.11. Un conxunto A C R™ é convezro se o segmento que une dous puntos do

conxunto permanece no conxunto. Noutras palabras, A é convexo se para todo z,y € A,
{Az+ (1 -y, con A € [0,1]} C A.

Definicion 2.12. Os puntos extremos dun conxunto convexo son aqueles que non se poden

poner como combinaciéon convexa de dous puntos distintos do conxunto.

Definicion 2.13. Sexa A C R", a envoltura convexa de A estéd formado por todas as
combinaciéns convexas dos puntos do conxunto, é dicir, un punto x estia na envoltura
convexa, se e s se, & = »_ A&, con y_ i A =1e )\ >0, para todo i € {1,...,n},

sendo n un nimero natural e cada x; pertencente a A.
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Imos considerar a rexion factible como un conxunto convexo e pechado. Ademais, este
conxunto tamén sera conexo, de forma que, para dous puntos da rexioén, = e y, vai a existir
un camifio de puntos, tamén da rexién, que os conecte a través dunha funcién continua,
n : [0,1] — R™, tal que n(0) = = e n(1) = y. Nalgunhas ocasions podese suponer que
a rexion factible esté limitada. Non obstante, pode acontecer que o conxunto non estea
limitado, mais o valor 6ptimo do obxectivo si o estea. Por outra banda, se o conxunto é
pechado e limitado, entén é compacto.

Xeralmente o conxunto de restricions de igualdade, h(z) = 0, define un espazo afin, é
dicir, cada restricion hj(z) =0, con j € {1,...,1}, é da forma az-x +0b; =0, con z, a; € R"

e bj € R, ou sexa, un hiperplano.

Definicion 2.14. A envoltura afin da rexion é o espazo afin que contén 6 espazo formado

polas restriciéns de desigualdade non lineais cando o espazo que forman non é afin.

Agora imos mostrar algins conceptos de interese neste tipo de problemas, en particular

no estudo da optimalidade.

Definicion 2.15. Unha funcién f : A — R, sendo A un subconxunto non baleiro e

convexo de R"™, é convexa se para todo z,y € A,
FOz 4+ (1= N)y) < Mf(@) + (1= A)f(y), con A€ [0,1].

Unha funcién é estritamente convexa se a desigualdade anterior tense de forma estrita.

Dise que unha funcién, f, é concava se —f € convexa.
Definicién 2.16. Definese o epigrafe dunha funcion, f, como epi(f) = {(z,y) |y > f(x)}.
Observacion 2.17. Unha funcién é convexa, se e s6 se, o seu epigrafe é un conxunto convexo.

Definicion 2.18. Sexa unha funcién f : A — R, con A un subconxunto non baleiro
e convexo de R”. Definese a derivada direccional de f no punto x € A ao longo dunha

direccién dada polo vector d como:

Se a funcién é convexa, o limite anterior existe.

No noso caso, imos suportier que a funcién obxectivo é convexa e, por tanto, existen as

stias derivadas direccionais.

Definicion 2.19. Unha funcién é diferenciable se existen as derivadas direccionais en cada

punto e son iguais en todas as direcciéns.
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Definicion 2.20. Definese o gradiente de f, V f, nun punto x como:

i (4. 42’

onde 852@ denota a derivada parcial da funcién f respecto da i-ésima componente do

vector x.

Non obstante, non todas as funciéns tratadas nun problema de programacién non lineal

van ser diferenciables. Deste modo, introducimos a seguinte definicion:

Definicion 2.21. Consideremos un conxunto non baleiro e convexo de R", A, e unha
funcién convexa, f : A — R. Dise que o vector n é o subgradiente da funciéon no punto

x € A se:
fy) = flz)+n'(y— =), Vy € A

O conxunto de subgradientes dun punto x recibe o nome de subdiferencial da funcién

f en x e denotase por df(x).

Definiciéon 2.22. Unha funcién continua, f : A — R, dise que é Lipschitziana en A se

para calquera z,y € A existe M < oo tal que:

@) —fWI<Mlz—y].

Dise que f é localmente Lipschitziana se esta desigualdade s6 se cumpre para os x,y tales

que || z — y ||< €, para € > 0 suficientemente pequeno.

Outras propiedades interesantes que poden presentar as funciéns que intervenen neste
tipo de problemas son ser separables, ¢ dicir, f(x) = > 1, fi(z;), e/ou ser lineais por partes,
isto &, f(z) esta formado pola unién de funciéns lineais definidas en diferentes intervalos,

de forma que o dominio de f é a unién de todos estes intervalos.

Teorema 2.23 (Karush-Kuhn-Tucker). Considérese o sequinte problema de programacion

non lineal, cuxa rexion factible € X :

min f(x)
s.a g(xr)<0
h(z) =0, (2.9)

conz € X CR", f:R" — R, g:R* — R™ e h:R" — R Supdriase que a funcion

obxectivo € conveza e a rexion factible tamén, e ademais, que se cumpre a sequinte condicion
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de regularidade: existe algin ' de forma que g(z') < 0 e h é afin. Entén, unha solucion
factible, x*, € optima, se e so se, se cumpren as condicions de Karush-Kuhn-Tucker, isto

€, existen A\, p, con A > 0, tal que:

Vf(z*) + N'Vg(z*) + p'Vh(z*) = 0,
MNg(z*) = 0. (2.10)

Podense reescribir as condicions K-K-T da sequinte forma equivalente:

+Z)\ng —l—Zp]Vh =0,

Aigi(z*) = O, con i € {1,..., m}. (2.11)

2.2.2. Dualidade en programacién non lineal

De seguido presentamos a formulacién dos problemas primal e dual Lagrangiano.

Problema primal

min  f(x)
s.a  gi(x) <0, con i€ {l,...,m}
hj(xz) =0, con je{l,..,l}
zeX. (2.12)

Problema dual Lagrangiano

max 6(\, p)
s.a A>0

m l
onde 6(\ p) = inf{f(:z) + Z Aigi(z) + ijhj(x), con z € X}. (2.13)
i=1 j=1

Teorema 2.24 (Dualidade débil). Sexa x unha solucion factible do problema primal e

(A, p) unha solucion factible do dual. Enton cimprese que f(x) > 0(X, p).

Teorema 2.25 (Dualidade forte). Baizo as hipdteses do teorema de Karush-Kuhn-Tucker,

ambos problemas (primal e dual) terien valores dptimos iguais.

Teorema 2.26. Considérense os problemas primal e dual Lagrangiano descritos ante-
riormente. Sexa (X*,p*) unha solucion factible do dual Lagrangiano. Como O(\*,p*) =
fnf{f(m) + 30 Aigi(z )—G-Z _1 pjhj(z), conx € X}, enton tense que o vector (x, \*, p*)
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cumpre as condicions de Karush-Kuhn-Tucker, e ademais, x € unha solucion factible do

primal.






Capitulo 3
Modelos de programaciéon estocastica

Ao longo deste capitulo trataremos de mostrar a teoria necesaria para a comprension
dos problemas de programacion estocastica. Ademais de estudar as propiedades bésicas,
tamén se formulard o problema dual e explicaranse os conceptos de valor esperado de

informacion perfecta e valor da solucién estocéstica.

3.1. Introduciéon

Comezamos definindo o problema de programaciéon estocéstica de dias etapas con

recurso fixo:

min  z = clz + Eg[myin q(w)'y]
s.a Az =1b
Wy +T(w)x = h(w)
x>0, y>0, (3.1)

sendo ¢ € R" e b € R™! vectores conecidos. A matriz A € M,,, xn, contén os coeficientes
da primeira etapae W € M, xn, € a matriz de recurso, que ademais estase suponendo fixa.
As componentes estocasticas do problema englébanse dentro do seguinte vector: &(w)! =
(q(w)t, h(w)t, Ty (w), -+, Tyny (w)), onde g(w) € R™, h(w) € R™2, e T;(w) é a i-ésimas fila
da matriz T(w) € Mp,xn,, denominada matriz tecnoldrica. A dimension deste vector ¢
N = ng + mg + ma X ni. Ademais, E¢ fai referencia & esperanza e denotamos por Z o
soporte de &, isto &, o conxunto pechado mais pequeno de RV que contén a todo valor de

£ posible.

33
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O problema anterior podese escribir da seguinte forma:

min 2z = clz + 2(z)

s.a Ax=1b
x>0, (3.2)
onde
2(z) = EeQ(z,&(w))
e

Q(, £(w)) = myin{q(w)ty | Wy + T(w)z = h(w), y > o}.

As decisions de primeira etapa, z, tomanse tendo en conta a incerteza e elixense en
prol dos seus efectos futuros. A funcion, Z(x) denominada funcion recurso ou funcion
valor, calcula estes efectos segundo as decisions de primeira etapa elixidas. Pola contra, as
decisiéons de segunda etapa, denominadas decisiéons de recurso ou correctivas, y, témanse
xa cofliecendo a aleatoriedade, é dicir, sabendo quen é o vector £. No calculo da funcién

valor é onde fica a dificultade principal da programacién estocastica.

3.2. Propiedades basicas dos conxuntos factibles

Nesta seccién imos estudar algunhas propiedades do problema lineal estocéastico. Em-
pezaremos considerando € unha variable aleatoria discreta e posteriormente formularemos
uns resultados mais xerais. E importante ter en conta que en presencia de estocasticidade
o estudo da factibilidade ¢ mais complicado que no caso determinista. O obxectivo desta

seccion é facer unha introducién ao problema para mostrar o seu alcance.

3.2.1. Caso particular: variables aleatorias discretas

Consideremos o vector £ formado por variables aleatorias discretas. Sexa Kj o con-
xunto das restricions fixas (aquelas que non dependen do vector aleatorio) do problema

estocéstico, isto é, K = {CL’ ’ Ax=0b, x> O}, e sexa K3(&) o conxunto factible elemental,
isto é, Ky (&) = {x ’ Jy>0s.aW(w)y+T(w)r = h(w)}
Ademais como estamos considerando o caso no que & é discreto, o conxunto factible da

segunda etapa ¢ Ko = () K2(&).
£cE
A continuacién mostramos un exemplo de como se pode calcular este ultimo conxunto.
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Exemplo 3.1. Sexa a seguinte segunda etapa dun problema estocastico:

min  2y; +yo
s.a Y1+ 2y +x1 > &1
y1+y2+ o1+ 22> &2
0<y1<1,0<y, <1. (3.3)

Neste caso s6 é aleatorio o vector h, os restantes vectores e matrices estan fixos. Cal-

culemos primeiro K3(&). Sabemos que:

o=tz (1) ()< () ()= ()}

Como 0 <y <1, 0<y<1= 1y +2yo <3 =& —x1 < 3. De forma analoga
y1+y2 < 2= & —x1 — 22 < 2. Polo tanto:

K2(£)={$|$1251—37 331-1-332252—2}.

Posto que Ky = () K2(&), ¢ suficiente con coniecer o valor maximo de cada unha das
§eE
componentes de £ para obter este conxunto. Pois por exemplo se £ = (£1,&2) toma os

valores (2,1) e (4,7), entén Ko(2,1) = {x | 1> =1, 3 +a > —1} e Ko(4,7) = {= ‘ x>
1L, z1+22 > 5}. Polo que neste caso Ky = {:c ‘ r1 21,z +x2 > 5}.

Definiciéon 3.2. Definese a envoltura positiva de W, posW, como o conxunto de h(w) —
T(w)x que se poden obter como combinacién non negativa das columnas da matriz W, é
dicir, posW = {t ‘ Wy=t, y> O}.

Teorema 3.3. As dias sequintes afirmacions son certas:

e Fizado un &, o conzunto factible elemental, K2(§), é un poliedro convezo.

o Se & € unha variable aleatoria discreta finita, o conzunto factible da sequnda etapa,

Ko, € un poliedro convezo.

Fixada unha decision de primeira etapa, fai falta calcular o valor de segunda etapa,
isto é: Q(z,&) = min{q(w)ty | W(w)y + T(w)z = h(w), y > O}. As dificultades que pode
presentar este Valoff da segunda etapa residen na falta de limites e na posibilidade de non ser
factible. A primeira delas soluciénase establecendo limites superiores no vector y, mentres

que a segunda resolvese considerando x € K. Asemade, supofiendo que = € K», podese
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K
escribir a funcion valor da seguinte forma: Z(z) = FeQ(x,§) = > prQ(x,&k), onde K ¢é
k=1

o nimero de realizacions de &€ e pp é a probabilidade de cada escenario.

Por tanto poédese escribir o problema estocéstico da forma:

min z = cz+ 2(x)
s.a x€ KiNKs.
Teorema 3.4. Para un § fixado, a funcion valor Q(x,§) é
e unha funcion lineal e conveza por partes en (h,T);
e unha funcion lineal e concava por partes en q;
e unha funcion lineal e convexa por partes en x para todo x € K.
Se £ é unha variable aleatoria discreta finita tense que Z(z) é unha funcién lineal e
convexa por partes no conxunto Kos.

Exemplo 3.5. Con este exemplo imos ver que a funcién valor é lineal por partes nas
decisiéons de primeira etapa, é dicir, lineal por partes en x.

Sexa a seguinte segunda etapa dun problema de programacién estocastico:

min 2y + yo
sa y1t+y2=>21l—m
Y1 =& -z — T2
y1 >0, y2 > 0. (3.4)

) e

Co fin de reducir os céalculos restrinximos as solucions de primeira etapa, isto é, limita-

Neste caso:

mos o vector x = (z1,x2) de forma que 0 <z < 1,0 < z9 < 1.

Para obter a solucién 6ptima deste problema temos que separar dous casos:

1. Se £ < x1+x2 = & —x1 —x2 < 0. En base & segunda restriciéon teriamos que
y1 > & — x1 — x2 € negativo, pero ao mesmo tempo sabemos que y; > 0. Logo a
segunda restricién neste caso non nos aporta mais informacién. Agora ben, como a
funcién a minimizar é 2y; + y9 é preciso que yp, yo sexan o méis pequenos posibles.

Por tanto temos que tomar y; = 0 e agora empregando a primeira restriciéon, é dicir,
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y1+1y2 > 1—x1, temos que y2 > 1 —1x1 e ao mesmo tempo sabemos que y > 0. Como
antes limitamos 1 entén 0 < 1 — x; < 1, logo tomamos y2 = 1 — x1. En definitiva,

nesta situacion y = (0,1 — zq).

2. Se & > 21+ 220 = &€ — x1 — x9 > 0. Neste caso, a diferenza do anterior, a segunda
restricions si nos achega mais informacion. Como & — x1 — x2 > 0 tomamos y; =
& — x1 — x9. A partir deste y;1, para a segunda compofiente do vector y tense que
cumprir yo > 1 — £ + x5 e ademais ten que ser positiva. Como precisamos o valor

maéis pequeno de y2 que cumpra as dias restricions tomamos yo = max(1 — &+ x2,0).

Como consecuencia dos anteriores casos temos que a expresion do valor 6ptimo da

segunda etapa é a seguinte:

1—x se 0<€&€<x1+ 29
Qz, ) =C€+1—2x1 —29 se x1+a2<E€< 1429
2(6—331—%2) se 5214-1'2.

Por tanto a funcién valor é lineal por partes en .

3.2.2. Casos xerais

Agora ben, £ non sempre esta composto por variables aleatorias discretas. Polo que, a
continuacién mostramos algunhas propiedades béasicas xerais.

Considerando un valor fixo de  sabemos que temos o seguinte valor para o problema de
segunda etapa: Q(z, &) = min{q(w)ty ‘ W(w)y+T(w)r = h(w), y > 0}. Se este conxunto
non esta limitado inferiorm?énte ou non é factible, por convenio considérase este valor oo.

Previamente xa falamos do conxunto de factibilidade elemental:
Ky (&) = {:v |3y >0saW(wy+T(w)z= h(w)}.
Unha definicién equivalente é:

K(€) = {#] Q) < o}

Analogamente definese Ko = {x ‘ P(x) < oo}. Outro modo de definilo ¢ K¥ =

() K2(&). Porén, estes dous conxuntos non tefien por que ser iguais (véxase exemplo
ez
3.6).

Exemplo 3.6. Sexa a seguinte segunda etapa dun problema estocastico
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min y
s.a Ey=1—=
y = 0.

Dito doutra maneira o valor da segunda etapa do problema é:
Qz,€) =min{y &y =1 -z, y > 0},

tendo & unha distribucion triangular en [0,1] e P(¢ < u) = u?. Como podemos ver, s6 a
matriz W € My é aleatoria, W = &.

Distinguimos dous casos:

e Se ¢ € (0,1], enton y = 1?: e ademais ten que cumprir y > 0. Logo:

1i
y:JEO:l—x20:>x§1.

§

Polo tanto Q(z,&) = 1‘%, sendo z < 1le Ky(&) ={z |z <1}

e Se £ = 0, 86 pode ser x+ = 1 xa que non existe outro valor para x que cumpra
0-y =1—x. Polo que Q(1,0) = 0 e K2(0) = {z | « = 1}. Agora ben, se z # 1
enton Q(z,0) deberia ser oo porque non seria factible o conxunto. Non obstante,
como P(¢ <0) =0, tomase Q(z,0) = 0.

Daquela Ky ={z |z <1}n{z|z=1}={z |z =1}.
Agora calculemos K. Para iso precisamos coniecer Z(z).

A funcion de densidade da distribucion triangular en [0, 1] é a seguinte:

0 se ©<0

25“" se 0<z<ec
flx)=<X2 se x=c

2(1—x)

[ se c<x <1

0 se 1<,

sendo ¢ a moda. Neste caso como P(¢ < u) = u? e estamos considerando o intervalo [0, 1]
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a moda é 1. Logo a funcién de densidade é:

0 se £€<0
f&) = 26 se 0<E< 1
2 se £=1,

Calculamos a funcion valor:

1
@(x)z/o 15‘73.25615:2(1—3;), Vo<1,

por tanto Ky = {x | x < 1}.

Como se pode ver ambos conxuntos son diferentes. O que acontece ¢ que en K un
punto que non sexa factible para algun valor de & non se considera un punto do conxunto.
Neste caso tifiamos que x < 1 non era factible para £ = 0. Pola contra, no conxunto Ko,
se a probabilidade dun punto que non é factible para algin valor de £ é cero, non é motivo
para estar fora do conxunto; é dicir, este conxunto non ten en conta as non factibilidades

cuxa probabilidade é nula.

Proposicion 3.7. Se a varianza de € € finita e Q(x, &) esta limitado superiormente, enton

P(x) tamén estd limitada superiormente.

Teorema 3.8. Nun problema de programacion estocdstica onde o recurso estea fixado e
a varianza de € sexa finita ambos conzuntos de factibilidade elemental coinciden, isto ¢,

Ky = K¥.

Teorema 3.9. Se o recurso estd fixrado e a varianza de & € finita enton:
o K5 ¢é pechado e convexo.
e Se a matriz tecnoldzica (T') estd fizada, tense que Ko € poliédrico.

e Se h eT son independentes e o soporte da distribucion de T € poliédrico, enton Ko
€ poliédrico.
Teorema 3.10. Nun problema de programacion estocdstica onde o recurso estea fixado e
a varianza de € sexa finita tense:

e 9(x) € unha funcion convexa, Lipschitziana e finita no conzunto K.

e Se a funcion de distribucion de & é unha distribucion absolutamente continua, P (x)
é diferenciable no interior relativo de Ks, sendo este o conzunto: {x € Ky|3r >

0, B(z,r)Naff(Ka) C Ka}.
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Se estamos ante un conxunto de variables aleatorias discretas, o conxunto Ko é poli-
édrico. Ademais a funcion valor esperado é lineal por partes e convexa nese conxunto. Pola
contra, se as variables aleatorias non seguen unha distribucién discreta, a mitido podeselle
asociar unha densidade de probabilidade. Como moitas densidades de probabilidade son
absolutamente continuas e tefien varianzas finitas, ambos conxuntos K3 e K coinciden e a
funcion valor é diferenciable e convexa. Un exemplo deste caso é o problema do agricultor
(1.1).

Ainda que non demostramos estes resultados, ditas demostracions encontranse en ([2]).

3.3. Condiciéns de optimalidade especificas e problema dual

Estes aspectos xa se discutiron antes no caso deterministico (lineal e non lineal) e nesta
seccion faremos unha pequena introduciéon ao seu estudo para o caso estocastico. Primeiro
obteremos algunhas condiciéns de optimalidade especificas para resolver algins problemas
estocasticos e de seguido formularemos o problema dual asociado.

Consideremos o problema estocastico descrito da forma (3.2). Unha cuestion importante
reside en saber se o valor obxectivo é finito e se alcanza para algunha solucién factible
de primeira etapa. Co fin de mostrar a relevancia desta cuestiéon presentamos o seguinte

exemplo.

Exemplo 3.11. Supofiemos que £ segue unha distribuciéon exponencial no intervalo [0, 0o).

Sexa o seguinte problema:

mf{Eey™ |yt,y” >0, 2 +y" —y =€}

Como vemos tense que cumprir que y = & —x, sendo y = y™ —y~. Posto que z est4 fixo
e yt = max {y,0}, a medida que = sexa mais grande a probabilidade de que y™ sexa cero
¢ maior xa que y tomaria valores negativos con maior probabilidade. Daquela E¢y™ iria
diminuindo ainda que sempre tomaria valores positivos. Polo tanto o infimo desta media é
0.

A continuaciéon mostramos un resultado que nos permite dicir cando unha solucién é

o6ptima.

Teorema 3.12. Se (3.2) ten un valor dptimo finito, unha solucion x € Ky € dptima, se e

50 se, ewiste algiin A € R™, € R™, con plx =0, tal que,

—c+ A"\ + p € 09(),
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ou expresado doutra forma:
{yly=AN+p, p>0, gz =0}N{c+02(z)} # 0.

A partir da formulacién do seguinte teorema obteremos un corolario que proporciona

a base para a formulacién do problema dual.

Teorema 3.13. Se x € K1 N Ky, tense:
09(r) = E,0Q(z,{(w)) + N (K2, ),

sendo N(Kq,x) = {v | vly <0, Yy tal que x4y € Kg}, o cal recibe o nome de cono normal

a Ky enx.

Definiciéon 3.14. Un problema de programacion estocéstica dise que ten un recurso re-
lativamente completo se as soluciéns factibles da primeira etapa do problema tamén son

factibles na segunda etapa, é dicir, se K1 C K».

Corolario 3.15. Se (8.2) ten un recurso relativamente completo, unha solucion é dptima,

se e s0 se, existe algiin X € R™, 1 € R, con plz = 0, tal que,

—c+ A"\ + p € E,0Q(x, &(w)).

A partir deste ultimo corolario pédese chegar & formulaciéon do problema dual asociado

a (3.2). Esta formulacion é a seguinte:

mix v = b'A + Ey[h(w)ir(w)]
s.aa AN+ Ey[T(w

‘r(w)] <c
Wir(w) < q(w).

)
) (3.5)

Comparando este problema co seu primal descrito en (3.1) vemos que hai tantas va-
riables no dual (A, 7) como restriciéns no primal que serian mj + mo. Os coeficientes
obxectivo no dual (b, h(w)) coinciden cos lados dereitos do primal. Os lados dereitos do
dual (¢, g(w)) son os coeficientes das variables obxectivo do primal. Por tltimo, as matrices
do dual (A", T(w)*, W) coinciden coas traspostas dos lados esquerdos do primal.

Tamén se pode demostrar que, estendendo os resultados do caso deterministico, unha

solucién optima (A*, IT*(w)) ao problema dual proporciona unha solucién s condicions de
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optimalidade do corolario 3.15 e que o valor 6ptimo do obxectivo v* é o mesmo que o valor
Optimo z* de (3.2).

3.4. FEVPIeVSS: valor da informaciéon e solucién estocastica

O obxectivo desta seccion é estudar o valor esperado de informacién perfecta e o valor
da solucién estocastica. Ademais estudarase a relaciéon entre elas. O estudo destes dous
valores vén motivado pola necesidade de saber se se pode resolver un problema estocéstico
a partir de varios mais simples (como por exemplo, o obtido ao substituir as variables
aleatorias polas sfias esperanzas matemaéticas ou os consistentes en considerar varios pro-
blemas deterministicos, cada un correspondente a un certo escenario), xa que a resolucion

do problema sen simplificar adoita ser computacionalmente dificil.

O walor esperado de informacion perfecta, EV PI, é a cantidade que se estarfa disposta

a pagar por conecer o que acontece no futuro.

Suponamos que podemos distribuir a incerteza por escenarios. Denotemos por £ a
variable aleatoria que fai referencia a cada escenario. O seguinte problema representa un

escenario particular:

min  z(x,& = (q,h,T)) = c'a + ml’n{qty ‘ Wy+Tx=h,y> 0}
s.a Ax=b
x> 0. (3.6)

Neste caso, ao igual que nalgin anterior, imos considerar a matriz de recurso fixa.
Suponiemos tamén que todos os escenarios tenen polo menos unha solucién factible, o
que quere dicir que para cada £ € Z o problema ten polo menos unha solucién 6ptima.
Podemos estar interesados en cofiecer as soluciéons 6ptimas e os valores obxectivos de todos
os escenarios, ¢ dicir, cofiecer a distribucion de z(&) e de z(Z(&), §) para cada &, sendo Z(€)

unha solucién 6ptima de (3.6).

Se dalgunha forma desaparecera a aleatoriedade poderiamos conecer estas solucions e o
seu valor, e asi, conecer a solucién 6ptima do problema xeral. Esta solucién recibe o nome

de solucidn de esperar e ver, WS, e calctulase do seguinte xeito:
WS = Egminz(,€) = Eg=(3(€),£).
xX

Comparar esta soluciéon coa correspondente ao problema de recurso, solucidn de aqui e

agora, devélvenos o valor esperado de informacion perfecta. Este valor obtense coa diferenza
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de ambos valores anteriores. Dito doutra forma:
EVPI=WS — RP.

Nesta seccién damos unha nova forma para definir o problema de recurso que seria a

seguinte:

RP = min FEgz(z,§)
s.a Az =1b
x> 0. (3.7)

Un exemplo do célculo de EV PI esta no problema do agricultor e no exemplo de rutas,

ambos no Capitulo 1.

O valor da solucién estocastica mide como de boa ou mala é unha decisién do problema
do valor medio para o problema de recurso.
O problema do valor medio ou valor esperado obtense cambiando as variables aleatorias

polos seus valores medios.

EV = minz(z,§),

onde & é a esperanza de €. A solucion deste problema recibe o nome de solucion do valor
esperado e denotarase por Z(€). Debido & propia incerteza ¢ doado entender que salvo
que esta soluciéon non dependa de &, non ten por que estar préoxima a soluciéon éptima do
problema, estocastico. O valor esperado de usar a solucién deste problema definese como
segue:

EEV = E¢(2(z(£), £)).

A diferenza entre este valor e o resultado do problema de recurso é o valor da solucion

estocdstica:

VSS =EEV — RP.

Da mesma forma que para o valor esperado de informacién perfecta, déronse exemplos
do céalculo deste valor no Capitulo 1.

Para poder determinar a relacion entre o valor esperado de informacion perfecta e o
valor da solucién estocéstica primeiro imos demostrar algunhas desigualdades bésicas sobre

os conceptos empregados nas stuas definicions.

Proposicion 3.16. As sequintes desigualdade son certas:

WS <RP<EEV
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Demostracion. Para cada £ fixado cimprese z(z(£),€) < z(z*,€), sendo z(Z(£), ) o valor
obxectivo da solucién éptima de (3.6) e x* a solucién 6ptima do problema de recurso (3.7).

Por tanto camprese:

Eez(2(£),€) < Eez(2™,§) = WS < RP.

Por outra parte, Z(£) s6 é unha solucion do valor medio. Polo que se ten a segunda
desigualdade:
Eez(x",€) < Eeg(2(2(€),€)) = RP < EEV.

O
Proposicion 3.17. Nun problema estocdstico con coeficientes obzectivos e recurso fixos

cumprese a sequinte desitqualdade:
EV <WS

Demostracion. Aplicando o Teorema 3.4 tense que
2(@,€ = (h,T)) = o+ Q(a, b, T) + 8(x | Az = b, &> 0),

onde Q(z,h,T) = ml’n{qty | Wy+ Tz =nh, y> O} e
y

0 se Ar=5b, >0
0z | Az =0b, x>0) =

+o00 noutro caso,

é convexoenx, hel.
A continuacién probase que f(§) = minz(z,£) é convexa en . Sexan & e & con
X

2(x1,61) = f(&) e z(x2,&2) = f(&2), enton:

Af(61) + (1 =N f(&) = Az(z1,61) + (1 = A)z(22,&2) > 2(A(21,&1) +
(1= A)(22,€2)) =2 min2(z, Ay + (1 = A)&2) = fF(AG + (1= A)&).

Por tanto tense asi probada a convexidade de f(§). Por ultimo aplicando a desigualdade
de Jensen, a cal establece que para toda funcion convexa f(&) de & camprese que E f(&) >
f(EE), obtense o resultado a probar. O

Proposicion 3.18. Sexan z* e £(§) a solucion dptima do problema de recurso e a solucion

do valor esperado, respectivamente. Cimprese:

RP > EEV +n'(z* — z(€)),
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sendo 1 un punto do conzunto subdiferencial de Egz(z,€) en Z(€).

Demostracion. Posto que Eg¢z(x,§) é convexo cimprese a desigualdade do subgradiente

da definicion (2.21). Dado un punto z, aplicando esta desigualdade tense:

Eez(y,€) > Eez(x,€) +1'(y — x),

para calquera y. En particular tomando x = Z(§) e y = z*, tense:

Bez(2",€) > Egz(3(€),€) +1' (¢ — 2(€)) = RP > EEV +n'(a" — 3(€)).
O

Para a proxima desigualdade é preciso ter en conta unha variacién do problema de

recurso, asociado ao seguinte problema:

min  z,(x,€) = 'z + min{qty’ Wy+ Tz > h(§), y> O}
s.a Ar=b
x> 0. (3.8)

O problema de recurso asociado a este problema difire do problema de recurso (3.7) en
que s6 ten os lados dereitos aleatorios e as restricidons de segunda etapa son desigualdades

(non necesariamente estritas). Polo tanto tamén se cumpren todas as desigualdades previas.

Proposicion 3.19. Sexa o problema (3.8) e o seu correspondente problema de recurso,
¢ dicir, RP = min E¢z,(x,§). Se a funcion dos lados dereitos, h(§), estd limitada supe-
riormente por wﬁha cantidade hmax, sexa Tmax a solucion optima de zy(x, hmax). Enton
cumprese:

RP < zy(Tméx, Pmax)-

Demostracion. Para calquera & € = e calquera x que sexa unha solucion factible da primeira
etapa do problema, tense que unha solucién factible para Wy + Tx > hnax, ¥ > 0 tamén
o é para Wy + Tz > h(€), y > 0. O cal quere dicir que zy(x, hpmax) > zu(z, h(€)). Como a
desigualdade anterior cimprese para todo £ € = en particular z,(x, hmsx) > Egzu (2, h(E)).
Logo, zy(x, hmax) > mxl'n Ee¢zy(z,h(E)). O

A partir das desigualdades anteriores dediicese a seguinte proposicion:

Proposiciéon 3.20.
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e Para calquera problema cumprese:
EVPI>0eVSS>0.
e Para problemas estocdsticos con matriz de recurso e coeficientes obzectivo fizos cim-
prese:

EVPI < EVV —-EV,
VSssS EVV — EV.

A

A continuacién imos ver unha serie de exemplos para mostrar como se calculan estes

dous valores.

Exemplo 3.21. Sexa o problema:

min  z(z,§) =z + 42 + min{yl +10yy +10yy |v1 +vys —ys =

£—|—.’L’1—2.’L’2, y1§27y20}
s.a x1+axa=1

Z1, T2 Z 07

onde a variable aleatoria € segue unha distribuciéon uniforme no intervalo [1, 3]. Logo ten

como funcion de densidade:

1
5 se £€l,3]
F&=1"’
0 noutro caso.
Fixamos = e £ e obtemos:
y1 =&+ 11 — 219, Yo =0 se 0 <&+ a1 — 229 <2
y(x,§)= y1:2,y;:§+x1—2x2—2 se £+ 11— 220 > 2
Yy =2x9 — & — 11 se £+ 11— 220 <O0.
Polo que:
2x1 + 229 + € se 0<E+x — 229 <2
z(x, &) = —18 4+ 112y — 1622 + 106 se &+ x1 — 220 > 2

—9x1 + 24x9 — 10€ se £+ 11— 229 <O0.
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Posto que x1 + zo = 1 tense que 2z1 + 2z + £ = 2 + £. Ademais, operando é doado
verificar que —18+ 1121 — 1622 + 10£ e -9x1 + 2429 — 10£ son maiores que 2+ &. Polo tanto
z(x,€) > 2+ &. Logo calquera & € {(:L‘l,xg)\ml +x9 = 1, 1,29 > 0} é unha solucion
6ptima do problema, sempre e cando, 2 — 3z < £ < 4 — 3z;. Por exemplo, (%, %) é unha
solucion 6ptima para todo &, pero (1,0) s6 é solucion 6ptima para & = {1}.

Se tomamos Z(§) = (%, %) para todo &, como esta solucién non depende de &, obtense
que WS = RP. Por tanto EV PI = 0.

Calculamos agora RP a partir de W .S:

3
minz(z,§) =2+ £ = Eegminz(x,§)] = / (2 —|—§)%d§ =4.
X x 1

Logo RP=4.

Por outra parte tense que & = F(£) = 2, se supofiemos que Z(2) = (0, 1) obtemos:

27
EEV = E£§2(24 — 105) + E522(2 + f) = Z

27 1
Logo podemos calcular V.SS = EEV — RP = 5 —4 = Zl.

Exemplo 3.22. Consideremos o mesmo problema de antes, pero suponendo que £ é unha
variable aleatoria discreta, que pode tomar os valores {0, %, 3} con probabilidade %
A esperanza de £ 6 £ = %(0—#%—%3) = % ez(§) = JE(%) = {x |z1+20 =1, % <z < %}

Tomemos por exemplo E(%) = (%, %)

N

EV =min z(x,£) = min (x, 2) =2+

Empregando que z(Z(£),0) = 2, 2(z(£),3) = 2, 2(2(£), 3) = 14 podemos obter o valor
de EEV:

EEV = E¢(2(%(£),8)) = ;<2 + g + 14) = g

Posto que 2(0) = {z |21 +22 =1, 2 <21 <1} ez(3) = {z|z14+22=1, 0< 21 < £}

ningunha solucién é 6ptima para os tres casos. Logo temos que pensar que EV Pl vai ser

distinto de cero.
Calculemos agora WS considerando z(0) = (1,0), z(2) = (3,

DO
SN—
@
8
—
w
SN—
I
—~
=
—
N—

WS = Eeg2(2(€),€) = éz(:ﬁ(O),O) + %z <x<§) ;) + %@(3),3) =

_ ;(2+0)+;<2+;)+(2+3)

Resolvendo o problema de recurso obtense que RP = 173 e como solucién é6ptima z = (%, %)



48 CAPITULO 3. MODELOS DE PROGRAMACION ESTOCASTICA

Logo:

13

N

e por tanto EVPI =3e VSS =0.

Exemplo 3.23. Considérese o problema de recurso seguinte:

min 6z + E¢|v — §|

s.a x>0,

onde x é unha variable de decisién e £ é unha variable aleatoria, que toma os valores % e

% ambos con probabilidade % Imos calcular EVPI e VSS.

Calculemos primeiro a esperanza de &:

Posto que EVPI = RP — WS calculemos RP e W S.

Se z < %, enton Eglr — §| = %(é - x) + %(% — x) = % — z. Polo tanto, z(z,&) =
6x + 10(% . :1;) = —4x 4 5. Logo minimizando en x obtemos o valor %

Facendo o mesmo procedemento, se % <zx< % obtemos o valor % esex > % obtemos
o valor %7

Polo tanto:

11
RP =min F¢z(x,€) = 3
x

Calculemos agora W S:

Sefz%ex < %, 633+10‘a:—%’ =
valor 2. Por outra parte, se £ = % exr > %, 6x + 10(:c — %) = 16x — %. Do mesmo xeito,

minimizando en x obtemos o valor 2.

—4x + 1—??. Logo minimizando en x obtense o

Analogamente, se £ = % exr < % obtemos como valor minimo 4 e se £ = % exr > %

tamén se obtén o valor 4.

Logo:
WS E[’(&)]21—|—413
= F¢|min =2 - S =
¢lmin z(z, 5 5 ,
daquela,
11 2
EVPI=— —-3=—.
3 3

Por outra parte, V.SS = EEV — RP. Logo temos que calcular EEV.
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Posto que £ = % pode acontecer que x < % ou que T > % Se x S , 6 + 10{:6 - %! =
—4x + 5, o valor minimo conséguese en x = % e este valor é 3. Da mesma forma, se z > %

obtemos o mesmo valor minimo e a mesma x. Polo tanto Z(§) = %

Calculando |Z(€) — €| obtemos para ambos casos o valor ¢. Logo:

= 11 11 14
BEV = Be(:(a(0.€) =63 +10(5 5+ 5 5) = 5-

Polo tanto: " 11
Vs§8S=—— —
3 3






Capitulo 4
Resolucién dos problemas

Neste capitulo explicaremos a resoluciéon dos problemas presentados no Capitulo 1.
Para o primeiro deles (problema do agricultor) empregamos o servidos de optimizacion
NEOS apoiandonos nos documentos ([9]) e (|10]). Para ilustrar como se resolveria o segundo

problema (problema de rutas) mostraremos o algoritmo heuristico descrito no arquivo ([7]).

4.1. Caso de variables continuas: modelador SMPS

Nesta secciéon imos explicar como se resolven problemas lineais estocasticos empregan-
do por un lado o modelador SMPS e por outro lado o servidor de optimizacién NEOS. SMPS
é unha linguaxe de modelado alxébrico que permite presentar de maneira estruturada en
ficheiros de texto as distintas componientes dun modelo de programacion estocastico. O
servidor NEOS! permite facer uso do modelo en SMPS (e de outros moitos problemas de
optimizacion) e resolvelo a través de Internet mediante o uso dun solver. Para problemas
estocésticos, NEOS permite usar o solver BNBS que implementa un algoritmo dos denomina-
dos de descomposicion (cuxa presentacion excede os contidos do presente traballo) que a
stia vez, nas suas iteracions, fai uso do conecido solver CPLEX (que a stia vez é unha imple-
mentacion, entre outras, de diversas variantes do simplex) para a resoluciéon de problemas
de programacioén lineal.

O formato SMPS estandar baséase en tres arquivos diferentes: un arquivo principal, un
arquivo de tempo e un arquivo estocastico. Cada arquivo estd dividido nun certo niimero
de seccions. Cada unha delas iniciase cunha cabeceira seguida por unha lina de datos. A

estrutura serfa a seguinte:

"htttps://neos-server.org/neos/

51
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e Cabeceira

— Primeiro campo de palabras: columnas 1-14.

— Segundo campo de palabras: columnas 15-24.
e Lifia de datos:

— Campo de c6digo: columnas 2-3.

Primeiro campo de nome: columnas 5-12.

— Segundo campo de nome: columnas 15-22.

Primeiro campo numérico: columnas 25-36.

— Terceiro campo de nome: columnas 40-47.

Segundo campo numeérico: 50-61.

Para ilustrar a teoria dos diferentes arquivos empregaremos como exemplo o problema
do agricultor no caso discreto, cuxa formulacién para un rendemento medio esta descrita
en (1.1).

4.1.1. Arquivo principal

Neste arquivo definense os coeficientes deterministas do problema e as dimensiéns do
mesmo. Ademais, fixase o seu nome e a localizacién dos coeficientes estocasticos.

As seccions que compofien este arquivo son as seguintes:

NAME
Escribimos NAME no primeiro campo de palabras e o nome do problema no segundo

campo. Este nome ten que ser o mesmo para os outros dous arquivos.

ROWS

Cada fila de datos especifica o nome da funcién obxectivo e o das restriciéons no
primeiro campo de nome. Se a fila de datos é a da funcién obxectivo indicamolo coa
letra N no campo de coédigo, mentres que, se a fila corresponde cunha restriciéon é
necesario indicar de que tipo é empregando as letras L (restricion de menor ou igual),

E (restricion de igualdade) ou G (restricion de maior ou igual).
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COLUMNS
Cada fila de datos especifica os coeficientes da funcidén obxectivo e os das restricions

que sexan distintos de cero.

Esta seccion iniciase coa palabra COLUMNS no primeiro campo de palabras. Poste-
riormente, en cada lina de datos escribese o nome da variable no primeiro campo de
nome, o nome da fila no segundo campo e o valor do coeficiente no primeiro campo
numérico. Ademais, pédese empregar o terceiro campo de nome para indicar outra
fila & que apareza esta variable e no segundo campo numérico o seu valor. Neste caso,

no campo de cdédigo non se escribe nada.

RHS

Cada lina de datos mostra os valores dos lados dereitos non nulos de cada restricion.
Neste caso, ademais de escribir RHS na cabeceira no primeiro campo de palabras
tamén o escribimos no primeiro campo de nome de cada lina de datos. No segundo
campo de nome poifiemos o nome da fila e no primeiro campo numérico o valor do
lado dereito da correspondente restricion. Igual que na seccién anterior, podemos

escribir no terceiro campo o nome doutra fila e no segundo campo numérico o valor.

ENDATA

Desta forma remata o arquivo principal.
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O arquivo principal do problema do agricultor é:

NAME FARMER
ROWS
N WEALTH
L BUDGET
G BAL1
G BAL2
L BAL3
L BAL4
COLUMNS
X1 BUDGET 1.00 BAL1 +2.5
X2 BUDGET 1.00 BAL2 +3
X3 BUDGET 1.00 BAL3 -20
Y1 BAL1 1.00
Y2 BAL2 +1.00
wi BAL1 -1.00
W2 BAL2 -1.00
W3 BAL3 +1.00 BAL4 +1.00
w4 BAL3 +1.00
X1 WEALTH 150
X2 WEALTH 230
X3 WEALTH +260
¥1i WEALTH +238
Y2 WEALTH +210
W1 WEALTH -170
w2 WEALTH -150
w3 WEALTH -36
W4 WEALTH -10
RHS
RHS BUDGET 500 BAL1 200
RHS BAL2 240 BAL4 6000

ENDATA
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4.1.2. Arquivo de tempo

Este arquivo contén a informacién necesaria para especificar a estrutura dinamica do
problema. Ademais divide os datos en etapas.

Na cabeceira, no primeiro campo de palabras escribese TIME e no segundo campo
escribimos o nome do problema, igual que o fixemos no arquivo anterior. Despois temos a
seccion PERIODS. Neste caso, se no arquivo principal as variables seguen a orde temporal
86 seria preciso indicar no primeiro campo de nome a primeira variable de cada etapa, no
segundo campo a fila da que forman parte e finalmente no terceiro campo escribiriase a
etapa & que pertencen. Porén, se non estan ordenadas seria necesario indicalo mediante
unha lista completa de columnas e filas xunto coa etapa & que pertencen. Finalmente,
escribimos ENDATA para rematar este arquivo.

Este serfa o arquivo de tempo do problema do agricultor:

TIME FARMER
PERIODS

X1 BUDGET TODAY

Y1 BAL1 TOMORROW
ENDATA

Neste caso como as variables seguen a orde temporal non é necesario escribir a lista

completa.

4.1.3. Arquivo estocastico

Este arquivo contén a informacién das variables aleatorias. En funcién de como sexa
o problema hai diversas secciéns para a escritura do mesmo. O obxectivo final é elaborar
unha arbore de sucesos. Esta podese facer de maneira explicita ou implicita. Algunhas

seccidns que poden aparecer no arquivo son as seguintes:

STOCH
Na cabeceira despois de escribir STOCH escribimos o nome do problema no segundo

campo de palabras.

SCENARIOS

Nesta seccion elabérase unha arbore de sucesos de forma explicita por escenarios.
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Cada escenario representa unha ruta dende un nodo inicial a un nodo final. Ademais,
para evitar repetir informacion, as distintas ramas dun periodo poden ser compartidas

por diversos escenarios.

Para iniciar cada escenario temos que escribir SC no campo de c6digo. Despois es-
cribimos o nome do escenario no primeiro campo de nome e o escenario do que se
ramifica no segundo. Se o escenario que queremos iniciar é o primeiro escenario en-
ton, escribese a palabra ROOT no segundo campo de nome. A probabilidade de que
aconteza unha determinada ruta escribese no primeiro campo numérico. Finalmente,
no terceiro campo de nome engadese o periodo de tempo no cal se empeza unha

ramificacion.

Dentro de cada escenario, nas seguintes linas de datos escribese o nome da columna,

da fila e o valor de cada variable que intervén no escenario.

Se queremos describir unha arbore de sucesos nodo a nodo empregariamos a seccién
NODE.

BLOCKS
Nesta seccién escribimos os vectores aleatorios de varias dimensions cuxas compofien-
tes son independentes entre os diferentes periodos, pero son dependentes dentro do

mesmo periodo. Con esta seccidon crease unha arbore de sucesos de forma implicita.

Como cabeceira escribimos a palabra BLOCKS no primeiro campo de palabras e no
segundo campo escribimos o tipo de bloque. Se temos un bloque de tipo DISCRETE
escribimos no campo de codigo as letras BL, despois escribese o nome do bloque
no primeiro campo de nome e no segundo o periodo no que se realizan os cambios.

Finalmente, a probabilidade dos distintos valores ponse no primeiro campo numérico.

Igual que na seccion anterior, pero neste caso en cada bloque, engadimos unha fila

co nome da columna, da fila e do valor da variable.

INDEP

Nesta seccion especificase a distribuciéon de variables aleatorias independentes.

Por exemplo, para unha variable que segue unha distribucién discreta utilizase a
palabra DISCRETE. Esta tense que escribir na cabeceira no segundo campo de pala-
bras. Despois, nas linas de datos escribese o nome da columna do elemento aleatorio
no primeiro campo de nome e o nome da fila no segundo. De seguido, no primeiro
campo numérico ponse o seu valor e no segundo a probabilidade coa que se alcanza

este valor. Finalmente, no terceiro campo de nome escribese a etapa 4 que pertence.

ENDATA

Deste xeito remata o arquivo estocéstico.
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Cando se crea un arquivo estocéastico s6 pode haber unha realizacién da &arbore de
sucesos de xeito explicito, é dicir, s6 pode haber ou a seccion SCENARIOS ou a seccién
NODE. Ademais, se temos establecido unha érbore de sucesos de forma explicita non poden
aparecer as secciéns INDEP ou BLOCKS.

Para o problema do agricultor o arquivo estocéstico é o seguinte:

STOCH FARMER
BLOCKS DISCRETE
BL BLOCK1 TOMORROW 0.33334
X1 BAL1 2.5
X2 BAL2 3
X3 BAL3 -20
BL BLOCK1 TOMORROW 0.33333
X1 BAL1 3
X2 BAL2 3.6
X3 BAL3 -24
BL BLOCK1 TOMORROW 0.33333
X1 BAL1 2
X2 BAL2 24
X3 BAL3 -16
ENDATA

Como podemos observar o arquivo estocéstico do problema do agricultor describe unha
arbore de eventos de forma implicita por medio da seccion BLOCKS.
Subindo os tres arquivos anteriores a NEOS e seleccionando o solver BNBS? obtense a

mesma solucién que a presentada na Téaboa 1.4.

’https://neos-server.org/neos/solvers/slp:bnbs/SMPS.html
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4.2. Un caso de variables enteiras: un algoritmo heuristico

Ao longo desta seccion imos presentar un algoritmo heuristico, desenado por Dror e
Trudeau (1986), que nos permite resolver un problema de rutas cando a demanda dos
clientes é aleatoria. Dito algoritmo é unha adaptaciéon ao caso estocastico do algoritmo de
Clarke e Wright (1964) (|4]) para problemas de rutas de vehiculos deterministas.

O obxectivo deste tipo de problemas é minimizar o custo das rutas. O algoritmo iniciase
creando unha ruta de ida e volta dende o dep6sito para cada cliente e a partir de aqui vanse
combinando iterativamente rutas de forma que se maximicen os aforros obtidos. A idea do
algoritmo baséase no aforro que se obtén cando se xuntan na mesma ruta dous clientes de
rutas distintas. Para un problema de rutas estocastico os aforros, que se denotan por s;;,

calcilanse, para cada par de puntos de entrega (i, j), da forma:
/ / /
Sij = Cp; T Coj — Cij

coni,j € {1,...,n} sendo n o nimero de clientes. Ademais, suponse que a matriz de custos
¢ simétrica. Na igualdade anterior denotase por ¢, (respectivamente cgj) o custo da ruta
que inicialmente visita a un cliente i (j) e c;j ao custo da ruta obtida ao combinar as rutas
que inicialmente visitan a ¢ e a j. Suponemos que i, inicialmente, é o ultimo cliente visitado
na sta ruta e j o primeiro cliente visitado na sia.

O algoritmo ten en conta os aforros para crear rutas unindo nodos, de modo que se
obtena o maior aforro posible, sen superar a capacidade do vehiculo. Porén, posto que
as demandas son aleatorias, pode acontecer que ao chegar a un cliente a demanda deste
provoque que se supere a capacidade do vehiculo. Neste caso, haberia que volver ao de-
posito, descargar e volver para terminar de atender a todas as demandas co conseguinte
incremento do custo. Ademais dous nodos que se queiran unir tenien que ter cada un polo
menos unha conexién co nodo depdésito. En resumo, cada aforro s;; seria o valor esperado
do custo da ruta que contén ao cliente 7, méis o valor esperado do custo da ruta que contén
ao cliente j, menos o valor esperado da ruta que contén ambos nodos onde o nodo j vai
xusto despois do nodo i. Ademais, cada aforro volvese a calcular despois de unir duas rutas.

Outro factor a ter en conta é a direccion das rutas. Para cada par de nodos (7, 7) hai
dias posibles direccions. A que se ten que tomar é a que proporciona o valor méis elevado,
¢ dicir, a que proporciona o max{s;j, s;; }.

A continuacién mostramos un exemplo que ilustra como calcular o custo das rutas.

Exemplo 4.1. Sexa unha ruta con cinco clientes e un depésito. Os clientes denotados do
1 ao 5 atépanse nas posicions (5,0), (5,5), (0,5), (=5,5) e (—=5,0), respectivamente e o
deposito atopase na posicion (0,0). Vaise a considerar a distancia entre os diferentes sitios

en lifia recta. Por outra parte, a demanda esperada dos catro primeiros clientes é o 15%
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da capacidade do vehiculo (C') e a do ultimo é do 40 %.

Neste exemplo asiimese que se unha ruta falla, os clientes que falten por ser visitados
recibiran unha atenciéon individual.

O obxectivo do exemplo é calcular o custo da ruta que comeza no depdsito, vai ao
primeiro cliente e segue polos restantes ata volver ao depoésito. Denotemos esta ruta por
CE. Tamén se calculara a ruta que segue a direccion oposta, C~.

O custo da ruta C é:

5 5
Co1 +IP{d1 > C}[Clo +2260¢] +IP{d1 < C e dy + do > C}[Clg + ¢c90 +2260i] +
i=1 1=2
5
P{dy +ds <C e d1+d2+d3>C}[C12+Cg3+030+2260i]+P{d1+d2+d3S
=3
Cedy+dy+ds+dy> C}[ClZ + C23 + €34 + C40 +2(Co4 +Co5)} +IP{d1 +do +ds +

dy <C edi+dy+d3s+ds+ds > C}era + ca3 + c3a + cas + 50 + 2c05) + P{d1 +
dy +d3 + ds + ds < C}era + 23 + €34 + a5 + 50,

onde C ¢é a capacidade do vehiculo e d;, con i € {1,...,5}, son as demandas dos clientes.
De forma analoga calculariase o custo da ruta C'.

Posto que as demandas dos clientes son independentes, se supofiemos que seguen va-
riables aleatorias normalmente distribuidas onde se cofiece a demanda media e % = 0.5
(sendo o a desviacion tipica e 1 a media), o custo da ruta C seria 40.5563 e o da ruta C*
serfa 48.8362. Como podemos ver os aforros van ser diferentes segundo sexa a direccion da

ruta.

A continuacion amosamos esquematicamente os pasos do algoritmo que fixeron Dror e
Trudeau a partir da extensién ao caso estocastico do algoritmo de Clarke e Wright:
e Iniciacién
Denotase por W o conxunto formado por todos os posibles pares (i,7) tales que

i,7 € V'\ {0}, onde V & o conxunto de vértices da rede considerada e 0 é o deposito.

Para cada cliente ¢ € V'\ {0} xérase a ruta (0,4,0).

e Paso 1
- } B o Y .. /
Calctilanse os aforros s;; da forma s;; = cq; + ¢; — ¢;; para todo (i, j) € W, sendo cy,
e 06j o valor esperado do custo da ruta que contén ao cliente ¢ e j, respectivamente
e c;j o valor esperado do custo da ruta que contén ambos nodos onde o nodo j vai
xusto despois do nodo 1.
e Paso 2

Ordénanse os aforros calculados no paso anterior de maneira non decrecente.
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e Paso 3
Calctlase sy = max{sij|(i,j) € W}. A ruta ¢ factible se sg; > 0 e r, & a ruta que
contén a k como tltimo cliente, r; é a ruta que contén a [ como primeiro cliente e
a suma das demandas da ruta combinada entre 7 e r;, onde k vai xusto despois de
[, non supera a capacidade do vehiculo (permitindo retornos ao deposito). No caso
de ter factibilidade combinanse as rutas r, e r; eliminando os pares (k,0) e (0,1)

e incluindo o par (k,[). Eliminanse os aforros sx; e s;; e definese o novo conxunto

W =W\ {(k,1),(,k)}.

e Paso 4

Repitense os Pasos 1, 2 e 3 ata que non se poidan combinar mais rutas.

Exemplo

Agora imos aplicar o algoritmo ao exemplo de rutas exposto na seccion 1.2.

e Iniciacion
Creamos 4 rutas de forma que o vehiculo saia do almacén, visite un tunico cliente
e volva ao mesmo para iniciar o proceso. O custo de abastecer aos clientes segundo

estas rutas é 22.

Deposito

e Paso 1.1
Calculamos os aforros s;; correspondentes a unir os nodos 7 e j na mesma ruta:
SAB = SBA = 3, SAC = SCcA =2,84Dp =SpA=1,spc =ScB=17,Sgp =Spp=2¢
scp = Spc = 2.

e Paso 2.1

Claramente o maior aforro é spc = sgg = 7.

e Paso 3.1

Combinamos as rutas que contefien a B e C.
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O custo é 15.
e Paso 1.2
Calculanse os novos aforros: sgp = —1, sga = %, sca =1, sac = —%, spp = —2,
3
spp =1, scp =1, spc = —35, sap = spa = 1.
e Paso 2.2

3

O aforro mais grande ¢ sp4 = 3.

e Paso 3.2

Combinamos a ruta que contén a B en ultimo lugar e a que contén a A no primeiro.

@

Deposit

O custo é 13.5.

e Paso 1.3

Os novos aforros son spc =0, sap =1, scp = —%, SpA = —

[\G][WV]

e Paso 2.3

O aforro mais grande é sap = 1.

e Paso 3.3

Combinamos a ruta que contén a A en ultimo lugar e a D de primeiro.
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Deposito

O custo da ruta creada é 12.5 e coincide co valor RP obtido na seccion 1.2.



Capitulo 5
Unha aplicacién a xestion de recursos

Neste capitulo trataremos de mostrar a importancia da programacién estocastica amo-
sando unha aplicaciéon deste conecemento a un problema que aparece na vida real. Este
problema ¢é a extincion de incendios forestais ([8]).

Cando ten lugar un incendio, unha actuaciéon efectiva pode salvagardar e protexer
moitos recursos naturais e incluso chegar a salvar vidas. Actualmente os incendios forestais
son mais virulentos e o cambio climatico esta influindo negativamente neste fenémeno polo
que cada vez é mais importante tomar decisiéons onde se minimicen o custo e os danos e se
maximice a efectividade da contencién do incendio.

Neste problema de control de incendios forestais intervefien dous factores estocésticos.

Estes son a frecuencia coa que se producen e as caracteristicas de crecemento do lume.

5.1. Modelo estocastico de seleccion de recursos

Ao longo desta secciéon explicaremos un modelo que busca optimizar a seleccion inicial
de recursos nun incendio forestal cando a incerteza é o crecemento do lume. Minimizando
o custo dos recursos e o custo do incendio, este modelo consegue minimizar o custo dos
incendios forestais. O custo dos recursos dividese nun custo fixo por seleccionar o recurso
e nun custo variable que depende do tempo que se empregue. O custo do incendio fai
referencia 6s danos que este provoca. Por outra parte, o modelo tamén ten que ter en conta
a aleatoriedade do crecemento do lume.

O modelo devolvenos a solucién que proporciona a combinacién déptima dos recursos
necesarios para conter o lume. Un incendio estara controlado se o avance da extincion
supera o avance do lume.

Neste modelo, os parametros deterministas son o rendemento do recurso de extincion,
o tempo de chegada dos operativos e o custo dos recursos, e os parametros de natureza

estocésticas son as caracteristicas do crecemento do incendio, o perimetro do mesmo e

63
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os danos que provoca. O modelo ten en conta diferentes periodos de tempo e distintos
tipos de recursos. Ademais, en base ao presuposto e 6 rendemento dos recursos é capaz
de determinar se se pode controlar o lume ou non nun periodo de tempo dado. Por outra
parte, posto que os recursos non se poden fraccionar, estamos ante un modelo constituido

por variables enteiras mixtas.

Formulaciéon do modelo

Igual que nos exemplos vistos anteriormente, o modelo consta de duas etapas. Na
primeira elixense os recursos e empréganse no incendio, e na segunda lévanse a cabo as
accions correctivas. Para levar a cabo esas accidns é preciso ter en conta os recursos que
se tomaron na primeira etapa e os diferentes escenarios do crecemento do incendio, cuxo
conxunto denotamos por ) e suporase que é finito, denotando por w un elemento xenérico.

Denotarase por I o conxuntos de recursos de contencién de incendios disponibles e J o
conxunto de periodos de tempo para os cales se quere realizar a planificaciéon dos recursos
disponibles. Ambos conxuntos son finitos.

Antes de presentar o modelo imos ver cales son os pardmetros que aparecen no mesmo.

Distinguimos entre parametros deterministas e estocésticos.

Pardmetros deterministas:

P;: custo fixo por empregar o recurso i, ¢ € I.

C;: custo por hora do uso do recurso ¢, i € 1.

PR;: rendemento do recurso ¢ en km/h, i € I.

A;: tempo que tarda o recurso ¢ en chegar ao incendio, i € I.

Hj: contador de tempo correspondente ao periodo j, j € J.

Bj: cota superior para os custos totais fixos por utilizacién de recursos.

Bs: cota superior para os custos totais (fixos e variables) por utilizacion de recursos.

Parametros estocéasticos:

P“: probabilidade de que ocorra o escenario w € ).

PER: incremento do perimetro do incendio no periodo j € J, no escenario w € (1.

N VC’;-": incremento do valor neto do incendio en j € J, no escenario w € €.
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SP;’J: perimetro do incendio no periodo j € J, no escenario w € Q.

Observacion 5.1. Os parametros anteriores poderfanse obter, nunha situacion real, a partir
dos datos historicos de incendios, xunto con outras ferramentas como por exemplo simula-
dores de incendios.

Respecto das variables que intervenen no modelo, temos de dous tipos.

Variables de primeira etapa:

z;: variable que vale 1 se se usa o recurso ¢ e 0 noutro caso, i € I.

Variables de segunda etapa:

d?.: variable que vale 1 se se usa o recurso ¢ ata exactamente o perfodo j e 0 noutro
caso, 1 €1, j€J, we.
y;': variable que toma o valor de 1 se o incendio non esté extinguidoen j € J, w € Q

(yg =1, Vw € Q).

O modelo estocastico en duas etapas é o seguinte:

min Z Piz; + E[h(z;,w)]
iel

S.a ZPZ‘Z’Z' < Bl
i€l
5 e {01}, Viel

Para cada w € €, temos un problema da forma:

h(zj,w) = min Z ZCZ-de?]}- + ZNVC’;“y;il

i€l jeJ JjeJ
S.a Z ZCzH]d:; + ZPzzl < By
iel jeJ i€l
SPERS, < Y03 (H; - A)PRi
jeJ el jed
ddf <z Viel
JjeJ
SPPys | =Y (Hj— Aj)PRid < M -yf, Vj € J.
i€l
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O obxectivo do modelo é minimizar a suma dos custos dos recursos empregados e o
custo do incendio causado pola area queimada. A primeira restriciéon dinos que o custo fixo

dos recursos empregados non pode superar o presuposto que se ten para tal fin.

Por outra parte, o obxectivo da segunda etapa é minimizar o custo variable e o custo do
incendio para os distintos escenarios descritos en ), unha vez establecidos os recursos que
se empregan na primeira etapa. A primeira das restricions da segunda etapa dinos que o
custo variable mais o custo fixo non pode superar o presuposto total. A segunda restricién
indicanos que o perimetro final do incendio ten que ser menor que a lonxitude extinguida
por todos os recursos, é dicir, empregando os recursos disponibles, o incendio tense que
extinguir no perfodo de tempo considerado. Nesta restricion, (H; —Ai)PRidZ- fai referencia
4 lonxitude total que extingue o recurso i. Estamos ante unha restriciéon de factibilidade e
de non cumprirse esta restriciéon o problema seria infactible. Polo tanto é unha restricién
fundamental. As seguintes restricions (terceira e cuarta) establecen relacions entre as va-
riables. A primeira delas indicanos que se non usamos o recurso %, é dicir, se z; = 0 entén
no no usamos en ningan periodo polo que d;"j = 0. Pola contra, se usamos un recurso i ata
o periodo j, dito doutra forma, se existe un j tal que d% = 1, entén posto que estamos a
empregar o recurso i, z; seria 1. A seguinte restricion dinos que o perimetro queimado ata
o periodo j menos o perimetro extinguido ata ese mesmo periodo ten que ser menor que
M- y;f’, sendo M unha constante tan grande como sexa necesaria para cumprir a restricion.
Se no periodo j temos apagado o lume, entén y; serfa 0 e cumprirfase a restricion. Porén,
se no periodo j non temos extinguido o incendio, y; toma o valor de 1 e a constante M

alcanza o valor necesario para cumprir a desigualdade.

Observacion 5.2. Conecidas as probabilidades de cada escenario, poderfamos resolver o

problema seguindo as ideas presentadas cando se resolveu o problema do granxeiro.

5.2. Exemplo de selecciéon de recursos

Para rematar este capitulo amosamos un exemplo onde se emprega o modelo anterior.

Supofiamos que temos un incendio no que disponemos de 7 recursos, realizamos a plani-
ficacion tomando 6 periodos de tempo e consideramos 5 posibles escenarios de crecemento
do incendio, onde todos os escenarios tenen a mesma probabilidade de acontecer. Todos os
datos e resultados estan tomados de ([8]).

Primeiro créase cada escenario a partir dunha serie de distribuciéns para PER] e
formulas para estimar a superficie queimada en cada periodo, a partir do perimetro, o cal
nos permite calcular NV CY (véxase Taboa 5.1). O cambio de valor neto inicial son 100 €

por hectérea.
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PER? Area queimada
Periodo | Distribucion Formula
1 Uniforme (0.1, 0.5) | 0.7SPy /0.3
Uniforme (0.5, 0.9) | 5.65P5/1
Uniforme (0.1, 0.5) | 9.65P5 /1.3
Uniforme (0.3, 0.7) | 15.95Py /1.8
( )
( )

Uniforme (0.1, 0.3) | 20.3SP¢ /2
Uniforme (0.1, 0.3) | 24.3SP¢ /2.2

S O s W N

Taboa 5.1: Distribuciéns e férmulas.

A Téboa 5.2 constitiie os pardmetros deterministicos do modelo, nela pédense ver as
caracteristicas dos recursos que podemos empregar para apagar o lume e suponemos que
temos unha unidade de cada un. Por outra banda na Taboa 5.3 mostrase, para cada
escenario e cada periodo, a area queimada e o perimetro acumulado. Esta Tédboa contén
os parametros aleatorios do problema, os cales se xeran en base as distribucions e formulas

antes mencionadas.

Recurso | Descricion A; (hr) | C; (€/hr) | P; (€) | PR; (km/hr)
1 Autobomba 1 2 175 300 0.36
2 Autobomba 2 2.5 150 500 0.45
3 Brigada 1 0.5 125 500 0.20
4 Brigada 2 1 175 600 0.25
5 Camio6on de bombeiros 1 1.5 75 400 0.09
6 Camién de bombeiros 2 1.5 100 900 0.10
7 Camion de bombeiros 3 1 125 600 0.15

Téaboa 5.2: Recursos disponibles.

Escenario (perimetro) Escenario (area)
Periodo | 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 04 04 03 03 05|10 10 07 08 1.1
1.3 13 12 11 12} 73 72 66 63 6.9
16 18 16 13 1.7]116 13.0 11.5 98 123
22 22 20 20 20197 193 181 174 177
25 24 23 22 22 |254 248 229 222 221
28 27 24 24 241|305 300 267 264 270

S O s W N

Téaboa 5.3: Perimetros acumulados e drea queimada.
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Finalmente, podemos ver os resultados dos 5 escenarios cando temos informaciéon per-
fecta na Taboa 5.4. Posto que ao ter informacién perfecta estamos ante problemas deter-

ministas, estes poderfanse resolver facilmente con algunha linguaxe de programacién como

pode ser R.
Escenario 1 2 3 4 5
Custo 4960 5680 4910 3805 4635
Periodo de extincién 3 5 4 3 5)

Recursos seleccionados

Autobomba 1 1 1 1 1 1
Autobomba 2 1 1 1
Brigada 1 1 1 1
Brigada 2 1 1
Camion de bombeiros 1 1
Camién de bombeiros 2
Camién de bombeiros 3 | 1

Téaboa 5.4: Resultados baixo informacion perfecta.

Po6dese comprobar facilmente o valor obxectivo dos diferentes escenarios. Por exemplo,
para o primeiro escenario temos que o custo do incendio é de 11.6 - 100 = 1160 €, o custo
fixo dos recursos utilizados é de 300 + 500 + 600 + 600 = 2000 € e o custo variable ¢ de
175-34+125-34175-3 4+ 125 - 3 = 1800 €. Polo tanto, o custo total é de 4960 €.

Por outra parte, sabendo que o valor esperado da funcién obxectivo tendo informacién
perfecta (WS) é de:

1 1 1 1 1
5 -4960+5~568O+5 -491()—!—5 -3805—!—5 4635 = 4798 €,

e que o valor da funcién obxectivo no problema estocastico é 5215 €, podemos calcular o

valor esperado de informacién perfecta:

EVPI = 5215 — 4798 = 417<€.
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Conclusions

Como puidemos ir observando este traballo é unha continuacién da materia Programa-
cion Lineal e Enteira que se da en 2° curso do Grao en Matematicas. A partir de pequenos
exemplos facilmente visibles na vida real, un deles de variables continuas, problema do
granxeiro, e o outro de variables enteiras, problema de rutas, presentaronse as pautas para
o modelado e novos conceptos relativos 4 solucién deste novo tipo de problemas de pro-
gramacion estocastica. Dito doutro xeito, estes exemplos foron a antesala dos conceptos
tedricos.

Con respecto & teoria, esta iniciouse coa formalizacién dun tipo de modelo, mostré-
ronse propiedades da rexién factible e proporcionaronse as condiciéns de optimalidade.
Asi mesmo, formulouse o problema dual. Piiidose ver que estes dous ultimos conceptos se
obtenen como extensiéon dos mesmos conceptos en programacion lineal e enteira. En canto
as propiedades da rexion factible tratamos de ilustralas por medio de exemplos. Finalmen-
te, estudamos distintos tipos de soluciéns demostrando a relacién entre algunhas delas e
realizando o seu célculo en diversos exemplos.

Para resolver este tipo de problemas presentaronse dous métodos. O primeiro deles
era unha ferramenta gratuita online que nos permitia resolver problemas continuos e que
ilustramos e usamos resolvendo o problema do granxeiro e o outro método era un algoritmo
heuristico clasico para resolver o problema de rutas. Mostramos o comportamento deste
heuristico sobre un exemplo estudado na primeira parte do traballo e comparamos os
resultados exactos ali obtidos co proporcionado polo heuristico.

Para concluir o traballo usaronse os conceptos vistos durante o mesmo para resolver
un problema que consiste na selecciéon de recursos no ambito da extincién de incendios.
Presentase un modelo para este problema especifico e discitense algins resultados obtidos
sobre un pequeno caso de estudo.

Como se puido observar este tema presenta unha importante compofiente teérica xunto

con multiples aplicaciéns & vida real. No libro ([2]) podense atopar algoritmos xerais de

69
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resolucion, o que pode constituir unha ampliacién dos conceptos tedricos e os exemplos e

aplicaciéns vistas no presente traballo.
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