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Traballo proposto

Area de Conecemento: Matematica aplicada

Titulo: Control 6ptimo de sistemas discretos e ecuaciéons di-

ferenciais ordinarias

Breve descriciéon do contido

Levarase a cabo un estudo dos problemas de control 6ptimo, que serdn
aqueles onde se busque optimizar un funcional que, se ben s6 depende
dunha variable v, podera estenderse a un problema onde se considere
un estado y, que serd unha variable dependente do control. Con fre-
cuencia, ao considerar s6 o control, o funcional terd unha expresion
que dea lugar a elevados custos computacionais, o que suxire empre-
gar o problema estendido, onde o funcional asociado a este adoita
ter unha expresion moito mais simple, para o calculo do gradiente do
funcional orixinal.

Trataranse dous casos de dificultade crecente:

1. Onde o estado e o control son vectores e o sistema de estado ven
dado por unha ecuacién alxébrica, particularizando este caso para
problemas evolutivos.

2. Problemas onde o estado e o control son funciéns definidas nun

intervalo real, estando o sistema de estado en forma de EDO.
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Resumo

Neste traballo estudaranse os problemas de control éptimo sen restriciéns, tanto no caso dis-
creto coma no continuo. O primeiro que se buscara nestes problemas sera, proporcionar métodos
que permitan o célculo do gradiente do funcional custo, J , no caso discreto. Estes particulariza-
ranse no caso onde o problema sexa evolutivo, aproveitando esta estrutura para reducir o custo
computacional. No caso continuo consideraranse problemas onde o estado vena dado por unha
EDO. A forma na que se abordarén estes problemas consistird en: discretizar o problema de
maneira que entre no marco das secciéns anteriores, ou calcular as derivadas direccionais de .J,
mediante métodos que se proporcionaran neste traballo, permitindo asi o calculo do gradiente ao
aproximar o espazo de control por un de dimension finita. Os métodos do caso discreto empre-
garanse para resolver problemas de estimaciéon de pardmetros, mentres que os do caso continuo

resolveran un problema relacionado co movemento dun sistema carro-péndulo.

Abstract

In this work we will study optimal control problems without restrictions, both in the discrete
and continuous cases. The first thing that will be sought in these problems will be to provide
methods that allow to calculate the gradient of the cost functional, J, in the discrete case. These
will be particularized in the case where the problem is evolutionary, taking advantage of this
structure to reduce the computational cost. In the continuous case, problems where the state
is given by an EDO will be considered. The way in which these problems will be approached
will consist of: discretizing the problem so that it falls within the framework of the previous
sections, or calculating the directional derivatives of the cost functional, using methods that
will be provided in this work, thus allowing the gradient to be calculated by approximating the
control space by a finite-dimensional space. The methods of the discrete case will be used to solve
parameter estimation problems, while those of the continuous case will solve a problem related

to the motion of a cart-pole system.
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Introducion

Neste traballo buscarase estudar os problemas de control éptimo sen restriciéns, tanto no
caso discreto coma no continuo. Estes consisten na minimizacién dun funcional custo, J , que
se ben depende s6 dunha variable, chamada control, podera estenderse a un funcional, J, que
dependa a maiores doutra variable, chamada estado, de maneira que ambas expresions sexan
equivalentes ao considerar a dependencia do estado respecto do control. Mediante a adicién do
estado, poderase simplificar a expresién do custo, que con frecuencia pode ser moi complexa. Esta
clase de problemas pode aparecer en ambitos moi diversos, xa que en moitos casos, a presencia
do estado representa a optimizacion respecto dunha variable sobre a que non se ten capacidade

de decision de maneira directa.

Entre outras areas, na dinamica poden surxir esta clase de problemas, posto que en moitos
casos as decisions que se poderan tomar seran sobre a forza, podendo asi considerar & velocidade e
a posicion coma estados (presentarase un caso no exemplo, tamén poden presentarse este tipo
de problemas en contextos econdémicos, onde o control pode representar os recursos dedicados a
un sector, e o estado a producciéon do mesmo (poden verse exemplos desta tematica na seccion 2.6
de [5]). Pola stia relevancia no panorama técnico actual, tamén se destacaran as stas aplicacions
no campo da robdtica (seccion 7 de [7]) e no adestramento de redes neuronais. Este ultimo sera

un caso particular de problemas onde o que se busca é a estimaciéon de parametros, coma tamén

o son os exemplos el2.3

Como nos capitulos 1 e 2 vanse tratar os problemas de control 6ptimo discreto, onde tanto
o control como o estado son variables vectoriais e sen restriciéns, incluirase ao inicio do pri-
meiro capitulo unha seccién onde se estudan problemas de optimizaciéon en R™ en xeral, sen a

consideraciéon de ningin estado.

Nesta seccién introdutoria aportaranse aquelas condiciéns que garantan a existencia e uni-
cidade da soluciéon do problema de optimizacion, asi como as que debe cumprir un punto para
ser solucion do problema. Ademais, tamén se introducird o algoritmo do método do gradiente,
asi como as condiciéns de converxencia do mesmo, xa que serd o que se empregue ao longo do

traballo para a aproximaciéon das soluciéns dos problemas presentados.
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Introducién

Ao longo da seccién anteriormente mencionada, destacara de maneira preeminente o gradiente
de J como ferramenta para o estudo dos problemas de optimizacién. Baixo certas condicions (as
de converxencia do método anterior, ou converxencia doutros métodos que non se trataran ao
longo deste traballo), o feito de que o calculo deste gradiente sexa sinxelo, permitira resolver o

problema sen demasiado custo computacional.

Isto provoca que os problemas de control 6ptimo aparezan no caso onde o célculo do gradiente
de J sexa inviable computacionalmente. Por isto, no resto do capitulo 1 desenvolveranse métodos
que permitan o célculo deste gradiente, a partir da expresién de J, e que se relacionaran coa

interpretacion do problema coma un de optimizacién con restriciéons de igualdade.

Ao longo do capitulo 2, afondarase no caso onde o problema de control 6éptimo tratado no
capitulo 1 tefia un caracter evolutivo. Esta estrutura xorde polo propio plantexamento de moitos
problemas, ou como resultado de discretizar un problema no que o estado vefia dado por unha
ecuacion diferencial ordinaria (problema que se tratara no capitulo 3). Neste caso, ao ter en
conta a forma de cada termo do problema, poderéan particularizarse os métodos presentados no

capitulo anterior, reducindo o custo computacional ou o almacenamento en memoria.

No capitulo 3 tratarase o problema de control éptimo sobre ecuaciéns diferenciais ordinarias
(EDOs), onde o control e o estado sexan funcions definidas nun intervalo real e o sistema de estado
vena dado por unha EDO. Na practica, esta clase de problemas aparecen no estudo de sistemas
que evolucionan co tempo, sendo esta a variable da que dependen tanto o control como o estado.
Por non ser o espazo de control de dimension finita, non serd posible considerar un gradiente

para J, polo que habera que considerar distintas estratexias para abordar esta problematica.

A primeira estratexia consistira en discretizar o problema para que entre no marco do capitulo

2, para isto, aproximaranse as integrais e ecuacions diferenciais do problema.

O outro enfoque co que se tratard este problema consistird en estudar que expresion tera
a direccional de J respecto dunha direccién dada. Ao considerar un espazo de dimension finita
que aproxime ao de control, o gradiente nese espazo de J consistiré en calcular a siia direccional

respecto de cada un dos elementos da base.

En cada un dos capitulos, a maiores dos desenvolvementos tebricos anteriormente mencio-
nados, engadiranse exemplos que permitan traballar sobre aplicaciéns practicas destes métodos,
para a sua resoluciéon empregaranse os codigos realizados para este traballo, implementados en
Matlab.



Capitulo 1
Control 6ptimo de sistemas discretos

Con frecuencia xorden problemas que consisten na toma dunha decisién, que en moitos casos,
poderé ser representada por unha variable de optimizacion vectorial, v € R™. A valoracién da
calidade dunha decisiéon para o obxectivo buscado cuantificarase mediante un funcional custo,

J :R™ — R, que permitira comparar duas decisions, sendo preferible a que tefia un menor custo

asociado, é dicir, preferirase vy sobre ve se J(v1) < J(v2).

Baixo estas condiciéns, e se non existen restricions sobre a variable de optimizacién, o pro-

blema de optimizacién poderé expresarse como:

Atopar u € R™, tal que
J(u) = min J(v).

veER™v

1.1. Teoria basica de optimizacién non linear en R

Nesta secciéon enunciaranse resultados que permitan o estudo dos problemas anteriormente
formulados, estes consistiran en dar condiciéns suficientes e necesarias para a existencia e unici-
dade de solucién, e para que un punto sexa soluciéon. Como o foco deste traballo esta nos casos
particulares que se trataran nas seccidons e capitulos posteriores, non se incluirdn as demostra-
ciéns destes resultados, ainda que si que se indicard en que referencia se pode atopar cada un

deles.

A primeira proposiciéon aportara unha condicién necesaria para que un punto dado sexa un

minimo do problema, que, baixo outras hipoteses, serd tamén condicién suficiente.

Proposicion 1.1 (Condiciéns para que un punto sexa minimo). Seza J:Q CR™ = R, onde

Q C R™ ¢ un aberto, e u € Q onde se acada un minimo relativo de J. Se J é diferenciable en
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u e Q, enton VJ(u) = 0. Se Q é un conzunto convezo e J, un funcional convexo ,

enton, Vj(u) = 0 € unha condicion suficiente para que u € ) sexa un minimo absoluto.
(Concliese das proposicions 1.1.1 e 1.1.2 de [5]).

Por ser a convexidade unha propiedade fundamental para os funcionais dos problemas de
optimizacion, o seguinte resultado relacionara esta propiedade co tipo de minimos que poderé
ter J.

Proposicion 1.2 (Convexidade e unicidade de minimo). Seza J :  C R™ — R, onde Q@ C R™
€ un conzunto aberto e convexo. Enton, se J € un funcional convero, todo minimo relativo €

tamén minimo absoluto. Se J € estritamente convexo, de ter un minimo, este serd unico.
(E o teorema 2.2 de [12]).

A continuacién, proporcionarase unha condicién suficiente para garantir que o problema de

optimizacién tenia algunha solucién.

Proposicion 1.3 (Condiciéon suficiente de existencia de solucion). Sexa J : @ C R™ — R un
funcional continuo e coercivo , onde Q C R™ € un conzunto aberto e non baleiro. Enton,

existe un minimo absoluto de J.

(E o teorema 2.1 de [12]).

Observacion 1.4. Estas proposiciéns considéranse nun marco maéis xeral que o problema ,
xa que admiten restriciéns que mantenian o conxunto aberto e convexo (R™ é un conxunto
aberto, convexo e non baleiro). Desta maneira, se no problema 1} J ¢é diferenciable en R™,
o seu gradiente deberd anularse en todos os minimos relativos, e baixo as outras condiciéns

anteriormente enunciadas, poderd garantirse a existencia e unicidade da solucion.

A continuacién, presentarase o método do gradiente con paso fixo, xa que este é o método de

descenso que se empregaré para a resolucion numérica dos problemas presentados neste traballo.

Os métodos de descenso son métodos iterativos, que consistiran en construir unha sucesion
de vectores de maneira que o custo avaliado nun termo da sucesién valla menos que ao avalialo
no termo anterior. Para construir a sucesiéon anterior precisaranse regras de selecciéon da direccion

dj, e do paso pi, de maneira a sucesion se constria como: ugy1 = ug + prd.

Moitos dos métodos tenen seleccidons da direccién baseadas no gradiente de J, no método que
se empregaré, a direccion serd o oposto do gradiente: dj = —Vj(uk). Ademais, por ser o paso

fixo, considerarase un pp = p > 0 para todo k € N, polo que o método sera o seguinte:
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Algoritmo 1.5 (Método do gradiente con paso fixo).

Introducir ug, €, p e itmazx.
fori=0 to itmaz do
Caleular V.J (u;).
if IVJ(u)|| < € then
return u;
end if
wip1 = up — pVJ ().

end for

Observacion 1.6. No algoritmo anterior, deberan introducirse: o iterante inicial ug, o pardmetro
de tolerancia €, o paso p e o nimero maximo de iteraciéons itmaz. O ntimero méaximo de iteraciéns
introdtucese para evitar bucles infinitos en casos de non converxencia, mentres que nas lifias 4 a

6, establécese o test de parada co que se considera que o algoritmo converxeu.

Proposicion 1.7 (Converxencia do método do gradiente con paso fixo). Seza J:R™ - R

un funcional eliptico con gradiente Lipschitziano , {uk }ken @ sucesion xzerada polo

método do gradiente con paso fito p > 0. Se p < 2%, onde a > 0 ¢ a constante de elipticidade, e

L > 0 a de Lipschitz, enton {u}ren converze d unica solucion do problema de optimizacion, e

a converxencia € polo menos de orde 1 .

(E o teorema 2.9 de [12] considerando un paso fivo.)

Observacion 1.8. Na practica, os métodos de aproximacion da soluciéon do problema de optimiza-
cion son aplicables ainda que non se verifiquen as hipoteses de Lipschitzianidade e elipticidade,
mais non se garante a converxencia do método. Se tampouco se cumpre a convexidade de J,

ainda que o método converxa, non ten porque facelo a un minimo.

O tnico que se precisa para a aplicaciéon do algoritmo é calcular o gradiente de J, polo que ao
considerar funcionais para os que se poida calcular o gradiente nun punto dado, estes permitiréan

a aplicacién do método e polo tanto, en moitos casos, unha aproximacion da soluciéon do problema

[T1).

1.2. Control 6ptimo discreto

Nesta seccion consideraranse problemas da forma (1.1, onde .J (v) tefia unha forma demasiado
complexa, de maneira que, ou non se tena unha expresién explicita, ou non se poida calcular o
gradiente por elevados custos computacionais. No marco deste traballo, esta complexidade do

custo sera debida a non ter en consideracién outra variable, que ainda que estea determinada polo
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valor do control (a variable de optimizacion nesta clase de problemas), permite a simplificacion
do custo. Estd nova variable recibe o nome de estado, y, e é interpretable coma un elemento
esencial do modelo a considerar, pero sobre as que non se poidan tomar decisiéns de maneira

directa.

Un exemplo de control e estado pode verse no caso de estudar o movemento dun obxecto,
no que as decisions so se poderan tomar sobre a forza aplicada (o control), pero nestes casos
as variables que mellor permiten observar o movemento seran a velocidade ou a posicion (os

estados).

Os problemas de control 6ptimo discretos, os tratados nesta seccion, seran aqueles onde se
considere que tanto o control como o estado son vectores (que non tefien porque compartir

dimension), e estean ligados por unha ecuacion alxébrica. Estes seran da forma:

Atopar u € R™, tal que
J(u) = min J(v) = min J(v,y(v)), (1.2)

vERMY veER™

onde y(v) € R"™ é a solucién de F(v,y) = 0.

Enténdase respecto 4 notacién neste novo problema, que:

= v € R™ e J interpretaranse da mesma forma que no problema || s6 que neste caso

habera que ter en conta as limitaciéns de J anteriormente mentadas.

» A dependencia do estado respecto do control vira representado pola ecuacion F'(v,y(v)) =
0, de maneira que para un v € R™ fixado suporase que admitirad coma tnica solucion y(v).
F : R™ x R™ — R™ ¢ a funcién sobre a que se define o sistema anterior (sistema de
estado) e que se supora de CH(R™ x R™ R™).

= O funcional J : R™ x R™ — R é a extension de J que resulta ao ter en consideracion

y € R™, xa que ambas son equivalentes: J(v) = J(v,y(v)).

Observacion 1.9. Considerarase ao longo deste traballo que det(d,F(v,y)) # 0, para calquera
(v,y) € R™ x R™ tal que F(v,y) = 0. Baixo estas hipdteses, e como xa se supon que F €
C!(R™ x R™), cimprense as condiciéns do teorema da funciéon implicita , que garante a
unicidade local da solucién, e que y : R™ — R™ sexa C!(R™,R™).

Observacion 1.10. Se ben non se tera un resultado que as garanta en xeral, en moitos problemas
como serd o caso de todos os tratados neste traballo, a propia forma do sistema de estado permite
asegurar a existencia e unicidade de solucién do sistema de estado para calquera control dado.
Alguns exemplos disto poden ser: cando o estado ven dado en forma y = f(v), cando o sistema
de estado é linear e a matriz do sistema é inxectiva . A maiores, todos os problemas que

encaixen no marco do capitulo 2 terdn solucién dnica pola estrutura do problema.
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Como xa se viu na seccién anterior, unha ferramenta fundamental para estudar os problemas
¢ o gradiente, xa que este permite caracterizar se un punto ¢ unha solucién (proposicion
, ou aplicar un método numérico para a aproximar esta . Xa se comentaron as posibles
dificultades para a obtencion do gradiente de J en v a partir da sta propia expresion, polo que
na seguinte secciéon plantexaranse métodos para este célculo empregando a forma simplificada
de J.

1.3. Calculo do gradiente

1.3.1. Meétodo do linearizado

A forma do custo en ([1.2) permite obter o seguinte resultado de maneira directa ao empregar

a regra da cadea ((A.5)):

Lema 1.11. Nas condicidns do problema e se a solucion do sistema de estado y : R™ —
R™ ¢ diferenciable, dJ(v) = dyJ(v,y(v)) + dyJ(v,y(v)) dyy(v).

Observacion 1.12. Como d.J(v) = V.J(v), o calculo de d.J(v) equivale ao célculo do gradiente.

Por outra parte, a diferenciabilidade de y(v) cimprese baixo as suposiciéns da observacion

Observacion 1.13. As condicion necesaria de minimo ((1.1)) traslddase para o problema ([1.2]) como:
dyJ (v, y(v)) = —dyJ (v,y(v))duy(v) .

Como se supuxera unha maior simplicidade en J, tanto d,J(v,y(v)) coma d,J(v,y(v)) con-
sideraranse datos do problema, polo que a estratexia mais natural para o calculo do gradiente

consiste en obter d,y(v), xa que é o tnico dato faltante.

Lema 1.14. Nas condicions do problema coa hipdtese de que y : R™ — R™ sexa diferen-
ciable, cimprese a segquinte igualdade: dyF(v,y(v))dyy(v) = —duvF(v,y(v)). Se se supon que
dyF (v,y(v)) € inzectiva, enton ademais cumprirase que dyy(v) = —dyF(v,y(v)) " d,F(v,y(v)).

Demostracion. Basta ver que, como F(v,y(v)) = 0, tense que, 0 = d,(F (-, y(+)))(v) =
dyF(v,y(v)) + dyF(v,y(v))dyy(v), a segunda parte do lema é inmediata a partir da primeira,
pero tamén pode verse coma unha das consecuencias do teorema da funcion implicita (A.8)), que

tamén permite garantir a diferenciabilidade de y se dyF'(v,y(v)) é inxectiva. O

Observacion 1.15. A primeira ecuacion do lema inmediatamente anterior chamase sistema linea-
rizado, onde a incognita a calcular é d,y(v). Véxase que este sistema é linear e que a dimension
da incognita é n, x n,. Por outra banda, a matriz que habera que invertir sera d, F'(v,y(v)) e a

stia dimension é n, X n,. Este sistema non sera tan custoso coma resolver n, sistemas vectoriais
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de dimension n,, xa que a matriz a invertir ¢ a mesma; pero ainda asi, a resolucién serd moito

mais custosa que a dun tnico sistema de dimension n,.

Ao calculo do gradiente de J en v despexando dyy(v) denominaraselle como método do

linearizado e consiste na aplicacién do seguinte algoritmo:

Algoritmo 1.16 (Método do linearizado).

1: Calcular y(v) no sistema de estado F(v,y(v)) = 0.
2: Resolver dyF(v,y(v))dyy(v) = —dyF'(v,y(v)).
3: Caleular dyJ(v) = dpJ(v,y(v)) + dyJ (v, y(v))dyy(v).

1.3.2. Meétodo do adxunto

Como xa se mencionou na observacion [1.15, o método do linearizado pode resultar compu-
tacionalmente moi custoso para a resolucién de problemas nos que a dimensién do control sexa
considerable. Isto motiva a busqueda de alternativas maéis eficientes para o célculo do gradien-
te, como serd o método do adxunto, que consistird en substituir na expresiéon do gradiente,

dyJ(v,y(v)) dyy(v) por outra expresion equivalente que dependa dunha nova incognita vectorial.

Para a obtencion desta expresion alternativa, verase primeiro que partindo do sistema linea-

rizado, pode deducirse que para calquera p € R™ ctmprese que:

pdyF(v,y(v)dvy(v) = —p'dyF(v,y(v)). (1.3)

Observacion 1.17. Ao longo deste traballo considerarase que v’ e A’ representan vectores e ma-
trices traspostos respectivamente ((A.1)).

Considerando a expresion do sistema linearizado que inclae d,y(v), para obter a igualdade

buscada, precisarase un A € R™, que resolva o seguinte sistema:

dyF (0, y()/X = dyJ(0,y(v)). (1.4)

Ao sistema anterior chamaraselle, sistema adxunto, e cando este tena solucién tnica, o vec-
tor solucién sera a variable adxunta. Véxase que a matriz do sistema adxunto é a do sistema

linearizado pero trasposta, polo que a invertibilidade de ambas matrices é equivalente.

Proposicion 1.18. Nas condicidons do lema |1.11], se A € R™ € solucidn do sistema adzrunto,

cumprese que dJ(v) = dpJ(v,y(v)) — NdoF(v,y(v)).

Demostracion. Como cumpre A o sistema adxunto, téfiense as seguintes igualdades:

NdyF (v, y(v))dyy(v) = (dyF (v, y(v))'N) dpy(v) = dyJ (v, y(v))dpy(v).
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Xa que o primeiro membro da igualdade coincide co da ecuacion ([1.3)), para p = A, cimprese a

igualdade enunciada. O

Observacion 1.19. Para o problema 1} mantense a proposiciéon substituindo V.J (v) =0
por d,J(v,y(v)) = Nd,F(v,y(v)), onde X verifica (1.4]).

Dada v € R™ variable de control, o calculo de d,,J(v) polo método do adxunto consistira na

aplicaciéon do seguinte algoritmo:

Algoritmo 1.20 (Método do adxunto).
1: Calcular y(v) no sistema de estado F(v,y(v)) = 0.
2: Resolver dyF(v,y(v))’\ = dyJ(v,y(v)).
3: Caleular dJ(v) = dyJ(v,y(v)) — NduF(v,y(v)).

Pode verse como o método do adxunto cumpre o seu obxectivo de reducir a dimensiénalidade
da incognita do sistema a resolver, xa que a variable adxunta ¢ un vector de dimensiéon n,.
Ademais, como se mencionou anteriormente, é aplicable nas mesmas condicions (dyF (v, y(v))

invertible) que o linearizado.

1.4. Exemplos

Para validar os métodos propostos neste capitulo para o calculo do gradiente e aproximacién
das solucions mediante o método do gradiente, presentarase un test académico cun funcional

cadratico.

Tamén se presentard un exemplo de estimaciéon de pardmetros para ver un caso de aplicaciéon

practica onde aparecen problemas coma os formulados.

No caso do test académico desenvolveranse os calculos de maneira explicita para ver que o
gradiente coincide co que resultaria de non considerar o estado, e en ambos casos aproximarase

a soluciéon empregando o codigo desenvolto en Matlab para este traballo.

1.4.1. Funcional cadratico

Considerarase un funcional cadratico da forma J(v,y) = % (v'Av + y'By) — a'u — b'y, onde
v € R™ é o control e y € R™ é o estado. Ademais, a dependencia do estado respecto do control

serd linear, Cy(v) = Dv, onde C € My, xy, é unha matriz invertible.

Observacion 1.21. Poderia considerarse o caso no que C' é inxectiva se tivese méis filas, pero nese

caso, as filas sobrantes serian linearmente dependentes. Isto fai que, ao supofier que o sistema, é
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compatible, estas non aporten nova informacion, polo que poderin suprimirse volvendo a unha

matriz cadrada.

Ao ser C invertible, o sistema de estado podera entenderse tamén coma: y(v) = C~!'Dv, polo

que o funcional custo podera reescribirse coma:

J(v) = J(v,y(v)) = %v’(A +D'C"'BCT'D)v — (a/ =¥ CT D).

Enténdese que A € MY Bec MM g cR™ becRW eDc Mo, xn,-

My XNy ? Ty X Ty ?

Para garantir a convexidade estrita do funcional cadratico precisarase que a matriz A=A+
D'C'""'BC~1D sexa definida positiva (pode verse que son equivalentes no corolario 2.3 de [12]).
Isto cumprirase no caso no que A sexa definida positiva e B semidefinida positiva, xa que se ambas
son simétricas, e se v # 0, v/ Av > 0 por ser A definida positiva, e v/ D’'C'"'BC~'Dv = /By > 0

por ser B semidefinida positiva. O test realizardse para

e e B W )
() o)

Como os autovalores de A son 2 e 7, e os de B, 1 e 3, a matriz A ¢ definida positiva e, por

tanto o funcional .J é estritamente convexo. Como xa se mencionara antes, .J(v) = .J(v,y(v)) =

LW Av — (¢ = ¥'C~'D)v, polo que: V.J(v) = Av —a — D'(C~1)b.
Coma A é invertible (por ser semidefinida positiva), V.J(u) = 0 en u = A~ (a + D'(C~1)'b),
que ademais, por ser .J estritamente convexo, serd o Gnico minimo (ademais sera absoluto). Ao

—70,5
realizar este calculo concliiese que este minimo esta en: u = (47 75) .
)

Agora empregaranse os métodos anteriores para o calculo do gradiente:

Dado v € R?, pola expresion de J, V,J(v,y(v)) = Av —a e V,J(v,y(v)) = By — b. Ade-
mais, da expresion do sistema de estado F'(v,y) = Cy — Dv, deducese que, d,F(v,y) = —D e
dyF(v,y) =C.

Polo método do linearizado: d,F (v, y(v))d,y(v) = Cdyy(v) = —d,F(v,y(v)) = D, polo que

dyy(v) = C~'D, que ao substituir na expresién do gradiente,

VJ(v) = VyJ(v,y(v)) + dyy(v)'VyJ (v,y(v)) = Av —a + (C7'D)Y(By —b) =
Av —a+ D'(CTY(BC™'Dv —b).

Polo método do adxunto: dyF(v,y(v))A = C'\ = V,J(v,y(v)) = By — b, polo que A =
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(C~Y(By —b), o que permite concluir:
VJ() = VyJ(v,y(v)) — dyF (v, y(v))'A = Av — a4+ D'(C~Y) (By — b) =
Av —a+ D'(C™YH (BC™tDv —b)

Pode verse que ambos métodos chegan & expresiéon correcta do gradiente, polo que poderan
empregarse para calculalo no método do gradiente implementado. Ademais, nos casos onde a
dimension de y sexa demasiado grande, a inversiéon de C serd computacionalmente moito mais
custosa que a resolucion dos sistemas C'y = Dv, Cdyy = D e C'\ = By —b, polo que a aplicacion
destes métodos para o calculo do gradiente pode suponier unha reduccién considerable do custo

computacional.

/
A implementacién levouse a cabo cun iterante inicial ug = (O 0) e un paso p = 0,01, e na

figura pode verse & velocidade de converxencia & solucion.

10

10°

0 50 100 150 200 250 300 350
Ndmero de pasos

Figura 1.1: Converxencia do erro para un funcional cadratico

1.4.2. Estimacién de parametros na ecuacién da calor estacionaria

Neste exemplo tratarase de estudar a temperatura dunha barra metalica, suxeita por un dos
lados e co outro exposto & intemperie. Considerarase que a temperatura serd a mesma para
todos os puntos dunha seccién transversal da barra, de maneira que o modelo a considerar sera

unidimensional.
A modelizacion deste exemplo consiste na ecuaciéon da calor:
—dg,T(x) = f(z) Yz € [0, L], T(0) =Ty, d:T(L) = (T, — T(L)),

onde a € (0,1) é a difusividade térmica, Ty a temperatura do material que soporta a barra no

extremo esquerdo, T, é a temperatura ambiente do exterior no extremo dereito e f : [0, L] — R
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a fonte de calor. Desta maneira, a condicién tipo Dirichlet representa que a barra e o seu soporte
teflen a mesma temperatura na zona onde entran en contacto, mentres que a tipo Robin expresa
que o fluxo de calor no extremo dereito, que é proporcional & diferencia entre a temperatura da

barra e a do exterior nese punto.

Neste exemplo realizaranse medidas da temperatura en puntos intermedios da barra, co ob-
xectivo de estimar a temperatura do soporte, Tj, e a difusividade térmica, «, en base a esas
observacions. Neste modelo suporase ademais que hai condicions normais (a temperatura am-
biente Ty, = 25°C) e que a fonte de calor é despreciable, esta fonte considérarase nula ao facer
o modelo, pero a stua influencia real representarase coma unha lixeira desviacién aleatoria ao

construir as observacions.

Como a derivada segunda é nula, o modelo estimado serd linear, de maneira que a tempe-
ratura esperada en calquera punto pode calcularse coma: T'(z) = Ty — (T, — T(L))x. Dada a

temperatura do soporte, e a difusividade térmica, sera posible despexar a temperatura final:

R . . To + oLT,
T(L) =Ty + (T, — T(L))L = T(L) = ﬁ

)

co que a temperatura da barra estimada en calquera punto poderé reescribirse coma:

. To + aLTy,
T(z)=Ty—a|T, — ———F—
1+ alL
Consideraranse os puntos 0 < 1 < 79 < ... < x,;, < L onde se toman as observaciéns
Tolbs,TOQbs7 .., I, que serdn as xeradas polo modelo suposto, mais unhas lixeiras desviaciéns

que representaran a inexactude de despreciar o fluxo de calor (as desviacions seguiran unha

distribucion normal (0,1) xerada pola libraria Statistics and Machine Learning Toolbox).

/
Neste contexto, dado v = (vl 1;2) control, onde v; representa a Ty, e v a «, xXerarase
o T 2 _ vi+va LT, :
yi = T'(zi), onde T'(x) = v1 + vo(TL — “{5 57 %)z, e para estimar Ty e «, buscarase que v

minimice J(v) = J(v,y) = S0 (y; — T%,)?. Este problema entra no marco dos descritos neste

capitulo, polo que se poderédn empregar os métodos anteriormente plantexados.

O modelo suposto é aquel onde Ty = 3, o = 0,5, L = 4 e se toman 10 observacions equiespa-

ciadas entre 1 e 3.

Veranse a continuacion as formas dos gradientes do custo e do sistema de estado: dy,J (v, y) =
(0 0>7 dy‘](vay) =2(y— Tobs)lv dyF(Ua y) = Imxm € dvF<v7y) = <_1 + quia:LOz; Tobs 1_{’2;?;%)

Ao aplicar os métodos presentados neste traballo, obtense a estimacién dos pardmetros:
a = 0,690, Ty = 2,533, que se ben non son unha boa aproximacién dos orixinais, vendo a
grafica pode observarse que o modelo cos parametros estimados aproximase mais aos datos

/
observados que os pardmetros orixinais. Isto corrobérase ao calcular o custo de v = (TO a)
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A / ~ ~
ede v = (TO a) , J(v) = 0,308 e J(v) = 0,280. Cunha mostra mais grande, a recta de re-
gresion converxeré & tedrica, polo que a construcciéon do modelo que minimice a diferencia coas

observacions permitird unha boa aproximaciéon dos parametros a estimar.

Temperatura en funcién da posicion na barra

Q

Temperatura (°C)

O Observacions
Modelo con TD e alpha exactos

Modelo con TD e alpha estimados

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
Posicion na barra (m)

Figura 1.2: Representaciéon das temperaturas observadas, tedricas e estimadas ao longo da barra

Observacion 1.22. Se ben neste exemplo, o problema a estudar é equivalente ao célculo dunha
recta de regresion, de maneira andloga poderéd considerarse un fluxo de calor constante ou con
outra forma ca que o modelo fose definible cunha cantidade limitada de pardmetros, ainda que
nestes casos poderia ser necesario resolver a EDO do modelo mediante métodos numéricos. Un
desenvolvemento analogo ao deste exemplo podera levarse a cabo para estimar os parametros
que definen un modelo, sempre que se tena unha expresion o suficientemente simple do gradiente

do sistema que define os valores estimados, habera un caso semellante no exemplo

1.5. Interpretacions: Restriciéns de igualdade

Coma a forma de definir o estado é mediante a igualdade dun sistema, o problema ([1.2)) pode
verse coma un caso particular da optimizacién con restricions de igualdade, onde tanto o control
coma o estado se consideren como variables de optimizacién. Por isto, estudaranse este tipo de
problemas, e os resultados que se obtenan no caso xeral teran relacién cos que se obtiveron nas

seccions previas.

Ao tratar o problema con resticciéns considerarase que a variable de optimizacion é w =

/
(u' Y ) e o sistema de estado convirtese nas restriciéns do problema, mantendo a notaciéon
para a funcién que a define, F'. Coas restriciéns, a variable de optimizacién non tomara valores

en todo R™*"  senén que so o fara en Xpges = {w € R™ ™ | F(w) = 0}.

Tendo todo isto en consideracién, pode plantexarse o seguinte problema restrinxido que xe-
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raliza o anteriormente presentado:

Atopar w* € Xpges, tal que

J(w*) = min J(w),
WEX Fes (1.5)
onde Xpes = {weR" | F(w) = 0}

e F(w) e R™,m < n.

Observacion 1.23. Supoiiendo que, F, J € C' e que haxa m vectores linearmente independentes de
R™, denotarase a este conxunto linearmente independente por B, de maneira que det(dgF(w)) #
0, para calquera w € Xpges, camprense as hipoteses das seccions anteriores. Ademais, é posible

definir de maneira local a variable de estado polo teorema da funcion implicita (A.8)).

Para o estudo dos problemas de optimizacién con restriciéns, empregaranse as condiciéns
necesarias para que un punto sexa minimo, aportadas polos multiplicadores de Lagrange. A

continuacion, verase a deducién deste método:

Obsérvese que neste tipo de problemas, V.J(w*) non ten porque anularse, pero si que se
cumprird que para calquera vector p € II, sendo II C R”™ o espazo dos vectores tanxentes a
XRes en w*, dJ(w*)p = 0. Ademais os vectores tanxentes a Xpges en calquera punto cumpren
que dF(w)u = 0, polo que, como se pode ver argumentando polas dimensions dos espazos,
11 = ker(dF(w*)). Coma xa se viu que VJ(w)" € II+ = [ker(dF(w*))]*, e que [ker(dF(w*))]* =
Im(dF (w*)"), dedicese que VJ(w*) = 37" i VE;j(w*) = dF(w*)'\, para certo A € R™.

De todo isto podese concluir que VJ(w*) — dF(w*)’\ = 0, que pode ser interpretado co-
ma o gradiente respecto de w do seguinte funcional £(w, ) = J(w) — F(w) 1 no minimo w*.
O funcional anterior denominarase Lagrangiano e cumprird que V,L(w,u) = F(u), polo que,

VuL(w, ) = 0 equivale a que, w € Xpey.

Teorema 1.24 (Condiciéon necesaria de minimo en problemas con restricions de igualdade).
Supdnase o problema coas hipoteses da observacion onde w* € un minimo de J en
Xper € L(w, p) estd definida da maneira anterior. Enton, 3IX € R™ tal que, VL(w,\) = 0.
Ademais, VL(w,\) = 0 56 se cumpre se w € Xpgey.

Observacion 1.25. A resolucion do sistema VL(w, ;1) non é unha boa estratexia para a resolucion
do problema , xa que a soluciéon do sistema non ten porque ser tnica, ademais por non ser
unha condicién necesaria, unha soluciéon dese sistema pode ser un punto de sela ou un maximo.
Por outra banda, nos métodos de descenso, esta problematica evitase en parte, xa que non poden

converxer a maximos do custo.

Nun problema de control 6ptimo con sistema de estado discretos, o Lagrangiano pode expre-

sarse en funcion do control e do estado L(w, u) = L(v,y, 1). Polo que, a condicién necesaria de
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minimo que da o resultado anterior ten a seguinte forma:

Vo L((v,9), 1)
VL(w, p) =VL((v,y), 1) = | VyL((v,y),p) | =
VN’C((Uay)vu)

o O O

Estudando a igualdade anterior termo a termo, vese que esta correspéndese coas tres seguintes
igualdades:

duL((v,y), 1) = dvJ (v,y) — dpF(v,y)'1n =0

dyL((v,y), ) = dyJ (v, y) — dyF(v,y)' 11 =0

dpL((v,y),p) = F(v,y) =0

Nas equaciéns anteriores, o iltimo sistema é o sistema de estado, mentres que o segundo é o
sistema adxunto que se plantexou na seccién anterior e o primeiro é a expresién do gradiente no
método do adxunto. Isto fai que o estudo destes problemas polos multiplicadores de Lagrange

sexa equivalente ao da observacion [1.19]

Disto concliese que interpretar o problema ((1.2)) como un con restricions de igualdade da

lugar de maneira natural ao método do adxunto para o calculo do gradiente.
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Capitulo 2

Control 6ptimo de sistemas dinamicos

discretos

Os casos mais interesantes e frecuentes nos que aparecen os problemas de control con sistemas
de estado discretos, son aqueles, onde se ten en conta algunha clase de estrutura temporal, de

maneira que o estado e o control se consideran por etapas.

Nos casos aqui tratados, tamén se considerard un custo aditivo, onde cada sumando s6 de-
pende do control e estado asociados a cada etapa. Esta estrutura temporal asociada ao problema
de optimizacién pode vir dada, pola propia natureza deste, ou como resultado dunha estratexia

para reducir o seu custo computacional (como seré o caso do exemplo tratado neste capitulo).

En [2| poden verse moitos resultados que estudan a dependencia temporal nos problemas de
optimizacién en casos moi xerais: tratando con variables restrinxidas, categéricas ou estocasticas.
Porén, ao longo deste capitulo tratarase o caso no que a regularidade dos elementos involucrados
no problema permita realizar un estudo analitico semellante ao do capitulo anterior. Para isto,
suporase que: tanto o estado coma o control son variables vectoriais reais sen restriciéns e que
tanto no funcional custo coma no sistema de estado darase certa regularidade, que se indicara

nos resultados que se presentaran.

2.1. Notacién e formulacién do problema

Ao tratar estes problemas coma no capitulo anterior, podera destacarse a forma que adopta
cada termo debido & estrutura temporal do problema, dando lugar a unha simplificacién dos

mesmos que reduza considerablemente o custo computacional.

15
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Para a boa formulacién do problema introdicese a seguinte notacién:

w= t =0, -, T son os T + 1 instantes de tempo considerados, sendo 7', o tempo final.

s v € R™ & o control seleccionado no instante t =0, ... ,7 — 1, sendo n, = ZtT:_Ol e

- yt — ft_l(vt_l,yt_l)

inicial dado como dato no problema.

€ R™, o estado no instante t =1, ... ,T; e 4 = y;, € R™ 0 estado

= g:(vt,y') o custo asociado ao instante t = 0, ... ,7 —1, e gr(y’) o custo terminal, de xeito

que:

T-1
J(w,y) =Yg y") + gr(y"),
t=0

o0 Y0
ol y!

sendo v = . ey =
oT-1 yT

Observacion 2.1. Ao presentar a notacién a empregar, non se considera o control no instante final,
isto débese a que ao non haber estados posteriores sobre os que influir, este non ten interese no

problema.

Observacion 2.2. Asumiuse que 3 s6 depende do control e estado inmediatamente anteriores, o
que non restrinxe a xeralidade do problema, xa que é posible incorporar todos os controis e estados

t—1

anteriores en '~ aumentando a sia dimension (e posiblemente a doutros pasos anteriores, pode

verse este razoamento na seccion 1.4 de [2]).

Observacion 2.3. Todos os problemas que se trataran neste traballo teran custos aditivos, o
que se ben pode non ser sempre o caso na practica, é moi frecuente. Ademais, outros tipos de
custo, coma por exemplo, os multiplicativos, poderan expresarse coma aditivos ao realizar unha

transformacién que non modifica o problema.

Observacion 2.4. Para simplificar a notacién, non se representara de maneira explicita, como xa
se puido ver na descricién inicial, que 3* depende de v!~! e de y*~!. Ademais, coma a depen-
dencia de f;, g; respecto de y ou v, ven dada pola dependencia respecto de 3 ou v?, denotarase

Vyfe(vtyt) = Vytft(’l)t, y'), e analogamente para V, f;(v',y"), Vy,g:(v', ") e Vg (vl yt).
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Con toda a notacién xa introducida, poédese proceder a formular o problema en cuestion:

Atopar u't e R™, t =0, -, T — 1, tal que,
T-1
J(w) = min J(v) = min J(o.y() = mi 'y 4
(u) = min J(v) = min J(v,y(v)) vglﬂégvtz:;gt(v v +ar(y"),
yO Yin (21)
y! fo(0®,y°)
onde | = .
yT fol(UT_l,yT_l)

Observacion 2.5. Os problemas anteriormente formulados son un caso particular dos da forma

(1.2)), ao considerar:
y(] — Yin
yl - f()(?)o, yO)

yT — froi (T T

2.2. (Calculo do gradiente

Do mesmo xeito que no capitulo anterior, o calculo do gradiente seré esencial no estudo desta
clase de problemas, este realizarase mediante os dous métodos xa tratados (o do linearizado e
o do adxunto). Ainda que os métodos sexan os mesmos, a estrutura temporal fai que a for-
ma do sistema de estado e do funcional custo sexan maéis simples, reducindo bastante o custo

computacional se se tefien en contan estas particularidades.

2.2.1. Consideracions xerais

O primeiro que hai que destacar con respecto ao caso xeral é que o estado é facilmente
calculable por etapas, o cal pode dar lugar a situaciéns onde non fose necesario almacenar o
vector completo, o que pode supofier un gran aforro no uso de memoria cando o nimero de pasos
fose considerable. Ademais, da sta expresiéon pode probarse por induccién sobre o niimero de

etapas que o sistema de estado ten solucién e que esta é tnica para cada control.

Outro elemento que cambia considerablemente con respecto ao caso xeral é a expresion que
teflen as jacobianas do sistema de estado, sendo ambas matrices dispersas. No caso de dyF'(v,y),

esta é bidiagonal inferior por bloques, onde os bloques diagonais son identidades, o que garante
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a inxectividade da matriz:
Iy 0
_dny(UO7Z/O) Iml

dyF(”7 y) =

0 0 o —dyfra(@ YT Ly

Por outra parte, d, F'(v,y) é unha matriz subdiagonal por bloques:

0 0 - 0
—dyfo(v°,y°) 0 -~ 0
dvF(Ua y) = . . . .
0 0 - —dpfr1 (Tt y"
Respecto aos gradientes do custo respecto de v e de y, a principal diferencia que xorde é que
estes se escriben en funcién dos funcionais go, ..., g7
dod (0,9) = (dugo(®,5°)  dugr(0,5") -+ dugr 1757 )
dyJ(v,y) = (dygo(vo,yo) dygr (0", ") ... dygT(yT))

2.2.2. Meétodo do linearizado

Substituindo en os gradientes de F coma se expuxeron anteriormente, obtense que:

dyF(v,y(v))dpy(v) = —dpF(v,y(v))
I, 0 - 0 0
—d 'UO, 0 Im 0 0
ny(: Yy ) :1 ) : : dvy(v) _
0 0 —dy fr—1 (T YT I,
0 0 0
do fo(v%,3°) 0 0
0 0 - dyfr—a(T 1yt

Por induccién na expresiéon anterior pode verse que, d,iy' = 0 se t < i. Isto, xunto con que
dyyt = (dyoyt|dayt] ... |d,ryt) permite concluir que:
dyfr—1 (0L yt D d iyt se i =0,...,t =2
dv’iyt = dyft—l(vtfl,ytfl) se 1=t—1

0 se 1>t
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Substituindo en [I.11] coa forma das diferenciais de J exposta anteriormente, e co d,y que se

acaba de calcular, obtense:
dJ(v) = dvJ(v,y(v)) + dyJ(v,y(v)) dvy(v) =

T
dyiJ(v) = dygi(v',y") + Z dygr(v',y") dyiyt
t=i+1
Observacion 2.6. Na igualdade anterior pode verse que non é preciso almacenar todos os valores
de y(v), xa que, tanto y* coma d,y’ s6 se empregan no calculo de ™!, dyy'*tt, dygi(v?,yt) e
dygt(vt, y') dyy'. Todos estes calculos poden realizarse na mesma etapa, e incorporando os dous

ultimos a d.J(v), non se precisaran en etapas posteriores.

Observacion 2.7. Ao indicar que se incorporan dyg¢(v',y') e dygi(vt,y) dyy', enténdese que se
engaden como (0 0 Vegi(vh,y) 0 - 0) e
(dygt(vt, y") dpyt o dygi (vt yt) dyeayt 0 O) , comezando a primeira na posicion Y70 n;.
Algoritmo 2.8 (Método do linearizado evolutivo).
Avaliar dif = dygo(v°, y°).
Definir dyy° = ( )
fort=0toT —1 do
Calcular dyyt™t = (dyft(vt, y)dyyt  dy fi (0 yt))
Calcular y'™* = fi(vt, y?).
ift#1T —1 then
Caleular dif = (dif + dyg (" 5" )dy™ ' dugria (', 5)).
else
Calcular dif = dif + dygr(y")dyy™ .
return dif
end if

end for
Observacion 2.9. As expresions do tipo:
dif = (dz‘f +dyge (0 Dy dugein (0, yt+1)>

representan a concatenaciéon de vectores ou matrices, podendo entenderse estas como productos

cartesianos. Por outra banda, a jacobiana baleira d,y° indicase para representar que:
dvyl = (dny(vanO)dvyO dva(vO7y0)> = deD(Uov y(])

Observacion 2.10. A dif devolta polo algoritmo anterior sera a jacobiana de j(v), polo que o

gradiente serd o seu transposto.
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2.2.3. Meétodo do adxunto

Substituindo en de forma analoga ao caso anterior:

dyF(v,y(0))'A = dyJ(v,y(v)) = VyJ (v,y(v)) =

Iy —dyfo(0%9°) 0 0 T
0 L, 0 0 Al
0 0 S - —dyfol(UT_l,yT_l)' A\T-1
0 0 0 Ly AT

- Vygi(v' yt) + dy fi (08, ") AT se i =0,...,T — 1.
— >\Z =
VygT(yT) sei="1T.

Observacion 2.11. Neste caso, ao calcular o adxunto, a matriz é invertible, ademais, por ser
triangular superior, o sistema resolvese de maneira retrograda (calcularanse de maneira sucesiva
MENT=10 0 A9, Por isto, primeiro habera que resolver todos os sistemas de estado, almacenar

todos os valores de cada etapa, e despois calcular o adxunto.

De novo, procedendo de maneira analoga & seccién anterior:

VJ() = VyJ(v,y) — doF(v,y)'A =

0 dva(UovyO), )\(1)
Vo d (v, y) + :
ATfl
0 0 S0 dufra Ly g

o que permite unha expresion moi sinxela da diferencial de J en U:VUtj (v) = Vyed(v,y) +
Ao i,y YN, onde dy(0) = (do(0) dpd(0) . dyrad(v).
Observacion 2.12. Da mesma forma que no capitulo 1, este método é computacionalmente menos
custoso que o do linearizado, ainda que se precisa garda todo o estado (Observacion , mentres
que no do linearizado non. Isto pode ser unha desvantaxe considerable respecto do método do
linearizado, sobre todo cando haxa moitos pasos de tempo.
Algoritmo 2.13 (Método do adxunto evolutivo).

fort=1toT —1 do

Calcular y'™' = fi(vt, y?).

end for

Calcular AT = V,g7(y7).

Calcular grad = dygr—1 + dy fr—1 (0T yT=1/ AT,
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for t=T-1to 1 do
Calcular Xt = Vyg:(vh, yt) + dy fe(v?, y) AL
(vat_l(ut17 g1+ dy fr 1 (0L, ytl)/)\t>

Calcular grad =
grad

end for

2.3. Exemplo do crecemento dunha poboacién bacteriana

O obxectivo desta seccién seréd estudar o crecemento dunha poboacién bacteriana, onde ao
tamano desta poboacion no instante x se lle denotara por y(z). Como se pode ver en [8], é

habitual que se modele o crecemento (nun tempo continuo) mediante un modelo loxistico:

dzy(z) = y(z)(a — by(z)).

Neste modelo a é o ratio de crecemento e b é o ratio de decaemento. Considerando unha discre-
tizacion uniforme do intervalo onde y esta definida, g < 1 < ... < 7, poderd empregarse o
método de Euler explicito para aproximar o valor do tamaiio nun instante x;11, y(x;) = ¢, en
base ao do tamafno anterior:

y ey ((a+1) —by').
Observacion 2.14. Haberia que multiplicar a e b pola distancia entre os puntos da discretizacion,

h, pero este modelo é o mesmo que ao considerar a ecuacién anterior con a = ha e b = hb.

Consideraranse como variables de estado os tamanos poboacionais estimados polo modelo
anterior, y'*! = f(vf,y") = y*((1 +v1) — v2y?), onde o control consiste nos ratios de crecemento

t

/
e decaemento, que se pretenderan estimar: v* = (v vg) , U1 representa o ratio de crecemento,

e v9 o de decaemento.

Neste contexto realizarase un estudo semellante ao do Exemplo [1.4.2] considerarando obser-
vaciéns tomadas nos puntos da discretizacién anterior: ygbs, . y%s, obtidas tomando os valores
estimados polo modelo anterior para a = 0,5 e b = 0,3, e engadindolles ruido, en forma de
normal de media 0 e desviacion tipica 0.1 (empregarase a mesma libraria de Matlab que no
exemplo anterior). Ao tomar a observacion inicial coma un dato do modelo sobre o que non
se considerard o ruido (tomarase ygbs = 0,25), xa que sera necesaria para a boa definicion do
estado. Entén, a construciéon das observacions consiste en: yf);fsl =7f ((a b), ybys) + N(0,0,1),
parat=0,...,T — 1.

Da mesma forma que no exemplo anteriormente mencionado, o funcional custo serd o que da
lugar 4 minimizacion por minimos cadrados: J(v) = J(v,y) = Zthl(yt —ytps)?. Co que os custos
asociados a cada instante serdn: go(v°,y%) = 0, g:(v%,9") = (v' — ¢l )? parat =1,..,T — 1 e

gry") = (" —yL,).
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A continuacion calcularanse os gradientes dos custos asociados a cada instante: dygo(vo, y0) =

0, dygt(vt,yt) =2(yt — y(t)bs) parat=1,..,T —1, dygT(yT) = 2(yT — yg;)s) e dyg(vt,y') = 0 para
t=0,..,T—1.

As jacobianas do sistema de estado en cada etapa seran: d,f;(vt,yt) = (yt —(yt)2) e
dyfi(v',y") = (a + 1) — 2by', para t = 0,...,T — 1.

Observacion 2.15. Este problema non encaixa exactamente nos presentados neste capitulo, posto
que o control non depende da etapa, polo que poderia definirse J:R? & R, que cumpre que
A~ ~ /

J(?) = J(v),onde vt = o = (vl '1}2) paratodot = 0,...,T—1. Tendo isto en conta, ¢ facilmente

demostrable que: V.J () = Zg:ol Vo, J (v).

Ao implementar este exemplo, a estimacion que se ten dos ratios de crecemento e decaemento
son: a = 0,516, e b= 0,282, que constitiien boas aproximacions dos parametros reais (a = 0,5
e b = 0,3). Na figura poden verse representados os modelos que resultan de considerar os

ratios estimados e os orixinais, ademais de comprobarse que o modelo estimado aproxima mellor

. / . N
os valores observados (J((a b) ) = 0,732 mentres que J( (& b) ) = 0,356).

Observando o crecemento da poboacién bacteriana, pode verse o comportamento clasico
dun modelo loxistico, xa que a poboacién comeza crecendo a gran velocidade nas primeiras
etapas, pero unha vez chega a un tamano poboacional suficientemente grande estabilizase (1,8
aproximadamente no modelo estimado e 1,6 no modelo exacto), reducindo o crecemento ata

chegar a un punto case estacionario.

22

Tamano da poboacion
- n

©  Observacions
Modelo con a & b exactos
Modelo con a e b estimados

0 5 10 15 20 25
Etapas transcurridas

Figura 2.1: Comparacion dos modelos tedrico e estimado para o axuste da poboacién bacteriana



Capitulo 3

Control 6ptimo en ecuacions

diferenciais ordinarias

Os problemas de optimizacién que se trataran neste capitulo seran aqueles onde tanto o
control coma o estado son funciéns definidas nun intervalo. De igual forma que nos capitulos
anteriores, estes teran as sdas respectivas dimensions, mais neste caso, o sistema de estado vira

dado coma unha ecuacion diferencial ordinaria (EDO) dependente do control.

Estes problemas poderan verse coma unha extensiéon dos tratados no capitulo anterior, tendo
un estado e control para cada valor temporal dun intervalo, en lugar de para unha cantidade
discreta deles. Baixo esta interpretacion, a expresion do sistema de estado resulta natural, por ser
a mellor maneira de expresar en tempo continuo a dependencia do estado nun instante respecto
de si mesmo e do control no “instante inmediatamente anterior”. Da mesma forma, a aditividade

do funcional custo nun intervalo representarase mediante unha integral.

3.1. Notaciéon e formulacién do problema

Tendo en conta as consideraciéns anteriores, os problemas de control 6ptimo continuos que

se tratardn poderan formularse como:

23
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Atopar uw e A C {v: [a,b] = R"}, tal que :

J(u) = min J(v) = min.J
(u) min (v) min (v,9),

b
con J(v,y) :/ g(z,v(z),y(z))dz + gr (3.1)

, o) dey(@) = fau(w),y(2)
e onde y(-) é a solucion de :

y(a) = yq dado.
Observacion 3.1. A funcion de estado depende do control, pero ainda asi na notacién non apa-

receréd indicado, denotando esta funcion por y, e y(z) cando se avalie nun instante.

Da mesma forma que no caso discreto evolutivo, engadese un custo terminal dependente
unicamente do estado, xa que é frecuente buscar a proximidade a un estado final desexado.
Ademais, neste caso, considérase que o control esta definido en todo o intervalo pechado, mais
non hai diferencias entre considerar o control final ou non, xa que un tnico valor non modificara

a EDO nin a integral.

Observacion 3.2. O problema a resolver depende considerablemente de cal sexa o espazo de

control A. Para os resultados teoricos suporase que o espazo de control sexa C([a, b], R™).

Observacion 3.3. Suponendo que v € C e que f € C!, estaranse nas condiciéons do teorema de

Picard (A.18)), polo que existira un tnico estado que se corresponda co control v.

Neste caso, non se ten unha ferramenta tan util coma o gradiente, xa que o problema se
plantexa nun espazo vectorial de dimensién infinita. O modo polo que se abordara esta cuestion
ao longo deste traballo consiste en aproximar o problema por outro onde si que se considere un

espazo de control finitamente xerado, para o que se consideraran dias estratexias posibles.

A primeira que se explorara, consistird en considerar o problema que xorxe ao discretizar
o problema continuo, e como este entrard no marco dos capitulos anteriores, podera estudarse
empregando os métodos propostos. A segunda estratexia consistird en dar unha formula xeral
para o calculo da derivada direccional respecto a unha direccién, de maneira que ao aproximar o
espazo do control por un de dimensién finita o calculo do gradiente nese novo espazo realizarase
calculando as direccionais respecto as direcciéns da base. Alguns exemplos de espazos que apro-
ximaran o do control poderan ser: o formado polos primeiros n termos dunha serie de Fourier,

ou o dos splines de grao 1 para unha discretizaciéon dada.

Observacion 3.4. Tanto f coma g dependen do estado e do control no instante z, polo que para
abreviar notacion obtarase por escribir f(z,v,y) = f(z,v(z),y(x)) e g(z,v,y) = g(z,v(x),y(z)),
indicando unicamente a dependencia respecto da funcién, ainda que quedara implicita a evalua-
cion destas no instante en cuestion. Ademais as diferenciais manteran este cambio na notacion,
xa que:

dvf(w,v,y) (50) = dvf(xav(x)vy(x)) ((51)(.%)),
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tamén cumpren isto da mesma forma d, f, d,g e dyg.

3.2. Tratamento discreto do problema

Como ben se dixo antes, a procura dun gradiente para a aproximacion da solucion desta clase
de problemas provoca a necesidade de reducir a dimensién do espazo de control. Para isto, nesta
secciéon o obxectivo serd plantexar un problema discreto nos termos do capitulo 2, onde o novo

problema sera unha aproximaciéon do problema continuo orixinal.

Para poder aproximar o problema (3.1 precisarase: discretizar o dominio, aproximar o valor
tanto da integral (mediante un método de integraciéon numeérico que empregue o valor da funcion

neses puntos) como do estado (mediante un método numeérico de resolucion de EDOs).

Os puntos da discretizacion escollida denotaranse por a = 2° < 2! < ... < 2T = b, onde se

introducira a seguinte notacion: vt = v(zt) e yt = y(a?t).

Observacion 3.5. Cando se vaia a implementar o método que se tratard nesta seccién, emprega-
rase a discretizacién onde os pasos estén equiespaciados: ! = a + h * t, polo que z!t! — 2t = h
Vt =0, ..., T — 1. Pero ainda asi, os c6digos e o desenvolvemento tedrico realizarase de maneira

que sexan compatibles con calquera discretizacion.

A aproximacién da integral que aparece no custo realizarase mediante a regra do rectangulo
no extremo esquerdo: ffg(ac, v(z),y(z))dr ~ ZtT:_Ol g(zt, vt yt) (2! — 2t). O custo obtido apro-
ximando a integral por este método de integracion numérica denotarase por Jj, ou Jj, segundo

dependa do control unicamente, ou tamén do estado.

Observacion 3.6. Este método de aproximacién numérica ten orde 1 se g € C' (A.23)), e empregar
o extremo esquerdo permite que non apareza o control no custo terminal, Jp, que mantén a forma

do capitulo anterior.

Finalmente, tamén serd preciso unha aproximacién dos valores que toma o estado nos pun-
t+1
1

tos da discretizacion. O método empregado serd o de Euler explicito: H ~ dyy(at) =
f(z!, vt 9. Este método é de orde 1 e permite chegar & seginte expresion: y'+! ~ yf + (2t —
zt) f(zt, vt ). Como non se obteran os valores exactos de y' para t = 1, ..., T, a partir deste

punto, y* denotara & aproximaciéon presentada anteriormente.

Observacion 3.7. A aproximacion polo método de Euler explicito ¢ de orde 1 ({A.24)) e s6 depende
dos valores do estado e control na etapa inmediatamente anterior, polo que de novo, o sistema

de estado esta dentro dos tratados en ([2.1).
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Denotando por

UO UO 0
1 'Ul 1

Up = . y Uh = . € Yn = . )
uT—l ,UT—I yT

O problema obtido ao discretizar serd o seguinte:
Atopar W0, ...,u" "t € R", tal que

Jn(up,) = min Jn(vn) = Jn(vn, yn),

UhGR
T (3.2)
con Jp(vn, yn) = Z L —ahg(at o ') + gr(yh),
t=0
e onde y° = yq, YTt =yt + (T — 2N f(at, 0l ) para t =0, ..., T — 1.

Observacion 3.8. O problema anterior entra no marco dos problemas do capitulo 2 con g;(v?, y!) =
(et =zt g(at, v, yt) e fi (vl yt) = vt + (2t —2b) f (2, v!, yt). Isto permite a aplicacion dos méto-
dos presentados no capitulo anterior para a resolucion deste problema discretizado, aproximando

asi a solucién do problema continuo.

Observacion 3.9. Tomando outras féormulas de integracién ou método de resolucion de EDOs,
poderiase mellorar a orde da aproximacion. Para as EDOs existen multiples métodos de Runge-
Kutta que terian mellores propiedades, mentres que para a integracién existen aproximacions
cadraticas, entre outras. Por outra banda, ao empregar outros métodos é posible que tras a
discretizacién non se estea no caso do capitulo 2, polo que haberia que calcular o gradiente
mediante as formulas do capitulo 1 ou estudar a forma que resultaria destas aproximacions para

aproveitar as stas propiedades.

3.3. Tratamento continuo do problema

O enfoque anterior consistiu en aproximar o problema continuo mediante unha discretiza-
cion do dominio, pero agora tratarase de estudar o problema orixinal mantendo a sta natureza

continua.

A principal diferenza respecto ao enfoque anterior é que, ao non discretizar o dominio da
funcion, non sera posible obter un gradiente, como xa se mencionara. O que se podera estudar
neste caso sera a derivada de J(v) na direccion de dv € A, obsérvese que esta tltima tamén é

unha funcion év : [a, b] — R™.

A derivada direccional de J respecto de dv coincide, por definicion, co resultado de aplicar

a diferencial d,.J (v) sobre dv. Aplicando as regras usuais de diferenciacion chégase ao seguinte
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resultado:

dyJ (0)(v) = dvJ (v, y)(v) + dyJ (v, y)(dvy (6v)) (3.3)

Ademais, as duas derivadas direccionais do custo son facilmente obtibles a partir da féorma de
J(v,y) que se presentou en (3.1)):

b
dyJ(v,y) (6v) :/ dvg(z,v,y) (6v)dz
b
dyJ (v,y) (6y) =/ dyg(z,v,y) (Oy)dz + dygs(y(b)) (5y(b))-

Co que o custo pode expresarse como:

. b b
4,70 (@) = [ dug(o,0.9) Go)ds + [ dyglo.v.0) @u)de + dygn(u®) (Gylb). (3:)

Na ecuacion anterior considerouse que dy = d,y (dv) para simplificar a notacion, como d,J (v, y) e
dyJ (v, y) son comiecidos, esta ¢ a tnica incognita que hai que calcular para poder obter dpJ (V) (6v)
para dv direccion dada. Calcular §y para poder obter a derivada na direccién de dv pode consi-

derarse coma unha interpretacién continua do método do linearizado ((1.3.1)).

3.3.1. Meétodo do linearizado continuo

Da mesma forma que no método do linearizado discreto obtinase a expresiéon de d,y a partir
do sistema de estado, no caso continuo obterase dy a partir da EDO que define o estado. Para

isto, empregarase o seguinte resultado:

Teorema 3.10. No problema suponendo que 0y € a derivada direccional que se definiu

antes, e que se cumpre a condicion [A.25, tense que dy € a tunica solucion da sequinte EDO.

dy0y(x) = do f(v,y,2)(0v(z)) + dyf(v,y,2)(0y(2)),
0y(a) = 0.

Demostracion. A demostracion deste teorema incluirase no anexo[A-Tldada a stia tecnicidade. O

Ao célculo da derivada direccional mediante a substitucion en de dy pola obtida mediante
o teorema anterior, chamaréaselle método do linearizado continuo. A principal limitacién deste
método é que para o calculo de cada direccional, este precisa resolver unha EDO multidimensional
(ny X my) linear. Isto adoita ser un proceso bastante custoso, e volvera a motivar a busca dun

método que reduza este custo.
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3.3.2. Meétodo do adxunto continuo

Da mesma maneira que no caso discreto, buscarase unha expresion que, dependa dunha
funcion adxunta de menor dimensiéon que dy, e que permita substituir a parte da direccional de

J respecto de dv que depende de 0y.

Se no caso discreto para isto multiplicAbase o sistema linearizado polo vector u € R™ no
caso continuo o procedemento serd semellante, empregarase o produto escalar do espazo L?[a, b]

coa derivada de dy respecto de x:
b

b b
[ 1@ dibyaas B [gwp oo + [ d@nepaed 69

Ao integrar por partes o termo & esquerda da igualdade, resulta:

b b
/ () o (By) () = 4 (B) Sy (b) — / Ayt (2) By(z)de.

Substituindo e reagrupando en (3.5 obtense:

b b
/ [daopd () + 1/ (2)dy f (2,0, 9)](0y) da — 1/ (b)dy(b) = —/ (' (@) fo(z, v, y)(0v) dov. (3.6)

Observacion 3.11. Ao integrar por partes, haberia que engadir un termo —p/(a) dy(a), pero este

¢ nulo por selo dy(a).

Lema 3.12. Ao considerar o problema bairo a condicion e considerar A : R — R™

como a unica solucion da sequinte EDO:
dx)\/(.f) + )‘/(x)dyf(xa Ua y) = dy9($> Ua y)
N(b) = —dygn(y(b)),

cumprese a sequinte igualdade:
b
[N @)+ X @)y 1 0.9))00) do = X )0(0) =

b
/ dyg(,v,y) (Oy) dz + dyg(y(b)) (Fy(b))

A funcion solucion da EDO do lema anterior chamaraselle estado adxunto e & EDO, sistema
adxunto. Como se buscaba, o termo & esquerda da igualdade do lema anterior é a parte da
direccional de J que depende de dy en , mentres que o da dereita coincide co de .
Disto pode concluirse que ambos son iguais ao outro termo da igualdade desa observacion, que

cumprindo o desexado, non depende de dy.

Observacion 3.13. A EDO anterior ¢ linear, multidimensional vectorial (n,) e retrograda, xa que
a condicién inicial estd no tempo final, x = b. Baixo a condicion esta EDO sempre teré
solucion tunica pola proposicion [A.T9] A diferencia de dy, A non depende de dv, polo que s6 sera

preciso resolver unha EDO para poder calcular todas as direccionais nun punto.



3.3. Tratamento continuo do problema 29

Teorema 3.14. No problema baizo a condicion e onde A : R — R™ esta definida
sequndo a EDO da observacion anterior, tense a sequinte expresion da deriwada direccional de J

na direccion de 0v:

b b
dyJ(v) (6v) :/ dyg(z,v,y) (6v)dr — / W (x)dy f(z,v,y) (6v) dz.

3.3.3. Aproximaciéon do espazo de control

Coma xa se mencionara na seccion habera que aproximar o espazo de control por un

finitamente xerado Ay, con base {¢;}I" ;.

En xeral, o gradiente nun espazo desta forma sera:

dyJ (v)(¢n)

Observacion 3.15. Nesta expresion pode verse a vantaxe que ten o método do adxunto respecto
do linearizado, xa que como se viu na siia seccidn, o adxunto non depende da direccién dada, polo
que so haberia que resolver unha EDO linear. Por outra banda, no linearizado hai que resolver

n EDOs lineares.

Dependendo do espazo considerado e do problema a tratar, pode haber casos onde o calculo
do gradiente anterior poida levarse a cabo de maneira exacta resolvendo de maneira analitica a

EDO do estado adxunto e as integrais das direccionais do custo.

Por outra banda, en xeral, a resolucién da EDO do estado adxunto pode realizarse empregan-
do un método numérico e a integral das direccionais por un método de integracion numeérica. Ao
elixir o método de integracion numérica para empregar neste problema, habera que ter en conta
cal é o espazo de dimensién finita que se empregard para aproximar o de control, xa que a base
deste pode permitir implementar o método de maneira mais eficiente (considerando o soporte

dos elementos da base e propiedades semellantes).

Observacion 3.16. Ao empregar para a resolucién da EDO de calquera dos métodos presentados
nesta seccion o método de Fuler explicito, chegarase a que o adxunto ou o linearizado seran
os mesmos que ao considerar o problema discretizado. Se a maiores a integracién se resolvese

mediante a regra do rectangulo, o gradiente sera o mesmo que o do problema da seccion [3.2]



30 3. Control 6ptimo en ecuaciéns diferenciais ordinarias

3.4. Exemplo: Modelo Carro-Péndulo

Neste exemplo considerarase un modelo carro-péndulo (en inglés, cart-pole), onde un vehiculo
que se mova nunha tnica direccion ten incorporado un péndulo, cuxo soporte é rixido (a distancia

entre o péndulo e o centro do carro é constante, [).

3.4.1. Formulacién do problema

Ao estudar o movemento do sistema carro-péndulo, a variable sobre a que se poderan tomar
decisions serd a forza horizontal v que se aplica sobre o carro, pero as que permitirdn unha
observacion mais directa do comportamento do sistema serén, tanto o angulo 6 do péndulo coma

a posicién no eixo de movemento do carro, p. Este modelo representase no figura

v mi

QO 1\O

Figura 3.1: Diagrama de forzas do modelo carro-péndulo

Considerando que g é a gravidade, e que [ é a lonxitude do soporte que conecta o péndulo ao
carro, o modelo mateméatico que relaciona a forza, a posicion e o angulo, serd o seguinte (estas

ecuacions poden verse en [7]):

doupl(z) = Ima sen(6)d,0% + v + mag cos(0) sen()

o m1 + meo(1 — cos(6)?)

Ims cos(0) sen(0)d,0% + v cos(0) + (mq + mz)gsen(d)
B 1(m1 + mao(1 — cos(6)?))

dy0(x) =

Observacion 3.17. Neste modelo aparece a gravidade, denotada por g, o que poderia causar
confusién por empregar a mesma notacién que para o custo, pero estes casos distinguiranse pola
presencia ou ausencia de argumentos, xa que isto indicard se se trata dun funcional ou dun

namero real.

Para poder considerar este problema dentro dos tratados nesta seccién habera que incorporar

as derivadas primeiras, xa que a EDO que se consideraba no estado era de segunda orde:
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yi(x) p(x)
dy

ya(@) = p(z) , onde o sistema de estado é:

y3(x) 0(x)

ya(z) d.0(x)
dzy1() Y2

Img sen(y3)y2+v+mag cos(ys) sen(ys)

dyya(z) | Flov,y) = a1+ ma(1—cos(5s)?)
dmy3($) Ya
dytis (x) _Img cos(y3) sen(y3)y2+v cos(yz)+(mi+ma)gsen(ys)

I(m1+mz(1—cos(ys)?))

Neste problema, o que se buscara serd minimizar a forza aplicada ao longo do tempo, &4 vez
que se busca que o péndulo remate nunha posicién estable enriba do carro, con este nunha
posicién determinada d. Isto poderfa considerarse coma unha restricién, pero nesta implemen-

tacién optouse por incorporalo coma unha penalizacién sobre o funcional custo no tempo final

(kl = kg = k3 = 500)2

b
J(v) = J(v,y) = / v(@)?de + ki (y1(b) — d)? + ka(ys(b) — m)° + ka(ya(D))*.

Observacion 3.18. Baixo estas condiciéns, o problema xa esta formulado de maneira que encaixa
no marco deste capitulo, onde g(z,v,y) = v(z)? e gy(y(b)) = k1(y1(b) — d)? + ka(y3(b) — 7)2 +
ks (ya(b))?.

O tnico que se precisard para unha correcta implementacién do método serd a expresion
das diferenciais das funciéns que aparecen no custo e na ecuacién do estado. Ao ter estas unhas

expresions moi extensas, optouse por incluir estas diferencias no anexo [A-§]

3.4.2. Implementacion e interpretacion dos resultados

Para a implementacién do modelo consideraronse: m; = 1kg, mo = 0,3kg, | = 0,5m, a = 0s,
b=2s,d=1me g =981, xa que son os que se empregan no exemplo de [7], o que permitira
comparar os resultados cos do artigo. Para a stia resolucion considerarase o problema discretizado

(a discretizacion do intervalo é uniforme con paso h = 0,01) coma se viu na seccién

Na figura represéntase a evolucion das variables do estado do modelo anterior (excepto
a velocidade do carro), e neste pode verse que as restricions impostas cimprense de maneira

aproximada: y;(b) —d = —0,002, y3(b) — 7 = —0,049 e y4(b) = 0,008.

Comparando a figura coa que aparece na seccion 6.8 de |7|, pode verse que o control ten
un comportamento cualitativo e magnitude semellante, sendo a principal diferencia que o aqui

implementado ten un descenso mais abrupto ao final. Este parecido tamén se conserva na grafica



32 3. Control 6ptimo en ecuaciéns diferenciais ordinarias

de evolucion do angulo (3.2)), habendo no caso da posicion do carro diferencias mais notables.
Podendo deberse estas & escolla de diferentes pasos de discretizaciéon ou ao non cumprimento

estrito das restricidns finais.

Complétase o estudo do movemento do sistema coa figura[3.4] onde se pode ver o movemento

6ptimo calculado e como coincide co representado no artigo en cuestion.

Posicion do carro

E
Sos
3
g o
S op—
0 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2
Tempo (seg)
Angulo do péndulo
=3 T T T
g2
o1
EX —’_\L
c
T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18 2
Tempo (seg)

Velocidade angular do péndulo

’\

02 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2
Tempo (seg)

=)

o

Vel. ang. (rad/seg)
@

=3

Figura 3.2: Representacion das principais variables de estado do modelo carro-péndulo en funcion

do tempo

Representacion do control

Forza (N)

0 0.5 1 1.5 2
Tempo (seg)

Figura 3.3: Representacion da forza aplicada sobre o modelo carro-péndulo en funcién do tempo
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Traxectoria optima do péndulo

o
(S}
T

Posicicnen y
o

O
8]
T

-06 = 1 1 1 1 1 | 1 |
0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Posicion en x

Figura 3.4: Movemento 6ptimo do modelo carro-péndulo
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Anexo A

Anexo de contidos

A.1. Notacion matricial

Notacion A.1. Sexan v € R" e A € M,,«m, entén denotanse por v/ e A’ aos seus respectivos

traspostos, da mesma forma, se n = m e A é invertible, denotarase por A~! 4 sta inversa.

Teorema A.2. Sexa A € My, as sequintes afirmacions son equivalentes:

1. A matriz A € invertible.
2. O rango de A € n.

3. A matriz A € inzectiva.

4. det(A) # 0.

(Este resultado é o teorema 2.4.1 de (6], a inzectividade dedicese da definicion de rango).

A.2. Notacion e resultados de calculo diferencial

Notacion A.3. Cando se tena unha funcion f : R™ — R™ diferenciable, 4 sia matriz jacobiana
difi(v) . dnfi(v)
en v € R™ denotaraselle por df (v) = : : , onde d; fj(v) = gg (v).

dlfm(v) dmfn(v)

35
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A sta vez, se v = (u) € R"™ conu € R™ e w € R™, entén
w
d1f1 (’U) dnufl (’U) dnu+1 f1 (’U) dnfl (U)
duf(v) = : : ydw f(v) = : :
difm(v) . dpy, fm(v) nyir Jm(v) oo dpfin(v)
Notacion A.4. Cando un funcional J : R" — R sexa diferenciable, ao seu gradiente denotaraselle
dlj(v)
por VJ(v) = : =dJ(v).
dpJ(v)

Proposicién A.5 (Regra da cadea). Se f: U € R* = R™, g: V € R™ — R* son diferenciables
e f(U) CV, enton dh(u) = dg(g(u))df (u) para calquera w € U, onde h = go f.
(E o teorema 9.15 de [10]].)

Teorema A.6 (Teorema dos incrementos finitos de Lagrange). Seza f : U C R™ — R diferen-
ciable en U, que € un conzunto aberto é convexo, enton, f(u) — f(v) = df (w)(u — v) para algin
w € [u,v], entendendo que [u,v] = {au+ (1 —a)y:a € (0,1)}.

(E o teorema 5.9 de [10] considerando a derivada direccional.)

Teorema A.7 (Teorema de Taylor de primeira orde). Sexa f : U C R™ — R, diferenciable en
ug € U, enton f(up +u) = f(uo) + df (uo)u + o(u), onde o representa unha funcion que cumpre
que lim,,_q ﬁ =0.

(E o teorema 2 co capitulo 3 de [9].)

Teorema A.8 (Teorema da funcién implicita). Sexa f € C'(E,R™), onde E C R™ " ¢ un
conzunto aberto. Se para un (a,b) € E, con a € R™ e b € R™, f(a,b) = 0 e d,f(a,b) €
invertible, enton existen abertos U € R™ T ¢ W € R™ que conterien respectivamente a (a,b)
e b, e unha aplicacion g € C1(W,R™), de maneira que:

1. f(g(w),w) =0 para calquera w € W.

2. Se f(v,w) =0 para (v,w) € U, entén v = g(w).

3. dwg(b) = —dyf(a,b) " dy f(a,b).

(E o teorema 9.28 de [10].)
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A.3. Definicions relativas a funcionais

Definiciéon A.9. Un funcional J : U C R™ — R ten un minimo relativo en u € U se existe un
aberto V en U que contén a u, tal que, J(u) < J(v) para todo v € V. O minimo é absoluto se
J(u) < J(v) para todo v € U.

Definiciéon A.10. Un subconxunto C dun R-espazo vectorial é convexo, se dados x,y € C,

enton ax + (1 — a)y € C para calquera « € [0, 1].

Definiciéon A.11. Un funcional J : C' — R, onde C é un conxunto convexo, é convexo se, para
todo z,y € C, J(az+(1—a)y) < aJ(z)+(1—a)J(y) para calquera a € [0, 1]. Se a desigualdade

anterior ¢ estrita para calquera x # y e a € (0, 1), dise que o funcional é estritamente convexo.
Definicion A.12. Un funcional J : 2 — R, con 2 aberto, é coercivo se

lim J(v) =00, lim J(v)=o0
d(v,60)—0 [|v]| =00

Definicion A.13. Unha funcién f : R® — R™ é Lipschitziana en ) se existe un L > 0 tal
que: ||f(x) — f(y)|| < L||z — y|| para todo z,y € Q. Se f é Lipschitziana en R dirase que f ¢

Lipschitziana.

Definicién A.14. Un funcional J € C'(R™, R) ¢ eliptico se existe a > 0 tal que, (d.J(v) —

dJ(w))(v —w) > aljv — w||? para calquera v, w € R™.

Teorema A.15. Un funcional eliptico € coercivo e estritamente convexo.

(E o teorema 2.7 de [19]).

Definiciéon A.16. Dirase que un método de aproximaciéon numérica iterativo ten un orde de
converxencia linear con constante 0 < 8 < 1 se:
g1 — ull < Bllug — ull,

onde uy é a aproximacion realizada na na iteraciéon k, e u 4 solucién do problema a aproximar.

A.4. Resultados de EDOs

Proposicion A.17. Dada unha funcion f : A C R x R® — R" continua, (xo,y0) € A e
¢ : R — R" sendo I un intervalo, tal que (x,p(x)) € A para todo x € I. Enton, que ¢ sexa

solucion de:

dry(z) = f(z,y(x))
y(zo) = Yo,
equivale a que, o(x) = yo + ffo f(s,0(s))ds.
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(Este resultado coméntase antes da seccion 6 de [15].)

Teorema A.18 (Teorema de existencia e unicidade de Picard). Se f € C(R,R") e dyf €
C(R, Myuxn), onde R ={(z,y) e RxR":a < x <b,|y—uyol <M}, entén o problema de valor
macial:
dy(x) = f(z,y(z))
y(zo) = wo,

ten unha unica solucion en |a,b].

(A continuidade da jacobiana permite deducilo a partir da seccion 3 do capitulo 6 de [11)].)

Proposicion A.19 (Existencia e unicidade da solucién dunha EDO linear de primeira orde).

Sexan g € C([a,b],R), h € C([a,b],R™) e xq € [a,b]. Enton, o problema de valor inicial:

dzy + g(v)y = h(z), y(zo) = yo,

ten unha unica solucion.

(E consecuencia inmediata do teorema anterior.)

A.5. Converxencia uniforme é integraciéon

Definicion A.20. Unha sucesion de funcions fi : [a,b] — R™ converxe uniformemente a f en
I C [a,b] se, dado € > 0, existe M € N tal que: ||fn(z) — f(z)|| < € para calquera m > M e
x € I. Denotarase por f = f.

Teorema A.21 (Converxencia uniforme e integracion). Se {fy }nen € unha sucesion de funcions

Riemann-integrables nun intervalo [a,b] e f,, = f en [a,b], enton f é Riemann-integrable en
b ; b

[a,b] e [ f(x)de =1limy o0 [, fn(z)dz.

(E o teorema 7.16 de [10], considerando a integral de Riemann.)

A.6. Métodos numéricos de integracion e resolucion de EDOs

Definicion A.22. Un método de aproximacién numérica, onde se realiza unha discretizacion
a=x9<x1<..<zxy =D>,ten unha orde de converxencia k se, para h didmetro de discretizacién
suficientemente pequeno, ctimprese que ||up — u|| < Ch¥ para algunha C' > 0 constante (para

todos os h suficientemente pequenos), onde uy, é o valor aproximado de u polo método numeérico.
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Dado un intervalo [a,b], unha funcion f : [a,b] — R™ e unha discretizacion a = zg < 71 <
... <z = b, a regra do rectangulo serd un método numérico de integraciéon que aproximaré a

integral de f no intervalo pola seguinte féormula:

-1

b
/ f@)dt = )y (wiy1 — ;) f(ui),
a i—0

7=

onde a; € [z, x;+1]. Este método representara a aproximacion mediante rectangulos de base

[i, Tit1], e altura f(a).
Proposicién A.23. Se f € C!([x;, 541], R™) a regra do rectingulo ten unha orde de converzencia

1 @)

(Na seccion 4.3 de [4] considerando un método de cadratura cun inico punto.)

O método de Euler explicito serd un método para a resoluciéon do problema de valor inicial:
doy = f(z,y)
y(a) = Ya,

definido no intervalo [a, b], que para unha discretizacion a = zg < 1 < ... < T, = b, aproximara

~ Y@ir1)—y(

: Z; 2 . .2 2 .
a daerivada €Ty ; - . I’OlO que s€ Y; € a aproximmacloll que este 1metoao proporciona
derivada d,y(z; 1)yt po ; te métod
k2 k2

de y(z;), enton a contrucion destas aproximacions consistird en:

Yir1 = Yi + (Tig1 — ) f (24, v:)-

Proposicién A.24. Se f € C?([a,b],R™), entdn o método de Euler ewplicito ten unha orde de

converzencia 1 .

(Dedicese do desenvolvemento levado a cabo en 5.2 de [4)].)

A.7. Demostracion do teorema [3.10l

Condiciéon A.25. Para a demostracion deste teorema, ou en xeral, todo o tratamento continuo

do capitulo 3, suporanse as sequintes hipoteses:

= f,gecl.
» n(gn —y) =2 Oy, onde Gy, definirase na demostracion sequinte.

» A EDO do teorema[3.10 € linear, polo que terd solucion inica ao suponer que o control é

continuo, e que f € C2, pola proposicion .
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Notacion A.26. Na demostracion seguinte considerarase que:

fl(x7vay) y1<1'
T,v, 2(x
f(@,v,9) falerew) y(z) = v :
fny(xﬂ},y) yny(x>

pero fi e y' non se deberan confundir cos que aparecen no contexto dos problemas de control

dindmico discretos.

Algunhas ideas para esta demostracion tomaronse do desenvolvemento realizado no capitulo
10 de |1].

Demostracion. Sexan y, 7, : R — R™ as respectivas soluciéns de:

dxy(x) = f($7v>y) diﬂgn(x) = f(iL’,’U + %)a gn)
y(a) = Ya, gn(a) = Ya-

Vese claramente que 0y = lim, o 7(gn — y), polo que para o célculo de dy habera que estudar

a diferencia g, — y.

Pola proposicion tense que:

polo que
_ v v _
() — o) = / P04 2, Ga) = F(s,v,9)ds.
Polo teorema dos incrementos finitos de Lagrange (A.6|), tense que:
ov o . o 0y -
fils, o= Gn) = fils, vt y (G —y)) = fi(s, vt y)+dy fils, v+= ,y+a (Un=y)) (In—y),

onde o, € [0,1]. A stia vez, aplicando o teorema de Taylor de primeira orde (A.7)), obtense que:
ov ov 1
fi(87v + 773/) = fi(sa v, y) + dvfi(sv Uay) <) +o <> .
n n n

Ao aplicar estas igualdades na forma integral da diferencia entre g (z) — y*(z), obtense:

b
@)~ @) = [ dufits. ) (5 ) Fdyfils, v+ g+ 0l — ) (e )

Para obter dy seré preciso multiplicar por n a ambos lados e facer o limite:
i , b ov i .
53/ (J?) = lim d’ufz(57v7y)5v+dyfl(87v+ zvy—i_an(yn _y)) n(yn _y)ds

n—oo a
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Para poder chegar & EDO do enunciado do problema abondaré con aplicar un resultado que

permita introducir o limite dentro da integral, xa que a expresiéon integral é equivalente 4 EDO

pola proposiciéon

O teorema que se empregara para isto sera o da converxencia uniforme e integracion

que se cumprird neste caso, xa que:

P ov i/~ ~
i dy fi(s,v,y)00 +dy fils, v+ y+ an (o —y)) 1Gn —y) = dofi(s, v, y)0v +du fi(s, v,y) (5y)

¢ limite uniforme por selo n(y, — y) = oy, e dy f; continua.

A.8.

Expresion dos gradientes do exemplo

dvg(x,v,y) = 2v, dyg(:lr,v,y) =0, dvg(xa v, y) =0,
dyg(z,v,y)(0y) = <2k?1 (y1(b) —d) 0 2ka(ys(b) — ) 2k3y4(b)>

0

1
of(@v,y) = | T T

cos(y3)
I(m1+ma(1—cos(y3)?))

dyf1(a:,v,y)=(0 10 0),
dyfa(@.v,y)= (0 0 0 1),

dy1f2($7 v, y) = dy1f4(l', v, y) = dnyQ(xa v, y) = dy2f4($, v, y) = 07

Img cos(y3) (y4)? + mag cos(y2)® — magsen(yz)®
m1 + ma(1 — cos(y3))

Imeo sen(yg)yz + v + mag cos(ys3) sen(ys)
(m1 4+ ma(1 — cos(yz)?))?

dy3f2(f177v7y) =

my cos(y3) sen(ys)

2lma sen(ys)ya
(m1 + ma(1 — cos(y3)?))?

dy4f2(3’3,v7y) =

Imo Sen(y:s)Qﬁ +wvsen(ys) — lms COS(ys)zyz — (m1 + ma)g cos(ys)

dys fa(z,v,y) = I(my +ma(1 — cos(ys)?))

Ims cos(ys) sen(y3)y3 + v cos(ys) + (my + ma)gsen(ys)
1(ma 4 ma(1 — cos(ys)?))?

+mg sen(y3) cos(y3)

—2mg cos(ys) sen(ys3)y4
my 4+ ma(1 — cos(y3)?)

dy4f4(x7 Ua y) =

O
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