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Traballo proposto

Area de Conecemento: Xeometria e topoloxia

Titulo: O Péndulo de Foucault: a xeometria diferencial da

forma e do movemento da Terra

Breve descriciéon do contido

O Péndulo de Foucault é un péndulo esférico que oscila libremente
nun plano vertical e utilizase para demostrar a rotacién da Terra e o
efecto Coriolis. O seu nome débese ao seu inventor, Jean Bernard Léon
Foucault. O traballo consistird, basicamente, na lectura e compren-
sion dos contidos dos artigos que aparecen na bibliografia co fin de
relacionar o Péndulo de Foucault con conceptos de xeometria diferen-
cial estudados no grao como poden ser: transporte paralelo, Teorema

de Gauss-Bonnet ou curvatura de Gauss.

Recomendacions

Como complemento, recoméndase a lectura do libro El Péndulo de
Foucault de Umberto Eco.
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Naquela época feliz, eu ainda cria que a estupidez producia

o enigma. A outra tarde no periscopio pensaba que 0s enigmas
mdis terribeis, para non revelarse como tal, disfrazanse de
loucura. Agora, en cambio, estou persuadido de que o mundo
€ un entgma benigno, que a nosa loucura volve terrible porque

pretende interpretalo conforme d sia propia verdade.

El Péndulo de Foucault, Umberto Eco, Editorial Lumen.
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Resumo

Nesta memoria, o noso obxectivo ¢ mostrar o funcionamento do Péndulo de Foucault,
o que nos levara a ser capaces de probar a rotaciéon da Terra. Faremos uso de técnicas
de xeometria diferencial, coma a derivada covariante ou a holonomia, que nos permitiran

unha comprensién da xeometria e dindmica do péndulo.

Abstract

The objective of this report is to show the functioning of the Foucault Pendulum, that
will allow us to proof the Earth rotation. We will use diferential geometry notions, such as
the covariant derivative or the holonomy, which will help us to understand the geometry

and dynamics of the pendulum.

XI






Introducién

A Terra rota. E unha idea incuestionable, pois dende idades moi temperas sempre se
nos di que a Terra é unha esfera que rota sobre si mesma e que & vez gravita en torno ao Sol.
Temos fotografias, milleiros de libros, leis e férmulas que o avalan, pero ao longo da historia
da humanidade non sempre foi asi. De feito o primeiro que nos din os nosos sentidos sobre
a forma da Terra cando miramos ao horizonte é que é plana. Esta idea estivo vixente ata
os tempos clasicos, nos que Pitdgoras e Aristoteles defendian que o noso mundo era unha
esfera; e posteriormente, por se alguén o dubidaba, Juan Sebastian Flcano circunnavegou
o globo entre 1519 e 1523, probando asi que o planeta azul era, en efecto, esférico.

O seguinte paso era o léxico: pensar na forma do Sistema Solar e, novamente, a huma-
nidade obedecia aos sentidos, vendo os astros xirar na esfera do firmamento e xurdindo asi
o xeocentrismo, con Ptolomeo (século II d.C) como maximo exponente. Pero a curiosidade
humana non ten limites, polo que xurdiron dubidas de por que o Sol sae a diferentes horas,
ou por que as constelaciéns cambian ao moverse de hemisferio. Todo apuntaba ao heliocen-
trismo, no que os planetas orbitan arredor do Sol & vez que rotan sobre si mesmos, unha
teoria moito maéis fermosa 4 vez que simple e que respondia tédalas cuestiéns anteriores.
Neste marco podemos incluir a Aristarco de Samos (310 a.C-230 a.C), astrénomo grego
que se postulou como o primeiro en propoiler dita teoria, posteriormente reafirmada por
Copérnico, quen se decatou da sta beleza e de que permitia un calculo moito mais simple
das posiciéons planetarias. So faltaba unha proba clara de que a Terra xiraba sobre o seu
eixo, e as persoas que se aventuraban a afirmar dita teoria nunca saian ben paradas: véxa-
se Giordano Bruno, un monxe italiano que foi torturado e queimado vivo pola Inquisicién
en Roma no ano 1600. Esta mesma organizacion relixiosa tamén levou a xuizo no 1633 a
Galileo Galilei pola publicacion da stia obra Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo
(1632), na que defendia o modelo heliocéntrico de Copérnico. Ao final este cientifico decidiu
rectificar por temor a sufrir o mesmo destino que Giordano.

Pasaron tres séculos ata que chegou a proba definitiva. Era o 2 de febreiro de 1851; un
fisico e astrénomo francés, Léon Foucault mandou invitaciéns aos cientificos mais desta-

cados da capital francesa para “ver a terra xirar”. Ninguén esperaba que ao dia seguinte,
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XIV INTRODUCION

unha das cuestiéns mais controversiais da historia da humanidade ia ser resolta dunha das
maneiras méis elegantes posibles.

O experimento que probou dindmica-
mente que a Terra rotaba levouse a cabo
no Panteén de Paris o dia 3 de Febreiro de
1851. Para a proba, Foucault utilizou un
arame de 67 metros de lonxitude para col-
gar unha bala de canén acabada en pun-
ta, que ia debuxando as oscilaciéns sobre
unha superficie de area. O fisico francés ti-
na que actuar con sumo coidado, pois cal-
quera forza externa podia pofier en perigo
o experimento. Por iso procedeu do seguin-

te xeito: moveu o péndulo dende o repouso

ata a posicién inicial, na que se ia soltar e
Figura 1: Léon Foucault. Imaxe de [3] atouno cunha corda, & que posteriormente

lle prendeu lume. Cando a corda ardeu por

completo, o péndulo comezou a oscilar, sen forzas externas actuando sobre el, agis a da
gravidade (e a do rozamento co aire, que é despreciable); asi que pasados os minutos co-
mezouse a notar que pasenino, o plano de oscilaciéon do péndulo fa rotando respecto & sua
posicion inicial, de forma lenta pero continua. Era un experimento extremadamente simple,
& vez que efectivo, polo que a meirande parte dos cientificos da sala preguntabanse como
era posible que non se decataran de algo tan sinxelo. Mentres, outros sostian, incrédulos,
que o que estaba acontecendo non podia ser posible. Ademais, por se non era suficiente,
Foucault aportou unha formula para calcular o periodo do péndulo en calquera posicién

da Terra: a lei do seno de Foucault,

T— % (1)
sen(¢o)
onde T' é o periodo en horas e g é a latitude.

Ao remate deste traballo seremos capaces de probar a rotacion da Terra e dita formula.
Con este fin utilizaremos técnicas de xeometria diferencial, como a holonomia, que mide
canto rota un vector respecto a unha referencia ortonormal fixada a medida que este se
move paralelamente ao longo dunha curva.

Para esta introducion historica basedmonos en informacion de [1], [2], [6], [7] e [§]. O

resto da memoria consta de 5 capitulos, que se estruturan como segue:
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Figura 2: Péndulo de Foucault na Facultade de Fisica da USC. Fotografia orixinal.

Nos capitulos , e apoiarémonos nos libros [6] e [5], para dar unha base tedrica sobre
as superficies regulares e introducir conceptos importantes relacionados coas mesmas, como
a derivada covariante. Mencionaremos posteriormente o Teorema local de Gauss-Bonnet,
sobre o cal estableceremos unha conexién coa holonomia nos paralelos da esfera. Posterior-
mente basearémonos en [5] para o capitulo E[, no que trataremos dous casos concretos de
superficies regradas, que nos seran de axuda para o capitulo [5] Neste utilizaremos a holo-
nomia, explicada en [6], [5], [8] e [2] como base para tratar o funcionamento do péndulo.

Para a elaboracién desta memoria fixen uso de conceptos de xeometria diferencial, que
aprendin nas asignaturas de Curvas e Superficies e Teoria Global de Superficies. Tamén
utilicei certas nociéns de diferenciabilidade de funciéns en varias variables, de espazos
vectoriais, de xeometria linear e de célculo vectorial. Ademais, tdédalas figuras son de ela-
boracion propia, inspiradas nas que aparecen en [6] e [5]. Debido & aplicacion de todolos
cofiecementos mencionados sentinmme moi realizado ao facer a memoria, pois fun capaz de
relacionar o aprendido nestes dltimos anos cun feito que todos damos por certo, pero que

non todo o mundo comprobou.






Capitulo 1

Superficies regulares

Neste capitulo enunciaremos unha serie de definiciéns, resultados e expresiéns que se-
ran necesarios para unha mellor comprension do traballo. Centrarémonos en introducir as
superficies regulares, coas stias propiedades mais relevantes para o estudo que imos facer
posteriormente.

Intuitivamente, unha superficie regular é un subconxunto de R3 que se forma tomando
anacos de planos elasticos, estirdndoos e dobrandoos de maneira suave, para logo pegalos

sen que se note a union.

Definicién 1.1. Un subconxunto non baleiro S C R? é unha superficie reqular se para
todo punto p € S existen un aberto U C R?, unha vecifianza aberta V de p en S (coa

topoloxia relativa de S C R?) e unha aplicaciéon x : U — R tales que:
1. x(U) =V e x:U — R3 ¢ diferenciable como aplicacién entre espazos euclidianos.
2. x:U — V é un homeomorfismo.

3. Para todo g € U, a diferencial dx, : R? — R? ¢é inxectiva.

En tal caso diremos que (U,x) é unha parametrizacién ou un sistema de coordenadas de

S en peV un entorno coordenado.
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1.1. Aplicaciéons diferenciables entre superficies

Sera de especial importancia estudarmos a diferenciabilidade de aplicaciéons entre su-
perficies. Para facelo, “levaremos” as aplicaciéns ao plano de coordenadas e utilizaremos as
técnicas do célculo en varias variables, co que xa estamos familiarizados. Asi, se I’ : S — S
é unha aplicacidon entre superficies regulares, diremos que F = Xq Lo Foxy é a expresion
en coordenadas de F. Enton, diremos que F é diferenciable se, para todo p € 81 e calquera
parametrizacions (Uy,x1) de 81 en p e (Uz,x3) de Sy en F(p), a expresion en coordenadas

de F é diferenciable sobre un certo aberto U C R2.

Pode comprobarse facilmente que o aberto U da definicion ¢ U = x;*(F~1(Va) N 14),
onde x;(U;) = V;, con i =1, 2.

Tamén necesitaremos ver cando duas superficies son equivalentes dende o punto de vista
diferenciable, é dicir, cando son difeomorfas. Asi pois, dise que unha aplicacién F' : §; — So
entre dias superficies regulares é un difeomorfismo se F' é un homeomorfismo entre S; e
S, e ademais F' e F~1 son diferenciables.

En particular, toda superficie regular é localmente difeomorfa a un plano, xa que dada
(U,x) unha parametrizacion local de S, a aplicacion x : U — x(U) é un difeomorfismo
entre as superficies U C R? e x(U) C R3. Por suposto, é necesario probar que todas estas
definicions non dependen da parametrizacion escollida (ver [6] ou [5] para unha demostra-

cion deste feito).

1.2. O plano tanxente

Na condicién [3| da Definicion dixemos que a diferencial dx, ¢ inxectiva en todo
q € U. Este feito vainos asegurar a existencia do plano tanxente en calquera punto da

superficie. Para construir dito plano nun punto p da superficie S, imos considerar tédalas
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curvas contidas en S pasando por p e logo tomar tédolos vectores velocidade de cada unha
das curvas en p.

Polo tanto, se consideramos « : (—€,¢) — S unha curva diferenciable, (U,x) unha
parametrizacion de S, con V = x(U), e supofiemos que a((—e¢,€)) NV # 0; considerando
J ={t € (—¢,¢) | a(t) € V}, a aplicacién & : J — U dada por a(t) = x Ha(t)) =

(u(t),v(t)) denominase expresidn en coordenadas da curva «.

Dicimos que ¥ € R? é un vector tanzente a S en p se existe unha curva o : (—¢,€) — S
diferenciable e con condiciéns iniciais «(0) = p e ¢/(0) = 7.

Enton, definimos o plano tanxente a S nun punto p como o conxunto de tédolos vectores
que son tanxentes a S en p, de xeito que podemos considerar tédalas curvas pasando por p
e quedarnos cos seus vectores velocidade nese punto. Asi é sinxelo definir o plano tanzente

en cada punto dunha superficie regular como:

T,S = { € R? | existe a : (—¢,¢) — S diferenciable con a(0) = p e o/(0) = ¥}.

—€
De feito, se (U,x) é unha parametrizacion de S en p = x(q), ¢ € U, podese probar que
T,S = dx4(R?) (ver Lema 2.2.3 de [6]).
1.2.1. Base do plano tanxente 7,5

Como acabamos de mencionar, o plano tanxente é un espazo vectorial, polo que ten

sentido buscarlle unha base. Asi que imos tomar ¢ = (ug,vg) e p = X(q). E sinxelo construir
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dita base utilizando a propiedade de que dx, : TqRQ =R? > T, »S & inxectiva, pois como
{(1,0),(0,1)} ¢ unha base de R?, entén {dx,(1,0),dx,(0,1)} = {xu(q), x,(¢)} ¢ unha base
de T},S. Polo tanto, podemos ver o plano tanxente en p como combinaciéns lineares dos
vectores da sua base:

TS = {axyu(q) + bxy(q) | a,b € R}.

1.2.2. Compoinentes dun vector respecto da base {x,(¢),x,(q)}

Unha vez que temos a base de T},S, é importante saber expresar os vectores en funcién
dela. Asi pois, consideremos « : (—e€,¢) — S unha curva, con a((—e¢,€)) C x(U), e a
stia expresion en coordenadas &(t) = (x ! o a)(t) = (u(t),v(t)). Tense que para todo
t € (=€ €), () € Ty1)S, polo que podemos expresar este vector como combinacion linear
dos vectores da base do plano tanxente no punto «(t), é dicir, da base {x,(&(t)), x,(&(t))}.

Vemos que
(1) = §x(a(t) = gx(u(t), v(t)) = xu(u(t), v(t)u'(¢) + xo(u(t), v()V' (t)
= u'(t)xu(a(t)) + v'(t)xu (a(t)),
cuxa expresion matricial vén dada por:

u'(t)

v'(t)

o () = (xu(@(t)), xo(a(1))) < ) = dxa (u' (1), 0 (1)) = dxagy(@' (). (L1)

En particular, dado ¥ € TS, podemos escribilo na base de vectores coordenados {x,(q),x,(¢)},
tomando « unha curva con condicions iniciais a(0) = p e &/(0) = ¥; e & a expresion en
coordenadas de «, de tal forma que @(0) = ¢g. A base do plano tanxente no punto p = «(0)
¢ {xu(a(0)), x,(@(0))} = {xu(u(0),v(0)), xu(u(0),v(0))} = {xu(q),; Xu(q)}, polo que a ex-

presion de ¥ en funcion desta base toma a forma:

7=/ (0) = u/(0)xu(u(0),v(0)) + v'(0)xy (u(0), v(0)) = u'(0)xu(q) + v'(0)xu(q).  (1.2)

1.2.3. Vector normal 4 superficie nun punto p

No referente ao plano tanxente, non podemos pasar por alto o vector que o caracteriza:
o vector normal. Para calquera punto p = x(¢) € S podemos atopalo de forma sinxela,
tendo en conta que se é normal & superficie en p, terd que ser ortogonal a 7,S. Polo que

podemos utilizar os vectores da base de T,S e construirmos dito vector do seguinte xeito:

_ Xu(Q)/\Xv(q)
NP) = el A @)

onde A denota o produto vectorial. Denominaremos a este vector como o wvector normal &

superficie en p.
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1.3. A diferencial dunha aplicacién entre superficies

Grazas as nociéns de plano tanxente e vector tanxente podemos adaptar o concepto da

diferencial dunha aplicacién as aplicacidns entre superficies.

Definicion 1.2. Sexan &) e Sy duas superficies regulares e F' : §§ — S unha aplicaciéon

diferenciable. Se tomamos p € Sy, definimos a diferencial de F' en p como a aplicacion:
de : Tp81 — TF(p)SQ

tal que dF,(0) = %L:O (F o a)(t), sendo a : (—e,e) — 87 calquera curva en S; con

condicions iniciais a(0) = p e &/(0) = .

(Foa)(0)

€
a'(0) F
o
—€

Agora ben, necesitamos ver como acttia esta aplicaciéon sobre os vectores v € T),S1, e
imos facelo vendo como actiia sobre as coordenadas de dito vector nunha base de 7,S;.
Con este obxectivo, tomaremos (Uy,x) e (Us,y) dias parametrizacions de S; e Sz en p e
F(p), respectivamente, de xeito que x(q1) = p e y(q2) = F(p), sendo ¢1 € Uy e g2 € Us. As
coordenadas no aberto U; denotarémolas por (u,v) e no aberto U por (u,?), de maneira

que unha base do plano tanxente 7,81 serd {x,(q1),Xv(q1)}. Analogamente, unha base

para TF(p)Sg vén dada por {Ya(Q2>7 Yﬁ(fh)}-
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Se ¥ € T)S;, existirda unha curva « : (—€,€) — S; con condiciéns iniciais a(0) = p e
o/(0) = ¥. Para expresar ¥ na base de 7,51 dada polos vectores coordenados, necesitamos
a expresion en coordenadas de o, é dicir, @ = (x~! o0 a)(t) = (u(t),v(t)). Procedendo de

forma analoga a como fixemos na Seccion [I.2.2] temos que
U= a/(0) = xu(q1)u'(0) + x4 (q1)v"(0).

Utilizando a definicién dada anteriormente para a diferencial, é claro que:

arm = & _(Foa) = <

onde f(t) = (F o a)(t) é unha curva en S con 5(0) = F(p).

Agora necesitamos escribir 4’(0) en funcion dos vectores da base de T (,)Sa. Coma no

B(t) = B'(0),

t=0

caso anterior, necesitaremos a expresion en coordenadas de 3, é dicir: B (t) = (y toB)(t) =
(a(t),v(t)). Polo tanto

B'(0) = yalg2)@'(0) + yz(g2)7'(0).
Deste xeito as coordenadas de ¢ na base {x,(q1),%y(q1)} son (¢/(0),v'(0)) e as coordenadas
de dF,(¥) na base {yu(q2),ys(¢g2)} son (a/(0),2'(0)). Entén xa podemos saber como actiia
a diferencial dFy, : T)S1 — TSz sobre un vector ¢ € T),S1, pois sabemos como actia

sobre as stias coordenadas neste espazo tanxente. E dicir,

dFp(u(0),'(0)) = (@'(0),5'(0)).

O seguinte paso serd buscar unha expresiéon matricial para esta aplicacién linear. Con
ese fin imos considerar F' = (y~!') o Fox : Uy — Us, a expresion en coordenadas de F.

Entoén:
F(u(t),v(t)) = F(d(t)) = (F oxtoa)(t)=(y toFoxoxloa)(t)

(yloFoa)(t)=(y ' oB)(t) = B(t) = (a(t), 5(t)).
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), 0(u,v)), onde u e v dependen &

= 0(u(t), v(t))-

Podemos, polo tanto expresar tamén F(u,v) = (a(u,
sud vez de t. E dicir, que @(t) = a(u(t),v(t)) e 9(t

)
Se agora derivamos e evaluamos no punto ¢t = 0:
@' (0) = 9% (u(0), v(0))u' (0) + Z2(u(0),v(0))v'(0) = 9% (g1)w/(0) + &2 (g1)v'(0),

7'(0) = 92(u(0),v(0))e(0) + 92 (u(0),v(0))v'(0) = 52 (q1)u/(0) + §2(q1)v'(0).

Polo tanto, podemos escribir:

v'(0) %(Ch) %(qﬁ v'(0) v'(0)

Enton dF), é unha aplicacion linear cuxa matriz asociada respecto das bases {x,(¢1), %»(q1) }

<

e {ya(q),y5(q2)} ¢ a jacobiana da lectura en coordenadas, JF,, .

Como comentamos anteriormente, a continuacién, presentamos unha serie de resulta-
dos, probados na asignatura de Curvas e Superficies, que son unha xeneralizacion dos seus
andalogos para a diferencial usual e poden consultarse en [6] ou [5]. Notar que todo o exposto

non depende das parametrizaciéns escollidas.

Proposicion 1.3. (Regra da cadea) Sexan F : S — Sz e G : Sy — Sz aplicacions
diferenciables entre superficies. Entdn, para todo p € Sy tense que d(Go '), = dGp(,)0dF),

Teorema 1.4. (Teorema da funcion inversa) Sexa F : S — Sy wunha aplicacion
diferenciable entre superficies e supofiamos que dF), € un isomorfismo linear para certo

p € S1. Enton F é difeomorfismo local en p.

Teorema 1.5. Sexa F' un difeomorfismo local en p entre dias superficies S1 e So. Enton

a aplicacion dFy : TyS1 — Tp,)Sa € un isomorfismo linear.

1.4. A Primeira forma fundamental

Denotando por {-,-) o produto escalar usual de R3, definese a primeira forma funda-
mental en p = x(q) dunha superficie S como a forma bilinear simétrica definida positiva
L, : T,S x T,S — R dada por L,(v, @) = (¥, ) sendo v, & € T),S.

Para obter os coefecientes desta forma bilinear, bastard expresar o produto escalar
respecto aos vectores da base de T,S, {x,(q),%,(¢)}. En efecto, consideremos ¥ e w dous
vectores de T),S con coordenadas (vi,v2) e (wi,ws) respectivamente na base mencionada.

Entoén:
(¥, ) = (v1xu(q) + vaxy(q), w1Xu(q) + w2xy(q))

= v1w1 (Xyu(q), X4 (q)) + v1v2(x4(q), X4(q))

+ vow1 (X4 (q), Xu(q)) + v2w2(Xv(q), Xu(q))-
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Polo tanto, os coeficientes da primeira forma fundamental en p = x(q) pddense expresar

do seguinte xeito:

g11(q) = (xu(q), xu(q))
921(q) = (xu(q), %u(q))
(

Como o produto escalar é simétrico, g12(q) = g21(¢), polo que a matriz de Gram de I, na

912(9) = (xu(q), %u(q)),
(1.4)

o 922(9) = (%0(q), %0(q))-

base de vectores coordenados {x,(q),x,(q)} esta dada por:

L = ( g11(q)  912(q) ) _ (1.5)

912(Q) 922(Q)

1.5. Segunda forma fundamental

A sequnda forma fundamental € un obxecto matematico que nos vai permitir obter
informacién de como se curvan as superficies no espazo. Para definila necesitamos a que se
denomina aplicacion de Gauss.

Polo tanto, dada S unha superficie regular e S? a esfera de raio 1, denominamos apli-
cacion de Gauss & aplicacion N : S — S%, que a cada punto p = x(q) € S lle asigna
N(p) € $?, o vector normal & superficie en p.

Esta aplicacion vai ser diferenciable en p, e a sta diferencial é a aplicacion
dN, : T,§ — T,S de forma que

ANy = & _ea),

sendo p € §, ¥ € TS e o unha curva con condiciéns iniciais p e v.
A oposta desta aplicacion, —dN,, : T,§ — T},S, recibe o nome de operador forma ou
endomorfismo de Weingarten.

Notar que acabamos de escribir o espazo vectorial de chegada de diV, como o espazo
T,,S. Isto ¢, pois Ty, S* = {t € R* | (N(p),¥) =0} = T,S.

Nou«o l
(Vo a)'(0)
A >
N

O estudo da diferencial da aplicacién de Gauss é moi interesante e tamén nos vai

permitir o estudo da curvatura da superficie no espazo. Por iso, unha propiedade moi
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importante de dNN,, e que se comproba facilmente (ver [6] ou [5]), é que é autoadrunta

respecto ao produto escalar de R3. E dicir, dados 7,1 € TS, temos que
(AN (0), W) = (7, ANy ().

Notemos que como dN, ¢ autoadxunta, o operador forma tamén o serd. Polo tanto,
a matriz asociada a esta aplicaciéon respecto a unha base ortonormal é simétrica e en
consecuencia, diagonalizable. Entén, imos denominar direccions principais a vi,v3 € T),S,
que son os dous autovectores que diagonalizan —dN,. Se os autovalores son distintos,
podese probar que 01 Lvs. A ditos autovalores, x1(p) e x2(p), daselles o nome de curvaturas
principais da superficie en p. As direcciéons principais determinan as direcciéns de méaxima
e minima curvatura, cuxos valores son as curvaturas principais.

Visto isto, xa estamos en condiciéns de dar dias formas de medir a curvatura de S en
p = x(q) utilizando estes dous autovalores:

Curvatura de Gauss:

K(p) = det(—dN,) = x1(p)x2(p) (1.6)

Curvatura media:

H(p) = 5 tx(~dN,) = 2 (aa(p) + xa(p) (17)

A partir do operador forma, definese a sequnda forma fundamental en p = x(q) como

a forma bilinear simétrica II, : 7,5 x TS — R dada por
I,(0, W) = (—dN,(?v), ),

sendo U e w vectores do plano tanxente. As seguintes expresions para os seus coeficientes
en p, veiien dadas pola forma na que actiia sobre os vectores coordenados e poden verse
en [6] ou [5].
L1 (q) = p(xu(q), %u(q)) = (N (p), Xuu(q)),
Li2(q) = I (xu(q), % (
L21(q) = I (x0(q), %u(
(

Loy (q) = Hp(XU(Q)>Xv q)) = (N(p), Xuu(q))-

Como o produto escalar é simétrico e o operador forma é autoadxunto, a segunda

(1.8)

forma fundamental é simétrica e a stia matriz de Gram na base de vectores coordenados
{xu(q),%4(q)} vén dada por:

I, = < Ln(@) Inlg) ) (1.9)
L12(q) Lo2(q)
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1.5.1. Expresions notables

Facendo uso dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais é posible obter

unha expresion local para a diferencial da aplicacion de Gauss en p = x(q),

AN, = — ( g11(q)  912(q) >_1 ( Li(q) Laa(q) ) (1.10)

g12(q)  922(q) Li2(q) La2(q)

e consecuentemente, expresions locais para a curvatura de Gauss e a curvatura media.

L11(q) Laa(q) — Liy(q)

Kip) = 911(9)g22(q) — 95(q) ()
_ 1 L11(q)g22(q) + Lo2(9)911(q) — 2L12(9)912(q)
Hip) =5 911(9)g22(9) — 9(q) 42

1.6. Curvatura xeodésica e curvatura normal

Consideremos unha curva « na superficie S parametrizada polo pardmetro lonxitude
de arco s, tal que a(0) = p = x(q) € S. E claro que o vector aceleraciéon, a”(0) € R? =
T,S @ ({N(p)}), polo que poderemos descompoifielo en parte tanxencial e parte normal.

E dicir

a(0) = (a"(0)) " + (a”(0))*, (1.13)

0))* do seguinte xeito:

onde podemos expresar (o”/(0))" e (a

(1.14)

Aos valores x%,,(0) = (”(0), N(p) A &/ (0)) e x%(0) = («(0), N(p)) denominarémolos
curvaturas zeodésica e normal de « en p, respectivamente. Tomando normas, temos que
la” (012 = [l (@ (0)) TI* + [I(a(0)) ]2, & dicir,

(x*(0))* = (X8 (0))* + (x7(0))?, (1.15)
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sendo x*(0) a curvatura de « en p.
O seguinte resultado, visto na asignatura de Curvas e Superficies pédese consultar en

[6] ou [5] e simplifica os célculos para obter a curvatura normal.

Proposicion 1.6. Seza S unha superficie reqular, p = x(q) € S e U € T,S. Se 5 é unha

curva con condicions iniciais p e U, entdn IL,(¥,T) = (5”(0), N(p)).

Se ¥ & un vector unitario, o valor Il,(7, ¥) denominase curvatura normal de S en p na
direccion de ¥ e dendtase xp,(p, ). Polo tanto, se tomamos o unha curva en S parametrizada
por lonxitude de arco e con condicions iniciais «(0) = p e o/(0) = ¥, este vector v sera

unitario e polo tanto, poderemos utilizar a Ecuacion (1.14)) para escribir o seguinte:
(@”(0) = (a”(0), N(p))N(p) = Iy(c/(0), &'(0)) N (p)- (1.16)

1.6.1. Interpretacién xeométrica e relacién coas curvaturas principais

O valor x,(p, V) representa a curvatura da curva plana que resulta da interseccion do

plano xerado por {N(p), U} que pasa por p = x(q) e a superficie.

o o o e

Enton, se consideramos v e v3 os autovectores que diagonalizan —dN,, e calculamos a

curvatura normal de S en p nas direcciéns v7 e v3, temos que:
e 1) =10, gy iy ) = (=48 (5ly) i) = Q@ gy i) = a0,
xn(p,53) =10y (y. 1) = (~a% (5r) - 1r) = Ce@pdn @) = xee)

E dicir, x1(p) e x2(p) son as curvaturas normais nas direccions vi e 3.

iy

N1

1

N

Ademais, podese ver en [6] e [5] que x1(p) e x2(p) representan 0 maximo e o minimo

da forma cuadrética ¥ — (—dN,(?), ¥), sendo ¢ € T,S un vector unitario.
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1.6.2. Orientacién en superficies

Unha superficie regular S serd orientable se somos capaces de distinguir duas caras
opostas da mesma. Para formalizar este concepto imos necesitar os campos de vectores,
que nos axudardn a determinar se a superficie ten duas caras opostas, en cuxo caso serd
orientable. Isto ocorrerd no caso de que poidamos definir globalmente un certo campo
vectorial sobre a superficie. Asi pois, un campo de vectores X sobre S é unha funcién
vectorial X : & — R3, onde X(p) é un vector de R? para todo punto p € S. Diremos que
é diferenciable se o é como funcién de S en R3. Por outra banda, un campo de vectores
normais diferenciable nunha superficie regular S é un campo de vectores diferenciable que
lle asigna a cada punto p € S un vector N(p) normal a S en p; é dicir, (N(p),v) =0Vp e S
e VU € T,,S.

Deste xeito, unha superficie S serd orientable se existe un campo de vectores
N : S — R3 normais, diferenciable e unitario definido globalmente en toda a superficie. Se
S é orientable, cada campo de vectores normais N diferenciable define unha orientacion
para S, de maneira que unha superficie orientable S estard ortentada cando escollamos
unha orientacién concreta para S.

Como mencionamos antes, se unha superficie é orientable, somos capaces de distin-
guir duas caras na mesma. Entén pola caracterizacién que acabamos de dar de superficie

orientable, estas duas caras serdn a cara & que apunta N e & que apunta —N.

~N(p)

Por exemplo, a esfera S? é orientable, pois podemos tomar o campo de vectores normais
e diferenciable N(p) = p: S C R? — R?, ou tamén o campo —N(p) = —p: S C R3 — R3.

E claro que podemos distinguir diias caras: a cara interior e a exterior.



Capitulo 2

A derivada covariante

O concepto que da nome ao capitulo é un dos mais importantes deste traballo, pois
estende a nocién de derivada usual de campos de vectores no espazo, dando asi lugar aos
que denominaremos campos de vectores paralelos ao longo dunha curva, que xeneralizan a
nocién de paralelismo en R3, no sentido de que mantefien unha direccién constante respecto
a unha direccién fixada da superficie. Facendo uso deles podemos definir o transporte

paralelo, que serd fundamental para estudar a holonomia na esfera.

2.1. Campos de vectores ao longo dunha curva

Comecemos tomando S unha superficie orientada con aplicacién de Gauss N : S — S?
e a: I — § unha curva parametrizada regular, sendo I un intervalo aberto.

Un campo de vectores ao longo de o é unha aplicacion V : I — R3, con V(t) € R? =
ToryS®({N(a(t))}), para todo t € I. Diremos que V' ¢ diferenciable se o & como aplicacion
de I en R? (normalmente consideraremos que V' € C*(I,R3)); e dise que é tanzente a S
ao longo de «a se V(t) € To)S, para todo t € I. A familia dos campos de vectores

diferenciables tanxentes ao longo dunha curva « representarémola por X(«).

13
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Un exemplo seria o campo o : I — R? de vectores velocidade dunha curva regular
a: 1 — &, que é un campo de vectores diferenciables tanxentes a S ao longo de «; é dicir,
o € X(a).

Por outra banda, tamén podemos definir para cada t € I o campo de vectores dado
por J(a/(t)) = N(a(t)) Ad/(t) € Tor)S, que é un campo diferenciable e forma con o'(t)
unha base ortogonal de Tp, ;S positivamente orientada, {a/(t), J(«/(t))}. Logo Ja' € X(a)
e calquera campo tanxente ao longo de a exprésase como combinacion linear de o/ e Jo'.

Enton, se V € X(a), é dicir, se V(t) € Ty,;)S para todo t € I, podemos expresar este
campo como:

V(t) =d' () (t) + a*(t)J(/(t)  Vtel,

1

sendo a',a? : I — R funciéns diferenciables.

N(a(t))
J(a@'(®)) = N(a(D) ra'(t)

———————
- ~
\\\\\\
-~ ~.
P

Notemos que se o : [ — S é unha curva regular, o’ (¢) non ten por que ser tanxente a
S ao longo de «a. En efecto, como vimos na Expresion (1.13)), a aceleracién dunha curva «
parametrizada polo pardmetro lonxitude de arco nun punto p = «(0) pode descomponerse

en parte normal e parte tanxencial:
a(0) = (a”(0))" + (a"(0))

Polo tanto, se V' € X(«) é un campo de vectores tanxente & superficie ao longo de «, entén
V' & un campo de vectores ao longo de o pero non ten por que ser tanxente. Véxase o

exemplo anterior con V =o' e V' = .
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2.2. A derivada covariante

Consideremos V' € X(a) un campo de vectores tanxente e diferenciable ao longo dunha
curva « : I — S e denotemos por N(t) o vector normal en a(t); é dicir, N(«(t)), sendo
t € I. Como acabamos de ver, V/ non ten por que ser un campo de vectores tanxente, polo

que se pode descomponer en parte normal e parte tanxencial:
VI([$) = V') + V() = V()T +(V'(t), N(#))N (1),

dando lugar a un dos conceptos mais importantes que imos tratar.

Definiciéon 2.1. Sexa V € X(«) é un campo de vectores tanxente e diferenciable ao longo
dunha curva « : I — S. Definimos a derivada covariante de V' como a parte tanxente de
V', ¢é dicir,
DV
dt

Notemos que a derivada covariante podemos vela como un operador, que leva un campo

) :=V'(t)" =V'(t) = (V'(t), N(t))N(t). (2.1)

de vectores diferenciable tanxente ao longo dunha curva « fixa noutro.

%: X(a) — X(«a)
V. o~ YT 5 T,p)ScR?
t o= V() — (V'(t), N(t))N(2).

2.2.1. Expresiéon intrinseca da derivada covariante

Nesta parte imos considerar unha curva C = a : I — § contida nun entorno coor-
denado x(U), a(t) = x(u(t),v(t)), sendo x(U) orientado polo vector normal e unitario
N. Ocuparémonos de ver que a derivada covariante tamén se pode definir de maneira in-
trinseca, probando que 86 depende dos coeficientes da primeira forma fundamental; para
o cal necesitaremos certas expresions, que podemos atopar no apéndice [A] e cuxa proba

podemos ver en [6] e [5].
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Consideremos V' € X(«), ¢ dicir, V(t) € Ty)S para todo ¢ € I. Podemos expresar V(1)
na base do plano tanxente en cada punto como V' (¢) = a(t)xy(u(t), v(t))+b(t)x,(u(t), v(t)),
sendo a e b funcions de I en R. Agora calculamos V' utilizando as expresions (A.2):

VI(t) = d'()xu(t) + a(t)[xuu(t)u'(t) + xu (E)V'(1)] + ()% (1)
+ b(t) [xou (t)t'(t) + %0 (t)0'(2)]
= a/(t)x,(t) + V' (t)x, ()
+a()[(T1y (0)xu(t) + TT; ()% (t) + Lua (E)N (1)) (t)
+ (Tia(t)xu(t) + Ty (t)xu(t) + Li2(t) N (8))0'(t)]
+b() (T3 (1) xu(t) + T3, ()% () + Li2(t) N (8))u/(t)
+ (Tho()xu(t) + T3y (8)x0(t) + Loz ()N (1))0'(1)]-
Agrupando termos na expresion anterior obtemos que
V/(t) = (a'(t) + a(t)u'()T1; (8) + a(t)v' (O)T15(t) + b()w ()T 1(t) + b(t)v' (H)T3(t))xu(t)
+ V(1) + a(t)u' (OTT(t) + a(t)v' (T T5(E) + d(t)u' ()T T, (t) + b(t)v' ()T3,(t))x0(t)
+ (a(t) L1 (O)u'(t) + a(t) L2 (8)v'(t) + b(t) L1a(t)u' (t) 4+ b(t) Laa (8)V'(¢)) N (t).

Agora, como a derivada covariante %(t) ¢ a comporiente tanxente a S de V/(t), se

prescimos da compofiente normal da expresion de V’(t) obtemos:

S () = (d(t) + a(®)u' (T3, (1) + (a(®)v'(8) + b(t)u' (£))Tia(t) + b(E)V ()T 55(1))xu(t)

+ (V'(8) + a(t)u/ (HTT (t) + (alt)v'(£) + b()u' (£))TT5(t) + b(E)v' ()35 (t))xw (¢)-

E dicir, temos unha expresién para ]?T‘t/(t) que depende dos simbolos de Christoffel (Expre-
sion (A.1))), e polo tanto da primeira fundamental, probando asi que a derivada covariante
é un concepto intrinseco, é dicir, s6 depende da xeometria da propia superficie.

En resumo, temos dous modos de definir a derivada covariante, un extrinseco, coma na
Definicion [2.1]e outro intrinseco, como acabamos de probar. Ademais, a derivada covariante
cumpre as seguintes propiedades, recollidas en [6] ou [5], e probadas na asignatura de Teoria

Global de Superficies.

Proposicién 2.2. Sezan V,W € X(a) e sexa f € C®(I,R). Entdn:
L V() + W) = B (t) + 2 (),
2. RUOV) = POV + 102X 0),
8. (V(0), W)Y = (BX(0), W () + (V (), % (1)),
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2.3. Campos de vectores paralelos

Cando estamos nun plano ou no espazo, referimonos a campos de vectores paralelos
como aqueles que apuntan sempre na mesma direccién e tenen norma constante, é dicir,
que a saa derivada é nula, pois son constantes. Podemos estender esta idea a superficies
dicindo que un campo de vectores V € X(«a) é paralelo ao longo de « se %(t) =0.

Na Seccion [2.2.1] probamos que a derivada covariante dun campo V € X(a) ¢ un
concepto intrinseco da superficie. Pois ben, o que nos di esta definicién é que dende un
punto de vista intrinseco, o campo sempre apunta na mesma direcciéon. Un habitante 2-
dimensional da superficie que se move ao longo de «a verfa o campo apuntar sempre na
mesma direccién.

Nos seguintes exemplos probamos de maneira intrinseca e extrinseca que un campo de

vectores no plano é paralelo se e 86 se é constante.

Exemplo 2.3 (Forma intrinseca). Tomemos o plano euclideo con coordenadas cartesianas
(u,v). Unha posible parametrizacion deste plano seria x : (u,v) — (u,v,0), sendo u, v € R2.
Temos que x,,(u,v) = (1,0,0), x,(u, v) = (0,1, 0), polo que g;;(u,v) = J;;, onde d;; denota
a delta de Kronecker, polo tanto Ffj(u, v) = 0. Enton, dada a(t) = (u(t),v(t),0) e V(t) =
(V1(t),V2(t),0) € To)(S), o paralelismo de V ao longo de a equivale a que sexa un campo
constante. En efecto, escribindo V'(t) en funciéon da base {x,(u(t),v(t)),x,(u(t),v(t))},

temos que
V(t) = a(t)xy(t) + b(t)xy(t) = a(t)(1,0,0) + b(t)(0,1,0) = V(¢)(1,0,0) + V2(¢)(0,1,0).
Deste xeito, a stia derivada covariante vira dada por
B (1) = S ((1,0,0) + S (1)(0,1,0) = (G (1), (), 0),

e serd nula se e s6 se V1(¢) e V2(t) son constantes.

70

a(t)
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Exemplo 2.4 (Forma extrinseca). Sexa Il un plano, a: I — I unha curvanele V € X(«).

Como T,IT = II para todo t € I, entén (V') = V’. Logo BY.(t) = V'(t) é a derivada

usual en R3, e asi o campo V sera paralelo se e 86 se %(t) =V'(t) =0, isto &, s6 se V é

constante.

a(t)
V(t)

II

O seguinte resultado, que estd probado en [6] e [5], dinos que nun campo paralelo, o
modulo permanece constante, asi como a sta direccién respecto a unha direcciéon fixada,

como xa anticipamos ao principio do capitulo.
Proposicion 2.5. Sezan V,W € X(«) campos paralelos ao longo de oo : I — S.
1. Se a,b € R, enton aV + bW € X(«) € un campo paralelo.

2. O produto (V (t), W(t)) é constante e, en particular, ||V (t)|| e o dngulo entre V(t) e
W (t) son constantes para todo t € I.

Demostracion:
Se V,WW € X(«) son campos paralelos, tense que %(t) = %(t) = 0. Polo tanto, se

tomamos a,b € R, o campo aV + bW € X(a) tamén é paralelo. En efecto,

DoV () — [V ()] ' [0V (1) 1 b8 ()] " = 0 [ (1) "+ 0 [ (1))

— B (1) + bR (1) = .

Vexamos agora que o produto (V(t), W(t)) é constante. Derivando e utilizando a Pro-
posicion [2.2] obtemos que:

d(V(t()i,tW(t» _ <dg£t)jw<t)> 4 <V(t), dvgt(t)> _ <D\£t(t)7w(t)> i <V(t), D%(t)> —0.

Polo tanto, o produto (V(t), W(t)) é constante, e con el tamén o son ||V (¢)|| e o dngulo
que forman V' (t) e W (t).

]

Podemos ver claramente esta propiedade na esfera S?. Se tomamos o vector normal

N(p) =pea(t) = (cost,sent,0), t € R, o ecuador da esfera, temos que N(«a(t)) = a(t) =
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(cost,sent,0). Tomemos o campo de vectores constante Vy(t) = (0,0,1), t € R, que é
tanxente & esfera ao longo de a, pois (Vo(t), N(a(t))) = 0. Ademais é paralelo ao longo de
«, pois %(t) = V()" = (0,0,0) para todo t € R. Con este campo podemos fixar unha
direccién na esfera; a direccién norte, pois se somos habitantes da esfera que nos movemos
polo ecuador, este campo apuntaria sempre na mesma direccion. Tomemos agora o campo
de vectores V(t) = (—sen(t),cos(t),0) + (0,0,1) = (—sen(t),cos(t),1) € X(«a), a suma do
campo de vectores velocidade de o e o campo Vj, ambos tanxentes & superficie ao longo

de . Este campo é paralelo ao longo do ecuador, pois

DV

ﬁ(t) — (= cos(t), —sen(t),0)T = —=N(a(t))" = (0,0,0).

Como se pode apreciar na figura, V mantén a direccién noroeste constante respecto 4
direccién norte marcada por Vj en todo o ecuador.

Se tomamos a circunferencia maxima [3(t) = (sen(t),0,sen(t)), t € [0,27) e o seu
campo de vectores velocidade W (t) = p/(t) = (cos(t),0, —sen(t)) € X(B), este sera un
campo paralelo, pois 2¥(t) = (—sen(t),0, —cos(t))T = —N(B())" = (0,0,0). Ademais

apuntaria cara o sur cando t € [0, 7) (respecto & direccién norte fixada por Vp).

2.4. Transporte paralelo

Comezaremos esta seccién cun resultado importante, que nos di que un campo paralelo
estd totalmente determinado polo seu valor nun sé punto da curva sobre a que esté definido.
A sua demostracion é consecuencia do teorema de existencia e unicidade de solucion para

ecuacions diferenciais e podese ver en [6] e [5].

Teorema 2.6 (de existencia e unicidade de campos de vectores paralelos). Seza o« : [ — S
unha curva parametrizada nunha superficie reqular S e sexa vy € Ty S para un certo

to € I. Enton existe un unico campo paralelo V- € X(a) con V(ty) = vp.
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Sexa entén « : I — S unha curva parametrizada regular e sexan ¢, t1 € I con a(ty) =p
e a(t;) = q. Polo Teorema , que acabamos de ver, dado un vector vy € 1,8, existe un
tnico campo paralelo V' € X(a) de forma que V (tg) = vp. Definimos o transporte paralelo

de vy ao longo de o no punto q como o vector Pfo1 (a)(vg) =vi =V(t1) € T,S.

E dicir, o transporte paralelo determina a aplicacion:

Pl a): T,8 — 1,8

~ . (2.2)
v — V(t) =i,

sendo V(t) o campo de vectores paralelo ao longo de a que estende a .
Tomemos por exemplo a : I — R? unha curva plana. Como vimos no Exemplo
se estamos nun plano e V € X(a) ¢é paralelo, entén V ¢ constante. E dicir, o transporte

paralelo nun plano é a aplicaciéon identidade Pttol(a)(V) =V.
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Ademais, a Aplicacion (2.2)) ten unha serie de propiedades, que enunciamos a continua-
cién e que nos seran moi utiles no noso posterior estudo da holonomia na esfera. Tamén se

poden ver en [6] e [3].

Proposicion 2.7. A aplicacion transporte paralelo Pttg(a) : 1,8 — T3S € unha isometria

linear.

Demostracion:

Vexanos primeiro que é unha aplicacion linear. Tomemos vy, wy € T,S e V, W € X(«)
os Unicos campos paralelos tales que V(tg) = vy e W (tg) = wp. Enton Pfo1 () (Vo) =V (t1)
e Pttg(a)(Wo) = W (t1). Consideremos o campo V + W € X(«), que tamén sera paralelo
pola Proposicion [2.5] Ademais (V + W)(to) = V(to) + W(to) = 0o + wp, e polo Teorema
de existencia e unicidade, V + W é o tinico campo paralelo que cumple esta condicién. Por
tanto Pttol(a)(v'() +wp) = (V+W)(t1) =V(t1) + W(th) = Pttol(a)(v'()) + Pttol(a)(u?o). Sexa
agora A € R e consideremos o campo AV € X(«), que tamén seré paralelo e ademais ¢ o
tinico campo que cumpre que (AV)(tg) = Avp. Enton Plfo1 () (Avg) = (AV)(t1) = AV (ty) =
)\Ptto1 (a)(0)). Probando estas duas condicions acabamos de ver que é unha aplicacion linear.

Agora falta ver que é unha isometria, é dicir, que conserva o produto escalar; pero iso
é sinxelo, utilizando a Proposicion 2.5 En efecto:
(P ()(W0), Py () () ) = (V (t2), W (t1)) = (V (to), W (to)) = (v, 50) -
]
Unha consecuencia interesante da Proposiciéon ¢ que se temos unha curva
a: 1 — S con aty) = p e cofiecemos o inico campo de vectores paralelo V (t) verificando
que V(tg) = vy € TS, podemos conseguir unha base ortonormal de vectores paralelos ao

longo de a que nos facilita o cilculo do transporte paralelo. Sexan enton

ambos en T,;yS e ortogonais. Tense que (E1(t), E1(t)) = 1, de onde obtemos derivando
que
(B (t), Er(t)) = 0. (23)

Ademais, utilizando que El(t) é un campo paralelo xunto coa Proposicién deducimos

que E'(t) é ortogonal a Es(t), é dicir,

(By(1), Balt)) = <D(f§(”>,ﬁz<t>> -0, (2.4

polo que E|(t) esta na direccion de N(t).
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Por outra banda, tendo en conta que d]g—t(t) € TS e facendo uso da Expresion ((2.4)),

é sinxelo comprobar que o campo de vectores Ez(t) é paralelo, pois:

_ _ T
5 D(N®)AEL(t) d(N@)AEL(t) - T 717
Db:ft(t) =X i ) - [ ( ar )] = [djggt) /\El(t)} + [N(t) A %} =0.

Deste xeito, se wy € T,S, podemos expresalo na base ortonormal de 7,5 como
wy = <w0,E1(t0)>El(t0) + <w0,E2(to)>E2(to). Asi, utilizando que o transporte para-

lelo é unha isometria, temos que:
Pi () () = (i, Er(to) ) B (1) + (0, Ba(to) ) Eatr).

Proposicion 2.8. Sexa o : I — S unha curva parametrizada reqular. Enton, o transporte

paralelo ao longo de o non depende da parametrizacion da curva.

Proposicion 2.9. Se §;1 e Sy son dias superficies requlares que son tanzentes ao longo
dunha curva «, enton o transporte paralelo ao longo de « € independente da superficie, Sy

ou Sa, isto €, é o mesmo para ambas as superficies.

Demostracion:

Para obter a derivada covariante dun campo V' € X(«a) xa vimos que temos que tomar

a derivada usual do campo %(t), e proxectar este vector no plano tanxente 4 superficie.

Neste caso, como &1 e S tefien o mesmo plano tanxente nos puntos de «a, a derivada
covariante de V' é a mesma para as dias superficies.

O



Capitulo 3

Teorema local de Gauss-Bonnet

Neste capitulo presentaremos o Teorema de Gauss-Bonnet na sta versién local, onde
se consideran rexidns simples con caracteristicas moi especificas. Deste xeito, poderemos
estudar posteriormente a relacién entre este e a holonomia na esfera. Cabe mencionar que o
teorema conta cunha version global, estudada na asignatura de Teoria Global de Superficies
e na que conecta de forma elegante a xeometria das superficies coa sta topoloxia. Non o
enunciaremos, pois non sera necesario para os obxectivos deste traballo, pero pédese atopar
en [0] e [5].

3.1. Angulo de rotacién dunha curva plana regular

O 4ngulo de rotacion dunha curva plana regular é unha funcién que mide a direccién
dunha curva respecto a unha direccién fixa do plano. Se somos capaces de medir a di-
recciéon da curva en cada punto, poderemos calcular a variacidon total desta entre dous
instantes dados. Este concepto conécese como angulo de rotacién total dunha curva, que
nos proporciona tédalas direcciéns que abarcamos ao percorrer dita curva.

Consideremos enton F_:IO‘ : [0,1] — R? unha curva regular parametrizada polo parametro
lonxitude de arco, s, e {€1, &>} unha base ortonormal de R?. Deste xeito, podemos expresar
a derivada da curva en funcion dos vectores desta base, é dicir, o/(s) = A(s)é1 + u(s)és,
sendo A, u € C*([0,1]) certas funciéons cumprindo que A(s)? + u(s)? = 1 = ||&/(s)|| para
todo s € [0,1]. Fixemos sp € [0,1] e tomemos ¢o o dngulo que forma €, con o/(sp), €

dicir, o = arccos({€1,d(s9))) € (—m, 7] e, polo tanto, A(sp) = cosg e u(sg) = sen ¢p.

!Como a curva esta definida nun intervalo pechado entenderemos a derivabilidade e regularidade nos
extremos do intervalo como unha extension da derivabilidade e regularidade no interior do intervalo. E dicir,
denotaremos por ' (07) = lim M 4 derivada de « en 0 pola dereita, e o/ (I7) = lim M,

h—0T+ h—0—
a derivada de « en [ pola esquerda.

23
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Definimos entén o dngulo de rotacién da curva regular o : [0,1] — R? como o que define a

funcién diferenciable:

w@»—/iMﬂ—wmeu+m, (3.1)

S0

onde se pode probar que A(s) = cos ¢(s), pu(s) =sen(s) e p(sp) = o, como se ve en [0].

Aso)ér €

Polo tanto, se a : [0,]] — R? ¢ unha curva regular parametrizada polo parametro
lonxitude de arco e {€7, >} unha base ortonormal de R?, existe unha funcién diferenciable
¢ : [0,]] — R, de forma que para todo s € [0,l] podemos expresar a derivada da curva
como o/ (s) = cosp(s)é] + sen p(s)és.

Notemos que o angulo de rotacién ¢(s) non estd determinado de maneira tnica, pois
este tamén se pode expresar como ¢(s)+2mn, sendo n € Z, pero pola contra a diferencia do
angulo entre os dous extremos da mesma si que estd univocamente determinada. En efecto,
se a(sp) e a(s1) son os extremos da mesma, ¢(s1) + 27mn — (¢(so) + 27n) = p(s1) — ©(s0).

Enton, podemos definir o dngulo de rotacion total dunha curva regular o : [0,1] — R?

parametrizada polo parametro lonxitude de arco como

Rot(a) = (1) — ¢(0).

Se a ¢ unha curva pechada, é claro que o/(0) = o/(1), polo que cos p(0)é7 + sen p(0)é; =
cos ()€l +sen p(l)é3, enton cos p(0) = cos ¢(l) e sen(0) = sen (1), de xeito que p(I) =

©(0) + 2wm, m € Z. Temos entén que:

Rot(a) = (1) — ¢(0) = ¢(0) 4+ 2mm — p(0) = 27m.
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AR
o/
Nesta figura, Rot(a) = 2.

(<., (<

() (R
"
Nestas outras Rot(a) = 0 e Rot(a) = —4r.

Vendo os exemplos, podemos chegar & conclusién de que se temos unha curva a pechada

AN

e simple, é dicir, que é inxectiva en [0,1) e a(0) = a(l), verificase que Rot(a) = £27, onde
o signo depende da orientacion de a.

A continuacién, imos xeneralizar estes conceptos para superficies. Polo que serd nece-
sario ter en conta a topoloxia dos conxuntos onde traballemos, no sentido de que reflictan
a situacién topoléxica do plano.

As seguintes definiciéns e resultados, cuxas demostracions estan en [6] ou [5], podense
xeneralizar a curvas regulares a cachos. Mais, no estudo que imos realizar s6 é necesario

considerar curvas regulares.

Definicién 3.1 (Curva regular, pechada e simple nunha superficie regular S). Sexa S unha
superficie regular orientada por N. Unha curva reqular, pechada e simple é unha aplicacion

a:[0,1] — S verificando:

1. « é diferenciable e regular en [0, ], normalmente parametrizada polo parametro lon-

xitude de arco, s.

2. « é continua en [0,1].
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3. a(0) = a(l).
4. « é inxectiva en [0,1), é dicir, non ten autointerseccions.

Entenderemos a derivabilidade e regularidade nos extremos do intervalo como unha exten-

sién da derivabilidade e regularidade no interior do intervalo.

De acordo ao anterior, podemos definir unha rezién simple como un subconxunto R

dunha superficie regular § que é homeomorfo a un circulo no plano e ten por fronteira

©

S

unha curva regular, pechada e simple.

Diremos que a fronteira de R esta ben orientada (orientada positivamente) coa para-
metrizacion « : [0,{] — S, se J(¢/(t)) apunta hacia o interior da rexion R para todo valor

do parametro t € [0,1].

Equivalentemente, para calquera curva 8 : [0,]] — R, con 5(0) = a(t) e §'(0) # (),
temos que (5'(0),J(c/(t))) > 0. Por tanto, é natural tomarmos {/(t),J(c/(t))} como
unha base orientada positivamente do plano tanxente en cada punto da curva. Deste xeito,
o/ (t) A J((t)) esta na direccion de N(a(t)) para todo t € [0,1]. Ou o que é o mesmo,

(/(t), J(/(t)), N(a(t)) > 0, manténdose este signo constante en toda a traza de a.
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J (@' ()

3.2. Teorema local de Gauss-Bonnet

Nesta seccién, veremos o Teorema de Gauss-Bonnet na sta version local, cuxa demos-
tracion se pode ver en [6] ou [5]. O seu dominio de validez son as rexions simples dunha
superficie regular, contidas no entorno coordenado dunha parametrizacién ortogonal. En-
ton, suporemos que S é unha superficie regular orientada por N, a : [0,1] — x(U) C S
unha curva regular, pechada, simple, ben orientada e parametrizada polo pardmetro lonxi-
tude de arco, s, sendo ademais a fronteira dunha rexiéon simple R. Suponamos tamén, que
a parametrizacion x : (u,v) € U — x(u,v) € x(U) C S é unha parametrizacién ortogonal
(isto €, gi2(u,v) = (xyu(u,v),xy(u,v)) = 0), e que a orientacién de S é compatible coa

inducida por x (¢é dicir, N(x(u,v)) = %)

Teorema 3.2 (Teorema local de Gauss-Bonnet para curvas regulares). Sexza R C S unha
rexion simple dunha superficie reqular orientada S de modo que R C x(U), con (U,x)
unha parametrizacion ortogonal de S. Sexa o : [0,1] — x(U) C S a curva regular, pechada,

simple, ben orientada e parametrizada polo pardmetro lonzitude de arco, s, que limita a

// Kdo +/ Xzeods = 27.
R d(R)

rexion simple R. Enton:






Capitulo 4
Superficies regradas

O obxectivo deste capitulo serd ir preparando o terreo para facer cilculos sobre o angulo
de holonomia nun paralelo da esfera, apoiandonos nun tipo especial de superficie que imos
construir a partir dos planos tanxentes & esfera en cada punto do paralelo.

Comezamos definindo as superficies regradas, que son unha, clase particular de superficie
cumprindo que por cada punto da mesma pasa unha recta que estd contida nela. Entoén,

dita superficie S podemos parametrizala do seguinte xeito:
x(t,v) = a(t) + vw(t), (4.1)

sendot €I, veRea: ] — R?éunha curva parametrizada que denominamos directriz.
O vector W marcanos a direccion da recta que pasa polo punto a(t). Deste xeito, unha
superficie regrada esta xerada pola familia {a(t), @ (t)}. Notemos que x pode ter puntos
singulares, ¢ dicir, puntos tales que x;(t,v) A x,(t,v) = 0.

Para o noso estudo da holonomia, serdn de gran importancia dous tipos de superficies
regradas, como son os cilindros e os conos.

Un cilindro & unha superficie regrada xerada por unha familia {a(t),@(t)}, t € I, onde
a(I) esté contida nun plano I e @ (¢) é paralelo a unha direccién fixada do espazo R3.

Por outra banda, un cono esté xerado por unha familia {«(t),@(t)}, t € I, a curva «
tamén estd contida nun plano II e toédolos vectores w(t) apuntan cara un mesmo punto
P ¢1L

P

29
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En canto & curvatura de Gauss das superficies regradas, esta sempre serd non positiva,
K <0, e para probalo, apoiarémonos nas expresions (L.11) e (1.8)). Sexa p = x(t,v) € S,
COmMo Xy (t,v) = 0, temos que

Loa(t,v) = (N(p), Xuu(t, v)) = 0.

Agora vexamos que g11(t, v)ga2(t,v) — g35(t,v) > 0. En efecto, tomando ¢ o dngulo que

forman x(¢,v) e x,(t,v), obtemos o seguinte:
e (£, v) Ao (t, 0) |12 + (xe(E,0), %0(8,0))* = [t 0) 12 [0 (, )| sen®(¢)
+ [ (, ) [xo (2, v) | cos? ()
= [lxe(t, 0)[I[I<o (2, 0) |12
Entén,
g11(t,v)g2a(t, ) — gia(t,v) = [[xe(t, )| |x0(t, 0)I7 = (xe(t, 0), %0 (¢, 0))?
= [|x¢(t,v) A x,(t,v)]|?> > 0.

Asi, é claro que a curvatura de Gauss é non positiva, pois

—L2,(t,v)
K(p) = 12\ < 0.
») g11(t,0)g22(t,v) — g3, (t,v) ~

4.1. Superficies desenvolvibles

Un caso particular das superficies regradas, son as superficies desenvolvibles, que se
poden expresar como x(t,v) = «(t) + vw(t), con ||wW(t)|| = 1 para todo ¢t € I, e cumpren
que det(w, @', ) = 0.

Estas superficies podemos reproducilas nun plano de forma que non alteramos nin as
distancias nin os angulos, pois son localmente isométricas a un anaco do plano. Tanto o
cilindro coma o cono seran deste tipo.

A curvatura de Gauss destas superficies & nula en tédolos seus puntos regulares. En
efecto, sexa p = x(¢,v) un destes puntos, cumprindo que ||x¢(t,v) A x,(¢,v)|| # 0.

Utilizando as expresions para as coordenadas da segunda forma fundamental

obtemos que:
LlQ(tﬂ)) = <N(P)7Xtv(ta U)) = WM<Xt(t’ U) A X’U(t7v)7xtv(tvv)>

= Wmdet(){t(t, U), Xv(t, ’U), Xty (t, 'U))

= erhcrrdet(ef (8) + v (), T (1), 7 (1))

= Famoydet(a (), w(t), a7 (8) = 0,

L22(t>v) = <N(p),Xm,<t,’U)> = <N(p),0> =0.
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Por tanto, pola Ecuacion (1.11)), a curvatura de Gauss é

o Lll(t, U)ng(t, U) — L%z(t,v) -
Ke) = g1 (t,v)goa(t,v) — gia(t,v) .

No noso estudo da holonomia na esfera consideraremos un caso moi particular de super-
ficie desenvolvible, aquela que se constriie “xuntando” tédolos planos tanxentes ao longo
dunha curva. Deste xeito poderemos establecer unha isometria entre esta superficie e o
plano, e utilizar que o transporte paralelo non depende da superficie no caso que que dias

sexan tanxentes ao longo dunha curva.

Exemplo 4.1. Sexa S unha superficie regular e @ = a(s) unha curva (non recta) en S
parametrizada por lonxitude de arco. Suponamos que « non é tanxente a unha direccién
asintotica en ningtn punto (polo tanto N'(s) # 0 para todo s). A superficie regrada
parametrizada por
N(s) AN'(s)
y(s,v) =a(s) + UW7 (4.2)
sendo N(s) o vector normal a S sobre a curva «(s), leva o nome de envolvente da familia

de planos tanzentes a S ao longo de .

Xeometricamente, a superficie nace de considerar a familia {7,,(,)S} de planos tanxen-
tes ao longo de «, tomar dous suficientemente proximos e ver como se cortan cando os

achegamos indefinidamente.

Entén, dados dous planos Ti,(5)S e Tp(s4as)S, se tomamos As suficientemente peque-

. N(s)AN (s+A . .

no, estes coértanse nunha recta paralela ao vector W. A medida que As se vai
aproximando a cero, a lina recta vaise aproximando a unha posicion limite, paralela ao

seguinte vector:

N(s)AN(s+As)—N(s)AN(s)

A As = Am, As
— lm N(s)/\[N(sg—As)—N(s)]
As—0 s
- N 11 N(s+As)—N(s)
(s) 7 AsS0 As

= N(s) AN'(s).

Isto quere dicir que os vectores que nos dan a direccién da recta que pasa por cada punto

da curva directriz a, son as posicions limite da interseccion de planos vecifios de {7T5,(5)S}-
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Esta superficie é desenvolvible, pois tomando w(s) = %g;ﬁs), tense que:

det(w ) = (A () )
= iz (N () A N'()) A (N(s) A N"(s)), 0/ (5))
= i (N ()N (5) A N'(s), N”(s)) = N"(s)(N(s) A N'(s), N(s)), o/ (s))
= ot (N (s)(N () A N'(s), N"(s5)), & (5))
=0.
Ademais, vexamos que esta superficie é regular nunha vecifianza de a (a(s) = y(s,0)).

Teorema 4.2. Sexa S unha superficie reqular con vector normal N. A superficie para-

]\7\(\5%7(]:)/68)’ sendo « unha curva (non recta) contida en S

metrizada por y(s,v) = a(s) + v
que non € tanzente en ningin punto a unha direccidn asintdtica, e parametrizada por arco,
é unha superficie regular nunha veciianza de a(s) = y(s,0). Ademais é tanzente a S ao

longo de a.

Demostracion:

E claro que (o/(s), N(s)) = 0, polo que derivando obtemos a seguinte expresion:
(@”(s), N(s)) + (o/(s), N'(s)) = 0,

que podemos utilizar para probar a regularidade da superficie nunha vecinanza de a(s).

En efecto:
¥s(8,0) Ayu(s,0) =a/(s) A (Nl(li\)///\(SN)”(s)) = ||]J\\/7/((?)|| ((s),N'(s)) — %@/(5)7]\7(3))
= i (@ (), N'(5)) = — ey (@ (9), N(5)) = [RASTN (5),

sendo x&(s) a curvatura normal de @ en S. Como « non ¢ unha recta, o’ (s) # 0e x%(s) #0

nunha vecinanza de a(s) = y(s,0).
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Por ultimo, como o vector normal unitario en S ao longo de y(s,0) ten a mesma
direccion que N(s), a superficie parametrizada por y(s,v) ¢ tanxente a S ao longo de
a(s) =y(s,0). O

4.1.1. Caso particular da esfera

Xa mencionamos ao principio deste capitulo que os cilindros e os conos serdn de gran
importancia para o estudo da holonomia na esfera. Pois ben, ambos son casos particulares
de superficies coma as do Exemplo tomando por curvas directrices os paralelos dunha
certa latitude.

Sexa pois, unha esfera S? de raio unidade parametrizada en coordenadas xeograficas,
x(0, ) = (cos(#) cos(p),sen(f) cos(¢),sen(y)), sendo ¢ € (=5, %) e f € (0,27). Estuda-
remos dous casos dependendo da latitude do noso paralelo a.

Caso 1. Se « é o ecuador da esfera, é dicir, se ten latitude ¢y = 0, podemos parametri-
zala como a(s) = x(s,0) = (cos(s),sen(s),0), con s € (0,27). E claro que o est4 parametri-
zada por lonxitude de arco, pois |a/(s)|?> = 1. Ademais o vector normal a S? ¢ o vector de po-
sicion, asi que nos puntos do ecuador este sera N(s) = N(s,0) = (cos(s),sen(s),0) = a(s),

mentres que a sta derivada ¢ N'(s) = o/(s) = (—sen(s), cos(s),0). Polo tanto:

€1 €9 €3
N(s)AN'(s)=| cos(s) sen(s) 0 |=(cos’(s)+sen?(s))es = es.
—sen(s) cos(s) 0

Entén, a parametrizaciéon da superficie buscada é un cilindro, pois:
y(s,v) = a(s) + veg = (cos(s),sen(s),0) + v(0,0,1) = (cos(s), sen(s), v),

con s € (0,2m) ev € R.

JEAG
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Caso 2. Agora consideraremos que « é unha circunferencia de latitude ¢y # 0. Podemos to-
mar ¢ € (0, 5), pois se ¢ € (—3,0) os clculos apenas varfan. Polo tanto, a curva directriz
podemos parametrizala como a(f) = x(60, pg) = (cos() cos(pp), sen(f) cos(¢op),sen(yo)),
con 6 € (0,2m). Pola contra do que acontece no caso anterior, non estd parametrizada por
arco, pois como o’ (0) = (—sen(0) cos(pp), cos(8) cos(pp),0) = cos(pp)(— sen(h), cos(d),0),
entén ||o/(0)]|? = cos®(pg) # 1, por ser ¢g # 0. Para reparametrizala por lonxitude de
arco, calculamos a lonxitude de « entre 0 e § mediante a seguinte integral:
0 0 0
s = /0 |/ (t)|dt = /0 cos(pp)dt = cos(cpo)/o dt = cos(o)[t]§ = 0 cos(pp).

De onde obtemos que § = —7

cos(o)
reparametrizacion de oo como a(s) = (cos <Cos‘(s70)> cos(¢p), sen (Ws%)) cos(po), sen(gpo)),

con s € (0,2m).

é o parametro lonxitude de arco, quedando deste xeito a

De forma andloga ao caso anterior, o vector normal nos puntos da directriz é o vector
de posicion, é dicir, N(s) = a(s), polo que o produto vectorial N(s) A N'(s) podemos

expresalo como:

€1 €9 €3
N(s) AN'(s) = | cos (m) cos(pp) sen (%) cos(po) sen(yo)

— sen (Wipo)) cos <WS§00)) 0

= (— cos (m) sen(pp), — sen (m) sen(goo),cos(cpo)> .

Entén xa podemos obter a parametrizaciéon da nosa superficie do seguinte xeito:

y(5,0) = als) + v(N(s) A N'(s)) = c0s (558 ) lcos(spo) — vsen(ipo)] ex

+ sen (WS@O)) [cos(pp) — vsen(pp)] e2 + (sen(po) + v cos(yp))es,

sendo s € (0,27) e v € R.
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A superficie que obtemos, xeométricamente é un cono e o seu vértice, V serd o punto de
corte do eixo OZ coa recta S(A) = a(s) + M(N(s) A N'(s)), que pasa por a(s) e ten por
vector director N(s) A N'(s). Por tanto, obtemos que:

B(N\) = cos (m) [cos(¢p) — Asen(gp)] e1 + sen (W) [cos(pp) — Asen(¢o)] e2
+ (sen(gp) + Acos(pp))es.

Igualando a cero a primera e segunda componentes, obtemos que cos(yg) — Asen(yg) = 0

cos(o)
sen(o)

rectas se intersecan. Entén, substituindo na ecuaciéon da recta, podemos obter o vértice do

seesdse N= A = = cot(pp), que é o valor do pardmetro A para o que as duas

cono,
5()\0) = (0707 m) =V

S6 nos falta comprobar analiticamente que a superficie é un cono de vértice V, € dicir,
2 1.2 — 1 ) .
que A/ 2?2 +y? =2 — sen(pg)» Dara algin A € R. En efecto:

Alcos(pp) — vsen(pg)] = sen(pp) + v cos(po) — m

_ sen? (o) +v cos(pp) sen(po)—1
sen(yo)

_ sen®(po)+v cos(yo) sen(o) = (cos? (po) +sen? (o))
- sen(yo)

__ vcos(¢o) sen (o) —cos? (o)
sen (o)

= v cot (o) sen (o) — cos(po) cot(eo)

= — cot(¢o)[cos(wo) — vsen(pp)].

Polo tanto A = —cot(yp), de maneira que a superficie cumpre a ecuaciéon do cono con

vértice V.






Capitulo 5
A xeometria do péndulo de Foucault

No que segue, e co obxectivo de describir a xeometria do péndulo de Foucault, co-
mezaremos definindo formalmente o concepto de holonomia. Asi poderemos estudala ao
longo dos paralelos da esfera por dous métodos distintos; o primeiro sera utilizando inte-
gracién, mentres que o segundo consistird nun método xeométrico no que utilizaremos as

propiedades das isometrias.

5.1. A holonomia

Consideremos & unha superficie regular orientada polo vector normal N e
a : (—€,¢) — S unha curva regular en S (non necesariamente parametrizada polo pa-
rametro lonxitude de arco). Ao longo de «, sempre seremos capaces de definir dous campos
de vectores, {E1(t), Ea(t)}, formando unha base ortonormal positivamente orientada do
plano tanxente, TS, & que denominaremos referencia ortonormal. Por exemplo, pode-

mos tomar

(5.1)
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Outra forma, seria considerar x : (u,v) € U — x(u,v) € x(U) C S unha parametrizacion

de S, con a(—e, e) C x(U), de xeito que

Ey(t) \/gil—(t)xu(U(t)a v(t)),

. U (5.2)
Es(t (Er(t)),

I
<

sendo (u(t),v(t)) a expresion en coordenadas da curva.
Polo tanto, tomemos Ve X(a) un campo de vectores diferenciable, tanxente e unitario
ao longo da curva a. Como V(t) € To)S, € claro que se pode expresar en funcién da

primeira referencia ortonormal. E dicir,

— — —

V(t) = cos(0(t)) Ev(t) + sen(0y;(t)) Ea(t), (5.3)

—

sendo 0y (t) o angulo orientado que forman os vectores Ei(t) e V(1)

Enton, utilizando a Expresion (5.3) e a Proposicion [2.2] podemos expresar a derivada

covariante de V do seguinte xeito:

Vi D(cos(0 () En (t D(sen(05 (¢))Ea(t
DY (4) — DlcosOp)Fi(1) | Dlsen(0y (1) Pa(t)
= —sen (6 (1))0% (t) By (t) + cos(0 () 253 (5.4)

+ cos(0y ()0, (1) Ea(t) + sen(0y (1)) 222

Agora ben, necesitamos conecer o valor da derivada covariante nos vectores da referencia

ortonormal. Como ||Ey(£)||? = || Ex(t)||2 = 1, derivando:

l
!

0 = (E;(1), Ei(t))’ = (Ej(t), Ei(t)) + (Ei(1), Ej(t)) = 2(E[(1), Ei(t)),
e polo tanto (E/(t), E;(t)) = 0 para i = 1,2.
Por outra banda, utilizando que (E1(t), Ex(t)) = 0 tense que

— — — — —

0= (Ei(t), Ex2(1)) = (E{(¢), Ex(1)) + (Ev(1), E5(t)),

— — —

de onde obtemos que (E! (t), Ea(t)) = —(E1(t), E(t)).
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—

Denotemos enton w(t) = (E}(t), Ey(t)), e vexamos a derivada covariante nos vectores

da referencia ortonormal.

— — — —

DR — (By(1) = (E(t), Br(1) By () + (B} (1), Ba(0) Ba(t) = (B} (t), Ba()) Ea(t)

[

DB — (By(1)T = (By(t), Br(1) Er (1) + (B4 (1), Ba(0) Ba(t) = (B4 (1), By (1) B (1)

Substituindo na Expresion (5.4) obtemos o seguinte:

—

DY () = — sen(0(£))05 (1) B (1) + cos (0 (£))w(t) Ea ()
+ cos (63 (£))0 (£) Ea () — sen(65:(1))w(t) Ex (t)
(5.5)

— —

= —sen(0 (1)) (05 (t) + w(t)) E1(t) + cos(0 (1)) (05(t) + w(t)) Ea(t)

— —

— (81,(¢) + w(t)) (cos(By (1)) Ea(t) — sen(8y: (1)) Ev (1)),

onde 9% (t) mide a variacion do dngulo orientado que determinan E) (t) e V (t), mentres que

w(t) = (By(6), Ea(t)) = (250, Ea(t)),

_<

pola Proposicion

E claro que a norma da derivada covariante é

o3 -

0(t) +w(t)]

na que ambas funciéns dependen da referencia ortonormal escollida.
Ademais, V sera paralelo se e s6 se a stia derivada covariante é nula, o que ocorrerd
) ?

cando 9%7(t) +w(t) = 0. Ou o que é 0 mesmo, se

Qv(t) = 9‘7(150) —/ w(s)ds. (5.6)

to
E moi importante observar que a funcion ¢ — fti) w(s)ds non depende do angulo orien-
tado 6(t), senén que s6 o fai da referencia ortonormal escollida, polo que non dependera
do campo paralelo V.
Notemos que a diferencia 6 ()~ (to) nos proporciona a variaciéon do angulo orientado
que percorreu o campo paralelo dende tg ata ¢ respecto a unha referencia ortonormal dada.
O sentido de xiro positivo esta dado pola orientacién da superficie. Podemos polo tanto

definir a holonomia de o entre ty e t como a funcién dada por

bt () = —/t w(s)ds, (5.7)
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que non dependera do campo paralelo considerado.

Se W ¢ outro campo paralelo ao longo de «, tnicamente se vai diferenciar de V na
condicion inicial 03 (to). Deste xeito, calquera campo paralelo W e X(«) se pode expresar
do seguinte xeito:

—.

W (t) = cos(8y;, () E1(t) + sen(,(t)) Ea(t)
= cos(By, (to) + b, () E1(t) + sen(6, (to) + beo (£)) Ea(t).

Como a holonomia b, (¢) non depende do campo paralelo considerado, entén este estara
unicamente determinado pola condicién inicial 63 (to).
Se consideramos « : [a,b] — S unha curva pechada e simple, é dicir, inxectiva en [a, b)

e con a(a) = a(b), 4 holonomia entre a e b, denominamola holonomia ao longo de .

Exemplo 5.1. Tomemos unha esfera S?, de raio unidade, orientada polo vector normal e

parametrizada en coordenadas xeograficas,

x(0, ) = (cos(0) cos(p),sen(f) cos(p),sen(p)),

sendo ¢ € (—3,5) e 0 € (0,2m).

Imos buscar entén a referencia ortonormal dun paralelo de latitude ¢g € (=3, 5), que
podemos expresar como «(0) = x(0,p9) = (cos(f) cos(vop),sen(d) cos(po),sen(yp)), con
6 € (0,27). Notemos que ainda que a parametrizaciéon non cubra a(0) e a(27), a curva
« estd ben definida e ¢ diferenciable para todo § € R; en particular, a : [0,27] — S? é
pechada e simple. Temos polo tanto que:

o a’' (0 — sen(0) cos ,cos(0) cos ,
Er(6) = oy = P ER e = (= sen(8), cos(9), 0),

€1 €9 €3
E5(8) = N(a(0)) N E1(0) = | cos(0) cos(pg) sen(f) cos(po) sen(¢o)
—sen(f) cos(6) 0
= (—cos(0) sen(pq), —sen() sen(pp), cos(¢o)).

Entoén, {El (9), Eg(@)} ¢ unha referencia ortonormal ao longo do paralelo ¢ = ¢q, de onde

obtemos que:
w(0) = (E(0), E2(0)) = sen(w).

Para calcular a holonomia ao longo do paralelo ¢ = ¢, utilizamos a Expresion (5.7)),

de xeito que:

ho(0) = — fogw(t)dt =— foe sen(pp)dt = —sen(pp) foe dt = —0sen(py).
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En particular, se damos unha volta completa ao paralelo, obtemos que a holonomia é
ho(27) = —2mwsen(pp). E dicir, como neste caso o vector normal apunta cara fora da
esfera, o sentido de xiro dado pola orientacion é o sentido contrario as agullas do reloxo.
Polo tanto, o signo negativo na holonomia indica que o campo paralelo xira en sentido

contrario ao dado pola orientacion.

PZ™(a/(0

—2msen(@,
~a(0

E importante observar que o sentido de xiro do campo paralelo depende do hemisferio no
que nos atopamos, por exemplo, no hemisferio norte, este serd no sentido das agullas do

reloxo, mentres que no sur (¢ € (—%,0)) sera no sentido contrario.

-z
En efecto, se tomamos por exemplo os paralelos de latitude ¢ = § ou po = 7, a
holonomia ao longo deles é —m e —\/2m, respectivamente.
P3™(a/(0
~2m
En cambio, tomando os paralelos de latitude ¢ = —% ou ¢ = —7, a holonomia ao

longo deles é 7 e v/27.
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5.2. Relacion da holonomia co teorema de Gauss-Bonnet

Consideremos o paralelo ¢ = ¢p dado na seccién anterior, pero neste caso imos para-

metrizalo por lonxitude de arco, é dicir,

a(s) = (cos (%) cos(¢p), sen (cosfﬁ) cos(cpo),sen(gao)) ,

con s € (0,2m).

A continuacudén, utilizaremos a Expresion para calcular a curvatura xeodésica
de a. Como a curvatura dunha circunferencia é 1/r, sendo r o raio da mesma, tense que
(x“(s))? = #(@0)’ pois o raio do paralelo ¢ cos(pp).

Agora ben, derivando, obtemos que
" _ s 1 _ s 1
o(s) = (‘ cos (cos«oo)) cos(pa)’ O (eos«oo)) cos(soow(’) )
polo que, utilizando que N(«(s)) = a(s):

Xi(s) = (0" (). N(a(s))) = —cos? (iiey) = sen? (i) = 1

2
Enton, (x%,(5))? = —g— —1 = 1—cos’(vo) _ (Sen(“oo)) = tan?(yp), de onde obtemos

cos?(po) cos?(¢o) cos(p0)
que Xgeo(s) = itan(%’o)-
Consideremos agora a rexion simple R da esfera, limitada polo paralelo ¢ = ¢qg € (0, 5)
(podemos tomar tamén ¢ € (—5,0)), ¢ dicir, o anaco parametrizado por x(6,¢), con

0 € (0,2m) e v € (¢o, 5). O Teorema de Gauss-Bonnet dinos que

Como a curvatura de Gauss da esfera é 1, enton a integral ffR Kdo = ffR do serd a area

da rexion R. Por outra banda,

fa(R) Xzeods = fa + tan(pg)ds = =+ tan(pg) fa ds = = tan(pg)2m cos(pp) = £2msen(pg),
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pois fa ds é a lonxitude do paralelo. Deste xeito, obtemos que
[JpKdo =27 — [ Xzeods = 2m — (£2msen(gg)) = 27 F 27 sen (o).

Pero como f f p K do ¢ aarea de R, esta ten que ser menor ou igual que a metade da érea
da esfera. E dicir, [[, Kdo < $471% = 27, Enton, temos que descartar o signo positivo na

expresion 2w F 27 sen(yp), obtendo que

//R Kdo =27 — 2mwsen(gpg) = 21 + ho(27), (5.8)

sendo ho(27) a holonomia do paralelo ¢ = ¢y. Notemos que ao descartar o signo positivo
na expresion 27 F 27 sen(gy ), estamos descartando o signo negativo en 2w — (27 sen(py)),
polo que 2m — [ Xzeods = 27 — 2mwsen(pp), de xeito que [ Xgpeods = —ho(27). Notemos

que este signo negativo é debido 4 orientacion da curva que limita a rexion R.

5.3. Obtencién da holonomia por medio de isometrias locais

Unha isometria local F' : & — Sy entre duas superficies é un difeomorfismo que
conserva a primeira forma fundamental, é dicir, para cada p € S1 e calquera v,% € 1,51,

<77, w>p = <de(U), de(w)>F( (5-9)

p)*

E dicir, F' é un difeomorfismo cuxa diferencial, dF}, : T),&1 — Tp(,;)S2 € unha isometria
linear.
Pois ben, nesta seccion, utilizaremos que as isometrias locais conservan angulos e lon-

xitudes de vectores tanxentes para asi obter a holonomia nos distintos paralelos da esfera.



44 CAPITULO 5. A XEOMETRIA DO PENDULO DE FOUCAULT

5.3.1. Holonomia no ecuador da esfera

Na Seccion vimos que a envolvente da familia de planos tanxentes ao longo do
ecuador € un cilindro. Como a lonxitude do ecuador é 27, podemos desenvolvelo na porcién
de plano IT = (0,27) x R x {0} C R3. Vexamos que existe unha isometria local entre II e

o cilindro, C. O plano Il podemos parametrizalo por

x: U=(0,2r) xR — 1II
(u,v) — x(u,v) = (u,v,0),

mentres que o cilindro parametrizamolo como

y: U=(0,2r) xR — C

(u,v) +— x(u,v) = (cos(u),sen(u),v).

Consideremos enton a aplicacion F : II — C, dada por F(u,v,0) = (cos(u), sen(u),v).
Para ver que é unha isometria local, temos que comprobar primeiro que é un difeomorfismo

local en p = x(u,v) € II, para 0 que necesitaremos a lectura en coordenadas de F:

F(u,v) =(y loFox)(u,v)=(y !toF)(u,v,0) =y (cos(u),sen(u),v) = (u,v).

/I .’

| U

Por ser a F diferenciable en (u,v), F tameén é diferenciable en p, sendo ademais

i 10
TFy o =
(w0) (0 1)

a matriz asociada a dF), respecto das bases de vectores coordenados , como vimos na
Seccion . E claro que, por ser det (Jﬁ(u,v)> # 0, dF}, ¢ un isomorfismo linear, e polo
Teorema [[.4] F é un difeomorfismo local en p.

Falta ver que F' ¢ unha isometria local en p, é dicir, que se cumpre a Expresion (5.9)

para todos U,a € TpII = II. Como xy(u,v) = (1,0,0) e x,(u,v) = (0,1,0), é claro que a
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matriz de Gram da primeira forma fundamental na base {x,(u,v),x,(u,v)} do plano II &

10
Iy = :
x(u,v) ( 0 1 )

Analogamente, y,(u,v) = (—sen(u),cos(u),0) e y,(u,v) = (0,0,1), polo que a matriz

de Gram na base {y,(u,v),y,(u,v)} asociada & primeira forma fundamental do cilindro

1 0
. = :
y(u,v) ( 0 1 )

Enton, dados ¥, W € T, con coordenadas (vi,v2) e (w1,w2) na base de vectores

tamén é a matriz identidade,

coordenados {x,(u,v),x,(u,v)}, é claro que:

w1

w2 w2

R w1 - —
<U7 w>P = (vlvUQ)HE(u,v) ( ) = (v17v2)]1§r(u,v) ( > = < de(”)a de(w)>F(p)7

probando asf que F' é unha isometria local en p.

Como a esfera e o cilindro son tanxentes ao longo do ecuador, facer o transporte paralelo
dun vector tanxente ao longo do ecuador da esfera é equivalente a facelo a través da mesma
curva no cilindro, ¢ dicir, ao longo da curva B(u) = (cos(u),sen(u),0), con u € (0,27).
Pero acabamos de probar que o cilindro e o plano son localmente isométricos, polo que a
holonomia sobre o ecuador podemos calculala de xeito mais sinxelo sobre a curva no plano
B(u) = F~1(B(u)) = (u,0,0), con u € (0,2r). Sabemos tamén que o transporte paralelo no
plano é a identidade, polo que se tomamos B’(u) = (1,0,0), enton Pg’r(ﬁ’(u)) =(1,0,0), 0

que deixa claro que a holonomia sobre B , € por tanto sobre (3, é nula.

Y
|
ﬂl B'(0) pechI0))

B'(0)

I

5.3.2. Holonomia nun paralelo de latitude ¢y # 0

A envolvente da familia de planos tanxentes ao longo dun paralelo de latitude @9 # 0
1

» sen(po)

o raio do paralelo é cos(gy), polo que a sta lonxitude serd 27 cos(yg).

é un cono de vértice V = (O, 0 ), como xa probamos na Seccion [4.1.1} E claro que
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V) %4
A= cot(¢py)
1
sen(¢o)
0 P
1
0 Po )

Consideremos un punto P do paralelo e sexa A a distacia deste punto ao vértice. Da-
do o tridngulo OPV, podemos obter facilmente utilizando o Teorema de Pitagoras que
A = cot(po).

Se despregamos o cono no plano, obtemos unha rexion en coordenadas polares (p, 6),
con p € (0,+00), e 8 € (0,601), sendo 0; desconiecido. Como sabemos que a lonxitude
do paralelo é 27 cos(pg) e a distancia de calquera punto deste ao vértice é A = cot(pp).
Enton, en vista da seguinte figura, tomando [ = 27 cos(yy) a lonxitude do paralelo, tense

que 27 cos(pg) = 01 cot(gp), de onde 0; = 27 sen(po).
l = 2mcos(py)

6; = 2msen(¢, (p,8)

A= cot(¢p)

Deste xeito, a porcion de plano en coordenadas polares cumpre que p € (0,00) e
6 € (0,27 sen(¢o)).

Agora estableceremos unha isometria local, F' entre dito anaco de plano e o cono de
vértice (0,0,0), con apertura ¢q e orientado cara a parte positiva do eixo OZ, é dicir, o
cono de ecuacion Ay/z2 +y2 = z, con A = cot(pp).

Consideremos entén o plano, S1, parametrizado por
x: U; =(0,400) x (0,2msen(pg)) — &1
(p.6) = x(p,0) = (pcos(8), psen(9),0),
mentres que o cono, Sy, podemos parametrizalo como
y: Uy=(0,400) x (0,27r) — &S»

(u,v) —  y(u,v) = (usen(pg) cos(v),usen(yg)sen(v), ucos(py)).
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x u sen(@y)sen(v)

Entoén, imos construir a isometria tendo en conta que se a distancia da orixe a un punto
0

p € 81 é p, a distancia da orixe a F(p) € Sy tamén serd p. Mentres que as razons Frson(70)
e 5~ serdn iguais, de onde obtemos que v = %. Polo tanto, para un punto x(p,6) =

p € 81, a aplicacion

F(p) = (p sen(pp) cos (%) , psen(yp) sen (%) ,,ocos(cpo)>

entre S e Sy € a isometria local que buscamos. Para comprobalo, primeiro temos que ver

que é un difeomorfismo local en p. A lectura en coordenadas de F' é:

F(p,0) =y (F(x(p,0)) =y (F®) = (pr sy )

que é diferenciable en (p, 6), polo que F' é diferenciable en p.

Ademais, a matriz asociada a dF), respecto das bases de vectores coordenados é

3 1 0
JF(p0) = 0 1 ;
son(%0)

que cumpre que det (J F(pﬁ)) = m # 0. Polo tanto, dF), ¢ un isomorfismo linear en

(p,0) e polo Teorema , F & un difeomorfismo local en p.
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Agora veremos que F' é unha isometria local en p comprobando que se cumpre a Ex-

presion (5.9)).

Dados ¢, W € T,S1, con coordenadas (v1,v2) e (w1, w2) na base de vectores coordenados

{x,(p,0),%x0(p,0)}, temos que:

_’ 1 0 (%} (%}
sen(0) 02 sen(0)

. 1 0 w1 w1
sen(0) w2 sen(ip0)

Como x,(p,0) = (cos(f),sen(f),0) e x4(p,0) = (—psen(), pcos(d),0), a matriz de

Gram asociada & primeira forma fundamental do plano na base {x,(p,0),x4(p,0)} &
S 1 0

vu(u,v) = (sen(gp) cos(v), sen(yp) sen(v), cos(¢p)),
vo(u,v) = (—usen(yp) sen(v), usen(yg) cos(v),0),

Analogamente,

polo que a matriz de Gram asociada & primeira forma fundamental do cono na base

{YU(uv U)a YU(U7 U)} ¢
T 0 .
yluw) 0 wu?sen?(¢p)

Enton F é unha isometria local en p = x(p, 0), pois:

oo w 1 0 w
(T,0), = (v1,02)I5" ( ! > = (v1,v2) ( ) ) ( ! ) = vjwy + p2uaws,
wa 0 p ()

. - w Y w
(AF (@), dF, () <p>=(v1,sen<w>)ﬂsz(>< o ):(m,seng;w) Hj?p,sen(e%)>< s )

sen(po) sen(¢o)

1 0
= ( v1, senv(2 )) o =viw; + p2r02w2'
%0 0 p%sen?(po) son(¢0)

Para obter a isometria local entre o plano e o cono inicial, de vértice (0 0, Sen(¢0)>

basta facer unha rotacion e unha traslacion (isometrias), para pofier o cono boca abaixo e
mover o vértice dende (0,0,0) ata (O 0, sen( )).
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Por ultimo, como a esfera e o cono son tanxentes ao longo do paralelo a(#), de latitude
vo # 0, facer o transporte paralelo ao longo de «(f) na esfera serd o mesmo que facelo
ao longo da mesma curva no cono. Coma no caso anterior, podemos levar « ao plano
mediante unha isometria e calcular o dngulo de holonomia no plano, utilizando que o

transporte paralelo neste é a identidade.

Como vsen(pg) + § + B = 7, obtemos que a holonomia no paralelo &

—a=f— T = —vsen(v),

polo que ao dar unha volta completa, esta serd —2m sen(po).

5.4. A Terra rota

Xa estamos en condiciéns de probar a rotacién do planeta no que habitamos. Con
este fin, describiremos o funcionamento do péndulo en detalle, aplicando toda a xeometria
diferencial vista ata agora.

Para simplificar, suponiamos que non é a Terra a que rota, senén que é o péndulo o que
se move con velocidade constante arredor dun paralelo, completando unha volta cada 24
horas.

Consideremos entén unha esfera S? representando a Terra e unha parametrizacion da

mesma en coordenadas xeograficas: x(6, ) , onde 6 € (0,27) e ¢ € (—%, g) representan

lonxitude e latitude respectivamente. Se fixamos unha latitude ¢qg € (—%, g), obtemos un

paralelo, x(6, ¢g), con 6 € (0,2m). Sobre dito paralelo imos definir un campo de vectores
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W(G) do seguinte xeito: cada vez que o péndulo estd no punto maéis baixo da traxecto-
ria, tomamos o vector velocidade, que seréd tanxente & superficie da esfera en cada punto
x(6, po). Notemos que o plano de oscilacion do péndulo esta determinado por W(G) e N(6),
vector normal & superficie en cada punto do paralelo.

Por outra banda, como o péndulo completa unha volta cada 24 horas a velocidade
constante, o parametro 6 é proporcional ao tempo t, é dicir: 8 = kt, sendo k € R. Polo
tanto W é un campo de vectores velocidade que depende 8 e polo tanto de ¢, asi que

escribiremos W (0) = W (kt) = V(t). A continuacion, utilizando a regra da cadea podemos

calcular a aceleracién do péndulo:

av (t) _ AW (kt) _ AW () d(kt) _ de(H)

dt dt do  dt do
Como a forza centripeta do xiro da Terra é despreciable respecto 4 gravitatoria, consi-
deramos que esta tultima € a tnica que actda sobre o péndulo. Ademais, esta forza é unha
forza central que apunta na direccion do vector normal N (6) & superficie. Enton, podemos
botar man da segunda lei de Newton; que nos di que a forza e a aceleracién son propor-
cionais. Asi que a forza e a aceleraciéon que sofre o péndulo estdn na mesma direccion, é
dicir, na direccion de N(#), polo que a parte tanxente da aceleracién do péndulo é nula.

Noutras palabras: a derivada covariante do campo W tamén o é,

DW (6)

0 =0.

Entén, como consecuencia, W éun campo de vectores paralelo ao longo do paralelo ¢ = ¢g.
Por outra banda, a medida que transportamos o péndulo ao longo do paralelo ¢ = g,
o dngulo de holonomia de W ¢ —2m sen (o) radisns. En particular, a velocidade angular ¢
de )
sen
w = PO 24(%)) rad /h.

Polo tanto é facil deducir que o periodo de precesiéon do péndulo é

2w rad B 24

= horas .
w sen(yo)

Enton, como na realidade consideramos que o plano do péndulo é estacionario con
respecto 4 Terra, a tnica forma de que o plano tefia unha certa precesién é que a Terra
rote arredor dos seus paralelos.

Para concluir e a modo de exemplo, vexamos o periodo de precesién en varios puntos
da Terra. Comecemos por Santiago de Compostela, onde a latitude é de aproximadamente
0,7484 rad = 42,88°, polo que o periodo do péndulo serian 35,27 horas. No experimento

orixinal, no Panteén de Paris, a latitude é de 0,8528 rad = 48, 86°, de xeito que o periodo
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¢ de 31,87 horas. En cambio, no polo norte, a latitude ¢ § rad = 90°, polo que o perfodo

™

2

é de 2(4 j = 24 horas. Por dltimo, no ecuador o plano de oscilaciéon non cambia, pois xa
sen
vimos na Seccion que a holonomia ao longo do ecuador é nula.






Se permanecese oli, indiferente ao paso das horas, contemplando
aquela cabeza de pazaro, aquela punta de lanza, aquela crista
imvertida, mentres trazaba no baleiro as suas diagonais, rasando
os puntos opostos da sta astigmdtica circunferencia, sucumbiria
a unha miraze fabuladora, porque o Péndulo fariame crer que o
plano de oscilacion completaria unha rotacion enteira para
volver, en trinta e dias horas, ao seu punto de partida,
describindo unha elipse aplanada, a cal ziraba tamén arredor

do seu centro cunha velocidade angular uniforme proporcional

ao seno da latitude.

El Péndulo de Foucault, Umberto Eco, Editorial Lumen.






Apéndice A

Expresions notables

Sexa S unha superficie parametrizada por x : (u,v) € U — x(u,v) € S. Os simbolos

de Christoffel. correspéndense coa seguinte expresion, que s6 depende da primeira forma

fundamental.
I, T Ty

2 2 2
F11 Fl? F22

-1

NO|—=

g1 912 $(911)u

gi2  g22 (glz)u—%(gn)v %(922)11,

(g11)v  (912)0 — %(922)u

(A1)

) . ) A qien Tk Tk _
onde todalas funcions estan evaluadas en (u,v), é dicir, I = sz(u,v) e gij = gij(u,v),

coni, j,k=1,2.

Por outra banda, as férmulas de Gauss xorden de expresar os vectores Xy, (u,v),

X (U, V), X (U, V), Xy (4, v) Tespecto 4 base ortonormal de R3 {x, (u, v), X, (u, v), N (x(u,v))}.

X (U, ) = THxy (u,v) + T2, % (u, v) + L11 N (x(u,v))
Xup (U, ) = Tlyxy (u, v) + T25x, (u,v) + L1aN(x(u,v))
Xou(u,v) = T3 %, (u, v) + T4 %, (u, v) + L1aN (x(u, v))
X (U, v) = Tloxy (U, v) + T39%, (u, v) + Loa N (x(u, v))
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