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Resumen

El problema del calculo del area encerrada por una curva plana fue el origen del concepto
de integral en una variable. Con el paso a la integral en dos variables, aparecio la idea de
calcular el volumen de un cuerpo dividiéndolo en superficies planas y “sumando” el area
de cada una de ellas. Esta es la idea que estia detras del teorema de Fubini, una de las

herramientas méas importantes en Analisis.

Abstract

The problem of area calculation inside a flat curve was the origin of the concept of the
integral in one variable. When the integral of two variables started to be used, the idea of
calculate the volume of a body dividing it into flat surfaces and adding the area of them
came up. This is the idea behind the Fubini’s theorem, which is one of the most important

tools in Analysis.
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Introduccion

Para la teoria de la integraciéon en funciones de varias variables, encontrar la relacion
entre las integrales dobles y las integrales iteradas supuso un gran avance a la hora de
calcular dreas y volimenes. Es el teorema de Fubini el que establece las condiciones para

poder reducir la evaluacién de una integral doble a una integral iterada.

En este trabajo se recogen diferentes resultados relacionados con este teorema. Consta

de tres capitulos cuyo contenido explicamos brevemente a continuacién.

En el primer capitulo se consideran versiones del teorema de Fubini para las integrales

de Riemann y de Lebesgue para funciones reales de dos variables.

FEn el segundo capftulo nos centraremos en las versiones méas generales de este teorema
tanto para la integral de Riemann como para la de Lebesgue, considerando funciones reales

de varias variables reales.

FEn el tercer capitulo, estudiaremos algunas de las relaciones entre el teorema de Fubini
v otros resultados de intercambio de operaciones con limites, como son la regla de Leibniz
y la igualdad entre las derivadas parciales mixtas.

Por ultimo, se incluye también un apéndice donde se recogen conceptos que aparecen
en el capftulo 1 y resultados que nos seran de ayuda para la comprensién y el seguimiento

de los teoremas y demostraciones del capitulo 2.

Ademas, al final de cada capitulo se recoge la bibliografia usada para su elaboracion.
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Capitulo 1

Introduccion historica

En la Antigua Grecia, los mateméticos calculaban areas por el método de exhauscion,
proceso que consistia en aproximar un area desde el interior por figuras regulares hasta
que la diferencia entre el drea que querian calcular y el de las figuras regulares fuese tan
pequena como querian. Posteriormente, Arquimedes perfeccioné este método y con él cal-

culd, entre otras cosas, el area debajo de un segmento de parabola.

Durante la época romana no se avanzé mucho en el cilculo, ya que solo estaban intere-
sados en la ingenieria para la construccién. Fue a partir del Renacimiento cuando volvieron
a hacerse muchos avances, entre ellos el método de los indivisibles de Cavalieri, método

que fue precursor del concepto de integral.

No fue hasta que aparecieron Newton y Leibniz que se descubrié que el proceso de inte-
gracién era el proceso inverso al de derivacion. Aunque fue Cauchy el que dio por primera

vez una fundamentacion.

Cuando se comenzo6 a tratar el concepto de medida, la mayoria de los matematicos
lo separaron del concepto de integral definida, a excepcién de Weierstrass y de Giuseppe
Peano. Fue este dltimo quien, en 1887, expuso la relacién entre los conceptos de medida y
de integral:

Sea f:[a,b] — [0,00), y sea E la region acotada por el grafo de f. Entonces se tiene

/jfz@(@ y /abfzce(E)-

Asi, f es Riemann-integrable si y solo si E es medible, es decir, ¢;(E) = c.(E). EI

'Denotaremos por ¢;(E) y c.(F) el contenido interior y exterior de F, respectivamente. En el apéndice
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Entre los anos 1850 y 1892 hubo un gran ntiimero de trabajos sobre las integrales dobles
que usaban la propiedad de medibilidad. Aunque esta proviene del tratamiento que le dio
Peano a la medida de los conjuntos, fue Camille Jordan quien, motivado por la teoria de
las integrales multiples y el querer extender la teoria de la integral doble / fdE a un

E
conjunto arbitrario E, estableci6é la importancia del concepto de conjunto medible.

Antes del trabajo de Jordan con los conjuntos medibles, las discusiones sobre la relacion
entre la integral doble y las integrales iteradas ya involucraban el concepto de medibilidad:
Supongamos que el plano esta dividido por rectas paralelas a los ejes de coordenadas en
rectangulos R;; de dimensiones Axz; y Ay;, que inducen una particion en subconjuntos FE;;
del conjunto E. La mayoria de los F;; seran rectdngulos, pero algunos seran irregulares y
contendran parte de la frontera de E. Por analogia con el caso unidimensional, la integral

/ f(z,y)dE puede definirse como el limite de las sumas de Cauchy

E
Zf(%ayj)a(Eij)? (i, yj) € Eij (1.1)
2%

segn las dimensiones de los rectangulos R;; se aproximan a cero, y donde a(E;;) denota

el &rea de E;j, aunque su significado se dejo sin cuestionar.

Por otro lado, se defini6 la integral doble sobre E como el limite de las sumas
> fl@iypa(Riy), (wi,y;) € R (1.2)
/[:7j

donde la suma incluia tanto a los rectdngulos R;; contenidos totalmente en E, como a
todos los R;; cuya interseccién con E es no vacia. Para ello se asumia que la suma de las
areas de los R;; que contenian parte de la frontera de E se aproximaba a cero cuando lo

hacian las dimensiones de los R;j, es decir, E era medible.

Cuando se demostré que la integral doble tenia el mismo valor que las integrales itera-
das, fue conveniente asumir que las sumas de la forma (1.2) se podian usar igual que las de
la forma (1.1). Esto, afiadido a que a(R;;) = Az;Ay;, permite que (1.2) se pueda expresar
como

Z Zf(xh?/j)ij Ax;.

? J

pueden encontrarse sus definiciones.



Al usar las sumas de la forma (1.2) en vez de las sumas de la forma (1.1) se asume que la
suma de los E;; no rectangulares convergen a cero segin lo hacen las dimensiones de los

R;j, asi que otra vez aparece la idea de medibilidad.

En el ano 1876, Thomae extendié la teoria de la integral de Riemann a las funciones de
dos variables y, dos afios mas tarde, dio un ejemplo de una funcién f : R?> — R acotada
para la que la segunda integral existe mientras la primera no tiene sentido ya que, excepto
para un valor de y, la funcion definida de la forma z — f(x,y) no es Riemann-integrable.

Previamente, Cauchy habia sefialado que las integrales

/Oldy [Alf<x7y>dx] y /01 d [/01 f(ﬂzy)dy]

no necesariamente son iguales cuando f no esté acotada.

En 1883, du Bois-Reymond fue atin més all4, ya que encontré un ejemplo de funcién
f : R? — R Riemann-integrable como funcién de dos variables, cuyas funciones secciones
xr — f(x,y) e y — f(x,y) no son Riemann-integrables para todos los valores de y y «

respectivamente.

Es decir, que la Riemann-integrabilidad de la funcién f no implica la Riemann-integrabilidad
de las funciones ¢ — f(x,y) e y — f(x,y). Por lo tanto, fue necesario hacer modificacio-
nes en el teorema que complicaron su formulacién: la introduccién de integrales superiores

e inferiores.

Usando las integrales superiores, du Bois-Reymond fue capaz de demostrar la siguiente
versién del teorema de Fubini:
Si la funcién f : R — R es Riemann-integrable en el conjunto R = [0,1] x [0, 1],

entonces las funciones

— —
y—>/0 f(z,y)dz y :L'—>/O [z, y)dy

son Riemann-integrables y

/R F(, y)dR = /0 Ly mf(x,y)dx] - /O i Ef(x,y)dy]-

Para tratar conjuntos cualesquiera, ante la posibilidad de que fuesen muy complicados,

Harnack impuso la siguiente condicién para el trato del teorema de Fubini:
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Denotamos por G, el conjunto de puntos que pertenecen tanto a la linea y = 1 como al
conjunto F,y que es el dominio de integraciéon de la integral interior de / dn [/ f(z, n)dx] .
La interseccion de las lineas y = 7 con el conjunto E debe ser como mucho dos puntos,
de forma que G, sea un intervalo. Varios anos después, ¢l mismo anadié que el teorema
de Fubini seguia siendo vélido para conjuntos cuya frontera es de forma suficientemente
simple, es decir, la interseccién entre las rectas paralelas a los ejes de coordenadas y la
frontera es un namero finito de puntos. Por lo tanto, tenemos que las integrales interiores
son integrables sobre una suma finita de intervalos, no habiendo ningiin problema con su

significado.

De esta forma, Jordan establecio la siguiente version del teorema de Fubini:
Supongamos que E es un subconjunto del plano medible y acotado y que f : R? — R
es Riemann-integrable sobre E. Denotamos por F' el conjunto de los y tales que (z,y) € E

para algin valor de z, y sea G, definido como la interseccion de la linea y = 1 con el

conjunto E. Las integrales / flx,n)dz y / f(x,n)dx siempre existen, y se cumple que
Gy Gy

[ swaar = [ %f(x,n)dx] = [an [/an(w,n)d:r]-

Por otra parte, dejando a un lado la cuestiéon de la medibilidad, Lebesgue se dio cuenta
de que si f es sumable en un conjunto medible F, las funciones © — f(z,y) ey — f(x,y)
no necesitan ser medibles, por lo que empezé a introducir integrales superiores e inferiores

para tratar con estas funciones que no eran medibles.

Aunque Cauchy ya habia afirmado que la integracion de f : [a,b] X [¢,d] — R una
funcion continua puede ser reducida a dos integrales sucesivas: primero en [c,d] y después
en [a,b], no fue hasta 1902 que Lebesgue obtuvo una extension de ese resultado para
las funciones medibles acotadas. Para ello, consider6é una funcién f : R? — R definida
y acotada en un conjunto medible E, y denoté por £ a la clase de todas las funciones

acotadas e integrables ¢ tales que p(z,y) < f(z,y) para todo (z,y) € R?. Si llamamos L

al supremo de todos los nimeros [ ¢ con ¢ € L es, por definicién, la integral inferior de
E

f: / f = L. De forma analoga, definimos la integral superior / f. De estas definiciones,
JE E

se puede deducir que / f<
JE

S

f vy que f es integrable en E si y solo si /f = /f. De
E JE £



esta forma, Lebesgue pudo probar el siguiente resultado:

Si f: R — R es acotada y medible en el rectangulo R = [a, b] X [c,d], entonces

/Rf(a:,y)dR:/cddy [/abf(x,y)dw] Z/abdx [/Cdf(%y)dy] =
/Cddy mf(%y)dx] = /abdff Wf(%y)dy] :

En 1907, usando la integral de Lebesgue, Fubini fue capaz de restablecer la simplicidad
de la formulaciéon demostrando el siguiente resultado:
Si f: R — R es una funcién sumable en el rectdangulo R = [a,b] X [c,d], entonces las
funciones x — f(x,y) e y — f(x,y) son sumables para casi todos los valores de y y z,
b d
respectivamente. Ademaés, las funciones y — / flz,y)dx y x — / f(z,y)dy también
a (&

son sumables y

| rwmar= | "y [ / bf(x,y)d:r} -/ ' [ / df(x,y>dy].

Referencias bibliograficas

La informacién de este capitulo puede encontrarse en los libros Historia de la mate-
mdtica, de C. B. Boyer [3], Lebesgue’s theory of integration, de Thomas Hawkins, [6] y
Introduction to Integration, de H. A. Priestley [7].
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Capitulo 2
Teorema de Fubini

En este capitulo nos vamos a centrar en las versiones mas generales del teorema de
Fubini para la integral de Riemann y la integral de Lebesgue, haciendo también una com-

paracién entre ellas.

Para ello, vamos a considerar RP y R? tales que n = p+ ¢ de forma que R™ = RP x RY.
Dado (x,y) € R™, donde x e y son vectores pertenecientes a RP y R? respectivamente,

definimos las funciones seccién de la funcién f:

» para cada z € RP, la funcién f, : R? — R dada por f.(y) = f(x,y) se denomina

"seccion de f por z";

= para cada y € RY, la funcion f, : RP — R dada por f,(z) = f(x,y) se denomina

"seccion de f por y".

2.1. Interpretacién geométrica

La idea de este teorema es calcular integrales en un rectangulo cerrado en R”, con
n > 1, calculando las integrales en rectangulos de R. Veamos la interpretacion en R?, por

ser mas facil de visualizar.

Para ello, consideramos una funcion continua positiva f : [a,b] X [¢,d] — R, entonces

la integral / f representa el volumen de la region debajo del grafo de f.
[a,b]X[c,d]

Para cada x € [a, b], tenemos la funcién seccion f; : [¢,d] — R. Por ser f continua en

[a, b] X [c,d], cada funciéon f, es continua y, por lo tanto, integrable en el intervalo [c, d].
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Si escogemos un zy € [a,b], la integral fuo(y)dy representa el area de la region

situada debajo de la grafica de la funcién f,, en el plano x = xy.

Tomamos una particion {to, ..., t, } del intervalo [a, b], de forma que se divide [a, b] X ¢, d]

en n bandas por medio de los segmentos {t;} x [c,d].

El volumen debajo de la grafica de f en cada rectangulo [t;—1,t;] X [c,d] se puede

d d
(i~ ti) / ooy = (6= t0) [ faiv)ay

con x; € [ti—1,ti], i =1,.

aproximar por

Si ahora sumamos todos los voliimenes aproximados de las bandas en el intervalo [a, b],

tenemos el volumen total aproximado debajo de la grafica de f, es decir,

n d
o~ f=) (ti—ti- / f(@i, y)dy
/[ab [cd] Z/tl 1,ti] % [c,d] ;( 1> c ( )

con xr; € [tifl, ti].

De forma anéloga, consideramos una particion {to, ..., ¢, } del intervalo [c,d], y consi-
deramos la funcion seccion f, : [a,b] — R. Esta funcion es continua por la continuidad
de f, por lo que es integrable en [a, b], y entonces el volumen debajo de la grafica de f en

cada rectangulo [a,b] X [tj—1,t;] se puede aproximar por

t—tjl/fyj dx—t—tjlffxyj

con yj € [tj—1,t;], 7 =1,..

Al sumar todos los volimenes aproximados de las bandas en el intervalo [c, d], el volu-

men total aproximado debajo de la gréafica de f es

~ —t; flx
/[ab]x c,d] Z/ bl x [t — 1,tj Z = / yj

con y; € [tj_1,t;].

Si llamamos h(x / fr = / f(z,y)dy, es razonable esperar que h sea integrable

Jopw = L= [ ([ st

en [a,b] y que
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Observemos que, debido a la hipdtesis de continuidad de la funcién f, esta interpreta-
cién vale tanto para la integral de Riemann como la de Lebesgue, y el valor de sus integrales

coincide.

2.2. Teorema de Fubini para la integral de Riemann

A pesar de tener un origen tan antiguo, la primera definicion matematica de la integral
no se dio hagta el siglo XIX por Cauchy. La integral propuesta inicamente era valida para
funciones continuas en intervalos cerrados y acotados, lo que dejaba fuera muchas funcio-

nes, sobre todo con la aparicién de las funciones discontinuas en el trabajo de Fourier.

En 1866, Bernard Riemann public6 una disertacién donde extendia la definicion de
integral dada por Cauchy prescindiendo de la hipétesis de continuidad y dejando solo la

hipétesis de acotaciéon. De esta forma, se ampliaba la clase de funciones integrables.

La formulacion del teorema para esta integral es complicada debido a la necesidad de
considerar las integrales superiores e inferiores, como después veremos. Se puede enunciar

de la siguiente forma:

Teorema 2.1 (Teorema de Fubini). Sean A C RP y B C RY? rectdangulos cerrados, y sea
f: Ax B — R integrable. Para x € A, denotamos

h(z) = /B £, = /B f@mdy y g(w)Z/szz/Bf(:v,y)dy-

Entonces las funciones h y g son integrables en A y

/AxBf:/Ah:/A</Bf(x,y)dy>dx
/AxBf:/Ag:/A</Bf(%y)dy> dz

siendo las integrales del sequndo miembro las llamadas integrales iteradas de f.

Demostracion. Sean P4 una particién del intervalo A y Pp una particion del intervalo

B. Al juntarlas obtenemos una particion P de A x B de forma que cada subrectangulo
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S es de la forma Sy x Sp donde Sy es un subrectangulo de la particién P4, y Sp es un

subrectangulo de la particion Pg. Asi,

L(£,P) =Y _mg(f)-v(S) = > ms,xss(f) v(Sax Sp) =
S

Sa,SB

DD msaxss(f) - v(SB) | - v(Sa).

Sa Sp

Six € Sa, entonces mg, xs;(f) < ms,(fz), de forma que se obtienen las desigualdades
S ms sy (1) 0(Sk) < Smsy () 0(50) < [ o= (o)
SB SB -

De donde se deduce que
DD msaxss(f) - v(Sp) | - v(Sa) < L(h, Pa).
Sa S

Y entonces se obtiene la siguiente cadena de desigualdades:

L(f, P) < L(h, Pa) < U(h, Pa) < Ul(g, Pa) < U(f, P)

donde la demostraciéon de la tltima desigualdad es andloga a la demostracién de la primera.

Como f es integrable, se tiene que

sup{L(f, P)} = inf{U(f, P)} = / ;.

AxB

Por lo tanto para la funcién h,

sup{L(h, Pa)} = inf{U(h,P4)} = s f.

Es decir, la funcién h es integrable en A y /
AxB
deduce anilogamente de la cadena de desigualdades

f= / h. La proposicién para g se
A

L(f7P) SL(h’PA) SL(Q?‘PA) SU(97PA) SU(f,P)
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Observacion 2.2. Intercambiando el papel de x y de y, se obtienen las siguientes igualdades:

/Ang :/B ( /Af <w»y>dw> dy = /B (/Af(x,y)dx) dy.

Observacion 2.3. La integrabilidad de la funcién f no es una condicién suficiente para
que las funciones secciones sean integrables, por lo que es necesario hablar de integrales
superiores e inferiores, ya que estas siempre existen. Se puede ver en el siguiente ejemplo:

Consideramos el cuadrado unidad R = [0,1] x [0,1] y la funcién f : R — R dada por:

0 six#x
fley)=q 1 siz=mpeyecQ (2.1)
0 siz=xpeyeR\Q

Como el conjunto QQ es numerable, tiene medida nula, por lo que aplicando el criterio
de Lebesgue para la integrabilidad en el sentido de Riemann vemos que la funciéon f es

integrable en R.

1
Sin embargo, la integral [z (y)dy no existe, ya que aunque fuera de la recta = = xg
0

la funcién f es continua, en la recta x = x¢ f no es continua en ningin punto.

No obstante, si la funcién f es continua las funciones secciéon también lo son y, por lo
tanto, son integrables. En este caso, las integrales superiores e inferiores se pueden sustituir

por integrales ordinarias, y se verifica

/ [ /B f(:r,y)dy] dz = /B { / f(%wdgj} u.

2.3. Teorema de Fubini para la integral de Lebesgue

Aunque la integral de Riemann es muy ftil, nos encontramos con que es de alcance

limitado e insuficiente, puesto que tiene varias deficiencias:

= La clase de todas las funciones Riemann integrables es pequena.
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= Al hacer operaciones de paso al limite, las funciones Riemann integrables tienen un
mal comportamiento, ya que la integral de Riemann funciona bien en los casos en
los que se considera una Unica funcién, pero aparecen muchas dificultades cuando se

consideran sucesiones de funciones.

Para suplir estos problemas es necesario construir una nueva integral con mayor alcance

que la integral de Riemann: la integral de Lebesgue.

FEn 1902, Henri Lebesque presenté en su tesis doctoral una integral que se convirtié en
la clave del analisis moderno, puesto que es una extensioén de la integral de Riemann a una

clase mas amplia de funciones reales.

Con esta extension, la mayoria de las excepciones especificas del teorema de Fubini que
habian sido construidas dejaron de ser excepciones ya que la integral de Lebesgue elimina
algunas de esas deficiencias, como se puede ver en el siguiente ejemplo:

Consideramos la funciéon f definida en el cuadrado unidad R = [0,1] x [0, 1] definida

de la siguiente forma:

2y si x es irracional
f(z,y) = , _ (2.2)
1 six es racional

Entonces, por la definicién de Riemann,

/Oldx [/Olf(:c,y)dy] 1

Sin embargo, f es discontinua en todo punto de R excepto en los de la recta y = 1/2, y

x — f(x,y) no es continua en ningin punto con y # 1/2. Por lo tanto, las integrales

f(@,y)d(z,y) y 1dy 1f(sv,y)dfrf
R 0 0

no existen en el sentido de Riemann. Sin embargo, ambas integrales existen en el sentido

de Lebesgue, y ambas tienen valor 1.

Ademas, en esta integral no es necesario considerar las integrales superiores e inferiores,
yva que si f es integrable segiin Lebesgue, casi todas las secciones menos un conjunto de

medida nula son integrables.

A continuacién, vamos a enunciar y demostrar las diferentes versiones del teorema
)
dependiendo de las hipétesis necesarias. Previamente, enunciamos uno de los teoremas que

establece las bases para el teorema de Fubini:
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Teorema 2.4. Sea E un subconjunto medible de RP™ conp > 1, ¢ > 1. Para cada x € RP

consideramos el conjunto
E(x) ={y € R?: (z,y) € E}

y para cada y € RI, el conjunto
E(y) ={z eR”: (z,y) € E}.

Entonces, para casi todo x € RP, E(x) es un conjunto medible de RY, y para casi todo
y € RY, E(y) es un conjunto medible de RP. Ademds, la funcion x — p(E(x)) es una
aplicacion medible de RP en [0,00], y y — w(E(y)) es una aplicacion medible de R en

[0,00]. Y se verifica
uB) = [ uBa) = [ uew).

Demostracion. Esta demostracién es constructiva, asi que la haremos partiendo de con-
juntos medibles sencillos para llegar al caso general.

a) Si F es un intervalo, F(x) o es un intervalo fijo al variar x en la proyeccion de E sobre
RP, 0 bien es igual a () si x no pertenece a dicha proyeccion. Por lo tanto, para cada z € RP,
E(x) es medible. Por otra parte, la funcion x — (E(x)) es la funcién caracteristica de la
proyecciéon de E sobre RP por el volumen en R? de la proyeccién de E sobre R?. Por lo

tanto, se trata de una funcién medible y, ademas

u(B) = [ uBia))

b) Si E es la uniéon de una familia finita de intervalos disjuntos dos a dos, es decir,

E=UN_ I, conI,NI;=0sir+#s, entonces

N
E(@) = In(x)

m=1

donde cada I,,(z) es un intervalo de RP y I.(x) N Is(x) = 0 si r # s. Por lo tanto,

N
u(E@) =Y pln(x))

m=1
y la funcién  — p(E(z)) es medible por ser suma de funciones medibles. Ademas, se

tiene

N N N
)= 32 lh) = 3 [ i) = [ 3 wttte) = [ ()

m=1
Si F es una unién de una familia finita de intervalos sin que estos sean disjuntos dos a dos,

se tomaria otra familia, por subdivisiones, también finita de intervalos disjuntos dos a dos
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v con la misma unioén.

¢) Si E es un abierto, para cada z € RP E(x) es un abierto de R? y, por lo tanto, es
medible. Si, ademés, F = U%zlfm donde cada I, es un intervalo de RP™4 y I, NI, = si

r # s, entonces
o

E(x) = U I ()

Si denotamos Ey = UN_, I, entonces En(z) = UN_,I,,(z) y para cada N la funcién
N
z— w(Ex(@) = Y uw(ln(@))
m=1

es no negativa, medible y simple. Ademas, al variar IV, la correspondiente sucesion de
funciones es mondtona creciente y tiene como limite puntual la funcion x — p(E(z)),
por lo que esta es medible. Finalmente, por ser { Ex} una sucesion creciente de conjuntos

medibles cuya unién es F/, aplicando el teorema de la convergencia mondtona se tiene:

u(B) = Jim uBy = im [ p(Ex(e) = [ Jim p(Bx@) = [ p(B@),

N—o0 N—oo Jpp Rp N—00

d) Si E es un conjunto medible y acotado, existen dos sucesiones de conjuntos {Gy} y
{Fy} tales que

FFCFhCc.CF,Cc..CcECc..cGyC..CcGyCGyq

donde los conjuntos G son abiertos y acotados, los Fj son cerrados, v ademaés se verifica
(G, — Fy,) — 0. La sucesion de funciones representada por z — u(Gg(x) — F(x)) de
RP en [0, 0o] esta formada por funciones medibles, ya que cada G, — F, es abierto. Ademas

la sucesion es mondtona decreciente, pues para cada x se verifica
Gry1— Fry1 C Gy — Fy,
y, por tanto, existe la funcion limite puntual medible y no negativa ¢ : RP — [0, o] con
¢la) = lim p(Gy(z) — Fi(z)).

Como Gy, — Fj, es abierto, por el caso anterior es:

(G — Fy) = /Rp wW(Gr(z) — Fi(x))
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lo que muestra que
t/mwm—&mwﬁo
RP

v, aplicando el teorema de Fatou, se tiene:

0< /Rp liminf p(Gy(x) — Fr(z)) = /Rp lim inf (G (z) — Fy(z)) =

o <timint [ u(Gu(o) = Fula)) =tim | p(Gile) = Fila)) =0

RP RP RP

luego ¢ se anula en casi todo punto, por lo que para casi todo x de RP es u(Gg(z) —
Fy(x)) — 0, y dado que Fy(z) C E(z) C Gi(x) con Gi(x) abierto y Fj(z) cerrado, se

concluye que E(x) es medible para casi todo x € RP, siendo ademas, para todo x de RP,
p(F(z) < w(E(z)) < p(Gr(z))
v para casi todo x de R?,
pE(z)) = lm u(Gy(e)) = lUm p(Fy(z))

de forma que la funcion © — p(E(x)) esté definida para casi todo x, y en su dominio es el
limite puntual de la sucesion de funciones medible x — (G (x)), por lo que es medible
y, a efectos de integracién puede suponerse definida en todo RP como limite puntual de la

citada sucesion. Como {Gy} es una sucesion decreciente de conjuntos medibles con

H(G) = [ uGia) <

v para cada x y cada k es
w(G1(x)) = p(Gr(x))

puede aplicarse el teorema de la convergencia dominada para concluir que

W(E) = lim ummmz/lmM@mwzéﬂww»

k—o0 Rp Rp k—o0

e) Si E es un conjunto medible arbitrario, consideramos {E,,} con
E,=EN[(—m,m) X ... x (—m,m)].

Como cada funcion z — p(Ep,(x)) esta definida para casi todo z € RP y es medi-

ble, su limite puntual x — u(E(x)) esta definido para casi todo z € RP. Por lo tanto,
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para casi todo z € RP, tanto el conjunto E(x) como la funcion x — p(E(z)) son medibles.

Ademas, aplicando el teorema de la convergencia mondtona, se tiene:

p(B) = Jim (B) = Jim [ u(Bu@) = [t (B = [ i)

m—00 m—o00 Jpp p M—00

De forma andaloga, el conjunto E(y) y la funcion y — pu(E(y)) son medibles, y se tiene

que

u(B) = Yim (B = Yo [ (Bn(o) = [ i p(B) = [ n(EW).

m—00 m—00 [pq g M—00

O

Observacion 2.5. Sea f : RPT? —s [—00, 00| con f medible. Para cada punto (z,y) € RPTY

se consideran las funciones secciones. Si o € R se tiene:
{yeR7: fo(y) > o} = ({(t,y) e RP*9: f(t,y) > a}) (z)

{x eRP: fy(z) >a} = ({(az,v) € RPTY: f(x,v) > a}) (y)

y, dado que {(x,y) € RPT: f(z,y) > a} es medible, estos conjuntos son medibles para

casi todo x € RP el primero, y para casi todo y € R? el segundo.

Para el caso particular de las funciones medibles y no negativas se tiene la siguiente

version del teorema de Fubini, también llamado teorema de Tonelli:

Teorema 2.6 (Teorema de Tonelli). Sea f: RPT? —s [0, 00] una funcién medible. Enton-
ces se tiene que:
a) Para casi todo x € RP, f, es medible.

b) Para casi todo y € RY, f, es medible.
¢) La funcion ¢ : RP — [0, 00] dada por ¢(z) = / fo= f(z,y)dy es medible.
R4 Ra

d) La funcion ¢ : R — [0, 00| dada por ¢(y) :/ fy = / f(z,y)dx es medible.

RP RP
e) Se verifica

/Rp - /]Rq V= /Rm T= [ Re f(LE’y)dy} do = /Rq [ - f(év,y)dfﬂ} dy.

Demostracion. Sea r un nimero racional, entonces consideramos el conjunto

A(r,z) ={y € R?: fo(y) > r}
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que es medible para casi todo x € RP. El conjunto A, de los x para los que existe algin
racional r de forma que A(r,z) no es medible, es de medida nula. Por lo tanto, (J,cq 4r

es también de medida nula. Entonces, si z € RP — [UreQ Ar}, para cualquier r racional,
A(r,x) es medible. Para estos x consideramos {ry} una sucesion decreciente de niumeros

racionales con limite o € R, entonces se tiene la relacion
o0

Ala,z) = U A(rg, x)
k=1

por lo que A(a,z) es medible. Es decir, para casi todo x € RP la funciéon f, es medible,

por lo que queda probado el apartado a).

De modo anélogo se prueba que para casi todo y € R? la funcién f, es medible, con lo

que se prueba b).

Si f es la funcién caracteristica de un conjunto medible E C RPTY, es decir, f = xg,

entonces fr = Xg(g)- Por lo tanto, p(z) = u(E(x)), asi que ¢ es medible, y ademas

/ f=1 ¢
Rp+aq Rp

asi que ¢) queda probado.

De forma anéloga se tiene que 1 es medible y que

\/R;U-HI f B R‘1¢

que es el apartado d).

Si f es una funcién simple, su forma canénica viene dada por
m
f = § Qg - XA,
i=1
v entonces para f,
m
Jr= E Qi XA ()
i=1
v por lo tanto, se tiene

pla) =) am(Ai(z))
i=1
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por lo que ¢ es medible, y ademas:

/Rp+q f= iamAi = gai /Rp w(Ai(z)) = / Zam(Ai(x)) _ /Rp 0.

i=1 RP =1

Procediendo de modo anélogo para v se concluye que el teorema es cierto para funcio-

nes medibles simples.

Por ultimo, por ser f no negativa y medible, existe una sucesion {S,,} con cada S,
medible y simple de RP*? en [0, 0], con S;,(2) — f(z) para cada z € RPT? y con {S,,}

monoétona creciente. Si definimos ¢, : RP — [0, 00| con

om(r) = A Sm(x,y)dy

S, :/ ©Om
R™ RP

y la sucesion {p,,} es también monotona creciente de funciones medibles.

tenemos que

Aplicando el teorema de la convergencia monétona, se tiene para casi todo x € RP que

lin_ pn(o) = lin [ Splw)dy= [ [ lim Su(e)]dy= [ Sy = la)
Ra LMo Ra

m—»00 m—00 Jpq m

luego o es medible por ser, en casi todo punto, limite puntual de una sucesion de funciones

medibles.

Aplicando de nuevo el teorema de la convergencia mondtona a la sucesion {p,,} se

tiene:

/ [ f(w,y)dy] dx:/ ¢ = lim Om = lim [ Sm(fﬂ,y)dy] dx =
Rr [JR4g RP m—00 JRrp m—o0 Jpp | JRa

Tfm S, = / f.
m—o0 frp+q Rp+a

De forma totalmente analoga se prueba que 1 es medible y que

fou?= v
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Por dltimo, enunciamos el teorema de Fubini en su forma general:

Teorema 2.7 (Teorema de Fubini). Sea f : RPTY — [—00, 0] una funcién medible y
sumable en RPTY, Entonces se tiene:
a) Para casi todo x € RP, f, es sumable en RY.

b) Para casi todo y € RY, f, es sumable en RP.

¢) La funcion ¢ : RP — R dada por ¢(z) = fo es sumable en RP.
R4

d) La funcion ¢ : RT — R dada por ¥ (y) = / fy es sumable en RY.

RP
e) Se verifica

Jor= o= Lw

Demostracion. Para demostrar que f, es sumable, tenemos que ver que las integrales
/ £ y/ f, son finitas, de forma que
Ra Ra

/qum:/qui—/quz-

Si definimos

(@)= | fify o-(x)=[ fr
Ra Ra

como f, y por lo tanto f™ y f~, son sumables se tiene:

Loi=[ [ r@nm|a= [ 5 <o
Rp RpP Ra R»

L= |[rena]a=[ i<

de forma que ¢4 y ¢_ son sumables, por lo que para casi todo punto de RP ambas funciones
son finitas y esta definida su diferencia, ¢ — ¢_, que también es finita. De esta forma,

queda probado que f, es sumable para casi todo = € RP, que es el apartado a).

Definiendo las funciones

bi@)= | £y w_<x>=/ i
Re Ra

podemos probar de la misma forma que f, es sumable para casi todo y € R?, que es el

apartado b).
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Por otro lado, la diferencia ¢4 — ¢_ es sumable en R? | y como ¢ = oy — p_, p esta

definida y es finita en casi todo x € RP, por lo que es sumable en RP, lo que prueba c).

De manera analoga podemos verlo para la funciéon ¢ = ¢4 — ¢_, por lo que d) queda

probado.

Finalmente, se tiene que:

/”f:/nﬁ_/nf_:/m [ Rqﬁ(fc’y)dy]dl‘—/m [ qu‘(w,y)dy} dz =
/RPW_/RP‘P:/RP(w—w):/RP@.

Repitiendo este razonamiento para v, el teorema queda probado.

Referencias bibliograficas

La informacién para este capitulo estéd recogida de los libros Andlisis matemdtico 11, de
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integration, de Thomas Hawkins [6]. Los teoremas aparecen en los libros Cdlculo en varie-

dades, de M Spivak [8|; v Andlisis matemdtico II, de F. del Castillo [4], respectivamente.



Capitulo 3

El teorema de Fubini, la regla de
Leibniz y las derivadas parciales

mixtas

Algunos de los teoremas més importantes en Andlisis de intercambio de operaciones con
limites son el teorema de Fubini, la regla de Leibniz para la derivacién bajo el signo integral,

v la igualdad entre las derivadas parciales mixtas. Veamos las relaciones que hay entre ellas.

A lo largo de este capitulo, denotaremos por R el rectangulo [a,b] X [¢,d] y usaremos

la siguiente version del teorema de Fubini:
d

Teorema 3.1. Si la funcion [ es continua en R, entonces x — / f(z,y)dy es una
C

b
funcion continua para todo x € [a,b], y — / f(z,y)dx es una funcion continua para
a

todo y € [c,d], y se tiene la igualdad

/Rde:/ab [/cdf(%y)dy] da:zfcd [/ff(sc,y)dx} dy.

Usaremos también el teorema y la formula fundamental del calculo, que recordamos a

continuacién:

Teorema 3.2. Sea f : [a,b] — R continua. Definimos
F(x) :/ f(s)ds, = € [a,b]

21



22CAPITULO 3. EL TEOREMA DE FUBINI, LA REGLA DE LEIBNIZ Y LAS DERIVADAS PARCIALES

Entonces F es diferenciable en [a,b] y F'(x) = f(z) para todo = € [a,b).

Teorema 3.3. Sean G, f : [a,b] — R dos funciones continuas. Asumimos que G'(x) =

f(z) para todo x € (a,b). Entonces

b
/ f(x)dx = G(b) — G(a).

3.1. El teorema de Fubini y la regla de Leibniz
La regla de Leibniz para la derivacion bajo el signo integral afirma que las operaciones
derivacién e integracién se pueden intercambiar. Lo enunciamos a continuacion:

Teorema 3.4 (Regla de Leibniz para la derivacion bajo el signo integral). Si f y su

derivada parcial % son funciones continuas en R, entonces para x € (a,b),

d [ i,
& | @ = [ Zwmay

Entonces podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.5. Si una funcion f verifica el teorema de Fubini, entonces f verifica la regla

de Leibniz.

d
Demostracion. Aplicando el teorema fundamental del calculo a / f(x,y)dy, tenemos:
C

/cd flz,y)dy = /cd [/a:v %(s,y)ds + f(cuy)] dy.

Por el teorema de Fubini podemos cambiar el orden de integracion, de forma que:
d x x d d
of of
/ [ 5, (5 ¥)ds + f(a, y)] dy = / [ ax(s,y)dy] ds + / fla,y)dy.

49
Aplicando otra vez el teorema de Fubini, tenemos que / a—f(s,y)dy es continua, asi
x
C

que el teorema fundamental del calculo afirma que la derivada de la expresién anterior es

d
0
/ %(S,y)dy. Es decir, que

d [? 49
& |t = [ @i
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Observacion 3.6. Considerando la version de los resultados para la integral de Lebesgue y
procediendo de la misma forma se puede ver que la relacién también se cumple para esta

integral.

3.2. El teorema de Fubini y las derivadas parciales mixtas

Para demostrar la equivalencia entre el teorema de Fubini y la igualdad entre las deri-
vadas parciales mixtas podemos actuar de dos formas: a través de la regla de Leibniz para
la derivacién bajo el signo integral, aplicando dos veces el teorema fundamental del calcu-
lo integral; o demostrandolo con ayuda del teorema y la formula fundamental del calculo

integral, que es como lo vamos a ver a continuacion.

Para ello nos valdremos del siguiente lema:

Lema 3.7. Consideramos I y J dos intervalos abiertos no vacios. Sea g una funcion real
€T

y continua en I x J y (a,c) € I x J. Entonces las funciones fi(x,y) = / g(u,y)du y

a

y
fo(z,y) = / g(z,v)dv son funciones reales y continuas en I x J.
(&

Denotamos por U un subconjunto abierto de R? tal que R C U, por (i) al teorema de

Fubini y enunciamos la igualdad entre derivadas parciales mixtas:

(ii) Sea f una funcién derivable con derivadas g—i y % continuas en U, y con 882!25;
continua en U. Entonces % existe y en U se tiene
*f _ 0%
Oydx  Ox0y

Entonces podemos probar el siguiente teorema:
Teorema 3.8. Las proposiciones (i) y (ii) son equivalentes.

Demostracion. Veamos que (i) = (ii). Tomamos (z,y) € U, y como U es abierto podemos

encontrar 7 > 0 tal que el disco abierto centrado en (x,y) y con radio r esta contenido en

. . ¢ 2 - .
U. Seleccionamos (a, c) en el disco. Como 2L 2L v 97 oo continuas, podemos aplicar la
) dx> By Y Oydz , P p

formula fundamental del calculo integral, y obtenemos que

T ry 92
/a /c 8811("3]; (’LL, U)d’Udu = f(l'v y) - f(l‘, C) - f(av y) + f(a,c)
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Usando ahora el teorema de Fubini, intercambiamos el orden de integracién en la parte

izquierda, de forma que obtenemos:

/‘/ oz v)dudy = f(@.9) = Fl2.0) = f(a.y) + fa.c).

Derivamos ahora ambos lados de esta igualdad, primero con respecto a y y después

con respecto a x. Acto seguido, aplicamos el teorema fundamental del calculo integral,

2
obteniendo como resultado que la parte izquierda es a‘z—aj;, mientras que la parte derecha

es 0°f Es decir, tenemos que 0°f _ 0°f en U.
ozxdy* q oyoxr ~— 8:683/

Para ver ahora que (i7) = (i), consideramos g una funcién real y continua en U. Existen
intervalos abiertos acotados I, J tales que R C I x J =V C U. Definimos h, f: V — R

por:
h@wz/g@wwjmwz/hmwm

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral obtenemos que g—g{_ =henV.

Aplicando ahora el lema tenemos que % es una funciéon real y continua en V. Aplicamos

otra vez el teorema del cilculo integral, y tenemos que R f — =g en V, por lo que es una

funcién real y continua en V.

Para aplicar (i) a f nos queda ver que % es continua en V. Consideramos r > 0 ya

que el caso r < 0 es andlogo. Entonces
€T
flay+r)— floy) = / (h(u,y +7) = h(u, y))du
a

Por el teorema fundamental del célculo integral, h es diferenciable respecto a y y 8y (x y) =

g(x,y). Aplicando el teorema del valor medio a la funcién h en [y,y + r| nos da

h
—(u,y +tr)r = g(y,y + tr)r

h(u,y—l—r) - h’(“’vy) = 8y

para algiun t = t(r) € (0, 1). Por lo tanto,

flx,y+r)— fz,y) :/Ig(u’y+tr)du.

r

x
Como r — 0, t(r) — 0 y la continuidad de g implica que 8f( JY) = / g(u,y)du. Asi,
a

of

por el lema, 3 es continua.
y
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52
Por lo tanto, se satisfacen todas las hipotesis de (i7). Por consiguiente, ;Tafy existe
2 2
y aigy = aayafm en V, v ademds son iguales a g en V. Aplicando entonces la formula
2 2
fundamental del célculo integral a gygx y 6896 gy se tiene

b d an d b an
/a /C ayax(x,y)dydx—/c /a axay(x,y)dxdy

es decir, el orden de integracién puede ser invertido, por lo que se verifica el teorema de
Fubini. O

Referencias bibliograficas

La informacién para este capitulo estd recogida del libro Selected Papers on Calculus,
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Apéndice

En este apéndice se incluyen algunos conceptos a los que se hace referencia en la in-
troduccion histérica y resultados que son de ayuda para las secciones de la integral de

Riemann y de Lebesgue.

Definicion .1. Un intervalo o rectangulo de R™ es un producto de n intervalos unidimen-

sionales acotados de la forma [a;, b;].

Definiciéon .2. El volumen n-dimensional del intervalo I, que se denota por v(I), viene

dado por la expresion (b1 — ay) - ... - (by — an).

Definicion .3. Consideramos un conjunto finito de intervalos Iy, ...I,, disjuntos dos a dos
v tales que su unién cubre el conjunto E. Entonces el contenido interior del conjunto F,
¢i(E), denota la menor cota superior de la suma de las longitudes de los intervalos Ij
que Gnicamente contienen puntos del interior de E. El contenido exterior del conjunto F,

ce(F), es la mayor cota inferior de la suma de las longitud de los intervalos que cubren E.

Definiciéon .4. Un conjunto E se dice medible segin Jordan si ¢;(E) = c.(E).

.1. Integral de Riemann en rectangulos acotados

Definicién .5. Una particiéon de un rectangulo I = [a1,b1] X ... X [ap, by] es una coleccion

P =(P,...,P,), donde cada P; es una particion del intervalo [a;, b;].

Definicién .6. Definimos la suma de Riemann de la funcién f relativa a la particion P

como:

S(f, Aty = Ftr)o(Ix)

p
k=1

donde Ij son los rectdngulos inducidos por la particion P, y t; € I, para cada k =1,..,p.

29
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Definicion .7. Sea I un rectangulo, f : I — R una funcién acotada, y P una particién

de I. Entonces para cada subrectangulo S de la particién, definimos

mg(f) =inf{f(x):x €S} y Mg(f) =sup{f(x):z e S}

Definicion .8. Denotamos por
L(f,P)=)Y _ms(f)-v(S) y U(f,P)=>Y_ Ms(f)-v(S)
S S

las sumas inferior y superior de f correspondientes a la particién P.

Definicion .9. Diremos que una funcion f es integrable en el sentido de Riemann si
Ve >0, 3P.€¢ P(I) JU(P,f)— L(P, f) <e

con Pe P(I)y P> P..

Para facilitar la comprobacion de la Riemann-integrabilidad, recordamos el siguiente

criterio:

Teorema .10 (Criterio de Lebesgue para la integrabilidad en el sentido de Riemann). Sean
I un rectingulo cerrado de R™ y f: I — R una funcion acotada. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) f es Riemann-integrable en I.

b) El conjunto {x € I : f es discontinua en x} tiene medida cero.

.2. Medida e integral de Lebesgue

En la integral de Lebesgue, para poder considerar conjuntamente todos los casos, se
admite la posibilidad de que en algunas ocasiones se tome el valor +00. Por ello conside-
ramos la recta ampliada, que se construye afiadiendo a la recta real los puntos 400 y —o0,
v la denotaremos por

R=RU{—o00} U{oo} = [~00,].

La aritmética de R se define a partir de la de R afiadiendo las siguientes definiciones:
= Relacién de orden: Si a € R, se define —oo < a < oo
= Las operaciones: Si a € R, se define:
a+ (oo) = too; a-(+oo)=+oo,sia>0; a-(+oo)= Foo,sia < 0;
a-(+oo)=0,sia=0; o0-00=00; 00-(—00)=(—00): 00=—00

Mientras que las expresiones oo — 00 y —o0 + o0 no se definen.
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Su topologia se puede definir de la siguiente forma: Dado un subconjunto A C R, se

dice que A es un abierto de R si para cada punto z € A se tiene:

» si z € R, existe € > 0 tal que, siy € Rcon | y —z |< &, entonces y € A;
= si x = 00, existe K € R tal que, si y € R con y > K, entonces y € A;

= i x = —o00, existe K € R tal que, si y € R con y < K, entonces y € A.

Lo primero que vamos a introducir es el concepto de medida de Lebesgue, y algunos

de sus resultados mas relevantes.

Definiciéon .11. Para cada subconjunto A consideramos las familias numerables {I;} de
intervalos que recubren a A, es decir, tales que A C U2, I;. Llamamos medida exterior en

el sentido de Lebesgue del conjunto A al elemento de [0, co] definido por

*A= inf 1;
: ACLIJI}L Q;U( )

Teorema .12. Sea I un intervalo abierto, y sea A un conjunto verificando I C A C 1.

Entonces p*A = v(I).

Definicion .13. Un conjunto £ C R™ es medible segiin Lebesgue si, para cada conjunto

A C R", se verifica la relacion:
WA=p*(ANE)+pu (AN—E)

Teorema .14. La familia de conjuntos medibles en el sentido de Lebesgue es una o—dlgebra,
es decir, el complementario de un conjunto medible es medible, y la unidn e interseccion de
una familia numerable de medibles es medible. Ademds, los conjuntos de medida exterior

nula son medibles.

Definicion .15. Si E es un subconjunto medible de R”, se llama medida de Lebesgue de

F a su medida exterior de Lebesgue, y se denota por uF.

Teorema .16. Si {E;} es una sucesion de conjuntos medibles, entonces se verifica
[e.o]
p(UZ, Ei) < Z,UEz‘
i=1

Si los F; son disjuntos dos a dos se verifica la igualdad, es decir, la medida de Lebesque es

o-aditiva.
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Destacamos el siguiente resultado por el uso que haremos de él en el teorema de Fubini,
ya que proporciona una caracterizacién de los conjuntos medibles a partir de los abiertos

que los contienen y los cerrados que estan contenidos en ellos:

Teorema .17. Para cada subconjunto E de R™ son equivalentes las siguientes afirmacio-
nes:

a) E es medible.

b) Para cada € > 0 existe un abierto G con E C G y con p*(G — E) < ¢.

¢) Para cada € > 0 existe un cerrado F con F C E y con p*(E — F) < e.

d) Para cada € > 0 existen un abierto G y un cerrado F con F C E C G y con
uw(G—F) <e.

Teorema .18. Sean n, p, q naturales tales que n = p + q. Sean A y B subconjuntos
medibles de RP y RY, respectivamente. Entonces A X B es un conjunto medible de R™ y se
verifica

w(Ax B) = pA - uB.

Una vez introducida la medida y los conjuntos medibles procedemos a introducir las

funciones:

Teorema .19. Sea f : E — [—00,00] con E medible. Las cuatro afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) Para cada o € R, el conjunto {x € E : f(x) > a} es medible.

b) Para cada o € R, el conjunto {x € E: f(x) > a} es medible.

¢) Para cada o € R, el conjunto {x € E : f(x) < a} es medible.

d) Para cada o € R, el conjunto {x € E : f(x) < a} es medible.

Ademds, cualquiera de estas afirmaciones implica que:

e) Para cada o € R, el conjunto {x € E : f(x) = a} es medible.

Definicién .20. Una funciéon f : E — [—00, 00| se dice medible en el sentido de Lebesgue

si se verifica alguna de las cuatro primeras afirmaciones anteriores.

En particular, las funciones continuas son medibles, y la suma y producto de dos fun-
ciones medibles o de una funcién medible y una constante también son medibles. Ademaés,

tienen un buen comportamiento al tomar limite, si este existe.

A continuaciéon comenzaremos a definir la integral de forma gradual comenzando por

las funciones simples.
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Definiciéon .21. Sea S : E — (—00,00). Se dice que S es simple si S(E) tiene un
numero finito de puntos. Si a, ..., ., son los distintos valores que toma la funcién S y

A; ={z € E:S(x) = a;}, entonces definimos la forma canénica de S como

m
S = Z QX A,
i1

donde x4, es la funcién caracteristica en A;.

Teorema .22. Sea f : E — [0,00] una funcion medible. Entonces existe una sucesion
{Sm} de funciones simples medibles tales que:

) 0< 8 <S8 <..<Sy<...<f.

b)Sm(x) — f(z) para cada x € E.

Definicién .23. Sea D C R™ un conjunto medible. Sea S : D — [0, 00) simple y medible,

ysea S =", a;x4, suforma canénica. Si E es un subconjunto medible de D, se define:

SE/Sdu: ai-uAiﬁE
[s=[ > a4

Teorema .24. Sea S : D — [0,00) simple y medible. Sea E = U2 E; con los E;

contenidos en D y disjuntos dos a dos. Entonces es:

Sdy = /Sd
/EM;E "

Ademas, la suma de funciones simples y medibles es una funcién simple y medible, y

su integral es la suma de las integrales.

Definicion .25. Sea f : D — [0, 00] con f medible. Si E' es un conjunto medible contenido

/EfE/Efduzsup/ESdu

con S variando en las funciones medibles simples con 0 < § < f. Llamaremos integral de
Lebesgue de f sobre E a / fdu.
E

en D, se define:

Teorema .26 (Teorema de Lebesgue de la convergencia monétona). Sea { f,} una sucesion
de funciones medibles de E en [0,00], tales que, para cada x € E, se verifica

a) 0< fi(z) < ... < finlz) < ... <0

b) fm(x) — f(z)

Entonces f es medible y ademds se verifica

/E Frdp — /E fdp.
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Teorema .27. Si f y g son funciones de D en [0, 00] ambas medibles, entonces

/D(f+g)du—/Dfdu+/ngu-

Lema .28 (Lema de Fatou). Si {f.} es una sucesion de aplicaciones de E en [0, 0]

medibles, entonces

/ liminf f,,dp < h’minf/ fmdu.
E E

Definicion .29. Definimos la funcién parte positiva de la funcién f como f* = maz {f,0},

y la funcion parte negativa por f~ = maz {—f,0}.

Definicion .30. Diremos que la funcion f es integrable en el sentido de Lebesgue en un
conjunto medible E si alguna de las integrales [ fT v [ f~ es un ntmero real, es decir,

E I3
no son las dos infinito. La integral de Lebesgue de f en E viene dada por

Jo= )0

Definicion .31. Una funcién medible f se dice sumable en el conjunto F si

/Elfldu<<>0-

Teorema .32. Si f, g son funciones sumables en un conjunto E y o, 5 € R, entonces la

funcion af + Bg es sumable y ademds

/E(aer/Bg)d:UJ:O‘/EdeJF,B/Egd;L.

Teorema .33 (Teorema de Lebesgue de la convergencia dominada). Sea { fr,} una sucesion
de aplicaciones de E en [—00, 00| con cada f,, medible. Sea f : E — [—o00, 0] con f(z) =
lim f,(x) para cada x € E. Si existe una funcion sumable g tal que | fr,(x) |< g(x), para
?a_cizom =1,2,..., y cada x € F, entonces f es sumable, y ademds se verifica que

tim [ | f | du=0
E

m—o0
y que

m— 00

lim mwz/fw
E E

Observacion .34. Los valores que toma una funcién en un conjunto de medida nula no afec-
tan a la integrabilidad o no integrabilidad de la funcién, ni al valor de la integral cuando

esta existe.
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Ademas, si una propiedad se verifica en todo punto de un conjunto A excepto en un

subconjunto de medida nula, se dice que la propiedad se verifica para casi todo punto de A.

En los teoremas en los que se pide que se cumpla una condicién en todos los puntos, si

dicha condicién se pide para casi todo punto el resultado sigue siendo valido.
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