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Resumen

La programacién dindmica es un método que consiste en simplificar un problema de pro-
gramaciéon matematica complejo en subproblemas mas simples, de manera recursiva, de
forma que, resolviendo estos tltimos, podamos hallar una solucién 6ptima para el proble-
ma original.

En este trabajo veremos una introduccién a la programacion dindmica baséndonos en
diferentes casos précticos, sobre los que veremos como aplicar esta técnica, lo que nos per-
mitiréd identificar las caracteristicas comunes y las diferencias de los problemas que pueden

ser resueltos mediante programacion dinamica.

Abstract

Dynamic programming is a method that consists of simplifying a complex mathematical
programming problem into simpler subproblems, recursively, so that, by solving them, we
can find an optimal solution for the original problem.

In this document we will see an introduction to dynamic programming based on different
practical cases, on which we will see how to apply this technique, which will enable us to
identify common characteristics and differences in problems that can be solved through

dynamic programming.
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Introduccion

Al terminar la Segunda Guerra Mundial, se empez6é a considerar que habia un gran
nimero de actividades que podian ser clasificadas como problemas de decisién divisibles en
subproblemas en diversos campos como ingenierfa, economia, industrial y militar. Pronto
se vi6 que estos problemas matematicos que iban surgiendo sobrepasaban los limites con-
vencionales del andlisis y que se necesitaban nuevos métodos para una resolucién exitosa
de estos.

Las técnicas clasicas de céalculo eran a veces tutiles en estas nuevas areas, pero estaban
claramente limitadas en alcance y versatilidad, y en ocasiones eran ineficientes en lo que

se refiere a proporcionar respuestas numeéricas.

La aceptacién de estos hechos llevo a la creacion de una serie de nuevos métodos y teorias
mateméaticas. Entre estos se halla la técnica de la programacién dinamica, basada en el
principio de optimalidad, con un gran potencial para el campo de las computadoras digi-
tales, que en aquel momento se encontraba en plena expansion. Esta fue desarrollada por

el matemético Richard E. Bellman en 1953, y posteriormente en su libro [BeDr]|.

El principio de optimalidad de Bellman nos dice que, dadas las decisiones 6ptimas que
hallamos tomado en cada una de las etapas en las que podemos dividir un problema, estas
no dependeran de las decisiones 6ptimas que hayamos tomado en las etapas anteriores y

que la solucién global del problema se obtiene a partir de las soluciones de los subproblemas.

Basandonos en esto, podemos ir resolviendo de forma recursiva cada uno de los subproble-
mas (etapas) independientemente, los cuales seran més sencillos que el problema principal,
para al final combinar todas las decisiones que hallamos tomado y hallar asi la solucién
6ptima del problema inicial.

Se puede ver entonces una de las principales ventajas de esta técnica. Al resolver un proble-
ma localmente, cualquier imprevisto que surja en la vida real y nos haga anadir o eliminar

opciones del problema implicard menos calculos que en el caso de resolverlo globalmente,
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X INTRODUCCION

pues entonces tendriamos que empezar de cero, y de esta forma solo tendremos que modi-

ficar el subproblema afectado.

Por otro lado, esto puede llegar también a ser una desventaja, ya que este ntimero de
célculos ird aumentando segiin vayamos anadiendo variables o etapas al problema. Es facil
ver que llegard un punto donde el namero de célculos se haga rapidamente inviable, lo que
es conocido como la "maldicién de la dimensién". Aun asi, gracias a la potencia de las

computadoras, en la actualidad es un problema de menor importancia.

En cuanto a estos problemas, es la practica la que nos va a permitir determinar si se
pueden resolver mediante programacién dinamica, asi como una forma concreta de apli-
carla, ya que segun los problemas que tengamos habra que actuar de distintas formas. Por
eso, el aprendizaje de esta técnica exige la realizacion de diversos casos practicos, como se
puede ver en los libros dedicados a la programacién dinamica, en los cuales nos basaremos
para este trabajo.

Por ejemplo, podemos clasificar un problema segtin las etapas en las que podamos descom-
ponerlo. Si lo hacemos en un namero finito de etapas, lo denominaremos un problema de
horizonte finito. En cambio, si resulta un ntmero infinito de etapas, serd un problema de

horizonte infinito. Nos centraremos exclusivamente en problemas del primer tipo.

También podemos clasificar la programacion dindmica en dos tipos: la deterministica y
la probabilistica. La diferencia entre ambas sera que en la primera no habra incertidumbre
en los resultados, mientras que en la segunda habré una cierta incertidumbre proporcionada
por una distribucién de probabilidad. En este trabajo nos centraremos en la programaciéon
dinamica deterministica, pero también presentaremos un ejemplo de programaciéon dina-

mica probabilistica.

En este trabajo presentaremos una introduccion a la técnica de la programaciéon dinamica,
ilustrandola con diversos ejemplos practicos, que nos haran comprender més facilmente su
funcionamiento.

Para esto, nos basaremos en los libros [BeDr| y [Bel2], siguiendo la estructura de [HiLi.



Capitulo 1

El problema basico

Nosotros vamos a aplicar la técnica de programaciéon dindmica en los problemas de
programaciéon matematica.
En un problema de programaciéon matematica tenemos los siguientes componentes:

» Variables de decision =z = (z1,...,2,) € R™.

= Funcién objetivo f: R" — R.

= Restricciones, condiciones que deben cumplir las variables de decisiéon.

Pueden ser de dos tipos:

e Restricciones de desigualdad, g;(z) <0,i€1,...,m (con g;: R* — R).

e Restricciones de igualdad, hj(z) =0,5 € 1,...,l (con hj: R" — R).
La formulacién de un problema de programaciéon matematica sera de la forma:

minimizar f(z)
sujeto a gi(z) <0 i=1,...,m
h](x):O j:].,,l

Llamaremos region factible al conjunto de puntos (x1,...,2,) € R™ en los que se verifican

las restricciones impuestas en el problema.

Cuando resolvemos estos problemas, obtenemos la soluciéon 6ptima “global”; es decir, el
valor de la funcion objetivo por los valores 6ptimos (z1,...,2,) obtenidos "simultédnea-
mente”.

Pero, en algunas ocasiones, podemos resolver el problema ”de manera secuencial”, es decir,
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considerando n subproblemas relacionados entre si, obtenidos a partir del problema gene-
ral, en los que solo consideraremos una variable de decisiéon x; € R, ¢:1,...,ny, una vez
resueltos, podemos “enlazar” las soluciones de estos subproblemas para obtener la solucién
optima del problema completo. Este enfoque se conoce como Resolucion de un problema
en varias etapas.

En este procedimiento se basa la programaciéon dinamica.

1.1. Elementos principales

Como ya hemos indicado, la programacién dindmica es un método para resolver problemas
de programaciéon matemética que puedan dividirse en subproblemas relacionados entre si

de forma que, resolviéndolos, podemos hallar una solucién éptima para el problema original.
Los elementos principales para definir un problema de programaciéon dinamica son:

» Etapasi={1,2,...,n}. En cada una de las etapas tenemos uno de los subproblemas
en los que dividimos el problema original. Podemos encontrar problemas con un
nimero de etapas finitos o infinito. En este trabajo nos centraremos en los problemas

de horizonte finito, aquellos con un nimero finito de etapas.

» Variables de decision = = (z1,...,z,) € R". Estas representan las decisiones que
tomaremos. Cada x; es la variable de decision que tomaremos para llegar a la etapa
1+ 1.

» Estados s = (s1,...,5,) € R". Los estados son las distintas condiciones posibles en
las que se puede encontrar el sistema en cada etapa del problema, es decir, s; nos

indica los posibles valores de la variable x;.

» Funcion objetivo f = (f1,...,fn): R" — R. Representa el coste o beneficio
asociado a las variables de decisién. Esta serd una funcion aditiva sobre el tiempo,
por lo que tendremos una relaciéon recursiva que identifica la decisiéon 6ptima para la

etapa 7, dada la politica 6ptima para la etapa ¢ + 1.

Iustrando graficamente esta estructura en la siguiente figura:
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Ti—1 T Li+1
Si—1 —|Etapa i —1 Si Etapa 7 Si+1 Etapa i + 1|— Sit2
fi—1 fi Jit1

Figura 1.1: Estructura de la programaciéon dinamica en la etapa 1.

Una vez presentados estos conceptos, expondré un problema del camino mas corto y vere-

mos como resolverlo mediante programaciéon dinamica.

Ejemplo 1.1. Este ejemplo es una variaciéon del Problema de la diligencia, desarrollado
por el profesor Harvey M. Wagner.

Presentamos a una joven que debe desplazarse desde A Coruna hasta Barcelona por moti-
vos de trabajo, y la empresa decide que dispone de 15 dias para hacer el viaje por carretera.
Aprovechando el exceso de tiempo, la joven decide hacer paradas intermedias para hacer
turismo en distintas ciudades de Espana. Aun asi, quiere llegar en el menor tiempo posible
al destino final, Barcelona, para asi familiarizarse con la ciudad.

Dependiendo de en que ciudades intermedias decida pararse, estara en ella mas o menos
dias, ya que algunas tienen mas interés turistico que otras.

Representado como A el punto de partida (A Coruna), y como J el destino (Barcelona),

ilustramos las rutas posibles a seguir:
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Figura 1.2: Posibles rutas a seguir por la joven.

Es evidente que se requieren cuatro etapas para viajar desde A hasta J, por lo que n = 4.
En el grafo estan representados los dias que tardaremos desde que llegamos al estado s;
hasta que llegamos al estado s;41, es decir, el coste de la decision de ir de s; a s;41, deno-
tados por c¢(s;, 55).

Por tanto, la pregunta a responder sera: ;Cual es la ruta que minimiza el coste del viaje?

Ahora se presentaran las dos estrategias a seguir para asi poder resolver el problema usando

programacioén dinamica.

1.2. Meétodos backward y forward

La programaciéon dinamica intenta mejorar la eficiencia del célculo de problemas descom-
poniéndolos en subproblemas de menor tamaio, mas faciles de resolver. Esta esta basada

en el Principio de Optimalidad de Bellman:

«Una politica optima tiene la propiedad de que cualquiera que sea el estado inicial y la
decision inicial, las decisiones restantes deben constituir una politica dptima con respecto

al estado resultante de la primera decision.» [Bellman,1962| [BeDr|

Entonces, volvemos a explicar la relacién recursiva inducida por la funciéon objetivo con

més detalle. Tenemos entonces:

n = nimero de etapas.

1 = etapa actual.
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s; = estado actual de la etapa 1.

x; = variable de decision de la etapa 1.

fi(s;, z;) = contribucion a la funcién objetivo si el sistema se encuentra en el estado s; en
la etapa i, la decisién inmediata es x;, y en adelante se toman decisiones 6ptimas.

x; = solucion 6ptima de z; dado s;.

fi(si) = max{ fi(si, x:)} = fi(si, ), o bien f(s;) = min{ fi(si, zi)} = fi(si, z}).

La relacion recursiva sera de la forma f;*(s;) = méax{ fi(s;, z;)} o bien f*(s;) = min{ f;(si, i)},
donde f;(s;, ;) dependera de ff ;(sit1).

Procedemos a buscar la soluciéon comenzando por el final y moviéndonos hacia atréas etapa
por etapa para encontrar la decisiéon 6ptima para cada etapa hasta que llegamos a encon-
trar la decisiéon 6ptima desde la etapa inicial, la cual lleva directamente a una solucién
6ptima del problema completo, gracias al Principio de optimalidad.

Queda asi definido el método "backward" (método "hacia atras") para la resolucion de

problemas de programacion dinamica.

Cabe la posibilidad de que la relacién recursiva se pueda definir en funcién de las etapas
anteriores. Por tanto se empezara a resolver el problema comenzando al inicio y movién-
donos hacia delante etapa por etapa hasta llegar a la etapa final y obtener una solucién
para el problema completo. Esto es conocido como el método "forward" (método "hacia
delante"), que suele ser menos usado.

Ahora pondremos un ejemplo para ilustrar estos dos métodos. Aunque no se trata de un

problema de programacién dindmica, nos servira para explicar estos conceptos:

Ejemplo 1.2. En la pelicula La jungla de cristal 3, el villano le va proponiendo diferentes
retos al protagonista. Uno de ellos consiste en que, para poder evitar que una bomba
explote, debe de realizar lo siguiente:

Disponiendo tnicamente dos recipientes, uno con capacidad para 5 litros y el otro para 3, el
protagonista tendré que conseguir que en uno de ellos haya 4 litros de agua. Evidentemente

tendré que haber 4 litros en el recipiente con mayor capacidad.
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METODO BACKWARD: Partiremos del hecho de que en el recipiente grande debe de
haber 4 litros de agua. En el recipiente pequeno puede haber tanto 3 litros como ninguno,
para este ejemplo supondremos que esta vacio. Podemos ver el proceso de resoluciéon en la

figura 1.3a.

METODO FORWARD: Partiremos de que tenemos los dos recipientes vacios y in-
tentaremos llegar a tener 4 litros en el grande. Ilustramos el proceso de resolucién en la
figura 1.3b.

4 \ 0 0 0
1 3
5 0
1 : \
\ 2 3
0 1
2 0
5 1 \
\ 0 2
3 3
2
0 3 4 3
(a) Método backward. (b) Método forward.

Figura 1.3: Resolucién del problema mediante los dos métodos.

1.3. Ejemplo ilustrativo de la técnica de programacién dina-
mica
Una vez hemos visto como funcionan las dos opciones, resolveremos el ejemplo 1.1 me-

diante los métodos backward y forward, tratdndose ya de un problema de programacién

mateméatica (problema del camino mas corto).
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Ejemplo 1.1 (Continuacion). Para empezar a resolverlo, primero resumimos los costes de

cada ruta en las siguientes tablas, es decir, los ¢(s;, s;) coste de ir de s; a s;:

B C D E F G H 1 J
A 21413 B |[7|4]6 E [ 1] 4 H |3
312 | 4 6 | 3 I | 4

D |4 |1]5 G |33

Figura 1.4: Coste de cada ruta.

Queremos entonces encontrar el camino mas corto desde cada nodo s; al nodo J, es decir,
una secuencia de movimientos que minimicen el coste total para llegar a J desde cada nodo
S;.

Para que el problema tenga solucién, es necesario que los caminos que empiecen y acaben
en el mismo nodo, es decir los ciclos, no tengan una longitud negativa. En caso de que esto
ocurriera, seria posible disminuir la longitud de algunos caminos anadiendo infinitos ciclos
de longitud negativa. Esto no serd un inconveniente en este problema, ya que podemos

comprobar que no hallamos ninguno en el grafo.

Observando el grafo, vemos que un camino éptimo necesitard exactamente 4 movimientos,
por lo que introduciremos la formulacién necesaria para resolver el problema mediante
programacion dinadmica:

Trabajaremos con un problema de camino més corto con un solo nodo inicial y un solo
nodo terminal.

Vamos a formular el problema del camino més corto en términos de un "problema de deci-
sion secuencial”; es decir, un problema en el que podemos aplicar la programacién dindmica
para su resolucion, suponiendo que empleamos el método "hacia atras”. Consideraremos,
entonces, los siguientes elementos:

Denotaremos como S el espacio de estados, que serdan los nodos del grafo, en nuestro caso
S={A,B,C,D,E,F,G,H,I,J}.

Entonces, para cada s € S, definimos D(s) como las posibles decisiones que podremos
tomar dado que estemos en el estado s. Por ejemplo, si nos hallamos en el estado C, ten-

dremos que D(C) = {E, F,G}.
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Sean ahora los conjuntos
ST .= {se S: D(s) =0} ST .= {seS: D(s) #0}.
Vemos que ST es el nodo terminal, mientras que S’ seran los nodos "no terminales”. Por
tanto ST = {J}y S' ={A,B,C,D,E,F,G,H,I}.
Con respecto a la funcién objetivo, podemos escribirla como:

flx1, ... xn) = c(xo, 21) + c(x1, 2) + - - - + c(Tp—1, Tn),

donde

xq es el estado inicial, xg = 51 = A.

x; es la decision tomada en la etapa i: el nodo al que decidimos desplazarnos.
» ¢(xi_1,x;) es la longitud del arco (z;_1,;), en este caso su coste.
= 5; = x;_1 es el estado en el que nos encontramos en la etapa <.
» f(z1,...,2,) es la longitud (coste) del camino (A, z1,...,z,).
Por tanto, usando la estrategia "hacia atras” para resolver el problema, tenemos ahora que:
fH(si) = min {e(ss, 2i) + [ (siv1)}, s;esh ie{1,...,n}

z,€D(s;)
con

falsn) = [3(J) =0

siendo asi el valor de la funcién objetivo en la solucién optima fi(s1), con los valores
de las variables de decision (xf, x5, ..., 2}).

Definimos entonces f;(s;,z;) como el coste total de una politica 6ptima para las etapas
restantes estando la joven en el estado s;, preparada para iniciar la etapa ¢ y eligiendo
x; como siguiente decision. Entonces sea z la decisién (no necesariamente tnica) que

minimiza f;(s;, x;), denotamos:

fi(si) = min fi(siszi) = fi(si, x7).

Resoluciéon por el método backward:
Primero resolveremos el problema mediante el método backward, por tanto tenemos que

fi(si, z;) = coste inmediato de la etapa ¢
+ coste futuro minimo (etapas a partir de la i + 1)

= c(sis i) + [ (@)
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donde ¢(s;, x;) esta determinado por las tablas para c(s;, s;) donde s; = ;.

Queremos hallar f](s1), donde s; = A. Determinaremos entonces f(s4), f4(s3), f3(s2)
y por ultimo f{(s1). Empecemos:

Cuando ¢ = 4, a la joven so6lo le queda una etapa por recorrer, por tanto x4 = J quedando
esto totalmente determinado por su estado actual s4 (H o I).

Tenemos entonces f(s4) = fa(s4,x}) = c(s4, ) siendo z = J y las posibles soluciones:

Ahora, si nos desplazamos a la etapa ¢ = 3, tenemos ya 6 posibles soluciones.
Supongamos por ejemplo que nos encontramos en el estado G,es decir, s3 = G; entonces

la joven debe desplazarse al estado H o I con unos costes inmediatos de ¢(s3,z3) = 3 si

L

Como podemos ver en el grafo anterior, si la joven elige 3 = H, tendra un coste adicional

$3:HOJZ3:I.

optimo de f;(H) = 3, por lo que el coste total de la decision seria f3(s3,x3) = c(s3,z3) +
fi(xs) = ¢(G,H) + ff(H) = 34+ 3 = 6. En cambio, si la joven elige 3 = I, el coste
adicional 6ptimo sera fi(I) = 4, y el coste total sera f3(s3,z3) = c(s3,x3) + fi(x3) =
oG D)+ fi(I)=3+4=T.

Por tanto, la decision 6ptima serfa 23 = H, ya que proporciona el coste minimo, f5(z2) = 6,
donde z9 = G.

Los razonamientos en caso de encontrarnos en cualquiera de los otros dos estados posibles

s3 = E o0 s3 = F son anélogos, y por tanto los resumimos en esta tabla:
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f3(s3,73) = c(s3,23) + fi(w3)

T3

s3 H I f5(s3) | o3
E 4 8 4 H
F 9 7 7 I
G 6 7 6 H

Podemos entonces desplazarnos a la etapa ¢ = 2. Supongamos que nos encontramos en el

estado D, es decir, s = D y hagamos todos los calculos necesarios:

/ a

1
O ©
La joven podréa desplazarse al estado E, F o G con costes inmediatos c¢(sg,z2) = 4 si
x9 = E, c(s2,29) =181 29 = F 0 ¢(s2,22) =5 si 29 = G. Como ya lo hemos calculado en

la etapa i = 3, sabemos que el coste adicional minimo para llegar a J serd f5(z2) = 4 si

xo =E, fi(xg) =T7sixg =F o ff(x2) =6 si x2 = G. Entonces tenemos que, si s; = D:

ro=FE:  [o(D,E) = fase, x2) = c(s2,22) + f5(x2) = c(D,E) + f5(E) =4+4=8.
xo = F: fQ(D,F):fQ(SQ,ZL'Q):C($2,$2)+f§<($2):C(D,F)"—fg(F):1+7:8.
z2=G:  [2(D,G) = fa(sa, x2) = c(s2,22) + f5(22) = ¢(D,G) + f5(G) =546 =11

Por tanto, el coste minimo para llegar de D a J es f5(D) = 8 y debemos elegir 25 = E o
x5 =F.

Haciendo estos mismos célculos para so = B y s9 = C' llegamos a la siguiente tabla:

fa(s2,x2) = c(s2,x2) + f4(2)

Z2
89 E F G f3(s2) | 3
B 11 11 12 11 EoF
C 10 7 E
D 8 8 11 8 EoF
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Podemos ver que, si partimos de los estados B o D, es indiferente escoger 5 = E o x5 = F/,
ya que las dos opciones minimizan el coste hasta llegar al destino final J.
Entonces podemos pasar a la tultima etapa, ¢ = 1. Ahora tenemos la facilidad de que solo

hay un estado inicial posible, s; = A, tal y como se muestra en el diagrama:

(=)
3

Hacemos los célculos entonces sobre cada eleccién de xq:

11=B:  fu(A,B) = fils1.21) = c(s1,a1) + fi(@1) = (A, B) + f3(B) =2+ 11 = 13.
11=C:  A(AC) = filsi,on) = elst.a1) + f5(21) = e(A,C) + f5(C) = 44T =11,
1=D:  fi(AD) = filsi,e1) = c(s1,21) + f3(21) = (A, D) + f5(D) = 3+8 = 11.

Por lo cual se tiene que f{(s;) =11 con s; = Ay x} = C o ] = D, lo que nos lleva a la
tabla:

fi(s1,m1) = c(s1,21) + f5 (1)

T
S1 B C D fl*(sl) .CUT
A 13 11 11 11 CoD

Hemos llegado asi a la solucién del problema global, que nos dice que, si escogemos como

primera decision 7 = C, tenemos la ruta éptima
A—-C—FE—H—J

En cambio, si escogemos como primera decisiéon x; = D, tenemos dos posibles rutas 6pti-

mas:

A—-D—-FE—-H—=J
A—-D—-F—=1—J

Como hemos ido comprobando a lo largo del ejemplo, las tres rutas 6ptimas tienen el coste
minimo f;(A4) = 11.

Finalmente, ilustramos las rutas éptimas en el siguiente diagrama:
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Figura 1.5: Soluciones éptimas del problema.

Resoluciéon por el método forward:

Ahora resolvemos el problema mediante el método forward, por lo que tenemos
f{k(si) = Hal;lzn fz‘(Sz‘,ﬂﬁi) = fi(Sz‘,ﬂﬁf%

donde ahora

fi(si, z;) = coste inmediato de la etapa i
+ coste anterior minimo (etapas hasta la ¢ — 1)

=c(zi, i) + fi21 (i)

donde ¢(z;, s;) esta determinado por las tablas de costes dadas anteriormente.
Ahora queremos hallar f}(s4), donde s4 = J.
Cuando ¢ = 1, la joven se hallard en B, C o D, por lo que evidentemente x1 = A. Tenemos

que fy(s1) = fi(s1,z1) = c(aF, s1), siendo ] = A :

51 ‘ J1(s1) ‘ ]

B 2 A
C 4 A
D 3 A

Nos desplazamos entonces a la etapa ¢ = 2. Suponemos que nos encontramos en el estado
E, es decir, s5 = E. Por tanto debemos decidir si llegamos a E desde B,C o D. Si hacemos

los célculos para so = E tenemos

2 =DB:  [fo(E,B) = fa(s2,x2) = c(w2,82) + fi(x2) = c(B,E) + f{(B) =7T+2=09.
2 =C:  [o(E,C) = fa(s2,22) = c(x2,52) + f{(22) = c(C,E) + [{(C) =3+4=T.
zo=D:  fo(E, D)= fo(s2,22) = c(x2,82) + f(22) = c(D, E) + f{(D) =4 +3=T.
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Por tanto el coste minimo para llegar de A a E es f5(F) = 7 y debemos elegir 5 = C' o
D.

Haciendo los mismos célculos para s = F'y G llegamos a la tabla

fa(s2,m2) = c(x2, 52) + f{ (22)
)
S9 B C D f3(s2) T
E 9 7 7 7 CoD
F 6 6 4 4 D
G 8 8 8 8 |B CoD

Podemos entonces desplazarnos a la etapa ¢ = 3.
Supongamos que la joven se encuentra en el estado H. Por tanto ella puede llegar hasta
ahi desde E, F o G con costes inmediatos c¢(x3,s3) =1 si 23 = E, c(x3,s3) =6 si z3 = F

o c(x3,83) = 3 si x3 = G. Tenemos entonces que si s3 = H:
z3=E:  f3(H,E)= f3(s3,23) = c(x3,83) + f3(w3) = (B, H) + f{(E) =1+T7=8.

3 =F: f2<H,F) = f3(83,$3) = C($3,$3) —|—f2*($3) = C(F,H) —i—fik(F) =6+4=10.
w3=G:  fo(H,G + f3(x3) = (G, H) + f{(G) =3+8 =11

~—
I
o
—
V)
w
=
w
N—
I
(o)
—~
=
w
V)
w
N—

Por tanto el coste minimo para llegar de A a H sera f5(H) = 8 eligiendo z3 = E.

Hacemos los célculos también para s3 = I y tenemos:

f3(s3,23) = c(x3,s3) + f3(x3)
x3
s3 E F G f3(ss) | @5
H 8 10 11 8
1 11 7 11 7 F

Finalmente llegamos a la etapa i = 4, donde el tnico estado posibles es s4 = J, el destino

final. Tenemos que:

Ja(sa4,24) = (24, 84) + [ (74)
T4

54 H I fi(sa) |z}

J 11 11 11 Hol

Hemos llegado entonces a la solucién del problema global, que nos dice que podremos seguir

las rutas:
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A—-C—FEF—H—J
A—-D—-FE—-H—J
A—-D—-F—>1-=J

con un coste 6ptimo de f;(J) = 11.
Vemos claramente que las soluciones 6ptimas serdn las mismas tanto si se resuelve mediante

el método backward como por el forward.

Esto es un claro ejemplo de un problema de programacién dinidmica deterministica,

en la cual no hay incertidumbre sobre los resultados obtenidos en cada etapa.

1.4. Programacién dinamica probabilistica

En la programacién dindmica probabilistica habré cierta incertidumbre sobre los resulta-
dos obtenidos en cada etapa, ya que existe una distribucién de probabilidad para determi-
nar cual seré el siguiente estado. Esta distribucién de probabilidad esta determinada por
el estado y la variable de decisién de la etapa actual.

Podemos describir su estructura basica a partir de la siguiente figura:

Etapa 1 Probabilidad ~ Contribucion ~ Etapa ¢ + 1

de la etapa i @
/ i*+1(1)
C2 — @

b1
) @éﬁ — 7 (2)
fi(si,x;) Pk \
Ck

Figura 1.6: Estructura de la programaciéon dindmica probabilistica.
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Si expandimos la figura 1.6 incluyendo todos los estados y decisiones posibles en cada una
de las etapas del problema, se obtiene el arbol de decisiéon. Este, si no es muy grande, nos
proporciona una forma muy util de resumir todas las posibilidades.

Evidentemente, la relacion entre f;(s;,7;) y f;;(si+1) serd mas complicada que en el caso
deterministico, a causa de la estructura probabilistica. Por ello, la forma exacta de la rela-

cion dependerd de la forma global de la funcién objetivo.

En este trabajo nos centraremos en la programacién dindmica deterministica, pero an-
tes ilustraremos estos conceptos sobre la programaciéon dindmica probabilistica con un

ejemplo:

Ejemplo 1.3. Una estudiante especializada en estadistica ha desarrollado un sistema que
cree que le puede hacer ganar el juego mas popular de la feria de verano de su pueblo. Cada
jugada consiste en apostar cualquier cantidad de monedas de 1€ disponibles, de forma que,
si ganas, doblas la cantidad de monedas que apostaste, y si pierdes, pierdes las monedas
involucradas. En cambio, sus amigos no creen que su método sirva de nada, por lo que
hacen una apuesta. Esta consiste en que, si comienza con 3€, tendri que obtener al menos
5€ después de tres jugadas para poder ganarla.

La estudiante estima que su sistema garantiza una probabilidad de % de ganar una jugada
dada. Si suponemos que esta estimaciéon de probabilidad es la correcta, la pregunta sera:
; Cuantas monedas debe apostar en cada jugada para maximizar la probabilidad de ganar

la apuesta a sus amigos?

RESOLUCION: Usaremos la siguiente formulacion:

Etapa ¢ =i-ésima jugada (i = 1,2, 3),
x; =namero de monedas apostadas en la etapa 1,

s; =numero de monedas disponibles al empezar la etapa 1.

El objetivo sera maximizar la probabilidad de que la estudiante gane la apuesta, asi que la
funcién objetivo que debemos maximizar en cada etapa es la de la probabilidad de terminar

las tres jugadas con cinco monedas o més. Por tanto

fi(si,x;) = probabilidad de terminar las tres jugadas con cinco monedas o mas,
teniendo en cuenta que se comienza la etapa i con s; monedas y su

decisién inmediata es x;, en adelante tomando decisiones 6ptimas,

f:(si) = 7méx fz(sz,xz)
1‘1‘70,17...781'
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En una jugada i dada, si pierde, el estado de la siguiente etapa sera s; —x; y la probabilidad
de acabar con al menos cinco monedas serd f; | (s; — ;). En cambio, si gana, el estado de
la siguiente etapa serd s; 4 x; y la probabilidad respectiva f; ;(s; + x;). La probabilidad

de ganar una jugada dada suponemos que es %, por lo que tenemos

1., 2 .,
fi(siyz;) = gfi+1($i —x;) + gfi+1(5i + x;),

donde fi(s4) =0siss <5y fi(sa) =1siss>5. Vemos entonces que la etapa i no afecta

directamente a la funcién objetivo.

Podemos resumir estas relaciones en la figura 1.7 :

Etapa 4 Probabilidad ~ Contribucion  Etapa i + 1
de la etapa ¢

o

1 fz‘*+1(5i — ;)
O G|
fi(si, ) \ .
\

= % e (si — @) + % o (si + )
fz'*+1(5i + ;)

Figura 1.7: Estructura del problema.

Entonces, la relacién recursiva dada seré:

1

* ‘ * 2 * .
fi(si) = xi:%ﬂ’?f’& {3fz‘+1(5i — ;) + gfz‘+1(5i + :vi)} ; 1=1,2,3.

Resumimos los calculos para hallar la solucién en las siguientes tablas:



1.4. PROGRAMACION DINAMICA PROBABILISTICA

Etapa ¢ = 3:
53 f3(s3) 3
0 0
1 0
2 0
3 2 2 (0 mas)
4 2 1 (0 mas)
>5 1 0
Etapa ¢ = 2:
45
fa(s2,@2) = 3 f3 (52 — x2) + 2 5 (s2 + x2)
59 0 1 2 3 4 f5(s2) x5
0 0 0
1 0 0 0
4 4 4
2 4 2 2 2
3 3 5 3 3 3 |0203
4 2 8 2 2 2 8
3 9 3 3 3 9
>5 1 1 0
Etapa i = 1:
1
fi(st,@1) = 2 f5(s1 —21) + 25 (s1 + 21)
s1 0 1 2 3 fi(s1) | 23
2 20 2 2 20
3 3 2 3 3 7|1
Finalmente obtenemos que la secuencia de decisiones 6ptima es
) . si gana, z3=0
sl gana, Ty =1 o
si pierde, z3=203
x] =1 , . 203 siay =1
o . si gana, xy = .
si pierde, x5 =102 1,2,304 six;=2
si pierde, la apuesta esté perdida

Asi, la estudiante tendra una probabilidad de g—g de ganarle la apuesta a sus amigos.

\
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CAPITULO 1. EL PROBLEMA BASICO



Capitulo 2

Programacion dinamica

deterministica

En los problemas de programacién dindmica deterministica no existe incertidumbre a
la hora de calcular las soluciones 6ptimas, etapa a etapa.

Podemos describirla a partir de la siguiente figura:

Etapa @ FEtapa ¢+ 1
(=)
(85, x;)
fz’(Si, fﬁz) f{k+1(3i+1)

Figura 2.1: Estructura de la programaciéon dinamica deterministica.

Si nos hallamos en la etapa 7, estamos en algin estado s;. Al tomar la decisiéon x; pasamos
a un estado s;11 en la etapa ¢ + 1. La contribuciéon 6ptima a la funcién objetivo a partir
de ese punto la calculamos como f;* ;(si+1), y sabemos que la variable de decision xz; tam-
bién contribuye a la funcién objetivo. Al combinar estos dos datos de la forma correcta se
obtiene f;(s;,z;), la contribuciéon de la etapa i en adelante.

Por tanto, una vez hallados x} y f*(s;) para cada valor posible de s;, el procedimiento se
mueve hacia atris una etapa.

Se puede ver claramente que este es el procedimiento que hemos utilizado para resolver el

ejemplo 1.1.

19
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Hay varias formas en las que podemos clasificar los problemas de programacién dinamica

deterministica:

= Funcién objetivo: El objetivo puede ser tanto minimizar como maximizar la suma
de las contribuciones en cada etapa (como en el Ejemplo 1.1), o también minimizar

o maximizar el producto de los términos,etc.

» Estados: Estos pueden ser discretos o continuos. También se puede dar que necesi-

temos un vector de estado.

» Naturaleza de las variables de decision: De la misma forma que los estados, las

variables de decision (z1, xo, ..., x,) pueden ser discretas o continuas.

A continuacién presentaré varios ejemplos para ilustrar estos casos, donde veremos que es-
tas diferencias no seran de importancia, pues la estructura de los problemas es semejante,

y el procedimiento de la programacién dindmica es similar en todos los casos.

La mayoria de los ejemplos que vamos a ver corresponden a un tipo de problemas que
es muy comun en la programacién dindmica, y consiste en que disponemos solamente de
una clase de recurso que debemos asignar a una determinada cantidad de actividades. El
objetivo es determinar como llevar a cabo esa tarea de la forma més eficaz.

Debido a que estos problemas siempre consisten en asignar un tipo de recurso a cierto
nimero de actividades, tendremos la siguiente formulacién de programacién dindmica en

todos los casos, siendo el orden de las actividades arbitrario:

Etapa ¢ = actividad 1.
x; = cantidad de recursos que asignamos a la actividad q.
s; = cantidad de recursos todavia disponibles para asignar a las actividades

restantes (i,...,n).

Definimos asf el estado s; ya que la cantidad de recursos que quedan por asignar es justa-
mente la informacion que necesitamos sobre el estado actual (al comenzar la etapa i) para
tomar las decisiones de como asignarlos para el resto de actividades.

Por tanto, cuando se inicia la etapa i en el estado s;, la eleccién de x; da como resultado que

el siguiente estado de la etapa i+1 sea s;4.1 = s; —;, tal y como se muestra en la figura 2.2 :
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Etapa ¢ Etapa i+ 1
()—

Figura 2.2: Estructura del problema.

Pongamos una serie de ejemplos para ilustrar lo dicho hasta ahora.

2.1. Ejemplo con funcién objetivo lineal

Ejemplo 2.1. La organizacién Médicos sin fronteras se dedica a ayudar con equipos mé-
dicos a paises con recursos escasos o insuficientes.

Recientemente se han detectado 3 paises que estan en una situacién sanitaria deficiente. La
organizacién decide distribuir los 5 equipos de profesionales médicos disponibles entre esos
3 paifses. Estos no pueden dividirse en equipos méas pequenos, es decir, debemos asignar a
cada pafs un ntamero entero de equipos .

La eficiencia de estos se evalta en funciéon de los anios de vida adicionales por persona.
En la siguiente tabla se muestran las estimaciones de estos afios de vida adicionales por

persona (en multiplos de mil) para cada pais y para cada asignacion de equipos médicos:

Miles de anos por persona de vida adicionales
Pais
Equipos médicos 1 2
0 0 0
1 45 20 50
2 70 45 70
3 90 75 80
4 105 110 100
5 120 150 130

Cuadro 2.1: Afos de vida adicionales por persona segin la asignaciéon de equipos médicos.

La pregunta a contestar sera: ;Cuél es la asignacion que maximiza los anos de vida adi-

cionales?
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RESOLUCION: Este problema requiere tomar tres decisiones interrelacionadas: cuantos
equipos asignar a cada uno de los tres paises. Consideraremos los paises como las tres
etapas en las que dividiremos nuestro problema. Por tanto, las variables de decisiéon x;
(1 =1,2,3) son el nimero de equipos que se le asignan a la etapa o pais i.

Definiremos entonces los estados como el niimero de equipos médicos que quedan por ser
asignados a los paises restantes. Asi, en la etapa 1, cuando atn no se ha asignado ningin
equipo, s; = 5. Luego en las etapa 2 y 3, s; serd 5 menos el ntiimero de equipos asignados

en etapas anteriores, es decir,
51:5, 52:5—561, §3 = S92 — X9.

Resolveremos este ejemplo mediante el método "backward", por lo que, al hallarnos al
inicio de las etapas 2 y 3, debemos considerar todos los estados posibles, es decir, s; =
0,1,2,3,4,5.

Establezcamos el problema completo de programacion matematica. Sea p;(z;) la medida de
eficiencia que se obtiene al asignar x; brigadas al pais ¢, entonces debemos elegir x1, z2, x3

para:

3
Maximizar Zpi(l'i)v
i=1
sujeto a

3
E x,-:5,
,L'_

=1
z; >0, x; €Z Vi=1,2,3.

Usando la notacién ya definida anteriormente,

3
filsi,wi) = pilws) + méx Y py(ay),
j=it1
3
donde el maximo se toma sobre las x;41,...,x3 tales que Z xj = s; y las x; son enteros
j=i
no negativos, para i = 1,2, 3. Ademas,
fi(si) = méx  fi(si, z).

2;=0,1,- s
Por tanto,
fi(sisxi) = pi(xs) + fiiq(si — x).
Podemos entonces describir la estructura de programaciéon dinamica de este problema me-

diante la siguiente figura :
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Etapa ¢ Etapa 7+ 1

@ pz(%)
fi(siy i) =
= pi(z) + [ (si — i)

7,'):-1(81' - xl)

Figura 2.3: Estructura de programaciéon dinamica del problema.

Consecuentemente, la relacion recursiva que enlazara las funciones f{, f5 y f3 en este

problema sera:

fi(s) = mdx {pi(eg) + fiy(si— w0}, parai=1,2

i=0,1,--

En el caso de la altima etapa (i = 3),
f5(s3) = max p3(z3).
z3=0,1,--

Una vez aclarada toda la notacion, procedemos a hacer los calculos para la resolucion del
problema:

En la etapa i = 3 podemos observar que los valores de ps(x3) aumentan cuanto mayor
sea x3. Entonces, si disponemos de s3 equipos médicos para asignar al pais nimero 3, el
méaximo de p3(x3) se lograra asignando los s3 equipos, y asi x5 = s3 y f5(s3) = pa(s3),

como podemos ver en la siguiente tabla:

53 | f3(ss) | w3
0 0
1 50 1
2 70 2
3 80 3
4 100 4
5 130 5

Ahora nos movemos hacia atras a la etapa ¢ = 2. Primero necesitamos calcular fo(s2,z2)

para todos los valores posibles de s, es decir, o = 0,1, , s3. Supongamos que sg = 2:
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(0

20

Los costes de las aristas vienen determinados por pa(z2). Asi, si x5 = 0, entonces tenemos
que el estado de la etapa 3 serd s3 = so —x2 = 2 — 0 = 2, mientras que si 2 = 1, entonces

s3 =1y xy = 2 conduce a que s3 = 0. Hagamos entonces los célculos para sg = 2:

x2=0: f2(2,0) = fa(s2, w2) = pa(@2) + foq1(s2 — x2) = p2(0) + f3(2) = 0+ 70 = 70.
zo=1: [2(2,1) = fa(s2,22) = pa(@2) + fo,1 (52 — w2) = p2(1) + f5(1) = 20 + 50 = 70.
r2=2: [f2(2,2) = fa(s2,x2) = pa(x2) + foy1(s2 — 22) = p2(2) + f3(0) =45+ 0 = 45.

Como nuestra intencién es maximizar la funcién objetivo, entonces si so = 2 se tiene que
x5 =001 con f5(s2) = 70. Si hacemos los calculos también para so = 0,1, 3,4, 5, resultan

en la siguiente tabla:

fa(s2, w2) = pa(@2) + f5(s2 — @2)
9

S92 1 2 3 4 5 | f5(s2) x5
0
1 50 20 a0
2| 70 | 70 | 45 70 0ol
3| 80 90 95 75 95
4 1100 | 100 | 115 | 125 | 110 125
5 | 130 | 120 | 125 | 145 | 160 | 150 160

Con todo los calculos realizados para la etapa 2, nos movemos hacia atras para resolver
el problema original desde el principio, la etapa ¢ = 1. Por ser la primera etapa, el Gnico

estado que debemos considerar es el inicial, es decir, s; = 5:
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Los costes de las aristas vienen determinados por p;(z1). Si asignamos z; equipos al pais
numero 1 se llega a que tendremos 5 — x1 equipos disponibles en la etapa 2.

Procedemos entonces a realizar todos los calculos necesarios:

r1=0: fi1(5,0) = fi(s1,21) = p1(x1) + fi1(s1 — 1) = p1(0) + f3(5) = 0+ 160 = 160.
r1=1: fi(5,1) = fi(s1,z1) = p1(x1) + fi1(s1 —x1) = p1(1) + f3(4) = 45 + 125 = 170.
r1=2: fi1(5,2) = fi(s1,21) = p1(x1) + fip1(s1 —21) = p1(2) + f3(3) = 70 + 95 = 165.
r1=3: fi1(5,3) = fi(s1,z1) = p1(x1) + fip1(s1 —21) = p1(3) + f3(2) = 90 + 70 = 160.
z1=4: f1(5,4) = fi(s1,21) = pr(@1) + fiy1(s1 — 1) = p1(4) + f2 (1) = 105 4 50 = 155.
r1=5: fi(5,5) = fi(s1,x1) = p1(x1) + fip1(s1 — 1) = p1(5) + f3(0) = 120 + 0 = 120.
Obtenemos que zj = 1, con ff(s1) = 170. Podemos ver los resultados de la etapa 1

resumidos en la siguiente tabla:

fi(s1,m1) = p1(z1) + f3(s1 — 1)
x7

s1| O 1 2 3 4 5 | fi(s1) | =3

5 160 | 170 | 165 | 160 | 155 | 120 | 170 1
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Llegamos asi a la solucioén del problema global, que nos dice que debemos de escoger como
variables de decision 7 = 1,25 = 3 y 23 = 1, lo que conducira a una estimacién de 170000

anos de vida adicionales.

2.2. Ejemplo con funcién objetivo no lineal

Ahora mostraremos otro ejemplo en el que la funcién objetivo no seré una funcién expre-
sada mediante "sumas” , sino mediante "productos”. Es un ejemplo en el que la funcién
objetivo no es una funcion lineal.

En la primera impresién puede parecer que no es un problema de programaciéon dinami-
ca deterministica, ya que trata con probabilidades. Pese a esto podremos ver que si se
ajusta a la definicion que hemos proporcionado, ya que no existe incertidumbre a la hora

de calcular el estado de la siguiente etapa a partir del estado y la decisién de la etapa actual.

Ejemplo 2.2. Una productora musical se ha enterado recientemente de un nuevo concurso
de misica a nivel nacional, cuyo premio por quedar en primer lugar es un gran incentivo
para participar en él. La productora quiere estar lo mas segura posible de quedar en primer
puesto, por lo que presenta a 3 bandas diferentes para participar en él.

En la situacion actual, se estima que la probabilidad de que las bandas 1, 2 y 3 fracasen (no
queden en primer lugar) es de 0.40, 0.60 y 0.80 respectivamente. Por tanto, la probabilidad
total de fracaso es (0.40)(0.60)(0.80) = 0.192. El objetivo de la productora es minimizar
la probabilidad de que las bandas fracasen, por lo que se asignan 2 misicos de un nivel
superior.

En la siguiente tabla mostramos la probabilidad estimada de que las bandas fracasen si se

les asigna 0, 1, o 2 misicos para colaborar con ellos:

Probabilidades de fracaso
Banda
Nuevos musicos 1 2 3
0 0.40 0.60 0.80
1 0.20 0.40 0.50
2 0.15 0.20 0.30

Cuadro 2.2: Probabilidad de fracaso segtin los musicos asignados.
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Evidentemente, solo consideraremos nimeros enteros de misicos ya que no pueden parti-
cipar en dos bandas a la vez.
La pregunta a responder es: ;Cémo deben de asignarse los musicos para minimizar la pro-

babilidad de que las tres bandas fracasen?

RESOLUCION: La estructura basica de este problema sera analoga a la del ejemplo
2.1. El recurso seran los misicos disponibles y las actividades seran las bandas. La diferen-
cia entre los dos problemas es la funcién objetivo.

Tenemos que la etapa i (i = 1,2,3) serd el musico i, y el estado s; serd el nimero de
misicos todavia disponibles que deben asignarse a las bandas restantes. Las variables de
decision x; (i = 1,2,3) seran el nimero de musicos que se asignan a la banda i.

Sea pj(x;) la probabilidad de que el equipo j fracase si se le asignan x; musicos adicionales,

el objetivo de la productora seré escoger x1,x2, X3 para:

3
Minimizar [ ] pi(x:),
i=1
sujeto a

3
E T; = 2,
i=1

2, >0, 2, €7 Yi=1,2,3.

Por tanto f;(s;, x;) en este problema es
3
filsi, i) = pi(ws) - min [ pjay),
J=i+l

donde el minimo se toma sobre x;41,--- ,x3 tal que

3
E (L‘j = S;
J=i
y los z; son enteros no negativos para i = 1,2, 3. Asf,

fi(si) = min  fi(s;,24),
z;=0,1, 54
con

fi(siyzi) = pi(i) - fif1(si — @i).

Podemos entonces describir la estructura de programaciéon dinamica de este problema me-

diante la siguiente figura :
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Etapa ¢ Etapa i+ 1
()
pi(;)
fi(siyzi) =

i* (Si - 931)
— pilas) - fo(si — ;) o

Figura 2.4: Estructura de programacion dinamica del problema.

Por tanto, la relacion recursiva entre las funciones f7, f5 vy f5 es

fi(si) = min {pi(z;) - fi{1(s0 — i)},

z;=0,1,-,5;

parat=1,2.
En el caso de la etapa ¢ = 3,

fa(ss) = min  p3(z3).

z3=0,1,--,83

Ahora se procederia a realizar todos los célculos necesario, pero son también analogos a

los del Ejemplo 2.1, por lo que los resumimos en las siguientes tablas:

Etapa ¢ = 3:
$3 ‘ f5(s3) ‘ 3
0 0.80 0
0.50 1
2 0.30 2
Etapa ¢ = 2:
Ja(s2, 22) = pa(z2) + f5(s2 — w2)
X2
S9 0 1 2 f3(s2) | =5
0 0.48 0.48 0
1 0.30 0.32 0.30
2 0.18 0.20 0.16 0.16
Etapa : = 1:
fi(s1, 1) = pi(z1) + f3(s1 — 1)
X1
s1 0 1 2 fi(s1) | =3
2 0.064 0.060 0.072 0.060 1
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De estas tablas se deduce que ] = 1, lo que deja sp =2 —1 = 1, luego z5 = 0, y por
ultimo x3 = 1. Por tanto, a las bandas 1 y 3 se les debe asignar un musico adicional a cada

una, siendo la probabilidad de que las bandas fracasen f{(s1) = 0.060 .

2.3. Ejemplo con espacio de estados continuo

Hasta ahora, hemos visto ejemplos donde las variables de estado s; son discretas. Otra
caracteristica que presentan estos ejemplos es que son "reversibles en el tiempo”, es decir,
pueden resolverse tanto por el método backward como por el método forward.

El ejemplo que presentaremos a continuacion difiere en ambas caracteristicas, el estado
s; en la etapa 7 es una variable continua, por lo que podra tomar cualquier valor dentro
de determinados intervalos. Por tener s; un ntimero de valores infinito ya no seré posible
considerar cada uno de sus valores de forma individual. Entonces los valores f(s;) y
deben expresarse como funciones de s;.

Por otro lado, tampoco sera reversible, ya que las etapa corresponderan a periodos tem-
porales, por lo que el procedimiento adecuado de solucién debe ser "hacia atras”, es decir,

debemos utilizar el método backward.

Ejemplo 2.3. La carga de trabajo de una famosa empresa de construccién fluctia am-
pliamente dependiendo de la temporada en la que se encuentre. Pero debe tener en cuenta
que es dificil encontrar empleados capacitados para contratar y costoso formar nuevos tra-
bajadores, por lo que el encargado del equipo de contratacién rechaza despedir empleados
durante las temporadas con menos demanda. Eso si, tampoco quiere continuar pagando
la némina de temporada alta cuando no son necesarios. Por otro lado, como todos los
trabajos se realizan por encargo, es imposible acumular inventario. Por tanto, el encargado
debe determinar cual tiene que ser la programacién del ntimero de empleados.

En esta tabla se muestran los resultados proporcionados por un estudio de mercado sobre

los trabajadores que se requeriran durante las cuatro temporadas del afio siguiente:

Temporada ‘Primavera‘ Verano ‘ Otono ‘ Invierno ‘Primavera

Personal necesario | 255 | 220 | 240 | 200 | 255

Cuadro 2.3: Resultados del estudio de mercado realizado.

No se puede permitir que el nimero de empleados sea menor que el indicado en la tabla
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2.3, y cualquier contrataciéon mayor provoca unas pérdidas aproximadas de 2000€ por tem-
porada. Se ha estimado que el coste de cambiar el nimero de empleados de una temporada
a la siguiente son 200€ multiplicado por el cuadrado de la diferencia de nivel, debido a las
indemnizaciones que tendran que pagar y los nuevos empleados que habra que formar.

Es importante observar que ahora si serd posible contar con fracciones ya que es posible
contratar empleados a tiempo parcial, y los costes se aplican de la misma forma a estas
fracciones.

La pregunta a responder es: ;Cudl es el nimero de empleados de los que se debe disponer

en cada temporada para minimizar los costes?

RESOLUCION: Podemos observar facilmente que el nimero de empleados no sera ma-
yor que 255 en ningtin momento, ya que esta es la demanda en la temporada pico. Por
tanto podemos establecer que el niimero de empleados en primavera debe de ser 255, y el
problema se centrara en hallar el de las otras 3 temporadas.

Las etapas en este problema serén las temporadas. En realidad, vemos que existe un ni-
mero indefinido de etapas, pues el problema se prolonga hacia el futuro indefinidamente,
pero cada ano establece un mismo ciclo, por lo que es factible tomar un ciclo de cuatro

etapas que termine en primavera. Entonces:

Etapa 1 = verano,
Etapa 2 = otono,
Etapa 3 = invierno,
Etapa 4 = primavera.

x; = numero de trabajadores de la etapa i (i = 1,2, 3,4).

Evidentemente x4 = 255. En las demés etapas, para hallar el nivel 6ptimo de empleo debe
tenerse en cuenta el efecto sobre los costes de la siguiente temporada.
Denotamos por r; la mano de obra minima de la temporada i, es decir, ry = 220,79 =

240,r3 = 200 y r4 = 255. Por tanto, tenemos que los valores de x; factibles seran:
ri <a; <255 Vi=1,23 4.
Se tiene también que:
Coste en la etapa i = 200(x; — x;_1)% + 2000(z; — 7).

Podemos observar que el coste de la etapa i dependera de x; y de z;_1, las decisiones

tomadas en esa etapa y en la anterior. Es decir, el nimero de empleados de la etapa
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anterior es toda la informacién sobre el estado actual que se necesita para determinar las
siguientes decisiones 6ptimas. Entonces el estado de la etapa ¢ serd s; = x;_1.
Teniendo en cuenta estos datos, podemos representar la estructura béasica de este problema

mediante el siguiente diagrama:

Etapa ¢ FEtapa¢+1
() (=)
200(1‘5 - xi_1)2 + 2000(3% — ’I“i)
fi(si, i) o (@i)

Figura 2.5: Estructura de programaciéon dinamica del problema.

Cuando i = 1, s1 = x¢p = x4 = 255. Es decir,

T T; S = X1 Coste

1] 220 | 220 < z1 < 255 255 200(z1 — 255)2 + 2000(x1 — 220)
2 | 240 | 240 < 29 <255 | 220 < 59 < 255 | 200(z2 — x1)? + 2000(z — 240)
31200 | 200 < 23 <255 | 240 < 53 <255 | 200(z3 — 22)% + 2000(x3 — 200)
4 1 255 255 200 < s4 <255 200(255 — x3)?

~.

El objetivo de este problema sera escoger 1, x2, x3 (con g = x4 = 255) para

4
Minimizar »  [200(z; — ;1) + 2000(x; — )],
=1
sujeta a

ri <a; <255, Vi=1,2,34.

Asi, de la etapa 7 en adelante, como s; = z;_1 tenemos

4
2 / 2
fi(si,:cl-) = 200(561'*1’1‘,1) +2000(xi7ri)+7‘j§%12255 Z [200(1’] — -ijl) + 2000($] — ’I“j)].
Jj=i+1
Asi,
fi(si) = , Join fi(si,@i).
Entonces,

fi(SZ‘, x,) = 200(.%1' — xi_1)2 + 2000(1'1’ — ’f‘z‘) + fﬁl(xl)

Por tanto, la relacién recursiva que se establece es

fi(si) = Tigrg{lif£255{200(xi —zi—1)% 4 2000(z; — ;) + fiq ()}
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Una vez tenemos los elementos necesarios definidos, iniciamos el procedimiento de solucién
en la etapa i = 4.

Se sabe que zj = 255, asi que se tiene

51 i) |
200 < s4 < 255 | 200(255 — s4) | 255

Una vez tenemos esta tabla, podemos movernos a la etapa ¢ = 3, donde la relacién recursiva
queda reducida a
$(s3) = { 200(3 — s3)2 + 2000(z3 — 200) + f7
f3(s3) 2002&%255{ (3 —s3)" + (3 )+ fi(z3)}

= { 2 —53)2+2 -2 200(225 — x3)?
20025%255{ 00(x3 — s3)° 4 2000(x3 — 200) + 200(225 — z3)“},

donde los posibles valores de s3 son 240 < s3 < 255.
Ahora queremos hallar el valor de z3 que minimiza f3(ss3,z3), en términos de s3, donde s3
tiene un valor fijo, aunque desconocido. Para ello igualaremos a cero la primera derivada

parcial de f3(s3,x3) con respecto a xs:

0
ang((S’g, $3) :400(.133 — Sg) + 2000 — 400(255 — $3)
3
=400(2z3 — s3 — 250)

=0.

Lo que nos dice que
s3 + 250

T3 = 9

Como la segunda derivada es positiva y , para todos los valores de s3 tal que 240 < s3 < 255,

tenemos que 200 < z3 < 255, es el minimo que estdbamos buscando. Utilizando que:

500 2 500\ 2
Fi(s3) = falsz, %) =200 <53+2 - 53> + 200 (255 - 334;)

250
+2000 <S3+2 - 200>
y reduciendo algebraicamente la expresion, llegamos a que:

s | f5(ss) |
240 < s3 < 255 \ 50(250 — s3)% + 50(260 — s3)2 4 1000(s3 — 150) | 3250

Podemos entonces movernos a la etapa ¢ = 2.
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Se tiene que:

f2(52, 1‘2) = 200(%2 — 82)2 + 2000(%2 — TQ) + f;(xz)
=200(x3 — 52)? + 2000(z9 — 240)
+ 50(250 — 22)% 4 50(260 — 22)% 4 1000(x2 — 150).

La region factible de so serd 220 < so < 255 y la de xo serd 240 < xo < 255. Entonces el

problema seré minimizar xo de forma que

fa(s2) = mi

= in S9.,19).
24O§x2§255f2( 2,2)

Para ello igualamos a cero la primera derivada parcial de fa(s2,x2) con respecto a xs:

0
87f2(82’ x9) =400(xz2 — s2) 4+ 2000 — 100(250 — z2) — 100(260 — x2) + 1000
2
= 200(3%2 - 282 - 240)
=0,
y por tanto
S 289 + 240
2= g
También vemos que
62

aizvgfg(SQ,ﬂjg) =600 > 0,

asi que este valor de x2 nos daria el minimo de la funcién si fuera factible, es decir 240 <
x9 < 255, cuando 220 < so < 255.

En cambio, esta soluciéon sélo sera factible si 240 < so < 255. Por tanto atn tenemos que
encontrar el valor factible de z9 que minimiza fs(s2,x2) cuando 220 < so < 240.

Cuando s < 240,

0
7f2(82,l’2) > 0, V 240 < x9 < 255,
Oxo

Por tanto el valor que estdbamos buscando es xo = 240. Sustituyendo estos valores de 2

en fa(s2,x2) obtenemos:

59 | THE) |
220 < 59 < 240 200(240 — s2)2 + 115000 240
240 < sp < 255 | 200[(240 — s9)% + (255 — s9)% | 22240
+(270 — s52)?] + 2000(s2 — 195)
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Pasamos entonces a la etapa ¢ = 1.

Tenemos que:

fi(s1,21) =200(21 — 51)* +2000(z1 — 1) + f5 (1)
=200(x1 — 51)% + 2000(z1 — 220) + fi (1),

donde 220 < x; < 250 es la region factible para z;. Como la expresion de f(x1) es
diferente segiin si nos encontramos en el intervalo 220 < x1 < 240 o en 240 < x1 < 255, se

tiene:

200(z1 — 51)% + 2000(z1 — 200) + 200(240 — x1)?
+115000, si 220 <z < 240
200(z1 — s1)2 + 2000(z1 — 200) + 29[(240 — s5)?
+(255 — 52)% 4 (270 — 52)2] + 2000(s2 — 195), si 240 < 1 < 255

f1(51,$1) =

Considerando el primer caso (220 < x; < 240), tenemos

0
aifl(sl, 1‘1) :400(1'1 — 31) + 2000 — 400(240 — :cl)
x1

=400(2z1 — s1 — 235).
Sabemos que los empleados en primavera deben de ser r; = 255, por tanto
0
a—fl(sl,ml) = 800(%1 — 245) <0 Vi < 240.
€1

Es decir, 1 = 240 es el valor que minimiza fi(s1,x1) en el intervalo 220 < 7 < 240.

En el segundo caso (240 < 7 < 255),

)
871f1(sl, 1) =400(x; — s1) 4 2000
400
— —5 [(240 = 21) + (255 — 1) + (270 — 1)] + 2000
400
== ?(4.171 - 381 - 225)
Como

P hsne) >0 v
5 i1(s1,21) > x1,
0z?

igualamos la primera derivada parcial de fi(s1,21) con respecto a 21 a 0, y nos da el valor

381+ 225

I 4
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Sabemos que s; = 255, por lo que tenemos que x1 = 247, 5 minimiza el valor de f;(s1, 1)
en el intervalo 240 < x; < 255. Por otro lado, vemos que fi(s1,240) > fi(s1,247,5), por
lo que podemos concluir que x; = 247,5 minimiza fi(s1,z1) en toda la region factible,
220 < z7 < 255.

Ahora, sustituyendo:

FE(s1) = f1(255) =200(247,5 — 255)2 + 2000(247,5 — 220)
2
+ %[2(250 — 247,5) + (265 — 247,5)% + 30(742,5 — 575)]

= 185000.

Llegando a

51 ‘ fi(s1) ‘ ]

255 | 185000 | 247,5

Finalmente llegamos a que, si tomamos s; = x;_;, obtenemos la solucién 6ptima x] = 247,5,
x5 = 245, x5 = 247,5, x} = 255, con un coste total estimado de 185000€.

2.4. Ejemplo con mas de una variable por etapa

Al contrario que en los ejemplos anteriores, el problema que presentaremos a continuacién
tiene tres estados en cada etapa en lugar de uno. Es decir, un vector de estado con tres
componentes. Desde el punto de vista tebrico, no serd una diferencia relevante, ya que
simplemente basta con considerar las combinaciones posibles de los valores de los estados.
En cambio, desde el punto de vista practico, la situaciéon es més complicada, ya que la
cantidad de calculos necesarios tiende a hacerse exageradamente grande con rapidez cuando
se anaden estados adicionales.

Este es el principal problema de la programaciéon dindmica: el problema de la dimensioén.
Por eso la programaciéon dinamica es més util en problemas sin un nimero excesivo de
variables.

Aunque, con las capacidades actuales de las computadoras, es ahora un problema menor.

El siguiente problema es lo suficientemente pequeno para poder resolverlo sin dificultad.

Ejemplo 2.4. Una famosa compaiiia que produce joyeria de alta gama ha decidido reor-
ganizar la linea de produccién de la empresa, debido a una reduccién de las ganancias.

Su obrador cuenta con tres plantas. En la primera se forja la plata para darle la forma
adecuada ; en la segunda realizan el mismo proceso pero con el oro; y en la tercera pulen

las piedras preciosas y asf las anaden a sus productos.
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Han decidido dejar libre una parte de la capacidad de produccién para comenzar la elabo-
raciéon de dos nuevos productos cuyas ventas potenciales son muy prometedoras: un collar
de plata y esmeraldas y un anillo de oro y diamantes.

El producto ntimero 1, el collar de plata y esmeraldas, necesita espacio de trabajo sola-
mente en las plantas 1 y 3 para poder llevar a cabo su produccién. El producto niimero
2, el anillo de oro y diamantes, s6lo necesita espacio de trabajo en las plantas 2 y 3. El
equipo de ventas han estimado que se podran vender todos los productos que se elaboren.
En la siguiente tabla mostramos los datos reunidos por la compania relevantes sobre las

horas de produccién disponibles, las necesarias, y las ganancias por lote de cada producto

nuevo:
Tiempo de producciéon por lote
Producto
Planta 1 2 Tiempo disponible a la semana
1 1 0 4
2 0 2 12
3 3 2 18
Ganancia por lote 3000€ 5000€

Cuadro 2.4: Datos relevantes para el problema

. De que forma debemos dividir las horas de produccién disponibles entre cada producto

para maximizar los beneficios?

RESOLUCION: Denotando por z; las horas de produccion que se dedicaran al produc-
to 1 y por xo las que se dedicaran al 2, vemos que tenemos que resolver un problema de

programacion lineal de la forma:

Maximizar Z = 3x1 + bxa,
sujeta a
T <4
2x9 < 12
3x1 + 229 < 18
x1 >0, 2o > 0.

En este problema se deben de tomar dos decisiones interrelacionadas, x1 y z9. Por tanto,

para resolverlo mediante programaciéon dindAmica podemos interpretarlas como las dos eta-
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pas, es decir ¢ = 1, 2. Asi, x; sera la decision de la etapa i.

El estado s; sera la cantidad de los respectivos recursos todavia disponibles para ser asig-
nados a las actividades (elaboracion de los respectivos productos) restantes. Podemos ver
que disponemos de 3 recursos (tiempo disponible en cada planta del obrador), entonces

tenemos

Si = (R17 R27 R3)a

donde Rj es la cantidad del recurso j (j = 1,2,3) todavia disponible. Es decir,
S1 = (4, 12, 18), S9 = (4 — I, 12, 18 — 3:61).

No obstante, como empezamos la resolucién del problema en la etapa 2, no conocemos el

valor de x1, por lo que emplearemos s = (R1, R2, R3). Por tanto tenemos

f2(R1, Ra, R3,x2) = contribucion de la actividad 2 a Z si el sistema se encuentra en el
estado (R1, Re, R3) al iniciar la etapa 2 y la decision es o
=5 T2,
f1(4,12,18,z1) = contribucién de las actividades 1 y 2 a Z si el sistema se encuentra
en el estado (4,12,18) al iniciar la etapa 1, la decision inmediata es
1 y después se toma una decisién 6ptima en la etapa 2

=3z + max 5x9.
229<12, 229<18—3z1, 22>0

Por tanto

fi'(Ry, Ry, Ry) = méx f;(Ry, Ra, R, i),

donde el méximo lo tomamos entre los valores factibles de z;, por lo que, usando las

restricciones del problema obtenemos

> = i 2.1
f3 (B, Ba, Ry) 2er <R, B Ry, 250 "2 (2.1)

f1(4,12,18,21) = 3x1 + f5 (4 — x1,12,18 — 3x1), (2.2)

f1(4,12,18) = B+ [ (4 - 20,12,18 — 301} (2.3)

max
z1<4, 321<18, 12>

La ecuaciéon (2.1) se usard para resolver el problema de dos etapas. La ecuacion (2.2)
proporciona la estructura de programacion dindmica que muestra el problema, que también

podemos ver en la siguiente figura:
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Etapa 1 Etapa 2
T
4,12,18 4—121,12,18 — 32
1 3.131
f1(4, 12, 18,.1‘1) f§(4—l’1,12, 18—3331)

Figura 2.6: Estructura de programaciéon dinamica del problema.

Finalmente, la ecuacion (2.3) proporciona la relacion recursiva entre f;' y f5 que se usara

para resolver el problema de la etapa 1.

Para la etapa ¢ = 2, la ecuaciéon (2.1) nos dice que x5 debe ser el mayor valor de zs
que cumple, de manera simultanea, 2x9 < Ro, 229 < R3, 29 > 0.
Suponemos que Ry > 0y R3 > 0 para que puedan existir soluciones factibles. Entonces x5

sera el menor valor entre % y %. Por tanto llegamos a la tabla

(R, R, R3) ‘ f3 (R, Ro, Rs) ‘ x
Ry>0, Ry >0 5 min {5 B} [ min{5 B}

Ahora nos movemos entonces a la etapa i = 1, donde, para resolver el problema, sustituimos
la solucion que acabamos de obtener para f5(R1, Ra, R3) en la ecuacion (2.3). Como en la

etapa 2 (Ry, Re, R3) = (4 — 21,12,18 — 3x1), tenemos que

12 18 —
fo(4d—21,12,18 — 321) :5-min{];2,]§3} :5~m1'n{2,823$1}

es la soluciéon que tenemos que sustituir en la ecuacion (2.3). Sustituyendo y combinando

las restricciones sobre x1 se llega a que

* o . [12 18 —3m
i 1218) = s fae 40 min{ 5 B

Podemos ver que en la region factible 0 < z1 < 4,

i {12 18—3561} 6, si0<zxy <2
mnq—, —— > =
2 2 9—%3:1, si2<x <4

de forma que

12 18—3x1}_{3w1+30, 510 <@y <2
27 2 B

3:U1+5-m1'n{ 9
45 — 521, si2< x> <4
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Como ambas las dos funciones

. , 9
025?2(2{31;1 + 30} y 22%?2(4{45 — 53:1}

alcanzan su maximo en x; = 2, concluimos que

(Ri, Ro, Rs) | f7(Ry, R, Ry) | o
(4,12,18) | 36 | 2

Tenemos que z] = 2, por tanto
Ri=4-2=2 Ry =12 R3=18-3-2=12

para la etapa 2. En consecuencia, 2] = 2, x5 = 6 sera la solucion 6ptima de este problema,
con el valor de Z igual a 36, es decir, la empresa debe elaborar los productos 1 y 2 a un

ritmo de 2 y 6 lotes por semana respectivamente, con un beneficio de 36000€ semanales.
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Capitulo 3

Aplicaciones de la programacion

dinamica

En este capitulo presentaremos dos problemas resueltos con la técnica de programaciéon

dindmica. En el primer caso utilizaremos también el lenguaje R para hallar su solucion.

3.1. El problema de la mochila resuelto con R

En esta seccién resolveremos un problema clasico mediante programacion dindmica e im-

plementaremos la solucién en R.

3.1.1. El problema de la mochila

Disponemos de una mochila con una cierta capacidad limitada. Por otro lado, disponemos
de una serie de objetos, cada uno de ellos ocupa un cierto sitio en la mochila (al cual
llamaremos peso) y nos proporciona un beneficio determinado.

Entonces, debemos decidir que objetos meteremos en la mochila para maximizar el be-
neficio, de forma que los objetos no podran superar la capacidad méxima de la mochila.
Tomaremos un caso particular del problema de la mochila donde los objetos no podran

repetirse, es decir, solo dispondremos de una unidad de cada objeto. Veamoslo:

Ejemplo 3.1. Un comerciante va a hacer un viaje a una famosa empresa de otra ciudad,
para acudir a una reunién donde venderé algunos de sus productos.
En la siguiente tabla podemos ver una lista de sus productos con sus respectivos pesos y

beneficios que obtiene al venderlos:

41
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Producto Peso (en kg) | Beneficio (en €)
Sartén 2 30
Plancha 3 35
Olla convencional 6 40
Olla a presiéon 7 55

Cuadro 3.1: Lista de productos del comerciante.

Solo tendra que llevar una unidad de cada producto, ya que la empresa no necesita més vy,
evidentemente, no podremos fraccionar los productos.

Una vez comprado el billete de avién, le informan de que s6lo le dejaran facturar una
maleta que pese como maximo 10kg.

Suponiendo que vendera todo lo que lleve en la maleta, ;qué productos tendra que llevar

para obtener el méximo beneficio?

RESOLUCION: Para resolver este problema, consideraremos los productos del comer-
ciante como las 4 etapas en las que lo dividiremos. Por tanto, las variables de decisién z;
(1 =1,2,3,4) seran si optamos por meter el objeto ¢ en la maleta o no (z; = 0 si dejamos
el objeto fuera y x; = 1 si decidimos llevarlo).

Dado un producto 4, denominaremos ¢; al beneficio que genera y p; a su peso.

Entonces definiremos los estados como el peso disponible que queda en la maleta. Por tan-
to, en la etapa 1, cuando aiin no se ha metido ningtn producto en la maleta, s; = 10. Por

tanto en las etapas 2,3 y 4 serd 10 menos el peso ocupado anteriormente, es decir

s1 = 10, s2 =10 — pyx1 = 10 — 22,

83 = 89 — paTy = Sg — 3T, 54 = 83 — p3T3 = 53 — 6x3.
Es decir, tendremos que escoger x1, X2, T3 y T4 para:
4
Maximizar g Cix;

(2
sujeto a

4
Z pir; < 10

(A
z;€{0,1} i=1,2,3,4.
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Definimos entonces

4
fi(si,x;) = ciwy + max § cjTj,
j=i+1
4
tomando el méaximo sobre los x;41,..., x4 tales que max E pjxrj = s;. Por tanto,
j=i
* ’
fi(si) = méx fi(s;, ).

z;=0,1
Entonces
fi(si,m5) = ciwi + f1(si — pizs).
Describimos pues la estructura de programacion dinamica del problema a través de la

siguiente figura:

Etapa ¢ Etapa i+ 1

()
C;T;
fi(si, i) =

= ciwi + [ (s — pizi)

1'*4-1(51' - pz‘xz‘)

Figura 3.1: Estructura de programaciéon dinamica del problema.

Tenemos entonces que la relacién recursiva descrita en este problema sera
fi(si) = xl?:%ﬁ{cﬂi + fiy1(si —piwi)}, parai=1,23.
En el caso de la etapa ¢ = 4 tendremos
fi(s4) = méx cqxy.
z4=0,1

Resolveremos este problema mediante el método backward, por lo que comenzaremos por
la etapa i = 4.
Podemos ver que cqz4 serd mayor si x4 = 1. Por tanto, si queda el suficiente espacio en la

maleta, xf =1y fi(s4) = cazq = 55, como podemos ver en la tabla

S4 ‘ Ji(s4) ‘ 2
10> 542>7 55 1
s4 <7 0 0
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Nos movemos entonces hacia atras a la etapa i = 3. Debemos diferenciar segtin el espacio
libre que quede en la mochila. Teniendo en cuenta que ps = 6 y py = 7, diferenciaremos
los casos s3 < 6, s3 =6y 6 < s3 < 10.

Por ejemplo, si 6 < s3 < 10,

r3=0: f3(53,0) = f3(s3,23) = c3x3 + f3,1(s3 — p3x3) =400+ fy(s3 —6-0) =0+ 55 = 55.
r3=1: f3(s3,1) = f3(s3,23) = c3x3 + f3,1(s3 —p3w3) =401+ fi(s3 —6-1) =40+ 0 = 40.

Por tanto vemos que, si 6 < s3 < 10, tendremos x5 = 0 con f5(s3) = 55. Haciendo estos

calculos para los tres casos posibles, tenemos

f3(s3,23) = c3x3 + fi(s3 — p3x3)
T3
s3 0 1 fi(s3) | @3
s3<6
s3 =20 0 40 40
6 <s3<10 55 40 59 0

Moviéndonos hacia atras llegamos a la etapa ¢ = 2. Volvemos a tener que dividir el problema

en casos segin el valor del estado. Como py = 3, tendremos en cuenta los casos so < 3,
3<52<6,8=06,06<s52<9,50=9ys9=10.

Vemos que, si so =9, se tiene

xa=0: f2(9,0) = fa(s2,x2) = cora + fo,1(s2 — pax2) =35-0+ f3(9—3-0) =0+ 55 = 55.
ro=1: fo(9,1) = fa(s2,x2) = coxa + fo,1(s2 —paxe) =35-14 f3(9—3-1) =35+40 = T75.

Es decir, si so = 9, obtenemos x5 = 1 con f5(s2) = 75. Realizando los calculos para los

seis casos posibles, se llega a que

fa(s2,22) = coza + f3 (52 — paz2)
T

52 1 f3(s2) | a5

S9 < 3 0 0
3<s9<6 0 35 35 1
s3==6 40 35 40 0
6<s3<9 99 35 555! 0
S9 = 55 75 75 1
so =10 59 90 90 1
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Una vez realizados todos los célculos de la etapa ¢ = 2, podemos retroceder para resolver
el problema original desde el principio, la etapa ¢ = 1.
Para la primera etapa hemos visto que s; = 10, por lo que entonces los cédlculos necesarios

se resumen a los siguientes:

Ir = 0: f1(10,0) = f1(81,$1) = C121 +ff+1(81 —p1x1> =30- 0+f§(10 —2- 0) = 0+90 = 90.
r1=1: f1(10, 1) = f2(82,1‘2) =cCc1x1 + ff-l-l(sl —p1x1> =30-1+ f;(g -2 1) =30 + 55 = &85.

Resumiendo,

fi(s1,21) = iz + f3(s1 — praa)
X1

S1 0 1 fik(‘sl) :U){

10 90 85 90 0

Asi llegamos a la solucion global del problema, siendo esta
x1=0,z5=1 25=0, z; =1 con f{(s1)=90.

Es decir, en la maleta el comerciante llevara la plancha y la olla a presién, pesando su

equipaje justamente 10 kg y obteniendo un beneficio de 90€.

3.1.2. Solucién del problema de la mochila en R

Una vez vista la resolucién a mano, veamos y apliquemos el c6digo que nos permite solu-

cionar este problema en R.

s=c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) #Espacio de estados

p=c(2,3,6,7) #Peso de cada objeto
c=c(30,35,40,55) #Beneficio de cada objeto
s1=10 #Estado en la etapa 1

#CUARTA ETAPA

fop=cbind(s, rep(0,length(s)), rep(0,length(s)), rep(0,length(s)), rep(0,length(s)))

colnames(fop)=c("Estados", "x=0", "x=1","ValueMax","Decisidén optima")
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fopl[,2]= ifelse(p[4]1*0>fop[,1]1,0,0)
fopl,3]= ifelse(p[4]*1>fop[,1],0,c[4])
fopl,4]= apply(fopl,2:3],1,max)

fopl,5]= apply(fopl,2:3],1,which.max) -1

#Por tanto la tabla para la etapa 4 sera:

fop
Estados x=0 x=1 ValueMax Decisién o6ptima

[1,] 1 0 O 0 0
[2,] 2 0 0 0 0
[3,] 3 0 0 0 0
[4,] 4 0 O 0 0
[5,] 5 0 0 0 0
[6,] 6 0 O 0 0
[7,1] 7 0 55 55 1
[8,] 8 0 55 55 1
[9,] 9 0 55 55 1
[10,] 10 0 55 55 1

#TERCERA ETAPA

folc = cbind(s, rep(0,length(s)), rep(0,length(s)), rep(0,length(s)), rep(0,length(s)))
colnames(folc)=c("Estados", "x=0", "x=1","ValueMax","Decisidén 6ptima")

folc[,2]=fopl,4]

folc[,3]= ifelse(p[3]>folc[,1],0,ifelse(p[4]+p[3]>folc[,1],c[3],c[3]1+c[4]))

folc[,4]= apply(folc[,2:3],1,max)

folc[,5]= apply(folc[,2:3],1,which.max) -1

#La tabla para la etapa 3 sera:
folc

Estados x=0 x=1 ValueMax Decisién o6ptima
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[1,] 1 0 0 0 0
[2,] 2 0 0 0 0
[3,] 3 0 0 0 0
[4,] 4 0 0 0 0
(5,] 5 0 0 0 0
(6,] 6 0 40 40 1
[7,] 7 55 40 55 0
(8,] 8 55 40 55 0
[9,] 9 55 40 55 0
[10,] 10 55 40 55 0

#SEGUNDA ETAPA

fpla= cbind(s, rep(0,length(s)), rep(0,length(s)), rep(0,length(s)), rep(0,length(s)))

colnames(fpla)=c("Estados", "x=0", "x=1",6"ValueMax",'"Decisién oéptima")

fplal[,2]= folc[,4]

fplal[,3]= ifelse(p[2]>fplal,1]1,0,ifelse(p[2] + p[3] >fplal,1],c[2],
ifelse(p[2] + pl[4] >fplal,1],c[2] + c[3],ifelse(p[2]+p[3] + pl[4] >fplal,i],
c[2]+c[4],c[2]+c[3]+c[4]))))

fplal,4]= apply(fplal,2:3],1,max)

fplal[,5]= apply(fplal,2:3],1,which.max) -1

#La tabla para la etapa 2 sera:

fpla
Estados x=0 x=1 ValueMax Decisién o6ptima

[1,] 1 0 O 0 0
[2,] 2 0 0 0 0
[3,] 3 0 35 35 1
[4,] 4 0 35 35 1
[5,] 5 0 35 35 1
(6,1 6 40 35 40 0
[7,1] 7 55 35 55 0
(8,1 8 55 35 55 0
[9,] 9 55 75 75 1
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[10,] 10 55 90 90 1

#PRIMERA ETAPA

fsar=c(s1,0,0)

fsar[2]= fplalsi,4]

fsar[3]= c[1]+ fplalsi-p[1],4]

fsar
[1] 10 90 85

#Por tanto, la solucién del problema sera:

print (paste0("Debo meter ",which.max((fsar[2:3]))-1, " sartenes ",
fplalsl-p[1]*(which.max((fsar[2:3]))-1),5], " planchas ",
folc[sl-p[1]*(which.max((fsar[2:3]))-1)
-p[2]1*fplalsl-p[1]*(which.max((fsar[2:3]))-1),5],5], " ollas convencionales y ",
fop[si-p[1]l*(which.max((fsar[2:3]))-1)-p[2]*(which.max(fpla[2:3])-1)
-p[31*folc[sl-p[1]*(which.max((fsar[2:3]))-1)
-p[2]1*fplalsi-p[1]*(which.max((fsar[2:3]))-1),5],5],5], " ollas a presidémn." ))

[1] "Debo meter O sartenes 1 planchas O ollas convencionales y 1 ollas a presiém."

print (pasteO("El beneficio sera: ", max(fsar[2:3])))

[1] "El beneficio sera: 90"

3.2. Alineamiento de secuencias de ADN

En esta seccion nos basaremos en el articulo El Genoma Humano, de Antonio Gémez Tato
y Enrique Macias Virgos, profesores de la USC [GoMal.

El ADN, o acido desoxirribonucleico, es la molécula que contiene la informacién genética de
los humanos y de la mayoria de organismos, formada por secuencias de pequenas unidades
llamadas nuclebtidos. Esta molécula consiste en dos cadenas que se enlazan entre ellas para

formar una estructura de doble hélice.
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La informacion genética del ADN esté almacenada como un cédigo que consiste en cuatro
"bases” quimicas: adenina (A), guanina (G), citosina (C) y timina (T).

Un proyecto de secuenciaciéon de ADN implica un gran esfuerzo, ya que hay que estudiar
su estructura, determinar sus genes, ver cuales son funcionales e identificar esa funcién,
relacionarlos con los genes encontrados en otras especies, entre otras tareas. Todas estas
forman parte de la bioinformética, una disciplina cientifica que utiliza técnicas de compu-

tacion y matematicas.

Nos encontramos con el problema de que las bases de datos genéticos contienen canti-
dades extremadamente grandes de datos en bruto. El genoma humano por si solo contiene
aproximadamente 3 mil millones de pares de bases de ADN. Para buscar a través de todos
estos datos y encontrar relaciones significativas dentro de ellos, los bidlogos moleculares
dependen cada vez mas de algoritmos de computacion eficientes.

La forma més comun para comparar dos secuencias es alinearlas, de manera que se tenga
el mayor ntimero de coincidencias posible. Un proceso similar se hace en lingiiistica, para
investigar sobre la procedencia de las palabras. Por ejemplo, si tomamos las palabras puerto
(espafiol) y porto (portugués) vemos que podemos alinearlas si introducimos un hueco de

990

forma que tenemos p-orto y puerto, que indica una transformaciéon del fonema ”0” en el

diptongo "ue” en espanol.

Un alineamiento puede ser local o global. Si tenemos las palabras bajorrelieve y altibajo,
vemos que solamente tendra sentido alinear un trozo de ellas, bajo, por lo que realizariamos
un alineamiento local. En cambio, en el ejemplo anterior con las palabras puerto y porto, la
mejor opciéon serd hacer un alineamiento global, para asi ver su evolucién desde la palabra

latina portus.

Dadas dos secuencias de ADN, la forma de encontrar el mejor alineamiento entre ellas
parece sencilla, basta establecer un sistema de puntuacién para calificar cada alineamien-
to, y seleccionar el que tenga la mejor calificacién. Sin embargo, el niimero de alineamientos
posibles crece muy rapidamente a medida que aumentan las longitudes de las secuencias.

078 alineamien-

Dadas dos secuencias de longitud 100 existirdn aproximadamente unos 2 -1
tos distintos.

Por tanto, se recurre a diversos algoritmos que nos proporcionen el mejor alineamiento en
un tiempo aceptable. Los méas populares son el de Needleman-Wunsch para alineamiento

global y Smith-Waterman para alineamiento local.
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3.2.1. El algoritmo de Needleman-Wunsch

El objetivo de este algoritmo sera buscar alineamientos éptimos de subsecuencias més pe-
quenas y luego reconstruir el alineamiento éptimo global, es decir, hallar el alineamiento

6ptimo mediante programaciéon dinadmica.

El primer paso es establecer un sistema de puntuacion para asi poder calificar cada ali-
neamiento posible. La puntuacién de los huecos se suele dejar al criterio del investigador.
Cuanto mas alejadas estén las especies de las que provienen las secuencias menos penali-
zacion se debe poner a la insercién de uno o mas huecos.

Usaremos:

= Coincidencia de letra: 2 puntos.
= No coincidencia: -1 punto.

= Un hueco: -2 puntos.

Luego, se crea una tabla con las dos secuencias de ADN que se quieren alinear. En este

caso, alinearemos las secuencias AAGTC y AATG.

-lAIA|G|T | C
-10]-2|-4|-6|-8]|-10
-2
-4
-6
-8

Q43 > >

Se van rellenando las casillas "paso a paso”. Cada movimiento que se realice significa que
se va completando "base a base” cada secuencia. Un movimiento en vertical representa la
insercion de un hueco en la secuencia que esta en horizontal y un movimiento en horizontal
nos indica un hueco en la secuencia que estd en vertical. Un movimiento diagonal repre-
senta avanzar una posiciéon en cada secuencia.

Viendo las casillas ya rellenadas, vemos que alinear A y - tiene una puntuacion de -2. Si
avanzamos en horizontal, estaremos alineando AA y - -, lo que tendra una puntuacion de
-2+ (-2)=—4.

Ahora se va completando la tabla con las puntuaciones que correspondan: se calculan
los valores de las celdas, a partir de las reglas de puntuaciéon que se han dado, sumando las
puntuaciones conforme se va avanzando y partiendo de la esquina superior izquierda con

un valor de 0, es decir, utilizando el método "forward”.
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N
-0 |-2
Al 2

Calculemos el valor de la casilla inferior derecha:

Si venimos desde la casilla superior, significa que hemos anadido un hueco, y por tanto se
sumaran -2 puntos a los -2 que ya habia en la casilla superior, por lo que tendremos -4
puntos.

Si venimos desde la casilla de la izquierda, significa que hemos anadido un hueco, es decir,
sumamos -2 puntos a los -2 de la casilla de la izquierda. En total, -4 puntos.

Si venimos “en diagonal”, significa que hemos avanzado una posicién en ambas secuencias.
En ambos casos tenemos una A, por lo que habra una coincidencia y sumaremos 2 puntos

a los 0 puntos que ya tenfamos. Es decir, un total de 2 puntos.

Es evidente entonces que la decisién 6ptima serd venir en diagonal, con un valor de 2

puntos. Por tanto las tablas seran:

-lAA|G|T| C - A JA|G|T]| C
-10|-2]-4|-6|-8|-10 - 10 2 | -4-6]-8]-10
Al-2|2 A | -2 | Diag
A4 Al 4
T | -6 T | -6
G| -8 G| -8

-|A|A|G|T| C - A A G T C
-10|-2]-4|-6|-8|-10 - 10 -2 -4 -6 -8 - 10
A -2 01-2|-4| -6 A | -2 | Diag | Diag | Izq Izq Izq
Al4]0|4]2]0)| -2 A | -4 | Diag | Diag | Izq Izq Izq
T|-61]-2] 2 T |-6| Arr | Arr | Diag | Diag | Izq
G|-8]-4]0 3 G | -8 | Arr | Arr | Diag | Diag | Diag

Por tanto, si nos situamos en la esquina inferior derecha y retrocedemos en las direcciones

6ptimas, obtenemos el alineamiento:

AAGTC
AA-TG
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con una puntuaciéon de 3.

Esto es solo un pequeno ejemplo, ya que en la vida real habra que trabajar con secuencias
de ADN con una longitud muchisimo mayor, para las cuales nos tendremos que apoyar en

una computadora.
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