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Trabajo propuesto

Area de Conecemento: Analisis Matematica.

Titulo: El teorema de la funcién implicita y sus aplicaciones.

Breve descricién do contido

Los teoremas de la funcién implicita y la funcién inversa son resultados
fundamentales en el Analisis Matemaético con importantes aplicacio-
nes en diversos eidos das matemaéticas. El objetivo de este trabajo seréa
presentar pruebas rigurosas de ambos resultados, mostrar la relaciéon
existente entre ambos e estudiar alguna generalizacién de los mismos.
Como consecuencia de ellos, se mostrara alguna aplicaciéon a la exis-

tencia y unicidad de solucién para ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Resumen

Este trabajo constara de tres capitulos. El primero contendra algunas nociones béasicas
para poder demostrar los teoremas del trabajo.

Posteriormente, en el segundo capitulo, expondremos algunos métodos para demostrar
los teoremas centrales del trabajo, entre ellos, el teorema de la funcién implicita para
espacios de Banach.

Por dltimo en el tercer capitulo, encontramos algunas de las aplicaciones que tiene el
teorema de la funcion implicita en las matemaéticas, por ejemplo, como podemos definir
superficies de forma implicita. Para concluir, se muestra la fuerte conexién que tiene el

teorema de la implicita con la existencia y la unicidad de solucion de EDOs.

Abstract

This work will be developed in three chapters. The first will contain some basic notions
that we will use prove the work’s theorems.

Later, in the second chapter, we will present some methods to prove the central theo-
rems of the work, among them, the implicit function theorem for Banach spaces.

Finally, in the third chapter, we find some of the applications that the implicit function
theorem has in mathematics, for example, how we can define surfaces implicitly. Lastly,
the strong connection that the implicit theorem has with the existence and uniqueness of
the solution of ODEs is shown.

VII






Introduccion

Comencemos introduciendo el concepto de funcion. La evolucion del concepto de funcién

comienza con el debate entre dos ideas:
= Idea geomeétrica: Una funcién tiene que representar una curva.

= Idea algebraica: Una funciéon tiene que venir representada por una férmula deno-

minada expresiéon analitica.
Posteriormente surge una tercera idea:
= Idea logica: Una funcién es una correspondencia.
De estas ideas, la primera en desaparecer seria la idea geométrica, y el debate entre la idea
algebraica y la idea légica perduraria durante anos.

Con una expresiéon analitica nos referimos por ejemplo a

flz) =a3+22% —2 3,

g(y) = Vy* + 1.

La nocién de una funcién dada por una férmula, no duraria mucho, dado que era muy

limitada para los propoésitos del calculo. Por ejemplo
y® + 16y — 322° + 322 =0

es una ecuaciéon cuya solucién viene dada por la curva representada en la Figura

IX



X INTRODUCCION

(=)

Figura 1: Curva definida por g + 16y — 3222 + 322 = 0.

Esta soluciéon nos lleva a sospechar que podemos expresar la variable y en funcion de
la variable x, pero sin embargo no existe una férmula explicita para esta funcion.

En la definicion moderna de funcion, lo primero que definimos es el dominio X, que es el
conjunto de puntos en los que la funcion esta definida. Lo segundo es el rango. Denotamos

por f al subconjunto de X X Y que tiene las siguientes propiedades:

» Para cada x € X existe un elemento y € Y de forma que (z,y) € f.

» Si(z,y) € fy(z,9) € f, entonces y = 7.

Al conjunto f le llamamos funciéon y, por lo tanto, su definicién viene dada en términos de
su gréafica.
Con esto queremos decir que para cada elemento x € X existe un tnico elemento y € Y

de forma que (z,y) € f, por lo que nos resulta comodo escribir

y = f(x)

cuando nos referimos a un punto (z,y) € f. De aqui surge el problema de la funcion
implicita.

Hasta finales del siglo XVIII, ningtin matematico sinti6 la necesidad de probar la exis-
tencia de esta funciéon implicita. Las funciones implicitas eran usadas para ver como se
comportaba la soluciéon de la ecuacion.

Isaac Newton fue uno de los primeros en analizar el comportamiento de una funcién
definida implicitamente.

No fue hasta 1770 cuando Joseph Lagrange probé la que puede ser la primera version del
teorema de la funcion implicita. Este resultado fue conocido como el teorema de inversién
de Lagrange. Hoy en dia lo considerariamos un caso particular del teorema de la implicita

para series de potencias.
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Cauchy en su intento de hacer las matematicas mas rigurosas, le presté atenciéon a
este resultado de Lagrange y a sus generalizaciones. Se considera que la primera version
probada del teorema de la funcién implicita la escribié Cauchy en sus memorias de Turin.

Este trabajo contiene tres capitulos. El primero constard de algunas nociones béasicas
para poder demostrar los teoremas centrales del trabajo.

Posteriormente, en el segundo capitulo, expondremos algunos métodos para demostrar
los teoremas centrales del trabajo, entre ellos introduciremos una versién escalar del teore-
ma de la implicita para poder probar la vectorial por induccién. Introducimos el teorema
de la funciéon inversa y mostramos su fuerte conexién con el teorema de la funcién implicita.
Para acabar este capitulo, demostramos el teorema de la funcién implicita para espacios
de Banach.

Por tltimo en el tercer capitulo, expondremos algunas de las aplicaciones que tiene el
teorema de la funcién implicita en las matematicas, por ejemplo, como podemos definir
superficies de forma implicita gracias a este teorema. Para concluir se muestra la fuerte

conexion que tiene con la existencia y unicidad de solucién de EDOs.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, introduciremos la notacién y algunos resultados que se usaran mas
adelante para probar algunos de los teoremas centrales del trabajo. En su mayoria es-
tan relacionados con la diferenciabilidad de funciones de varias variables reales. Para mas

informacion sobre este tema, se puede consultar [§].

Definiciéon 1.1 (Continuidad). Sea 2 C R™ un abierto. Una funcion f: Q@ C R* — R™

es continua en Z € {2 cuando admite limite en ese punto y ademas

lim f(x) = f().

T—T
Si f es continua en todos los puntos de €2 entonces decimos que f es continua en 2.

Definiciéon 1.2 (Funcién lineal). Una funcién f: R” — R™ es lineal si cumple

flx)+ fly) = f(z +y),
A flx) = f(A- =),

para cualesquiera x,y € R™, A € R. El espacio de las aplicaciones lineales de R™ a R™ se

denota por L(R™,R™).

Definiciéon 1.3 (Diferenciabilidad). Diremos que la aplicacion f es diferenciable en &

cuando existe una aplicacion df (z) € L(R",R™) tal que

oy I (@) = £(2) = df (@) (2 — ) [z

e o~ 2llge

=0.

Proposicion 1.4. Si una funcion f: Q@ CR® — R™ es diferenciable en un punto T € (Q,

entonces f es continua en ese punto.
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Definicién 1.5 (Derivada direccional). Sea 2 C R™ un abierto y sea f: Q C R* — R™ y

v € R™ con v # 0. Se define la derivada direccional de f en T € R™ en la direcciéon ¥ como

va(x):ﬁmf<‘”“ I H) -

t—0
Definiciéon 1.6 (Derivada parcial). Sea f: Q C R” — R™, definimos la i-ésima derivada
parcial de f en T como:

of . f@+t-e)— f(T)
3@() Df()—%g% " ,

siendo e; el i-ésimo vector de la base canénica de R".

Definicién 1.7 (Matriz Jacobiana). Sea f:  C R” — R™ una funcion diferenciable en

el punto = € €2, denotamos por

df1 ofr,_ df1

6301( ) 67302@ 87%(5)
Ofa,_. 0fs ofz ,_
. (@) (@) - ()
Df(z) = (gi J (:z)) o
afm v Ofm ,_ Ofm ,_
Er —— () 6762(93) T B, (z)

a la matriz jacobiana de la funcién f en el punto Z.

Notacion 1.8. Sea f: Q C R" x R™ — R™, cuando escribimos D, f(z,y) con (Z,y) € Q

tal que T € R" e § € R™ nos referimos a la matriz

Nen Lag - gy
ox1 y 0xo 4 oxy, 4
Ohs oy ey o gy
Dl,f(j’g): 33:1 % 8x2 8ajn
Oy Oy Vg
81‘1 x7y 8$2 x7y axn x?:y
Anélogamente, denotamos por D, f(Z,y) a la matriz
ey Dy - Py
9y1 7 Oy Dy
Ley Pap - Lay
Dyf(z,g)=| O " Ou O
Ofu, o Ofw o Ofm
i (z,7) 902 (z,7) 0 (z,9)



Definicién 1.9 (C'). Sea Q C R” un abierto y f: @ C R® — R™ una funcién continua,
decimos que f es continuamente diferenciable en  y lo denotamos por f € C'(Q,R™) si

f es diferenciable en ) y ademés todas sus derivadas parciales son continuas.
A continuacion, introducimos la derivacion de orden superior.

Definicion 1.10. La funcién f: Q@ € R®™ — R es dos veces diferenciable en ) si la

aplicacién
Df:Q—R"
2> Df(2) = (Dif(2), -, Duf ()
es diferenciable.

Definicion 1.11. La matriz

Duf(z) Diaf(z) --- Dinf(2)
Do1f(Z) Daof(z) -+ Danf(T)

Kl

Hf(z) =
Dn1f(2) Dnaf(z) -+ Dunf(T)
se denomina matriz Hessiana de f en el punto Z.
Definicién 1.12. Supongamos que, para todo z € 2. Las funciones
Diig iy 1 f: 2 —R
T Dijiy iy f(T)
son diferenciables en Z, diremos que f es m veces diferenciable en Z.

Definicién 1.13. Diremos que f es una funciéon de clase m en €2 cuando existan y sean

continuas en 2 todas las derivadas parciales hasta el orden m. Escribiremos f € C™(€2).

Notacion 1.14 (Segmento). Dado a, b dos puntos de R", denominamos L(a, b) al segmento

abierto que une a y b, es decir
L(a,b) ={x € R": x = at + b(1 — t) para algan ¢ € (0,1)}.
Analogamente denotamos por L[a, b] al segmento cerrado que una a y b.
Lla,b] = {x € R": z = at + b(1 — t) para algan t € [0,1]}.

A continuacién introducimos algunos de los teoremas mas importantes que utilizaremos

en este trabajo.
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Teorema 1.15 (del valor medio). Sean a,b puntos del abierto Q tal que Lla,b] C Q y sea
f:Q CR" — R™ continua en Lla,b] y diferenciable en los puntos de L(a,b). Entonces

existe un ¢ € L]a,b] de forma que

£ () = f(a)]| < [IDF (] - ]b = all

Proposicion 1.16 (Regla de la cadena). Sean Q1 y Qo abiertos de R™ y R™ respectiva-
mente, f: Q1 CR® — R™ y g: Qs C R™ — R® dos aplicaciones con un x € {1 tal que
f(z) € Qq. Si f es diferenciable en T y g es diferenciable en f(Z), la composicion h = fog

es diferenciable en T cumpliéndose que

Dh(z) = Dg(f(z)) - Df ().

A continuacién aniadimos algunos resultados de dlgebra lineal que necesitaremos para

poder probar los teoremas centrales del trabajo.

Definiciéon 1.17. Dadas dos matrices A y B de dimensiones n X n, decimos que esas

matrices son semejantes si existe una matriz P de dimensiones n X n de manera que
P-A-P'=B.
Y lo denotamos como A ~ B.

Teorema 1.18 (de Rouché-Frobenius). Dado un sistema de ecuaciones lineales con m

ecuaciones y n incognitas

A-X =B,
siendo
x1 b1
ai; a2 -+ Glp
T2 bo
a1 Q2 - G2p
A= , X=| 23 |, B=] b3
aml Gm2 **° (Amn
Tn, b,
Denotamos por
air a2 - aip  br
a1 agy -+ az,  bo

(AlB) =

Am1 Gm2 “ Qmn bm



Si rango(A) = rango(A|B) = n entonces el sistema tiene solucion unica, y se llama sis-
tema de ecuaciones compatible determinado. Si rango(A) = rango(A|B) < n el sistema
tiene infinitas soluciones y decimos que es un sistema de ecuaciones compatible indetermi-
nado. En el caso de que rango(A) # rango(A|B) entonces el sistema de ecuaciones lineales

no tiene solucion y decimos que es un sistema de ecuactones incompatible.
Ahora, introducimos el método de Cramer, que es el método de resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales aplicado en el trabajo.

Solucion 1.19. Dado un sistema de ecuaciones lineales AX = B, denotamos por A; a la

matriz A, cambiando la columna j por el vector B, es decir,

air - a1j-1 bioarjyr o an

az; -+ agj-1 by agjy1 - azy
A = S

Qm1 -+ Amj—1 bm Amj+1  *°° Qmn

Si el sistema lineal es un sistema de ecuaciones compatible determinado, entonces la solu-

cién tinica del sistema viene dada por:

det(Ai) .
;= ——= =1,2,.
i det A ‘ T

ey 10
Para finalizar este capitulo preliminar recordamos el concepto de norma.

Definiciéon 1.20 (Norma). Sea X un espacio vectorial. Decimos que || - ||: X — R es

una norma si:

1. ||z|| > 0 para todo z € X.
2. |Jz|| = 0 siy solo si z = 0.
3. ||Az|| = |A| - ||=|| para todo A € R, para todo x € X.
4. ||z +y|| < |l=]| + ||y]|, para todo =,y € X.
Decimos que el par (X, || - ||) es un espacio vectorial normado.

A continuacién ponemos algunos ejemplos de norma, similares a los utilizados mas

adelante.

Ejemplo 1.21. = Sea z € R" definimos la norma euclidea en R™ como

2| = \/a? + 2§ + ... +a2.
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» Sea X = C([a,b],R™), el conjunto de funciones de continuas de [a, b] a R™. Definimos

la norma en X como:

1fllx = sup}!lf(ﬂ«“)ll-

xz€a,b



Capitulo 2

Teoremas de la funcién implicita y la

funcién imversa

En este capitulo presentamos los teoremas de la implicita y de la inversa. Primero
demostraremos una versiéon escalar del teorema de la implicita, con una prueba elemental
que solamente hace uso de resultados basicos del calculo diferencial. La extensiéon al caso
vectorial se hard por induccién.

Posteriormente presentaremos una demostracion independiente del teorema de la inver-
sa, que también se basa en resultados elementales de diferenciacién de funciones en varias
variables reales y édlgebra lineal. Ademas, justificaremos que ambos teoremas son equiva-
lentes, lo que permite deducir uno en funcién del otro. El hecho de no seguir ese método
aqui se debe al deseo de presentar varias formas de aproximacion a estos resultados.

También ilustraremos con un ejemplo el caracter local de estos teoremas, lo que nos
lleva a preguntarnos bajo que condiciones podemos obtener resultados globales y, por lo
tanto, a presentar el concepto de difeomorfismo.

Para concluir el capitulo, demostraremos el teorema de la implicita en espacios de Ba-
nach. En este caso, necesitaremos ciertas nociones de diferenciaciéon en espacios normados
y el teorema del punto fijo de Banach.

Las referencias principales usadas para el desarrollo de este capitulo fueron [5] [7]. Ade-

més, también se siguieron en algunas partes |1}, 2].

2.1. Teorema de la funcién implicita

Primero, por simplicidad, vamos a considerar un caso particular de teorema de la
implicita, donde tendremos una tnica variable dependiente, pero un ntmero arbitrario de

variables independientes. Para su demostracion seguimos [5].

7



8CAPITULO 2. TEOREMAS DE LA FUNCION IMPLICITA Y LA FUNCION INVERSA

Teorema 2.1. Sea 2 C R™ un abierto, sea f: Q — R una funcion continuamente dife-

renciable y p = (Z,7) € R™ 1 x R donde p € Q es un punto para el cual se cumple:

fp) =0,
of
@( ) # 0.

Entonces existe un abierto ¥ C R™™ ! con & € Q' y una inica funcién continuamente
diferenciable ¢: Q' — R tal que

y=9(z),
flz, o(z)] =0,
para todo x € .
Demostracion. Supongamos que
of
— 0.
oz D) >

Como f € C1(Q), todas las derivadas parciales de f son continuas en . En particular

—— es una funcién continua en €2, asi que, si tomamos un entorno de p lo suficientemente

0T,

0
pequeno, {2, podemos suponer que / (z) > 0 para todo = € Q.

O0Tm,
Por lo tanto sabemos que f(Z,-) es estrictamente creciente en un entorno de § por el

razonamiento anterior. Ademés, como f(Z,y) = 0 podemos encontrar dos valores 41 y %o

de modo que

f(jvgl) <0< f(j7g2)

Utilizando ahora la continuidad de f, habra un entorno ' de Z tal que Q' x [71, 72| C €,
y f(z,71) <0< f(x,72) se cumplira para todo z € (V.

Para acabar el razonamiento, aplicando el teorema de Bolzano, deducimos que existe
un valor y € [41,72] para el cual f(z,y) = 0 y como sabemos que en Q' la funcion es
estrictamente creciente, este valor serd tinico. Entonces tomando y = ¢(x) obtenemos la
funcién buscada.

Veamos ahora que la funcién ¢ es continua. Tomamos 43, 74 de manera que
U1 <Ys <Y <Ys <Y

Entonces existe un abierto X contenido en €', que cumple T € X, y ¢(z) € (¥3,J4) para

todo x € X, por lo que ¢ es continua en z. Dado z € €', tomamos y = ¢(x) de manera
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que se cumpla que f(z,¢(x)) = 0, y razonando como antes se llega a que ¢ es continua en
x, por lo que hemos probado que ¢ es continua en €.

Nos faltaria probar la diferenciabilidad de ¢. Para ello, veamos que para cada j =

1,2,...,m — 1 se cumple:
of
vo @0

(z, p(x))

O0xm
para todo z € Q' y, por lo tanto, las derivadas parciales de ¢ son continuas en ', lo que
implica que ¢ es de clase uno en €. Fijando el punto x y tomando y = ¢(x), de la definicion
de diferenciabilidad obtenemos que

flot s epytt)— flem) =5 @)+t (o y) s wisn VP,
j m

donde lim 4 4y, (0,0) ¥(s,t) = 0.
Tomando t = ¢(z + s - ¢;) — ¢(x) en la ecuacion anterior deducimos que:
t-ﬁ(:c,y) :—s-a—f(:):,y)—lll(s,t)'\/sQ—i-ﬂ. (2.1)

0xTm Ox;j
Aplicando el valor absoluto y posteriormente la desigualdad triangular en (2.1)), obtenemos
lo siguiente,

)| < 1ol gL ()| + 0G0 [VaT |

- 'axm Ox;

Dado que la funcién raiz es creciente y que s? + t* < (|s| + [t|)?, llegamos a la siguiente

desigualdad,

0
|| <1 |

of

S|+ 00l b+ e @)
Ly
que usaremos mas adelante.

Sustituyendo ¢t y operando en (2.1]) llegamos a la siguiente igualdad

60+ 5 ¢) = 0]+ 5 (09) = =5+ ) = (s, ) VE L,

J

Si despejamos ¢(x + s - €j) — ¢(x), obtenemos
of

Pz +s-e)—gx)=—s- 88? - a\Iff(s,t) s+ 12,
%(%Z/) %(x,y)
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Operando en esta ecuacién, y usando la desigualdad triangular concluimos que

(s, 0] Jsl+ 1

‘¢(w+8'€j) — (@) [af(w’y)} : [af(x,y)]_l <

2.3
s 0z Oz, of 9 ) |s] (23)
8$m ? y
A continuacién separamos la prueba en dos casos.
of
C 1 |=—(x,y)| > 0.
aso oz, (z,y)
Si tomamos un s lo suficientemente pequeno, como ( )hH(l )\I/(s, t) = 0, tenemos que
s,t)—(0,0
W (s,t)| <%~ if (, y)‘ y |¥(s,t)] <2 ‘— x y)‘ Con estas condiciones, de (12.2) obte-
nemos que
af 1 | af
t — )| - ~ ()| -t
- |y o] < bl [ @+ 2 gL | o+ 5[5 w1

Despejando [t] en esta desigualdad, llegamos a la siguiente condicion

<ol |52 )|/ |yt (2.4)

Por lo que acotando |¢| en (2.3) con la desigualdad ([2.4]) llegamos a,

e [ ][]

|9 (s,1)] of of -
< 2L '
a7 or ) 1+6- oz, .- (z,y) 8xm(«r,y)
O0Tm, Y
Por lo tanto
i | 2@ F 5 e) =) [ Of of L
lll)r(l) S al_j ( y) axm (.’E, y) - O)
entonces existe
1% Oz +s-¢j) —dlx) _ [Of of -
axj (x) - 24)0 s - 8(13'] ([L‘, y) 8(Em (li, y) .
. Of _
Caso 2: a—x](x,y) =0.
Tomando un s lo suficientemente pequeno, y usando la siguiente cota,
1 | of
< - ==
B0 = 5| (o)
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obtenemos:
1| 90f 1 | of
¢ - = < - | : = .
| o] < | o] bl 5 | twn| -1
Despejando |t| en esta ecuacion obtenemos la siguiente desigualdad,

[t < s].

Notese, que en este caso, ([2.3)) se reduce a

P F K
oz, Y
t
Acotando |‘| por 1 dado que [t| < |s|, llegamos a que
s
Bat s e) = o) _ . |¥(s.1)
5 a ﬁ(x ) .
Bz Y
En conclusion,
Ym d(x +s-e5) — Pp(x) o,
s—=0 S
como queriamos probar. O

Ahora, probaremos la version general del teorema de la implicita. Normalmente, apli-
camos este teorema cuando tenemos un sistema no lineal con m ecuaciones y n + m varia-
bles. Anélogamente al modelo lineal, tratamos n variables como variables independientes
y llamamos a las m restantes variables dependientes, como funcién de las n variables in-
dependientes. Pero antes introduciremos unos lemas necesarios para hacer posteriormente

la demostracion.

Lema 2.2. Sea Q un abierto en R"™ y f: Q@ — R™ una funcidon continuamente diferenciable
cumpliendo que existe un punto y € Q tal que det Df(y) # 0. Entonces existe un entorno

de y contenido en ) para el que f es inyectiva en ese entorno.

Demostracion. Como f es continuamente diferenciable, el determinante se puede interpre-
Ofi
6xj

tar como una funciéon continua y det D f(y) = det < (y)) # 0, asi que existe un r > 0
ofi _
tal que det a—(zij) # 0 para todo z;; € B(y,r).
Ty
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Sean a y b dos puntos de B(g,r) con a # b. Empleando el teorema del valor medio

en cada componente f;, encontramos un ¢; € R™ en el segmento L(a,b) para el que se

cumpliré
_ of of
f1(b) = fi(a) 87:1(01) 5(@) b —ar
L) - @ | | O g
1 0fn 0fn b —a
fn(b) - fn(a) 6951 (Cn) a$n (Cn)
entonces, dado que ¢; pertenece a B(y,r) para todo i = 1,2,---,n. Sabemos que el de-

terminante de la funcién no se anula, y ademéas como b — a # 0, podemos concluir que
f(b) — f(a) # 0, por lo tanto f es inyectiva en B(y,r). O

Lema 2.3. Dada una matriz A de dimension n X n y coeficientes reales, existe una matriz

no singular U de forma que U - A es triangular superior.

Lo que nos dice este lema, es que toda matriz tiene una matriz triangular superior
de manera que son semejantes, es decir para toda matriz A, existe una matriz triangular
superior B que cumple A ~ B.

Ahora ya estamos en posicion de probar la version general del teorema de la implicita,

para lo que usaremos [7].

Teorema 2.4 (de la Implicita). Sea f: Q — R™ una funcion continuamente diferencia-
ble, siendo Q C R™™™ un abierto, y (Z,%) un punto de Q que cumple f(Z,5) = 0 y que
det(Dy f(z,y)) # 0. Entonces existen un abierto X C R™ y un abierto Y C R™ de manera
que T € X ey €Y y cumplen ademds

» Eziste una funcion ¢: X — Y de manera que existe un unico y = ¢(x) en'Y tal

que f(z,¢(z)) =0, para cada x € X.

» Sabemos que ¢(T) =y, ademds la funcion ¢ es continuamente diferenciable y cumple

(@) = =Dy o)) S (r0w). para todo z € X, conj = 1..om

(2.6)

Demostracion. FEsta demostraciéon la dividiremos en cuatro partes: encontrar el entorno Y
donde se cumplan las hipétesis del teorema, existencia y diferenciabilidad de la funcién

buscada ¢, la formula de la derivada y la unicidad de esta funcion ¢.
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1. Encontrar Y.

Definimos ®(x,y) = (z, f(x,y)) con (z,y) € £, y tenemos que

det D® = det ( ) =det D, f,

Def | Dyf

siendo [ la identidad de orden n y 0 la matriz de ceros de dimensiones n x m. Ademés
sabemos que det(D®(z,y)) # 0, por lo tanto por el Lemahay un entorno de (Z,7)
para el que @ es inyectiva. Tomamos entonces 2 = X’ x Y, con X’ un abierto en R"
que contiene a T y tomamos Y como un abierto en R que contiene a g, de forma
que P es inyectiva en X x Y.

2. Existencia y diferenciabilidad.

Antes de demostrarlo, primero, explicaremos la notacién aplicada en esta parte de la

demostracion. Por hipotesis en (Z, %) se cumple que det(D, f(Z,y)) # 0.

Consideraremos una aplicacion ¥ de Y a R™ definida como

Y= \Il(y) = (fl('fvy)afé(jay)f o 7fm('i'ay))

Ahora aplicando el Lema vamos a considerar una funcion ¥ dada por

de manera que

ofi . _ .
Z,y) = Opara todot > j.
8yj( )

Asumiremos directamente que

Ofi
8yj

(z,y) = Opara todoi > j.

Tras esta simplificacién podemos ver que

Ofi,_ . O0fi,. _ ofr
(Tgl(x’y) Tm(x’y) @(x,y)
Gy Lagp o Ly | »
det | 0w Ay’ Y~ = 8f,: (z,7) #0. (2.7)

O Ofm, Ofm
Tyl(x’y) Tyg(x’y) @(x,y)
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ofi
0y;

Por lo que de este razonamiento, las conclusiones que sacamos son que (Z,9) #0
para todo i € {1,2,...,m}.

Ahora, queremos probar que la ecuacion f(x,¢(x)) = 0 con la condicion ¢(z) = ¥,
tiene una tunica solucién ¢ continuamente diferenciable en un entorno X de z. Lo

probaremos por induccién sobre m.

Si m = 1 estamos en el caso del Teorema [2.I] Asumimos que esto es cierto para

m — 1 y probaremos que lo es para m. Sabemos que f = (f1,..., f;n) y tomaremos
fr=(f1s s fmer), asuvez, o = (Y1, ym-1) v (2,9) = (2,9, ym).
Consideramos la ecuacion

S @,y ym) =0,

con z e gy variables independientes y tomando ¥, como una tnica variable depen-

diente, con la condicion de que si (z,y’) = (Z,7') entonces y,, = 4. Como sabemos

por (27) que

Ofm

T (@.9) 0.

entonces estamos en las hipotesis del Teorema por lo que existe una funcion

¢m(z,y') continuamente diferenciable en un entorno X x Y’ de (Z,7’) que cumple

Sm(T,7) = Um ¥

(2, dm(x,9)) =0 para todo (z,y') € X x Y.

Sustituyendo y,, = ¢m(z,y’) en f'(z,y', ym) = 0 buscaremos la solucion de
f'@ 9, dm(z,9))) =0

con la condicién de que si x = T entonces 3/ = 7.

Sabemos por hipotesis que la matriz D, f(Z,y) es de rango maximo, por lo tanto es
no singular, entonces estamos cumpliendo las hipotesis para m — 1, por lo que existe

una funcién ¢’ continuamente diferenciable en un entorno X de Z cumpliendo

(2, ¢ (x), pm(z, ¢ () = 0

para todo & € X con la condicion ¢/ (Z) = 7.

Definimos ¢(x) = (¢'(), ¢pm (2, ¢’ (x))) con z € X y obtenemos que f(z,d(z)) = 0
para todo x € X. Ademas sabemos que ¢ es una funciéon continuamente diferenciable

en X como queriamos probar.
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3. Unicidad.

Sea g: X — Y una funcién que cumple f(z,g(x)) = 0 para todo z en X. Por la
definicion de @, tenemos que ®(z, g(z)) = (=, f(x,9(z))) = (z,0) y por este razona-
miento, ®(z, ¢(x)) = (x, f(z,#(z))) = (z,0). Como vimos en el primer apartado que
® es inyectiva, podemos deducir que (z,g(x)) = (z, ¢(x)) para todo x en X. Por lo

tanto g = ¢ y asi probamos la unicidad.

4. Formula de derivacion.

Si tomamos la expresion f(x,¢(z)) = 0, con z € X y derivamos aplicando la regla

de la cadena, obtenemos que:

D, f(2,6(2)) + D, (@, () - Do(a) = 0.
Entonces despejando D¢ en la ecuaciéon anterior, obtendriamos la formula
Dé(x) = —(Dyf(z,¢(x))) ™" - Duf(z, é(x))
con lo que queda probado . 0

Tras haber hecho esta primera demostraciéon, procedemos a poner un ejemplo de la

aplicacion del teorema de la implicita inspirado en un ejemplo de [2].

Ejemplo 2.5. Sea la ecuacion f(z,y,z) =0, donde f viene dada por la expresion
F(@,y,2) = ¥ 4 (2 — z)sen(y + 1) + /Zoyz  con (2,9, 2) € (~00,0) x (00,0) x (0, 00).

Definiremos implicitamente la tnica funciéon continua (x,y) — ¢(x,y) en un entorno del
punto (Z,y) = (—2,—1) de manera que ¢(—2,—1) = 1. Sabemos por como esté definida la
funcion f que esta definida y es diferenciable en un entorno de (—2,—1,1).

Ahora podemos comprobar con sencillez que
f(_2a _1’ 1) = 07

veamos como la derivada parcial de la variable z no se anula en el punto

8f _ y+z Ty
a(‘,p?y?z) = xe —|—sen(y—{—1)+ ?Z,

of
—(—2,-1,1) = -1 #0.
5 ) #

Hemos comprobado que la funcién f cumple las hipotesis del teorema de la implicita [2.4
esto implica la existencia de una tnica funcién ¢: R2 — R que serd la solucion de la

ecuacion f(z,y, #(z,y)) = 0 en un entorno de (z,y) = (—=2,—1) y z = 1.
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Podemos comprobar que

af — LYtz % g -2 — = §
%(az,y,z)—e Sen(y+1)+ 21‘7 81‘( 27 171)_ 27
of B _ e Of , —
9y (x,y,2) =2’ + (2 —x)cos(y + 1) + 5 ay( 2,-1,1)=2.
Mientras que las derivadas parciales de ¢ en el punto (—2,—1) son
of o o _
96 . C2-LD 3 g, y( 2,—1,1)
—(-2,-1,)=-S5t———=— —(-2,-1,1)=— =2
ﬁ(_2 1) 2% g(—z ~1,1)
82,' ) b az b b

Ahora puntualizaremos como podemos determinar la regularidad de la funcién ¢ a la

hora de aplicar el teorema de la implicita, como se detalla en [2].

Proposicién 2.6. Sea f: Q C R"™™ — R una funcion de clase v, r > 1, en un entorno
de (z,y) € Q C R*" x R™. Si det(Dyf(z,y)) # 0 y f(z,y) = 0, entonces la ecuacion
f(z,y) = 0, define implicitamente en torno a (Z,y), a la variable y como funcion unica
de x, x — ¢(x) =y, siendo ¢ de clase r en torno a T. Erxisten entornos X C R™ de T e
Y C R™ de g de forma que ¢(z) =y y f(x,d(x)) =0 para todo x € X.

Demostracion. Las hipoOtesis de este teorema son més exigentes que las hipotesis del teo-
rema de la implicita. Por lo que podemos asegurar la existencia y diferenciabilidad de la

funcién implicita ¢. Sabemos ademas que las derivadas parciales de ¢ vienen dadas por

DI1¢(x) = 7[Dyf($’¢(l‘))]_1Dx1f(xv ¢(x))’ L= 1’ 2a ey T

Como todos los factores del producto del lado derecho de la igualdad son funciones conti-
nuas en x, también lo serd D, ¢, por lo que ¢ es de clase 1. Como f es una funcién de clase
r, sus derivadas parciales son funciones de clase r — 1, es decir, Dy, f, D, f estan formadas
por funciones de clase r — 1. Por lo tanto D, ¢ es una funcién de clase r — 1, lo que implica

que ¢ es una funcién de clase 7. O

2.2. Teorema de la funcién inversa

Ahora introduciremos el teorema de la inversa, un teorema que esta bastante relacio-
nado con el de la implicita como veremos posteriormente. Pero antes, presentaremos unos

resultados previos que nos facilitaran la demostracion de este.

Teorema 2.7. Sean X,Y dos conjuntos de R™ y R™ respectivamente. Sea f: X — Y
una funcion inyectiva, entonces existe la funcion inversa f~'. Si ademds X es compacto y

f es continua en X, entonces f~1 es continua en f(X).
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~1 es continua en f(X), entonces para cada conjunto

Demostracion. Sabemos que si f
abierto A C X, f(A) es un abierto en Y. Entonces, basta con probar que para cada
conjunto cerrado F' de X, f(F) es cerrado en Y. Como F' es un cerrado y X es compacto,
F también lo es. Dado que la imagen de un compacto es compacto si la funcién es continua,
por ser f continua f(F') es compacto y por lo tanto cerrado. Entonces como f lleva cerrados

en cerrados, f~! es una aplicacién continua. O

A continuacion enunciamos y probamos el teorema de la inversa, para lo que seguimos

-

Teorema 2.8 (de la Inversa). Sea f: Q — R™ siendo Q un abierto en R™, con f conti-
nuamente diferenciable y T un punto que cumple que det D f(Z) # 0 y por tanto no singular.
Entonces existe un abierto X que contiene a T, un abierto Y que contiene a f(Z) y una
funcion f~1:Y — X continuamente diferenciable que cumple f(f~(y)) = y para todo y

enY, y f71(f(x)) = x para todo x en X. Ademds se cumplird también que

Df ™ (y) = DF(f™(y)~", para todo y en Y.

Demostracion. La funcion Df(-) es continua en 2, dado que f es continuamente diferen-
ciable en Q. Entonces como det(Df(Z)) # 0, existe un o > 0 tal que det(Df(x)) # 0 para
todo z € B(Z,«). Ademas por el Lema sabemos que existe 5 > 0 para el cual f es
inyectiva en B(Z, 3). Tomamos o = min{«, 5} de forma que B = B(Z, ), entonces por la
continuidad de f~!, sabemos que f(B) es un abierto. Este abierto sera Y, mientras que
X = f~Y(Y) N B. Llamaremos B a la adherencia de B, y sabemos que f es continua e
inyectiva en B.

Ahora, por el Teorema existe una funcion f~! definida en f(B) que cumple que
f7Yf(z)] = x para todo * € B. Ademas dicha funcién, también sera continua por el
Teorema Solo falta por demostrar que f~! es continuamente diferenciable. Para ello,
probaremos que cada componente fi_l loesconi=1,..,m.

Dado un punto, = de S, que cumplird que f~!(y) = x, llamaremos z’ a otro punto de
B, que cumplira que f~!(y') = 2/, siendo ¥/ = y + ¢ - ¢;. Aplicando el teorema del valor

medio sobre f, con los puntos z y z’, obtenemos:

MO ZI gz

para i =1,2,...,n.

Por hipétesis del teorema del valor medio, sabemos que los puntos Z; son puntos del

segmento que une a x y a ', por lo tanto como B es conexo por ser una bola, todos los
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elementos Z; pertenecen a B. Por la definicién tanto de x como de z’, sabemos que

fila") — filx) _ | 1sii=j
t 0sii#j,

/

. Sa-

bemos que det(Df(Z;)) # 0, entonces la matriz del sistema tiene rango maximo. Por el

por lo que tenemos un sistema lineal de ecuaciones donde las incognitas son

teorema de Rouché-Frobenius, es un sistema de ecuaciones lineales compatible determina-

do, por lo que la solucién del sistema seré tnica.

I “1n _ f-1
Sabemos que Li ; T i) " fi (y)’ por lo que utilizando la regla de Cramer,

S - f W)
¢

podemos deducir el valor de

. Entonces si tomamos la k-ésima incognita

) - )
:

de nuestro sistema, podemos saber el valor de , por lo que tomando el

limite

lim
t—0

=1 _ f-1
fx (y)t I (y) :Djfk_l(y)-

Con esto hemos probado la existencia de D; f,~ ! (y) para cada elementoy € Y y cada j =
1,2, ...,n. Sabemos por la regla de Cramer que Djfk_l(y) es el cociente de dos determinantes
cuyas matrices estan formadas por derivadas parciales D; f;(x), que son continuas por ser f
continuamente diferenciable. Entonces D; f, ! también sera continua, por lo tanto f~! seré
continuamente diferenciable. Ademés, aplicando la regla de la cadena, podemos obtener la
expresion de D f~1(y).

Por hipétesis sabemos que f o f~! = Idgn, entonces al derivar, obtenemos

D(fofhH=1I,.

Aplicando la regla de la cadena

Df(f~ () - Df M y) = In,

por lo tanto

-1

Df ' (y) = (Df(f ')
Y con esto concluimos la demostracion. O

Veamos ahora un ejemplo presentado en [5], en el que comprobaremos que no podemos
omitir la hipétesis de que la derivada de f tiene que ser continua en el teorema de la

inversa.
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Ejemplo 2.9. Tomamos la funcién f: R — R definida como:
9 1
fl#)=a-z+2° sen| — con z # 0,
x

con a € (0,1). Extendemos f, anadiendo que f(0) = 0. Esta funcién es diferenciable en

todo Ry f/(0) = a. Es mas, su derivada viene dada por:

f’($)=04+2'1»‘-sen<1)—cos<1> con z # 0

T T

y la derivada en x = 0 se obtiene mediante la definicion, es decir,

) h) — f(0
o) = i LSO,
Sin embargo, f’ no es continua en z = 0, por lo que la hipotesis de la continuidad de la
derivada requerida en el teorema de la inversa no se cumple. Veremos ahora que la funcién
f no tiene inversa en ningin entorno del 0.

Sabemos que en un punto donde f’(z) = 0y f”(z) # 0, no puede haber una inversa
local, por el hecho de que ese punto serfa un maximo o un minimo y en cualquier entorno
de ese punto z, la funcién dejaria de ser inyectiva. Por la definicién de f, en cualquier
entorno de 0, hay infinitos puntos donde f/(z) =0y f”(x) # 0.

Podemos ilustrar esto con las graficas de las funciones, como se muestra en las siguientes

figuras.

-0.4 -02 0 0.2 04

Figura 2.1: Grafica de la funciéon f con a = 0,5.
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Figura 2.2: Grafica de la funcion f’ con a = 0,5.

Como vemos la derivada se anula infinitas veces, en cualquier entorno del 0. Ademas,

la derivada segunda de f viene dada por

f(a) = (2 - ;2) sen (i) - @ C«)

para todo x # 0. Su grafica se muestra en la Figura [2.3

A -3 U

Figura 2.3: Grafica de f”.

Esta funcién se anula también infinitas veces en un entorno del 0. Veamos si existe un

x perteneciente a un entorno del 0 para el que se cumple que f'(x) = f”(z) = 0. Si se
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cumpliera esta condicién, la resoluciéon de este sistema

2-x-y—z2=—q,

(-2)- ()

1 1
vendria dada por y = sen <> ,2 = cos | — |. Para comprobarlo, apliquemos la regla de
x x

Cramer, utilizada anteriormente en la demostracion del Teorema Aplicando esta regla

obtenemos:

—a —1

2
I S I 1Y
Y 2.z -1 14222

1 2

9_ — _Z

2 x

2.z —Q

1

2—; 0 1_2_1,2
z = = .
2.0 -1 1+2-2?

1 2

9 _ _Z

2 x

1 1
Sabemos sin embargo que y = sen () y z = cos <>, por lo que cumplen 3% 4 22 =1,
x x

pero no sera asi, dado que

14421
(11_252)2 < 1, por lo que 32 + 2% < 1. Por lo tanto, no existe

un z que sea raiz tanto de f’ como de f”, esto implica que todo el punto donde la derivada

Para x # 0, es obvio que

se anule, serd un extremo de la funcién f y por lo tanto, esta no seréd inyectiva en ese

entorno, por lo que no existe inversa de f en ningtn entorno del 0.

2.3. Relaciéon entre el teorema de la implicita y el teorema

de la inversa

En esta seccién probaremos que el teorema de la Implicita y el teorema de la Inversa,

son equivalentes, es decir:
Teorema de la Implicita <= Teorema de la Inversa.

Para ello seguiremos las referencias [5, [7].
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Demostracion. Teorema de la Implicita "<=" Teorema de la Inversa.
Supongamos que f: Q C R*™ —s R™ es una aplicacién en las hipotesis del teorema
de la implicita, es decir f € C1(2) y existe un punto (Z,%) € Q que cumple f(Z,4) =0, y

det D, f(z,y) # 0.
Considerando ahora la funcion

U: QCR"xR™ — R" x R™
(«T,y) — (xvf(xvy))
que cumple:

1. ¥ es continuamente diferenciable;

2. \IJ(;T;Q) - (jvf(jvy» - (.f,());

10 -«-- 00 --- 0
1 0

3. DV (z,y) = : S .o
00 --- 10 --- 0

D:cf(jvg) Dyf(jvg)
det(DW(z, 7)) = det(D, /(2. 7)) # 0.

Por el teorema de la inversa, existen B[(z,0), o], B[(Z,y), 8] y una funcién
P B{(f’ O)a Oé] — B[(jv g)’ ﬁ]

continua tal que:

2. (Yoop)(z,y) = (z,y), para todo (z,y) € B[(z,0),a]. Observemos que

(\IJ ° 90)(*%7 y) = ((,01(%, y)v @2(1")?/)7 ) @n(x7y)7 fl(¢($,y))7 fQ(QD(.T, y))? A fm(%"(%?/)))

Esto nos indica que

(801($a y)a ‘pQ(ZEa y)a SR @n($a y)) =T,

lo que implica que

f(@, ont1(2, ), ent2(2,9), o, Ongm (2, y)) = y.
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Entonces si tomamos y = 0 definimos la funcion ¢: B[z, a] — R™ como

¢(x) = (¢1(x)’ R ¢m(x)) = ((,On+1(33,0), "'790n+m(x70))

que cumple

f(z,¢(x)) =0, paratodo xz € B[z, qa].

3. Sea z € B[z,al,y € B[y, 8] vy f(z,y) =0, probemos ahora que y = ¢(z).

Por el teorema de la inversa, si z € B[z, a|, (z,y) € B[(z,9),5] v Y(z,y) = (,0),

esto implica que ¢(z,0) = (x,y), lo que nos lleva a que por la definicion de ¢,

P(z) =y.

4. De la ecuacion de f(z, ¢(x)) = 0, aplicando la regla de la cadena con la funcion ¥,

obtenemos:

Dé(z) = —(Dyf(z, ¢(2))) ™" - Do f(z, ¢())

con lo que queda probado el teorema de la funcién implicita a partir del teorema de

la funcién inversa.

O

Demostracion. Teorema de la Implicita "==" Teorema de la Inversa.

Supongamos que f: 2 C R — R es una aplicacion en las hipotesis del teorema de
la inversa, es decir, f € C}(Q) y existe un punto Z € Q que cumple que det Df(Z) # 0 e
y=f()

Por el Lema[2.2] podemos asumir que f es inyectiva en un entorno de Z. Si tomamos la

funcion ¢ (z,y) = f(x)—y con (z,y) € Q2 xR"™, esta funcién es continuamente diferenciable,

w(fv g) =0y
Dy(z,y) = (Df(x)| — 1d).

Por hipotesis del teorema de la inversa, sabemos que det D f(Z) # 0, por lo tanto tenemos
que det D,V (Z,y) # 0 y podemos aplicar el Teorema de la Implicita. El Teorema nos
garantiza la existencia de una funcién g y un entorno Y de y para la que se cumplira

P(9(y),y) = flg(y)) —y = 0 para todo y € Y. Como f(g(y)) = y para todo y € Y,
entonces g es la funciéon inversa de f. O



24CAPITULO 2. TEOREMAS DE LA FUNCION IMPLICITA Y LA FUNCION INVERSA
2.4. Caracter local del teorema de la implicita y el teorema
de la inversa

En esta seccion, nos dedicaremos a ilustrar que los teoremas mostrados en las secciones

anteriores son locales. Esto lo ilustraremos con un ejemplo extraido de [2].

Ejemplo 2.10. Tomamos f:  — R? siendo = {(z,y) € R?: y > 0}, definida como:

@) fen) = (- Qe =) VRT ).

Figura 2.4: Grafica de la funcion f.

Vamos a ver que el teorema de la inversa es local tal y como esté definida esta funcion.

1 1
Si tomamos u = 3 (|| —y) y v = \/|z| - y, despejemos |z| e y, de u = 3 (lz] —y)
obtenemos

|z = 2u+y, (2.8)

si ahora sustituimos en v = \/|z| - y este valor de |z| llegamos a
v? = 2uy + 2
Despejando y de esta ecuacién, sabemos que

y = —u£VuZ+ v
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sustituyendo ahora en ([2.8) esta expresion de y, obtenemos
|z| = u £+ Vu? + 02

Sin embargo, debemos descartar el signo negativo, dado que en el caso de ser vVu? + v2 > u,
como ocurre por ejemplo cuando u =1y v = 1, entonces |z| < 0, lo cual es imposible, por
lo que las expresiones finales de |z| e y son
2| = u+ Vu? + 02,
y=—u-+Vu2+v2
Sabemos que f(C) = {(u,v) € R?: v > 0} = C, pero esta aplicacién no es inyectiva,

dado que f(z,y) = f(—=x,y). Sin embargo, f es inyectiva en algunos abiertos de C. Por

ejemplo:

» SiZ > 0ey >0 lafuncion es localmente biyectiva en B((Z,y),r) con r = min(z, y)

y la inversa local viene dada por
(,0) = (2,) = (u+ Va2 + 02, —u+ Va2 + ).

» SiZ < 0ey > 0]lafuncion es localmente biyectiva en B((Z, %), r) con r = min(—Z, g)

y la inversa local seria
(u,v) = (z,y) = (—u — V2 + 0%, —u+ Vu® +0?).

Sin embargo, podemos ver que en muchos puntos de C' no se van a cumplir las hipotesis
necesarias para el Teorema de la Inversa.

Por ejemplo, si tomamos un punto (0,y), perteneciente a C, un entorno cualquiera de
ese punto y una bola contenida en ese entorno de radio r, tendremos que tanto (r/2,7)

como (—7/2,7) estan en el entorno y por lo tanto f no puede ser inyectiva en ese entorno.

Ahora, una vez justificado que el teorema es local, definiremos lo que es un difeomorfis-

mo, y veremos un resultado que nos permite asegurar la existencia de una inversa global.

Definicion 2.11. Sean €21, Q5 dos abiertos de R™. Una aplicacion
f: Ql — QQ

es un difemorfismo de clase p, con p > 1, si f es biyectiva y tanto f como f~! son funciones

de clase p.

Tras esta definiciéon, podemos probar la siguiente caracterizacion de difeomorfismo.
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Proposicion 2.12. Sea Q un abierto de R™. Una condicion mecesaria y suficiente para

que la aplicacion f: Q@ C R" — R", de clase p > 1 sea un difeomorfismo de clase p de 2
en f(Q) es que

= f sea inyectiva;
» det Df(x) #0, Vo € Q.

Demostracion. Si f es un difeomorfismo, f~' o f = Idg. Aplicando la regla de la cadena,

obtenemos DIdg(x) = Id = Df~1(f(x)) - Df(x). Esto implica que det D f(x) # 0.
Reciprocamente se supone que f: Q@ — f(€Q) es biyectiva. Si aplicamos el teorema de

la inversa en el punto Z, podemos llegar a la conclusion de que la restriccion de f~! a un

entorno de Z es de clase p. De manera que f~! es de clase p en f(f). O

Por lo que si f es un difeomorfismo de © a f(£2) entonces la funcion f es biyectiva de 2
a f(Q) y sabemos que det D f(z) # 0 para todo = € €2, por lo que estamos en las hipotesis
del Teorema de la inversa 2.8

Veamos ahora un ejemplo de difeomorfismo, que también se suele denominar cambio

de variables.

Ejemplo 2.13 (Cambio de variable a coordenadas cilindricas). Consideramos los abiertos

O ={(p,0,2) eR’: p>0,0 € (—7,m)},
Qy =R3 — {(2,0,2) € R3: 2 < 0},

y la aplicacién
p:(p,0,2) € = 9(p,0,2) = (2,9, 2) € Dy,
definida como
r=p-cos(f), y=p-sen(d), z=-z.

Se puede ver facilmente que es biyectiva, dado que ¢ es inyectiva en §2; y también sobre-
yectiva, dado que para todo (z,y, z) € g, existe un punto (p,0,z) € Q1 de manera que

@(p,0,2) = (2,9, 2). Ademas

cos(0) sen(d) 0
det Dp(p,0,2) = | —p-sen(f) p-cos(f) 0 |=p#0,
0 0 1

para cualquier (p, 0, z) € ;.
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Por lo tanto, ¢ es un difeomorfismo de clase infinito entre Q; y €. La aplicacién

inversa, vendra dada por,

o (z,y,2) = (\/xQ + 2, arctan <Q> ,z) .
x

2.5. Prueba del teorema de la implicita para espacios de Ba-
nach

Primero definiremos lo que es un espacio de Banach y una funcién contractiva, para

poder enunciar y demostrar el teorema del punto fijo de Banach. Dicho teorema de punto

fijo sera la herramienta clave en la prueba del teorema de la implicita en este contexto.

Esta seccion esté inspirada por [5].

Definicién 2.14. Un espacio de Banach es un espacio normado completo, es decir, un es-
pacio vectorial con una norma y en el que ademas todas las sucesiones de Cauchy convergen

a un elemento de ese espacio.

Definicién 2.15. Sea X un espacio de Banach con norma ||-||. Una funcién f es contractiva

en X siexiste un ¢ € R con 0 < ¢ < 1, llamada constante de contraccion, tal que

1f (@) = FW)ll < ¢ [lz—yll
para todo x,y € X.

Ahora estamos en condiciones para enunciar y demostrar el teorema del punto fijo de

Banach.

Teorema 2.16 (del punto fijo de Banach). Sea X un espacio de Banach y f: X — X
una funcion contractiva en X . Entonces f tiene un dnico punto fijo en X, es decir, existe

un tinico T € X que cumpla T = f(Z).

Demostracion. Tomamos un punto arbitrario p de X, y tomamos la sucesiéon recurrente:

o =D,
T = f(xO);
T2 = f(xl)u

Tn =f(Tn-1).
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Probemos que esta sucesion es de Cauchy. Para ello, empezamos acotando la distancia

entre dos elementos consecutivos,
it — 5l = 1 (25) = flz-)ll < e |Joj — z5-1]]-
Repitiendo este proceso j veces obtenemos
|zj 41 — 5] < - [Jar — zol|-

Lo que tiende a 0 cuando j tiende a infinito, dado que 0 < ¢ < 1.
Ahora veamos que pasa si tomamos elementos no consecutivos. Si tomamos un k > 1,

entonces

124k = 251 < Mlajer = @jen—tll + g1 = Tjn—2ll + -+ [lj1 — 2]
< [T g TR ) [ — o
T

Entonces, como sabemos que

1 >~
1_02207>[c’“*1+c’“*2+-~-+1]7
j=0

la desigualdad Obtenida €S:
Ttk €j 1 c Tl Zoll,

que tiende a 0 cuando j tiende a infinito, por lo que hemos probado que la sucesion {x,, }nen
es una sucesion de Cauchy.

Ahora que sabemos que {z, }nen es una sucesion de Cauchy, al ser X completo, existe
un = € X de forma que es el limite de {z,, },en. Por la continuidad de f y la definiciéon de
la sucesion {x, }nen se cumple

f@) = 1l o) =l Flon) = Jim o = 2

Ahora que hemos probado la existencia del punto fijo, probemos la unicidad. Para ello

supondremos que existe un segundo punto fijo §. Entonces,

|z —gll = lf (@) = fF@I < ¢ [lz —7l],

y como sabemos que 0 < ¢ < 1, el tnico caso en el que se cumpliria esto, serfa en el caso de
que ||z — g|| = 0, es decir si £ = g por lo que llegamos una contradicciéon. En conclusion,

el punto fijo T es tnico. O
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Una vez introducido esto, vamos a escribir unas proposiciones, extraidas de [5], que nos

facilitardn la demostracion del teorema de la implicita para espacios de Banach.

Proposicion 2.17. Sea B = B(Z,r) una bola cerrada en un espacio de Banach X . Supo-
nemos que f: B — X es una contraccion, con c su constante de contraccion, de manera

que ||f(z) — Z|| < (1 —¢) - r. Entonces, f tiene un tinico punto fijo en B.

Proposicion 2.18. Sea B = B(Z,r) una bola abierta en un espacio de Banach X. Su-
pongamos que f: B — X es una contraccion tal que ||f(z) — z|| < (1 —¢) - r. Entonces

f tiene un unico punto fijo en B.

Proposicion 2.19. Suponemos que f es una contraccion en un espacio de Banach X. Sea

x € X tal que ||f(z) — x|| = d. Entonces la distancia de x al punto fijo T es como mdzimo

1—c
Proposicion 2.20. Sea X un espacio de Banach y S un espacio métrico. Suponemos que

la aplicacion
f:9xX —X

es una contraccion unicamente en X sobre s € S si existe un ¢ € (0,1) tal que

1f(s,2) = Fs,9)ll < e [lz =yl

para todo s € S y para todo x,y € X. Ademds supongamos que f es continua en s para
cada x € X fijado. Entonces, para cada s, existird un unico punto fijo xs € X que cumplird

f(s,x5) = xs. Ademds la aplicacion dada por ¢(s) = xs es una funcion continua en S.

Demostracion. Tomamos un ¢ € S. Entonces para todo € > 0, por la continuidad de f en
su primera variable, sabemos que existe un § > 0 que cumplird que si ||t — s|| < 0 entonces

|| f(s,z) — f(t,z¢)|| < e. Sabemos que f(t,x¢) = x4, por lo que la distancia de f(s,z;) al

. L. £ ..
punto fijo z; es como méaximo . Entonces ||z — || < T por la Proposicion [2.19} lo
—c

que quiere decir que si ||s — t|| < § entonces ||xs — z|| < % Por lo que la aplicacion
—c

¢(s) = s es una aplicacion continua. O

Antes de ponernos a demostrar el teorema de la implicita para espacios de Banach,

introduciremos el siguiente teorema, consecuencia directa de las Proposiciones 2.18] y [2.20

Teorema 2.21. Sea X un espacio de Banach y S un espacio métrico. Denotamos B =

B(z,r) una bola abierta en X, tomamos h: S x B — X wuna funcién contractiva en X
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sobre s € S, y continua en la variable s para cada valor fijado x € X. Supongamos que

para cada s € S, sabemos que

l|h(s,x) —z|]| < (1—c)-r.

Entonces para cada © € X, existe un inico y, € B de manera que h(x,Yy) = Yz, Y

ademds la aplicacion ¢(x) = Yy, es continua de X a B.

Antes de llegar a la demostracion del teorema de la implicita para espacios de Banach,
hablaremos del calculo diferencial en espacios normados. Estas definiciones se pueden en-
contrar en [0].

Recordemos que cuando una funciéon f: R — R es diferenciable, sabemos que existe

o F@th) — (@)
h—0 h

= f'(2).

Veamos ahora, de tener dos espacios normados X e Y como podriamos definir la deri-

vada de una funcién f: X — Y.

Definicion 2.22. Sean X, Y espacios normados y €2 C X un abierto. Dada una aplicacién
f:QC X — Y, decimos que f es diferenciable en = € () si existe una aplicaciéon lineal
acotada, f'(z) € L(X,Y) de manera que

fx+h) = fz) = f'(x) - h=e(h)
e(h)

donde W — 0 cuando h — 0.

Observacion 2.23. Si f es diferenciable en x € ) entonces:
= f es continua en ese punto.
= la aplicacion diferencial f/(x) € £(X,Y) es tnica.

La derivada definida anteriormente es la denominada derivada de Fréchet de f en el

punto z. Definamos ahora el concepto de funcion de clase 1, C! en espacios normados.

Definicién 2.24. Dada una funcién f: Q2 C X — Y, decimos que f es diferenciable en
2 si existe f'(z) para todo x € Q. Ademas, si la aplicacion x — f’(z) es continua de Q a

L(X,Y) se dice que f es una funciéon de clase uno en Q y se denota como f € C*(Q).

Notacion 2.25. Sean XY y Z espacios de Banach y sea f: Q C X XY — Z una funcién
diferenciable en la segunda variable. Nos referimos a la aplicacién diferencial de f respecto

a la variable y como d, f.
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A continuacién enunciamos una version del teorema del valor medio en espacios nor-

mados.

Teorema 2.26 (del valor medio). Sean X e Y espacios normados con normas | - | y
|| - || respectivamente, y sea @ C X abierto y a,b puntos de Q tal que L(a,b) C Q. Si
f:QCX —Y es continua en Lla,b] y diferenciable en los puntos de L(a,b) de manera

que existe Kqp = SuPyer(ap) ||df (T)]| se tiene que

1f(a) = FO)I| < Kap - [b—al.

Concluimos este capitulo con la prueba del teorema de la funcién implicita en espacios
de Banach.

Teorema 2.27. Sean X,Y ,Z espacios de Banach, Q@ C X XY un abiertoy f: Q — Z
una funcion continuamente diferenciable. Supongamos que existe (Z,y) € Q que cumple
f(Z,9) =0y que dyf(Z,7) tiene inversa. Entonces existen dos entornos Uz, entorno de T
en X y Vi entorno de y en'Y, tales que para todo x perteneciente a Uz, existe un tinico y
de Vi de manera que f(x,y) = 0. Ademds existe una unica funcion continua ¢ definida en

Uz que cumple ¢(z) = y.

Demostracion. Para esta demostracion, tomaremos una funcion auxiliar

h(.’IJ,y) =Y - [dyf([]_j,gj”_l ’ f(x7y)

Por la definicién de la funcién h, sabemos que
h(fiag) =Yy— [dyf(jvg)]_l : f(jag) =Y,

ya que por hipdtesis tenemos que f(Z,y) = 0. Sabemos que h sera continuamente diferen-
ciable en la variable y dado que la identidad en Y es diferenciable y por hipétesis también
lo es f. Con esto, hemos probado que h(x,y) =y siy solo si f(z,y) = 0.

Por lo que como es continuamente diferenciable en y sabemos que habra un entorno de

(z,9), Uy x V,,, donde

dyh(z,y) = Id — (dyf(2,5)) " - dyf(z,y),

Por lo que es trivial ver que dyh(z,y) = 0. Como dyh(-) es continua, si tomamos un entorno

de Z como por ejemplo U,, y tomamos B; = B(Z,r) con r > 0 de manera que U, C B y

entorno de g como V, y By = B(¥, s) con s > 0 de manera que V,, C By, entonces podemos
1

afirmar que ||dyh(z,y)|| < 5 bara todo (z,y) € U, x V. Aplicando el teorema del valor

medio sobre la segunda variable de h obtenemos que

1h(z,9) = gll = [|h(z, §) = Wz, §)I] < % Iz, 9) = (2, 9)]-



32CAPITULO 2. TEOREMAS DE LA FUNCION IMPLICITA Y LA FUNCION INVERSA

. . 1
Por lo tanto la funcién h es contractiva con constante ¢ = —. Por el Teorema

2.21

concluimos que para cada x € U, existe un tnico g, € V,, cumpliendo h(z,ys) = ¥a.

Ademas la funcion que lleva cada elemento x a su punto fijo 7, es continua, es decir la

aplicacion ¢: U, — V,, definida como

(x) = Yo

Como por la definicién de h sabemos que h(x,y;) = ¥ si f(z,y,) = 0, concluimos la

demostracion.

O



Capitulo 3
Aplicaciones

En este capitulo expondremos algunas de las aplicaciones del teorema de la implicita.
Primero, vamos a centrarnos en como podemos aplicar el teorema de la implicita para
definir superficies implicitamente. En esta secciéon utilizaremos resultados elementales de
diferenciacién de funciones varias variables y geometria basica. Para ello nos apoyaremos
en [g].

Posteriormente, veremos la directa relacion que tienen las EDOs con el teorema de
la implicita y como la existencia de una funcién implicita, puede probar la existencia de
solucion de una EDO. Utilizaremos varios resultados basicos de EDOs y el teorema de la
funcion implicita aplicado en espacios de Banach para esta seccion, para la cual nos hemos
inspirado en [5].

Por ultimo, demostraremos la unicidad de solucién de un problema de Cauchy escalar
bajo condiciones Lipschitz en la variable independiente. Esto lo probaremos aplicando
el teorema de la inversa, que como vimos anteriormente, es equivalente al teorema de la
implicita. Ademas usaremos algunos resultados basicos de soluciones de EDOs. Esta tultima

se basa en resultados probados en el articulo [4].

3.1. Superficies definidas implicitamente

En primer lugar, introducimos los conceptos de punto regular y superficie regular.

Definicién 3.1. Sea © un abierto de R3 y f: O — R una aplicacién diferenciable. Un
punto (Z,7,z) € £ es un punto singular de f si Vf(Z,y,z) = 0. Un punto que no es
singular, se dice que es un punto regular. Un valor y € f(2) se dice que es un valor regular

cuando todo = € f~1(y) es regular.
Antes de proceder a la definicién de superficie regular, introducimos la definicién de

33
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curva regular, que necesitaremos més adelante.
Definicién 3.2. Sea a: (a,b) — R? una aplicacion.

= Si « es continuamente diferenciable, se dice que define una curva parametrizada en
RB

» Sid/(t) #0, para todo t € (a,b), se dird que la curva parametrizada es regular.

» Si « es una aplicacion inyectiva de forma que v = «a(a, b), entonces diremos que v es

una curva regular y que « es una parametrizacion de ~.

Definicién 3.3. = Sea 2 C R? abierto. Una aplicacién continuamente diferenciable,
F: (u,v) € Qs F(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) € R3,
se dice que define una superficie parametrizada en R3.

» Se dice que es una superficie parametrizada regular cuando DF(u,v) es inyectiva

para todo (u,v) € Q.

= Sea F: Q C R?2 — R3 una superficie parametrizada regular siendo F inyectiva.

Decimos que Y = F(f2) es una superficie regular en R? parametrizada por F.

Tras haber definido esto, nuestra intencién es probar la siguiente proposicién utilizando

el teorema de la implicita.

Proposicién 3.4. Sea 2 C R3 un abierto, f: Q — R una funcion de clase uno y k € f(£)

un valor reqular de f.
= El conjunto >, = f~(k) es una superficie reqular en R3.

» Para todo (x,y,2) € Y, Vf(x,y,2) es el vector normal a ), en el punto (x,y, z).

Esto significa que el plano tangente a ), en ese punto tiene como ecuacion
-le(i‘7g’ 2)(’5C - j) + D2f(j:7ga 2)(y - g) + D3f(j7g7 2)(2 - 2) =0.

» Sea m, el plano tangente a ), en el punto (Z,y,Z) y sea r una recta pasando por
ese punto, contenida en . Eriste una curva reqular o pasando por p, contenida en

Zk, admitiendo T como recta tangente en ese punto.

Demostracion. Sea (z,y,Z) € Y, como k es un valor regular de f, esto nos indica que
Vf(Z,y,z) # 0, es decir al menos una derivada parcial de f en ese punto es distinta de 0.

Supongamos que D3 f(Z,y,z) # 0, por lo que podemos aplicar el teorema de la implicita
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a la ecuacion f(xz,y,z) — k = 0 en el punto (z,7, Z), es decir, sabemos que existe X x Y

entorno de (Z,y) y Z entorno de Z en donde existe una funcion
b X XY — 7,

continuamente diferenciable en X x Y, que ademas verificara que ¢(Z,y) = z y por lo tanto

f(z,y,6(x,y)) = k para todo (z,y) € X x Y.

Ademas el plano tangente a la superficie en el punto p, 7, esta definido en términos

de ¢ como

2 =2+ D16(z,7) - (x — T) + D2(Z,7) - (y — 7).

Teniendo en cuenta que por el teorema de la implicita sabemos que

le(? z)

= =\ Y, = o\
D1¢($,y) - DSf(CU,g, 2)7 D2¢(‘T7y) - D3f(fi,g, 2)7

con esto probamos el segundo apartado.

Tomamos ahora una recta r perteneciente al plano m,, que contenga al punto (z, 7, z).
Esta recta seré una recta tangente al punto. Llamaremos 7 al plano formado por el vector

normal de 7, y la recta 7. Supondremos que la ecuacion que lo define viene dada por

g(l’,y,Z) =0T+ vy + v3z — d=0.

Ilustremos este en la Figura [3.]
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Figura 3.1: Interseccion de m, y 7.

Queda claro que

le(ﬂ_%'g; 2) D2f(iag7 2) D3f(j7ga2)
V1 V2 V3

D(f?Q)(J_"7g7Z) = (

es una matriz de rango 2, ya que de no ser asi, significaria que 7, y 7 son el mismo plano.

Supongamos que las dos ultimas columnas cumplen

‘sz(w,y,Z) D3 f(z,5,2) £0.

V2 U3

Entonces por el teorema de la implicita existe un X entorno de Z en donde existe una

aplicacion ¢: X — R?, que define una curva regular a en R? definida como

a(z) = (z, d(x)).
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Por las hipotesis del teorema de la implicita sabemos que esta funciéon ¢ cumple que

lo que significa que la curva esta contenida en el plano 7, también cumple que

Fla(@) -k =0.

Esto indica que « es una curva regular contenida en » | x Y surecta tangente en p pertenecera

a mp, ademas como esa recta pertenece a 7, y a 7, es la recta r como querfamos demostrar.

O

3.2. El teorema de la implicita para probar la existencia de

soluciones en EDOs

En esta seccién expondremos la fuerte conexion entre el teorema de la implicita y la
resolucién de ecuaciones diferenciales. Para ello, comencemos introduciendo el teorema de

Peano.

Teorema 3.5 (Peano). Sea f: Q@ CR x R" — R" una funcion continua en
(to — a,to + a) x B(zg,r) C Q

entonces eziste una solucion xz(t) para

dx

i fit,x) z(to) = zo, (3.1)

ademds existe un h > 0 de forma que la funcion x(t) esta definida en el intervalo (to —

h,to + h).

Observacion 3.6. Debemos recordar que la solucion de (3.1)) no tiene por qué ser unica si

f es solo continua. Por ejemplo si consideramos un problema de Cauchy de la forma

dx

e " x(0)=0, conre(0,1),

tenemos una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden de variables separadas, por lo

que podemos reescribirlo de esta forma
dr -z~ " = dt.

Si integramos en ambos lados de la igualdad, obtenemos que
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Despejando z, obtenemos una soluciéon de la ecuacion diferencial ordinaria
1
z(t)=((1-r)- )l -1,

Sin embargo, no nos podemos olvidar de la solucién trivial de la ecuaciéon diferencial ordi-
naria z(t) = 0, por lo que hemos visto que la condicién de continuidad no basta para llegar

a la unicidad de la solucion.

Podemos probar el teorema de la implicita como un corolario del Teorema de Peano

Teorema 3.7. Sea @ C R™ un abierto y h: @ — R™ una funcidn continuamente

diferenciable, tal que h(ty, o) =0 y
det(Dmh(to, .CL‘())) 7é 0.

Entonces ezisten un o > 0 y una funcion ¢: (to — a,tg + ) — R™ continuamente
diferenciable en ese intervalo que cumplira ¢(ty) = xo y ademds h(t,¢(t)) = 0 en un

entorno de ty.

Demostracion. Tomemos a,r > 0 de manera que (tg — a,ty + a) X B(zg,7) C Q y que la

matriz Dy h es no singular en (to — a,to + a) X B(xg,r), y definamos la funciéon
_1 Oh
f(t,fL‘) = - (Dibh(taw)) t E(ta 113‘)

Sabemos que f es continua por lo que podemos aplicar el Teorema (3.5 para probar la
existencia de solucién para el problema

d

= ft),  alto) = o,
definida en un intervalo de la forma (tg — «,tp + «). Denotamos ahora x(t) = ¢(t), de

manera que z(tg) = ¢(to) y ademas

¢'(t) = f(t,¢(t)) te€ (to—ato+a)
Por lo que como, h(tg, o) = 0, utilizando la regla de la cadena y la igualdad anterior,

dh Oh (1) —
THE0(0) = F(E.6(0) + Doh(t, 6(0)8 (1) =0,

de forma que h(t, ¢(t)) = 0 en el intervalo (ty — o, to + ). O

Hemos visto que el teorema de la implicita puede ser tratado como un corolario de
la existencia de solucién para ecuaciones diferenciales ordinarias. Lo que queremos hacer
ahora es probar que podemos usar el teorema de la implicita para demostrar el Teorema

de Picard-Lipschitz, para ello nos hemos apoyado en [3].
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Teorema 3.8. Sean I C R y Q C R"™ abiertos, f: I xQ — R™ una funcion continuamente

diferenciable y consideramos el problema diferencial
¥ = f(t,x) x(to) = wo, (3.2)

con ty € I y con xg € ). Entonces existe un abierto I de R, entorno de tg y una tinica

funcion continuamente diferenciable ¢ que es solucion de (3.2)).

Demostracion. Para esta demostracion tomaremos (tg,z9) = (0,0) para simplificar los
calculos.

Tomamos una bola abierta centrada en el origen de radio r, contenida en €2 y sea U la
bola abierta centrada en el origen de radio g Definimos ahora los siguientes conjuntos de

aplicaciones

X = {(;5 € Cl([_lv 1]7Rn): ¢(0) = 0}7
Y = C([=1,1],RY),

y sus respectivas normas

lolly = sup |lo(@)]],

z€[—1,1]

18llx = 118lly +11¢/lly-

Aqui ¢ es la derivada de ¢. Sea X( un abierto de X donde estan los elementos de X cuya
imagen esta contenida en U.

Consideramos ahora la funcion

F:(=1,1) x Xg — Y,
(0,0) = F(3,0) = ¢/(t) — & - f(dt, $(31)).

Aplicaremos el teorema de la implicita para espacios de Banach sobre esta funcion.

Para ello primero veamos que la funcién es de clase 1. Como por hipétesis f es una
funcion de clase 1, basta ver que la aplicacion d: X — Y dada por d¢ = ¢’ es de clase 1
de X a Y, véase [3].

Sabemos que ¢’ € Y para cada ¢ € X y d es una transformacion lineal. Como

ldelly < [ldolly +[I9lly = llllx

sabemos que d es continua. Ademés, como d: X — Y es lineal y acotada, su derivada es
ella misma, asi que d es una aplicaciéon de clase 1.
Si tomamos § = 0, entonces F(0, ¢) = ¢/ = d¢. Ademas sabemos que dyF'(0,0) = d.



40 CAPITULO 3. APLICACIONES

Veamos ahora que d tiene inversa y que ademaés esta acotada. Definimos £: Y — X

tal que

(Cy)(t) = /0 y(s)ds.

Es obvio que

(doL)(y) =y, (Lod)(¥)=1,

por lo que L es la inversa de d. Ademas, esta acotada

1Lyllx = [ILylly +I(d o L)ylly < llylly + lylly = [[2v]ly-

Como F(0,0) = 0y dyF(0,0) es invertible, estamos en condiciones de aplicar el teorema
de la implicita. Entonces existe 6y > 0 tal que para cada § € (—dp,dp) existe una tnica

funcion Bs(t) continuamente diferenciable para la cual se cumple 5(0) =0y

F(éa ﬁ(S) = Bg(t) - 6f(5t’ﬂ5(t)) =0,

es decir se cumple la igualdad
B5(t) = .f(dt, Bs(t)).

t
Para un 6 > 0 tomamos z(t) = (s <5) y obtenemos que z(t) es la tnica solucion de la

ecuacion diferencial

o) =55 (5) =550 (558 (5)) = ey a0 =0,

como queriamos ver. ]

3.3. Unicidad bajo condiciones Lipschitz en la variable inde-

pendiente

En la seccién anterior, expusimos como el teorema de la implicita nos ayudaba a de-
mostrar la existencia y unicidad de solucion para EDOs. En esta seccién probaremos como
utilizando el teorema de la inversa con algunas condiciones sobre el problema de valor
inicial, podemos llegar a demostrar la unicidad de solucién para este aunque no estemos
en las hipotesis del teorema de Picard-Lipschitz.

Comenzamos primero definiendo lo que es una funcion localmente lipschitziana.

Definicién 3.9. Sea f: Q C R**!1 — R”, con  un abierto de R™.
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= Se dird que satisface en §2 la condicién de Lipschitz respecto a la variable x cuando

existe un A > 0 tal que

F () = (8 x)l] S A-[ley —@ol| - V(E 21), (£, 22) € Q.
Se escribira f € L(£, z).

= Si cada punto admite un entorno donde f cumple la condicién de Lipschitz para
la variable z, diremos que f es localmente lipschitziana respecto a esa variable y lo

denotaremos como f € Lije(€2, ).
Una vez definido esto, podemos escribir el teorema de Picard-Lipschitz.

Teorema 3.10 (Picard-Lipschitz). Sea f: Q C R"™ — R" una funcion continua y

localmente lipschitziana con respecto a la variable x en el abierto 0 C R™1. Entonces

» Para cada punto (t,z) € § existe un intervalo abierto (a,b) al que pertenece t en
donde estd definida una solucion x(t) del problema (3.1) cumpliendo las condiciones

iciales dadas.

» Siy(t) es otra solucion definida en el intervalo (¢, d) verificando esas condiciones, se
tiene que x(t) = y(t) si t € (a,b) N (c,d).

» Si f es de clase p en Q, con p > 0 toda solucion de (3.1) es de clase p+ 1 en el

intervalo de definicidn.

Este teorema nos indica que la solucion de la EDO (3.1)) es tinica de ser f lipschitziana
en la variable dependiente. Ahora introducimos una observacién donde podemos ver que
siempre podemos tomar un intervalo convenientemente més pequeno a la hora de estudiar

la unicidad.
Observacion 3.11. Sea ' C Q otro entorno de (g, x) tal que el problema

dzx

- fior(@,t),  x(to) = zo

tiene una tunica soluciéon. Entonces (3.1)) tiene solucion tunica.

Cabe destacar que a partir de ahora, en esta secciéon hablaremos tinicamente de EDOs

escalares, es decir, consideraremos el problema

d
d—f = f(t,z) x(to) = xo, (3.3)
siendo f: RXR — R una funcién escalar. En el siguiente teorema relacionamos la unicidad

de solucion del problema (3.3)), con la unicidad de solucién para un problema reciproco.
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Teorema 3.12. Sea Q C R? un entorno del punto (to,xq), y sea f: Q — R una funcion

continua en 2. Si f(to, xo) # 0 entonces (3.3) tiene solucion unica si y solo si el problema
dt 1
dr — f(t,z)’

t((l)o) = to (3.4)
tiene solucion unica.

Demostracion. Por ser f(to,zg) # 0y ser f continua en ese punto, sabemos que tomando
un entorno lo suficientemente pequeno €2, podemos afirmar que f(t,x) # 0 en ese entorno
y la funcién f estd acotada.

A continuacion, demostraremos que si z(t) es una solucion de ([3.3), entonces z ! (z) es
solucion de (3.4). Y viceversa, es decir si t(z) es una solucién de (3.4)), entonces ¢t~ (t) es
una solucién de . Supongamos que z: I — R es una solucion de (3.3]), por lo tanto
para todo ¢t € I sabemos que (¢, z(t)) € Qy 2/(t) = f(t,x(t)). Esto nos indica que 2/(t) # 0
para todo t € I y por la monotonia de la funcién, existe una funcién x=!(x) de forma que
7 (zo) = to.

Probemos ahora que 2~ !(x) es soluciéon de (3.4). Para ello, sabemos por el teorema de

la inversa que

1

Si sustituimos ahora t = x7+ en esta ecuacién se ve que

b
f(t(z), z)

Con esto hemos probado que 27! es soluciéon de (3.4). La demostracion de que t~! es

t'(z) =

solucion de es analoga. Solo queda probar que la solucién es tunica.

Supongamos que z(t) es la Gnica soluciéon de en el intervalo I = [to—a, to+a] para
un o > 0. Veamos que z~!(z) es la tinica soluciéon de en el intervalo J = [z9— /3, xo+ ]
con un 3 > 0 de forma que J C z(I). Si t(z) es una solucién de (3.4)), si tomamos JcJ,
que cumpla t(.J) € I. Como hemos probado que t~! es solucion de (B.3) en t(j ) C I,
t = 27! en t(J). El razonamiento para probar que la unicidad de solucién para
implica la unicidad para es analogo. O

Tras haber expuesto este teorema, como consecuencia del Teorema junto con el

Teorema [3.12] obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.13. Sea 2 un entorno de (to,xo) y f: Q@ — R una funcion continua en Q. Si
f(to,zo) # 0 y f es lipschitziana en la primera variable en €2, entonces (3.3)) tiene solucion

unica.
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Demostracion. Como f(tg,z9) # 0y f es continua por el Teorema sabemos que si ((3.4))
tiene una tnica solucion, entonces (3.3) también tendré solucion tnica. Veamos entonces
que el problema de Cauchy (3.4) tiene solucion tnica. Por ser f continua en (tg,x¢), existe

un entorno compacto 2’ donde
|f(t,z)| >0 V(t,z) € Q.

Tomando ahora r = m)l’mQ |f(t,z)|, sabemos que |f(t,z)| > 0 para todo (t,x) € €, asi
t,x)eY

que r > 0. Si ahora elegimos dos puntos arbitrarios (¢,z), (s,z) € Q' al ser f lipschitziana
respecto a la primera variable, existe L > 0 tal que
1 1 _’f(s,x)—f(t,x) <‘ 1
f(tz)  f(s @) f(s,@) - f(t,x) |~ [ f(s,2)- f(t,2)

Como sabemos que |f(s,z)|,|f(t,x)| > r, deducimos la siguiente desigualdad

-L-|s—t|

1 1

‘f(t, z)  f(s )

L
Sﬁ'|s_t|v

por lo que la funcién es lipschitziana en t. Podemos concluir por el teorema de

b
f(t, )

Picard-Lipschitz que la solucion de (3.4) serd tnica. Esto nos indica que la solucion
de (3.3 también lo seré. O

Tras esta demostracién, podemos ver como un resultado directo que para cualquier

funcién continua, con e continua, el problema (3.3) tiene solucién tunica.

Corolario 3.14. Sea Q un entorno de (to,r0) € R? y f: @ — R una funcién continua

0
en Q. Si f(to,x0) # 0 y ademds 8—{ es continua en 2, entonces (3.3)) tiene solucion inica.

Demostracion. Sea €' un entorno compacto de (tg, z¢) de manera que Q' C Q y sea L >0

una cota superior de

{ . Tomando (t,z),(s,z) € @, con t # s, el teorema del valor

medio, nos garantiza que existe r entre s y t tal que

Js—t|<L-Jt—s| (3.5)

0) = fit.2)| = | (r2)

Consecuentemente, f es lipschitziana en la primera variable y estamos en las hipdtesis del

Teorema Por lo tanto el problema (3.3) tiene solucién tunica. O

Mostremos la aplicabilidad de los resultados anteriores en un ejemplo.

Ejemplo 3.15. Consideramos el problema

dx

i f(t,z) x(0)=0, (3.6)



44 CAPITULO 3. APLICACIONES

siendo
f(t,z) = cos(t) +1t-+/|z|.

. . .0 .
Lo primero que haremos para comprobar la unicidad es ver si a(t,x) es una funcién

continua. La derivada parcial viene dada por

& (1,2) = —sent) + /Il

es continua por ser la suma de funciones continuas, por lo que estamos en las hipotesis del
Corolario Esto implica que el problema ({3.6) tendra soluciéon unica.
Si nos fijamos, esta funcién no cumple el teorema de la unicidad de Lipschitz en ningin

entorno del 0, dado que

f(t,2) = F(ty)l =t (Viel = VgD

y no existe ningan L > 0 de forma que |f(¢t,z) — f(t,y)| < L - |z —y|.
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