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A¢ INSTITUTO POLYTHEGHNICO.

O trabalbo que apresento tem por fim mostrar o dese-
jo que possuo de concorrer de algum modo para o impor-
tante objecto a que se destina o Instituto Polythe-
chnico, do qual sou o mais insignificante membro. Nio €
est2 trabalho, hem o sei, digno da altura deste instituto;
uma simples theoria de algebra elementar nao ¢ de certo
ehjecto que deva distrahir a attencio de seus membros,
que, com a minha unica ¢ molivada excepgio, visio com
vantagem questdes as maisimportantss, quer procurando
desenvolver os pontos mais difficeis das diversas sciencias
positivas; quer na explora¢do daguelles, que sio de im-
mediala applicagio 4 engenharia ¢ que podem concorrer
para 03 seus progressos e melhoramentos. Alem do prin-
cipal motivo acima apontado, uma outra circumstancia
me animou ainda a apresentar estc opusculo. O ponto (ue
tomei ¢ um daquellcs que nfo vém claramente desenvol-
vidos nos diversos tratados de algebra elementar; ao con-
trario é, para os principiantes, uma fonte natural de
desgosto pela confuzdo ¢ duvida que com razio em seu
espirito suggerem algnmas proposi¢des sem  signifieagio,
as (naes impropriamente a clle se encadeido. Mostrar a



gompleta inutilidade ¢ o absurdo de semelhantes proposi-
edes, substituindo-as ao mesmo lempo por oulras conhe-
eidas e verdadeiras, resultado que temos em vista neste
trabalho, ¢ me parcce, por experiencia propria, prestar
um servico aguelles que, pouco inteligentes, se quizerem
comtudo dedicar ao estudo da sciencia mathematica,
poupando~lhes assim, ao menos em relagio a cste ponlo,
o tempo e os exforcos que empregariio para possuircm
ideas claras a seu respeito. Dar-me-hei por feliz s¢ 0 ins-
tituto julgar que cste mirrado fructo de meus esforcos
preenche ao monos esie fim.



DAS

1 A distinecsio das quantidades em positivas e negativas.
nao é s6 wma circumstancia accidental, que se péde dar na.
determinac@io dos valores numericos das expressdes algebri-
cas, por onde se é levado a considerar quantidades isoladas.
affectas dos signaes-- e — ; esta distinccfio corresponde ma-.
ravilhosamente na passagem do concreto para o abstracto a.
opposiciio de sentido de que muitas grandezas sio suscepti-
vels, tendo assim uma significac@io clara ao espirito, e apre-.
sentando-se como um caracter impertante da linguagem.
algebrica, que concorre para tornal-aa mais perfclta lingua-.
gem do raciocinio. -

A sciencia mathematica apre%entama com effeito uma,
grave lacuna, limitando-se a considerar as grandezas unica-
mente quanto aos seus valores, sem attender ao seu modo.
de existencia,

Assim por exmplo :

2 Se sobre uma linha recta um ponto estiver 30 metros &
direita de outro, e um segundo ponto estiver 30 metros &
esquerda; se um acontecimento tiver lugar 10 annos antes
da éra christd, e outro tiver lugar 10 annos depois; se.
um individuo possuir 1000 francos, e outre dever a mes-.
ma quantia; se um relogio adiantar-se de 7 minutos por
dia, ¢ outro atrzar-se de 7 minutos; sc a velocidade deum
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movel augmentar de 8 metros-por QGO‘undO se a de outro

I' nm m
diminuir de 8 metros etc, os numeros 30 10 1000, '7 8, nio
bastardo para determinar as grandezas correspondentes.

Cada um delles representa duas grandezas homogeneas e
iguaes, mas cujo modo de existencia tem lugar em sentidos
directamente oppostos, que nio vem designados nos nu-
meros que as representio.

3 Na passagem do concreto para o abstracto é pois mndis-
pensavel que se attenda a esse duplo aspecto que muitas
grandezas podem apresentar.

O simples valor numerico ndo basta & sua inteira deter-
minacio, é necessario que se lhe ajunte alguma cousa, que
corresponda na linguagem ordinaria &s idéas que exprimi-
mos com as palavras: 4 direita, 4 esquerda; antes, depois;
acima, abaixo; além, & quem ete.

A linguagem algebrica seria evidentemente-defeituosa
senfio possuisse symbolos ou caracteres quaesquer equiva-
lentes a essas palavras.

Estes caracteres, attendendo 4 natureza dessalinguagem,
devem ser ao mesmo tempo os mais simples e os mails geraes
e portanto independentes da natureza concreta.das grande-
zas consideradas.

E pelos signaes - e — que a Algebra satisfaz completa~
mente a essas eondicdes.

Quando duas grandezas da mesma especie tem situacoes
directamente oppostas, exprime-se esta circumstancia affec-
tando uma dellas do signal 4 e a outra do signal —, e affec-
tao-se ambas do signal -, ou ambas do signal — , quando
tem a mesma situagdo. '

A maneira de exprimir assim pela opposiciio ou identidade
dos signaes + e —a opposicéio ou identidade no sentido das
grandezas, ndo ¢, como parece, wm simples pfincipio de
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convencdo; ao contrario, esta circumstancia se revela ex—
pontaneamente na passagem do concreto para o abstracto.

Sempre que uma grandeza muda de sentido, a expressdo
de seu valor muda de signal, e reciprocamente.

Parece ainda reservada ao calculista a liberdade de escolher
o sentido em que a grandeza deve ser affecta de um dos dous
signaes, o outro sendo uma consequencia dessa escolha.

Ha alguns casos em que esta liberdade tem realmente lo-
gar, em outros porém a natureza da grandeza, ou mesmo a
natureza da questfio determindo em cada sentldo o signal
conveniente.

Para esclarecer o que acabamos de dizer, tomemos alguns
exemplos :

I ig_. 1.

4 Supponhamos que sobre a recta X Y se trata de deter-
minar uma distancia a partir de um ponto fixo M existente
na recta.

Representemos por x essa distancia, e supponhamos que
¢ dada pela expressao algebrica a— b, temos pois x == a—h.

A partir do ponto M tomemos para a direita um inter-
vallo MA=—a. o

Para termos a distancia pedida é necessario subtrahir de-
MA a quantidade b, o que se consegue evidentemente to-
mando do ponto A para a esquerda uma parte igual a b,
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Se b for menor do que a, tomando de A para a esquerds
uma parte AB igual a b, obter-se-ha um ponto B situado 4
direita de M, e a distancia X, que é positiva neste caso, serf
contada do ponto M para a direita.

Se porém b for major que a, caso em que a distancia x &
negativa, obter-se-ha pelo mesmo processo um ponto B’ situa-
do & esquerda de M; a distancia serd contada do ponto M
para a esquerda, isto ¢, em sentido opposto fquelle em que
erdo contadas as distancias positivas.

Se em lugar de marcarmos o intervallo MA para a direita
de M, o tivessemos marcado paraa esquerda, a distancia pe-
dida seria contada do ponto M paraa esquerda, se a differen-
¢a a—D fosse positiva, e para a direita se fosse negativa.

A mudanga do signal de x determina pois uma mudanca
de sentidona distancia correspondente e portanto na posiciio
do ponto B determinado por ella.

A reciproca é tambem verdadeira. Com effeito, sobre a
recta xy tomemos dous pontos fixos M e N, e represen-
temos por a o intervallo MN que os separa. (fig. 2).

Ig. 2.

M A N B

Supponhamos agora dous outros pontes A e B equidis-
tantes de N, e representemos por x as distancias NA — NB.
as distancias do ponto M a cada um dos pontos A e B, serdo.
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evidentemente MN--NB oua +x para o ponto B, e MN—NA
ol a—X para o ponta A. : ‘

Vé-se pois que a opposicdo de s ntido na situacio dos
pontos A e B arespeito de N determina a opposicio dos si-
gnaes no valor de suas distancias contadas a partir de N,

Com effeito, a distancia x & positva para o ponto B situado
a direita e negativa paraoponto A situado 4 esquerda de N.

Resulta daqui que, se sobre uma recta indefinida a par-
tir de um ponto, considerarmos como positivas as distanciag
contadas em um certo sentido, as distancias contadas em sen-
tido contrario serfio negativas. '

Reciprocamente, se as distancias que, sobre uma linha
recta determindio as posicdes de dous pontos em relacio a
um outro tomado sobre ella forem de signaes contrarios, os
pontos terdo situacdes oppostas a respeito do ponto fixo,
existindo um & direita e o outro 4 esquerda delle.

Se forem do mesmo signal estarsio ambos do mesmo lade,
isto é, ambos & direita ou ambos & esquerda conforme os
signaes.

Iiste exemplo é um dos mais notaveis para bem fixar a
significagdo das quantidades positivas e negativas, pois
quasi todas as grandezas susceptiveis de uma opposiciio de
sentido podem ser representadas por linhas rectas.

5 O tempo fornece tambem um exemplo apropriado a bem
fixar esta distinecdio.

Quando se referem a uma certa epocha dous acontecimen-
tos quaesquer, um anterior e outro posterior, os iﬁfcervallos-r
de tempo que separio da epocha considerada estes dous acon-
tecimentos sfio necessariamente de signaes contrarios ; por—
que no primeiro caso ¢ necessario subtrahir dessa epocha o
intervallo de tempo que a separa do primeiro acontecimento
para termos a epocha em que elle se deu, no segundo é ne-
cessario ajuntar,
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Qualquer instante tomado pdde servir de origem & quan-
tidade de tempo que serd positiva quando se seguir o curso
natural de seu crescimento e negativa em sentido op-
posto. '

A orizem real desta grandeza é tdo impossivel conce-
ber-se como o ¢é o instante em que ella deve terminar o
Setl curso. ’

A distinecdo do zero absoluto e do zerorelativo, que alguns
tem imaginado para dar a significacsio das quantidades ne-
gativas, é tdao pueril em relacgo ao tempo, como o ¢ em rela-
¢do a qualquer outro exemplo tomado ao acaso.

Em relacdo ao tempo qual seria o zero absoluto, isto é,
qual seria o instante que devesse ser o primeiro em seu cur-
so indefinido ?

A maneira universalmente admettida porque todos os po-
vos' civilisados determindo as suas epochas, referindo-as 4 éra
Christa, é evidentemente tfio convencional, como o seria a de
algum outro facto importante, como o seria mesmo a

.da origem confusa e indeterminada senfio impossivel do
- universo.

Qualquer instante, como dissémos acima, péde ser tomado -
para origem na avaliacio do tempo, e, uma vez determinada
essa origem pela natureza de qualquer phenomeno, ou por
qualquer convencaio, seremos sempre levados a tomar como
positivo qualquer intervallo detempo que se seguir a esse
instante, e como negativo o que o preceder.

Em relacao 4s distancias.

Qual é sobre uma recta indefinida o ponto que deve servir
de verdadeira e unica origem commum 4s distancias conta-

Qual é no espaco indefinido o ponto que de preferencia a
todos os outros deve gozar dessa propriedade ?.....
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Niio ha, a meu vér, concepciio mais infeliz do que a da
pretendida existencia do zero absoluto e do zero relativo
como fornecendo a significacio das quantidades positivas e
negativas.

6 A opposicio dos signaes 4 e — affectando as quantida-
des, n@o péde ter outra interpretacdo concreta que a da oppo-
siciio dos sentidos das grandezas correspondentes.

‘G0 numerosos e variados sdo os exemplos que confirmdo
esta verdade, que nemhum espirito sensato péde duvidar
della.

Os dous exemplos dados hastdo tambem para conhecer-se
que as quatidades negativas tem uma existencia tao re al e
tio determinada como as positivas.

A differenca dos signaes refere-se unicamente 4 differenca
de sentidos, e toda discussio das quantidades positivas e ne-
gativas que se desviar desta unica e verdadeira significacsio
conduzird por forca, como tem acontecido, aos mais mons-
truosos absurdos. '

7 Nao obstante esta idéa natural e simples de representar
pela opposicdo dos signaes - e —a opposicio no sentido das
grandezas, estabelecida a primeira vez por Descartes, que
encontra uma confirmagio em cada caso particular, sem
que haja uma unica excepcao real, a distinecdo das quantida-
des em ‘positivas e negativas tem dado origem 4s mais
extravagantes e intoleraveis theorias.

Abandonada ou mal interpretada a idéa de Descartes,
uns considerdo as quantidades negativas como symbolos
algebricos sem nemhuma significacsio real, como por exem-
plo o proprio Descartes, que as denominava raizes falsas da
equacdo ou do problema ; outros, como expressoes de absur-
do ou de impossibilidade et ; e mesmo aquelles que admit-
tem a sua verdadeira significacdio, por uma inexplicavel
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aberraciio dos mals comesinhos principios dz logica caliem
por sua vez em absurdos semelhantes.

Com effeito, embora haja divergencia sobre a sua verda-
deira significacfio, siio todos os algebristas concordes, como
o provio todos os tratados de algebra desde o mais antigo
desde Descartes até o mais moderno, nos seguintes prin-
cipios evidentemente absurdes.

1.2 Qualquer quantidade negativa é menor do que zero.

2. Uma quantidade negativa ¢ tanto menor guanto
malor é o seu valor numerico ou ahsoluto.

Cumpre notar que alguns autores sentem repugnancia
em admittir como rigorosamente verdadeiros estes princi-
pios, cujo absurdo presentem; mas longe de os eliminar
os considerdio ccmo uma consequencia a que forcosamente.
da lugar a theoria das quantidades negativas, como uma
necessidade indispensavel da sciencia, e procurfio a sua ver-
dadeira interpretaciio como se elles fossem susceptiveis de .
uma interpretacio qualquer que o bom senso nio repellisse
tendo ella por fim firmal-os como verdades.

Para esse fim imagindo uns a absurda distincedo do zers
absoluto e do zero relativo, outros fazem unicamente ques-
to2s de palavras, e assim interpretio a primeira proposicao :

Quando se diz que uma quantidade negativa é menor do.
que zero deve-se entender uma quantidade abaizo de zero e
pensto assim ter vencido toda a difficuldade. -

E’ bom observar que essa repugnancia parece s6 especial
4 primeira proposicao, poisquanto 4 segunda, todos a ad-
mittem como uma convencdo rscional ou como uma ver-
dade incontestavel.

Ora; ellas sio consequencia immediata uma da outra, 6.
tanto assim, que com razio v.m muitas vezes reunidas em
um s6 enunciado. '

A unica explicacito, que me parece poder-se dar deste
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facto curioso é que o absurdo da primeira proposicdo fere de
prompto ao espirito, ao passo que a segunda.o illude um
- pouco com anova ordem de quantidades, que desde a sua
primeira apparicio vem revestidas das mais exquisitas pro-
priedades.

Outres as admittem com a maior boa & e com a mais pro-
funda convicgio como o faz por exemplo Paque que até
apresenta tres demonstracdes para estabelecel-as directa-
mente; como este autor ha muitos outros, por exemplo
Fourcy, Choquet, Briot, Duchesne, Dubour, Cirodde, Bour-
don, Garnier, ete.

Nao ¢ preciso esforco algum para demonstrar o absurdo
contido em cada uma dessas proposicoes.

Concebe-se facilmente que de wma grandeza qualquer é
possivel subtrahir ou supprimir successivamente cada uma
de suas partes até que a grandeza desappareca ou se aniqui-
le, o que acontecerd evidentemente quando se tiver suppri-
mido todas as partes de que ella se compunha; mas que de
uma grandeza se possa subtrahir outra maior, ou que ella
continue & decrescer depois de aniquilar-se ¢ realmente in-
eoncebivel.

Este absurdo, que se d& na ordem concreta, tem lugar
do mésmo modo na ordem abstracta.

Concebe-se que de um numero qualquer se possa subtra-
hir successivamente cada uma de suas unidades e partes da
unidade e que se possa subtrahir mesmo o proprio numero,
mas que de um numero se possa effectivamente subtrahir
wm numers malor, ou que de zero, que nem ¢ quantidade, se

,w
4

possa subtrahir qualquer numero, é realmente uma viola-
¢do das leis as mais formaes do entendimento.

8 Nio obstante aquellas proposicaes contao ja seculos de
existencia e de um uso nio mterrompido de Descartes até
Loje, e tem por tal modo invadido todas as partes da scien-
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cia mathematica, tio numerosas e variadas sdo as applica-
coes que tem recebido, que a sancgio do tempo e a de tan-
tos homens respeitaveis por sua illustragdo seria sufficiente
para continuar a admitil-as como verdadeiras ou ao menos
como uma triste necessidade da sciencia, se a nenhuma
utilidade pratica ou scientifica de semelhantes proposicdes,
e se cada uma das applicacoes que tem recebido nio fosse
um protesto solemme contra a sua irracionalidade real, e
nio servisse ao contrario de prova a favor da unica e verda-
deira significacio concreta ou abstracta das quantidades
positivas e negativas, mostrando nessas duas proposicdes
o escolho em que vao dar todos os que della se desvigo.

9 Sem grande esforco demonstraremos a these que ficou
estabelecida.

Antes porém de o fazer vamos ver porque raciocinios se
tem chegado 4s duas proposicoes ja mencionadas.

Aprezentaremos com a maior boa fé todas as demonstra-
coes, que se tem dado. Eis em que ellas consistem.

« 10 Tomemos a expressio x=a — b em que a ¢ b repre-
zentdo dous numeros quaesquer.

Emquanto b é menor do que «a» ¢ possivel praticar a
subtraccdo e a differenca x ona—Db & positiva; quando
porém b > a para termos a differenca podemos decompér br
em duas partes, uma das quaes seja igual a (a), represen—
tando por ¢ a outra parte, teremos: '

b=a+ ¢

« Subtrahir de «a» aquantidade b importa subtrair de «a »
cadauma das-partes «a» e «c» deque b se compde e entido
teremos; X —a—a-—C¢=—=— C.

Assim a differenca é negativa sempre que o subtrahendo
£6r maior que o minuendo.

« Suppunhamos pois que «a» éconstante e b variavel e



que vi crescendo successivamente 4 partir de zero, a diffe-
rencaa — b ird evidentemente decrescendo até se redusir &
zero quando b= a ;b continuando & crescer indefinidamente
deste ponto em diante, a differenca negativa vaitambem cres-
cendo indefinidamente em seu valor absoluto.

« Assim pois a differenca a —b é positiva sempreque b < a,
¢ zero quando b= a e negativa sempre que b > a.

« Ora em uma subtraccdio o resto é tanto menor quanto
maior é o subtrahendo, portanto qualquer quantidade nega-
tiva & menor que zero; e como quanto maior for b em relacio
a (a) tanto maior é o numero que representa a cuantidade.
Resulta, d’ahi que:

« Uma quantidade negativa ¢ tanto meunor quanto maior
é 0 seu valor absoluto.

« Resulta pois que:

—l<oouo>—1,—2<o0ouo0o>—2¢ em geral
—c<oouo>—c,—1>—2 —7>—8eem geral A
—a>—(a-h).

Quaesquer que sejio o estylo e a forma com que venha
ennunciado ¢ este o argumento fundamental com que em
todos os tratados de algebra se estabelecem as duas propo-
sicoes acima ennunciadas como qualquer pdde verificar. Nao
digo que seja o unico, mas é o mais geral ; ha alguns ou-
tros que havemos tambem de dar a conhecer.

Para confirmal-o melhor, accrescentio o seguinte.

« 11 Imaginem-se todas as quantidades de uma mesma
especie dispostas por sua ordem de grandeza em uma linha
horisontal, collocando a partir de zero para a direita todas as
guantidades positivas crescentes, e de zero para a esquerda
todas as quantidades negativas tambem crescentes em seus
valores absolutos.

« Forma-se assim uma serie por onde sc obtem, vindo da
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direita para a esquerda, quantidades successivamente me-

nores desde o infihito positivo até o infinito negativo e vice-

versa, de modo que o termo zero da seric é o limite guperior

de todds as quantidades que lhe ficiio 4 esquerda, e o limite

inferior de todas aquellas que lhe ficdo 4 direita.
« Reconhecer-se-ha assim.

«1° que toda a quantidade negativa é menor que zero,
pois que qualquer qnantidade negativa estd mais afastada
de uma positiva do que o zero; 2.°» Uma quantidade nega-.
tiva ¢é tanto menor quanto maior é o numero que a re-
presenta, isto é, quanto maior & o seu valor absoluto ; pois
que quanto maior for o valor absoluto da quantidade
negativa, tanto mais abaixo ou mais afastada estd de zero.

Pode-se verificar isto nos tratados de Cirodde, Paque,
Fourcy, Bourdon e muitos outros que serialongo ennumerar.

A’ formacdo desta serie chegio tambem alguns pelo se-
guinte raciocinio, que para muitos é a unica demonstracio
desta proposicao.

«Quando a uma "quantidade negativa se ajunta uma
quantidade positiva, a quantidade negativa diminue em seu
valor absoluto, e cresce ao contrario quando se subtrahe.

« Assim, por exemplo, a — 10 ajuntando uma unidade,
vém — 9, ajuntando ainda a esta uma unidade, temos — 8
¢ assim por diante.

« De — 10 subtrahindo uma unidade vém — 10— 1 ou
— 11 e desta subtrahindo ainda uma unidade tem-se — 12
€ assim por diante.

« Assim pois se partirmos da quantidade—10, por exem-
plo, e se lhe ajuntarmos successivamente uma unidade for-
maremos a seguinte serie: '

— 10, —9, —8, -7, — 8, =5, —4, -8 =2 — 1,0,
=12, vvvininnin o0
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Continuando esta serie para a esquerda, para o que &
bastante subtrahir successivamente uma unidade ao numere
— 10, teremos:

— 11, — 10, -—.) —8,—7,—6,—95,—4, -3, —2, —
1,0 ,4+1,42,43, ccvrninnnnn. -+ 20

« Vé-se pois (dizem) que as quantidades negativas gozie
de propriedades muito differentes das positivas :-

Quanto mais unidades se ajunta a uma quantidade nega-
fiva, mais ella diminue em seu valor absoluto, e quanto mais
se diminue, mais ella cresce.

(E" realmente notavel esta propriedade.)

12 Além destas demonsts acoes, que sdo geralmente
admittidas, bavendo s6 differenca de estylo mas sempre a
mais intima e profunda harmonia de idéas a respeito das
duas proposicdes, com excepciio de um pequeno numero de
authores, que as admittem porém com interpretacdes, que
Ja demos a conhecer, ha algumas outras mais directas
{ue vamos apresentar.

Bourdon e alguns outros acrescentfio mais esta demons-
tragio para estabelecer directamente os dous principios.

Diz Bourdon :

« Dés que pour interpréter teus les resultats singu-
«liers que fournit la résolution algebrique d’une ques-
« tion, l'on est convenu de considérer les expressions
« négatives comme des quantités, il faut qu’en les soumet-
« tant aux mémes opérations que les nombres absolus,
«on puisse parvenir & des résultats exacts. Or on peut re-
« garder comme un agiome, que, si un nombre « a » est plus
« grand qu'un autre «b» et que Uon ajoute & chacun un
« méme nombre «d», le premier resultat a - d est plus
« grand que le second b - d.

« Cela posé, en admettant les inégalités 0 > —aet—a >
« —la-+m) [aet m sont icides nombres absolus), si l'on

2

P



« ajoute aux deux membres de chacune d'elles a -~ m, on
« trouvea -+ m >met m > o, ce qul est exact. Au contraire,

« si l'onposait o <—aet —a <— (a4m), il rvésulterait
«a-m <metm<o, ce qui serait absurde.

13 Mr. A.J. Paque, professor do Athenéo Real de Lisge,
etc, em uma sua obra publicada em agosto de 1862, onde
trata especialmente da theoria das quantidades negativas
e das expressdes imaginarias, demonstra directamente estas
proposicoes.

Eis tudo quanto elle diz a este respeito, copiado textual-
mente de sua obra

« [l arrive sans cesse quel'algehre emploie des quantités
«qui, sous l'influence des variables dont elles dépendent,
« passent d’une maniére continue, du positif au négatif.
« La continuité exige alors que la quantité, qui subit
ces fluctuations, passe par Vorigine de translation, en ces~
sant d’exister & cet instant; et c’est pour caractériser
analytiquement ce vésultat que I'on emploie le signe «o»
auquel il faut -par conséquent se garder d’appliquer la
signification et le nom de nombre.

« Théoréme. Une quantité négative est relativement
« d’autant plus petite, que sa valeur absolue ou arithmeti-
« que, est plusgrande. |

« Démonstration. (*). Soit OAX le sens positif de trans-
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(*) £ bom nut(u‘ do:,du Ja que M. Paque vai demonstrar que-Al’ << AP,
g aue P < o!
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lation & origine ©, et supposons que l'on veuille trans-
porter cette origine en A : soient deux points quelconque
P ‘et P’ situés entre O et A, et posons

AQO =n, AP = a, PP’ =1

n, a, et i, exprimant les longueurs des droites AO, AP et

« PP’ en fonction d'une unité linéaire quelconque, on a

«

[

K

évidemment,

OP’ < OP
OA— AP <OA— AP
OA — (AP4 PP} <OA — AP,
ou encore
n—@4i<n—a,
que T'on peut d'ailleurs écrirve, ense fondant sur la régle

« d’addition,

«

«

«

«

«

-

(

«

«

~

4

2

n+I—(ati)j<n+[—a]
« B¢ pour satisfaire & cette inégalité, il faut que
(1) —(f@+1i<=—a, = ou
AP’ < AP
« Uette derniere relation, qui établit le théoréme proposé,
subsiste encore lorsque I'on suppose «a» nul, puisqu’ au
lieu de OP’ < OP, on a OP’ < O A, par suite on voit (zero
ne pouvant étre affecté d’aucun signe) que — i < o.
« 2 Démonstration. Considérant les nombres négatifs
comme restes d’'une soustraction dans laquelle le dimi-
nuer est plus grand que le diminuende, et supposant
que a étant constant, b soit au contraire variable, il est
clair que plus le diminuer b augmente plus le reste di-
minuera ; pour b > a on peut donner au reste la forme
explicite d’'une quantité négative, en écrivant
reste = — (b — a)
« Dés lors il devient évident que, ce reste décroissant lors-
que b augmente, tout nombre négatif est d’autant plus
grand que sa valeur absolue numérique est moindre.
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« 3™ Démounstration. Au point de vue philosophique or
« peut dire :

« La formation ou la compositior des grandeurs étaut
« dénotée par le signe -, la déformation, dénencée par le
« signe —, sera d’autant plus grande et plus puissante qu’il
« y aura d'élements, d’unités sur lesquelles la décomposi-
« tion aura porteé.

« La quantité — (a4 i) indique dowe une déformation
« plus compléte que la quantité — (a) ; et comme la gran-
« deur diminue & mesure que la décomposition agit sur um
« plus grand nombre d'unités la relation (1) devient ma~
« nifeste. ‘

Les quantités négatives entiéres forment done, en verfw
de (1) et (2) la suite croissante — n, — m—1), — (n — 2),
—n—3..... =3, —2, —1,0

« Bt il est bon de remarquer que 0 est la limite supérieure
« de cctte suite, mais que cette limite ne peut jamais

« étre atteinte.

=

« De sorte que les quantités positives et négatives fornis-
« sent I'échelle suivante continue et graduelle, dans laquelle

=

« 0 est la limite inférieure des premiéres et la limite supé-
« rieure des dernieres: — (n -~ 1), — (), — (0 — 1),..... —3,
« —2,—Lo,+1.42,43,...4nf+Mn-F1)....

« Par diverses démonstrations directes du théoréme précé-

« dent nous permettons d’éviter, selon les divers points de
« vue auxquels on peut se placer, I'écueil contre lequel sont
venus se briser les auteurs des meilleurs traités d’Algehre:
MM. Lefébure de Fourcy, Mayer, Choquet, Bertrand, mul~
tiplient les conventions sans nécessité, et exposent sou-
vent ainsi I'éléve a heaucoup de dangers, dont le moindre
st quelquefois le dégotit, toujoursl’obscurité et le doute.
Malgré notre profonde estime pour ces savants traités,
qu'il nous soit permis de signaler quelques passages afin

2
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« de muontrer combien est réel le reproclic que nous venonsg
« de formuler.

« M. de Fourcy : {Lecons d’Algebre, 6™ edt. pag. 10) Par-
« ceque les valeurs négatives viennent 4 la suite des nom-~
« brespositifs décroissants 3, 2, 1, 0, on convient de les regar-
«der comme plus petites que zéro ; et parceque les quantités
« négatives qui ont une valeur absolue plus considérable
« viennent aprés celles qui ont une valeur absolument
« moindre, on les regaxde aussi comme plus petites que ces
« derniéres, ete. »

« Dans le traité élémentaire C"algebre de MM. Mayer et
« Choqueton lit & la pag. 20 de lacinquiéme edition:

Si d’'un nombre tel que 10, par e‘&emple, on retranche
successivement les nombres 1,2, 3,......... 10. on obtiendra
" d’ubord des restes positifs de plusen plus petits, puis on
parviendra & un reste nul; et en continuant 4 soustraire
« du méme nombre 10, les nombres 11, 12, 13, 14..... on
« produira les quantités négatives —1—2,—3..... on dit
« par cette raison que les quantités négatives doivent &tre
« regardées comme plus peiites que zéro, et d'autant plus pe-~
« tites que leurs valeurssont plus grandes.

« Cen’est 14 quune convention, cu plutdt une forme du
« langage dont I'utilité sera appréciée par la suite.

« Chez M Bertrand, { Alg. pag. 9. ), on trouve:

La forme des résultats précédents peut se simplifier & 1'ai-
«de d'une convention trés utile en Algébre, qui consiste &
regarder tous les termes d'un polynome comme ajoutés les
uns aux autres, en nommant rombres négatifs ceux qui
sont précédéds du signe —.

Par exemple, on regardera la différencea — h comme
résultat de T'addition de a avee —bh.

a—b=a-F(—b) A

L’expression isolée (— b} n'acquiert pour cela aucnne
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signification, seulement on dit ajouter — b au lien de dire
retrancher b. On convient de méme que retrancher — b
signifie ajouter b.

a—(—b) =a-+b )

Il serait absurde de chercher % démentrer les for-
mules (1) et (2):

Les définitions ne se démontrent pas.

Nous reconnaisson que le moyen imaginé par M. Ber-
trand est simple et facile, mais il faut bien avouer aussi
quwaucune explication des régles d’addition et de soustrac-
tion, ne &tre pourrait moins satisfaisante.

En principe général, et au point de vue rigoureusement
scientifique, nous déclarons que les conventions et les pos-
tulatums constituent un vice de doctrine: des notations
sont souvent nécessaires, mais ces notations, qui ne sont
pas du genre des conventions de MM. Lefebure, Mayer,
Choquet, Bertrand, ne peuvent porter sur la nature des
grahdeurs’; et des conventions ne doivent d’ailleurs étre

-recues que si elles sont sans influence sur les résultats.

« Cest précisement contre ce dernier principe rigoureux
« qui péchent les conventions add1t1ve.> et soustractives de
« M. Bertrand. »

Eis as dlversas sortes de argumentos com que se tem pre-
tendido estabelecer como verdadeiras as proposicoes relativas
as quantidades negativas, isto é, que:

1* Qualquer quantidade negativa é menor que zero (1)

2* Uma quantidade negativa € tanto menor quanto maior
¢ o seu valor absoluto. (2)

14 Nio entraremos por ora na analyse d’esses argumentos,
de que trataremos especialmente mais adiante, notemos
porém desde ja duas outras proposicoes completamente op-
postas 4s duas acima mencionadas, e que no entretanto de-
g'ivao naturalmente da theoria das quantidades algebricas



e das simples accepedes arithmeticas que ligamos aossig-
naes 4 e —, que estdo de inteira harmonia com a interpre-
tacao concreta das quantidades positivas e negativas que
constitue o importante theorema de Descartes, e fazem
parte do complexo des verdadeiros principios que sio do do-
minio da sciencia mathematica, recebendo continuas verifi-
cacoes nas infinitas e variadas applicagdes de que esta.
sciencia é susceptivel.

Estas proposicdes que sfio apenasuma extensdo, a todas:
as quantidades positivas e negativas, dos principios eviden-
tes que regem a comparacio das quantidades positivas,.
constituem a these que por exclusio das proposicdes (1} e
{?) ficara expontaneamente firmada

12 Duas quantidades sfo 10'u'1es quando o forem os seus
valores absolutos, quer sejio affectos.do mesmo signal, quer
de signaes contrarios, e reciprocamente. (A)

22 De duas quantidades é maior aquella cujo valor abso-.
luto é o maior, quer estes valores sejao affectos do mesmo .
signal, quer de signaes contrarios, e reciprocamente. (B}

Observagdo. Subentende-se que as quantidades devem ser -
da mesma especie, quando concretas, e referidas a uma.
‘commum unidade.

15 Do enunciado dessas proposicdes se conclue que a
comparaczio das grandezas se reduz sempre 4 de seus valores
numericos ; os signaes + e — nem uma iufluencia exer-
cendo sobre ella, quer se os considere em relacfio 4 sna sig-
nificacio abstracta, quer em relacdio. 4 sua interpreta¢ao.
concreta.

Nestas mesmas proposicoes estd. comprehendida a se-
guinte, que no emtanto mencionaremos aqui especialmente-
para deixar bem em evidencia sua.completa opposiciio com
.as proposicoes (1} e (2
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~ Qualquer quantidade negativa é maior que zeroe tanto
maior quanto maior é o seu valor absoluto. —

16 O modo porque enuncidmos esta proposicio compa-
rando a zero uma quantidade negativa, comparaciio tdo
superflua como se tratassemos de quantidades positivas,
tornou-se no emtanto necessario attendendo 4 maneira por~
que vem enunciadas as propriedades das quantidades ne-
gativas. Zero, como se sabe, quer dizer completa ausencia
de valor. Dehaixo desta mesma accepcio péde ser tambem
considerado como o limite commum para que tendem todas
as grandezas variaveis que decrescem continuamente, po-
dendo sempre cahir abaixo de qualquer valor por menor
que elle seja, assim como o symbolo %e o limite commum
de todas as grandezas variaveis e susceptivels de um cres-
cimento continuo e indefinido, podendo portanto elevar-se
acima de qualquer valor dado por maior que elle seja, e que
por iso se chama o symholo do infinito. '

Estes limites porém nunca podem ser attingidos e muito
menos excedidos. Qualquer quantidade estd sempre eviden-
temente comprehendida entre elles, tomando-se a palavra
quantidade em sua rigorosa accepcdo. Dizer que uma gran-
deza continua e variavel tem por limites zero e o infinito,
importa dizer que ella ndo tem limites em sua variabilidade.

E’ nessa mesma accepciio que se diz, por exemplo, que
o tempo tem por limites zero e o infinito.

I’ assim tambem, que sobre uma recta indefinida a dis—
tancia entre dous pontos moveis sobre ella, tem por limites
zero e o infinito quando- elles pédem approximar-se ou afas-
tar-se indefinidamente, &.

17 Ndo pretendemos porém demonstrar as duas propo-
sicoes (A) e (B) que no emtanto formdo a these que deixa-
mos estabelecida : pois que os axiomasnio se demonstriio.

Vamos porém considerar primeivamente cada um_ dos



proprios exemplos com que nos diversos {ratados de Algebra
se pretende confirmar as proposicdes (1) e (2) relativas ds
quantidades negativas, e cada wm desses exemplos longe de
produzir um semelhante resultado, ao contrario pora ainda
mais em evidencia o absurdo contido nessas proposicoes, ¢
fornecer4 ao mesmo tempo uma verificacio da these evi-
dente que estabelecemos em completa opposiciio com ellas.

Passando depois ao exame das diversas demonstracoes que
se tem dado, elle nog levard a resultados identicos.

18 1o Quando sobre uma recta indefinida se considerdio
como positivas as distancias contadas em um certo sentido
a partir deum ponio darecta tomado para origem, as distan-
cias -contadas em sentido opposto serdio negativas. E’ uma
convencido geralmente admittida e que, como vimos, nada
tem de arbilraria; é, ao contrario, a expresséo da profunda
harmeonia entre o facto analytico e a significacdio concreta
dos signaes + e — que recebe neste exemplo uma confir-
macdo decisiva.

Assim se referimos a uma origem O a posigdo de um pon-
to A movel sobre a recta ZY,

Fig. 3.

representando por x sua distancia 4 origem ¢ue supporemos
posiliva quando for contada para a direita de O, e portanto
negativa quando o for em sentido opposto, o valor de x e o
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signal respectivo tem aqui a vantagem de fixar precisa-
mente em cada instante a posicio do movel sobre a recta.

E’ evidente que quanto mais afastado ou mais proximo
da origem O estiver o ponto A, tanto maior ou tanto menor
serd o valor absoluto de x : os signaes + e — nada mais in-
dicdo sendo a sua situaciio a respeito do ponto O, o que é
indispensavel para determinal-o em cada caso. Estes signaes
nio tém pois neste caso outra significacio.

Como ¢é pois que deste exemplo, que tio bem caracterisa
a significacdio dos siguaes - e — e que & tdo geral, poden-
do-se applicar a todas as grandezas susceptiveis de opposi-
cdo de sentidos, se pdde tirar argumentos a favor das pro-
priedades das quantidades negativas; isto é, que toda a
quantidade negativa é menor que zero e tanto menor quan-
to maior é o seu valor absoluto?!... Como é que podemos
combinar estas idéas de distancias positivas e negativas
com taes propriedades das quantidades negativas?

Pois ndio é evidente que, quanto mais o ponto A se afastar
de O para a direita ou para a esquerda, maior ¢ a distancia
que o separa deste ponto e maior é portanto o valor nume-
rico de x, que representa essa distancia ?

A quantidade negativa —x nfio terd neste casouma si-
gnificagio tao clara ao espirito representando uma grande-
za real tanto maior ou tanto menor, quanto maior ou quan-
to menor for o valor absoluto de x?

Para se estar de harmonia com taes propriedades das
quantidades negativas, é necessario admittir-se que quan-
to maior for o valor absoluto da distancia representada
por —x, tanto menor serd a distancia entre os pontosOe A,
ou o que € o mesmo, quanto mais afastados estiverem dous
pontos um do outro, tanto menor é a distancia que os se-
para, e essa distancia ¢ ainda menor do qne aquella que ha-
veria se elles estivessem reunidos !....
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E'o absurdo o mais colossal que o espirito humano péde
imaginar.

No emtanto & aunica consequencia quen ‘este exemplo se
deve tirar em favor das propriedades das quantidades nega-
tivas, expressas nas duas proposictes que por meio delle se
pretende firmar, e que de certo ninguem a quer acceitar.

No emtanto Mr. Paque demonstron que esse absurdo é
que era averdade, e devia-o fazer para ser consequente com
suas idéas sobre as quantidades negativas, que sdo tam-
bem as universalmente admittidas.

Mr. Pague desmonstrou, como vimos, que AP" < AP!!l.,

IFig. 2.

pois o ponto P’, no sentido das distancias negativas, estava
mais afastado de A do que oponto P; concluio mais que
PP’ < o, PP’ representando uma distancia contada no sen-
tido que corresponde ao signal (—)!!...

A presenca do facto geometrico nem ao menos o fez re~
flectir no absurdo que queria firmar como verdade.

Examinaremos mais tarde esta e outras pretendidas de-
monstracdes.
Passemos a mais exemplos.

19 2 Supponhamos um corpo mfwendo se em  linha
rectn,
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Se considerarmos a velocidade como positiva, guando o
movimento tem lugar em um certo sentido, serd negativa
quando o movimento tiver lugar no sentido opposto. E’
uma consequencia a gue nos leva neste caso a interpretacio
dus signaes 4 ¢ —.

Como ¢ que deste exemplo se pdde tirar argumentos para
demonstrar que toda a quantidade negativa ¢ menor que
zero, e tanto menor quanto maior € o seu valor absoluto ou
numerico 2 1...

Nédo € possivel harmonizar a idéa de velocidade com
semelhantes propriedades, que se attribue &s quantidades
negativas.

Para harmonisar estas idéas ¢ indispensavel suppdr que
quando a velocidade € negativa, o corpo anda menos do
que quando esth parado!!... e tanto menos, quanto maior &
a velocidade no sentido indicado pelo signal —

E no emtanto nio & esta decerto a consequencia a que
ninguem quer chegar, posto que ella seja irrecusavel para
que as quantidades negativas possiio gozar das propriedades
que se lhes attribue,

20 3° Vamos a um outro exemplo, que se tem tornado
geral; consiste elle no seguinte :

Be representarmos por a — b oestado pecuniario de um
negociante ou de um individuo qualquer, representando por
wa» a receita e por b a despeza, tres casos se podem dar:
b=a, b<aeb>a.

No primeiro caso, sendo a receita ignal 4 despeza, o indi-
viduo nada possue, mas tambem nada deve ; no segundo, »
receita sendo maior que a despeza, tem elle um saldo a seu
favor que o representaremos por ¢, sendo ¢ a differenca a —
b, que é positiva neste caso ; finalmente, quando b é maior
que «a», fiea elle devendo a quantia c. Neste caso, porém,
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differenca, que representaremos ainda por ¢ € negativa e
igual a — c.

Resulta pois que:

Se reprezentarmos por co valor absoluto ou numerico
de uma certa quantia, - ¢ exprimich uma quantia que um
individuo possue realmente, e — ¢ exprimira uma divida.

L' claro porém que a quantia designada por ¢ & tanto
maior ou tanto menor quanto maior ou quanto menor for
o numero ¢ que a representa, quer elie seja affecto do
signal 4, quer do signal —: isto &, quer represente
uma fortuna que alguem possue, quer represente uma
divida.

Como ¢ pois que deste exemplo se pdde tirar argumento
algum para confirmar ou demonstrar a these em questio?

A expressao — c representando uma divida, e sendo ver-
dade que toda quantidade negativa é menor que Zero, ndo
havia realmente nada melhor para o devedor.

21 4°0 argumento tirado da graduacgio dos thermometros,
para o qual alguns appelldo como fornecendo uma confir-
magio destas propriedades, ¢ tdo ineficaz como qualquer
outro; e s6 poderd servir para illudir aquelles que forem
completamente ignorantes dos mais comebmhos principios
de physica.

A temperatura de um corpo qualquer, variavel em geral
com o tempo, representa em cada instante a quantidade
de calorico sensivel queelle contém, e augmenta ou diminue
conforme augmenta ou diminue esta quantidade.

Assim poix, o exemplo do thermometro 6 poderia servir
8¢ 0 zero da escala correspondesse 4 completa ausencia de
calorico n'um corpo, o que ndo tem realmente lugar, nem
€ possivel ter ; impossibilidade esta, que se concebe tanto

mais claramente quanto mais se reflecte na especie da gran-
deza considerada.,
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Este ponto representa sempre, como se sabe, wina (uai-
tidade determinada de calorico.

Nos thermometros centigrado e de Réaumur (a que se re~
ferem) corresponde 4 temperatura do gelo fundindo ; isto ¢,
a uma determinada quantidade de calorico sensivel, que se
conserva invariavel durante o phenomeno da fustie do gelo,
e no de Fahrenheit a uwma mistura refrigerante de gelo
pilado -e sal marinho, gue produz uma temperatura mais
baixa que a do gelo fundindo e ¢ representada por 32 gréos
abaixo desta.

Qualquer outra temperatura mais alta ou mais baixa po-
deria ser tomada para zero na graduacdo de um thermo-
metro, tdo impropriamente como cada uma das menciona-
das, uma vez que se a pudesse reproduzir & vontade, o que
€ necessario para a verificacdo deste apparelho.

Assim quando se diz que a temperatura de um corpo & por
exemplo de — 10°, entende-se nos thermometros centigrado
e de Reaumur uma temperatura menor que a do gelo fun-
dindo, e no de Fahrenheit que é menor que a da mistura de
gelo e sal marinho. :

As consideracoes expostas sio sufficientes para dar
uma idéa da completa inaptidao d’este exemplo para o fim a
que se propoe, fornecendo ao contrario n’elle mais. uma
prova importante a favor da unica e verdadeira interpreta-
¢do concreta dos signaes 4 e —;nio obstante convem-nos
fazer algumas reflexdes mesmo para desvanecer qualquer du-
vida que possa ainda ter lugar.

Qualquer que seja a temperatura designada por zero, con-
cebe-se sempre e existem realmente temperaturas mais bai-
xas e mais elevadas que esta. Ii certo tambem que, quanto
maior for o numero de graos do thermometro que designar
qualquer outra temperatura, tanto maior serd ella em rela-
¢flo & designada por zero, se elle for positivo; e tanto menor
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serd do que esta, se elle for negativo; o que parece de in-
teira harmonia com as proposicdes que combatemos.

Ha porém no argumento tirado deste exemplo, como em
todos os que em favor destas proposicoes se tem apresentado,
uma inexplicavel confusdo entre asidéas de valor e as ideas
de relaciio. Para pdr bem em evidencia uma tal confusdo, li-
mitando-nos por agora a este exemplo, representemos por
G a quantidade de calorico que corresponde 4 temperatura
designada por zero, em qualquer thermemetro, por t uma
outra differente de G, por n o numero de graos que corres—
ponde a t, e por ¢ a quantidade de calorico que corresponde
ao grao do thermometro que ¢ funccdo do calorico especiﬁcd
do mercurio, da capacidade do reservatorio e do diametro

do tubo do thermometro; nc ou t— G representard uma
- quantidade de calorico que é necessario ajuntar ou subtrahir
a G, conforme a differenca t — G for positiva’ou negativa,
para ter-se a quantidade de calorico ou a temperatura t que
corresponde a n graos do thermometro.

K’ evidente que quanto malor fOr n tanto maior ou tanto
menor serd a temperatua correspondente, conforme n for
positivo ou negativo, pois que no 1° caso, tanto maior é a
guantidade de calorico que é necessario ajuntar & G para
ter-se a que corresponde a n, e no 2° tanto maior é a quan-
tidade de calorico que é necessario diminuir de G.

Daqui porém nada se pode concluir em favor dos prin-
cipios que se pretende estabelecer. Em 1° lugar; por mais
baixa que seja uma temperatura em relacgio dquella tomada
para zero, ella representa sempre uma certa quantidade de
calorico existente, e que é portanto positiva na accepcio ma-
thematica em que se costuma tomar esta palavra; em 2° lo-
gar o numero -+ n ou — n designa sempre uma mesma quan-
tidade determinada de calorico e directamente proporcional
20 valor numerico de. n: 03 signaes -4 ¢ — indic@io unica-
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mente gue ella deve ser sommada ou subtrahida, o que de-
termina duas temperaturas equidistantes de G, uma tomada
a partir de G no sentido das temperaturas crescentes, outra
no sentido das temperaturas decrescentes.

Se o zero do thermometro tivesse uma posicdo real, o que

significarigo, em relaciio 4s temperaturas, as quantidades
negativas na accepeio em que ellas sio geralmente toma-
das? Se nao existe, e nem é até possivel conceber-se, um
corpo inteiramente destituido de calorico, como se poderia
conceber um corpo- contendo uma quantidade de calorico
wenor do que tm outro que nemhum calorico possue? A
mé idéa que presidio & graduacao dos thermometros, de
designar por zero uma temperatura determinada em rela-
¢fo & qual se avalido todas as outras, ¢ pois a unica base
do argumento cuja inefficacia ja estd em evidencia.
. 22 Este argumento constitue ainda um verdadeiro typo
do que se denomina um circulo vicioso. Com effeito, a cons-
trucciio dos thermometros data do fim do seculo 16 ¢ &
portanto posterior & épocha em que Descartes enunciou pela
primeira vez o theorema relativo & expontanea e intima
harmonia entre a opposiciio dos signaes 4+ e—e a opposi=
cao mno sentido das grandezas correspondentes; d'onde
se tem councluido illogicamente os dous principios rela-
tivos as quantidades negativas. A harmonia entre a ma~-
neire de graduar o thermometro e a maneira de conceber as
guantidades negativas, mostra nesta operagdio a sancgdo que
recebeo a doutrina ja estabelecida; hoje partem do facto
desta graduacdo para estabelecel-a ..

23 Seria interminavel este trabalho, se quizessemos con-
siderar todos os casos que confirmso a importante proprie-
dade dos signaes -+ e — de exprimirem simplesmente na
passagem do abstracto para o concreto a opposicio de sen-
tido nas grandezas correspondentes, como serja impossivel
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a qualquer descobrir um unico caso que estabeleca a neces-
sidade logica de considerar as quantidades negativas reves-
tidas dessas propriedades que lhes sgo attribuidas, quer se
as considere em relaciio & sua significacdo abstracta, quer
em relacfio 4 sua interpretacio concreta. ‘ o

Comtudo vamos estabelecer mais uma proposicio até
aqui cuidadosamente esquecida, (ao tratar-se da theoria das
quantidades negativas) e que constitue um corollario irre-
cusavel das proposicoes estabelecidas. Admittamos que estas
proposicdes sejio verdadeiras, isto é, que uma quantidade
negativa é menor que zero e tanto menor quanto maior é
. o sen valor absolufo. :

24 Seja a expressio y = ﬁ{ , A earepresentando quan-
tidades constantes quaesquer e positivas, xey duas grande-
zas variavels sujeitas em sua variabilidade 4 lei mathematica
expressa pela equacdio y = T/f( | .

(Quando x <a, a differenca a — x e o quociente == F
xeo

sio positivos; quando porém x> a,a differenca a
guociente .= sfonegativos.

Supponhamos agora que x v& successivamente crescendo
apartir de zero; o quociente —Wj—\; positivo emquanto x <a vai
crescendo rapidamente em seo valor absoluto; pols quanto
menor & o divisor, tanto maior é o quociente.

Quando x==a, isto 6, quando o divizor for menor que
¢ualquer numero dado por menor que seja, a relacdo
:—L"_\;ou% sera maior que qualquer grandeza dada por mailor
que seja; diz-se neste caso que é infinitamente grande.

Admittamos agora que x continia a crescer; a diffe-
renca a—x e o quociente f;irir{no entdo negativos. R

Representando por—c a differenca a— x, teremos y = —
on —

Ora como —c¢ < o, resulta que i( é tambem maior que
UA 1 ¢ como quanto maior é ¢ tanto menor é a quantidade—c,

3
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ségue-se (ue a guantidade— continuara a crescer inde=
. ’ T
finidamente além do limite T,decresoendo em seu valor
absoluto !

Como se péde dar a A e c¢ toda sorte de valores, re-
sulta d’ahi que qualquer quantidade negativa é maior que
o infinito, isto ¢, que qualquer grandeza dada por maior
que ella seja !

25 A ser verdade tudo q_u‘mto se tem dito sobre as quan-
tidades negativas, nio ha vealmente nada mais maravilhoso
do que esta mysteriosa influencia do signal menos dando
origem a tantas propriedades exquesitas, absurdas e cou-
traditorias.

Reunamos por curiosidade todas as propriedades que se
tem attiribuido as quantidades negativas:

26 1* Qualquer quantidade negativa ¢ menor do que zero

2* Uma quantidade negativa ¢ tanto menor quanto maior
& o seo valor absoluto.

3 Qualquer quantidade negativa é malor que o infinito,
isto é, maior que qualquer outra positiva ou negativa por
maior que ella seja.

4* Quanto malis se ajunta a uma quantidade negativa,
mais ella diminue em seo valor absoluto.

» Quanto mais se diminue mais ella cresce.

Resulta ainda que as quantidades negativas tem por
limites, como as positivas, zero e o infinito, porém com esta
descomnunal differenca:

As quantidades negativas s@o menores que o menor li=
mite, e 20 mesmo tempo maiores que o maior limite, isto ¢,
menores que zero e maiores que o infinito! !1...

27 Havera nada mais repulsivo ao simples bom senso
que o conjuncto dessas absurdas e contradictorias proprie-
dades, que além disso nem uma utilidade tem, qualquer que
seja o ponto de vista debaixo do qual se as considere ?
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Admira realmente que ellas se originassem no espirito
illustrado de Descartes que immortalisou seu nome ligando-o
a tantas e tio importantes descobertas scientificas, e que tdo
bem comprehendeu a verdadeira interpretacdo dos signaes
-+ ¢ —, dando-lhe ao mesmo tempo em a nova constitui-
¢io geometrica, a — Geometria Analytica — com que tan-
to enriqueceo a sciencia mathematica, a mais vasta e uma
das mais brilhantes applicacdes que tem recebido. Admira
ainda mais que tenhdo sido fielmente reprodusidas até
hoje por tantos Lomens competentes, que merecidamente
gozdo na sciencia de uma autoridade real, e que sfio, como
Descartes, dignos do mais profundo respeito.

A circumstancia de se ligarem estas proposicoes a uma
das mais simples e elementares theorias d’algebra, ndo de-
vendo por isso merecer a reflexfio dos genios e s6 podendo
otferecer difficuldades aos principiantes ou apoucados de
espirito, nfio constitue de certo argumento serio em favor
de sua existencia. Um vicio de doutrina é sempre um
grave inconveniente, e debaixo do ponto de vista phi-
losophico nio ha em qualquer sciencia principios, nem
theorias mais ou menos importantes, desde que todos sdo
necessarios e indispensaveis 4 continuidade e intima har-
monia do todo.

Se isto se da em relacdo a qualquer sciencia, quanto mais
em relacdo 4 mathematica, typo eterno da sciencia por
excelencia.

Desde osmais simples elementos do calculo arithmetico,
alé as questoes mais transcendentes do calculo differencial e
integral (no dizer do Dr. Pinto Peixoto, um dos mais illus-
trados lentes que tem tido anossa escola central) « esse ins-
‘trumento analytico porventura o mais poderoso que hacreado
amente humana, que tem como que arrancado & natureza os
5205 mais hellos segredos e suas mais reconditas leis, e ele-
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vado a Astronomia a esse alto grao de perfeigiio, desenvol-
vimento e unidade, que constitue hoje a mais bella e a mais
avancada sciencia da natureza » ndo ha um sé principio,
uma s6 theoria por simples e Mesmo insignificante que pa-
reca, que ndo tenha no systema inteiro da sciencia mathe-
maticas uma utilidade e uma importacia real.

Nio se val de um jacto ao cume, sem ter primeiro percor-
rido' todo o teclado da sciencia. ‘

I por esse vasto encadeiamento de raciocinios, de leis e
de principios, que a sciencia nos offerece em seu aspecto
geral, que o nosso espirito se eleva progressiva ¢ natural-
mente dos principios os mais simples, dasleis as mais elemen-
tares, 4s questOes as mais transcendentes, 4s leis as mals
complicadas que possam existir entre as grandezas.

No immenso todo da seiencia mathematica ndo ha, feliz-
mente, abrigo algum para essas proposicdes, que impro-
priamente se prendem & theoria das quantidades negativas,
as quaes nada mais s@o do que uma nociva escrecencia.

A nfo ser a antiga influencia do Magister dixit, sé-a pre-
dilecciio pelo mysterio tdo natural 4 infancia da razio hu-
mang, como radicalmente impropria a estes ultimos seculos,
ande .o espirito positivo vai cada vez mais fazendo-a des-
apparecer, poderia dar a razio de ser dessas absurdas theo~
rias.

Mas nem assim. Esses nevoeiros de consideracoes meta~
physicas que envolvem ainda alguns ramos importantes de
nosgos conhecimentos, improprios sempre de uma sciencia
bem constituida, tem ao menos uma razio de ser, como
vestigios das vis, porém naturaes tendencias do espirito
humano para o conhecimento da natureza intima de todos
os seres, da cauza ou origem dessa infinita multidio de va-
riados phenomenos com que o espectaculo da natureza tao
vivamente o atrahe,



L' assim por exemplo, que em physica e chimica s
inconcebiveis fluidos subtis e imponderaveis, a accio de
presenca ou catalyptica, &, gozio ainda de uma influencia
tdo preponderante, estabelecendo a unica base na explicacao
de seos diversos phenomenos.

Em mathematica, porém, sciencia positiva por excellen-
cia, e principalmente na parte abstracta, que ndo con-
sidera a natureza concreta dos phenomenos, o que po-
deria motivar um td@o funesto desvio, mas unicameute os
valores numericos ¢ asleis abstractas da reciproca dependen-
cia das grandezas consideradas, essas considecGes metaphy-
sicas ndo pddem achar abrigo. ‘

I’ portanto redicula a pretencdo de crear mystemos nesta
sciencia e principalmente na theoria de que nos 0cCUPaMos,
uma das mais elementares e simples de AIO‘ebra, posto que
importante por suas applicacdes.

Se algum mysterio ha nessa theoria cocsiste ella a meu
ver na propria existencia das proposicoes (1) e (2) que lhe
sdo0 incorporadas, proposicdes cujo absurdo ressalta do emba-
te dos mais simples principios e sd & custa da violacgo dos:
mais triviaes axiomas, poderdo ser tomadas como verdadei-
ras, como tem sido até hoje e continuardgo talvez a ser por
muito tempo. '

Tao grande ¢ com effeito a forca dos habitos adquiridos:
que este vicio secular continuaré ainda como principio ver-
dadeiro, como doutrina dominante a despeito de sua nen-
huma utilidade, das mais absurdas contradicdes a que da con-
tinuamente lugar, da obscuridade e da duvida em que deixa
0 espirito dos principiantes e do thema ridiculo que fornece-
ds discussoes as mais pueris. '

28 Nao precisamos accrescentar mais nada aos muitos:
absurdos, 4s continuas e manifestas contradicoes, que temos
apontado, e que sdo consequencias logicas das duas proposi~



38 —

coes fundamentaes relativas & theoria dasquantidades nega-
tivas, para ficar bem em evidencia quanto ¢ falsa e antiphi-
~losophica essa theoria tal qual se acha estabelecida. No
emtanto, antes de passarmos 4 analyse dos argumentos com
que se a tem pretendido firmar, vamos mostrar mais uma
consequencia absurda que della se deriva.

Conforme se suppoem, qualquer quantidade negativa é
menor que zero, ou abaixo de zero, e ¢ tanto menor quanto
maior é oseu valor absoluto. Isto posto, imaginemos uma
quantidade negativa cujo valor absoluto seja infinitamente
pequeno e va crescendo por grius infinitamente pequenos,
Nestas circunstancias a quantidade negativa ira decrescen-
do tambem por graus infinitamente pequenos, e suppondo
que o valor absoluto cresca indefinidamente de modo a poder
tornar-se maior que qualquer grandeza dada por maior que
seja, a quantidade negativa decrescera tambem indefini-
damente de modo a tornar-se menor que qualquer gran-
desa dada por menor que ella seja; a quantidade negativa
tende pois para zero (limite inferior) quando o seu valor
absoluto cresce 1ndeﬁmdamente, mas zero & tambem o limi-
te supperior déssas quan’mdadcs, limite para o qual ellas
se approximfio tanto mais, quanto menor se vai tornan-
do o seu valor absoluto. Dos principios estabelecidos pode-,ae
pois tirar mais esta consequecia absurda; as quantidades
negativas varido desde zero até zero!!l.. '

Esta consequencia absurda deve tamhem ser acceita por
aquelles que considersio como verdadeiras as proposicdes (1)
e (2) e que, admittindo quantidades abaixo ou menores que
zero, suppde dar maior extensfio e importancia 4 Algebra
elevando ao mais alto griu sua extrema generalidade no
modo de considerar as grandezas. Para aquelles que assim

considerdio as quantidades, zero ndo é a expressio de
ausencia de valor; a Algebra descortina-lhes uma
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infinidade de quantidades abaixo deste limite commum
a todas as que decrescem indefinidamente; uma gran-
deza decrescendo ndo se extingue quando tiver perdido
todas as partes de que se compunha, ella pode ainda
continuar a decrescer indefinidamente além de zero pelo
profundo abysmo que offerecem a seu decrescimento as-
quantidades negativas!...

Aquelles que assim suppoem elevar e engrandecer a,
sciencia, quanto a abatem e quanto parecem afastados dos
Seus severos e sios.principios ? !

Cumpre-nos porém observar de novo que estes principios
se encontrdo nos melhores e mais importantes tratados d’Al-
gebra e que tem sido repetidos’ por homens que profunda-
mente conhecem toda a sciencia mathematica, que a tem,
enriquecido com importantissimas descobertas e que sdo por.
qualquer destes titulos dignos da admiracio e profundo.
respeito que todos lhes tributdo. I’ isto mais uma notavel"
singularidade da theoria -das quantidades negativas,

29 Convem-nos ainda observar que a ultima consequen-
cla & que chegémos, assim como todas as outras contradic- .
¢cdes e absurdos que temos apontado, permanecem 0s mes-
mos independentemente das diversas interpretacdes que se
tem dado 4s proposicoes (1) e (2). Com effeito alguns auto- .
res, conforme vimos, repugnando acceitar essas proposi-
¢des como verdadeiras in absoluto, especialmente a primeira.
procurardo dar-lhe diversas interpetracdes ja considerando
as quantidades negativas como symbolos algebricos sem
alguma significacao real, j4 como expressoes de absurdo,
de impossibilidade na resolucsio das questoes em que ellas
apparecem como solucdo &c. ; outros para as admittirem,
estabelecem a inconcebivel distinccio do zero absoluto e
zero relativo; o zero absoluto sendo o limite para que tende-
a quantidade negativa quando o seu valor absoluto cresce.



— K0 —

indefinidamente, o zero relativo sendo o limite para que
ella-tende quando o seu valor absoluto decresce indefini-
damente; quando porém se trata da comparacao dos valo-
res das quantidades negativas, quer entre si, quer com as
positivas, sdo todos concordes em que uma quantidade ne-
gativa é sempre menor que uma positiva qualquer, e que
de duas ou mais quantidades negativas ¢ menor aquella
cujo valor absoluto é o maior!! Ora, como ¢ facil de ver,
desta 2* proposicio se diriva a 1* como consequencia irrecu-
savel.

Com effeito, consideremos uma quantidade negativa qual-
guer. Se suppusermos o seu valor absoluto decrescendo inde-~
finidamente, em virtude da 2* proposicao, a quantidade ne-
gativa ird crescendo successivamente; e como zero é o limite
inferior do decrescimento do valor absoluto, zero é pois o
limite superior da quantidade negativa. Daqui se tira
pois como consequencia a 1* proposicdo, quasquer que
sejao as diversas interpretacoes que lhe queii’z‘xo dar.

30 Tudo quanto temos dito deixa bem em eviden-
cia o absurdo contido nas proposicoes (1) e (2), ndo obs-
tante vamos ainda entrar na analyse de suas pretendidas
demonstracoes directas, e veremos, conforme ja afirmimos
que, s6 pela violacdo dos mais triviaes axiomas se tem po-
dido chegar a essas proposicdes.

31 Comecemos pela 1* das demonstragdes dadas por M.
Paque em o seu — Tratado especial da theoria das quan-

tidades negativas e expressoes imaginarias — publicado em
1862.

Conforme vimos em o n.° (13) chegou elle 4 seguinte de-
sigualdade dedusida da fig. (1):



em  que

n==0\, a=AP ¢ 1= PP

Desta desigunaldade se
conclue immediatamente
que, € necessario para
que ella tenha lugar que
a parte negativa —{a-1ij,
ou AP’ seja maior que
a parte negativa (— a),
ou AP ; pois que os dois
membros desta desigual-
dade representando diffe-
rencas nas quaes o mi-
nuendo (n), ou a parte
positiva (OA) é a mesma,
\A  baraque a 1* differenca
seja menor que a 2 & 111d1bpenbave1 que a quantidade a
snbtrahir — (a4-1) seja ek que (—a), o que alids é
evidente no s6 na fig. (1), como nas proprias expressoes
dessas quantidades; o autor porém suppoz evitar esta con-
sequencia dando 4 desigualdade a seguinte forma (oque é
permittido) '

n+ [—(a+i)] <n4[—a]

Entdo conclue elle que, cada um dos membros desta de-
signaldade representando uma somma composta de duas
parcellas, e havendo entre ellas uma parte commum (n), para
que a 1* somma seja menor que a 2* é necessario que, a *2?
parte da 1° seja menor que a 2° parte da 2°; isto & que

[—(a+1i)]<[—al

ou tirando os parentliesis
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—{a4 i) <—a,ou AP < AP
Dahi conclue tambem fazendo a = o que,
—i<o,0uPl <o

Nao é preciso esforgo algum para conhecer-se o sophisms
infeliz deé que elle se servio. Com effeito os parenthesis com
que envolveo as quantidades e com que parece que teve em
vista mascarar a questdio, nem ao menos podem produzir
esse resultado. Esta 2° desigualdade é absolutamente a
mesma que a 1°; cada membro representa ainda uma diffe-
renca, na qual a parte positiva (n) representa o minuendo
¢ a parte negativa o subtrahendo, e portanto tem-se evi-
dentemente ainda

[-—(a—{—i)] >[—al]l,ou—(a4i)>—aei>o.

32 Ha uma outra demonstracio que tem muita analogia
com esta e, por isso aproveitamos a occasidio para apresen-
tal-a. _ _ ,

Trata-se de demonstrar que uma quantidade negativa &
menor que zero.

Seja por exemplo — 30.

Ajuntando a esta quantidade 30, tem-se (—30)-4-30=0
Dizem entdo : a parte é menor que o todo, assim pois tem-se
evidentemente — 30 <— 30 4~ 30, ou — 30 < Q. Basta
notar que nem ao menos se lembrao aquelles que apresen-
tao esta demonstracdo que, se se considerar (— 30) 4 30
como um todo, deve-se ter tambem 4 30 <o, pois que o
axioma citado é applicavel a cada uma das partes de que
0 todo se compae.

Esta demonstragiio, além de vir assim estabelecida em.
alguns compendios d’Algebra, estd implicitamente con-
tida na demonstracio pelas series dos numeros posi--
tivos e mnegativos mencionados em os ms. (I1 e 13),
onde designimos tambem os compendios em que ellas se
encontriio. Nesta demonstracio o absurdo da argumenta-
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c’lo ¢ manifesto; a expressao (— 30;j-4 30, ou em geral
(—a) 4 (a), representa uma differenca arithmetica e para
que a differenca seja zero, é necessario evidentemente que,
o minuendo seja igual ao subtrahendo. Ainda quando se’
considere (— a)4- (a) como um todo (somma algebrica) ¢ evi-
dente que, para ser nulla uma semelhante somma, ¢ neces-
sario que as quantidades sejdo iguaes e de signaes contra-
rios ; isto é, que

+a= —a
Assim pois a consequencia, muito diversa da que se¢ pre-
tendia tirar, estd ao contrario em perfeita harmonia com o
que dissemos sobre a comparacio das quantidades positivas
e negativas, isto é que a comparacio deve ser feita unica-
mente entre os valores absolutos fazendo-se abstraccio dos
signaes (-+) e (—) que podem affectar as quantidades que
em abstracto representdo operacdes a effectuar e debaixo do
ponto de vista concreto indicdio opposicio de sentido nas
grandezas correspondentes. Como temos visto precedente-
mente, estes dois pontos de vista debaixo dos quaes se pode
considerar as quantidades positivas e negativas, isto €, a
sua significacdo abstracta e a sua interpretacio concreta
estdo sempre em perfeita harmonia.

33 Passemos agora ao exame de uma outra demonstragio
directa, que se encontra em Bourdon e em outros com-
pendios d’Algebra.

Conforme vimos (n.° 12) diz Bourdon : stabelecendo as
desigualdades : '

—f@4+m<—ae
—a <o
Ajuntando a ambos os membros (a -}-m) teremos, fei-
tas as reduccaes. '

o<mem<a-m
0 que ¢ exacto. Se ao contrario suppusessemos
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—@+m>—a,ec—a>o
pela mesma transformacio teriamos
o>m,em>a-4m
o que é absurdo : logo ete.

O que é realmente admiravel ¢ que estes antores tenhgo
assim chegado a resultados exactos partindo de hiypothe-
ses gratuitas e absurdas, e a resultados absurdos partindo
de principios exactos. 7

Com effeito, seja (A) uma quantidade indeterminada que
supporemos por em quanto maior que a - m; admitta-se
que sejio verdadeiras as desigualdades.

—@4+m<—a,e—a<o
conforme Bourdon ajuntando (A) a ambos os membros, tem-
se ainda ‘
(X) A—(@a-4+m<A—a,ou
Suppoﬁdo A=atm
o<mem <a - m.

& facil mostrar que, nao 6 sio falsas as lhypotheses es-
tabelecidas, como sio falsos os principios de que elle se
servio para chegar a taes resultados. ‘ ,

Com effeito cada membro da desigualdade (X) representa
uma somma algebrica de duas quantidades de signaes con-
trarios e € portanto uma differenca arithmetica na qual a
maior que ¢ (A) representa o minuendo ea outra o subtra-
hendo; e, se se admittir que a quantidade — (a + m) seja
menor que a quantidade — a, entdo se deverd ter evi-
dentemente :

A—f@+m>A—a,ou
suppondo A =a +4 m
o>mem>a-tm
o que é absurdo (absurdo que provem de suppor — (a -~ m)
<—a). Oraa desigualdade de A —(a 4 m)<A —a
sendo evidentemente verdadeira, segue-se que a outra



SR /|

== fa -+ m; < —=a ndo o ¢: o mesmo raciocinio se applica

42", — a <o. Se suppusermos, diz ainda Bourdon :
Prssra ts —@+m>—ae
—a>0
ajuntando a ambos os membros a quantidade positiva (A},
teremos amnda
Qe A — {2 4+ m) > A—a, ou
suppondo A =4a 4 m
o>mem>a-4 m
o que é absurdo.

Como no 1° caso, a demonst-ra.q.ab pecca nos mesmos pon-
tos: em 1° lugar, na transformacdo da desigualdade (p] para
a desigualdade (q) nio fez applicacio de axioma algum,
nio ejuniow, cCOMo suppoz, a ambos os membros a mesma
quantidade ; em 2° lugar, a desigualdade transformada nio
tem lugar no mesmo sentide que a primitiva. Com effeito,
quando escreveu (A) com o signal -+ em ambos os mem-
bros, importon isso ndo em sommar a ambos a quantidade:
(A); mas em subtrahir de (A) primeiro a quantidade {a - m)
depois a quantidade (a), o que d4 as differencas A— (a -+ m)
e A — a, que compde os membros da desigualdade (q). E”
claro ainda que a 1* differenca A — (a -~m) ¢ menor que
a2 A — a; pois é evidente que da mesma quantidade ti-
rando quantidades desiguaes os restos sio desiguaes, mas
em sentidos contrarios; assim pois, tem-se :

\ A—(@atm <A —a, eu
fazendo A = a4+ m

o<mem <a-m
0 que ¢ exacto, e nao
o>m e m>a-Fm
que sio resultados absurdos, falsos, como sto falsos os prin-
cipios que empregou para chegar a taes resultados.
34 Passemos agora 4 segunda demonstragio dada pov M.



Paque ¢ fué se éncontra tambem em outros tratados de
Algebras

~ Diz este autor: A formaciio ou composicio das quan-
tidades sendo denotada pelo signal (4}, ¢ a deformacdo ou .
decomposicio denunciada pelo signal (—) serd tanto maior e
mais possante quanto maior for o uumero de elementos
sobre os quaes a decomposicio tiver lugar. Assim pois a
qnantidade — (a +1), indicando uma decomposicio miais
completa que a quantidade (— a), a desigualdade (1) torna~
se manifesta, isto ¢, tem-se

—fatii<—a

Neste argumento o antor nio considera a quantidade ne-
gativa isolada, elle implicitamente a suppoe ligada a uma
quantidade positiva; além disso suppoe a quantidade ne-
gativa indicando uma decomposicio, o que nio é realmente
uma propriedade dessas quentidades, pois, conforme as
mais simples regras d'Algebra, quando duas quantidades
de signaes contrarios se achao combinadas entre si por meio
_ de uma somma algebrica, dao sempre lugar a uma decom-
posiciio, a uma subtraccdo arithmetica na qual a maior,
positiva ou negativa, representa o todo, o minuendo, e a
outra o subtrahendo ; a menor das duas quantidades, a que
determina a decomposiciio, indica a parte que deve ser
supprimida na outra, que entio representa o todo, ou a
quantidade que soffre a decomposicio, dando lugar a um
resto que ¢ sempre do mesmo signal do todo. Dahi se con-
clue que estas quantidades se neutralisio quando sao
iguaes. ’ '

O que acabamos de dizer, ¢ o que continuamente se pra-
tica, o que se encontra logo nas primeiras paginas de qual-
quer compendio de Algebra. Resulta d'ahi que o signal (—)
affectando uma quantidade, nao lhe da exclusivaménte a
propriedade de annunciar uma decomposiciio, e mesmo
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tjuando assim acontscesse, nio se podia tirar a cohsequeil=
¢ia a que autor chegou sobre a comparaciio dos valores das
quantidades negativas. Supponhamos com effeito que a
quantidade negativa indica sempre uma decomposicio.
Para dahi tirar-se como consequencia as proposicoes (1)
e (2) é forcoso tomar o resultado da docomposiciio pela quan-
tidade que a determinou, tomar, pode-se dizer, o effeito
pela causa, ou em termos mais simples, mais apropriados a
esta questdo extremamente elementar, tomar o valor do res-
to em uma subtraccdo pelo valor do subtrahendo. E’ inqua~
lificavel absurdo concluir do facto de decrescer o resto tanto
mais quanto maior é o subtrahendo, que este seja tanto
menor em seu valor real, quanto maior for o seu valor

7

absoluto. No emtanto é esta a consequeneia a que chegio

35 A demonstracdo que acabamos de examinar, encons
tra-se tambem conforme dissemos, em outros compendios
d’Algebra. Cyrode e outros applicio-na a exemplos parti-
culares, suppondo talvez tornal-a mais clara, ou mais ri=
gorosa ; veremos porém (ue em suas bases a argumentacao
¢ a mesma que a demonstracdo geral que analysamos, e que
lIhe sio absolutamente applicaveis todas as consideragoes
que fizemos por essa occasido. Kis em resumo em que con-
siste a demonstracio:

« Supponhamos uma recta indefinida sobre a qual exis-
tem dois pontos fixos A e B, e um terceiro ponto movel (m)
cuja distancia ao ponto (B) representaremos por «a». Sup-
pondo conhecida a distancia (AB), tratemos de determinar a
distancia do ponto movel (m) ao ponto A. E’claro que esta
distancia serd igual a AB-~ m B quando o ponto (m) esti-
ver além de B, ea AB — m B quando elle estiver entre A e
B isto &, sera positiva, ou negativa, conforme o ponto (m}
estiver situado além do ponto (B}, ou entre (A} e (B!,



Assiin pois pura ter-se a distancia do pouto {m; ao ponto
(A}, que ¢ a pedida, & hastante mencionar a distancia ao
vonto (B) e o signal respectivo, sem ser necessario enun-
ciar a distancia AB 4 qual no emtanto mentalmente a
ligamos : bastard com effeito saber-se a quantos metros,
bracas, palmos, ete. se acha o ponto (m) além ou a” quem
do ponto (B) para saber-se tambem a quantos metros,
bracas, palmos, ete. elle se acha do ponto (A). E’ claro

tambem que sendo (mB) affecto do signal (—)}, quanto maior

for ‘o seu valor absoluto, menor sera a distancia pedida,
e tenderd para zero & medida que m3 se approximar de ser
igual a (A B).

Suppondo agora para maior generalidade, o ponto(A)
infinitamente affastado de (B) e sendo [mB} negativo, quanto
maior se for tornando o valor absoluto de (mB) mais o ponto
(m) se ird approximando do ponto (A), e menor portanto se
ird tornando a distancia pedida, que se redusird a zero
quando mB for infinitamente grande. Semelhante ao caso
em que a distancia (AB) ¢ limitada, a distancia pedida é
zero, quando o valor de {mB) negativo ¢ igual ao valor de
(AB). Dizem qu= neste caso é que a Omndc,m se reduz ao
zero absoluto, o pretendido zevo relativo referindo-se ao
caso em que o ponto (m) se acha sobre o ponto (B). Ve-se
agora quanto ¢ illusoria alem de desnecessaria a distincgio
entre o zero absoluto e 0 zero relativo. Nésta questio a
distancia ou a grandem pedida resulta da distancia inva-
riavel (AB) e da distancia do ponto (m} ao ponto (B); cada
uma déssas distancias se reduz a zero justamente quando os
pontos correspondentes estdo sobrepostos, isto ¢, quando
cada uma dellas deixa de existir: cumpre attender bem,
que niio ¢ a mesma grandeza que passa por esses dois es-
tados singulares caracterisados pelos suppostos sero absolu
¢ o sero relative. Quando o ponto fm' se acha gobre o ponte
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(B, 6a distancia (mB) que se nulifica, a distancia pedidd
sendo entdo iguala (AB); quando o ponto (m) se achd sobre
(A) 6 a distancia pedida que se nulifica, (mB) sendo entao
igual a (AB).

36 Passemos agora ao exame da ultima demonstracgo
que nos falta considerar e que vem reproduzida em o nume-
1o (10). Conforme vimos, a expressiio x = a— b, naqual (a) e
(b} representdo dois numeros quaesquer, d4 realmente lugar
a considerar tres casos: b<a,b=4,eb> a. No primeiro
d differenca é positiva, no segundo nula, e no terceiro nega-
tiva. I tambem um verdadeiro axioma o principio de que
alii se fes applicacio, consistindo em que em uma subtraccao;
o resto é tanto menor quanto maior é o subtrahendo; pois &
evidente que, quanto maior ¢ a parte que se supprlme em
um todo, menor ¢ a parte que resta; houve porem, no
argumento citado, mé applicaciio deste axioma, edella pro=
vierdo as absuidas proposicoes (1) e (2).

Com effeito, no caso em que b>a, o axioma citado nio
tem applicacdo no mesmo sentido em que tem para os casos :
b < a, b == a; pois nesse caso a subtracgio ¢ impossivel
no sentido indicado e s6 pode ter lugar invertidos os termos
della, isto & tomando-se (b) para minuendo e (a) para subtra-
hendo. As proposicdes (1) e (2) seriio verdadeiras se na
hypothese b > a ainda se tomasse (a) para minuendo e (b)
para subtrahendo, o que nido tem realmente lugar, nem &
possivel ter.

Nesta hypothese sendo dbsolutamente impossivel a sub-
traccio no sentido indicado, fol-se naturalmente levado a
invertel-a, afim de effectual-a no sentido em que §é pos-
sivel. Com effeito, quando se decompos (b) em duas partes
uma das quaes fosse igual a (a) fazendo depois a reduccgo, o
que deu (— c) para resultado, foi-se naturalmente levado a

tomar (— h) paraminuendo ¢ (a) para subtrahendo. (— b} ¢
%
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com effeito um todo, uma somma arithmetica, eujas parcel-
las sdo neste caso (— a) e (— c¢). Tem-se tambem evidente—
mente — a < —Db, —c¢ < — b, pois a parte é sempre me-
nor que o todo. (— a) reduz-se com (a) e fica entdo (— c}
para resto. Reduz-se poisa questdoa subtrahir de (b) a quan-
tidade (a) e dar ao resto o signal de (b) na expressdo (a —b.)
Pode-se por debaixo da seguinte forma a expressdo deste

resto: x = —(b—a)j.

E’ claro que quanto maior for b em relacio a (a), maior
serd tambem o valor do resto.

Como & pois que neste caso em que é reconhecida a im-
possibilidade de effectuar a subtracedo no sentido indicado,
em que se invertem os termos desta operacdio, se tira como
consequencia as proposicoes (1) e (2)?

Se quando b > a toma-se com effeito (b) para minuendo e
(a) para subtrahendo, como é que se raciocina ainda como se-
b fosse o subtrahendo, ou a parte que se supprime quando-
realmente ¢ o contrario o que tem lugar?! — O signal (—)
que neste caso affecta o resultado da operacdo longe de dar
lugar 4s proposicoes (1) e (2), constituindo quantidades me-
nores que zero, &, tem uma interpretacio muito racionalin-
dicando que na hypothese considerada a operacdo & impos-
sivel no sentido indicado (isto é, é empossivel considerar b
como subtrahendo.) e que foi effectuado no sentido opposto,
isto é, que a quantidade pedida é neste caso subtrativa em
lugar de additiva como se suppunha.

‘B esta tambem a interpretagio que se da 4s soluces ne-
gativas nas diversas sortes de equagdes e problemas que a
Algehra considera. O que temos dito torna-se ainda mais
claro transformando a expressio x = a— b nesta outra a =
b+ x. Reduz-se a questdo a achar uma quantidade que som-
made com b veproduza a quantidade (a). E’ claro que esta
questiio s6 ¢ possivel quando b <a, eque se determina a
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quantidade pedida subtrahindo de (a) a quantidade b; quaii-
do porem b > a, é absolutamente impossivel resolver a ques-
td0 no sentido em que foi enunciada: a quantidade pedida
ndo pode ser positiva, isto &, affecta do signal (4); pois
ajuntando-se a b, que é maior do que (a), qualquer quantidade
o resultado é sempre maior que b, e com mais forte razio
maior tambem do que (a). Neste caso a questfio s6 & possivel
{uando em lugar de pedir-sfe uma quantidade que somma-
da com (b) dé a, pedir-se uma quantidade que- subtrahide
de b dé para resultado (a); isto 6, quando na expressio
a=Db-}xem lugar de (+ x) sepuzer (—x). o que dé
a = Db — x; donde se tira x =b — a.

Vé-se pois do modo o mais claro que o signal — que af-
fecta a differenca a — b ou x, quando b > a, longe de cons-
tituir chimericas e absurdas quantidades abaixo de zero;
meriores que zero etc., tem umé significacdio a mais sim-
ples e a mais racional que ¢ possivel indicando como disse-
mos #cima: 19, que naquella hypothese a operacio ¢ im-
praticavel no sentido indicado ; 2, que foi effectuada em
sentido opposto. Nenhuma outra interpretacfio racional po-
de ter o signal — que affectaa expressdo a — b, quando
b> a.

(37) O estudo da theoria das quantidades negativas,
que até aqui temos feito, analysando separadamente cada
um dos diversos argumentos relativos as proposicoes
(1) e (2), illogicamente consideradas como estabelecendo a
base dessa theoria, deixa a convic¢do de que as quantida-
des negativ_as tem uma existencia tio real como as positivas,
e que na comparacio dessas quantidades, deve-se attender
unicamente aos seus valores absolutos. | '

Os signaes 4~ e — nada influem sobre os valores das
quantidades a que sdo affectos. :
Considerados na accepcio puramente arithmetica que li-
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gamos a cites signaes, e portanto debaixo do ponto de vists
0 mais simples e tambem o mais circumscripto, as quanti-
dades positivas e negativas significio = quantidades @ ajun-
for =g = quantadades a subtrahir. =

Sem perderem porem este caracter amthmetwo que vem
expresso nos signaes que acompanhio e constituem aquel- -
las quantidades, sao ellas susceptiveis, como temos visto,
de uma accepgdo muito mais vasta e muito mais importan-
te: & pela feliz correspondencia que existe entre a opposi-
¢do de sentidos de que muitas grandezas sao susceptiveis e
a opposicio dos signaes e — dos seus valores respectivos:
que as guantidades positivase negativas preenchem em Al-
gebra, assim como em toda a sciencia mathematica, um im-
portante papel dando lugar a muitas importantes e indis-
pensaveis applicacdoes.

Conforme vimos, é pelos signaes -+ e —, affectos 4%
quantidades, que, na linguagem algebrica, exprimimos da
maneira a mais simples, a mais breve, e tambem a meuis ge-
val, as mesmas idéas que na linguagem ordinaria exprimi-
mos com as differentes palavras : antes, depois; & direita,
& esquerda ; acima, abaixo ; alem, aquem ; cte.

38 Estes signaes, gozando da notavel propriedade de ex-
primirem a opposicio de sentidos, sdo comtudo insuficien-
tes para a inteira determinacio de grandezas que podem
existir em muitos sentidos ou situac¢oes differentes, come
acontece, por exemplo, aos raios de um circulo ou de uma
esphera, aos raios vectores de diversas curvas e hem assim
aos raios, diametros, etc., dos diversos corpos de revolucao
determinados pelas superficies geradas por essas curvas. Fe-
lizmente porém tem a sciencia recursos para determinal-as
completamente em valor e posiczo.

Todas as apphcaroes das mmntldadeb positivas e negati-
vas; todos o8 ‘argumentos que temos produsido; toda @
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serie de proposmoes absurdas e contradictorias que se de-~
duz das proposicdes (1) e (2), impropria e arbitrariamente
consideradas como fundamentaes 4 theoria das quantidades
negativas, quacsquer que sejdo as interpretagies que lhes
deem ; todos os ‘argumentos que se tem apresentado’ em fa-
vor de taes proposices desde aquelle que deu a primeira
idéa danecessidade de considerar quantidades isoladas affec-
tas dos signaes --e —, (seguindo-se naturalmente o argu-
mento tirado das series dos numeros positivos e negativos)
até os ultimos posteriormente apresentados, pretendidas de-
monstracedes directas com as quaes se tinha em vista pro-
var a veracidade das proposicoes estabelecidas, confirmia
pois, como temos visto, a falsidade e o obsurdo dessas pro-
posicdes sem nenhuma significacdio, abstracta ou concre-

ta, e deixdo no espirito, e na maior evidencia, a distinccio
real entre os dois pontos de vista abstracto e concreto re-
lativos as qualidades poesitivas e negativas que tem sido até
aqui sem razdio confundidos, e a veracidade das proposicoes
(A) e (B) que estabelecemos n. (14), as quaes se resumem
na seguinte:

39 4s quantidades negalivas se compardo entre si e com as
positivas segundo os seus valores absolulos, abstracgdo feila dog
signaes.

Assim, se designarmos por « a» qualquer quantidade, &
evidente que essa quantidade sera tanto maior ou tanto me-
nor, quanto maior ou quanto menor for o valor numerice
de «a», quer elle seja affecto do signal 4-, quer do sig-
nal — ; estes signaes acerescentdo simplesmente a idéa de
quantidade uma idéa de qualidade ou de uma circumstancia
de qualidade.

Para mais esclarecer o que temos dito, tomemos alguns
exemplos.

Supponhamoes que por «a» designamos uma distanciza.
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E’ evidente que essa distancia serh tanto maior ou tanto me-
nor, quanto maior ou quanto menor foro valor numerico
de «a», quer elle seja affecto do signal 4-, quer do sig-
nal — ; isto &, quer a distancia seja contada em um certo
sentido, quer em sentido opposto. (*)

O que dissemos em geral neste exemplo, applica-se sem
uma unica excepgio a todos os casos particulares.

E’ assim que em — Trigonometria — os signaes 4-e —,
juntos aos valores das linhas trigonometricas, servem para
.determinar 0s arcos a que essas linhas pertencem, e
correspondem aos sentidos oppostos em que ellas podem
existir. Assim por exemplo, dividindo o circulo em quatro
partes iguaes por dois diametros perpendiculares entre si,
ilm dos quaes censideraremos como‘ho'ris’ontal, e o outro por
tanto como vertical, e suppondo que os arcos sejdo contados
a partir do extremo esquerdo do_ diametro harisontal ; os
senos sdo positivos quando sdo contados do diametro hori-
sontal para cima, e negativos quando sfio contados em sen-
tido opposto ; os co-senos sdo positivos quando sdo contados
do diametro vertical para a esquerda, e negativos ém sen-
tido opposto ; as tangentes trigonometricas (contadas sobre
a tangente geometrica tirada 4 origem dos arcos), sio posi-
tivas quando sdo contadas para cima do diametro horison-
tal e negativas quando sdio contadas em sentido opposto;
as secantes sfio positivas quando o raio prolongado ﬁrad_o a
um extremo do arco encontra a tangente geometrica tira-
de pelo outro extremo, e negativas quando esse raio pro-
longado nio encontra a tangente e & ento prolongado em
sentido opposto, ete. | |

 E’ assim que na — Geometria analyctica — no systema
rectilineo, polar ou qualquer outro dos diversos systemas

(") Neste exemplo, assim como em todos 05 que se seguem suppomos
que na comparacdo de cada grandeza com a sua unidade, esta se conserva
4 mesma.
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que existem e que se podem imaginar, os signaes das co-or-
denadas juntos aos valores respectivos servem para deter-
minar a posiciio dos pontos correspondentes no espaco ou
em qualquer superficie, pontos que ficariso indeterminados
se unicamente se dessem os valores numericos de suas co-
ordenadas.

Se «a» designar um intervallo de tempo, ¢ evidente que
quanto maior ou quanto menor for o valor numerico de «a»
tanto maior ou tanto menor serd tambem esse intervallo de
tempo, quer «a» seja affecto do signal -, quer do sig-
nal —; isto é, quer a epoca correspondente a esse intervallo
de tempo seja posterior ou anterior a uma outra a partir da
qual elle é contado.

Se «a» designar a velocidade de um movel, é evidente
que, quanto maior ou quanto menor for o valor absoluto de
«a» tanto maior ou tanto menor serd essa velocidade ; isto
é, tanto maior ou tanto menor ser o espago percorrido pelo
movel no mesmo intervallo de tempo, quer «a» seja affecto
dosignal -, quer do signal —; isto ¢, quer o movimento
se effectue em um certo sentido, quer em sentido opposto.

Se «a» designar a intensidade de uma forca, é evidente
que quanto maior ou quanto menor for «a», tanto maior
ou tanto menor serd tambem a forca determinada por este
numero, quer elle seja affecto do signal -, quer do signal—;
isto 6, quer a forca seja applicada em um certo sentido,
quer em sentido oppostb.

Se «a» designar uma certa quantia, é evidente gque
quanto maior for o valor numerico de «a», tanto maior. on
tanto menor serd tambem a quantia correspondente, quer
elleseja affecto dosignal +-, quer do signal — ; isto é, con-
forme a interpretacsio usual, quer a quantia represente a
fortuna que alguem possue, quer seja a expressio de umg
divida.
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Seria interminavel e mais que fastidioso este trabalho, se
quisessemos considerar todos os exemplos que confirmio u
proposicio que avancimos sobre a comparacio das quanti-
dades positivas e negativas. ‘

Em todas as applicacdes, sem uma unica excepeio, encon-
trara ella uma confirmacdo decisiva,

40 Ngo obstante, para evitar qualquer duvida que possa
ainda apparecer, vamos mostrar que os absurdos que se de-
rivio das igualdades e desigualdades resultantes da compa-
racdo das quantidades negativas quer entre si, quer com as
positivas, feita segundo a regra contida na proposicio .
(14), provem, ndo de serem falsas ou ahsurdas semelhantes
igualdades e desigualdades, mas ynicamente, da mé appli-
cacio de axiomas em que se funddo as diversas transforma-
coes pelas quaes ellas podem passar.

D'entre esses axiomas aquelle a que nos referimos nesta
occasifo € o seguinte : ;

Quando duas quantidades sio iguaes, ajuntando ou
subtrahindo a cada uma dellas a mesma quantidade, os re-
‘sultados sdo iguacs; e quando duas quantidades. sio desi-
guaes, ajuntando ou subtrahindo a cada uma a mesma
quantidade, os resultados sgo desiguaes, e no mesmo senti-
do; ou mais simplesmente :

Uma igualdade ou deblo'ualdade ndo se altera quando se
‘ajunta, ou se subtrahe a ambos os membros a mesma quan-
tidade. ;

Este axioma s6 tem applicacgio no sentido puramente ari-
thmetico das palavras - sommar — e — sublrahir —, e nio
em sua accep¢do algebrica, a mais lata, a mais geral.

Parece que, a somma algebrica de duas ou mais quanti-
dades dando effectivamente lugar a uma somma, ou a uma
subtraccgo arithmetica, e o mesmo acontecendo & subtrac-
ciio algebrica, a restriccdo que fizemos relativa a tomarem-



se, no axioma citade, as palavras — ajuntar — ¢ — sublra-
hir — na accepcio puramente arithmetica niao tem cabi-
mento algum.

I’ porem facil de comprehender, por pouco que se reflics
ta, que esta restriccdo ¢ indispensavel, como o vamos re-
conhecer.

41 Esta parte em que ampla e francamente estabelecenos
os principios que redusem 4 maior evidencia a propusicao
n.° (14), a qual constitae a unica base solida e racional em
que repousa inteira a theoria das quantidades negativas,
considerada debaixo do ponto de vista novo no qual a apre-
sentamos, e tambem o unico verdadeiro e racional que lhe
¢ proprio, completa a soltcio do problema que nos propose-
mos resolver, e que consiste em — procurar através Ge toda
a serie de falsas, absurdas e contradictorias proposicoes (que
constituem a actual theoria das quantidades negativas), os
principios falsos que lhes servem de Dbase commum, e de-
pois de descubertos ¢ destruidos esses principios, procurax
os verdadeiros e unicos que servem de base racional a essa
mesma-theoria. - ;

Temos a conviccao de que preenchemos ofim a que nos
propusemos. '
~ Passemos poiz a examinar dem]hndamenté as diversas
circumstancias em que se podem achar as ig ualdades e de-
sigualdades acima referidas.

Comecemos pelas igualdades. ,

42 ‘Supponhamos duas quanmdades de signaes contr’mos
tendo o mesmo valor numerico ou absoluto. (¥)

Todos os argumentos que temos apresentado, todas as
applicacdes das quantidades positivas e-negativas demons-
triio que estas quantidades sgo iguaes.

(") Nao consideramos o caso de serern ambos os membros do piesma
signal, porque elle nio offerece nenhuma duyida.



Representemos por «a» o valor numerico commum 4s
duas quantidades consideradas, e estabelecamos a seguinte
igualdade que resulta de sna comparacdo; teremos assim:

a=—a
Uma das objeccoés que se apresenta éa seguinte :

" 43 Se esta igualdade ¢ verdadeira, ajuntando a ambos
0s seus membros a mesma quantidade, os resultados devem

ser iguaes ; ‘o que nio acontece, pois ajuntando-se «a» a
ambos os membros, vem:

a-+a:==—at}a
ou
a =0 ,
igualdade absurda, logo é tambem absurda a igualdade
a=—a
44 Tara destruir esta insignificante objeccfio, basta notar
que, quando se escreveu «a» com o signal 4 no 1° mem-
bro daigualdade acima, angmentou-se com effeito o 1° mem-
bro dessa quantidade; porem, quando se escreveu «a» com
o signal + no 2° membro, fez-se a somma algebrica de duas
quantidades de signaes contrarios, que corresponde a sub-
trahir desse membro a quantidade «a». Ora se duas quan-
tidades siioiguaes, ajuntando a uma dellas qualquer quan-
tidade, e subtrahindo da outra essa mesma guantidade, os
resultados sdo evidentemente desiguaes, sendo o 1° maior
que o 2°; portanto teremos :

2a>o0
e ndo
23_0,

que é 1’ea1n1ente um absurdo, assim como & falso e absurdo
0 argumento em que conshte a ob.]ocmo Niio se fez ahi ap-
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plicaesio do axioma citado, ou, para mais exactidio, fez-se
mé appl'icagao desse axioma.

Suppondo-se que elle tinha lu0'ar no sentido algebrico, o
mais amplo da palavra — sommar —, sommou-se algebri-
camente a ambos os membros da igualdade a quantidade
«a v, isto é, (conforme a regra da addlccao das quantidades

algebricas), escreveu-se em ambos os membros esta quanti-
dade com o signal -, e dahi resultou ter-se augmentado o
1* membro da quantidade «a», ao passo que diminuiu-se
0 2 da mesma quantidade ; e portanto nio subsiste a igual-
dade, pois a transformacio nao esta no espirito do enuncia-
do daquelle axioma.

J4 temos tido, e teremos ainda occasisio de verificar que
aquelle axioma s6 tem applicacio no sentido puramente ari-
thmetico que ligamos 4s palavras — ajuntar — e — subtra-
hir; e ndo em toda a extensao de sua accepcio algebrica.

45 Para generalisar mais o argumento que constitue a
objeccdio apresentada, sommemos algebricamente a ambos
os membros da igualdade a quantidade positiva A, e tere-
mos os resultados, A 4- a-, que corresponde ao 1° membro;
e A — a, que corresponde ao 2.

I evidente, qualquer que se]a o valor de A, que teremos
sempre :

Atas>A—a,
e nao

At+a=A—a
como se suppunha, e que é realmente absurdo, como se ve-
rifica & simples inspeccio das duas quantidades comparadas.

46 Esta objecciio caracterisada pela md applicacao do
axioma, é tambem amanifestacio daidéa confusa que fazem
aquelles que & appresentio, da natureza e propriedades das
quantidades positivas e negativas, e até de um extranhaq
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esquecimento dos mals evidentes e comesinhos principios
d’algebra. Com effeito, decorre naturalmente da concepcsio
«clara das quantidades positivas e negativas, da simples ac-
cepgdo arithmetica que ligamos aos signaes + e — etc., que
@ somma algebrica de duas quantidades s6 corresponde & wma
verdadeira somma arithemetica, quando essas quantidades
s@o do mesmo signal; isto é, ambas positivas ou ambas ne-
gativas, sendo tambem a somma do mesmo signal das par-
«cellas ; dando lugar @ uma subtraccgo arithmetica, quando
ellas sdo de signaes contrarios. Assim para sommar a am-
bos os membros de uma igualdade qualquer (a =—a por
:exemplo) uma quantidade qualquer A, é necessario escrever
em cada membro esta quantidade com o proprio signal desse
membro. Para evitar porem o esquecimento desta condigiio
indispensavel 4 boa applicaciio deste ou de qualquer outro
axioma, convem encerrar em um parenthesis o valor absolu-
to de cada membro, pondo fora do parenthesis o signal desse
membro, effectiando depois gs operacoes sobre as quantida-
des encerradas nos parenthesis. Pode-se limitar esta modi-
ficac@io somente ao membro negativo, fendo sempre o cui-
dado de trocar os signaes a todos os seus termes e de por ¢
signal — fdéra do parenthesis que encerra estes termos com
os signaes invertidos. Com esta precaucdo podem-se effec-
tuar todas as transformacoes seguindo as regras geraes co-
nhecidas para o caso em que ambos os membros daigualda-
de sio do mesmo signal.

Asgim por exemplo, pondo a igualdade a = — a sob 2
forma
) =— ()

2 ajuntando «ay a ambos os membros, vem :
+a+a)=—@h-+a

ol



o que ¢ exacto.
Em geral ajuntando qualquer quantidade A, tehitse

F At =— (At

47 A 22 objecciio consiste em que, se a igualdade”
a = — a é verdadeira, extrahindo as raizes do mesmo’
grau a ambos os membros, os resultados devem ser iguaes,
o que ngo tem lugar, poisque extrahindo-se a raiz quadra~
da a.ambos os membros, vem :

Va=y —a
igualdade absurda, pois tem-se uma quantidade real y7a,
igual a uma expressio imaginaria  —a; o que é impossi-
vel, porque ndo péde haver comparaciio entre uma quanti-
dade real e uma expressio imaginaria.

48 Em primeiro lugar, a circumstancia de nio'se poder
fazer a comparacio entre as expresses ) a e ) — &,
ndo & razdo para que se ndo possdo comparar entre si as
quantidades reaes e racionaes «a» e «— a» submettidas aos
radicaes, as quaes sfo sem duvida alguma susceptiveis de
comparacdio.

49 Em segundo lugar, se este argumento fosse efficaz
confra a igualdade aciia, que ngo 6, como deixaremos
provado, forneceria tambem mais uma objéccdo contra a
comparacio das quantidades, segundo as proposicoes (1) e
(2). Em virtude dessas proposicoes, a comparacdo das
guantidades «a» e « — a» , dd lngar 4 desigualdade : '

a>—a,

a differenca estd somente em que, contra os mais comesi-
nhos principios de logica, a comparacio da lugar, nio &
uma igualdade; que ¢ a consequencia vacional da concepgior
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clara da theoild das quantidades negativas e detodas as
suas applicacoes; mas 4 desigualdade acima,. cujo absurdo.jé.
temos deixado na maior evidencia.

50 Extrahindo-se a raiz quadrada a ambos os membros
daquella desigualdade, vem :

& Va>y =
E assim o arguments apresentado acima contra & igual-
dade a = — a, tem tambem applicacdio contra a desigual-

dade (A), cujos membros sio expressdes, uma real, outra
imaginaria, que nio sio com effeito susceptivels de com:
paracio.
Da desigualdade
ax—a,
tira-se outra ndo menos absurds

i 4 2
a>a ,

ou em geral
2m < 2o
a =~ a

< 9

elevando a0 quadrado ou em geral a uma mesma potencia
par ambos os seus membros.

No emtanto, elevando a essas mesmas potencias ambos 0s
membros da igualdade

a = — d,
tem-se
2 2
, 8 =4
ou em geral
; 2m 2m
a=a ,

o que ¢ evidente

As ultimas desigualdades cujo absurdo é manifesto, nunca
forsio lembradas por occasiao de estabelecerem-se as proposi-
coes. (1) e (2), ou fordio entdo cautelosamente esquecidas.
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51 Nenhuina objeccio séria se pode pois apresetitar con-=
tra a igualdade acima; a 1.%, como deixamos provado, pro=
vem da ma applicacio do axioma a que se recorreul; a 2. nioc
ataca aigualdade em si mesma, mas a uiia outra que della
se deriva, e que pela natureza da operacio éffectuada, nada
deixa concluir a respeito da exactiddo da 1.* A circumstan=
cia de resultar da transformacdo empregada uma expressio
imaginaria, verdadeiro symbolo algebrico a que nao pode-
mos ligar portanto nenhuma idéa de valor, sendo por isso
impossivel a sua comparacao, ngo s6 com a quantidade real
}/ a, ou com outra qualquer, como tambem com qualquer
expressdo imaginaria differente, ¢é bastante para destruir
completamente a objeccdo que alem desta cireumstaneia, que
lhe tira toda a importancia, nao se refere 4 igualdade aci-
ma. Esta objeccdo se applicariaigualmente 4 desigualdade
resultante da comparacio das quantidades «a» e «—an»
pelos principios estabelecidos na actual theoria das quanti-
dades negativas, conforme o demonstramos acima.

62 Se considerarmos a igualdade a = — a em relacdo &
significacsio concreta que se liga aos signaes-l-e —, ella
estd de harmonia com o principio de Descartes, e com todas
as applicacdes das quantidades positivas e negativas, como
o deixamos provado nos n.* (30, 31, 33, etc.); o que ndo
acontece com a actual e antiga theoria das quantidades ne-
gativas, absurda ndo s6 em seus principios fundamentaes e
em todo o seu ponto de vista abstracto, como em relacio a
todas as suas opplicacdes, (conforme tambem ficou demons-
trado nos numeros 7, 8e de 21 a28.)

Poderiamos tirar ainda argumentos contra a 2° objec-
¢do apresentada, baseando-nos no pouco profunde conhe-
‘cimento que se tem’ ainda das expressoes imaginarias, mas
ndo o faremos ; porque isso nos forcaria a longos desenvol-
vimentos necessarios para apresentarmos, em toda a sud
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exlentsio artual, a theotin das expressoes hmagninarias, con-
siderando taes expressdes quer como raizes das equa-
¢oes e problemas, quer em relacdo as diversas opera-
coes a que podem ser submettidas, como simples expressoes
algebricas, quer finalmente em relacao 4s suas applicacoes,
¢ a significaciio concreta de que ellas sdo susceptiveis; des-
viando-nos assim muito da theoria, que constitue o nosso
assumpto prinecipal.
Alem disso, pouca ou nenhuma utilidade resultaria para
0 nosso objecto 5 pois a objeccdo, por sua natureza, é inde-
pendente da significacio, abstracta ou concreta, das quan-
tidades positivas e negativas e das regras seguidas na com-
paracdo dessas quantidades. Com effeito, qualquer que seja
a significaciio abstracta ou concreta que convenha #s'quan-
tidades negativas, quaesquer que sejio os principios esta-
belecidos para ¢ompa:al-as entre sie com as positivas, o
fucto analytico de um radical de grdo par affectando uma
- quantidade negativa, indica sempre, conforme os princi-
pios estabelecidos no estado actual da sciencia, uma opera-
¢do impraticavel, e constitue sempre um verdadeiro symbolo
algebrico, a que nio podemos ligar nenhuma idéa de valor.
Observagdes. Quando se enunciar o resultado da compara-
cdo de duas grandezas quaesquer, convira ajuntar os sig-
naes de que essas grandezas sao affectas, dizendo-se : iguaes
e positivas, iguaes e negativas, ou iguaes e de signaes con-
trarios ; este accrescimo de palavras é necessario para dei-
xar uma idéa completa das grandézas consideradas. Nio se
deve porem concluir do que fics exposto sobre a compara-
¢do das quantidades que, sendo iguaes os valores de duas
quantidades, wma positiva, outra negativa ellas se possio
reciprocamente substituir nas equacoes, ou nas expressoes
algebricas. Esta observacio necessaria, de inteira harmo-
nia com as idéas que temos apresentado, dimana logica-
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mente dos dois aspectos distinctos debaixo dos quaes. se po-
dem considerar as grandezas, quer em si mesmas, quer em
relagdio 4s suas expressoes mathematicas, Os signaes -}- e—
que affectdio os valores das grandezas, indicando a opposi-
cao de sentidos em que ellas podem existir, correspondem
tambem a duas operacoes distinctas e inversas uma da ou-
tra; portanto a substituicio -de uma quantidade por outra
igual, mas de signal contrario, n'uma equacio, ou n’uma
expressdo algebrica, altera necessariamente a equacsio ou a
expressdo em que se faz a substituicdo, pois, a inversio do
signal da quantidade corresponde a inverter a operacio pela
qual esta quantidade se achava ligada 4s outras na compo-
sicio da equacfio, ou da expressio considerada. Assim, se
na expressio A- --a, em lugar de « - a» substituirmos
«—a» o que da A — a, temos evidentemente um resultado
differente. do 1.°, pois sdo differentes as operacoes pelas
quaes as quantidades A e «a» se achfio ligadas: a 1. sen-
do a somma, e a 2.* a differenca dessas duas quantidades.

Ha poi*em um unico caso em que esta substituicao se péde
fazer sem o inconveniente apontado acima ; é aquelle em
que a quantidade entra na equagdo ou na expressio sémen-
te com expoentes pares, 0 que é uma consequencia da regra
dos signaes na formacao das potencias.

Passemos agora as desigualdades .

53 Entre as diversas transformacdes que se podem effee-
tuar n'uma desigualdade consideraremos aqui somente
aquellas que se funddo no axioma citado aciman.° (42), por-
que ¢ da maapplicacio que se faz delle que se tem tirado
argumentos a favor da comparagio das quantidades segundo
as proposicoes (1) e (2); e portanto contrarios & maneira,
unica verdadeira, pela qual as quantidades se compario
entre si, que 'é por seus valores absolutos, quaesquer que
sejao os signaes respectivos.

)
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Supponhamos uma desigualdade a cujos membros se som-
ma algebricamente uma certa quantidade (¥)

Examinemos os diversos casos que se podem dar.

1. Em relacio ao valor da quantidade, este valor pode
ser maior, ou menor que o de cada um dos membros da de-
sigualdade, ou comprehendido entre elles.

2.° Quanto ao signal dessa quantidade, se os membros da
desigualdade forem do mesmo signal, ella podera ser do
mesmo signal que esses membros, ou de signal contrario;
se os membros da desigualdade forem de signaes contrarios,
sers do mesmo signal que um delles e de signal contrario ae
do outro.

Vamos agora examinar detalhadamente cada um desses
casos. '

54 Comecemos por aquelle em que os membros da desi-
gualdade sdo domesmo signal, e que este ¢ o signal —, e
que a quantidade que se ajunta ¢ de signal contrario, isto
6, positiva. - '

O valor da quantidade pdde ser, como dissemos, menor
que ambos os membros, maior que cada um, ou comprehen-
dido entre elles.

No 1.° caso, conforme a simples regra de reduccio, tem-
se de subtrahir de cada membro a quantidade considerada, e
dar ao resto o signal desse membro ; assim pois a desigual-
dade ndo se altera, pois que a transformacio consiste em
subtrahir de ambos os membros a mesma quantidade,

No 2.9, como a quantidade é maior que cada um dos
membros e de signal - , reduz-se a operaciio ndo a ajuniar,
nem a subtrahir a ambos os membros a mesma quantidade,

»(‘V) Nesta desigualddde, como em todas as que considerarmos daqui por
diante suppovenios a comparacio feita sequndo a regran.c 14, onn.c 39;

o maior wembro serd sempre representado peld quantidade que tiver
maior valor absoluto, quaesquer que sejio os signaes,
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mas em subtrahir dessa quantidade cada um desses membros ;
e portanto a desigualdade resultante tem lugar, mas em sen-
tido opposto ao primitivo, pois é evidente que, da mesma
quantidade subtrahindo-se quantidades desiguaes, os restos
s¢do desiguaes, mas em sentidos oppostos : ao maior subtra-
hendo correspondendo sempre menor resto; e reciproca-
‘mente.

Neste caso pois, ajuntando-se algebricamente a mesma
quantidade a ambos os membros de uma desigualdade, nio
se faz applicacdo alguma do axioma citado ; isto &, ndo se
ajunta, nem se subtrahe a ambos os membros a mesma
quantidade.

No 3.° como a quantidade estd comprehendida entre os
dois membros, a transformacio effectuada corresponde a
subtrahir do maior membro a quantidade considerada, e a
subtrahir dessa quantidade o menor membro. Neste caso
tambem, ajuntando algebricamente a mesma quantidade a
ambos os m-mbros de uma desigualdade, nao se faz absolu-
tamente applicagdo alguma do axioma citado, nem de qual-
quer outro d’entre aquelles em que se funddo as diversas
transformacoes que, sem alteral-a, se podem effectuar
n'uma desigualdade. Com effeito, em consequencia da ope~
raciio acima, a desigualdade pode existir no mesmo sentido,
em sentido contrario, ou transformar-se n’'uma igualdade,
conforme o valor da quantidade.

9o Histas tres circumstancias que se podem dar nesta
transformacgo, correspondem a tres circumstancias em que
se pdde achar tambem o valor da quantidade sommada.

O valor desta quantidade, sendo comprehendido entre os
valores dos dois membros, péde ser igual ao menor dos
membros mais a semidifferenca arithmetica entre elles,
menor que este numero, ou maior do que elle.

No I" caso, a desigualdade transforma-se n'uma igual-



dade; no 2.°, existe no mesmo sentido; no 3.°, muada de
sentido.

Para o demonstrarmos bastar-nos-ha notar que o maior
-membro, ou em geral a maior de duas quantidades, é
sempre igual & menor mais a differenca entre as duas,

Assim pois, no 3.° caso em questdo, a transformacio
consmtmdo em subtrahir do maior membro a quantidade
que se ajuntou algebricamente 4 desmualdade e em sub-
trahir dessa quantidade o menor, é claro que, se a quanti-
dade for igual a0 menor membro mais a semidifferenca entre
o0s dois, as duas differencas acima serdo iguaes, sendo cada
uma a semidifferenca entre os dois membros da desigualda~
de; logo, quando os membros de uma desigualdade sio do
mesmo signal e a quantidade sommada algebricamente
¢ de signal contrario, e igual a0 menor membro mais 2
semidifferenca entre os dois, a desigualdade converte-se
n’uma igualdade, como queriamos demonstrar.

Tomando este 1.° caso para base ser-nos-ha facil demons-
trar cada um dos ovutros,

Com effeito, se a quantidade for menor que o menor
membro mais a semidifferenca entre os dois, como ella &
subtrahendo na 1.2 subtraccdo, e minuendona 2,7, o 1." resto
serd, malor que o 2.°; portanto a desigualdade tera lugar no
mesmo sentido que a primitiva; porem, se a quantidade for
maior que o menor dos membros mais a semidifferenca en-
tre os dois, entdo a primeira differenca sérd menor que a
segunda ; e portanto a desigualdade mudars de sentido.

56 Se, os membros da desigualdade fossem positivos, e a
quantidade sommada, negativa, dar-se-hifio as mesmas cir-
cumstancias, que para o caso inverso que examinimos.

Em geral, sempre que os membros de uma desigualdade
forem do mesmo signal, e a quantidade sommada algebrica-
mente for de signal contrario, dar-ge- hao as .diversas cir-
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cumstancias que menciondmos acima; o mesmo acontece~
ra sea quantidade, sendo de mesmo signal que os membros
da desigualdade, for subtrahida algebricamende.

57 Supponhamos agora uma desigualdade cujos mem-
bros sdo de signaes contrarios, e que se somma algebrica-
menle a seus membros uma quantidade de signal contrario
ao major delles.

Observagio. Cumpre attender bem, sempre que 0s mem-
bros de uma desigualdade sio de signaes contrarios, ajun-
tando-se, ou subtrahindo-se, algebricamenie a ambos os
membros a mesma quantidade, nsio se faz absolutamente
applicacio alguma do axioma que se suppoem empregar;
1sto €, ndo se somma, nem se sublrahe effectivamente a am-
bos os membros a mesma quantidade; a transformacsio con-
siste sempre neste caso em sommar arithmeticamente a
quantidade a um dos membros da desigualdade, e a prati-
car no outro membro uma subtraccio arithmetica, tirando-
se da quantidade esse membro, ou tirando delle a quantida-
de, conforme os valores que tiverem. Dahi resultio tres
circumstancias que se podem dar: a desigualdade péde con-
verter-se n'uma igualdade ; pode existir no mesmo sentido
ou mudar de sentido.

Se a quantidade for igual 4 semidifferenca arithmetica
entre os dois membros, a desigualdade converter-se-ha
wuma igualdade; se for maior qu“e esta semidifferenca,
mudard de sentido; e se for -menor subsn,tlm N0 mesmo
sentido.

E’ facil dar a razio destes factos.

Quando os membros da desigualdade sio de signaes con-
trarios, e a quantidade sommada algebricamente 6 de signal
contrario ao maior, e igual em seu valor absoluto & semi-
differenca arithmetica entre os dois membros, consistindo.
a transformacao em subtrahir do maior membro a quantida~
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de considerada, e em ajuntar essa quantidade a0 menor, os
dois resultados sio evidentemente iguaes, pois cada um é
igual ao menor mais a semidifferenca arithmetica entre os
dois: logo, como dissemos a desigualdade transforma-se
n’uma igualdade.

Tomando-se este primeiro caso para base, ¢ facil a de-
monstracdo de cada um dos outros dois.

Dar-se-hdo as mesmas circumstancias acima, guando se
subtrahir algebricamente a uma desigualdade, cujos mem-
bros sao de signaes contrarios, uma quantidade do mesmo
signal que o maior desses membros.

59 Supponhamos agora que os membros da desigualdade
sio de signaes contrarios, e a quantidade, sommada alge-
bricamente, do mesmo signal que o maior.

Neste caso, qualquer que seja o valor absoluto da quan-
tidade, a desigualdade transformada tem sempre lugar mno
mesmo sentido que a primitiva ; nio porque o axioma tenha
applicacdo no sentido unico em que deve ser tomado, mas
porque a transformacdo consiste entfio em ajuntar arithme-
ticamente a quantidade ao maior dos membros, e em prati-
car uma subtraccdo arithmetica no menor, subtrahindo-se
da quantidade esse membro, ou subtrahindo-se desse mem-
bro a quantidade, conforme ella for maior ou menor que o
menor membro.

O mesmo acontecerd se subtrahirmos algebricamente a
uma desigualdade, cujos membros sdo de signaes contrarios,
uma quantidade de signal contrario ao maior desses mem-
bros.

Sto estes os preceitos aos quaes cumpre attender bem afim
de evitarem-se os erros e os absurdos grosseiros resultan-
tes da m4 applicactio do axioma n.° (40).

60 Seria realmente de immensa vantagem que as regras
seguidas para as diversas transformacdes que se podem ope-
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rar nas equacdes, fossem igualmente applicaveis a todas as
igualdades e desigualdades, mas infelizmente assim ndo
acontece ; o modo de formacdo das equacGes, ou para melhor
dizer, o preceito geralmente seguido para o estabelecimento
das equacdes de um problema qualquer, conduz sempre a
igualar entre si duas expressoes algebricas de wma mesma
quantidade ; resultando dahi que, os membros da equacdio
sdo sempre affectos dos mesmos signaes ; e portanto tem sem-
pre applicacdo o axioma do qual temos feito mencao espe-
cial; pois sommando-se ou subtrahindo-se a ambos os mem-
bros uma mesma quantidade, isto é, escrevendo-se em am-
bos os membros essa quantidade com o seu proprio signal,
ou com o signal trocado, a operacdo reduzir-se-ha sempre
a sommar arithmeticamente a ambos a mesma quantidade,
ou a effectuar uma subtraccio arithmetica que consistira em
subtrahir de cada membro essa quantidade, ou em subtra-
hir dessa quantidade cada um dos membros; portanto os
resultados serdio sempre iguaes : o axioma tera sempre in-
teira applicacgo.

Nao se d& porem o mesmo, como temos demonstrado,
com as igualdades ou desigualdades, cujos membros, se-
guindo-se o unicomodo racional de comparar as quantida-
des, podem ser do mesmo signal, ou de signaes contrarios.

61 Generalisando a observacgo do n.° 46, diremos:

1. Para sommar a ambos os membros de uma igualdade
ou desigualdade a mesma quantidade, é necessario escre-
ver em cada membro essa quantidade com o preprio signal
desse membro. o

2.0 Para sublrahir de ambos os membros de uma igual-
dade ou desigualdade a mesma quantidade, é necessario es-
crever em cada membro essa quantidade com o signal con-
trario ao desse membro.

Observagdo. E’ porem necessario, neste ultimo: caso, que



a quantidade seja menor que ambos os membros, ou igual
ao menor.

62 Quando, em virtude de qualquer transformacdo, se
verificar que ndo tem lugar nenhum dos dois preceitos aci-
ma indicados, seguir-se-ha que o'axioma n.° (40) nfio teve
applicaciio ; e entdo se recorrerh aos preceitos estabelecidos
nos 1. (54 a 59). :

Nao é porem necessario reter na memoria todos os casos
particulares que se podem dar e que temos considerado :
quando, em consequencia de qualquer transformacio, se ti-
ver de escrever com o signal 4, ou com o signal —, uma
dada quantidade em ambos os membros de uma igualdade
ou designaldade, basta ter-se uma idéa delles para saber-se
tratando-se de uma igualdade, se ella subsiste, ou se se
transforma n’uma desigualdade ; tratando-se de uma desi-
gualdade, se ella converte-se n’'uma igualdade, se muda de
‘sentido, ou se subsiste no mesmo sentido.

63 Uma igualdade ou designaldade ndo se alterd com ef-
feito, quando se somma, ou se subirahe a ambos os mem-
bros a mesma quantidade; ndo se deve perem concluir
que se tenha feito applicacdo deste axioma quando se escre=
‘ver em ambos os seus membros uma mesma quantidade com
o signal (-}), ou com o signal (—), conforme temos de-
moenstrado. :

As palavras — sommar — e — subtrahir — ndo tem em
Algebra, como é sabido, a mesma accepedo que na arithme-
tica; a palavra — sommar —em arithmetica dd sempre
idéa de augmento; assim como a palavra — subtrahir —
tras sempre a idéa de diminui¢iio. A somma arithmetica de
duas ou mais quantidades compde-se sempre de tantas uni-
dadas e partes da unidade, quantas existem em todas as
parcellas. Somma-se a uma quantidade uma outra qual-
quer, quando se:reune a essa quantidade cada uma das
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unidades e partes da unidade de que a outra se compoe ;
nio acontece porem o mesmo com a somma algebrica, que
pode dar lugara uma somma, ou a uma subtraccio -arith-
metica, coforme os signaes das quantidades.

Mais uma vez lembramos a observacio abaixo, muito co-
nhecida, é verdade, mas que no'emtanto tem sido sempre
despresada, tratando-se dos principios das quantidades ne-
gativas:

Para que a somma algebrica corresponda a uma verda-
deira somma arithmetica, é necessario que as quantidades
sejdo affectas dos mesmos signaes, isto é, compostas de uni-
dades tomadas no mesmo sentido ; o mesmo se deve enten-
der a respeito da subtraccéo algebrica.

64 Observagdo. Nao tratamos especialmente dos axiomas
em que se funddo outras transformacoes que se podem ef-
fectuar nas igualdades ou desigualdades, porque sobre elles
nzo-ha nenhuma restriccao a fazer: todos tem sempre ap-
plicacgio. ,

Assim, qualquer que seja a igualdade ou desigunaldade
considerada, pode-se sempre, sem alleral-a, multiplicar ou
dividir ambos os membros por uma mesma quantidade po-
siliva ou negativa ; elevar ambos os membros a uma poten-
cia, par ow émpar, etc. ; pois é evidente que — sendo iguaes
os valores absolutos de duas quantidades, sel-o-hdo tambem
os de seus productos, ot de seus quocientes por wm mes-
mo numero, os de suas potencias ou de suas raizes do mes-
mo grao, ete. '

65 Quanto & circumstancia relativa aos radicaes de grao
par mepcionada no n.° 48, ella nenhuma objecciio fornece
contra a comparacio natural das quantidades por seus va-
lores absolutos ; nenhuma condiggo, a ndo ser proveniente
de alguma questio abhsurda, pode estabelecer a neccssidade
de extrahir raizes de grio par de uma quantidade affecta
do signal (—).
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Os principios estabelecidos na actual theoria das quanti-
dades negativas, para servirem de base 4s transformacoes
das desigualdades, taes como : — mulliplicando-se ou divi-
dindo-se ambos os membros de uma desigualdade por uma
quantidade negativa, ¢ desiqualdade mude de sentido ; elevan-
do-se ambos os seus membros a uma polencia par, a desigual-
dade subsiste no mesmo sentido, se elles sdo positivos, e muda
de sentido, se elles s@o negativos, ou um poéitivo e oulro ne-
galivo, elc. ; nio tem nenhuma razao de ser; sionovos e las-
timaveis erros creados, com os quaes, em vdo se pretende
destruir os absurdos que sdo consequencias immediatas dos
erros commettidos nas falsas proposicges (1) e (2).

66 Pdde-se affirmar que a theoria das quantidades ne-
gativas estd actualmente mais atrasada do que na época em
que Descartes estabeleceu pela primeira vez o theorema re-
lativo 4 importante propriedade dos signaes (4) e (—) de
exprimirem a opposicao de sentidos das grandezas nas re-
lacoes do abstracto para o concreto.

Este simples, mas importante, theorema lancou entdo
nova e immensa luz sobre aquella theoria, estabelecendo do
modo omais claro os dois pontos de vista distinctos em que
devera ser considerada, e dando-lhe por essa occasido a mais
extensa e tambem a mais fecunda de todas as applicacdes
que ella tem recebido.

67 Bastdo algumas ligeiras consideracdes para bem com-
prehender-mos toda a importancia deste theorema, nio s6
em relacdo 4 theoria abstracta das quantidades negativas,
sobre a qual ella exerce uma influencia real, e 4 natureza
e extensio de suas applicacoes, mas até em relacio 4 op-
portunidade de sua descoberta.

O feliz pensamento que levou Descartes a apphcar a Al—
gebra & Geometria, talvez com o fim exclusivo de aperfmgo:}r



as theorias geometricas, procurando crear methodos geraes
applicaveis a todas as figuras convenientemente definidas,
ndo produzin somente esse grande resultado em relacdo as
questoes de grandeza, unicas que parecido susceptiveis da
applicacdo da analyse mathematica ; elevou-se tambem das
questoes de forma e de posicio, até entdo fira do alcance
da antiga Geometria ; exercendo ao mesmo tempo a mais
benefica influencia sobre as mais importantes theorias al-
gebricas, ja aperfeicoando-as, j& marcando-lhes um novo e
importante destino, que tem, alem de tudo, a vantagem de
attenuar a natural repugnancia do espirito 4s abstraccoes
muito Jongas e indeterminadas.

68 Estes caracteres dio apenas uma succinta e vaga idéa
das immensas vantagens proprias & vasta e fecunda alian-
ca contrahida entre as concepcdes geometricas e as concep-
coes analyticas, que constitue e caracterisa a nova Geome-
tria fundada por Descartes a — Geometria analylica —.

Nio entraremos porem na apreciacdo da extrema impor-
tancia propria a este vasto e fecundo ramo da sciencia Ma-
thematica ; limitar-nos-hemos, em attencéio ao fim que te-
mos em vista, a algumas das difficuldades encontradas para
a sua instituicdo definitiva.

Os fenomenos geometricos dividindo-se em fenomenos de
forma, de grandeza, e de posicio, e sendo estas tres ordens
de fenomenos naturalmente independentes entre si; parece
que a Geometria devia dividir-se tambem em tres partes,
ou em tres sciencias distinctas e independentes; compre-
hendendo cada uma o estudo das questoes relativas a cada
uma dessas ordens.

Ainda quando fosse isso possivel, a falta de ligagdo entre
esses ramos concernentes ao estudo da extensdo, séde com-
mum das tres cathegorias de fenomenos considerados, era
wm grave inconveniente, ndo s6 em relacio ao proprio estu~
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do deszes fonomenos ; mas tambem em ralacio & complica-
cdo que prolusiria no estudo dos fenomenos mechanicos,
thermologicos, ete., naturalmente dependentes dos fenome-
nos geometricos.

Ilssa circumstancia faria uma excepcdio & systematisaciio

e encadeamento, que sio sempre a consequencia de uma bem
dirvigida applicacio da analyse mathematica ao estudo de
(uaesquer fenomenos, especialmente guando, ¢como no caso
~actual, elles se referem a uma fonte commum, se o immor-
tal fundador da nova instituicio geometrica a nao fizesse
desapparecer, sendo levado por suas judiciosas e profundas
meditacoes a subordinar de um modo admiravel aos fenome-

nos de posiciio todos os outros fenomenos da extensdo.

Pelos systemas chamados de coordenados, imaginados
por Descartes, pode elle reduzir a questio de numeros as
questoes relativas 4 posiciio, que envolvendo as de forma e
de grandeza, dependido por sua vez da determinaciio da
posicao dos pontos. Por occasifio porem de realisar o novo
plano de estudos da Geometria, apresentou-se uma difficul-
dade preliminar, mas de importancia real. Os simples valo-
res das coordenadas de um ponto nao bastavdo & sua com-
pleta determinacdo, correspondendo em geral a quatro po-
sicoes differentes que elle podia occupar em um plano, e &
oito tratando-se de pontos do espago.. -

Comprehende-se quanto, esta indeterminaciio na simples
posicdo deum ponto, deve complicar extremamente a ques-
130 complexa relativa a determinaciio das formas geome-
tricas, mesmo as mais simples.

Descartes teria sido obrigado a renunciar o emprego das
coordenadas, unico meio que permittia a transformacio
indispensavel das questoes de posicdo a simples questoes de
numeros ; e a abandonar portanto o fecundo plano que tinha
concebido, se a descoberta da propriedade dos signaes - e
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—, de exprimirem a opposicao de senlidos das grandezas,
nao fizesse completamente desapparecer a difficuldade pre-
liminar relativa & determinacio dos pontos.

Os signaes das coordenadas de um ponto, juntos aos va-
lores respectivos, distinguem e fixdo de wm modo preciso a
posicio desse ponto.

Esta simples descuberta, destruindo o entrave a realisa-
¢ao do pensamento de Descartes, deu-lhe immediatamente o -
mais amplo desenvolvimento, encontrando tambem ahi a
sua mais brilhante applicacio.

69 Demos uma idéa da importancia, que se deve ligar
a0 theorema ou prinvipio de Descartes. Comprelende-se
tambem, pelo que ficou dito, a influencia que elle devia
exercer sobre a theoria das quantidades negativas. No em-
tanto assim ndio aconteceu.

Os principios falsys e coniraditorios, j& enraizados, que
coustituido e constituem ainda a actual e antiquissima
theoria das quantidades negativas, a demasiada influencia
attribuida aos signaes, as consideracoes sofisticas sem im-
portancia, por tal modo preponderardo que impediriio a du-
ravel e benefica influencia que a descoberta de Descartes
devia exercer sobre essa theoria.

As mal fundadas ¢ vis tentativas feitas para estabelecer
‘& demonstrar ¢ prieri o theorema que Descartes apresentou
como um simples resultado de suas bem dirigidas observa-
¢coes, o desejo exagerado de abranger em um €6 ponto de
vista abstracto os dois pontos de vista distinctos, abstracto
e concreto relativos 4 theoria das quantidades negativas,
estabelecendo uma mistura heterogenea entre as idéas de
valor e as idéas de qualidade, deixardo esta theoria ainda
em maior confusiio do que ella ja apresentava quando Des-
cartes enunciou o seu importante theorema sobre a proprie-
dade dos signaes 4+ ¢ —.
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70 A mysteriosa e intima unido infelizmente imaginada
entre os signaes e os valores das quantidades tem sido pois
“um dos maiores obstaculos levantados contra o estabeleci-
mento racional da theoria das quantidades negativas, tdo
funestamente desviada até hoje de seu verdadeiro caracter
logico, embora elle seja solemnemente manifestado em todas
questdes nas quaes a intervencao das quantidades negativas
¢ uma necessidade indispensavel. ‘
Ascontinuas e variadissimas applicacoes dessas quanti-
dades, mesmo as mais importantes applicacoes geometricas
e mechanicas, que poem em relevo a admiravel propriedade
dos signaes 4 e —, descuberta por Descartes, nao tem sido
sufficientes para deixarem nos espiritos, profundamente im-
buidos da falsa doutrina dominante, a feliz distinccao logi-
"ca, e alem disso necessaria, entre os dois pontos de vista
distinctos expontaneamente manifestados pela natureza e
usos das quantidades positivas e negativas.

Nada mais precisamos accrescentar ao que temos apre-
sentado em todo este trabalho, para deixarmos completa-
mente estabelecida toda a theoria das quantidades negati-
vas em um plano uniforme e racional.

Bem estabelecida esta theoria, ella apresenta sempre
duas partes perfeitamente distinctas: uma abstracta; outra
concreta.

A theoria abstracta das quantidades positivas e negativas
como mostramos, nenhuma difficuldade séria apresenta ;
ella pdde ser completamente estabelecida em um s6 plano
geral, quer se considere aquellas quantidades em relaciio &
sua significacdio e usos; quer em relaciio aos principios que
regem a sua comparacdo, e & theoria das igualdades e de-
sigualdades que della resultdo ; quer finalmente em relacio
as diversas operactes a que podem ser submettidas,
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Quanto a parte concreta desta theoria, ella consiste sim-
plesmente no principio ou theorema de Descartes; isto é,
na propriedade dos signaes 4 ¢ — de exprimirem a oppo-
siciio de sentidos das grandezas.

Na demonstracio geral deste theorema, que estabelece
uma importante relagiio entre o concreto e o abstracto, con-
siste porem todaa difficuldade desta parte da theoria.

Todas as tentativas feitas até hoje, para estabelecer-se
aquella demonstracgio, tem sidu sem resultado.

A difficuldade consiste essencialmente na imperfeicio
actual da sciencia mathematica, que ndo permitte ao nosso
espirito elevar-se tdo alto, quanto o exigem a vastidao e
importancia deste theorema, para estabelecerem-se relacoes
directas entre o concreto e o abstracto em mathematicas,
isto 6, entre as duas grandes seccdes em que esta sciencia
se divide.

No emtanto, as suas numerosas, variadas e indispensaveis
applicacoes nenhuma duvida deix@o no espirito sobre a exac-
tiddo e importancia de um tal principio.

Uma das maisimportantes applicacdes que se faz deste
principio e que ja temos mencionado, consiste no seguinte :

72 Obtidas as equacoes que traduzem analyticamente as
relacdes que existem entre as grandezas consideradas em
qualquer questiio, se estas grandezas vierem a mudar de
sentido, nio é necessario recomecar os calculos, muitas ve-
zes longos e trabalhosos, para obterem-se as equacgdes que
exprimem o novo estado da questdo ; é bastante, para esse
fim, mudar nas equacdes estabelecidas, os signaes das
grandezas que experimentardo a mudanca de sentido.

As equacoes, assim modificadas, coincidem sempre com
as que se obterido recomecando os calculos para resolver a
questdo no novo estado caracterisado pela mudanca de sen-
tido das grandezas.
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Comprehendem-se bem as immensas vantagens que se
tirao desta propriedade dos signaes + e —, caracterisadas,
nao s6 pela grande economia de traballio que se deriva de
sua applicagio ; como tambem pela circumstancia de dar 4s
expressoes mathematicas uma immensa extensdo e a mais
ampla generalidade,

73 Esta contidano principio acima a interpretaciio que
se deve dar as solugdes negativas nas diversas equacoes e
problemas que a Algebra considera ; taes solucoes indicio
sempre que as grandezas correspondentes, em lugar de se-
rem tomadas no sentido em que o fordio por occasido de es-
tabelecerem-se as equacoes, devem ser tomadas em sentido
contrario ; pode-se, querendo-se, fazer a correccdio, mudan-
do mas equagoes os signaes dessas grandezas; e as novas
equacoes dardo para ellas os mesmos valores, porem positivos.

Para terminarmos este traballio cumpre-nos fazer ainda
uma observacio.

74 Parece que para completarmos a theoria abstracta das
quantidades negativas, tornava-se necessario tratarmos das
diversas operacOes que sobre estas quantidades se podem
effectuar; mas ndo o fizemos porque em o nosso modo de
entender essa questdo se acha completamente resolvida. Nao
nos referimos as diversas pretendidas demonstracoes directas,
que se tem apresentado das regras para effectuarem-se essas
operacoes ; porque : . -

1.o- Algumas dessas demonstracoes, fundando-se em ap-
plicacoes geometricas, ou mechanicas das quantidades po-
sitivas e negativas, ou na significacio concreta dos sig-
naes -+ e —, tem o grave inconveniente de estabelecer uma
mistura heterogenea entre o abstracto e o concreto, que s6
produz confusao sem nenhum outro resultado.

R.© Porque outras sio verdadeiras subtilezas sem merito,
que quando muito s6 podem servir para illudir os princi-
piantes.
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Referimo-nos as regras geraes seguidas para effectuarem-
se as operacdes sobre as quantidades algebricas, que com-
prehendem implicitamente as que sfo cspeciaes 4s quanti-
dades positivas e negativas, e a razio de ser dessas regras.

Ha muita exageracio sobre a difficuldade que se suppoem
existir no estabelecimento destas regras, especialmente tra-
tando-se da dos signaes na multiplicacgo. O desejo de esta-
belecer ¢ prior: esta regra, e a especie de mysterio que se
encontra em ser positivo o producto de dois factores nega~
tivos, sio ainda conséquencias da exagerada -influencia at-
tribuida aos signaes e dos principios falsos que regem a
theoria das quantidades negativas.

Nio encontramos a menor repugnaneia em admittie
aquelle facto analytico, tanto mais, quanto o nosso espirito
o obtem como uma consequencia logica, seguindo o enca-
deamento algebrico que o deriva dos elementos da operagio.

75 Por pouco que se reflicta sobre a regra dossignaes na
multiplicacdo, vé-se que a difficuldade que existe para o
caso de dois factores negativos ¢ a mesma para aquelle em
que elles siio positivos, ou de signaes contrarios. Com effeito
no caso em que ambos os factores sdo positivos, toma-se
como evidente, ou ao menos como facilimo de demonstrar-se
que, o producto & positivo, isto é, affecto tambem do sig-
nal +-; notemos porem que todos os raciocinios feitos por
aquelles que tem tentado a demonstraciio directa desta. re-
gra, sio inteiramente os mesmos que farido tratando sim-
plesmente de valores absolutos: o facto.de tomar-se esse
producto com o signal -+, como o deixa ver a mais ligeira
observagdo, ndo dimana logicamente de uma combinagio
effectiva dos signaes na deducgio da regra, mas da faculda-
de puramente algebrica que se tem, de poder affectar, ou
considerar affecto do signal + qualquer valor absoluto con-
siderado isoladamente.

6
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OBSERVACAQ TINAL.

A adopcdio do plano racional em que consideramos a
theoria geral das quantidades negativas nenhuma altera-
ciio produz nos verdadeiros principios da sciencia mathema-
tica, por mais extensas que sejao as applicacdes das quanti-
dades negativas, e por mais enraisada que esteja a antiga
theoria em todo o ecorpo desta sciencia.

Nio ha na theoria que apresentamos principio algum
que o espirito repugne acceitar; todes os principios que
lhe servem de base sio dos mais simples e conhecidos d’en-
tre aquelles que constituem a sciencia mathematica ; estio
todos de inteira tharmonia entre si, e com as diversas ap-
plicactes das quantidades positivas e negativas ; mesmo as
Tegras que apresentimospara o estabelecimento e trans-
formacoes das igualdadese desigualdades entre as quanti-
dades positivas e negativas, embora em profunda opposicao
necessaria com as que sio seguidas, para 0 mesmo fim,
resultantes das falsas proposicoes (1) e (2), nenhuma alte-
racdo produzem sobre as regras geraes seguidas para o es-
tabelecimento, e resolucdo das equacGes, assumpto capital
@’Algebra, nem sobre as diversas sortes de transformacdes
que sobre ellas se podem effectuar; como se deduz do que
dissemos no n.° (60).

A theoria das quantidades negativas, que apresentamos
nenhuma perturbacio pois produzindo sobre os verdadeiros
e sgos principios estabelecidos na seiencia, apresenta porem
alem de outras, a vantagem de destruir completamente
todos os erros, todos os prineipios falsos, absurdos e con=
traditorios da actual e falsa theoria dominante.

FIM.
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