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.QUE SON LAS CONJUNCIONES Y
DISYUNCIONES BORROSAS?

Claudi Alsina
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Resumen

En este articulo se presenta una aproximacién intuitiva a las conjunciones y disyunciones
propias de la Légica Borrosa, con especial referencia a sus modelizaciones matematicas y a sus
interpretaciones.

Palabras clave: Conjunciones, disyunciones, légica borrosa.

Abstract

In this paper we present an intuitive approacch to conjunctions and disjunctions used in
Fuzzy Logic and we focus our presentation on the mathematical models related to these opera-
tions as well as to their interpretations.
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1. Introduccion

En este pequefio articulo quisiéramos aportar unas reflexiones sobre las
conjunciones y las disyunciones normalmente utilizadas en Légica Borrosa,
intentando encuadrar las mismas respecto de lo que son las conjunciones o
disyunciones de proposiciones o conjuntos y el tratamiento que la probabi-
lidad y la estadistica dan a dichas operaciones. _

Este tema, que es de crucial importancia en el estudio de las estructuras
borrosas al extenderse la omnipresente estructura del algebra de Boole, ha
recibido especial atencién en la literatura matematica desde la introduccién
del concepto de conjunto borroso realizada por Zadeh en 1965.

2. Sobre conjunciones, disyunciones y booleanidad

La Légica clasica considera proposiciones didfanas susceptibles de ser
declaradas «verdaderas» o «falsas». «<El niimero pi es mayor que tres» o «la
distancia de Madrid a Barcelona no llega a 100 Km.» son dos ejemplos de
proposiciones perfectamente estructuradas, siendo clara la veracidad de la
primera y la rotunda falsedad de la segunda. En este contexto, las operacio-
nes basicas de conjuncién («p y g») y de disyuncién («p 6 q») generan nuevas
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proposiciones cuya verdad o falsedad depende totalmente de la correspon-
diente verdad o falsedad de las proposiciones generadoras p, q. Uniendo a
la disyuncién y a la conjuncién la posibilidad de la negacién obtenemos
universos de proposiciones que responden a la denominada estructura de
algebra de Boole (Trillas, Alsina y Terricabres, 1995).

Cuando un universo de proposiciones se hace corresponder con una fa-
milia de conjuntos, asignando a cada proposicién el conjunto de elementos
(de un conjunto referencial dado) que satisfacen a dicha proposicién, entonces
nace un perfecto isomorfismo en el cual la conjuncién de proposiciones se
identifica con la interseccion de conjuntos, la disyuncién con la reunién y la
negacién con la complementariedad. En esta feliz identificacién légico-con-
juntista la estructura booleana permanece inalterada.

Quizés vale la pena comentar en este punto que las claras clasificaciones
booleanas que conceptualmente son ideales, pueden presentar, en los proce-
sos de aplicacién, notables dificultades.

Cuando de una visién generalista se pasa a una visién concreta, pronto
se descubre que el dictamen de la veracidad o la falsedad (o la construccién
de los conjuntos correspondientes) puede requerir artillerias sofisticadas,
habilidades muy especiales y largas investigaciones. El concepto de nimero
primo es muy claro, pero el dictamen sobre si un nimero grande es primo
0 no, no es, en absoluto, un problema trivial. Esta situacién es remarcable:
en nada tiene que ver la sencillez de un enunciado con la dificultad de su
concrecién o demostracién. Asi pues, cuando uno se interesa por las aplica-
ciones practicas y precisa ir mas alla de las definiciones formales o las descrip-
ciones lingiiisticas claras, e interesa, por ejemplo, enumerar los elementos de
un conjunto, las dificultades practicas pueden ser grandes. El conjunto de los
espaiioles que acudieron a visitar la Expo de Sevilla parece un conjunto bien
definido aunque seria poco creible poder hacer un listado de sus componentes.
La légica matemética y la teoria de conjuntos no resuelven, pues, muchos de
los problemas practicos que de sus consideraciones se derivan.

3. Sobre conjunciones y disyunciones probabilisticas

Al considerar un algebra de Boole de sucesos A, B, ... sobre los cuales sea
factible asignar probabilidades, lo que interesara desde un punto de vista
probabilistico (Carnap, 1950) no es la descripcién conjuntista de los sucesos
«A n B» 0 «A U B» sino el calculo de la probabilidad de dichos eventos. La
propia axiomatica fundacional de A. N. Kolmogorov sobre la teoria de la
probabilidad toma como punto de partida la relacién entre las probabilidades
de la disyuncién y la conjuncién de sucesos:

P(A n B) + P(A u B) = P(A) + P(B)

El jugador de ruleta que apuesta a la vez a los nimeros 7, 13 y 19 sabe
que la probabilidad de ganar es muy baja y, por tanto, que el premio posible
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serd elevado, lo cual aumenta enormemente su extrafio interés ludépata. Asi
pues la probabilidad, como toda medida, resuelve el problema de evaluar
disyunciones y conjunciones mediante formulas aditivas. Mds que la estruc-
tura booleana, que se presupone, interesa la valoracién de la aleatoriedad.

4. Sobre conjunciones y disyunciones estadisticas

Consideremos, por ejemplo, el «conjunto de espafioles que el dia 1 de enero
de 1995 tenian menos de 25 afios y cuya altura no superaba 160 cm». Esta
conjuncién booleana mereceria una evaluacién estadistica. De acuerdo con
los principios elementales de la estadistica (y actuando posiblemente sobre
una muestra) se considerarian sobre la poblacién E de espaiioles vivos el 1
de enero de 1995 las variables estadisticas X, Y correspondientes, respecti-
vamente, a edad en afios y a altura en centimetros. Recogidos los datos de
X e Y, seguramente en forma de tablas o listas, se podria proceder a construir
las respectivas funciones de distribucién Fx, Fy las cuales visualizan bien,
mediante gréficas, la distribucién de los valores de las variables en los
intervalos més importantes (sin necesidad de usar las tablas iniciales en las
cuales es dificil apreciar la distribucién de valores). Interesaria evaluar la
probabilidad de que una persona de E sea menor de 25 afios y mida menos
de 160 cm., o sea:

P({e E | X(p) <25 anos y Y(p) < 160 cm.)

lo cual corresponde al valor de la bien conocida funcién de distribucién
conjunta Hxy en el punto (25 afios, 160 cm). El celebrado teorema de Sklar
(Schweizer y Sklar, 1983) establece que existira una funcién de dos variables
Cxy asociada a X e Y, denominada cépula, satisfaciendo una serie de pro-
piedades de regularidad y permitiendo obtener la distribucién conjunta a
partir de las distribuciones marginales:

Hxv(u, v) = Cxy(Fx(u), Fy(v))

Dicha funcién Cxy contiene en si misma gran informacién sobre la de-
pendencia entre las variables (Schweizer y Sklar, 1983).

Ast la conjuncién de caracteristicas estadisticas (y andlogamente se pro-
cede para la disyuncién de las mismas) se materializa en la construccién de
una funcién de dos variables que se obtiene combinando/operando dos fun-
ciones de una variable. De nuevo sobre una base conjuntista se materializa
una valoracién estadistica, en este caso de caracter funcional, y cuyos resul-
tados pueden variar al cambiar de muestras o cambiar de procedimientos.
Si en probabilidad se calculan los niimeros que corresponden a las proba-
bilidades de reuniones o intersecciones, en estadistica se producen funciones
que describen como se distribuyen parejas de variables. El resultado ya no
es numérico sino funcional. Vale la pena remarcar esto antes de pasar al
mundo de la borrosidad, donde encontraremos situaciones semejantes.
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5. Sobre conjunciones y disyunciones borrosas

Si ahora consideramos a «los espafioles maduros y parados» nos enfren-
tamos sin duda a un colectivo que sociolégicamente y politicamente es digno
de estudio. Sin embargo, la vaguedad de los términos «maduros» y «parados»
dificilmente nos permite atacar el problema de una manera tnica. Una
aproximacién conjuntista clasica nos llevaria, por ejemplo, a considerar los
«espafioles que el dia 1 de enero de 1995 tenian mas de 40 afios y menos de
65 afios y estaban inscritos en las listas de las oficinas de empleo como
parados». Pero hay otros conjuntos posibles que merecerian ser considerados
como concreciones correctas del colectivo vagamente descrito (Trillas, 1980),
(Trillas, 1990). Una concrecién estadistica basada en una encuesta previa
sobre lo que las personas entienden por maduro y parado también seria
posible pero admitiria modelizaciones diversas (Trillas y Gutiérrez, 1978).

En el marco de la teoria de los conjuntos borrosos (Zadeh, 1965) se
consideraria un modelo funcional (Bellman y Zadeh, 1970) susceptible de
diversas matizaciones del siguiente estilo (Alsina, Trillas y Valverde, 1983).
Realizada una primera formalizacién del concepto «maduro» mediante un
conjunto borroso M: N — [0, 1] que a toda edad expresada en afios asigne
un grado de madurez M(e) entre 0 y 1, se fijaria otro borroso P: N — [0, 1]
que asignase, por ejemplo, a todo valor de horas h trabajadas en el dltimo
afio un grado P(h) indicativo de la situacién de activo-parado. Entonces para
toda persona espafiola p de un cierto colectivo E tendria sentido calcular la
edad e(p) y las horas trabajadas en el dltimo afio h(p) y disponer en conse-
cuencia de los valores borrosos

(M(e(p)), P(h(p))),

correspondientes, respectivamente, a grado de madurez y de actividad. Si
interesa combinar dichos indices (Aczél, 1987) en un tnico parametro en-
tonces tendria sentido usar una operacién (t-norma) T en [0,1] que permitiera
sintetizar en un tnico parametro la conjuncién «maduro y parado»:

T(M(e(p)), P(h(p))).

A esta operacién numérica T se le exigen normalmente algunas propie-
dades naturales como la conmutatividad (T(x, y) = T(y, x)); que 1 sea elemento
unidad (T(x, 1) = x); que 0 sea elemento absorbente (T(x, 0) = 0) y que valga
la propiedad asociativa (T(x, T(y, z)) = T(T(x, y), z)). Ejemplos normales de
tales operaciones son Minimo (%, y), x - y o Méaximo (x + y - 1, 0). La
modelizacién de la disyuncién «maduro o parado» podria entenderse como
la correspondiente a «no (no maduro y no parado)», es decir, obtener el
caracter disyuntivo a partir de las negaciones pertinentes de una conjuncién.
Ello lleva a considerar las operaciones S en [0, 1] que se obtienen en la forma
S(x, y) = N(T(N(x), N(y))), donde T es la operacién que corresponda a la
conjuncién y N una negacién fuerte en [0, 1], o sea, una aplicacién biunivoca
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de [0, 1] en [0, 1] tal que N(0) = 1, N(1) = 0 y N(N(x)) = x (generalizacién
obvia del caso clasico N(x) = 1 - x). Operaciones disyuntivas (t-conormas)
serian, por ejemplo, Maximo (x,y), X + y - X - y 0 Minimo (x + y, 1).

El estudio matematico de los semigrupos en intervalos numéricos y las
técnicas de ecuaciones funcionales permiten estudiar diversas estructuras
en el mundo de los conjuntos borrosos, extendiendo tanto el caso booleano
como el probabilistico y estadistico. En este contexto cabe remarcar que las
operaciones que pueden usarse para modelizar disyunciones y conjunciones
no son tunicas, debiendo fijarse criterios especificos adicionales que faciliten
la determinacién de qué operaciones pueden ajustarse mas al problema
considerado. Esta ambigiiedad, que de hecho ya se da en la propia construc-
cién de los conjuntos borrosos, tiene la ventaja de poder ofrecer modelos
flexibles. La situacién paralela la encontraremos en las descripciones proba-
bilisticas o estadisticas antes aludidas, en donde, por ejemplo, la operacién
producto se usa para tratar sucesos independientes P(A n B) = P(A) - P(B)
o la operacién Cxv(a, b) = Max (a + b - 1, 0) se usa como cépula de variables
dependientes en la forma Y = mX con m no positivo, es decir, las propias
caracteristicas de los eventos o las variables inducen a usar unas operaciones
concretas.

6. A modo de conclusién

La rica estructura booleana que pivota precisamente sobre la sencillez
del conjunto {0, 1} da paso en los modelos borrosos (Dubois y Prade, 1980) a
unas estructuras que por depender de la rica valoracién en el intervalo [0, 1]
no mantienen algunas de las propiedades booleanamente irrenunciables
(Ginsberg, 1987) (Giles, 1988). Asi surge una légica borrosa que aun siendo
extensién del caso cldsico presenta una mayor complejidad de calculo y una
mayor versatilidad para modelizar situaciones que dificilmente son tratables
desde los planteamientos rigidos. Tanto la probabilidad como la estadistica
han aportado interesantes modelizaciones para tratar fenémenos aleatorios
o fenémenos sobre los cuales pueden acumularse datos. Pero las teorias
probabilisticas y estadisticas no pueden abarcar el tratamiento de otros
problemas que por su vaguedad, subjetividad o complejidad ni admiten un
tratamiento nitido ni son susceptibles de aleatoriedad o repeticién. Podemos
encontrar bellos ejemplos de problemas que precisan de un tratamiento
borroso en temas de controles y sefiales, en la elaboracién de sistemas
expertos (Lépez de Méntaras, 1990), en el tratamiento de imagenes, en los
modelos del lenguaje natural, etc. Pero quizas sin ir demasiado lejos, en
nuestra propia forma de razonar (Minski, 1968), (Pélya, 1954), en nuestra
forma de comunicarnos y descubrir (Poppes, 1959) y en toda la poética
humana ... hallaremos un mundo muy intrigante para ser investigado con
técnicas de légica borrosa.
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