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Traballo proposto

Area de Conecemento: Alxebra

Titulo: Teorema dos ceros de Hilbert. Tema e variacions.

Breve descricién do contido

O teorema dos ceros (Nullstellensatz) é a xeneralizacion do teorema
fundamental da alxebra a sistemas de ecuaciéns polinémicas en varias
variabeis. Tratase de dar unha exposicion deste resultado e explorar
variantes en corpos con propiedades interesantes como son os corpos

reais ou os finitos.

Recomendaciéons

Ter superado e comprendido os contidos das materias “Estruturas
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Resumo

Este traballo ten como obxectivo enunciar e demostrar o Nullstellensatz, ou Teorema dos
Ceros, de Hilbert, un importante teorema alxébrico que fai de ponte entre a alxebra conmu-
tativa e a xeometria alxébrica, permitindo deducir propiedades das variedades alxébricas
afins mediante o estudo dos ideais do anel de polinomios. Previamente enunciaranse os
preliminares alxébricos e xeométricos necesarios para a realizar a proba e para comprender
a sia conexion coa teoria de variedades alxébricas afins. Logo abordarase a xeneralizacién
do teorema a alxebras finitamente xeradas sobre aneis de Jacobson, non necesariamente
sobre corpos alxebricamente pechados. Tamén enunciaranse e probaranse os casos parti-
culares para corpos finitos e corpos reais pechados, usando as propiedades especificas que

posten cada un deses tipos de corpos.

Abstract

This work aims to show and prove Hilbert’s Nullstellensatz, or Theorem of Zeros, a very
important algebraic theorem which acts as a bridge between commutative algebra and
algebraic geometry, allowing us to deduce properties of affine varieties by studying the ideals
of the polynomial ring. Previously, we will show the algebraic and geometric preliminaries
required for the proof and to comprehend its connection to the theory of affine varieties.
Afterwards we will show the generalization of the theorem to finitely generated algebras
over Jacobson rings, not necessarily over algebraicly closed fields. We will also show and
prove the particular cases of finite fields and real closed fields, using the specific properties
of each of those fields.
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Introducién

Unha motivaciéon basica da alxebra é a resolucion de ecuaciéons. Os sistemas de ecuaciéns
lineais son o cometido da alxebra lineal, que postie unha ampla coleccién de resultados cun
amplo rango de aplicacions. O caso non lineal méis sinxelo é o das ecuacions polinémicas
nunha variabel, cuxa resolucion a aborda a Teoria de Galois. Neste &mbito xurde o Teorema
Fundamental da Alzebra, estudado intensamente por Gauss a finais do século XVIII e
comezos do XIX. En linguaxe moderno, este teorema afirma que o corpo dos numeros
complexos, C, é alxebricamente pechado: todo polinomio dunha varidbel con coeficientes
complexos ten polo menos unha raiz complexa, e como consecuencia directa, un polinomio

de grao n ten exactamente n raices complexas, tendo en conta a stia multiplicidade.

A seguinte cuestion que xurde de forma natural é que condiciéns son necesarias para que
un sistema de ecuaciéns polinémicas en varias varidbeis tefia solucién. Este problema o
resolve Hilbert co seu Nullstellensatz (que poderia ser traducido do aleméan como Teorema
de Localizacion dos Ceros, ainda que habitualmente se lle chama Teorema dos Ceros), o
cal enunciou e demostrou en 1893, e ten como consecuencia que todo sistema de ecuaciéns
polinémicas en varias varidbeis con coeficientes nun corpo alxebricamente pechado ten polo
menos unha solucién. Este resultado é de enorme importancia, pois abriu a porta 6 estudo
da xeometria alxébrica no espazo afin e proxectivo e converteu 6s corpos alxebricamente

pechados nas elecciéns mais naturais para o estudo destes problemas.

Neste traballo propofiémonos dar unha demostraciéon moderna deste resultado, xunto cos
preliminares necesarios. Tamén pretendemos abordar xeneralizaciéns e variantes do teore-
ma que xurdiron dende o traballo de Hilbert. Un aspecto que nos servira para a xeneraliza-
cién do teorema é a filosofia de que as soluciéns dun sistema de ecuaciéns polinémicas, que
son os puntos dunha variedade alxébrica afin, correspéndense cos ideais maximais do anel
de coordenadas desa variedade. Con esta abstraccién do problema orixinal obtemos unha
xeneralizaciéon do Nullstellensatz a unha clase de aneis, os chamados aneis de Jacobson,
onde os maximais tenen un bo comportamento, e permiten deducir un enunciado similar

6 do Nullstellensatz forte para calquera tipo de corpo.
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X INTRODUCION

Doutra banda, resulta natural imponer outras condiciéns 6 corpo no que se quere traballar,
para caracterizar asi os sistemas de ecuaciéns que se corresponden cos tipos de xeometrias
que se queren abordar. Ainda que existen moitas posibilidades para escoller, nesta memoria
centramonos en dous casos especialmente interesantes: os corpos finitos e os corpos reais

pechados.

No caso dos corpos finitos, estudar os subconxuntos do espazo afin que son solucién de
ecuacions polinémicas é esencialmente un problema diofantico. A solucién deste pasa por
construir un ideal que contén 6s polinomios que se anulan en todo o espazo afin, para logo
cocientar o anel de polinomios por ese ideal, recuperando asi a correspondencia entre ideais

e variedades.

Os corpos reais pechados son corpos ordenados maximais no sentido de que non postien
extensions alxébricas que admitan unha orde, polo que sera necesario introducir elementos
béasicos da alxebra real. En poucas palabras, un sistema de ecuaciéns polindémicas con
coeficientes nun corpo real pechado tera solucién nese corpo se o ideal que xera é tal que

o anel cociente por ese ideal admite unha orde compatibel coas operaciéns.
Pasamos agora a describir brevemente o contido da memoria:

No primeiro tema enunciaranse os preliminares de alxebra conmutativa, con tres secciéns:
alxebras, extensions de corpos e extensions de aneis. Na seccién de alxebras definirase o
concepto esencial de alxebra finitamente xerada e probaranse duas caracterizaciéons equi-
valentes do mesmo. Na seccién de extensions de corpos recordaranse as definiciéns dos
distintos tipos de extensions e as relacions entre eles, asi como a definiciéon de corpo alxe-
bricamente pechado e as stias propiedades. Na seccion de extensiéns de aneis é de especial
importancia probar o teorema 1.3.9, que di que nunha extensién enteira de aneis, un deles

é un corpo se e soamente se o outro tamén o é, pois se usa na proba do Lema de Zariski.

No segundo tema expofieranse os preliminares da teoria de variedades afins necesarios para
entender a relaciéon do Nullstellensatz coa xeometria alxébrica. Logo probaranse as dias
versions clasicas do Nullstellensatz: a débil e a forte, usando o Lema de Zariski para probar

a version débil e logo o truco de Rabinowich para probar a versiéon forte.

No terceiro tema definirase o concepto de anel de Jacobson e probaranse algunhas das stas
propiedades para logo enunciar unha versiéon maéis xeral do Nullstellensatz forte, que se
pode aplicar a calquera anel de Jacobson, incluso os que non son élxebras sobre un corpo
alxebricamente pechado, e asi poder deducir méais propiedades sobre as variedades afins

dun corpo arbitrario.



INTRODUCION XI

No cuarto tema enunciarase e probarase a variante do Nullstellensatz para corpos finitos,
que consiste basicamente en definir un ideal que contén 6s polinomios que se anulan en
todos os puntos, e logo cocientar o anel de polinomios por ese ideal, para asi poder obter

un enunciado similar 6 do Nullstellensatz forte para este tipo de corpos.

No quinto e ultimo tema introduciranse os preliminares alxébricos sobre a alxebra real, que
incliien o concepto de anel semirreal, real, ordenado, e as relaciéons entre os mesmos, tanto
no caso dos aneis como no particular dos corpos. A continuacién definirase o concepto de
corpo real pechado, que non son méis que os corpos ordenados que son maximais respecto de
admitir unha extensiéon alxébrica ordenada, e enunciaranse algunhas das stias propiedades
mais relevantes para o traballo. Logo definirase o concepto de radical real dun anel, que se
utilizara finalmente para dar un enunciado do Nullstellensatz para corpos reais pechados

moi similar 6 dado no tema 2 para o Nullstellensatz forte.
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Capitulo 1

Preliminares Alxébricos

Antes de comezar cos preliminares, convén aclarar algunhas convenciéns que se tomaran
durante o traballo. Sempre que se mencione un anel, supofierase que se trata dun anel
conmutativo e con neutro para o produto. Para un corpo supoferase sempre que 0 # 1, e

as letras x,x1, ..., , denotardn sempre as incégnitas dun anel de polinomios.

1.1. Alxebras

Definiciéon 1.1.1. Sexa A un anel. Definese unha A-alxebra como un par (B, ¢), sendo B
un anel e ¢ : A — B un homomorfismo de aneis, que permite darlle a B unha estrutura
de A-moédulo mediante a operacion ab := p(a)bVa € AVb € B. Dado un ideal b < B,
denotarase AN b := ¢~ 1(b), que é un ideal de A.

Definicién 1.1.2. Dise que unha A-alxebra (B, ) é finitamente xerada se existen os
elementos by, ..., b, € B tales que cada elemento de B pode ser expresado (de forma non
necesariamente tnica) como unha expresion polindémica en {by, ..., b,} con coeficientes en
A, usando o produto de B como A-mo6dulo para multiplicar os elementos de A polos b;.

Isto denotarase por B = A[by, ..., by].
Proposicion 1.1.3. Seza (B, ) unha A-dlzebra. Enton son equivalentes:
1. B € finitamente xerada por by, ..., b, € B.

2. Ezisten by, ...,by, € B e : Alz1,...,x,) — B un homomorfismo de aneis sobrexec-

tivo tales que:
Y(a) = p(a)Va € A Y(w) = b Vie{1,...,n}
3. Existe un ideal a < Az, ..., xy] tal que B ~ Alx1, ..., x,]/a.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES ALXEBRICOS

Demostracion.
“1 = 2" E evidente que se B esta finitamente xerada polos elementos by, ..., b, € B, entén
podese definir o homomorfismo de aneis ¢ : Alzy, ..., x,] — B como:
Y (Z al,M,,(xl,...,:cn)> = ¢(a,) My (b, ..., bn)
veNn veN”n
Sendo M, o monomio tal que M, (z1,...,z,) = a]* - a¥r, con v = (v1,...,1,) € N, e

ay = 0 para todos agas un namero finito de v. Desta forma, é evidente ver que compre as

propiedades enunciadas no apartado 2.

“2 = 3" Tomase a = Ker(v)). Aplicando o Primeiro Teorema de Isomorfia e tendo en conta

que 1) é sobrexectivo, podese definir o isomorfismo de aneis ¢ : A[zy, ..., x,]/a — B como

Y(f +a) =(f), de forma que B ~ Alzy, ..., x,)/a.

“3 = 1" Sexa 7 : B — Az, ..., zy,]/a un isomorfismo de aneis, e sexan by, ..., b, € B 0s
elementos tales que 7(b;) = x; + aVi € {1,...,n}. E evidente ver que cada elemento de
Alx1, ..., zp]/a podese escribir como unha expresion polinémica en {z; +a, ..., z, +a} con

coeficientes en A, logo cada elemento de B pddese escribir como unha expresion polindémica

en {b1,...,b,} con coeficientes en A, é dicir, B é unha A-alxebra finitamente xerada. W

Exemplo 1.1.4. Para un anel arbitrario A, un exemplo dunha A-alxebra finitamente

xerada pode atoparse no seu anel de polinomios en n variabeis, Alzq, ..., x,], xunto co ho-
momorfismo inclusion ¢ : A — A[zy, ..., x,] que leva cada a € A no polinomio constante
a€ Az, ..., xp).

O homomorfismo 1 que se menciona no apartado 2 da proposicién 1.1.3 seria a identidade

de Alz1,...,xy), e 0 ideal a < A[xy, ..., x| do apartado 3 seria o ideal 0.

1.2. Extensiéns de Corpos

Definicion 1.2.1. Sexa K un corpo. Unha extension de corpos de K é un corpo F do
cal K é subcorpo, é dicir, K C F' e K é un corpo coa restricion 6 mesmo das operaciéns
de F'. Denotarase por F' : K. E doado comprobar que nesta situacién F' é un K-espazo

vectorial, e tamén unha K-alxebra co homomorfismo inclusién.

Definiciéon 1.2.2. Definese o grao dunha extension F' : K como a dimension de F
como K-espazo vectorial, e dendtase por [F': K| := dimg (F'). Unha extension dise que é

finita se o seu grao é finito.
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Definicion 1.2.3. Sexa K un corpo. Definese o corpo de funcidéns racionais de K en
n variabeis, denotado por K(zy, ..., 2y), como o corpo de fracciéns do anel de polinomios

K[xy,...,xy], € dicir, 0 menor corpo que contén a K|[zi,...,z,], o cal admite a expresion:

fz1, ... xp)

g(T1, ..., )

K(wl,...,xn):{ /f,geK[a:l,...,xn],g;éO}

Definicion 1.2.4. Sexa F : K unha extension de corpos e aq, ..., a, € F. Denotarase:

Kloag,...,an] ={f(a1,...,an) | f € K[z1,..., 2]}

B f(al,...,an)
K(a,...,on) = {M

Con esta definicion, K(a1, ..., a,) compre a propiedade de ser o menor corpo que contén

/ f,9 € Klxy, ..., 2], g;é()}

a K eaaq,..,aqp, e tense que:
K(ag,...,apn) = K(a1) (o, ... o)

Dado un subconxunto arbitrario S C F', denotarase por K[S] 6 menor subanel de F' que

contén a K e a S, e por K(S) 6 menor subcorpo de F' que contén a K e a S.

Definicién 1.2.5. Sexa F' : K unha extensién de corpos. Un conxunto S C F dise que é
un conxunto de xeradores de F sobre K, ou que S xera F' sobre K, se F' = K(S). Se

ademais S é un conxunto finito, a extension F' : K dise que é finitamente xerada.

Observacion 1.2.6. Toda extension de corpos finita F' : K é finitamente xerada. Un posibel

conxunto finito de xeradores de F' é unha base do mesmo como K-espazo vectorial.

Observacion 1.2.7. Sexa F' : K unha extensiéon de corpos. Entén F' é unha K-alxebra
co homomorfismo inclusiéon. Se F' é finitamente xerado como K-alxebra, entén existen os
elementos a1, ..., a, € F tales que F = K|ay, ..., ay]. Como F' é un corpo, entén tense que

F =Kloag,...,an] = K(ag, ..., ), é dicir, a extension F': K é finitamente xerada.

Definicién 1.2.8. Sexa F': K unha extension de corpos e a € F'. Dise que a é un elemento
alxébrico sobre K se existe un polinomio non nulo f € K|[z] tal que f(a) = 0. Noutro
caso dise que « é transcendente sobre K. A extension F' : K dise que é alxébrica se

todo elemento de F' é alxébrico sobre K.

Definicion 1.2.9. Sexa F': K unha extension de corpos. O conxunto dos elementos de F'
que son alxébricos sobre K chamarase a clausura alxébrica de K en F', e denotarase por
K¥. Dise que K ¢é alxebricamente pechado se todo polinomio non constante de K [z]
ten unha raiz en K. Definese a clausura alxébrica de K, sen especificar en que extensiéon

de corpos, como o menor corpo alxebricamente pechado do cal K é subcorpo.
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Teorema 1.2.10. Un corpo alzebricamente pechado K mon admite extensions alxébricas
distintas da trivial, K : K.

Demostracion. Sexa f € Klz] un polinomio. Como K é alxebricamente pechado, f ten
unha raiz ag € K, logo existe un polinomio g € K[z] tal que f = (x — a1)g. Podese aplicar
o mesmo razoamento a g, chegando a que f = (z — a1) - (r — o), onde aq, ..., a, € K

son as raices de f, tendo en conta a stia multiplicidade.

Dada unha extensién alxébrica F : K e un elemento o € F, este é raiz dun polinomio
de K[z], pero polo deducido anteriormente, isto implica que « € K. Logo, K non admite

extensions alxébricas distintas da trivial, K : K. |

Proposicion 1.2.11. Seza F : K unha extension de corpos e a € F. Enton o € alzébrico

sobre K se e soamente se a extension K(a) : K € finita.
Demostracion. Ver [4], paxina 521, proposicion 12. |
Teorema 1.2.12. Toda extension de corpos finita € alzébrica.

Demostracion. Sexa F' : K unha extension finita tal que [F': K] =n € N e sexa o € F.
Como F é un K-espazo vectorial de dimensién n, entén o conxunto {1,a,a?,...,a"} é

linealmente dependente, pois ten n + 1 elementos. Logo existen Ag, ..., A, € K tales que:
MA@ 4+ X =0

E dicir, a & unha raiz do polinomio f(x) = A\,2™ + -+ A\ € K|x], e polo tanto é alxébrico

sobre K, logo a extension F': K é alxébrica. |

Teorema 1.2.13. Unha extension de corpos F' : K € finita se e soamente se € finitamente

xzerada por elementos de F que son alxébricos sobre K.

Demostracion. Ver [4], paxina 526, teorema 17. |
Teorema 1.2.14. Seza F : K unha extension de corpos. Enton KT é un corpo.
Demostracion. Ver [4], paxina 527, corolarios 18 e 19. |

Teorema 1.2.15. Sexan L : F e F : K dias extensions de corpos alxébricas. Enton L : K

tamén € alxébrica.
Demostracion. Ver [4], paxina 527, teorema 20. |
Teorema 1.2.16. Todo corpo ten unha clausura alxébrica, que € inica salvo isomorfismos.

Demostracion. Ver [4], paxina 544, proposicions 30 e 31. |
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1.3. Extensions Enteiras

Definicion 1.3.1. Sexa A un anel. Dise que B é unha extensiéon de aneis de A se A é

subanel de B, é dicir, se A C B e A é un anel coa restricién 6 mesmo das operacions de B.

Definicién 1.3.2. Sexa A C B unha extension de aneis. Un elemento b € B dise que é
enteiro sobre A se é a raiz dun polinomio ménico dunha variabel con coeficientes en A,

é dicir, se existen Aq,..., A, € A tales que:
PN N, =0

O concepto de elemento enteiro é similar 6 de elemento alxébrico nas extensions de corpos,
mais neste caso hai que esixir que o polinomio sexa moénico na definicién, pois 6 traballar con
aneis, non sempre se pode multiplicar polo inverso do coeficiente principal para transformar

un polinomio arbitrario nun moénico.

Definicién 1.3.3. Sexa A C B unha extensiéon de aneis. O conxunto dos elementos de B

que son enteiros sobre A chamarase a clausura integra de A en B, e denotarase por AZ.

Se todos os elementos de B son enteiros sobre A (¢ dicir, se B = AP), dirase que A &
integramente pechado en B, que B ¢é enteiro sobre A, ou que a extension de aneis
A C B é enteira. Un dominio dirase que é normal ou integramente pechado, sen

especificar en que extensiéon de aneis, se o é no seu corpo de fracciéns.
Lema 1.3.4 (Lema de Gauss). Sexa K un corpo. Enton K[x] é normal.

Demostracion. Hai que probar que se o € K (x) ¢ enteiro sobre K|[z], enton o € K|x].

Sexa a = g € K(z), con f,g € K|z] tales que f e g non tenen divisores en comun e g # 0.

Se «v é enteiro sobre K|z], entén existen hy, ..., h, € K|x] tales que:

n n—1
() s (£) " st e
g g g

Multiplicando por g™ a ambos lados da igualdade obtense:
P hf g4 A hn 1 fg" T+ g = 0

= —g(hif" e By 1 fGT2 A B

Logo g divide a f", pero como f e g non tinan divisores comuns, entén g = £1, e polo

tanto tense que o = £f € Klx]. [
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Teorema 1.3.5 (Teorema de Cayley-Hamilton). Sexa A un anel, a<A un ideal do mesmo,
M un A-mddulo finitamente zerado e ¢ : M — M un homomorfismo de A-mddulos tal

que ¢(M) C aM. Enton existen aq, ..., a, € a tales que:
¢" +arg" "+ ap_1¢+anl =0
Denotando ¢ a composicion de ¢ con si mesmo i veces e I a aplicacion identidade.

Demostracion. Ver [1], tema 10 (paxina 73). [

Proposicion 1.3.6. Sexa A C B unha extension de aneis e b € B. Entdn equivalen:
1. b € enteiro sobre A.
2. A[b] € un A-mddulo finitamente xerado.
3. Existe un subanel C C B tal que A[b] C C e C € un A-mddulo finitamente zerado.

Demostracion.

“1 = 27 Se b é enteiro sobre A, entén existen Aq,..., A, € A tales que:
VYA N, =0

Dado r € N, tense que:
V"= — (A" A+ A)

bn-‘rT‘ — _()\lbn+T—l NN /\nbr)

Isto quere dicir que toda potencia de b pode expresarse como unha combinacién lineal dos
elementos do conxunto {1,b, ...,b" 1} con coeficientes en A, logo todo elemento de A[b] é

unha combinacion lineal destes elementos, é dicir, A[b] é un A-moédulo finitamente xerado.
“2 = 3” Basta con tomar C' = A[b].

“3 = 1”7 Sexa ¢ : C — C o homomorfismo de A-moédulos definido por ¢(c) = be. E
evidente ver que ¢(C) C A[b], logo polo teorema de Cayley-Hamilton (1.3.5), existen os
elementos ay, ..., a, € A tales que ¢" + a1¢" ' + - + a,I = 0. Avaliando esta expresion

en 1 obtense que b + a1b" ' + - + a, = 0, o cal implica que b é enteiro sobre A. |

Corolario 1.3.7. Sexa A C B unha extension de aneis. Se by,...,b, € B son enteiros

sobre A, enton Alby, ..., by € un A-mddulo finitamente zerado.
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Demostracion. Probarase unicamente o caso de dous elementos, pois o de n elementos

pode probarse facilmente mediante inducién usando que Alby, ..., b,| = A[b1][ba, ..., by].

Na demostracion da proposicion anterior (1.3.6) probouse que, se by e by son enteiros sobre
A, entén existen 7, s € N tales que {1,by,b3,..., b7} xera A[b1] e {1,ba,b3, ..., b5} xera A[bs).
Enton é doado ver que o conxunto {bllb]2 /1<i<r 1<j<s}xera A[by,bo]. [ |

Corolario 1.3.8. Se A C B e B C C son extensions de aneis enteiras, enton a extension

A C C tamén é enteira.

Demostracion. Sexa ¢ € C. Como C' é enteiro sobre B, existen by, ..., b, € B tales que:
b b, =0

Logo ¢ & tamén enteiro sobre A[by, ..., b,]. Polo corolario 1.3.7, A[by, ..., by] é¢ un A-mo6dulo
finitamente xerado e A[by, ..., by, c] € un A[by, ..., b,]-modulo finitamente xerado, logo ta-
mén é un A-moédulo finitamente xerado. Enton, polo apartado 3. da proposicion 1.3.6, ¢ é

enteiro sobre A. [ |

Teorema 1.3.9. Sexa A C B unha extension enteira de aneis tal que A e B son dominios.

Enton A € un corpo se e soamente se B € un corpo.

Demostracion.

“=" Suponamos que A ¢ un corpo e sexa y € B\ {0}. Este elemento ¢ enteiro sobre A,

logo existen A1, ..., A, € A tales que:
YA MY e A =0

Ay, = y(y”*1 + Ay An—1)

Suponamos que se toma o n minimo de entre os graos dos polinomios moénicos de A[x| dos
cales y é raiz. Enton tense que 4™~ + - + \,_1 # 0, e polo tanto —\, # 0 (pois B é un

-1

n > € podese multiplicar a igualdade anterior por

dominio). Como A é un corpo, existe A
—A- 1 obtendo:

L= -A1y(™ e+ M)

Desta forma, probouse que o inverso de y existe e ¢ y~! = —A-1(y" 1 + - + A\, 1), logo

B é un corpo.

“«” Supoiiamos que B é un corpo e sexa y € A\ {0}. Entén y~! € B, e é enteiro sobre A,
logo existen Aq,..., A\, € A tales que:

O+ My )" e+ A, =0
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Multiplicando a ambos lados da igualdade por \*~! obtense que:

v A Ay Ay =0

y =M+ Xy+-+Xy"HeAa

Probando asi que A é un corpo. |



Capitulo 2

Nullstellensatz Clasico

2.1. Preliminares de Variedades Afins

A teoria de variedades afins é moi importante para comprender as implicaciéns xeométricas
do Nullstellensatz. Durante esta seccién supoifierase que se traballa con un corpo K, mentres
que K™ denotaréa o produto cartesiano de K consigo mesmo n veces, que ten estrutura de

K-espazo vectorial.

Cometerase un certo abuso de notaciéon 6 denotar tamén por K™ o espazo afin sobre o
espazo vectorial K™, cuxos elementos son puntos en lugar de vectores, mais neste traballo
non se utilizaran as siias propiedades como espazo afin. A cambio, isto fard maéis intuitiva

a notacion.

Definicién 2.1.1. Dado un subconxunto S C K|[x1,...,x,], definese V(S) como o con-

xunto dos puntos de K™ que anulan a todos os polinomios de S, é dicir:
V(S):={ae K"/ f(a) =0Vf €S}

Dise que un conxunto ¥V C K™ é unha variedade alxébrica afin, a mitdo abreviado

variedade, se existe un subconxunto S C K[z1,...,zy] tal que ¥V = V(5).

Definicién 2.1.2. Dado un subconxunto X C K", definese I(X) como o conxunto dos

polinomios de K[z, ...,2,] que se anulan en todos os puntos de X, é dicir:
I(X):={f € K[x1,...,zp) / f(a) =0Va € X}

Proposicion 2.1.3. Sexan os subconzuntos S C Klxi,...,x,] € X C K". Enton tense

que:

2. I(X) € un ideal de Klx1, ..., ).
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Demostracion.

1.

E evidente ver pola definicion que V((S)) C V(S), asi que probarase o outro contido.
Sexan a € V(S) e f € (S). Enton existen os polinomios gi, ..., gm € K[1,...,2,] €
fi, -, fm € S tales que:

f=> gif
i=1

Polo tanto, avaliando f en a tense que:
fla) =3 gi(a)fila) = gi(a) 0=0
i=1 i=1

Concluindo asi que a € V((5)).

. Sexan f € I(X), g € K[z1,...,x,) € a € X. Enton tense que:

(fg9)(a) = fa)g(a) =0-g(a) =0
Polo tanto, fg € I(X), logo I(X) é un ideal de K{z1,...,zy,].

Observacion 2.1.4. A proposicién anterior permite asumir que toda variedade alxébrica

afin V C K™ é da forma V = V (a), sendo a< K|[z1, ..., x,] un ideal. Para o caso particular

dun ideal xerado por unha cantidade finita de elementos, a = (fi, ..., fin), denotarase por

V(a) =V (f1,.r’ fin)-

Proposicion 2.1.5. Tense as sequintes propiedades de V e I:

1.

As aplicacions V' e I inverten as inclusions, é dicir, se a C b, entén V(b) C V(a), e

se X CY, enton I(Y) C I(X).
V(0)=K" e V(K[z1,...,2]) = @

I(9) = Kz1,...,2] €, se K € un corpo infinito, [(K™) = 0.

. V(ab) =V(anb) =V(a) UV (b) para todos ideais a,b< K[z, ..., zp].

1% < a, | =V (Z aa> = ﬂ V(aq) para toda familia de ideais {aq}acA-
a€A

a€cA
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Demostracion.

. E inmediato pola definicion.
. E inmediato pola definicion.

. 1(9) = K|z, ... ,x,] é inmediato pola definicion, pero a segunda afirmacion deste
apartado é mais complexa, e require do Nullstellensatz forte para ser probada, asi
que non se probaré ata que se enuncie e probe ese teorema. Si é doado ver que, se K

é un corpo finito, pédese construir un polinomio non nulo que se anule en todo K™.

4. E inmediato ver que ab C aNb C a, b, logo, polo apartado 1. tense que:

V(a)UV(b) C V(anb) C V(ab)

Para probar as outras inclusions, sexa a ¢ V(a) UV (b). Enton existen f €cae g € b

tales que f(a) # 0 e g(a) # 0, logo (fg)(a) #0, e a ¢ V(ab).

5. Que V (Upena 9a) = Naea V(aa) € inmediato pola definicion. O resto deste apartado

dedicese de que >, c 4 0 = (Upen 8a)-

6. E inmediato pola definicion.

7. E inmediato ver pola definicion que X C V(I(X)) e que a C I(V(a)), logo isto
implica que V(a) C V(I(V(a))) e I(X) C I(V(I(X))), e aplicando o apartado 1, que

V(I(V(a))) C V(a)e I(V(I(X))) C I(X).

Definicion 2.1.6. Un anel A dise que é noetheriano se toda cadea de ideais da forma

ap C ag C -+ C A é estacionaria, é dicir, existe un r € N tal que a, = a,4; V¢ € N. Por

exemplo, todo dominio de ideais principais é noetheriano, asi como todo corpo.
Teorema 2.1.7. Sexa A un anel. Enton son equivalentes:

1. A € un anel noetheriano.

2. Cada conzunto de ideais de A ten un elemento maximal respecto da inclusion.

3. Cada ideal de A € finitamente zerado.

Demostracion. Ver [4], paxina 656, teorema 2.

Teorema 2.1.8 (Teorema da Base de Hilbert). Se A € un anel noetheriano, entén o anel

Alxy, ..., zy] tamén é noetheriano.
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Demostracion. Ver [13|, paxina 37, teorema 2.7. |

Corolario 2.1.9. Sexa V C K" unha variedade. Enton existen fi,..., fm € Kz, ..., Tp]
tales que ¥V =V (f1,..., fm)-

Demostracion. Como K é noetheriano por ser un corpo, aplicando o Teorema da Base de

Hilbert (2.1.8), K[z, ..., x,] tamén é noetheriano.

Como V é unha variedade, existe un ideal a< K|z, ..., z,] tal que V = V(a). Polo teorema
2.1.7, a é un ideal finitamente xerado, logo existen fi,..., f, tales que a = (f1,..., fa), €
polo tanto V =V (a) = V(fi, ..., fa)- [ ]
Proposicion 2.1.10. Sexa a = (ay,...,a,) € K™ un punto do espazo afin. Enton tense
que V(x1 — ay, ... ,xn — ayn) = {a}. En particular, todo subconzunto finito de K™ é unha
variedade.

Demostracion. E evidente ver que a € V(z1 — a1, ...,Tn — ap), € que ningn outro punto
de K™ anula simultaneamente 6s polinomios 1 — a1, ..., Ty — Gn. [ |

Definicién 2.1.11. Polas propiedades enunciadas na proposiciéon 2.1.5, & e K™ son varie-
dades, a union finita de variedades é unha variedade, e a intersecciéon arbitraria de varie-
dades é unha variedade. Polo tanto, as variedades forman o conxunto de pechados dunha
topoloxia en K™, a chamada topoloxia de Zariski, cuxos abertos son os complementarios

das variedades.

Observacion 2.1.12. No caso dos corpos C ou R, a topoloxia de Zariski é méais grosa que a
usual, é dicir, todo aberto de Zariski é aberto usual, mais existen abertos usuais que non

son abertos segundo Zariski.

Definicion 2.1.13. Sexa V C K™ unha variedade. Definese o seu anel de coordenadas
como K[V] = Klx1,...,z,]/1(V).

Este anel é de gran importancia para o estudo das variedades, pois dados dous polinomios
f,g € Klz1,...,zy], estes son iguais en V se e soamente se f + I(V) = g + [(V) en
K[V]. E doado ver que K[V] ten estrutura de K-alxebra, que ¢ finitamente xerada por
z1+IV), ...,z + I(V).

Definicion 2.1.14. Sexa A un anel e a < A un ideal do mesmo. Definese o radical de a

como o0 conxunto:
rad(a) := {a € A/ a" € a para un certo n € N}

E doado ver que rad(rad(a)) = rad(a), a C rad(a) e que rad(a) é sempre un ideal.
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Proposicion 2.1.15. Sexa A un anel e a < A un ideal do mesmo. Enton o radical de a é

a interseccion dos ideais primos de A que conterien a a, € dicir:

rad(a) =[]

peSpec(A)
acp

Demostracion. Ver [4], paxina 674, proposicion 12. [ |

Corolario 2.1.16. Sexa m < K[z, ..., x| un ideal mazimal. Enton rad(m) = m.

Demostracion. B inmediato usando a proposicion anterior (2.1.15) e o feito de que m é un
ideal primo. Este corolario tamén podese probar directamente probando que rad(m) é un

ideal propio, pois como m C rad(m) e m é maximal isto implica a igualdade buscada. W

Proposicion 2.1.17. Sexa X C K™ un subconzunto. Enton I(X) € un ideal radical, é
dicir, rad(I(X)) = I(X).

Demostracion. A inclusion I(X) C rad(I(X)) é inmediata, asi que probarase a restante.
Sexa f € rad(/(X)). Enton existe un m € N tal que f™ € I(X). Dado un a € X, tense
que f(a)™ =0, logo f(a) =0, e isto implica que f € I(X), como queriamos probar. |

Proposicion 2.1.18. Sexa a = (a1, ...,a,) € K™ un punto do espazo afin. Enton tense
que I({a}) = (x1 — a1, ..., x, — ay), e este ideal é mazimal
Demostracion. E evidente ver que I({a}) = (z1 — a1, ..., 2, — a,,). Sexa un homomorfismo

de aneis ¢ : K[z1,...,x,] — Klz1,...,2,] tal que o(z;) = x; —a; Vi € {1,...,n}, que é

claramente un isomorfismo. Enton tense que:

K~ Klr1, .. zn] Klzy,...,zp)
(xl,...,xn> <x1—a1,...,xn—a1>
Como K é un corpo, entén (x; — ay,..., &, — a1) é un ideal maximal. |

Observacion 2.1.19. Con esta ultima proposicion (2.1.18) podese deducir que os puntos de
K™ correspondense con ideais maximais de K{[z1, ..., z,] mediante I, mais esta aplicacion
non é necesariamente sobrexectiva, pois poden existir ideais maximais que non se corres-
ponden con puntos. Un exemplo pode atoparse en R[z] co ideal maximal m = <x2 + 1>,
que é tal que V(m) = &. Neste tema verase que se K é alxebricamente pechado, isto non
pode ocorrer, e no seguinte tema falarase mais a fondo deste suceso e como caracterizalo

para un corpo arbitrario, utilizando a versiéon xeral do Nullstellensatz.
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2.2. Alxebras sobre un Corpo

Nesta seccidén probaranse os dous enunciados clasicos do Nullstellensatz: a versién débil
e a forte. Antes diso, enunciarase un lema auxiliar, o Lema de Zariski, que empregarase
para probar a version débil. Logo utilizarase o chamado truco de Rabinowich para probar

a version forte a partir da débil.

Lema 2.2.1 (Lema de Zariski). Seza F': K unha extension de corpos e o, ... ,an € F. Se
a K-dlzebra finitamente zerada Ko, ..., an] € un corpo, enton cada «; é alrébrico sobre

K. En particular, se K ¢é alzebricamente pechado, tense que a; € K Vi € {1,...,n}.

Demostracion. Probarase mediante inducién en n:

No caso de n = 1, se a1 non fose alxébrico sobre K, enton K[aq] seria isomorfo a un anel

de polinomios, e polo tanto non poderia ser un corpo.
Suponiamos que o lema verificase para n — 1 elementos e que Klay,...,ay] é un corpo.
Denotando por E = K(«ay), tense que:

K C K[laq] C E C Klai, ..., ay)

Sendo a tultima inclusion debida a que E é o corpo méis pequeno que contén a Ko;].

A continuaciéon probarase que Klaq,...,a,] = Elag, ..., ay], sendo a inclusion “C” inme-
diata, pois K[a1] C E. Por outra parte, como K[aq,...,a,] € un corpo, entén coincide co

seu corpo de fraccions, K(aq, ..., a,), que é tal que Elag, ..., an] C K(ag, ..., o).

Enton tense que Elag,...,ay] € tamén un corpo, e aplicandolle a hipotese de inducion,
g, ...,q, son alxébricos sobre E, é dicir, existen os polinomios fa,..., f, € E[x] tales
que fi(a;) = 0Vi € {2,...,n}. Os seus coeficientes son elementos de £ = K(a1), é dicir,
fraccidons de polinomios con coeficientes en K avaliados en «1. Ademais estes polinomios

poden suponerse moénicos debido a que E é un corpo.

Fixado un i € {2,...,n}, existen ay, ..., a,, € E tales que:
filx) = 2™+ a1x™ ot ap,

filog) = o + ala;n—l 4+ 4a,=0

Sexa D € K[ai] o produto dos denominadores dos coeficientes de todos os f;. Multiplicando

por D™ a ambos lados da igualdade anterior obtense:

D™ fi(e;) = (D)™ + Day (D)™ + - + D™ ay, = 0
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Sexa Kai|p a localizacion de K[aj] no ideal xerado por D. Entoén tense que Doy é
enteiro sobre K[aj], e en particular sobre K[aj]p, para todo i € {2,...,n}. Como D
ten inverso en K[ai|p, entéon cada «; é enteiro sobre K|ai]|p, e a extension de aneis

Kloa]p C Klog, ..., o) € enteira.

Aplicando o teorema 1.3.9, como K[ayq, ..., a,]| € un corpo, entéon K[| p tamén é un corpo,

e como esta contido en K (aq) pola stia definicion, enton Kloi]p = K(ay).

Nesta situacion, se a; non fose alxébrico sobre K, enton K |[a;] seria isomorfo a un anel de
polinomios, e teriase unha contradicion coa igualdade K[a1]p = K(aq), pois entén todas
as fraccions de K (o) terian como denominador potencias dun tnico polinomio, D, mais
este non pode ser o caso, pois existen infinitos polinomios irreducibles en KJa;]. Enton
necesariamente «q é alxébrico sobre K. Por transitividade, aso, ..., o, son alxébricos sobre
K[y1], que é unha extension alxébrica de K polo caso de n = 1, e polo tanto son tamén
alxébricos sobre K (teorema 1.2.15). [

Teorema 2.2.2 (Nullstellensatz débil). Sexa K un corpo alrebricamente pechado e un

ideal mazimal m < K[x1, ..., x,). Enton existen ay, ..., a, € K tales que:
flai,...,an) =0Vf em

Demostracion. Tense que L = K[xy,...,x,]/m é un corpo e unha K-alxebra finitamente
xerada. Enton, polo Lema de Zariski (2.2.1), é tamén unha extension alxébrica de K,
pero como este corpo ¢é alxebricamente pechado, enton K ~ L, mediante o isomorfismo

¢ : K — L. Debido & definicién de L, ¢ necesariamente ten que ser da forma ¢ = 7 o 4,

sendo 7 : K[z1,...,xy] — L a proxeccion cociente e i : K — K|x1, ..., 2] a inclusion.
Klzy, ... 2] ——= 1L
i
T /
K
Sexan ap,...,a, € K os elementos tales que p(a;) = x; + m Vi € {1,...,n}. Dado un

polinomio f € m arbitrario, tense que:
Qp(f(alv ) aﬂ)) = f(gp(a’l)v sy @(an)) = f(l'l +m, ..., Ty +m) = f(xla 7$n) +m=0+m
Como ¢ é un isomorfismo, tense que Ker(p) = 0, logo f(aq,...,a,) = 0. |

Corolario 2.2.3. Sexa K un corpo alzebricamente pechado e a < K[x1,...,x,] un ideal

propio. Enton existen ai, ..., a, € K tales que f(ai,...,a,) =0Vf € a.
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Demostracion. Como a é un ideal propio, existe un ideal maximal m< K{z1, ..., z,] tal que
a C m. Aplicando o Nullstellensatz débil (2.2.2), existen os elementos ay, ..., a, € K tales

que f(ai,...,an) =0Yf € m, o cal implica claramente que f(ay,...,a,) =0Yf € a [ |

Observacion 2.2.4 (Conexion xeométrica). Unha consecuencia inmediata do Nullstellensatz
débil é que no contexto das variedades afins, se K é un corpo alxebricamente pechado e

m< K[z, ..., z,] un ideal maximal, entén existe un a = (ay, ..., a,) € V(m) # @.

De feito, debido & construcion deste punto na proba anterior, V(m) = {a}, e é tal que
m = (x; —ai,..., Ty — ay), 0 cal permite establecer unha correspondencia bixectiva entre

os ideais maximais de K[z, ..., z,] e os puntos de K™.

Por outra parte, o corolario 2.2.3 é equivalente a que toda variedade V'(a) (sendo a un ideal
propio) sexa non baleira, é dicir, todo sistema de ecuaciéns polinémicas no que 1 non sexa
combinacién lineal das ecuaciéns ten solucién, xeneralizando este resultado xa conecido

para unha varidbel.

Dado un ideal a < K[z1,...,z,], debido a que toda variedade é a uniéon dos puntos que a

conforman e os puntos correspéndense mediante I cos ideais maximais, tense que:

IV@)=1| UJ a|= () Ifeh)= () m

a€V(a) a€V(a) m maximal
aCm
Unha cuestion de interese para a xeometria alxébrica é cando un polinomio f € Klzq, ..., Zy]

antlase nos puntos dunha variedade afin V(a) C K™, é dicir, cando f € I(V(a)). O Nulls-

tellensatz forte da unha resposta clara a esa pregunta, que é cando f € rad(a).

Teorema 2.2.5 (Nullstellensatz forte). Sexa K un corpo alzebricamente pechado e un
ideal a < K[z, ..., xy,). Enton tense que:

rad(a) = () m=I(V(a))

m maximal
aCm

Demostracion. Probaranse as duaas inclusiéns:

“C” Pola proposicion 2.1.15, rad(a) é a interseccion dos ideais primos que contefien a a,

logo esta contido na interseccién dos maximais que contenen a a.

“D” Sexa f € I(V(a)). Para probar que f pertence a rad(A) utilizarase o chamado truco

de Rabinowich.

Sexa a® < K[x1,...,Tpn, Tny1] 0 ideal extension de a a través do homomorfismo inclusion
i Klz1,...,xn] — Klx1,...,2p41], que é tal que a® = aK|z,...,Tp41]. Sexa o ideal

b=0a®+ (1 —z,1f). Para cada (ay,...,an11) € K" poden darse dous casos:
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1. Todos os polinomios de a antlanse en (ay, ..., a,), é dicir, (a1, ..., a,) € V(a). Enton,

como f € I(V(a)), tense que f(ai,...,an) = 0. Polo tanto, 1 — z,41f non pode

anularse en (a, ..., an+1).
2. Non todos os polinomios de a antlanse en (aq, ..., ay,). Entén existe un elemento de
a® que non ¢ anulado por (aj, ..., anp41).

Logo tense que non existe ningtn punto de K™+ que anule a todos os polinomios do ideal b,
polo que, debido 6 corolario do Nullstellensatz débil (2.2.3), b non pode ser un ideal propio,

logo 1 € b, é dicir, existen os polinomios Q1,...,Qx € a e Ry,..., R, S € K[x1,...,Tp41]

tales que:
k
1= RiQj+S1—zn1f)
7=1
Denotando ¢ = (1 — ;41 f) e pasando esta igualdade 6 anel cociente K[z, ..., zn11]/c,
tense que:

k
1+C=ZRij+C

j=1
Neste anel cociente, a clase de x,11 é o inverso da de f, logo existe un m € N tal que
f™R; € K[z1,...,z,] Vj € {1,...,k}, e polo tanto, como Q; € aVj € {1,...,k}, tense que:

k

"= (f"R))Q; € a

J=1

Proposicion 2.2.6. Sexa K un corpo alzebricamente pechado (polo tanto infinito). Enton
I(K™) =0.

Demostracion. E inmediato ver que V(0) = K™, logo, polo Nullstellensatz forte (2.2.5)

tense que:

I(K™) = I(V(0)) = rad(0) = 0
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Capitulo 3

Xeneralizacion a Aneis de Jacobson

Neste capitulo introducirase o concepto de anel de Jacobson e algunhas das stas propie-
dades para enunciar unha versién mais xeral do Nullstellensatz, que trata con alxebras e
aneis de Jacobson en lugar de corpos alxebricamente pechados, dando lugar a un teorema

maéis abstracto, pero que xeneraliza 6 Nullstellensatz forte enunciado no tema anterior.

3.1. Preliminares de Aneis de Jacobson

Definicion 3.1.1. Un anel A dise que é de Jacobson se para todo ideal primo p < A,

p= () m

m maximal
pCm

tense que:

Con esta definicién é inmediato ver que todo corpo é un anel de Jacobson, e que todo anel

local é de Jacobson se e soamente se o seu ideal maximal é o tinico ideal primo.

Observacion 3.1.2. O radical dun ideal é a interseccién dos ideais primos que o contefien
(proposicion 2.1.15), mais nun anel de Jacobson, como os ideais primos son a interseccion
dos maximais que os contefnien, o radical dun ideal é a interseccién dos maximais que o
contefien, o cal é unha componente importante do enunciado do Nullstellensatz forte. Non

todo anel é de Jacobson, mais probarase que o anel de polinomios dun corpo si o é.

Lema 3.1.3. Seza A un anel de Jacobson e a <4 A un ideal do mesmo. Enton Aja é un

anel de Jacobson.

Demostracion. Sexa p < A/a un ideal primo tal que p = q + a para un certo ideal primo
q< A tal que a C q. Por ser A de Jacobson, q é intersecciéon dos ideais maximais en A
que o contenen, e polo tanto, p é intersecciéon das clases deses ideais no cociente, que son

claramente maximais e contefien a p, probando asi que A/a é de Jacobson. |

19
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3.2. Nullstellensatz Xeral

Lema 3.2.1. Sexa A un anel. Entdn son equivalentes:
1. A é de Jacobson.

2. Sep< A é un ideal primo tal que en A/p existe un elemento non nulo a +p € A/p
para o cal (A/p)atp (que denota a localizacion (A/p)[(a +p)~]) € un corpo, enton
A/p € un corpo.

Demostracion.

“1 = 2” Sexa p < A un ideal primo tal que existe un elemento non nulo a + p € A/p para
o cal (A/p)a+p € un corpo. Como A é de Jacobson e p primo, entén A/p é un dominio de

Jacobson, polo que 0 + p ¢é primo, e é a interseccion de todos os ideais maximais de A/p:

O+p= ﬂ m
maA/p

m maximal

Doutra banda, os ideais primos non nulos de (A/p)q+p estan en correspondencia bixectiva
cos ideais primos de A/p que non contenen a a + p. Como (A/p)a4p ¢ un corpo, non ten
ideais primos non nulos, polo que todos os ideais primos de A/p contefien a a + p. Logo,
para que a intersecciéon dos ideais maximais sexa 0 + p, como se probou antes, un deses
maximais ten que ser o propio 0 + p, pois todos os maximais non nulos contenien a a + p,
que por hipo6tese é non nulo. Todo anel no que o ideal nulo é maximal é un corpo, probando

asi que A/p é un corpo.

“2 = 1" Sexa q < A un ideal primo e i o ideal interseccién de todos os ideais maximais de

A que contefien a q. Probarase que i = ¢, sendo a inclusion q C i inmediata por definicién.

Se ocorrese que q C i, enton sexa a € i\ q. Debido 6 Lema de Zorn, existe un ideal p < A
que é maximal entre os ideais de A que contefien a ¢ mais non a a. E doado probar que
este ideal é primo. Sexa m< A un ideal maximal tal que p C m. Logo tense que q C p C m,
e como a € i e pola definicion de i, tense que a € m, logo p € m, o cal implica que p non é

maximal e A/p non é un corpo.

Por outra parte, vexamos que pAfa~!] é maximal en Ala~!]. Sexa aA[a=1]<A[a"!] un ideal
tal que pA[a—!] C aA[a"!]. Enton tense que p C a, e polo tanto, ¢ C p C @, pero como p
era maximal entre os ideais que continan a q mais non a a, entén ben p = a ou a € a. No
segundo caso terfase que a/a = 1 € aAa~!], o cal implica que aA[a~!] = Aa~!], probando

asi que pAfa~!] é maximal.
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Desta forma, como (A/p)atp = Ala™1]/pAla=!] e pAla~!] é maximal, entén (A/p)etp ¢ un

corpo, mentres que A/p non, contradicindo asi o apartado 2. |

Corolario 3.2.2. Sexa A un dominio de Jacobson. Se existe un elemento a € A tal que

Ala™1] € un corpo, entén A é un corpo.

Demostracion. Basta tomar o ideal primo 0 no enunciado do apartado 2 do lema anterior.
|

Lema 3.2.3. Seza A un anel, (B, ) unha A-dlzebra e b<a B. Enton B/b € unha A/ANb-
dlzebra cuzo homomorfismo de aneis € inxectivo, € dicir, A/ANb € isomorfo a un subanel
de B/b.

Demostracion. Definese o homomorfismo de aneis que fai a B/b unha A/A N b-alxebra

CcOomo:

Y Ane b
a+ANb— ¢(a)+b

Este homomorfismo esta ben definido, pois dados a,a’ € A tales que a+ ANb=a +ANb
(¢ dicir, a —a’ € ANb), tense que:

ANb =97 (b) = pla—a) =p(a) —p(d) € b= p(a) +b=p() +b= ga) = @(a)

E ademais ¢ inxectivo, pois dados a,a’ € A tales que ¢(a + ANb) = @¢(a’ + ANb), tense

que:
Pla+ANb)=@(a +ANb) = pla) +b=p(d)+b=pla)—pd)=¢la—d)cb=

=sa-dcyplb)=Anb=>a+ANb=d +ANb

Como queriamos probar. |

Lema 3.2.4. Sexa K un corpo. Enton o anel de polinomios K[x] € de Jacobson, e para
todo ideal mazimal m < K|x|, tense que K Nm = 0, e K[x]/m é unha extension finita de
K.

Demostracion. Séabese que K[z| é un dominio de ideais principais. Ademais, cada ideal
primo non nulo do mesmo esta xerado por un polinomio ménico e irreducibel, e polo tanto
ese ideal é tamén maximal, pois os polinomios irreducibeis non tefien divisores, é dicir,
os ideais que xeran non estan contidos noutros ideais. Ademais, K[z| é unha K-alxebra
co homomorfismo inclusiéon i : K — K|[x], que leva cada a € K no polinomio constante
a € K|z].
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Sexa m< K [z]| un ideal maximal. Como K ¢é un corpo e K Nm un ideal do mesmo, K Nm so
pode ser 0 ou K, e no segundo caso teriase que 1 € m, logo m = K|z], contradicindo o feito
de que m sexa maximal en K [z]. Polo tanto tense que K Nm =0, K/KNm=K/0 =K,
e K[x]/m é unha extension de K finitamente xerada por  + m. Como z + m é alxébrico

sobre K (¢é raiz de calquera f € m), entén a extension é finita (teorema 1.2.13).

Falta probar que K[z] ¢ de Jacobson. Dado que os ideais primos non nulos de K[z] son
maximais, basta con probar que o ideal 0 é a interseccién de todos os ideais maximais.
Se probasemos que K [z] ten infinitos polinomios moénicos irreducibeis probariase que ten
tamén infinitos ideais maximais, e para que a intersecciéon de todos eles fose distinta de
0 terfa que existir un polinomio con infinitos factores irreducibeis, o cal sabese que non

existe, e asi teriase probado que K[z] é de Jacobson.

Para probar a infinidade dos polinomios ménicos irreducibeis pédese usar o argumento de

Euclides, co cal, a partir dunha lista finita deles, f1,..., f, € K[z], constriese un novo da
forma fpy1 =1+ fi. [

Teorema 3.2.5 (Nullstellensatz xeral). Seza A un anel de Jacobson e (B,y) unha A-

dlxebra finitamente xerada. Enton tense que:
1. B € un anel de Jacobson.

2. Sem< B é un ideal mazimal, enton ANm é un ideal mazimal en A, e o corpo B/m

€ unha extension finita de A/ANwm.

Demostracion. Probarase mediante inducién en r, o nimero de xeradores de B como A-

alxebra.

No caso de r = 1, polo lema 3.2.1, hai que probar que, se p < B é un ideal primo tal que
existe un elemento non nulo b+ p € B/p para o cal (B/p)pp € un corpo, entéon B/p é un

corpo.

Sexa p<B un ideal primo. Entén B/p é un dominio, e como ANp = ¢~ !(p), entén ANp é un
ideal primo de A, A/ANp é un dominio, e este ¢ de Jacobson por selo A e polo lema 3.1.3.
Polo lema 3.2.3, B/p é unha A/A N p-alxebra finitamente xerada cuxo homomorfismo de
aneis é inxectivo, logo A/ANp é isomorfo a un subanel de B/b, é dicir, podemos reducirnos
6 caso no que A e B son dominios tales que A C B, e temos que probar que se existe un
b € B tal que B[b~!] é un corpo, entén B é un corpo. Probarase de feito que nese caso A

é tamén un corpo, e que B : A é unha extensién finita, probando asi o apartado 2.
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Sexa t € B o elemento que xera B como A-alxebra. Enton, pola proposicion 1.1.3, existe

un homomorfismo de aneis sobrexectivo 1 : A[z] — B definido por:

k k
u (Z Aw) =Y et
=0 1=0

Polo Primeiro Teorema de Isomorfia, denotando Ker(v)) = q, pode definirse o isomorfismo

de aneis 1) : A[z]/q — B como:

k k
¢ (Z Aiz' + q) => )t
=0 =0

Enton tense que B ~ Alz]|/q, e como B é un dominio, o ideal q < A[x] é primo.

Primeiro probarase que q # 0. Supoiiendo que existe un b € B tal que B[b~!] é un corpo

e denotando por S = A\ {0} e por K 6 corpo de fraccions de A, tense que:

K|z] = S~ Alz] Klx] S 'A[z] _1 (Alz]
} aKle] S q (

) = = ) ~ S B
qK[z] = S™'q q

A stia vez, como B[b™!] é un corpo, tense que B[b~!] = ST B[b~!], logo:

_ KJa]
qK[z]

B[b~] b~
Se q = 0, terfase que K[z][b~!] é un corpo, e como K[z] ¢ un anel de Jacobson por ser K
un corpo (lema 3.2.4), entén K[z] é un corpo (lema 3.2.1), mais isto non pode ser, pois

K([z] & un anel de polinomios.

Sexa f(xz) = Apz™ + -+ + Ag € q un polinomio non nulo. Como q = Ker(v), f é tal que:
Y(f) = f(t) = Aal" + -+ X0 =0

Entén B[A\,!] é unha extension enteira de A[),!], pois ¢, o elemento que xera B como
A-dlxebra, é raiz do polinomio ménico A\, 'f € A[\.!][z]. Logo b € B C B[A;!] é tamén

raiz dun polinomio ménico de A[\,;!][z], é dicir, existen o, ..., € A[\,;}] tales que:
™ 4+ o™ 4y =0

Podemos suponer que a,, # 0, pois B é un dominio e b é non nulo. Multiplicando por

(™)1 a ambos lados da igualdade anterior, tense que:

o 1
i(b—l)m—l fodk— =0
Om QAm

(b H™ +
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Polo tanto, o corpo B[b~!] é enteiro sobre sobre o anel A[(A,amm)~!], logo este anel é
un corpo (teorema 1.3.9), A é un corpo (corolario 3.2.2), A[z] é Jacobson (lema 3.2.4), e
Alz]/q ~ B tamén é Jacobson (lema 3.1.3), logo B é un corpo (corolario 3.2.2). Enton
tense que A = A[(Ayam) "t e B = B[b7!], logo B : A ¢ unha extension enteira de aneis, e

alxébrica de corpos, e como ¢é finitamente xerada, tamén é finita (teorema 1.2.13).

Supofiamos agora que o teorema é certo para r — 1 xeradores, e que B esta xerado por r

elementos.

Para o apartado 1, sexa B’ C B a A-subélxebra de B xerada por r — 1 dos r xeradores de
B. Pola hipotese de inducion, B’ é de Jacobson, e polo caso de r = 1, B tamén o &, pois ¢é

unha B’-alxebra xerada por un elemento, o xerador restante.

Para o apartado 2, sexa m < B un ideal maximal. Enton, polo caso de r = 1, B'Nm ¢é
maximal en B’, e pola hipotese de inducion, ANm = AN (B’Nm) é maximal en A. Como
as extensions de corpos A/ANm C B’/B’'Nm C B/m son finitas pola hipotese de inducion,

enton a extension A/A Nm C B/m tamén o é, probando asi o teorema. [ ]

Corolario 3.2.6. Sexa K un corpo (polo tanto Jacobson) e K|xi,...,xy] 0 seu anel de

polinomios en n varidbeis, que € unha K-dlxebra finitamente xerada. Enton tense que:

1. Klz1,...,xy] € de Jacobson e dado un ideal a < K[x1, ..., zy], tense que:

rad(a) = ﬂ m

m maximal

aCm
2. Sem< K[xy,...,x,] € un ideal maximal, enton K Nm € un ideal mazimal de K (e
como K é un corpo, enton K Nm =0) e K[z1,...,zy]/m € unha extension finita de

K, e polo tanto tamén alzébrica.

Demostracion. Para enunciar este corolario basta con substituir no enunciado do Nullste-
llensatz xeral (3.2.5) A = K e B = K[xy,...,x,]. O feito de que o radical dun ideal de
K[x1,...,xy,] sexa a interseccién dos maximais que o contefien dedtcese directamente do

feito de que K|[x1,...,x,] sexa un anel de Jacobson. |

Corolario 3.2.7. Sexa K un corpo e m< K[x1, ..., 2y| un ideal mazximal. Enton existen os

polinomios nunha varidbel fi, ..., f, € K[x] tales que:

m = (fi(x1),..., fu(zn))

Ademais, os f; poden escollerse irreducibeis en K|[x], de forma que os f;(x;) tamén sexan

irreducibeis en Kx1, ..., Tp].
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Demostracion. Polo corolario anterior (3.2.6), para cada i € {1,...,n}, z; + m é alxébrico

sobre K, logo existe un polinomio f; € K|z|, que pode escollerse irreducibel, tal que:
filzi+m) = fi(z;)) +m=0+m= fi(z;) em

Logo tense que (fi(x1),..., fn(zy)) C m. Para rematar a demostracion, probarase que o

ideal (fi(x1),..., fn(zn)) é maximal, o cal implicara a sta igualdade con m.

Sexa ¢ : K[z1,...,x,) — K[z1, ..., 2,] un homomorfismo de aneis tal que ¢(z;) = fi(z;).
Enton é doado ver que o ideal contraccion de (f1(z1), ..., fn(zyn)) a través do homomorfismo
@ € (x1,...,25). Denotando L = Klxy,...,z,]/(f1(z1),..., fu(zn)) e tendo en conta que
Kz, ...,xp]/{x1,...,xn) ~ K, tense que L é unha extension de aneis de K. Tamén é

doado comprobar que esta extension é enteira, logo polo teorema 1.3.9, como K é un

corpo, entén L tamén é un corpo, é dicir, (fi(x1), ..., fn(zy)) é un ideal maximal. |
Proposicion 3.2.8. Sexa K un corpo e m < K[x1,...,x,] un ideal mazimal. Enton son
equivalentes:

1. Klzy, ..., 2] /m ~ K

2. Ja=(a1,....an) € K" Jm = (21 — a1, ..., — ay)
3. Jac K"/ V(m) = {a}

4 Vim) £ 2

Demostracion. As implicacions “2 = 37 e “3 = 4”7 son inmediatas. Probarase “4 = 2”
para rematar de probar a equivalencia 2 < 3 < 4, e logo probarase que 1 é equivalente a

calquera dos outros tres apartados.

Polo corolario 3.2.7, existen os polinomios fi, ..., f, € K[z], que poden escollerse irreduci-

beis, tales que:

m = (fi(z1),..., fu(zn))

“4 = 27 Sexa a = (ay,...,ay) € V(m). Enton tense que fi(a;) =0Vi € {1,...,n}. Como os

fi son irreducibeis e a; € K, entéon necesariamente f;(x;) = x; — a;, probando 2.

“2 = 1”7 Sexa o isomorfismo de aneis ¢ : K[zy,...,x,] — K[x1,...,2,] definido por
o(z;) =x; —a; Vi € {1,...,n}. Enton tense que o((z1,...,Tpn)) = (1 — a1, ..., Tp — ap), €
Klzy, ..., xy) Kz, ..., xy) Kz, ..., xy)

K ~ ~ =
(T1yeeey ) (X1 — a1,y Ty — Qp) m
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“l1 = 4" Sexa ¢ : K[z1,...,2n]/m — K un isomorfismo, e sexan ay,...,a, € K tales que

Y(z; +m) =a; Vi € {1,...,n}. Entén, dado un f € m arbitrario, tense que:
flar, .. an) = f((@r +m), o P(zn + m)) = O(f(z1 +m, 0, 2 +m)) =
= G(f +m) = (0 +m) =0

Enton tense que a = (aq, ...,a,) € V(m) # . [ ]

Observacion 3.2.9. O tomar un corpo arbitrario K, ainda que se pode deducir unha parte
do enunciado que demostramos anteriormente para o Nullstellensatz forte (2.2.5), non
se pode afirmar nun principio nada sobre I(V(a)) para un certo ideal a < K[z, ..., xy],
pois a deduciéon de que é o radical de a require do Nullstellensatz débil (2.2.2) para poder
corresponder bixectivamente os ideais maximais do anel de polinomios cos puntos do espazo

afin.

Sen embargo, co Nullstellensatz zeral (3.2.5) e a proposicion 3.2.8, podemos caracterizar os

ideais maximais de K[z, ..., x,] que se corresponden con puntos do espazo afin. Denotando
por Mg 6 conxunto de ditos maximais e dado un ideal a < K|z1, ..., x,], pédese deducir
que:

@) =1 U a|= ) 1dah= (| m

a€V(a) a€V(a) meMg
aCm

Nos temas seguintes intentarda darse unha caracterizacién mais precisa desta intersecciéon

para certos tipos concretos de corpos: os corpos finitos e os reais pechados.



Capitulo 4

Nullstellensatz Finito

4.1. Preliminares de Corpos Finitos

Definicién 4.1.1. Sexa K un corpo. Definese a sia caracteristica, denotada por car(K),
como o menor niimero natural non nulo p € N* tal que p-a = 0Va € K (interpretandose
esta operaciébn como sumar a consigo mesmo p veces, ou —a sumado —p veces se p fose

negativo). Se non existe tal ntumero, dirase que K é de caracteristica 0.
Proposicién 4.1.2. Sexa K un corpo de caracteristica p € NT. Enton p € primo.

Demostracion. Supofiamos que p non é primo. Enton existen 7, s € NT tales que p = rs, e
polo tanto tense que:
O=p-l=rs-1=(r-1)(s-1)

Como K é un corpo, entén ben r-1 =0 ou s-1 = 0, polo que p non é o menor ntmero

natural non nulo tal que p -1 = 0, chegando asi a unha contradicién. |
Proposicion 4.1.3. Sexa K un corpo finito. Enton car(K) # 0.

Demostracion. Se car(K) = 0, entén n -1 # 0Vn € NT. Suponiamos agora que existen

m,k € NT tales que m >k em-1=Fk-1. Enton tense que:
O=m-1—-k-1=(m—k)-1

Chegando a unha contradicion co feito de que car(K) = 0. Logo tense que K contén o
conxunto {n-1/n € N1}, o cal non pode conter elementos repetidos, ¢ dicir, o seu cardinal

é Ny, contradicindo asi o feito de que K sexa finito. |

Proposicién 4.1.4. Sexza K un corpo finito de caracteristica p € NT. Enton, o cardinal

de K ¢é p™, para un certo n € NT,

27
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Demostracion. Sexa ¢ : Z — K o homomorfismo de aneis definido por ¢(n) = n - 1.
Como car(K) = p, entén tense que Ker(¢) = pZ, e polo Primeiro Teorema de Isomorfia,
L = ¢(Z) ~ Z/Ker(¢) = 7.

Como K & un corpo finito, ¢ unha extension finita de L, de grao [K : L] = n € N*. E dicir,
considerando K como un L-espazo vectorial, existen kq, ..., k, € K tales que cada elemento
de K pode ser expresado de forma tnica como unha combinacion lineal de {ky, ..., kn} con
coeficientes en L. Como L ten p elementos, existen p™ desas combinaciéns lineais, e polo

tanto, p™ elementos en K. [ |

Teorema 4.1.5. Para cada p € Z primo e n € NT natural non nulo, existe un corpo finito
con q = p" elementos, que € unico salvo isomorfismos e denotarase por Fy. Ademais, todos

os elementos de Fy anulan ¢ polinomio 7 — x € Fylx].

Demostracion. Ver [11], paxina 246, teorema 5.1. [ |

4.2. O Nullstellensatz para Corpos Finitos
Durante toda esta seccion, considerarase unha extension alxébrica K : F,.

Definicién 4.2.1. Un polinomio f € KJz1,...,z,] dise que é reducido se o seu grao en
cada variabel é menor que g — 1, é dicir, J,,f < ¢—1Vi € {1,...,n}. O conxunto dos
polinomios reducidos de K[z, ...,2,| denotarase por R. Notese que para n = 0 tense
que R = K.

E doado probar que fRg ¢é un espazo vectorial sobre K de dimension ¢", cuxa base é o
conxunto {zi! .. a% /0 <i; <q—1Vj € {1, ,n}}.

Lema 4.2.2. Tense que R NI(Fy) = {0}.

Demostracion. Probarase mediante inducién en n, sendo o caso de n = 0 inmediato. Sexa

n > 1 e suponamos que o lema verificase para polinomios de n — 1 ou menos varidbeis.

Sexa f € R N I(Fy). Por ser f reducido, existen fo, ..., fy—1 € K[z1,...,2n—1] tales que:
f=fo1z8 ™+ froal 2+ + fo

Entoén, fixado un (aq,...,a,—1) € Fg_l, tense que o polinomio f(ay,...,an-1,%,) € K|x,)
ten grao menor ou igual que ¢—1, mais ten polo menos g raices en K (pois f anulase en todo
F,), polo que ten que ser o polinomio nulo, é dicir, fij(a1,...,an—1) =0Vi € {0,...,q — 1}.

Pola hipoétese de inducioén, cada f; é o polinomio nulo, e entén tamén o é f. |
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Definicion 4.2.3. Definese o ideal I'y(K) < K[z1, ..., x| como:

LK) = (z{—21,...,2] —zy,)
Debido 6 teorema 4.1.5, os polinomios de I';(K') antlanse en todos os puntos de Fy, ¢ dicir,
['y(K) C I(Fy). Logo, aplicando o lema anterior (4.2.2), tense que g N T (K) = {0}.

Lema 4.2.4. Cada polinomio f € Klx1,...,xy,] pode ser escrito de forma unica como

f=g+7, conge Rk eyel'y(K), édicir, S =Rk & Ty(K) como espazos vectoriais.

Demostracion. A unicidade da descomposicion é inmediata grazas a que R NI (K) = {0}
e a que tanto R como I';(K) son espazos vectoriais sobre K. Para probar a existencia,
basta probala para un monomio da forma f = :E’f -zl Suponamos que f non é redu-
cido, pois doutra forma é inmediato. Enton existe un j € {1,...,n} tal que i; > ¢. Pode

supoiierse, sen perda de xeneralidade, que 7 = 1. Logo tense que:
= acillfqz(f = ﬂ:illfq(m({ — 1+ 1)
No anel cociente K[z, ..., z,]/T'¢(K) tense que:
29—z + Ty (K) = 0+ T (K) = 2t + T, (K) = 27 4 T (K)
Entoén tense que:
f+T(K) = mifiqﬂ szn + I'y(K)

Repetindo este proceso para todos os j € {1,...,n} tales que i; > ¢, chégase 4 igualdade no
cociente f+I'y(K) = g+I'y(K), sendo g € R un monomio reducido. Entéon f—g € I'y(K),
e existe un v € I'y(K) tal que f =g+ 1. |

Teorema 4.2.5. Sexa K unha extension alzébrica de Fy. Enton tense que:
1. I(Fy) = Ty(K).

2. Sexa V = V(a) C K™ unha variedade tal que a < K[x1,...,z,] € un ideal xerado por

polinomios de Fy[z1, ..., xy,). Enton tense que:

I(V(a)) = a+Ty(K)
Demostracion.

1. A inclusion I'y(K) C I(FFy) é evidente, asi que probarase a restante. Sexa f € I(Fy).
Polo lema 4.2.4, existen g € Ry e v € T'y(K) C I(Fy) tales que f = g+, e entén
tense que g = f —v € I(Fy), polo que g antlase en todo Fy, logo g = 0 (lema 4.2.2),
e f=v€el(K).
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2. E evidente ver que a+ T'y(K) C I(V(a)). Polo Teorema da Base de Hilbert (2.1.8) e
o seu corolario 2.1.9, o ideal a estd xerado por unha cantidade finita de polinomios

fi, .., fr € Fglz1, ..., 2,]. Por outra parte, sexan:

T

g=1-JJa-#

i=1

r

h=1-g=]Ja—-f""

i=1
E evidente que g, h € Fy[z1,...,2,] e g € a. Ademais tense que, fixado un @ € K™:

g(a):{ 0 sea€ V(a) h(a):{ 1 sea€V(a)

1 noutro caso 0 noutro caso

Sexa agora f € I(V(a)). Enton fg € a, e como g + h = 1 e aplicando o apartado 1,
tense que f = f(g+h) = fg+ fh € a+T4(K), polo que I(V(a)) = a+T'y(K).

[
Corolario 4.2.6 (F,-Nullstellensatz afin). Seza a <Fy[x1, ..., x,] un ideal. Enton:
1. I(FQ) =Ty(Fy)
2. I(V(a)) = a+Ty(F,).
Demostracion. Basta con tomar K = F; no enunciado do teorema anterior (4.2.5). |

Observacion 4.2.7. Como consecuencia deste corolario, pédese ver que os puntos de Fy
correspondense cos ideais maximais de Fy[z1,...,2,] que contefien a I'y(F,), é dicir, cos

ideais maximais de F[z1, ..., 5] /T¢(F,), que é un anel finito.



Capitulo 5

Nullstellensatz Real

Neste capitulo exponerase unha version do Nullstellensatz para corpos reais pechados.
Antes diso exponeranse os conceptos de anel real e semirreal, de orde dun anel, e as relacions
entre os mesmos tanto para aneis como no caso particular dos corpos. Logo introducirase
unha variacion da definicion de radical dun ideal que permita obter un resultado similar 6

Nullstellensatz forte nas linas do xa deducido no capitulo 3.

5.1. Aneis Reais

Notacion 5.1.1. Denotarase por Y, A% = {a? + -+ a2 / ay,...,a, € A} 6 conxunto das

sumas de cadrados dun anel A.

Definicién 5.1.2. Sexa A un anel. Dise que A ¢ semirreal se —1 ¢ " A% Noutro caso,

existen os elementos a1, ...,a, € A tales que 0 = 1+ a? + - + a2, e A dise que ¢é irreal.
Dise que A é (formalmente) real se para todos az, ..., a, € A tense que:
2 2 _ _ — —
ai++a,=0=>a1==a,=0

Un ideal a < A dise que é semirreal ou real se A/a é respectivamente semirreal ou real.

Observacion 5.1.3. Todo anel real non nulo é tamén semirreal, mais o anel nulo é semirreal

e non real. Asi mesmo, todo ideal real dun anel non nulo é tamén semirreal.
Proposicion 5.1.4. Sexa A un anel e a < A un ideal do mesmo. Entén tense que:

1. O ideal a € real se e soamente se para todos os elementos aq,...,a, € A tales que

a% + -+ a% € a, tense que ay, ...,a, € a.
2. O ideal a ¢ semirreal se e soamente se (1+ 5. A2)Na=a.

31
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Demostracion.

1. O ideal a ¢é real se e soamente se A/a é un anel real, ¢ dicir, se dados os elementos
ai +a,..,a, +a € A/a tales que Y.r  a? +a=0+a (¢ dicir, Y. | a? € a), tense
que a; +a=0+aVie {1,...,n}, é dicir, a; € aVi € {1,...,n}.

2. O ideal a ¢ semirreal se e soamente se A/a & semirreal, ¢ dicir, —14+a ¢ > (A/a)?. Isto
é equivalente a que, para todos a;+a, ... ,a,+a € A/a, tense que —1+4a # Z?:l a?—i—a,
é dicir, 1+ Y7 | a? ¢ a, e isto 4 stia vez é equivalente a que (1+ Y A*)Na= 2.

Proposicion 5.1.5. Sexa A un dominio e K o seu corpo de fraccions. Se A é real, enton

K € real.

Demostracion. Sexan Z—ll, gt €K con by #0Vi € {1,...,n} tales que:
n a 2
> (%) -0
i=1 "

Denotese por b =[], b; e ¢; = a; [[j=1 bj. Multiplicando por b? a ambos lados da igual-
J#i
dade anterior, obtense que:

n 2 n
2 ai\ 2
b Z<b> —0:>Zci =0
i=1 i=1

Logo, como A é real, tense que ¢; = 0Vi € {1,...,n}, e como b; #0Vi € {1,...,n}, enton

a; =0Vi € {1,...,n}, probando asi que K ¢é real. |

Proposicion 5.1.6. Sexan A e B aneis e ¢ : A — B un homomorfismo de aneis. Enton

tense que:
1. Se B ¢é semirreal, enton A é semirreal.

2. Se € inzectivo e B € real, enton A € real. En particular e tendo en conta a propo-

sicion 5.1.5, un dominio € real se e soamente se tamén o € o seu corpo de fraccions.

3. Se b< B € un ideal semirreal ou real, enton p~1(b) 9 A € respectivamente un ideal

semirreal ou real. Se ademais @ € sobrexectivo, enton b € semirreal ou real se e

soamente se o~ 1(b) tamén o é.
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Demostracion.
1. Supofiamos que A non é semirreal, é dicir, que —1 € Y A? e existen aq,...,a, € A
tales que —1 = 2?21 a?. Enton tense que:
n n
e = (3] =3t
i=1 i=1
Logo —1 € > B?, contradicindo que B sexa semirreal.
2. Suponamos que A non é real, ¢ dicir, que existen ay, ..., a, € A tales que ", a? =0
e a1 # 0. Enton tense que:
n n
0=p(0)=¢ (Z a?) = ola)’
i=1 i=1
E como ¢ é inxectivo, tense que p(ay) # 0, contradicindo asi que B sexa real.
3. Denétese a = ¢~ 1(b) e definase o homomorfismo de aneis ¢ : A/a — B/b como

P(a+a) = p(a)+b. Este homomorfismo é claramente inxectivo, logo, se b é semirreal
ou real, B/b é semirreal ou real respectivamente, e entén polos apartados 1 e 2, A/a

tamén o ¢, probando que a = ¢~ 1(b) é respectivamente semirreal ou real.

Se  é sobrexectivo, entén ¢ é un isomorfismo, e pédese aplicar o mesmo argumento

para ver que se a = ¢~ 1(b) é semirreal ou real, entén b tamén o é.

Proposicion 5.1.7. Sexa A un anel. Enton son equivalentes:

1
2
3

4

5

A € semirreal.

A ten un ideal semirreal.

A ten un ideal real propio.

A ten un ideal primo e semirreal.

A ten un ideal primo e real.

Demostracion. Ver [10], paxina 773, teorema 2.3. |

Proposicion 5.1.8. Sexa A un anel real. Entén o seu unico elemento nilpotente € o 0.

Demostracion. Sexa a € A un elemento nilpotente non nulo, e sexa n > 2 0 menor numero

natural tal que a”™ = 0. Poden darse dous casos:
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= Se n é par, existe un k € N tal que n = 2k, logo tense que:
a" =a?* = (d*)? =0
Como A é real, entén a* = 0, chegando a unha contradicién coa definiciéon de n.
= Se n é impar, existe un k € N tal que n = 2k + 1, logo tense que:

an—l—l — a2k+2 — (ak+1)2 -0

Como A é real, entéon a1 = 0, chegando a unha contradicion coa definicion de n.

-

Proposicion 5.1.9. Sexa A un anel semirreal. Enton o anel de polinomios Alz1, ..., xy] €

semirreal.

Demostracion. Basta con probar que A[z] é semirreal, pois o caso de n variabeis séguese de
forma inmediata 6 ter en conta que A[zy,...,z,] = Alz1, ..., Tp—1][zy]. Supofiamos entén

que A[z] non é semirreal. Enton —1 € Y A[z]?, e existen f1, ..., f, € Alx] tales que:
n
—1=) fi(z)’vze A
i=1

Logo, 6 avaliar estes polinomios en 0, tense que —1 é unha suma de cadrados de A, con-

tradicindo o feito de que A sexa semirreal. |

5.2. Teoria de Aneis Ordenados de Artin-Schreier

Definicion 5.2.1. Sexa A un anel. Definese unha preorde de A como un subconxunto

T C A tal que:
1. T é pechado baixo a suma e o produto, é dicir: a + b,ab € T'Va,b €T
2. As sumas de cadrados de A pertencen a T, é dicir: Y. A2C T
3. —-1¢T

Denotando por =T = {—a /a € T}, tense que T'N —T' é o subgrupo aditivo mais grande

contido en T', o cal chamarase soporte de T, e denotarase por sop(T).

Proposicion 5.2.2. Sexa A un anel e T C A unha preorde do mesmo. Se TU —-T = A,
enton sop(T) € un ideal de A.
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Demostracion. Sexan a € A e b € sop(T'). Probarase que ab € sop(T"). Como A =TU-T,

entén ben a € T ou —a € T, mentres que sempre tense que b€ T e —beT.
» Sea€T,enton ab e T, e a(—b) = —ab € T, é dicir, ab € —T.
» Se —a €T, enton (—a)(—b) =abeT, e (—a)b=—abe T, édicir, ab € —T.
En ambos casos probouse que ab € TN —T = sop(T). |

Definicion 5.2.3. Sexa A un anel e T' C A unha preorde do mesmo. Dise que T é unha
orde de A se:

1. TU-T=A
2. sop(T') =T N —T ¢é un ideal primo de A.

Dirase enton que (A,T) é un anel ordenado, sendo T' o seu conxunto de elementos

positivos, e —T' o de elementos negativos.

Observacion 5.2.4. Unha orde T' C A permite definir unha relacién de orde total en A, que
denotarase “<7” e é tal que:

a<rbsb—aeT

Tamén permite definir a relacién (xa non de orde) “<p” como:
a<rbeb—a¢ -T
Normalmente omitirase o subindice a non ser que se requira especificar a orde escollida.
Teorema 5.2.5. Un anel é semirreal se e soamente se admite unha orde.
Demostracion. Ver [10], paxina 779, teorema 3.9. [

Proposicion 5.2.6. Sexa A un dominio semirreal e K o seu corpo de fraccions. Enton K

é semirreal.

Demostracion. Polo teorema 5.2.5, A admite unha orde T4 C A, e basta con probar que
K admite unha orde T' C K. Esta orde definirase da seguinte forma: Un elemento de K
pertence a T' se e soamente se admite un representante 7 con a,b € T e b # 0. E evidente

comprobar que —1 ¢ T

Dados ¢, 5 € T con a,b,c,d € Ta e b,d # 0, como T's é pechado baixo a suma e o produto,

tense que ad + be, bd, ab, cd € T4, logo:

:ad+bceT :a;beT

LC a c
d bd b d «cd

SallES!
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Sexa 2?21(%:)2 € Y. K2 Como > A2 C Ty, paracadai € {1,...,n} tense que a?,b? € Ty,

177
enton (2—2)2 € T, e como xa se probou que 7' é pechado baixo a suma, Z?:l(%)Q e T, logo
SNK?2CT.
Ata agora probouse que T' é unha preorde de K. Para probar que é tamén unha orde basta
con ver que K = T'U—T, pero isto ¢ evidente usando o feito de que —7 = 5%, o cal implica

que =T = (K \T)uU{0}. [ ]

5.3. Propiedades dos Corpos Reais e Ordenados

Proposicion 5.3.1. Sexa (K,T) un corpo ordenado e a € T \ {0}. Enton tense que
-1
a - eT.

Demostracion. Suponamos que a~! ¢ T. Entén tense que:

-1
a T
¢ sa'le-T=-a'cT=a-a')=-1€T
K=TU-T
Chegando asi a unha contradicién con que T sexa unha orde de K. |

Proposicion 5.3.2. Sexa (K,T') un corpo ordenado. Enton T N —T = {0}.

Demostracion. Pola proposicion 5.2.2, TN—T' é un ideal de K, mais como ¢é un ideal propio

e K é un corpo, entéon so pode ser o ideal 0. |

Proposicion 5.3.3. Sexa K un corpo e T,T' C K dias ordes do mesmo tales que T' C T.
Enton tense que T =T.

Demostracion. Se T # T’ enton sexa a € T\T' C K\T' C —T’, que polo tanto é tal que
—a €T CT,logoaecTn—-T=1{0}, pero como 0 € T, chegouse a unha contradiciéon co
feito de que a ¢ T". [ |

Proposicion 5.3.4. Un corpo € real se e soamente se € semirreal.

Demostracion. E evidente ver que todo corpo real é semirreal, asi que sexa K un corpo
semirreal e suponamos que K non é real. Entén existen os elementos ay, ..., a, € K tales

que a; #0e Z?:l a? = 0. Logo tense que:

— N
I
S
SO0

s
||
N
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Como K é un corpo e a; # 0, entén existe o seu inverso, e pédese multiplicar a ambos

lados da igualdade por (a;')? = (a?)~!, obtendo:

n

1\ 2
—-1= Z (aial 1) € ZKQ
i=2
Contradicindo asi o feito de que K sexa semirreal. |

Corolario 5.3.5. Sexa A un anel. Un ideal mazimal m <« A € real se e soamente se é

semirreal.

Demostracion. E inmediato usando a proposicion anterior e o feito de que A /m é un corpo:
m é real & A/m é real & A/m é semirreal < m é semirreal

-

Lema 5.3.6. Sexa K un corpo real. Enton o corpo de funcions racionais K(x1,...,T,) €

real.

Demostracion. Pola proposicion 5.3.4, K é un corpo semirreal, e basta con probar que
K(x1,...,x,) é semirreal. Pola proposicion 5.1.9, K|x1,...,2,] é un anel semirreal. Pola

proposicion 5.2.6, o seu corpo de fraccions, K (z1, ..., 2, ), tamén é semirreal. |
Teorema 5.3.7. Un corpo € real se e soamente se admite unha orde.

Demostracion. E inmediato aplicando que un anel é semirreal se e soamente se admite
unha orde (teorema 5.2.5) e que un corpo é real se e soamente se é semirreal (proposicion

5.3.4). Para unha proba alternativa, podese ver [6], paxina 14, corolario 1.10. |
Proposicion 5.3.8. A caracteristica dun corpo real € 0.

Demostracion. Sexa K un corpo real. Se existise un n € N* tal que n-1 = 0, terfase unha
suma de cadrados (1 = 12 sumado consigo mesmo n veces) igualada a 0, e como K é real

isto implica que 1 = 0, chegando a unha contradicién. |

Proposicion 5.3.9. Seza L : K unha extension de corpos e T C L unha orde de L. Enton

TN K é unha orde de K, que chamarase a orde inducida por (L,T) en K.

Demostracion. Como —1 ¢ T, é evidente que —1 ¢ TN K, e como T e K son pechados

baixo a suma e o produto, T'N K tamén o é. Por outra parte tense que:

SR (ZLz)ﬂKCTﬁK
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Para rematar, é doado ver que —(T'NK) = (—=T) N K, logo tense que:
(TNE)U—(TNK)=(TNK)U(-TNK)=(TU-T)NK =LNK =K
Probando asi que T'N K é unha orde de K. |

Lema 5.3.10. Sexa K un corpo real e F o conzunto de todas as ordes de K. Enton tense
que Y K? = NrerT. E dicir, un elemento de K é suma de cadrados se e soamente se é

positivo en todas as ordes de K.

Demostracion. Ver [6], paxina 16, proposicion 1.19. [ |

5.4. Corpos Reais Pechados

Definicién 5.4.1. Sexa K un corpo. Dise que K é real pechado se é real e non admite
ningunha extensiéon de corpos alxébrica e real. Dise que o corpo L é unha clausura real

de K se L é real pechado e L : K é unha extensiéon alxébrica de corpos.
Teorema 5.4.2. Sexa K un corpo. Enton son equivalentes:
1. K € real pechado.

2. " K2 € a vinica orde de K e todo polinomio de K[z] de grao impar ten polo menos

unha raiz en K.

3. K ¢ real, para todo a € K existe un b € K tal que ben a = b*> ou a = —b* e todo

polinomio de K[x] de grao impar ten polo menos unha raiz en K.
4. K non é alzebricamente pechado, e a sia clausura alzébrica é K(v/—1).

Demostracion. En [6], paxina 19, teorema 1.29, demostrase un teorema moi similar a este.

Completarase a proba cos lemas seguintes. |
Lema 5.4.3. Se K ¢ un corpo real, entén non € alrebricamente pechado.

Demostracion. Basta con tomar o polinomio f(z) = 22+ 1. Como K ¢é real, se existira un

a € K que fose raiz de f isto implicaria que a = 1 = 0, logo f non ten raices en K. |

Lema 5.4.4. Sexa K un corpo. Se Y. K? ¢é unha orde de K, entén é a tnica orde que
admite K.

Demostracion. Polo lema 5.3.10, Y K2 ¢ a interseccion de todas as ordes de K. Logo, pola

proposicion 5.3.3, como Y K2 é unha orde de K, entén é a tinica orde que admite . M
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Lema 5.4.5. Sexa K un corpo. Enton > K% é unha orde de K se e soamente se para todo

a € K existe un b € K tal que ben a = b ou a = —b>.

Demostracion.

“=” Sexa a € K. Basta con probar que se a € > K? entéon y/a € K. Suponiamos que
a € Y, K? mais y/a ¢ K. Como y/a é unha raiz do polinomio x? — a, entén pertence a
K (i), denotando i = v/—1 unha raiz do polinomio 22 + 1. Entén existen by, ..., b,,c,d € K

tales que:
n

Q:Zb?

i=1

Va=c+di=a=c—d*+2cdi

be:c2—d2+20di:>2cd:O:>c:Ooud:0
i=1

Se ocorrese que d = 0 enton /a = ¢ € K, chegando a unha contradicion, mais se ¢ = 0,
entéon \/Ja =diea=—d?> € -, K% logoa =0e \/a =0 € K, chegando tamén a unha
contradicion.

“«” Denotando K? = {a® /a € K}, tense que A = K2U —K?, e como K2 C Y K2,
enton K =Y K2U— Y K2 3 K? satisfai trivialmente as outras propiedades das ordes: é
pechado baixo a suma e o produto, contén a > K2 e —1 ¢ > K2, logo Y. K? ¢ unha orde
de K. [

Teorema 5.4.6. Sexa K un corpo real e T C K unha orde do mesmo. Enton tense que:
1. FExiste unha clausura real L de K que induce a orde T en K.

2. Dadas Ly e Ly diias clausuras reais de K que inducen a orde T en K, existe un tinico

isomorfismo de aneis ¢ : L1 — Lo tal que ¢p(a) = aVa € K.

Demostracion. Ver [6], paxina 34, teorema 2.15. [ |

Teorema 5.4.7 (Teorema de Artin-Schreier). Sexa L un corpo alzebricamente pechado e
K C L un subcorpo do mesmo tal que L : K é unha extension de corpos finita. Enton tense

que K ¢ real pechado e L = K (i), sendo i € L unha raiz do polinomio x* + 1.

Demostracion. Ver [12], paxina 362, teorema 2. [ |
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5.5. Espectro Real e Radical Real

Definicion 5.5.1. Definese o espectro real dun anel A como o conxunto dos ideais
primos reais do mesmo, e denotarase por r-Spec(A). Notese que para un ideal primo p< A,
é equivalente que ese ideal sexa real con que o corpo de fraccions de A/p sexa real (apartado

2 da proposicion 5.1.6)

Definiciéon 5.5.2. Sexa A un anel e a <A un ideal do mesmo. Definese o radical real de

a como a interseccion dos ideais primos reais de A que o contefien:

r-rad(a) = ﬂ p
pEr-Spec(A)
acCp

Teorema 5.5.3. Sexa A un anel, a<A un ideal do mesmo e f € A. Enton son equivalentes:
1. f €rrad(a)
2. Ezisten m,n €N e ay,...,a, € A tales que f*™ + a2 + - + a2 € a.

Demostracion.
“1 = 2” Pasando 6 anel cociente A/a e tendo en conta que hai unha correspondencia
bixectiva entre os ideais primos de A/a e os ideais primos de A que contenen a a, podese

suponer sen perda de xeneralidade que a = 0.

Denotando por D(f) = {p € Spec(A) / f ¢ p} 6 conxunto dos ideais primos de A que non
contenen a f, é doado ver que f € r-rad(0) se e soamente se D(f)Nr-Spec(A) = &. Tendo
en conta que existe unha correspondencia bixectiva entre os ideais primos de A[f _1] e 0s
ideais primos de A que non contefien a f, pédese ver que r-Spec(A[f~!]) = @. Logo, o anel

A[f~Y] non é semirreal (proposiciéon 5.1.7, equivalencia 1 < 5), e existen by, ..., b, € A e

b\ b\
”(fm) +"'*(fm) !

Denotando m =[]} m; e a; = b; [[j=1 f™, e multiplicando a ambos lados da igualdade
i#j

2 2
() s ()

" ral+ - +ai=0¢€a

my,...,my € N tales que:

por f?™ tense que:
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“2 = 17 Sexa p € r-Spec(4) tal que a C p. Entéon f2" +a? + - +a2 € a C p. Pola

n

proposiciéon 5.1.4 e por ser p real, tense que f™ € p, e por ser p primo, f € p, logo:

fe ﬂ p = r-rad(a)

per-Spec(A)
aCp

Proposicion 5.5.4. Sexa A un anel. Enton tense que:
1. A € real se e soamente se r-rad(0) = 0.
2. Un ideal a < A € real se e soamente se r-rad(a) = a.

Demostracion.

1. “=” Suponamos que A é real e sexa f € r-rad(0). Pola proposiciéon 5.5.3, existen

m,n € Neay,..,a, € A tales que:
ffrrai4 - +a2=0

Como A é real, pola proposicion 5.1.4 tense que f™ = 0, é dicir, f é nilpotente. Pola

proposicién 5.1.8, o tnico elemento nilpotente de A é o0 0, logo f = 0.

“«<” Suponamos que r-rad(0) = 0 e A non é real, e sexan os elementos a, ..., a, € A
tales que Y., a? = 0 e a; # 0. Entén tense que a1 ¢ r-rad(0) = 0, e polo teorema
5.5.3, >, a? # 0 (pois doutra forma o teorema implicaria que a; € r-rad(0)). Desta

forma chegouse a unha contradicion, e A ten que ser real.
2. E doado ver que no anel cociente A/a:
r-rad(0 + a) = r-rad(a) + a
Logo, aplicando o apartado 1, tense que:
aéreal & A/a éreal & r-rad(0 + a) =0+ a < r-rad(a) C a

A outra inclusién é evidente pola definicion, logo tense que r-rad(a) = a.
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5.6. Nullstellensatz Real

Teorema 5.6.1 (Teorema de Homomorfismos de Artin-Lang). Sexa K un corpo real pe-
chado e A un dominio real que € unha K-dlzebra finitamente zerada. Enton existe un

homomorfismo de K-dlzebras ¢ : A — K.

Demostracion. Ver [10], paxina 791, corolario 5.5. |

Corolario 5.6.2. Sexa K un corpo real pechado, A un dominio real que € unha K-dlzebra
finitamente zerada e fi,...,fn, € A\ {0}. Enton ezxiste un homomorfismo de K -dlzebras
¢: A— K tal que o(f;) #0Vi € {1,...,n}.

Demostracion. Basta con aplicar o teorema 5.6.1 6 dominio real A[(f1 -+ fn)7!]. [

Corolario 5.6.3. Sexa K un corpo real pechado e A un anel semirreal que € unha K-

dlzebra finitamente zerada. Enton existe un homomorfismo de K-dlrebras ¢ : A — K.

Demostracion. Pola proposicion 5.1.7, A ten un ideal primo real p € r-Spec(A). O corolario

séguese de aplicar o teorema 5.6.1 6 dominio real A/p. |

Corolario 5.6.4. Sexa K un corpo real pechado, A unha K-dlzebra finitamente xerada e
fiy.os fn € A. Se eziste unha orde T C A tal que f; >7 0Vi € {1,...,n} (respectivamente
fi>r 0Vie {1,...,n}), enton existe un homomorfismo de K -dlzebras ¢ : A — K tal que
o(fi) >0Vie {1,...,n} (respectivamente o(f;) > 0Vi € {1,...,n}), sendo “<” a relacion

de orde inducida pola inica orde que admite K.
Demostracion. Ver [10], paxina 792, corolario 5.5.(C) [
Teorema 5.6.5 (Problema 17 de Hilbert). Sexa K un corpo real pechado e f € K[z, ..., xy]

tal que f(a) > 0Va € K™. Enton f € unha suma de cadrados de K(x1,...,xy).

Demostracion. A resolucion (afirmativa) deste problema foi dada por Emil Artin en 1927.

Aqui darase unha version moderna da sda proba.

Denoétese por L = K(x1,...,x,) e supéiiase que f ¢ S L2 Polo lema 5.3.6, L é un corpo
real. Entén, polo lema 5.3.10, existe unha orde T' C L tal que f <p 0, é dicir, —f >p 0.
Notese que esta orde induce tamén unha orde en K. Aplicando o corolario 5.6.4, existe
un homomorfismo de K-alxebras ¢ : K[z1,...,2,] — K tal que p(—f) > 0, sendo “<” a

relacion de orde inducida pola tinica orde que admite K.

Denotando a; = ¢(z;) Vi € {1,...,n}, tense que:

f((ll, "'7an) = f(¢(x1)7 SXE) @(wn)) = Qp(f(l‘l’ ,:Un)) = @(f) = —90(—f) <0

Chegando asi a unha contradicién coa definicién de f. |
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Teorema 5.6.6 (Nullstellensatz real). Sexa K un corpo real pechado, a < K[z1,...,xy]
un ideal e A = K[z1,...,x,]/a unha K-dlzebra finitamente xzerada. Enton A é un anel

semirreal se e soamente se V(a) # &.

Demostracion.

“<” Suponamos que V(a) # @ e sexa a = (ay,...,a,) € V(a). Sexa o homomorfismo
avaliacion en a, &, : K[z1,...,2,] — K, definido por g,(f) = f(a) Vf € K[x1,...,2,]. E
evidente ver que a C Ker(g,), logo existe un homomorfismo de K-alxebras &, : A — K
definido por &,(f + a) = f(a), que é tal que e, = &, o, sendo 7 : K[x1,...,z,] — A a

proxecciéon no cociente.

Como K é un corpo real, entéon é semirreal (proposicion 5.3.4), logo polo apartado 1 da

proposicién 5.1.6, A é semirreal.

“=" Se A é un anel semirreal, entén polo corolario 5.6.3 existe un homomorfismo de K-

alxebras ¢ : A — K. Denotando a; = ¢(z; + a) e dado un f € a tense que:
flat, .. an) = flp(zr+a), ..., p(xn+a) =p(f(z1+a,...,2, +0a)) =
=¢(f+0a)=¢(0+a)=0
Logo tense que (aq,...,a,) € V(a) # @. [ |

Lema 5.6.7. Sexa K un corpo real e a< K[xy,...,x,] un ideal. Enton I(V(a)) € un ideal

real de K[xy, ..., zy].

Demostracion. Sexan fi, ..., fr € K[z1, ..., ;] polinomios tales que fZ+-+f2 € I(V(a)).

Enton tense que:

(ff + -+ f) (@) = fi(a) + - + fr(a)® = 0Va € V(a)

Como K é un corpo real, enton tense que fi(a) = - = fr.(a) = 0Va € V(a), é dicir,
fi,..., fr € I(V(a)). Pola proposicion 5.1.4, isto implica que o ideal I(V (a)) é real. [
Teorema 5.6.8. Sexa K un corpo real pechado e p € Spec(K[x1,...,xy,]) un ideal primo.

Enton tense que I(V (p)) =p se e soamente se p € r-Spec(K[x1, ..., zy]).
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Demostracion.

“=" Suponiamos que p non é real. Entén existen os polinomios fi,..., fr € K[zy,...,zy]
tales que fZ + -+ f2 € p, mais fi ¢ p. Polo lema 5.6.7, I(V(p)) é un ideal real, e pola
definicion é evidente que p C I(V (p)), logo, pola proposicion 5.1.4, tense que f1 € I(V(p)),
mais como f1 ¢ p, enton I(V(p)) # p, como queriamos probar.

“«<” Suponamos que p ¢ real e sexa f ¢ p. Probarase que enton f ¢ I(V(p)). Como no
anel cociente A = K|[xy,...,x,]/p tense que f +p # 0+ p, polo corolario 5.6.2 existe un
homomorfismo de K-alxebras ¢ : A — K tal que ¢(f +p) # 0. Denotando a; = ¢(z; +p)

e dado un g € p arbitrario tense que:
g(ar, ..., an) = g(p(z1+p), ..., o(zn +9)) = 0(g(x1 +p, ...,z +p)) =

=p(g+p) =¢0+p)=0

Logo tense que a = (ay, ..., a,) € V(p). De forma anéloga podese ver que:

fla) =o(f+p) #0
Logo tense que f ¢ I(V(p)). [

Teorema 5.6.9 (Nullstellensatz real forte). Sexa K un corpo real pechado e a<K|z1, ..., xy]
un ideal. Enton tense que I(V(a)) = r-rad(a).

Demostracion.
“D” Sexa f € r-rad(a). Enton, polo teorema 5.5.3, existen m,r € N e os polinomios
Gy gr € K[m1, ..., 2] tales que f2™ + g2 4+ - + g2 € a. Logo para cada a € V(a) tense
que:

(f*" + gt + -+ g))(a) = f(a)*™ + g1(a)” + - + gr(a)* = 0
Como K é un corpo real, entéon tense que f(a)™ = 0, logo f(a) = 0Va € V(a), é dicir,
feI(V(a)).

“C” Sexa p € r-Spec(A) un ideal primo real tal que a C p. Enton tense que V(p) C V(a), e
I(V(a)) C I(V(p)) = p, sendo a tltima igualdade debida 6 teorema 5.6.8. Logo tense que:

IV(@)c () p=rrad(a)

per-Spec(A)
aCp
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