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Breve descripcién del contenido

La ecuacion diferencial ordinaria logistica es una de las ecuaciones no
lineales mas sencillas, pero al mismo tiempo de las méas interesantes
desde un punto de vista teérico y de las aplicaciones. Se aplicara al
estudio de la epidemia de la COVID-19.
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Resumen

La ecuacion diferencial logistica es una funcién muy 1til en diversos d&mbitos. En su inicio
ésta se desarroll6 con la intencién de encontrar una ecuacién que explicara el crecimiento de una
poblacién y el mérito de su descubrimiento se debe a Pierre-Francois Verhulst. Dicha ecuaciéon
se puede resolver de diversas formas, pero lo importante de su resolucién es una solucién en
particular que se conoce como funcién logistica. La misma esté relacionada con distintas funciones

como puede ser la funcién zeta de Riemann.

Ademas de ser interesante tedricamente, dicha funcion, asi como la ecuaciéon diferencial lo-
gistica, son importantes en miltiples areas. Entre sus aplicaciones se encuentra la epidemiologia
para estudiar la evolucién de epidemias como puede ser el COVID-19, el crecimiento de tumores,

la clasificacién Elo en ajedrez o las plataformas de streaming, entre otras.

Abstract

The logistic differential equation is a very useful function in various fields. It was originally
developed with the intention of finding an equation to explain the growth of a population and

the merit of its discovery is due to Pierre-Frangois Verhulst.

This equation can be solved in different ways, but an important part of its solution is a
particular solution known as the logistic function. It is related to different functions such as

Riemann’s zeta function.

Besides being theoretically interesting, this function, as well as the logistic differential equa-
tion, are important in many areas. Among its applications is epidemiology to study the evolution
of epidemics such as COVID-19, tumor growth, Elo ranking in chess or streaming platforms,

among others.
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Introduccion

La ecuacién diferencial logistica es una ecuacién muy interesante a nivel practico, pues se

utiliza en multiples A&mbitos o areas.

Para comenzar en el Capitulo [I] del presente trabajo se definird esta ecuacion con detalle
exponiéndose algin ejemplo de la misma, y seguidamente se realizard un breve recorrido por la
historia con la intencién de observar como dicha funcién surgié y quién merece el reconocimiento

de la misma.

Posteriormente, en el Capitulo [2] se resuelve dicha ecuacién mediante el método de variables
separadas, y se estudian casos particulares de la misma, mostrandose también distintas repre-
sentaciones graficas de las soluciones que ayudan a su comprension. Principalmente la seccién se

centra en una solucién que se conoce como la ecuaciéon logistica.

A continuacion, en la Seccion [2.3] se resuelve de nuevo la ecuacion diferencial logistica pero
en este caso se pretende obtener una solucién en serie de potencias, de tal forma que se deduce

una igualdad entre la funcién logistica y la nueva solucion.

Finalmente, para terminar el capitulo y asi la parte dedicada principalmente a la teoria, se
recoge en la Secccion la relacion de los polinomios de Euler con la funcién logistica, asi como

la relacion entre las derivadas de dicha funcién y la funcién zeta de Euler.

En el altimo capitulo, es decir, en el Capitulo[3] se recogen distintas aplicaciones de la ecuacion

diferencial logistica y de la solucién particular mencionada anteriormente, la funcion logistica.

En el primer apartado, Seccion se recoge informacion acerca de la distribucion logistica,

pues la solucién anterior se corresponde con la funcion de distribucion de la misma.

Tras esto en la Seccion [3:2] se habla del ambito de la epidemiologia, recogiendo distintos
modelos epidemioldgicos basados en la funcion que es objeto de estudio. Ademaés se realiza un
estudio extrayendo datos sobre dos epidemias que han causado grandes problemas en la sociedad,

como son el virus COVID-19, o como puede ser el virus VIH.

A continuacion, la Seccion [3.3]se centra en las plataformas de streaming, que como ya se sabe,
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x INTRODUCCION

en la actualidad dichos medios tienen una gran repercusion en el mundo. Anélogamente, a lo que
se hace en el apartado anterior se exponen datos acerca de dos plataformas muy importantes a

nivel mundial, Netflix y Youtube, realizindose un estudio de las mismas.

Posteriormente, la Seccion recoge informacion de como se utiliza la funcién logistica para

entender el crecimiento de tumores y se presenta un ejemplo para facilitar su entendimiento.

Finalmente, la ultima seccion de este trabajo, la Seccion [3.5] esta dedicada a la clasificacion
Elo, la cual es utilizada en el ajedrez para realizar la clasificaciéon FIDE. En este apartado, se
muestran las probabilidades de los jugadores de puntuar que se corresponde con una variante de
la funcién logistica y se expone una ecuacién para obtener la calificacién final de un jugador tras

su participaciéon en una competicion.



Capitulo 1
La ecuacion diferencial logistica

En primer lugar se comenzara definiendo la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) que sera
objeto de estudio y posteriormente se realizard un breve recorrido por la historia para situar el

contexto en el que tal ecuacion surgio.

Definiciéon 1.1. La ecuacién diferencial logistica es la ecuacién diferencial ordinaria que

presenta la siguiente expresion

() =k (1 - 3}?) z(t), (1.1)

donde z(t) € R es una funcion de variable real ¢ y tanto k£ como M son constantes reales que

dependeréan del problema considerado.

En este contexto, es importante mencionar que se trata de una EDO auténoma, es decir, una
ecuacion del tipo 2/ = f(z) en la que f : R — R es una funcion y en este caso f(z) = kx— % z2.
Sin embargo, mas adelante se considerara el caso de una funcién no auténoma, esto quiere decir
que tanto M como k pueden variar con el tiempo y de esta forma la ecuacién se expresaria

como sigue

() = k(t) <1 - ﬁ(?)) (). (1.2)

Observacion 1.2. Usualmente se considerara la variable ¢ como el tiempo, y x(t) proporcionara

la evolucién de la variable x a lo largo del tiempo.

Una vez presentada la ecuacion diferencial, es el momento de analizar de que modo surgi6

esta EDO y con que fin, y para abordar esta nueva seccion se utilizara [5].



2 1. La ecuaciéon diferencial logistica

1.1. Contexto historico

En 1798 el matemético Thomas Malthus propuso lo que se conoce como modelo de Malthus

y fue el primer acercamiento hacia una ecuacién que explicase el crecimiento de una poblacion.

Este modelo viene dado por la férmula siguiente
7' (t) = cx(t), (1.3)

siendo ¢ una constante que se identifica con la tasa de crecimiento de la poblacion y z(t) el

tamafo de la poblacion.

Puesto que la ecuacion ((1.3) se trata de una EDO lineal ésta tiene solucion tnica para una
condicion inicial dada. Por tanto tomando como condicion inicial z(0) = xg > 0, la solucién es

t en el instante ¢ y en consecuencia el crecimiento de la poblacién seria

de la forma x(t) = xg e
proporcional a la propia poblacién. Sin embargo, tal modelo no es muy adecuado a largo plazo
pues se tendria que la poblacién crece exponencialmente e indefinidamente, y por ello, surge la

necesidad de proponer otro método.

En 1847, Pierre-Francois Verhulst presenta un nuevo modelo, que se corresponde con lo que
se conoce como ecuaciéon diferencial logistica. En la expresion ademés de estar presente una
constante referida a la tasa de crecimiento de la poblacién, se considera otra que identifica
la capacidad méxima de la misma, M. De esta forma, se establece que la poblacién crece de
manera exponencial, pero que cada vez se aproxima més a un estado estacionario hasta alcanzar

su capacidad méaxima.

Notese que para una poblacion inicial zg € (0, M), la ecuacion z es positiva y por tanto la
solucién seré creciente. No obstante, la soluciéon nunca podra alcanzar el valor maximo M, pues
la funciéon constante M es una solucion de la ecuacion (|1.1)) la cual posee solucion tnica para un

dato inicial dado.

Para determinar los valores correspondientes a k y M, Verhulst utilizé datos de paises, prime-
ramente de Bélgica, y posteriormente presenté la manera de aproximar dichos términos a partir
de los datos de la poblacién en tres anos distintos pero igualmente espaciados. Asi, el matematico

obtuvo las siguientes expresiones

M=P

PoP, + PPy, — 2P Py 1 [1/P0—1/M]

k= log |-l 0" 2%
P2 — RyP, YETT %P 1M

(1.4)
siendo P el tamano de la poblacion para t =0, P, parat =Ty P parat = 27T.

Observacion 1.3. Es posible que para la poblacién humana el valor que se asocia al término de

la capacidad méxima sea aproximadamente 10 billones americanos.
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A pesar de que ambos matematicos consideraron esos valores como constantes, es obvio que
también pueden variar con el tiempo como se muestra en el siguiente ejemplo, exponiéndose asi

un caso particular de EDO no auténoma mencionada anteriormente.

Ejemplo 1.4. Se toma k(t) = t> y M = 2, entonces la ecuacién (1.1 presenta la siguiente

expresion

2! (t) =t (1 — x;”) z(t). (1.5)

Ahora utilizando el programa Maple y considerando como condicion inicial 2(0) = xq se obtendra

la solucién de esta EDO, y los comandos utilizados se pueden ver a continuacion.

> f = diff(x(t), t) = t~2%x(1-(1/2)*x(t))*x(t);

%x(t) = t? (1 - x(;)) z(t)

> sol := dsolve(f, x(t));

2
14267138 C1

a(t)

> eval(sol, t = 0);

> C := solve(x(0) = 2/(1+2%_C1), _C1);

1z(0) —2
2 z(0)

> solucion := eval(sol, _Cl1 = C);

> s0l2 := simplify(solucion);

2x(0
2(t) = e~ 1/38 1(0) — 2(6)_1/3t3 —2(0)’ (16)

Por tanto se tiene que la solucion de la ecuacion (1.5)) del ejemplo viene dada por la expre-

sion (1.6]).



4 1. La ecuaciéon diferencial logistica

Ahora que se ha expuesto un ejemplo en el que varia con el tiempo el parametro asociado a

la tasa de crecimiento, se muestra otro en el que varia el coeficiente de la capacidad de carga.

Ejemplo 1.5. En este caso se tiene que k(t) = 2 y M = €', entonces la ecuacion (1.1 viene

dada como sigue

dm:2(—x@>ﬂw (1.7)

t
e
Ahora utilizando el programa Maple y anidlogamente al ejemplo anterior se obtendra la solucion

de la ecuacion.

> f = diff(x(t), t) = 2%(1-(1/exp(t)) *x(t))*x(t);

iﬂﬂ:2<1—1?>x@

> sol := dsolve(f, x(t));

6275

") = gay et

> eval(sol, t = 0);

> C := solve(x(0) = 1/(2+_C1), _Cl1);

> solucion := eval(sol, _Cl = C);

> s0l2 := simplify(solucion);

B e?t 2(0)
- 2etx(0) —22(0) + 1

() (1.8)

Por tanto se ha deducido que la solucion de la funcion (1.7)) del ejemplo viene dada por la

expresion (|1.8]).

Finalmente, tras conocer la ecuaciéon en la que se basa el presente trabajo, junto con un breve

contexto histérico de la misma, en el proximo apartado se procedera a su estudio.



Capitulo 2

Resolucion de la ecuacion diferencial

logistica y la funciéon logistica

Una vez presentada la ecuacion diferencial y visto que esta merece una especial atencion pues
es de gran importancia en la historia, interesa conocer su resolucién. Por esta razén, se hallara
la solucion de tal EDO de dos maneras diferentes. Ademas, se tratard un caso particular de la
misma junto con unas graficas que ayudaran a su compresion y se deduciran unas relaciones de

dicha ecuacién con otras funciones.

2.1. Resolucién de la ecuacién diferencial logistica

En esta ocasion, se hallara la solucion general de la ecuacion (1.1)). Por una parte cabe destacar
que si z(t) = 0 Vt € R se esta ante una solucion constante de la EDO, al igual que si z(t) = M,

pues en ambos casos se tiene que 2/(t) =0Vt € Ry f(0) = f(M) = 0.

Por otra parte, si se supone que z(0) = 2y € R, entonces se trata de un problema de Cauchy

que sigue la siguiente forma

2 = k (1 - ””;?) 2(b),
z(0) = o,

(2.1)

y lo que se pretende demostrar es que la EDO tiene soluciéon y que ésta es tnica. Para realizar

tal proceso, es necesario exponer unos resultados previos.

Teorema 2.1. (Existencia y unicidad). Sea f una funcion continua en un abierto U = R x R"

y 2'(t) = f(x,t) una ecuacion diferencial. Si (xo,to) es un punto de tal conjunto y 5p 5 una
x
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funcidon continua respecto a la sequnda variable, se puede decir que existe una solucion local de

la EDO pasando por (xo,to) y es unica.

El teorema se ha obtenido uniendo y extrapolando los teoremas de existencia y unicidad
recogidos en [7] y tras ello es necesario presentar un tipo de ecuaciones diferenciales denominadas

ecuaciones de variables separadas.

x
Definicién 2.2. Una ecuacién diferencial T f(t,x) es de variables separadas si se puede
expresar como el producto de dos funciones: una que depende sélo de = y otra que depende sblo
ox

de t, de tal manera que Tl (t) h(x).

Este tipo de ecuaciones se resuelven de manera muy sencilla y con el fin de mostrar tal proceso
se presenta el siguiente ejemplo.
ox

Ejemplo 2.3. Se considera la EDO 5

la igualdad

t
= — y ahora se despeja y se integra en ambos lados de
x

3x:v:8tt:>/8x1::/(‘)tt, (2.2)
2 42
y de aqui se obtiene 5 =73 + ¢ siendo ¢ una constante, por tanto se puede escribir la solucién

como

z(t) = V2 + k. (2.3)

Una vez enunciados los anteriores conceptos se estd en condiciones de comenzar la resolucion
de la EDO, y lo primero que se debe ver es que la ecuacion (1.1)) cumple las hipotesis del
Teorema 211

t
Se considera f(t,x) =k <1 - xj\(/[)> x(t) y por lo tanto es evidente que tal funcion es continua
2 L . . . aof 2x
Y(t,z) € R® y que ademés su derivada parcial respecto de la variable x, el 1-— 27 ) e
x

continua en todo R2. Por consiguiente, se puede afirmar que la ecuacién (I.1]) tiene soluciéon y

que dicha solucién es anica, pues se verifican las hipétesis del teorema.

Ahora es momento de hallar tal solucion, y como se puede observar se esta ante una ecuacion
no lineal pero de variables separadas por tanto se puede resolver mediante el método expuesto

anteriormente en la Definiciéon

En este caso, 2/(t) = g(t) h(x) siendo g(t) = 1y h(z) = k (1 - %) x, por tanto si se
Ox

considera z/(t) = 3 € puede escribir la expresion

ox T

at:k(lM>x:>k<1_$)$:at. (2.4)
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Integrando en ambos lados de la igualdad se obtiene
1 || x
S (S N | ‘7_1‘ =t+ec, 2.
k: < n ] +In 7 > +c (2.5)

siendo ¢ una constante.

Despejando en la expresion z(t) se llega a la solucion general de la EDO (/1.1]) con constante ¢

M ekt e

x(t)

Una vez conocida la solucion general, si se tiene en cuenta que o = z(0) se puede hallar el

Mec
valor que toma la constante ¢, z(0) = [T lo=>rc=
c—

. Finalmente, haciendo caso a
Tro —
las condiciones sugeridas anteriormente se alcanza la solucion

M xg et

= o (D) (2.7)

x(t)

Ahora se comprobaré utilizando el programa Maple que la solucion de la ecuacion (1.1)) se

corresponde con la calculada.

> g = diff(x(t), t) = kx(1-x(t)/M)*x(t)

%x(t) =k <1 - ”"jf?) 2(t)

> solg := dsolve(g, x(t));

M
") =T em o1

> eval(solg, t = 0);
M
0 =3 erri
> C := solve(x(0) = M/(M*_C1+1), _C1);
M — x(0)
M z(0)

\2

solucion2 := eval(sol, _C1 = C);
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> sol := simplify(solucion2);

B M z(0)
z(t) = ekt M — e=kt 1:(0) + z(0)

De esta forma, si se multiplica la ecuacion ([2.7) por e ** se puede asegurar que la solucién

de ([1.1]) calculada anteriormente se corresponde con la solucion dada a través de Maple.

Finalmente, tras haber obtenido la solucion de la EDO ({1.1), en la posterior seccion se

considerard un caso particular de la misma que merece una especial atencion.

2.2. La funcioén logistica

Como se ha dicho anteriormente se abordara un caso especifico de la ecuacion diferencial

logistica. Para ello se escogen k = M = 1 y asi se obtiene la siguiente ecuacion diferencial

=z —a2? (2.8)

Se trata de una EDO de variables separadas como se ha visto anteriormente entonces se
escribe la ecuacion ([2.8)) de la siguiente forma

— =g - = - O = Ot. (2.9)

ot 2 —x
Ahora integrando en ambos lados de la igualdad y exponenciando lo obtenido se tiene

r—1

ox c—t
/—xQ_x:/8t:>1n(x—1)—1n(x):c—t:> = (2.10)
de donde se sigue la solucion general de la EDO (12.8]) como se buscaba
t
e
t) = . 2.11
o) = (2.11)

En este contexto se expondran tres casos para asi mostrar distintas soluciones particulares

de la ecuacion ([2.8]) en funcion del valor que se le asocia a la condicion inicial xg.

s Caso 1: Si zg < 0.

Se toma por ejemplo g = —1/2 < 0, lo que supone ¢ = —3. Asi la solucion de ([2.8]) se
puede expresar de la siguiente manera x(t) = T 501 cuya representacion se ha obtenido
—3e

a partir del programa Maple pudiéndola observar en la Figura [2.1]
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'
2

Figura 2.1: Representacion de soluciéon particular para zg < 0 en [—3, 1].

» Caso 2: xg € (0, M).

En esta ocasion xyp = 1/2 que pertenece al intervalo (0, M) y que proporciona el valor
de ¢ = 1. Al seleccionar este valor se obtiene una solucién que se conoce como ecuacion

logistica, la cual esta definida V¢ € R y se expresa como sigue

1

= . 2.12
1+et (2.12)

x(t)

(=]
|
=
o

Figura 2.2: Grafica ecuacion logistica en [—8, §].
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0.4

0.8+

0.6+

Figura 2.3: Grafica ecuacion logistica en [0, 5].

Las graficas asociadas a esta solucion se presentan en las Figuras y En la prime-
ra se observa una simetria rotacional respecto del punto (0,1/2) y ademaés se tiene que

lim z(t) = 1y lim 2(¢) = 0 por lo que es evidente que es una funcion acotada.
t—ro0 t——o00

En cuanto a la segunda representacion, se puede apreciar que el crecimiento disminuye a

medida que aumenta la variable ¢.

= Caso 3: g > M.

Se selecciona zg = 3 y de esta forma ¢ = —2/3, por tanto la solucion serd x(t) = ——5—

Para ver su representacion grafica basta observar la Figura

(=]
L

Figura 2.4: Representacion de solucion particular para zo > M en [—0,25, 3].
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2.3. Resolucién de la ecuacion diferencial logistica en serie de

potencias

La solucion de la EDO ([1.1]) también se puede obtener como una serie de potencias. Ahora
bien, con el fin de hallar la solucion de (|1.1]) de tal manera, se definiran primero unos conceptos

bésicos que se puede ver en [2] pero que también se pueden encontrar en [19].

Definicién 2.4. Una expresion que sigue la siguiente forma
[e.e]
ap + ay (x — o) +ag (x —x0)? + ... 4+ ap (x —20)" = Zan (x — x0)", (2.13)
n=0
se conoce como serie de potencias centrada en zg.

Conocida esta definicion se presentaré el producto de dos series.

o0 oo
Definicion 2.5. Sean Zan y an dos series, se define su producto de Cauchy como la

. n=0 n=0
serie

n
Cn =Y akbn_i. (2.14)
k=0
Una vez expuestas estas nociones lo que se pretende es buscar una solucién del tipo

x(t) = iantn, (2.15)
n=0

y para ello se hara uso de [3].

Para hallar la expresion que toma x(t) es necesario determinar la forma del término a, y

para ello se empieza derivando (2.15)) término a término

o o.9]
()= nant" =" (n+1)an 1™ (2.16)
n=1 n=0

Ahora utilizando el producto de Cauchy de series de potencias definido en ([2.14]) se tiene

xQ(t):Z Zajan,j t", (2.17)

n=0 \ j=0
por lo que si se sustituye en (1.1)) y se igualan las potencias de ¢" resulta que

k n
i Zaj an—j, con n > 0. (2.18)
=0

(n+1)any1 =ka, —
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De aqui, se obtiene la relacién de recurrencia siguiente

k 1 &
anﬂzm anMjZOajanj . (2.19)

Una vez conocida tal expresion, falta calcular el valor del término ag, que tomando como

condicion inicial 2(0) = xg es obvio que ag = xg.

Finalmente la solucion de (1.1)) como serie de potencias pasando por (0, zg) toma la forma

o0 n

k 1

2(t) = z0 + E e il e ; E ajan_; | " (2.20)
n—=0 =0

Observacion 2.6. Cabe destacar que si se toma k = M = 1y ay = 9 = 1/2, la serie de
potencias presentaria la expresion asociada a la funciéon logistica expuesta en la seccién anterior.
Por tanto la funcion solucion z(t) vendria dada por la serie de potencias expuesta en ([2.20]) cuyos
coeficientes se corresponderian con la ecuacion y ap = 1/2. De esta manera la solucion

quedaria como sigue

! Ly i ! zn: ¢t (2.21)
7 = — Ay — aj Qp—j . .
1+e 2 —mn +1 =

Ahora considerando la relacion de recurrencia expresada en ([2.19), se tiene que los primeros
términos de la serie son

1

— = 2.22
487 Qg4 07 3 ( )

, ag =0, a3 = —

1 1
a0_27 a1_4

de forma que asi se puede expresar la igualdad (2.21)), del siguiente modo

1 1 1 1
—— =+ —-t——t 2.23
1+e? 2+4 48 * ( )

2.4. Relaciéon entre los polinomios de Euler y la funcién logistica

A continuacion, se vera la relaciéon existente entre los polinomios de Euler y la funcion logistica
teniéndose en cuenta todas las igualdades deducidas hasta el momento. Todo lo expresado y

escrito en este apartado se ha extraido de [3].

Antes de comenzar esta nueva seccién se expondra la definiciéon necesaria para el entendi-

miento de dicho apartado.
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Definicién 2.7. Los polinomios de Euler estan definidos por la siguiente funcién

o0

2 eft t"
=5 N E (6= :
=Y RO (224)
n=0
de forma que la serie es convergente para |t| < 7.
Ahora, una vez conocida esta nocién si se toma & = 1 se tiene lo siguiente
2el 1 > tn
=2— | = E, (1) —, 2.2
et +1 <1—f—et> Z n()n' (2.25)
n=0
por tanto es sencillo darse cuenta que
1 =1 tn
— = —E,(1)—. 2.26
1+et 7;) 2 n(1) n! ( )

Entonces como se ha visto que la funcion logistica se puede expresar como en ([2.15) y consi-

derédndose la anterior igualdad, es obvio que los coeficientes de dicha serie siguen la forma

_ En(1)

n= (2.27)
, E, =™ (0
Seguidamente, se toma E,, = E,(1) de manera que a,, = 5] Y COmO G = — 17—, se deduce
n! n!
para la ecuacion logistica ([2.12]) la relacion buscada
2 (0) = E"2(1), (2.28)

siendo E, (&) el n-polinomio de Euler expresado en la Definicion

En la Tabla se encuentran recogidos los primeros coeficientes de la serie de potencias
deducida en (2.20)) pero calculados en funcion de los polinomios de Euler tratados hasta ahora.

n En(§) En(1) E,(1)/2n!
0 Eo(§) =1 Ey(1) =1 1/2

! Ei(§) =¢-1/2 Ey=1/2 1/4

2 B¢ =€ -¢ Ep(1) =0 0

3 B3(6) =€ —(3/2) & +1/4 E3(1)=—1/4 | —1/48
4 By§) =& 28 +¢ E4(1) =0 0

5| BE5(€) =& - (5/2)¢" +(5/2) —1/2 | E5(1)=1/2 1/480

Tabla 2.1: Primeros coeficientes de la solucion en serie de potencias ([2.20) mediante los polinomios
de Euler.
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Se ha visto la relacion entre la funciéon logistica y los polinomios de Euler, sin embargo, estos

altimos también se pueden definir como siguen

2 _ gt
] = o (2.29)
n=0
€t
Dada la igualdad anterior ésta se ha obtenido de P para & = 0, lo cual implica que
e
E! = E,(0) deduciéndose asi
Ey=1, Ef =-1/2, E5=0, E3=1/4, ..., (2.30)
que siguen la relaciéon dada por
E,(§4+ 1)+ E, (&) =2&" (2.31)

Finalmente, para £ = 0 se tienen las siguientes igualdades
Ey(1) + Ep(0) =2, E,(1)+ E,(0) =0, para n > 1, (2.32)

lo que supone
E,+E,=0<= E, =—E;, paran> 1. (2.33)

Este nuevo modo de definir los polinomios de Euler junto con las relaciones anteriores, per-
miten establecer una relacion entre las derivadas de la funcion logistica (2.12)) y la funcion zeta

de Euler que se define a continuacion.

Definicion 2.8. La funcién zeta de Euler es una funcion entera en C y viene dada por

Cp(s)=2) (=" (2.34)

nS

n=1
Ahora si se consideran nimeros negativos la funcién zeta de Euler verifica

(k) = Bf <= Cp(—k) = —E(1), con k=1,2,3,.... (2.35)

En este contexto, se deduce la relacién mencionada antes entre las derivadas y la funciéon zeta
de Euler
Teniéndose en cuenta la Definicién dicha funciéon puede usarse para definir la famosa

funcion zeta de Riemann que se presenta y que ha sido extraida de [§].
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Definicion 2.9. La funcién zeta de Riemann se puede definir como

(2.37)

Conociendo la expresion de la funciéon zeta de Riemann, se puede ver que se cumple la igualdad
siguiente entre ambas funciones

1

T )

Ce(s), (2.38)
obtiéndose asi una nueva relacion entre la funcion logistica (2.12)) y la funcion zeta de Riemann
a:(”)(O) =(2'"* —1)¢(-m), para m=1,2,.... (2.39)

Finalmente, una vez presentadas las resoluciones de la ecuacion (1.1)) y hecho hincapié en la

funcién logistica exponiendo diversas relaciones de la misma con otras funciones es momento de

introducir aplicaciones de las mismas.






Capitulo 3
Aplicaciones

Este nuevo capitulo se centrara en recopilar distintas aplicaciones de las funciones tratadas
anteriormente, ya que como se vera son de gran importancia y muy tutiles en distintos ambitos.
Ademas también se tomaran datos en alguna seccion y se vera si se ajustan a ciertas curvas como

pueden ser la logistica o la exponencial.

3.1. Distribucién logistica

Se comienza este nuevo capitulo con una aplicaciéon de la funcién logistica y es que dicha ecua-
cién se corresponde con la funcién de distribucion de la distribucion logistica. Para la realizaciéon

de dicho apartado se empleara [6], aunque también se puede ver en [14].

Este concepto es muy utilizado en &mbitos como la psicologia, para comprender el desarrollo
del aprendizaje en las personas o en la biologia, en particular en el drea de la epidemiologia como

se puede ver en la Secciéon entre otras.

A continuacién, se definira la funcion de distribucién de dicha distribucién de probabilidad

para una variable continua x ~ L(u, o?).
Definicion 3.1. La funcién de densidad de una variable x que sigue una distribucién logistica
L(p, 0?) se expresa como

T 6_7'(-('7‘,_11‘)/0-\/3
V3 (14 emla-m)/oV3)2’

f(@;p,0) (3.1)
donde g,z € Ry o > 0.

En cuanto a su funcién de distribucién se vera en la definicion siguiente.

17
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Definicion 3.2. La funcion de distribuciéon de una variable x que sigue una distribucion
logistica L(ju,o?) viene dada por
1

Fa;p,0) =
(25 1, 0) PRy {

(3.2)

con u,x € Ry o >0.

Ahora cabe destacar que tanto la ecuacion (3.1) como la (3.2)) se pueden expresar de otra
manera mediante las funciones de la tangente hiperbolica y la secante hiperbolica. Antes de

proceder a su expresion, se presentan dichas funciones.

1. La expresion de la tangente hiperbélica viene dada por
et — e
tanh r = ———, (3.3)
et +e*

y su grafica, obtenida a través del programa Maple, se puede ver en la Figura (3.1

1A

Figura 3.1: Representacion de la tangente hiperbélica en [-5,5].

2. La expresion de la secante hiperbélica viene dada por

2
seche = ————, (3.4)
et + et

y su grafica se puede ver en la Figura [3.2]

Entonces, ahora que se conocen las expresiones anteriores, y teniendo en cuenta que se puede

expresar

1 €T 1
2 (1 h (7)) - 35
2( +tanh {5 lte? (3:5)
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b ]
.

Figura 3.2: Representacion de la secante hiperbolica en [-5,5].

se concluye que la funciéon de distribucion también se puede escribir Vo € (—o0, 00) como sigue

Fla,p,0) = % (1 + tanh <7T(2“Z\/§“))> , (3.6)

y la funcién de densidad del siguiente modo

== Uit D) z € (—00,00
f(a:,u,a)—4a\/§sech2< 2073 >, YV € (—o0,00). (3.7)

En este contexto, es importante conocer la forma estandarizada de la distribucion, por tanto
tras un proceso de estandarizacion de la funcién de densidad asi como de la funcién de distribucién

siendo z = 7 (z — p) /o/3 y z € (—00, 00) tales funciones vienen dadas por

e—Z

(1+e2)*
1
14 e?

f(z) = (3.8)

F(z) (3.9)

y no hay mas que fijarse en la segunda para darse cuenta que se corresponde con la funcién
logistica (2.12)), que ya se represento6 en la Figura .

En cuanto a la primera, se ha obtenido su grafica a partir de Maple y la representacion se
encuentra recogida en la Figura Ademas cabe notar que la ecuacion (3.8)) es la derivada de
la funcion de distribucion (3.9)), es decir, f(z) = F'(2).

Una vez que se han expuesto estas ideas, se van a estudiar unas de las principales propiedades

de la distribucién logistica, la media y la varianza.
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Figura 3.3: Representacion de la funcion de densidad dada por (3.8]) en [-7,7].
Antes de nada se presentan unas definiciones basicas que seran tutiles para su desarrollo y
que se encuentran recogidas en [6].

Definiciéon 3.3. Sea X una variable real aleatoria continua con funcién de densidad f(z), en-

tonces se define la esperanza de X, F(X) = u como
1= B(X) :/ 2 f(z) da. (3.10)

Definiciéon 3.4. Sea X una variable real aleatoria continua con funciéon de densidad f(z), su

varianza V (X) = o2, se define como
0% = V(X) = (X — n)?), (3.11)
en particular si F(X) = u se tiene

o? = /OO (z — p)? f(z)da. (3.12)

Por tanto, siendo X una variable continua cuya funciéon de densidad viene dada por (3.7)), se
comenzara demostrando que E(X) = u para la distribucién logistica y posteriormente se vera el
valor correspondiente de Var(X).

Dada la funcion de densidad (3.7]) y con el objetivo de obtener unos célculos mas sencillos se

ov3 ., .o .
denota a = —— de manera que la funcién toma la siguiente expresion
0

Fz) = i sech? <‘””2_a“> . (3.13)
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Entonces, se comienza sustituyendo en (3.10) de la siguiente forma

E(X)= /00 Zlisech2 (W) dx, (3.14)

s da

— 1
de modo que al realizar el cambio de variable t = :E27'u y teniendo asi dt = % dx, se obtiene
a a

B(X) = / b <2“t2+ “) sech?(t) dt = a / " 4 sech2(t) dt + = / T sech(t) . (3.15)

—0o0 — 00 —00

Ahora como la funciéon de la primera integral del sumando es impar se tendra que la misma

es 0 y asf se deduce

E(X) “/OO n2(t)dt = Ht ht]oo a <6t_€_t>r (3.16)
= — sec = —tan =-|—— = 4. .
2 J_ 2 o 2 \ettet) |
Ahora que se ha demostrado el valor de la esperanza, es momento de ver el término asociado
) a’m?
a la varianza, que en este caso serd Var(X) = 3

Antes de nada, se presentan unos conceptos necesarios para la comprensiéon de la demostracion

y que seran tutiles durante el proceso.

Definicion 3.5. Se define la funcion cuantil o funcion de distribucion inversa como la

funcion F~! que devuelve el z tal que

F(z) = P[X <z] =p. (3.17)

En particular, para la funciéon de distribucion logistica la funcién cuantil sigue la siguiente

expresion

F'(p)=p+aln <1p> . (3.18)

-Pp

Esto se puede encontrar en [II] y a continuacién se recoge una nueva nocién que se puede

ver en [4].
Definiciéon 3.6. El naimero de Bernoulli B, con n =0,1,2,... sigue la formula
n
n+1
Z( . >Bi:n—|—1. (3.19)
i=0

Entonces, es momento de comenzar la demostracion, asi teniendo en cuenta la funcién de

densidad de (3.13]), se sustituye ésta en la ecuacion (3.12)) de forma que

Var(X) = /OO (z — p)? f(z)dz. (3.20)

—00
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Ahora bien, si se escribe la expresion anterior mediante la funciéon cuantil (3.18)) se deduce

Var(X) = /01 (F'(p) — p)° dp = a® /011n2 (1p> dp. (3.21)

-p

Dicha integral se puede expresar mediante los nimeros Bernoulli recogidos en la Definiciéon [3.6

1
/ n? (L) dp = 27|y, (3.22)
0 1-p

y de esta manera, atendiendo a que |Bs| = 1/6, se concluye que

2,2
Var(X) = “; . (3.23)

Con todo esto, se ha realizado un estudio acerca de la distribucion logistica con el objetivo

de introducirla brevemente, pues como ya se dijo es muy util en miltiples &mbitos.

3.2. Epidemiologia

Una vez entendida y explicada la seccion anterior, se hablara de la repercusion de la funcion
logistica en la epidemiologia, pues como ya se mencioné dicha ecuacién es 1til en este drea. Para
ello se hara uso de [I], y posteriormente, se definird un nuevo concepto ademas de analizar unos

datos sobre el virus COVID-19 y otros acerca del virus VIH.

Como se explico en el primer capitulo la ecuacion diferencial logistica supuso grandes avances
para entender la evoluciéon de una poblacién, sin embargo, es posible extender esta funcién a la
epidemiologia con el fin de explicar el crecimiento de la poblacién infectada por una enfermedad.
Debido a tal extension, varios modelos epidemiologicos pueden ser expresados mediante ecua-
ciones logisticas, entre ellos se encuentran el SI (modelo en el que un individuo comienza siendo
susceptible y luego se mantiene como infectado) o el SIS (modelo como el ST en el que finalmente

el individuo vuelve a ser susceptible).

A continuacion, se presentan las funciones logisticas de los modelos citados

I'=81 <1 - ]{r) , (3.24)
=@ (3.25)

donde I representa la poblaciéon de infectados y IV la poblacién total.

Las funciones anteriores no se pueden considerar realistas, pues tanto la capacidad de carga
como la tasa de crecimiento de la enfermedad no deberian considerarse valores fijos o constantes.

Esto es porque factores externos a la enfermedad, como puede ser la toma de medidas sanitarias o
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mismamente la estacién del afio en la que se encuentre la poblacién, pueden provocar variaciones
en ambos valores. Por ello y con el fin de obtener unas ecuaciones que se ajusten de una forma mas
adecuada a los modelos, se propone que estos términos sean funciones que dependan del tiempo
y que, a su vez, estén acotados por constantes positivas. Por tanto, se considerardn ecuaciones
bajo la condicion inicial z(0) =x9 >0y con 0 < a <a(t) <A, 0< B <b(t) < B de la forma

' =a(t)x — b(t) 22 (3.26)

Finalmente, la ecuacién logistica ademas de ser 1til a la hora de representar modelos epi-
demiolégicos como los vistos hasta ahora, puede extenderse a un nuevo concepto denotado por
funcién logistica generalizada y que es de gran ayuda a la hora de predecir brotes de enfermeda-
des como puede ser el virus COVID-19 o el VIH. Antes de nada, se presenta esta nueva idea que

se encuentra recogida en [15].

Definicion 3.7. La funcién logistica generalizada o curva de Richards se corresponde con
una extension de la funcion logistica en la que su crecimiento no tiene porque ser simétrico en el
punto de inflexién. Su expresion viene dada por

k—A

o) = A+ g i

(3.27)

donde A se corresponde con la asintota inferior, k es la superior que en caso de A = 0 ésta
representaria la capacidad de carga, B es la tasa de crecimiento, ) varia en funcién de la condicion

inicial z(0) = zo, ¢ normalmente se considera 1 y = afecta al crecimiento méaximo asintotico.

Figura 3.4: Grafica funcion logistica generalizada en [—10,10] con A =0, k=1, ¢ =3, Q = 2,
B=1y~=3.
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Para ayudar a comprender esta nueva funcién, en la Figura se ha representado con Maple
un caso particular de la misma en el intervalo [—10,10] en la que se observa como no existe

simetria respecto del punto de inflexion.

Una vez definido y entendido este concepto, se esta en condiciones de presentar una repara-

metrizaciéon de la curva cuya expresién viene dada por
—1/e
f(t;01,02,03,¢) = b4 [1 +ee® “‘93)] , (3.28)

donde 61,09,05 c Ry e € RT.

Esta reparametrizacion es la que permite realizar un estudio sobre enfermedades contagiosas,
como pueden ser el COVID-19 o el VIH. En ella, el término #; designa el tamano final de la
epidemia, en otras palabras, el nimero maximo acumulado de infectados, 6» representa la tasa
de infeccion y A3 se asocia al tiempo que transcurre desde que un individuo es expuesto al virus

hasta el momento en que puede transmitir la enfermedad.

Observacion 3.8. Cabe notar que si € toma el valor 1, entonces la curva serfa la funcion logistica
descrita en (2.12)). Por otra parte, si & converge a 0 por la derecha (ntumeros reales positivos),

entonces la curva convergeria a la curva de Gompertz, que se explicarda mas adelante en el

aprtado [3.4]

Para ejemplificar este concepto y conocer méas profundamente su uso, se expondrin dos
ejemplos de epidemias en Espafia, por una parte se analizaran unos datos acerca del COVID-19

y por otra parte se hablara del VIH.

3.2.1. COVID-19

El COVID-19 es una enfermedad derivada de un nuevo tipo de coronavirus (SARS-CoV-2)
que peretenece a una gran familia de virus. Dicha enfermedad provoca infecciones en los humanos

e incluso en algunos animales.

Los primeros casos de COVID-19 se identificaron en diciembre de 2019, sin embargo, en
Espana no aparecieron hasta febrero de 2020. En cuanto a la propagacion de dicha enfermedad,

ésta se produjo muy rapidamente y provocd una pandemia a nivel mundial.

A continuacion se consideraré el nimero acumulado de casos de COVID-19 en Espafia en el
periodo comprendido entre el 1 de marzo de 2020 y el 13 de abril de 2021 los cuales han sido

extraidos de [16], y se vera reflejado lo explicado hasta el momento.

En la Figura[3.5]se encuentran recogidos estos datos mediante un grafico de barras y sin mas

que fijarse en tal representacion, se podria intuir que la informacion recogida se adectia bastante
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a la funcion logistica generalizada. Por tanto, usando el software Mathematica se corroboraré

dicho comportamiento.

Numero acumulado de casos Covid-19 en Espafia
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Figura 3.5: Representacion gréfica con el nimero de casos acumulado de COVID-19 en Espana.

Primero, se han introducido los datos en Mathematica y seguidamente se ha realizado un
ajuste de los mismos a la curva (3.28) toméndose e =1, 601 =a, 0o = b y 03 =c.

> LFitC19 = NonlinearModelFit[LdataC19, a/(E~(-b*x(t - ¢)) + 1), {a, b, c}, t]
> LFitC19["BestFitParameters"]

Tras dicho proceso se obtienen los valores para los parametros deseados: a = 177810, b = 0,192926

y ¢ = 35,2084, siendo asi la curva ajustada para ¢t € R la siguiente

B 177810
f(t) - 1+ e—0,192926(t—35,2084) *

(3.29)

De esta forma, en la Figura[3.6] que ha sido obtenida gracias al programa, se muestra dicha

curva junto los datos recogidos.

> Show[ListPlot[LdataC19], Plot[LFitC19[t], {t, 0, 49}], Frame -> True

En este caso, se aprecia facilmente que el niimero de casos acumulados de COVID-19 en el
periodo considerado se ajusta muy bien a la curva de Richards siendo cierto asi, lo intuido al

principio.
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150000
100000

50000 |

Figura 3.6: Gréfica con la curva (3.29) junto con los datos representados por puntos.

3.2.2. VIH

Tras realizar un analisis sobre el virus COVID-19, se presenta el tema que da nombre a
este apartado, el VIH o virus de inmunodeficiencia humana. Este virus ataca sobre un tipo
de globulos blancos de tal manera que el cuerpo humano pierde poco a poco la capacidad de

combatir las infecciones.

Los primeros casos diagnosticados aparecen en 1981, sin embargo dicha enfermedad estaba
presente con anterioridad en el mundo y en particular, en Espana el primer caso fue diagnosticado

ese mismo ano.

En este contexto, se va a considerar el niimero de casos de VIH acumulado por ano de

diagnostico en Espana desde 1981 hasta 2020 que se encuentra recogido en [17] y que se muestra
en la Figura[3.7]

Numero de casos acumulados por afio de VIH desde
1981 hasta 2020
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Figura 3.7: Representacién grafica del nimero de casos acumulados de VIH en Espana.
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Una vez conocidos los datos e introducidos en Mathematica, se procede de manera analoga a
la subseccion anterior, y se ajusta dicha informacién a la ecuacion (3.28)) teniendo en cuenta que

8:1,(91:a,92: by93:c.

> LFitvih = NonlinearModelFit[Ldatavih, a/(E~(-b*(t - ¢)) + 1), {a, b, c}, t]
> LFitvih["BestFitParameters"]

Asi, los valores asociados a dichos pardmetros tras el ajuste de los datos son: a = 84753,8,
b = 0,276668 y ¢ = 14,9605, de forma que la curva (3.28)), sustituyendo los parametros por los
valores adquiridos, para t € R serfa del siguiente modo

B 84753 8
ft) = 1 & ¢—0.276668(t—14,9605)

(3.30)

Finalmente, en la Figura [3.8|se pueden apreciar tanto los datos recogidos, en otras palabras,
los casos acumulados por anos de diagnostico desde 1981 hasta 2020, como la funcién . Por
tanto, al igual que ocurria con el virus COVID-19, el comportamiento del virus del VIH se ajusta
considerablemente a la curva de Richards expresada en .

0000
80000
40000

20000

Figura 3.8: Grafica con la curva junto con los datos representados por puntos.

Una vez expuestos los ejemplos, cabe destacar que entonces la ecuaciéon diferencial logistica,
asi como la funcién logistica, son muy ttiles en la epidemiologia y teniendo en cuenta la repercu-
sion que tuvo el virus COVID-19 en la poblacién mundial, las mismas han ayudado notablemente

en el ambito y por tanto en la sociedad.

3.3. Plataformas de streaming

A continuacién se presenta un tema que cada dia merece més atencion, las plataformas de

streaming. Estos medios han supuesto un gran avance o revolucién hasta el momento en la
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industria del entretenimiento, pues han conseguido poner contenidos de calidad al alcance de
cualquier individuo que posea internet. Ademés, no habria sido posible sino fuera por todos los

avances tecnologicos que se han producido en los dltimos anos.

Estas se encuentran en pleno auge desde hace un tiempo, pues a menudo aparecen nuevas
plataformas y cada vez més personas estan suscritas a las mismas. En particular, en Espana
un 50 % de la poblacion esta suscrita a algun tipo de aplicacion de streaming ya sean tanto de
series y peliculas como de musica o deporte. Entre ellas se encuentran dos, Netflix y Youtube,

que seréan objeto de estudio en los proximos apartados.

3.3.1. Netflix

Se comienza analizando una de las que tiene un mayor impacto en el mundo y en Espana,
Netflix. Esta destaca sobre todo por su autonomia, pues los usuarios pueden decidir qué ver,
donde, cuando y como. Dicha flexibilidad es una de las principales razones que ha llevado a
que a medida que transcurre el tiempo su actividad aumente, y en particular que su ntimero de

abonados crezca considerablemente.

Este crecimiento de suscriptores, desde su inicio hasta el dia de hoy, se puede representar
mediante una ecuacién diferencial logistica, pues es obvio que en los primeros anos el nimero de
usuarios es bajo, pero a medida que pasa el tiempo este crece exponencialmente hasta llegar a

su capacidad méxima.

Esto es lo que se vera a continuaciéon al realizar un analisis sobre el ntimero de suscriptores
que posee Netflix en el mundo (en millones) desde el primer trimestre de 2012 hasta el primero
de 2021, extraidos de [20)].

Suscriptores de Netflix en el mundo desde 2012 hasta
2021
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Figura 3.9: Representacion grafica del niimero de suscriptores de Netflix en el mundo en millones.
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En la Figura [3.9) se muestra un grafico con el niumero de abonados que posee Netflix en el
mundo en el periodo seleccionado. A continuacion se realizara un ajuste mediante Mathematica

de los datos a ciertas curvas como son la exponencial o la expresada en (2.7)).

Primeramente, se considera la funcién exponencial de la forma

f(t) = ae™, (3.31)

> LFitN = NonlinearModelFit[Ldatanetflix, a*E~(k*t), {a, k}, t]
> LFitN["BestFitParameters"]

y se obtienen los valores asociados a los términos a y k con los comandos anteriores, siendo éstos
4,57867 x 107 y 0.184222, respectivamente.

Por consiguiente, se tendra que la expresiéon de la ecuacién exponencial ajustada es

f(t) = 4,57867 x 107 0184222, (3.32)

Teniendo en cuenta esta ecuacién, se intuye que existe un crecimiento exponencial en el
nimero de suscriptores de dicha plataforma, donde la tasa de crecimiento se asocia al parametro

k y a determina la condicién inicial, es decir, para un tiempo inicial ¢ = 0 la cantidad de abonados.

A continuacion, se considera la curva ([2.7]), es decir, la solucion de la ecuacion diferencial
logistica tomandose k = 0,184222 y zg = a = 4,57867 x 107, y se procede de manera analoga al

caso anterior.

> LFitN2 = NonlinearModelFit[Ldatanetflix,
{(4.57867+"7+m*E~(0.184222% t))/(m + 4.57867*"7+ (E~(0.184222%t) - 1))} , {m}, t]

Entonces, se adquiere un valor m = 2,40734 x 10'° que representa la capacidad méaxima de

suscriptores que posee Netflix, y asi la funcién (2.7)) se puede expresar como sigue

1.10224 x 1018 0184222t
N 2,40734 x 1010 4+ 4,57867 x 107 (—1 + 0:184222t)°

x(t) (3.33)

Una vez estudiado su comportamiento, en la Figura se representa la curva anterior y
los datos del ntmero de suscriptores de Netflix utilizados hasta el momento. En este contexto,
es sencillo ver que los datos elegidos se adectian bastante bien a una funcién del tipo ,
por tanto a medida que transcurra el tiempo, el nimero de suscriptores de Netflix comenzara a

estabilizarse.
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Figura 3.10: Representacion grafica de (3.33)) junto con los datos proporcionados representados

por puntos.

3.3.2. Youtube

Es momento de hablar de un medio muy presente en la sociedad mundial digitalizada, Youtu-
be. Dicho espacio, ademés de desempeniar su rol como plataforma de streaming, ofrece diferentes
herramientas que le aportan la faceta de red social entre las que se encuentran la posibilidad de

compartir, valorar o comentar videos, entre otras.

Youtube cuantifica mas de 1000 millones de cuentas y al igual que ocurria con la anterior

plataforma, su ntmero de usuarios desde sus inicios ha crecido exponencialmente.

En este apartado, se considerara el ntimero de usuarios de Youtube por anos desde 2012 hasta
2021 (en miles de millones) en el mundo y se ajustaran las mismas funciones que se trataron en

la seccion anterior.

Entonces, se comienza introduciendo en el programa los datos que se pueden ver recogidos
en la Figura y que se han obtenido de [12].

Una vez establecidos los datos sobre los que se trabajara, se ajustan los mismos a la funcion

exponencial (3.31)) siguiendo

> LFitY = NonlinearModelFit[Ldatayoutube, a*E~(k*t), {a, k}, t]
> LFitY["BestFitParameters"]

y obteniéndose asi a = 8,34586 x 10°® y k = 0,12601.

De esta forma la curva posee la siguiente expresion

f(t) = 8,34586 x 10% £012601, (3.34)
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Numero de usuarios de Youtube en el mundo
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Figura 3.11: Representacion grafica del ntimero de usuarios de Youtube en el mundo en miles de

millones.

Seguidamente, se considera de nuevo una curva como (2.7]) y se toman los valores proporcio-
nados por Mathematica a = o v k. De esta forma se obtiene que el parametro m = 3,58194 x 10%°

y por tanto la ecuacién tomaria la forma

2,98944 x 1029 £0,12601¢

t)= . 3.35
=) 3,58194 x 1020 + 8,34586 x 108 (—1 + ¢0-12601%) (3.35)

Asi, se realiza una presentacién en la que se combinan los datos usados para el estudio y la

grafica de la curva anterior, y ésta se expone en la Figura [3.12

z5=10%F
:.:uxw?E—
1.5=10% | :
1.:1::1355—

50108 f

Figura 3.12: Grafico donde los puntos representan datos recogidos y la curva se corresponde con
la representacion de ((3.35)).

Cabe destacar que con este procedimiento, se ha obtenido un valor muy elevado del pardmetro
m lo cual indica que es bastante improbable que se alcanza la capacidad méaxima de usuarios de
Youtube.
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Ademés si se atiende tanto a la Figura como a la Figura se observa que la segunda
curva es un poco més estable que la primera, y esto podria deberse a que Youtube se encuentra
establecido en la sociedad desde hace méas tiempo que Netflix, por lo que éste probablemente se

aproxime antes a su capacidad méaxima.

3.4. Crecimiento de tumores

Se comienza una nueva seccion en la que se expondra la curva de Gompertz mencionada en la
Observacion [3.8 Dicha curva es muy ttil en diversos ambitos pero especialmente en la medicina,

pues la misma se utiliza para explicar el crecimiento o evolucién de tumores.

Primeramente se expondré la funciéon de Gompertz junto con su ecuacién diferencial, lo cual

se encuentra recogido en [21].

Definicion 3.9. La funcién de Gompertz definida Vt € R sigue la siguiente expresion

y(o) =ke* (3.36)

donde tanto a como b y k son ntmeros positivos.
Para facilitar la comprension del comportamiento de la funcién anterior en la Figura [3.13

se recogen dos casos de la misma, en azul se encuentra la funcién para los valores a =b =1y

k =1/2,y en rojo se aprecia para a =b =k = 1.

#=1.0000
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2
=
(=]
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Figura 3.13: Representacion grafica de la funcion (3.36]) en [—2,10] para a = b = 1. En azul
k=1/2yenrojok=1.
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Gracias a la Figura|3.13]y a la definicién anterior es sencillo fijarse en que la y = k representa
una asintota al igual que y = 0, pero la funcién no es simétrica. Por otra parte, se tienen dos

puntos de inflexiéon uno en y = a/b y otro en el punto y = k/e.

A continuacion se muestran dos representaciones gréaficas en las que se recogen dos casos

particulares de la funciéon de Gompertz.

t=1.0000

0.8+
0.6+

0.4+

2
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(=]
e
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=

Figura 3.14: Representacion grafica de la funcion (3.36) en [—2,10] para a = k = 1. En azul
b=1/2y enrojob=1.
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Figura 3.15: Representacion grafica de la funciéon (3.36) en [—2,10] para b = k = 1. En azul
a=1/6y enrojoa=1.

Por un lado, en la Figura [3.14] se tienen dos casos en los que a = k = 1 pero se varia el
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término b, en azul b = 1/2 y en rojo b = 1. En esta situacion, se muestra de un modo sencillo
que al aumentar el parametro b la velocidad con la que crece la funcién aumenta a partir de los

valores positivos.

Por otro lado, en la Figura [3.15] se procede de manera analoga pero en este caso se toma el
término a € {1/2,1} y b = k = 1. Entonces con esto se aprecia facilmente que el parametro a

simplemente supone una variaciéon de la funciéon en el eje de las abscisas.
En cuanto a la ecuacién diferencial asociada a dicha funcién ésta se presenta a continuacion.

Definicion 3.10. La ecuaciéon diferencial de Gompertz Vi € R se define como

y'(z) = % =byln <§> : (3.37)

Ahora es momento de presentar la ecuacion diferencial que se utiliza para explicar el creci-

miento tumoral, ésta se basa en la definicién anterior y se puede encontrar en [9],

ox k
/
t)y=— = Hn| — ). 3.38
20 = 5 = et () (3.38)

En este caso es obvio que la funcién es una ecuaciéon diferencial de variables separadas expli-
cadas en la Definicion entonces sin mas que proceder como en el Ejemplo se obtiene la

solucion siguiente

k k

2(t) = ee T+ - (3.39)

ea e Tt "

Ahora se considera z(0) = xo y se calcula el valor de «, siendo asi a = In <>, de manera
Zo

que al sustituir dicho valor en la ecuacion (3.39) se deduce la solucion

rt

2(t) = k (%) . (3.40)

A continuacion se comprueba con el programa Maple que dicha solucién es la correcta.

> g = diff(x(t), t) = r*x(t)*1ln(k/x(t));

> sol := dsolve(g, x(t));

—_Clr—rt
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\2

eval(sol, t = 0);

—_Cir

z(0) =ke ®

> C := solve(x(0) = k*exp(-exp(-_Clxr)), _Cl1);

n(on()

r

\%

solucion := eval(sol, _Cl1 = C);

In (— ln(:L‘(0> ) ) —rt
k
x(t) =ke™©

> 8012 := simplify(solucion);

ok ()

Por tanto se ha visto que la solucién dada por Maple se corresponde con la calculada ante-
riormente en . Entonces gracias a la ecuacién se puede expresar el crecimiento de un tumor
siendo zg la condicién inicial, es decir, el tamaifio inicial del tumor, el pardmetro k£ el tamano
méximo que puede alcanzar el tumor y r la tasa de crecimiento, la cual es distinta dependiendo

de las células del tumor.

A continuaciéon se propone un caso particular de la funcién anterior, tomandose los valores
siguientes: g = 1078,k = 10® y r = 0,08, y se presenta en la Figura la grafica de la funcién

correspondiente

x(t) = 108 (1100;8> : (3.41)

Como se puede ver en la grafica, se produce un crecimiento considerable y de modo muy
rapido para valores de t pequenos. Esto quiere decir que en su inicio, el crecimiento del tumor se
produce de manera veloz, sin embargo, para valores de t elevados, la funcién se aproxima cada
vez més al valor maximo fijado k = 10® (tamafio maximo del tumor) de manera que la funcién

se estabiliza.
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8.% 107 4

6.% 107 4
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Figura 3.16: Representacion grafica de la solucion particular (3.41) en [0,200] para
zo= 1078 k= 10® y r = 0,08.

3.5. Sistema de clasificacion Elo

Una vez hablado del uso de las ecuaciones que son objeto de estudio en el crecimiento de
tumores, asi como en las plataformas de streaming o en la epidemiologia, se trata otro ambito
en el que son realmente ttiles las mismas. Esta aplicacién se centra en el sistema de clasificacion
Elo, que se corresponde con un método de clasificacién que en su inicio se utilizaba para clasificar

a los jugadores de ajedrez.

Este método también se ha utilizado en otras areas como puede ser en concursos o incluso en el
fatbol, pero en este caso, se hablard simplemente de como se utiliza para realizar la clasificacion
FIDE (Federacion Internacional de Ajedrez). Esta informacion se ha extraido de [18] dénde

tambien se puede ver el uso de este método en sistemas educativos adaptativos.

Para el desarrollo del ranking en la FIDE como se ha dicho se usa la clasificacién Elo, en la
cual las diferencias entre los jugadores se basan en probabilidades. Antes de comenzar, lo que se

expone a continuacion se recoge y basa en [10].

Primero se consideran tres jugadores que se denotan por z, ¥y, z de manera que x tiene una

probabilidad de puntuar sobre y, y andlogamente ocurre con el jugador y sobre 2z entonces

@y) (szy) B @) ’ (3.42)

donde P, es la probabilidad de x puntuar sobre y.

Tras esto se toman los logaritmos a ambos lados de la ecuacion, y si se denota la diferencia
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entre las puntuaciones de los jugadores x e y como sigue

P,
C In (”) = Dyy, (3.43)
Py
entonces se tendra que
DmyDyz = Dy.. (344)

Una vez obtenida esta funcion, se puede expresar la ecuacion (3.43|) que representa la proba-

bilidad de que un jugador puntie sobre otro de la siguiente forma

1

D = ma (345)

que sin mas que fijarse se trata de una variacion de la ecuacion (2.12)), donde D es la diferencia
en las puntuaciones y C' se corresponde con el intervalo de clase en la escala determinada que en

su inicio se encuentra establecida en D.

De forma analoga, se podria obtener la probabilidad de puntuar de un jugador mediante el
logaritmo en otra base, como puede ser /10, obteniéndose asi la ecuacién correspondiente

1

= T 1D (3.46)

Pp
Entonces se recogen en la Tabla [3.1] las probabilidades de puntuar de dos jugadores segtin
la ecuacion (3.46)), uno con una puntuaciéon mayor H y otro con una menor L, en funcion del

término D.

Ahora sin mas que fijarse en la misma, es sencillo ver que a mayor diferencia entre las
puntuaciones de los jugadores, D, el jugador con méas puntuacién posee una mayor probabilidad

aproximandose cada vez méas a 1 y el jugador con menos aproximéndose a 0.

Conociendo la probabilidad de puntuar, surge la duda de si existe una ecuacioén que se utilice
para obtener la puntuaciéon que adquiere un jugador después de un torneo o competiciéon. Pues

dicha funcién si existe y viene dada por lo siguiente

Ry = Ro+ K (W —W,), (3.47)

donde Ry se corresponde con la puntuacién del jugador antes del evento, R, con la puntuaciéon
tras la competicion, K es el valor en puntos de la puntuacién de una sola partida, W es la
puntuacion real de la partida y finalmente W, se asocia a la puntuacion esperada del juego en

base a Rj.

Dada dicha funcién, el parametro W se obtiene mediante la suma del ntmero de victorias

y la mitad del ntmero de empates, en cuanto al término W, se corresponde con la suma de las
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D P D P D P
H L H L H L
0-3 0.5 | 0.5 | 120-127 | 0.67 | 0.33 | 282-294 | 0.84 | 0.16
4-10 0.51 | 0.49 | 128-135 | 0.68 | 0.32 | 295-308 | 0.85 | 0.15
11-17 | 0.52 | 0.48 | 136-143 | 0.69 | 0.31 | 309-323 | 0.86 | 0.14
18-24 | 0.53 | 0.47 | 144-151 | 0.7 | 0.3 | 324-338 | 0.87 | 0.13
25-31 ] 0.54 | 0.46 | 152-159 | 0.71 | 0.29 | 339-354 | 0.88 | 0.12
32-38 | 0.55 | 0.45 | 160-168 | 0.72 | 0.28 | 355-372 | 0.89 | 0.11
39-45 | 0.56 | 0.44 | 169-177 | 0.73 | 0.27 | 373-391 | 0.9 | 0.10
46-52 | 0.57 | 0.43 | 178-186 | 0.74 | 0.26 | 392-412 | 0.91 | 0.09
53-99 | 0.8 | 0.42 | 187-195 | 0.75 | 0.25 | 413-436 | 0.92 | 0.08
60-66 | 0.59 | 0.41 | 196-205 | 0.76 | 0.24 | 437-463 | 0.93 | 0.07
67-74 0.6 | 0.4 | 206-214 | 0.77 | 0.23 | 464-494 | 0.94 | 0.06
75-81 | 0.61 | 0.39 | 215-224 | 0.78 | 0.22 | 495-530 | 0.95 | 0.05
82-88 | 0.62 | 0.38 | 225-235 | 0.79 | 0.21 | 531-576 | 0.96 | 0.04
89-96 | 0.63 | 0.37 | 236-246 | 0.8 | 0.2 | 577-636 | 0.97 | 0.03
97-103 | 0.64 | 0.36 | 247-257 | 0.81 | 0.19 | 637-726 | 0.98 | 0.02
104-111 | 0.65 | 0.35 | 258-269 | 0.82 | 0.18 | 727-920 | 0.99 | 0.01
112-119 | 0.66 | 0.34 | 270-281 | 0.83 | 0.17 | > 920 | 1.0 | 0.0

Tabla 3.1: Probabilidad de los jugadores H y L en funcién de la diferencia D en base v/10.

puntuaciones esperadas para cada partida, es decir, W, = ) P;, sin embargo, se puede calcular

de la siguiente forma aunque suponga una pequena pérdida de precisiéon
We = N Pp,., (3.48)

donde N designa al nimero total de partidas y Pp. denota la probabilidad establecida por
D¢c = R—R¢, en otras palabras, por la diferencia entre la puntuacién del jugador y la puntuaciéon

media de los rivales del mismo.

Considerando la ecuacion (3.47) se muestra que las puntuaciones de los jugadores varian en
funcion de lo sorprendente que sean las partidas. En otras palabras, cuando un jugador débil,
que posee una puntuaciéon baja, vence a uno fuerte con puntuaciéon elevada, se supone que es

sorprendente, por tanto el cambio en la puntuacién sera cuantioso.

Para ejemplificar este sistema y asi mejorar su compresion, se expone a continuaciéon un
ejemplo de un caso particular basado en un ejemplo de [I0], en el que se quiere obtener la

calificacién final de un jugador tras un torneo.
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Ejemplo 3.11. Se considera un jugador de ajedrez que antes de un torneo posee una puntuacion
de Ry = 2657. En la competicién se enfrenta contra 12 oponentes con una puntuacién media
Rc = 2512, de manera que asi Do = 145, y entonces segiin la Tabla se deduce que Pp, = 0,7.

Teniendo en cuenta esto y la ecuacion ([3.48|) se obtiene
We=12-0,7 =84, (3.49)

y como en competiciones internacionales se toma K = 10 y la puntuacion final del jugador en la
competicion fue W = 9,25 se otiene el valor esperado considerando la funcion (3.47))

Ry, = 2657 + 10 (9,25 — 8,4) = 2665,5. (3.50)

Con todo esto se finaliza el capitulo donde se ha demostrado la importancia y lo interesante
que es a nivel préctico la ecuacion diferencial logistica, pero principalmente su solucion particular,

la funciéon logistica.
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