S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Grao

Formulas de cuadratura.
Aplicaciéon ao calculo de coeficientes
de Fourier

Aroa Rodriguez Rodriguez

2020/2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






GRAO DE MATEMATICAS

Traballo Fin de Grao

Formulas de cuadratura.

Aplicaciéon ao calculo de coeficientes
de Fourier

Aroa Rodriguez Rodriguez

2020/2021

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






Traballo proposto

Area de Conecemento: Mateméatica Aplicada.

Titulo: Formulas de cuadratura. Aplicaciéon ao calculo de coeficien-

tes de Fourier.

Breve descricion do contido

e Concepto de formula de cuadratura. Grao de precision.
e Converxencia superalxébrica da féormula do trapecio composta.
e Aplicacion ao calculo dos coeficientes de Fourier.

e Transformada de Fourier via FFT.

Recomendacions

Outras observacions

Titor: Oscar Lopez Pouso.

IT1






Indice xeral

Resumo VIII
Introducion X1
1. Concepto de férmula de cuadratura. Grao de precisiéon 1

1.1. Férmulas de tipo interpolatorio polinémico . . . . .. . .. ... ... ... 2

1.2.

1.3.

1.1.1. Propiedades dos coeficientes de cuadratura cando os nodos estan

simetricamente distribuidos . . . . ... ... Lo )
Formulas de Newton-Cotes . . . . . . . . .. ... o 6
1.2.1. Calculo dos coeficientes . . . . . . .. ... 7
1.2.2. O erro das formulas de Newton-Cotes . . . . . .. .. ... .. ... 9
Formulas compostas . . . . . . . . L L 10

2. Método de Romberg e casos de converxencia superalxébrica da férmula

do trapecio composta 13
2.1. Extrapolacién de Richardson . . . . . .. .. oo oo 13
2.2. Formula de Euler-Maclaurin . . . . . . . . . .. ... ... ... . ... .. 16
2.2.1. Método de Romberg . . . . . ... ... oL 17

2.3. Superconverxencia e converxencia superalxébrica da férmula do trapecio
CompPosta . . . ..o e e e e e 19
3. Aplicacién ao céalculo de coeficientes de Fourier 23
3.1. Funciéns periddicas . . . . . . . .o 23
3.2. Series de Fourier . . . . . . .. . .. .. 24
3.2.1. Series de Fourier para funciéns de perfodo 27 . . . . . . . . ... .. 24
3.2.2. Serie de Fourier en notacién complexa . . . . . . ... ... ... .. 27
3.3. Converxencia das series de Fourier . . . . . . .. .. ... ... .. ..... 28
3.3.1. Velocidade de converxencia das series de Fourier . . . .. ... ... 31

v



VI

3.4.

INDICE XERAL

Célculo dos coeficientes de Fourier mediante integraciéon numérica . . . . . .

4. Transformada discreta de Fourier via FFT

4.1.
4.2.

4.3.
44.

Introducién 4 transformada de Fourier . . . . . . . ... .. .. ... .. ..
Transformada discreta de Fourier (DFT) . . . . . ... ... . ... ... ..
4.2.1. Relacién cos coeficientes de Fourier . . . . . . . . .. ... ... ...
Transformada rapida de Fourier (FFT) . . . ... ... ... ... ... ...

Aproximacién dos coeficientes de Fourier mediante a DFT via FFT . . . . .

5. Resultados numéricos

5.1.
9.2.

9.3.

0.4.
5.5.

Aproximacién dos coeficientes de Fourier dunha funcién discontinua . . . . .
Aproximacién dos coeficientes de Fourier dunha funcién continua pero non
diferenciable . . . . . . ...
Aproximacion dos coeficientes de Fourier dunha funcién de clase C' pero
non C2 . .
Aproximacion dos coeficientes de Fourier dunha funciéon de clase C*°

Conclusions . . . . . . . o

Bibliografia

35
35
36
37
38
41

45
45

48

51
23
o6

59






VIII INDICE XERAL



Resumo

Neste traballo presentaremos diferentes formulas de cuadratura, centrandonos na, fér-
mula do trapecio composta e con especial interese nun tipo de converxencia que esta pre-
senta, chamada converxencia superalxébrica, onde se mellora a orde 2 de converxencia.
Tras iso, introducirémonos nas series de Fourier, veremos como obter os coeficientes da
citada serie empregando formulas de cuadratura e abordaremos algiins resultados en canto
4 converxencia. Mais tarde, pasaremos a estudar a transformada discreta de Fourier (DF'T)
e un algoritmo para calculala de maneira rapida e eficaz, chamado transformada réapida de
Fourier (FFT). Finalmente, implementaremos un método que faré uso da FFT para cal-
cular os coeficientes de Fourier mediante a férmula de cuadratura do trapecio composta,

rematando con varios casos practicos nos que daremos fe da eficacia do método.

Abstract

In this work we will present different quadrature rules, focusing on the composite tra-
pezoidal rule and paying special attention to the superalgebraic convergence, a type of
convergence where the order 2 of convergence is improved. After this, we will introduce
the Fourier series, we will see how to obtain the coefficients of such series using quadrature
formulas and we will discuss some results about convergence. Afterwards, we will study the
discrete Fourier transform (DFT) and an algorithm to compute it quickly and efficiently,
called the fast Fourier transform (FFT). Finally, we will also implement a method that
will make use of the FFT to calculate the Fourier coefficients by means of the composi-
te trapezoidal rule, ending with several practical cases in which we will demostrate the

effectiveness of the algorithm.

IX






Introducién

Unha serie de Fourier é unha serie infinita que xorde da necesidade de obter informacién
dunha funcién periédica e continua a cachos. Estas series son unha ferramenta basica
no campo da analise matematica; as stas aplicacidéns inclien os ambitos da enxenarfa
eléctrica, a andlise vibratoria, o procesamento de sinais e imaxes, a comprension de datos e
a resolucion dalgunhas ecuaciéns diferenciais en derivadas parciais sumamente importantes
como a ecuacién da calor ou a ecuacién de ondas, permitindo obter soluciéns practicas na
teoria da transmisiéon da calor, na teorfa de placas ..., etc.

A idea subxacente a unha serie de Fourier seria, dada unha funciéon f(t) dependente da
variable tempo, descomponela nunha suma infinita de funciéns sinusoidais simples. E dicir
expresarase a funcion f(t) en termos de senos e cosenos,

F#) =5+ (ancos(nt) + bysin(nt)) , (1)
n=1

@0
2
onde {an}, ey € {bn} ey s0n 08 denominados coeficientes de Fourier. Durante este traballo
desenvolveremos o tema empregando funcions periodicas definidas no intervalo [—m, 7], e
veremos que estes coeficientes adoptan as expresions

ap = — ! f(t)cos(nt) dt, b, =— ’ f(t)sin(nt) dt  para n € N. (2)

g - m

A problemética xorde cando estas integrais non son faciles de calcular, ben porque non
temos unha expresion analitica da funcién, ou porque simplemente as integrais non chegan
a ter unha forma definida. Aqui é onde toma un papel fundamental a integracién numérica

para poder aproximar coa maxima precision posible estes coeficientes.

Faremos uso das formulas de cuadratura para aproximar estas integrais. Introduciremos
os diferentes tipos de férmulas de cuadratura ca orde de converxencia correspondente, pero
0 noso interese estard enfocado na regra do trapecio composta, da cal estudaremos as
propiedades mais importantes. Tras demostrar que a férmula do trapecio composta ten

orde 2 de converxencia, explicaremos un método que permite mellorar esta orde e daremos

XI



XII INTRODUCION

conta de certos casos nos que a propia férmula, sen aplicaciéon de ningin método adicional,
ten por si mesma orde maior que 2. En relacién con isto, enunciaremos a férmula de
Euler-Maclaurin, e grazas a ela descubriremos a gran precision que proporciona a formula
do trapecio composta cando se integran funciéns periddicas regulares nun intervalo de
lonxitude o periodo. Afinando, poderemos chegar a concluir que esa férmula de cuadratura

ten orde de converxencia 2k + 2 cando
fec®2(—ma]) e A V(—m) =f"V(m),1=1,. k (3)

Isto denominarémolo superconverxencia da férmula do trapecio composta, e sera clave para
crear o método que aproxime con precision as integrais que dan lugar aos coeficientes de
Fourier.
Seguidamente, introducirémonos na area da transformada de Fourier, concretamente na
transformada discreta de Fourier (DFT), que non sera maéis que traballar cun conxunto de
valores da funcién. Verase a relacion que esta ten co calculo dos coeficientes de Fourier,
resultando que
eikﬂ’
C = Yk, (4)
n

sendo ¥ a transformada discreta de Fourier e ¢, os coeficientes de Fourier se expresamos

a serie de Fourier (1) en notacién complexa, é dicir
0 .
f)y= > cpe™. (5)
k=—o00

Analizaremos o custo computacional que supon calcular os coeficientes con este método
para motivar o que se chama transformada rapida de Fourier (FFT), un algoritmo que nos
permite calcular a DFT cun custo moito menor.

Finalmente, tras explicar como calcular os coeficientes de Fourier mediante a DFT via FF'T
usando a féormula de cuadratura do trapecio composta, recéllense unha serie de resultados
numeéricos que proban a eficacia do método implementado para aproximar os coeficientes

de Fourier e, consecuentemente, a propia funcién f.



Capitulo 1

Concepto de féormula de cuadratura.

Grao de precision

Introduciremos as formulas de cuadratura e analizaremos o grao de precisiéon que es-
tas presentan facendo uso da referencia bibliografica [1]. A integraciéon numeérica é unha

ferramenta de grande utilidade para obter valores aproximados de integrais definidas

b
1(f) = / f(z) dz (11)

onde (a,b) C R é un intervalo acotado e non baleiro.

Esta necesidade xorde por distintos feitos: integrais que non poden calcularse explicita-
mente, ben porque o integrando non ten unha primitiva expresable analiticamente, ou tena
pero o seu calculo e dificultoso ou impreciso debido a erros de redondeo, ou tamén porque
dito integrando s6 se conece dunha forma discreta (por exemplo valores experimentais).
Tendo en conta que unha integral é o limite de sumas cuxo ntimero de sumandos tende a
infinito, consideramos natural a idea de que a sta aproximacién sexa unha suma finita de

mostras do integrando, f(z;), ponderadas con pesos A;.

Definicion 1.1. Consideremos n puntos distintos 1 < ... < x, nos que f estd definida e

é avaliable. Unha férmula do xeito
Qu(f) = Aif(x:) (1.2)
i=1

denominase férmula de cuadratura. Os puntos x; son os nodos ou puntos de cuadratura,

e 0s A; son os pesos ou coeficientes de cuadratura.



2 CAPITULO 1. FORMULAS DE CUADRATURA. GRAO DE PRECISION

Como mencionamos, a férmula de cuadratura @, (f) ofrécenos unha aproximacion da
integral I(f). Asi, parece natural expresar o erro de cuadratura ou de truncamento, deno-

tado por E,(f), como aquela cantidade que cumpre

I(f) = Qn(f) + En(f) (1.3)

O problema principal que se plantexa é como tomar os nodos e os coeficientes de forma
axeitada para que Q,(f) sexa unha boa aproximacion de I,(f), dito doutro xeito: como
conseguimos o menor erro, E,(f), posible?

Debemos ter en conta que a maioria das regras de cuadratura baséanse na interpolaciéon
polinémica, substituindo o integrando polo polinomio que interpola a f(x) nos nodos.
Polo tanto, a precisién da aproximacién esta intimamente ligada & capacidade da regra de

integrar exactamente polinomios. De ai xorde o concepto de grao de precision.

Definicion 1.2. Diremos que unha férmula de cuadratura ten grao de precision m
(m € NU{0}) se:
E,(zF) =0 para k=0,1,...,m, (1.4)

En (™) #£0. (1.5)

O erro E,(f) é unha funcion lineal de f, isto é&: E,(f+g) = E,(f)+ En(g) e E,(\f) =
AE,(f):
Extraemos ademais da definicion que, se unha férmula de cuadratura ten grao de precision
m, entén é exacta en P,,, isto é, integra exactamente os polinomios de grao < m. Asi
mesmo, unha férmula de cuadratura ten grao de precision m se, e s6 se, m & o maior

enteiro para o cal a formula é exacta en P,,.

Observacion 1.3. Se se cumpre a condiciéon (1.4), é inmediato que o grao de precision sera
> m. Neste caso diremos que a férmula ten polo menos grao de precision m. E claro,
pola linealidade do erro, que unha férmula ten polo menos grao de precisién m se, e s6 se,

é exacta en P,.

1.1. Foérmulas de tipo interpolatorio polinémico

Sexan n puntos distintos

21 < < Ty (1.6)

nos que f estd definida e é avaliable, e sexa p o polinomio de interpolacion de f relativo a

eses puntos. Entén p é o tnico polinomio de grao < n — 1 tal que

p(xi) = f(z;) parai=1,...,n. (1.7)
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Definiciéon 1.4. Chamamos férmulas de tipo interpolatorio polinémico (i. p.) as

formulas obtidas ao aproximar f; f(z) dx por f;p(x) dx, isto é:

b b
/ f(x) dx%/ p(x) dz. (1.8)
E cofiecido o seguinte resultado.

Teorema 1.5 (caracterizaciéon das formulas de tipo i. p.). Unha formula de cuadra-
tura de n nodos, > | A; f(x;), € de tipo i. p. se, e s6 se, ten polo menos grao de precision

n—1.

Observacién 1.6. En virtude do teorema anterior, sabemos que toda férmula de cuadratura

de tipo i. p. de n nodos ten, polo menos, grao de precisién n—1. Ademais, debemos salientar
) ) )

que existen formulas de n nodos que tefien grao de precisién maior que n— 1; estas formulas

son denominadas superexactas.

Noétese que deste teorema podemos extraer un método para o calculo dos coeficientes
A; da nosa formula de tipo i. p. Serd o chamado método dos coeficientes indeterminados.
Método dos coeficientes indeterminados

Sexan os nodos x1 < ... < p. Lembremos que unha férmula de cuadratura ten polo

menos grao de precisién n — 1 se integra exactamente os polinomios de P, ou, equiva-

lentemente, os monomios z* onde k = 0,...,n — 1. Agora, tefiamos en conta que
b ph+1 k+1
k —a
¥ dr = ————. 1.9
/a k+1 (1.9)

Para que a nosa formula de cuadratura (1.2) sexa de tipo i. p. é necesario e suficiente (polo
Teorema 1.5) que tena polo menos grao de precision n — 1. Asi pois, os coeficientes seran

solucién do sistema lineal

n . bk+1_ak+1
;Aixi =1 con k=0,...,n—1, (1.10)
isto €,

A + Ay + ...+ A, = b— a,

b2 — a?

A1 + Aoxs + ... + Anx, = 5 s
(1.11)

b" —a™

Ayt 4 At L+ A=
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Por ser os nodos n puntos distintos, este sistema sempre ten solucién tnica. En poucas pa-
labras, cando hai que determinar n pesos, plantexamos un sistema imponendo a integracion
exacta dos n monomios de grao 0 ata grao n — 1, obtendo asi un sistema lineal n x n. Asi e
todo, a matriz asociada ao sistema (1.11) adoita volverse mal condicionada a medida que
o ntumero de nodos aumenta, o cal provoca unha mala precisién no método dos coeficientes
indeterminados. En realidade, a problematica non son as aproximacions dos coeficientes,
senén o tipo de férmulas de cuadratura que vimos ata agora, aquelas que se basean na
integracion do polinomio de interpolacion en todo o intervalo (férmulas simples).

As mellores aproximacions de integrais definidas mediante métodos de cuadratura acadanse
dende as formulas de baixo grao de precision, isto é: de poucos nodos. Asi, as formulas que
tefien un verdadeiro valor practico son aquelas que empregan repetidamente féormulas de
baixo grao de precision en pequenas subdivisions do intervalo, 4s que chamaremos férmulas

compostas.

Exemplo 1.7 (Férmula do trapecio). A férmula do trapecio é unha férmula de cua-
dratura de tipo i. p. de dous nodos, n = 2, empregando asi unicamente os valores extremos

do intervalo (a,b), (1 = a,z2 = b). Fixdndonos na formula (1.2), sera do xeito:

b
/ f(2) do ~ Ay f(a) + Asf (D). (1.12)

Imos calcular explicitamente os coeficientes.

> Método dos coeficientes indeterminados.

En virtude do Teorema 1.5 sabemos que a féormula (1.12), por ser de tipo i. p., ten polo
menos grao de precisiéon n — 1 = 1. Polo tanto, debe integrar exactamente os polinomios

de grao 0 e de grao 1. Impofiendo esta exactitude obtemos un sistema do tipo (1.11):

A+ Ay = b—a,
b2 — 2 (1.13)

a

2

Ara + Ayb =

Onde os coeficientes A1 e Ao son solucién do sistema. Resolvéndoo, vemos que

Ay = Ay = . (1.14)

Polo tanto, volvendo a (1.12), obtense a férmula

b —a
[ #a@) do =230 (1la0) + 500, (1.15)

Chegando asi a0 mesmo resultado, a férmula do trapecio.
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Observacion 1.8. Esta formula ten, por construciéon, polo menos grao de precision 1. E
mais, podese comprobar facilmente que ten exactamente grao de precision 1 (ao non ser

exacta para z2). Comprobarémolo de novo mais adiante, a partir da expresiéon do erro.

Exemplo 1.9. Vexamos mais formulas simples de cuadratura.
> Formula do punto medio ou de Poncelet.

E unha féormula de tipo i. p. de n = 1 nodo, tomando o punto medio do interalo (a, b). Asi:

/abf(m) do ~ Ay f <a;b>. (1.16)

E do mesmo xeito que no exemplo anterior, obtemos que A; = b — a.

> Formula de Simpson.
E unha féormula de tipo i. p. de n = 3 nodos relativos novamente ao intervalo (a,b), onde

T = a,ry = %P 15 = b. Asi pois, temos que

2
/abfu) dr 0 [f(a) +4f ( 5 b) + f(b)] . (1.17)

6 2

Observacion 1.10. Por construcién, a féormula do punto medio ten polo menos de grao de
precision 0; méis ainda, pédese comprobar que ten grao de precision 1. Asemade, a férmula
de Simpson ten polo menos grao de precisién 2, pero tamén se pode comprobar que ten

grao de precision 3. Son ambas, polo tanto, exemplos de formulas superezactas.

1.1.1. Propiedades dos coeficientes de cuadratura cando os nodos estan

simetricamente distribuidos

A partir de agora consideraremos os nodos de xeito que estes estean simetricamente
distribuidos respecto ao punto medio do intervalo.
Esta escolla particular da distribuciéon dos nodos ten unha gran valia practica & hora
de calcular os coeficientes dun xeito mais doado. Tocante a esta cuestiéon, enunciamos a

seguinte proposicion.

Proposicion 1.11. Suporiamos que 0s nodos dunha férmula de cuadratura de tipo i. p.,
Yoy Aif(x;), estdn simetricamente distribuidos respecto ao punto medio do intervalo de
integracion, isto €,

_a+b_a—|—b
2 2

T; = Tp—(i—1) para i=1,...,n. (1.18)

Enton
Ai = Ap_(i—1) parai=1,...,n. (1.19)
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1.2. Foérmulas de Newton-Cotes

Este escrito comezou vendo que dado un namero calquera de nodos, n, podemos cons-
truir unha féormula de cuadratura de n puntos e grao de precision polo menos n — 1. Vimos
unha pequena pero valiosa propiedade acerca das formulas cuxos nodos estén simetricamen-
te distribuidos respecto ao punto medio do intervalo de integracién [a, b]; un subconxunto

destas regras de cuadradura reciben o nome de formulas de Newton-Cotes.

Definicion 1.12. Chamanse formulas de Newton-Cotes &s formulas de cuadratura de
tipo i. p. que se obtefien cando os nodos z1, ..., z, estin equiespaciados mediante un paso
h, de xeito que ©; = x1 + (i — 1)h para i = 1,...,n e ademais a = x1 — kh e b = x,, + kh

onde, ou ben k£ = 0 nas daas igualdades, ou ben k& = 1 nas duas igualdades.

Unha férmula de Newton-Cotes pode escribirse como

b Tn+kh n
/ f(z) do = / Fo) de =" Aif(er+ (= Dh) +B(f),  (1.20)
a r i=1

1—kh

onde

A= /bli(w) dx = /%ﬁkh li(x) dz. (1.21)

1—kh
Observacién 1.13. Tefiamos en conta que estas férmulas estan nas hipéteses da Proposicién
1.11, co cal
Ai = Ap_(i-1) para i=1,...,n. (1.22)

En funcién dos dous valores posibles de k, distinguimos dous tipos de férmulas de

Newton-Cotes.

Definicion 1.14. Chamamos férmulas de Newton-Cotes de tipo pechado a aquelas

nas que k = 0, é dicir, se 1 = a e x,, = b. Neste caso,

ri=x1+ (@ —1h=a+(G—1)h para i=1,...,n, (1.23)
b—a=x,—x = (n—1)h, (1.24)
b—a
h = . 1.2
— (1.25)

Definicion 1.15. Chamamos férmulas de Newton-Cotes de tipo aberto a aquelas nas
que k = 1, é dicir, se x1 = a + h e x,, = b — h. Neste caso os extremos do intervalo de

integracién non son nodos da formula. E temos que

zi=x1+ (i—1)h=a+ih para i=1,...,n, (1.26)

b—a=xp,+h—(r1—h)=z,—x1+2h=(n—14+2)h=(n+1)h, (1.27)
b—

[ ——— (1.28)

n+1
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En ambos casos as formulas quedan determinadas por

ri=a+(i—1+k)h para i=1,...,n, (1.29)

b—a
h=——. 1.
n—1+ 2k (1.30)

1.2.1. Calculo dos coeficientes

Xa vimos na seccién anterior un método para o célculo dos coeficientes de cuadratura,
o método dos coeficientes indeterminados. Cando se traballa con este tipo de formulas, a
simetria dos coeficientes (A; = A,,_(;_1)) resulta especialmente practica, pois as ecuacions
do sistema que resulten de impoiier a exactitude das férmulas para as funcions =™ con m
impar resultan redundantes e polo tanto non se tenen que ter en conta. A continuacion,

ilustremos a obtencion das formulas mais simples (as que empregan 1, 2 e 3 nodos).

Exemplo 1.16 (Féormula de Newton-Cotes aberta de 1 nodo). Estamos no caso de

ter
b
[ #@) o~ igio) (1.31)

onde z1 = “TH’ ¢ o punto medio do intervalo de integracioén, e o paso é obviamente h = b—a.

Por construcién sabemos que ten polo menos grao de precisiéon 0, imponiemos logo exacti-

tude na integraciéon de constantes e obtemos a ecuacién
Ay =b—a. (1.32)

Polo tanto
a+b

/ " f(a) i~ (b a)f ( ) — hf(w1). (1.33)

E a chamada férmula do punto medio ou férmula de Poncelet.

Exemplo 1.17 (Férmula de Newton-Cotes pechada de 2 nodos). Estamos no caso
de ter

b 2
| @) dom Y s (1.34)
a i=1

onde 1 =a,xz9o=beopaso é h=>b—a.
Como os coeficientes son invariantes por traslaciéns, podemos suponer, por comodidade,
que

a=x1 =0, b=x9=h. (1.35)
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Ademais, pola simetria dos coeficientes (Proposicion 1.11) sabemos que Ay = Ay. Agora,
sabemos que esta férmula terd polo menos grao de precisién 1, en particular grao de

precision 0, logo cumpre a ecuacion
A1+ Ay =b—a, (1.36)

que por simetria € 24; = b — a. Co cal

(1.37)

Obtendo

b —a
[ #a) do = 0@+ 10) = S (F ) + S 2), (1.33)

E a chamada férmula do trapecio.

Exemplo 1.18 (Férmula de Newton-Cotes pechada de 3 nodos.). Estamos no caso

de ter

b 3
[ @) dom Y aifan) (1.39)
a i=1
onde:pl:a,q:gz‘%rb,xg:beopasoéh:b%.

Novamente, por simetria e invariancia por traslacions dos coeficientes temos que
Ay = As, a=x1=0, xo = h, b=x3 = 2h. (1.40)

Agora, sabemos que esta formula ten polo menos grao de precisién 2, polo tanto os

coeficientes A1, As obténense de resolver o sistema

241 + Ay = b—a,
b? — a?

Agh 4+ A12h = 5 R (141)
b3 o CL3

Ay4h? + Ash? =

Como mencionamos ao comezo, grazas a simetria dos coeficientes a ecuacion que resulta de
imponer exactitude en " con m impar resulta redundante e non aporta informacién. No
noso caso ¢ a segunda ecuacion a que non imos ter en conta (resultante de impor exactitude

para o monomio de grao 1). Co cal, resolvendo temos

b—a _2(b—a). (142)

obtendo

a+b
2

[~ P s+

. )+ £0) = () + 45 Gaa) + ). (143)
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1.2.2. O erro das formulas de Newton-Cotes

Anteriormente, xa calculamos o erro da formula do trapecio (de 2 puntos) mediante o
Teorema 1.5, pois non ten ningtin nodo no intervalo (a, b). Pola contra, o resto das formulas
de Newton-Cotes tefien todas algtn dos seus nodos neste intervalo, co cal non podemos
empregar con elas ese resultado. Por iso enunciaremos uns teoremas propios para este tipo

de regras de cuadratura.

Teorema 1.19 (representacion do erro para as formulas pechadas de Newton—

Cotes). Para as formulas de Newton-Cotes pechadas cimprese que:

1. Se n é impar e f € C""Y([a, b)), emiste £ € (a,b) tal que

pt2 fn+1)

n—1
E(f) = M/O 2t —1)-(t — (n—1)) dt. (1.44)

2. Sen épare feC(a,b]), eviste £ € (a,b) tal que

ptl fn)

n—1
E(f) (’5)/0 tt—1)(t— (n— 1)) dt. (1.45)

n!
Teorema 1.20 (representacion do erro para as formulas abertas de Newton-Co-

tes). Para as formulas de Newton-Cotes abertas cimprese que:

1. Se n é impar e f € C""Y([a, b)), existe £ € (a,b) tal que

n+2 rn+1) n
E(f) :W/_ltz(t—l)...(t—(n—l)) dt. (1.46)

2. Sen épare feC(a,b]), eviste £ € (a,b) tal que

pn+1 n) n

E(f) = f'@)/ tt—1)...(t—(n—1)) dt. (1.47)
n. -1

Observacion 1.21. Destes teoremas deducese que cando o nimero de puntos é par o grao

de precisién da férmula é n, mentres que cando o nimero de puntos é impar o grao de

precision da formula é n + 1 (son superexactas).

Un concepto que cobrara relevancia mais adiante é o de orde de precisidon ou orde de
converzencia, ese & o motivo polo cal os erros dos teoremas anteriores estan expresados en
funcién dunha potencia do paso h. Vexamos como aplicar o teorema correspondente para

calcular o erro da formula do trapecio.
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Exemplo 1.22 (Erro da férmula do trapecio). Consideremos a féormula do trapecio

b —a
[ #a) o =20 @) + 50 + EC) (1.48)

onden=2,h=b—a,x1 =aexo=>0.
E unha formula de Newton-Cotes pechada con n par, entén se f € C%([a,b]), por (1.45),
existe £ € (a,b) de xeito que

3 £2) 1
E(f) = hfm(f)/o t(t — 1) dt. (1.49)

Calculando a integral obtemos o erro da regra do trapecio:

_ W27 (€) -1 _ih?)f”(g)_ (1.50)

E(f) 2 6 12

1.3. Foérmulas compostas

Sabemos por apartados anteriores que a precisién obtida mediante unha regra de cua-
dratura no célculo dunha integral definida mellora sensiblemente coa diminucién da lon-
xitude do intervalo de integracion. Dado que o intervalo de integraciéon é un dato fixado
que non podemos modificar, a idea central para mellorar a precisiéon dunha férmula de
cuadratura (incluso se a funcion do integrando oscila varias veces no intervalo) é dividir
o intervalo de integracion en subintervalos (normalmente da mesma lonxitude), aplicar a
regra en cada un destes novos intervalos e sumar os resultados obtidos. Este proceso da
lugar 4s denominadas férmulas compostas. Para comezar, veremos cal é a idea xeral
para a construcién destas férmulas.

Suponamos querer aproximar f; f(z) dz, onde (a,b) é un intervalo acotado. Imos dividir

o intervalo [a,b] en m subintervalos

[yjayj+l] j = 1,...,m (151)

da mesma lonxitude H = %, ondey;=a+(j—1)Hconj=1,...m+1(asiyi=ae

Ym+1 = b). Enton temos que

b m Yj+1
/ f(x) dx:Z/y f(x) da. (1.52)
a j=1 j

Yj
Agora, en cada subintervalo [y;,y;+1] aproximamos fyy_j“ f(z) dx cunha férmula de
J
cuadratura simple, neste caso empregaremos unha de Newton-Cotes pechada de n puntos,
é dicir:

Y

[ @) de =Y AP s+ - ) + B9, (1.53)
1=1
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.. H . T . .
onde agora o paso ¢ h = ~5. (Hai que ter en conta que os superindices (j) son simplemente
notaciéon para indicar que son os termos asociados ao intervalo [y;, y;+1]; de feito, algunhas
veces non apareceran por comodidade.)

Unha vez chegados a este punto, en cada subintervalo empregamos as férmulas simples

vistas ata agora, e polo tanto son aplicables tédolos resultados de capitulos anteriores.

Exemplo 1.23 (Férmula do trapecio composta). Calculemos a integral fab f(x) dz
mediante a férmula do trapecio composta.
Dividimos o intervalo [a, b] en m subintervalos de lonxitude H = b‘ﬁ, obtendo entén m 41

nodos Y1, ..., Ym+1-

Apliquemos a formula do trapecio simple a cada subintervalo, é dicir, 4 integral

/yj+1 f(z) dx (1.54)

Yi
onde 7 =1,...,m. Teriamos entén que
Y2 h
Para [y1,12] = [a, y2] — f(z) dz ~ §(f(a) + f(y2)),
Y3 h
Para [yz, y3] — fla) de~ S (f(y2) + f(ys)),

Y2

2
onde h é claramente h = H, posto que a regra do trapecio emprega s6 dous puntos. E

b
Para [gm: ymea] = g, b — / F(@) dr~ " (fgm) + £O)),

dicir: o paso é a lonxitude do intervalo.

Agora, sumando tédalas aproximaciéns temos que:

b
[ #@) dom G 15+ 26 m) + -+ 25 ) + 10 (1.55)

e agrupando termos (n6tese que os valores da funcion evaluada nos nodos intermedios do

intervalo aparecen daas veces):

m

b
[ #@) dom Sirt@) + 500+ 1Y Fwy). (1.56)

=2

En canto ao erro, é evidente que este serd a suma de tédolos erros cometidos en cada
subintervalo ao aplicar a férmula simple, e, como xa sabemos, o erro en cada intervalo

serd, se f € C*([yj, yj+1)), 5
B (f) =~ (6), (1.57)
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para certo & € (y;,y;+1). Este é o erro cometido en cada subintervalo, polo tanto en [a, b]

0 €eITo sera
m 4 h3
> E(f) = —m (). (1.58)
j=1

Asi, tendo en conta que h = H = b‘ﬁ temos que m = I’_T“, o que substituindo na expresion

anterior proporciénanos o erro da férmula do trapecio composta:

b

B(f) = ——5-h*f"(©). (1.59)

O relevante da expresién anterior é a orde de converxencia ou precisiéon. Notese que se se

escollemos K unha constante axeitada, é claro que:
E(f) < KI?, (1.60)

o cal significard que a férmula do trapecio ten orde de converxencia 2, polo que se podera

denotar o resultado simplemente mediante
E(f) = O(r?), (1.61)

dicese que a orde é un “O grande” de h?.

Disto extraemos dias conclusiéns importantes:

> A orde de converxencia da férmula composta é a magnitude que a efectos practicos ten
sentido manexar, xa que a lonxitude do intervalo de integracion (b — a) ¢ unha magnitude
fixa na practica. Polo tanto, se reducimos a4 metade (factor 2) o paso h, dividindo asi cada
subintervalo pola metade, a cota do erro diminte nun factor de 22 = 4. E dicir, o erro

queda dividido por 4 simplemente dividindo o paso 4 metade.

Observacién 1.24. En xeral, se temos unha férmula composta cun erro de orde O(h?) e
multiplicamos o ntmero de intervalos por un ntmero natural ¢, o que estamos a facer é
diminuir o paso h nun factor ¢. E dicir, estamos considerando para o mesmo intervalo un

novo paso, ﬁ, tal que h = %’ e polo tanto o erro queda dividido por ¢P.



Capitulo 2

Método de Romberg e casos de
converxencia superalxébrica da

formula do trapecio composta

Neste capitulo desenvolveremos diferentes métodos nos que se mellora a orde 2 de con-
verxencia na formula do trapecio composta apoiandonos en [1]. Para comezar, explicaremos

algiins métodos que nos seran de utilidade para entender o obxectivo do texto.

2.1. Extrapolacién de Richardson

A extrapolacion de Richardson é unha técnica recursiva que combina dias aproxima-
ciéns para obter unha terceira, mellorando asi a orde de converxencia.
Sexa g unha cantidade descofiecida que aproximamos por unha cantidade calculable A(y),
con y > 0. Suponamos que, para un certo k € N, o valor A(y) admite un desenvolvemento

asintdtico de A en potencias de y, isto é, admite o desenvolvemento

Aly) = ag + oy + aoy® + - + agpy® + O@FY), (2.1)
onde os coeficientes aq, ..., ai son independentes de y. Notese que enton
lim A(y) = ap. (2.2)
y—0

Observacion 2.1. Se A(y) — ap = O(hP) diremos que A(y) ¢ unha aproximacion de ag de

orde p con respecto ao parametro y.

Ademais
A(y) — ap = any + O(y?). (2.3)

13
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Polo tanto, A(y) ¢ unha aproximacion de «g de, polo menos, orde 1 con respecto ao para-
metro y, e é exactamente de orde 1 se ay # 0. A extrapolacion de Richardson permitiranos

obter aproximaciéns de ag de orde maior que 1.

Descricion da extrapolaciéon de Richardson

Describimos o método e forma xenérica.

Partimos de

Po(y) = A(y). (2.4)
Agora construimos, paran=20,...,k — 1,
Gn(ry) — " (y)
Sni1(y) = =1 (2.5)
Temos o seguinte resultado.
Proposicion 2.2. Paran =0,...,k, ¢pn(y) ten un desenvolvemento da forma
bn(y) = o + /Bn,n+lyn+1 + et /Bn,kyk + O(yk+1) (2.6)

Demostracion. Probaremos o resultado por inducién.

Para n =0, (2.6) é valida con
Bos = I=1,.. k. (2.7)
Suponamos certa (2.6) para un certo enteiro n, con 0 < n < k — 1. Enton:
Sn(ry) = a0 + Buaerr™ Y T 4 Bugaar™ Py e g Bty O (28)

e, por (2.5),
n-—+2 n+1 k Tn-l—l

T T T
¢n+1(y) = + ﬁn,n—i—ZmynJrQ + -+ 5n,kmyk + O(yk+1), (29)

isto €,

¢n+1 =aqap+ Bn+1,n+2yn+2 + -+ ﬁn—&-l,kyk + O(yk+1)v (210)
onde
rb — pntl
ﬁn—i—l,l :ﬁn,lm l:n+2,...,k. (211)

Con isto queda demostrado, pois a expresion obtida é un desenvolvemento do mesmo tipo

que (2.6), con n substituido por n + 1. O

Para n = k£ temos
or(y) = ag + O(y* ) (2.12)
e xa non se poderia continuar o proceso.

Observacion 2.3. A ecuacion (2.6) en particular implica que, para calquera n, 0 < n < k,

bn(y) = ap + O(y™ ). (2.13)
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Implementacion do método

Na préactica, tomamos un valor yg > 0 e queremos calcular a aproximacion ¢y (yo) para
un certo M fixado de anteméan onde 1 < M < k. O proceso describese do seguinte xeito:
1. Calculamos ¢o(yo) = A(yo)-

2. Calculamos ¢ (ryo) = A(ryo), e entén

#1(yo) = ¢0(Ty0i : :gbo(yo). (2.14)

Se M =1, o proceso remata aqui.

3. Calculamos, por orde, primeiro ¢o(r?yo) = A(r?yo) e despois

~ do(ryo) — rdo(ryo)

¢1(ryo) = T (2.15)
€ 2

ba(yo) = 2 (Tyoi — :;bl w0) (2.16)
Se M = 2, o proceso remata aqui.
4. Calculamos, por orde, primeiro ¢o(r3yg) = A(r3yo) e despois

3, ) _ 2 2,V _ .2
61(r%0) = ¢o(r yo)1 _r:ﬁo(r yo), ba(ri) = ou(r yoi _:2¢1(Tyo) (2.17)

¢ 3

¢3(y0) _ ¢2(?”y0) - T ¢2(y0). (218)

1—r3
Se M = 3, o proceso remata aqui.

Se M > 3, o proceso continia de xeito analogo ata chegar a ¢ns(yo).

Observacion 2.4. Todo o proceso esta baseado na aplicacion recursiva da formula (2.5).
Definicion 2.5. Paran=0,.... M em=n,n+1,..., M, definimos
Apmn = on(r™ "yo). (2.19)

Con esta nova notacién, o proceso descrito anteriormente pédese esquematizar na se-

guinte tadboa:
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n=0 n=1 n=2 n=3 n=M
Aoo
N\
Ao — A
p p
Ap2 — Ay — Az o
hY hY hY
Asog —> As1 —  Azg — Az
N\ h hY
Apo — Ay — Apo — Avsz — — Amm

Cada elemento da taboa, agas os da primeira columna (n = 0), calcilase a partir do
elemento situado inmediatamente 4 esquerda e o situado xusto por riba deste tltimo, em-
pregando as formulas (2.19) e (2.5).

Obténse asi que, para todon =0,...,M — 1 e para todo m=n+1,..., M,

] Oal”40) = " 90 ) _ A =7 A,
Am,nJrl = ¢n+1(7ﬂm (n+1)y0) == 1— Tn—&-ln = 1— Tn-&—lm .

(2.20)
Na préactica, a taboa pode xerarse por columnas (calculando primeiro os A,, o e imple-
mentando despois un bucle externo en n e un interno en m) ou por filas (cun bucle externo

en m e un interno en n).

2.2. Formula de Euler-Maclaurin

A formula de Euler-Maclaurin relaciona integrais con series, e se pode empregar para
aproximar integrais por sumas finitas, de ai a sda utilidade. Vexamola.

Sexa (a,b) un intervalo acotado e non baleiro, e sexa

ri=a+(i—1)h, i=1,....,n, h= , (2.21)

unha particion uniforme do intervalo [a, b]. Chamemos T'(h) 4 aproximacion de f; f(x) dz

obtida ao aplicar a regra do trapecio composta con paso h, isto é:

n—1
T(h) = 217(a) + FO) +h Y o) (222
=2

Xa podemos escribir a formula de Euler-Maclaurin.
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Proposicién 2.6. Se f € C?**2([a,b]), k € N U {0}, cimprese a seguinte igualdade,

conecida como formula de Fuler-Maclaurin:

/ f dx+z h2l f2l 1)( )_f2l1)(a)]+(2i2i4r;)h2k+2( _a)f2k+2)(§)

(2.23)

para certo £ € (a,b), onde os B; son os nimeros de Bernoulli.

Os nameros de Bernoulli identificanse co termo independente dos polinomios de Ber-

noulli By, (z), e estes ultimos quedan totalmente definidos por:
By(z) = 1,

Bila) =z,
. ) (2.24)
Biji(z) = (i +1)Bi(z), i=1,

~

Bai11(0) = Byy1(1) =0 1>1.

Noétese que a condicién Bng(O) = 0 para [ > 1 implica que os nimeros de Bernoulli de

indice impar ¢ > 3 son nulos.

Observacion 2.7. O interese da féormula de Euler-Maclaurin vese cando k > 1, poisse k = 0

a férmula rediicese ao que xa sabiamos da férmula do trapecio composta.

2.2.1. Meétodo de Romberg

O método de Romberg xera unha matriz triangular cuxos elementos son estimacions
da integral definida f; f(x) dx, empregando a extrapolacion de Richardson reiteradamente
sobre a regra do trapecio, e reducindo o paso 4 metade en cada iteraciéon. A intencién deste
método é mellorar a orde 2 de converxencia da regra do trapecio composta, que como
vimos, ten un erro O(h?).

Supofiamos que f € C%**2([a,b]). En virtude da formula de Euler-Maclaurin temos que:

b k
_ / f(@) dz+ > ah? + O(h2+2), (2.25)
@ =1

onde
B2z

o] =
(2!
Agora, chamando oy = fa f(x) dx e declarando y = h? e A(y) = T(h), obtemos o

desenvolvemento asintético:

PAFAD ) — 27 V(a)], 1=1,...,k (2.26)

T(h) = ag + ony + azy® + - + gy + Oy ), (2:27)
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podendo asi aplicar a técnica da extrapolacion de Richardson para obter unha aproxima-
cion de ayp, isto é: de f; f(z) du.

b=a "y € N (xeralmente serd ng = 1) e r = 1 (& dicir,

Tomamos un paso inicial hy = bno

como y = h?, isto equivale a dividir o paso inicial sucesivamente entre 2).

Lembremos agora o algoritmo da extrapolacion de Richardson:

Apo=A(r"y), m=0,..,M, (2.28)
A _ n+1A _
e L Amn =0, M ~1, m=n+1,.., M. (2.29)
— T

Notese que, como r = 1/4,
1\™ ho b—a
0 <<4> yO) <2m> <2mn0> ( )

b_
Ao = T< a> . m=0,.., M, (2.31)

2mn0

qrttg o — A
A1 = 4’;;’:1 _1m Ln o =0,..,M—1, m=n+1,..,M. (2.32)

Finalmente, cando remata o proceso dase como aproximacién final de f; f(z) dz o valor
A M,M -

Para comprender o método, é util pensar que se traballa en niveis de aproximacién. Nun
primer nivel aplicamos a regra do trapecio, e para poder empregar a formula debemos
duplicar cada vez o nimero de subintervalos (¢ o que conseguimos cando tomamos r = 1/4
para dividir o paso 4 metade).

No segundo nivel de aproximacion é onde empregamos a formula (2.32) tomando as parellas
contiguas do nivel de aproximacién anterior.

Despois pasamos ao nivel de aproximacion 3 e facemos o proceso analogo. Continuaremos
asi ata o ultimo nivel M, fixado de antemén, onde xa s6 teremos unha parella no nivel
anterior. En xeral, se iniciamos o primer nivel con M aproximaciéns, entén debemos acadar
o nivel de aproximaciéon M.

Ilustrémolo cun exemplo.

Exemplo 2.8. Aplicamos o método de Romberg para calcular a integral f_ll e’ dx con

M = 5 niveis de extrapolacion. Obtemos asi a seguinte taboa:



2.3. SUPERCONVERXENCIA 19

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
3.086161269630488

2.543080634815244 2.362053756543496

2.399166282614003 2.351194831880255 2.350470903569373

2.362631333585210 2.350453017242279 2.350403562933081 2.350402494034092
2.353462010374782 2.350405569304639 2.350402406108797 2.350402387746506 2.350402387329692

Os dixitos en negrita son os dixitos de coincidencia co valor exacto da integral. Vemos como

vai aumentando a orde de converxencia, proporcionandonos o método a aproximacién

1
/ e’ dr ~ 2.350402387329692.
-1

2.3. Superconverxencia e converxencia superalxébrica da fér-

mula do trapecio composta

Tendo en conta a formula de Euler-Maclaurin (2.23), é claro que a formula do trapecio

composta ten un erro O(h?**2), ¢ dicir, ten orde de converxencia 2k + 2, se

f e Cc®*+2([a,b), (2.33)

fQZfl)(a) — fZIfl)(b) l=1,..,k. (2.34)

Polo tanto, cando k > 1, a férmula é como minimo de orde 4. Este feito evidencia a

superconverxencia da féormula cando f satisfai (2.33) e (2.34).

Observacion 2.9. As condicions (2.33) e (2.34) danse cando f € C, sendo
C = {g\[a,b] . g € C*2(R) ¢ periodica de periodo b — a} .

Ademais, isto non s6 o cumpren as funcions trigonométricas, senén tamén aquelas funciéons

de clase C%**2 con soporte compacto contido no intervalo (a,b).

Tamén remarcar que, se f € C*([a,b]) satisfai a condiciéon (2.34) para todo [ € N, a
orde de converxencia é superior a s, para todo s € N, que é o que se chama converxencia

superalxébrica da regra do trapecio composta.
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Exemplo 2.10. Aplicamos o método de Romberg para calcular fo% (@) dg con M =5

niveis de aproximacién. Temos entén a taboa:

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
6.283185307179585

6.283185307179586  6.283185307179586

7.989323439822037 8.558036150702854  8.709692873604405

7.954927772701778 7.943462550328358 7.902490976970059 7.889678248452054
7.9549265210128477.954926103783204 7.955690340680193 7.956534775024799 7.956796957481946

Destacanse en negrita os dixitos que coinciden coa solucion exacta. Obsérvase que a primei-
ra columna do método de Romberg (onde se aplica repetidamente a formula do trapecio
composta) aproximase ao valor exacto da soluciéon moito mais rapidamente que o valor da
ultima fila (aproximacion que daria o método). Isto débese &4 converxencia superalxébrica
da formula, pois vemos que estamos nas hipoteses de f € C*([a, b]) e (2.34).

En conclusién, con estas hipoteses de converxencia superalxébrica sobre a férmula do tra-
pecio composta, esta é moito mais eficaz e sinxela de aplicar que o método de Romberg,

polo que empregar este Gltimo método non seria o mellor.

Exemplo 2.11. Tendo en mente a observacion 2.9, vexamos que ocorre ca converxencia
cando consideramos unha funcién periédica pero con periodo distinto de b — a, como por
sin(

exemplo a integral f_ll e*(*) dz. Aplicando o método de Romberg con M = 5 niveis de

aproximacién obtemos:

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
2.750852775361445

2.375426387680723 2.250284258453815

2.304855822610269 2.281332300920118 2.283402170417871

2.288533938888505 2.283093310981250 2.283210711651992 2.283207672623962

2.284524777463879 2.283188390322337 2.283194728945076 2.283194475251315 2.283194423496913

Vemos que, neste caso, o valor dado polo método de Romberg aproximase moito mais que
o que nos porporcionarfa a férmula do trapeio composta, isto é porque o integrando non

ten periodo (b — a) e xa non estamos polo tanto nas condiciéns de superconverxencia.

Exemplo 2.12. Vexamos que ocorre se tomamos unha funcién f € C*([a, b]) que satisfai

a condicion (2.34) pero que non é periddica. Calculemos por exemplo a integral

27 . 1'3
/ esm(”")+1+x—7rx2—|—?dx
0
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con M = 5 niveis de aproximacién. Obtemos a taboa:

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
—97.573208628798696

—97.573208628798682  —97.573208628798682

—95.867070496156245  —95.208357785275428 —95.146701062373879

—95.901466163276496 —95.912931385649912 —95.953902959008218 —95.966715687526232

-95.901467414965410 -95.901467832195053 -95.900703595298054 -95.899859160953454 —95.899596978496305

Neste caso, como apreciamos, a féormula do trapecio composta é mais eficaz que o método
de Romberg. Isto é porque, se nos fixamos, atopamonos en condicidns de converxencia

superalxébrica. En efecto:

i) f €C>(la, b]).
ii) Camprese (2.34) para todo | € N, pois:

f1(0) = f'(2m), f7(0) = f"(2m),

e toédalas derivadas a partir da cuarta coinciden en 0 e 27.

Superconverxencia

Fagamos un breve resumo dos casos nos que temos a superconverxencia da férmula do
trapecio composta.

A férmula do trapecio composta é superconverxente paras:
1. Funcions que cumpran as condiciéons (2.33) e (2.34).

2. Particularizando o apartado anterior, temos as funciéns regulares periddicas e con
derivadas peri6dicas, sempre e cando se integre nun intervalo de lonxitude o periodo.
Estas funciéns poden ser tanto trigonométricas como funciéns regulares cuxo soporte

¢ un compacto contido no interior do intervalo de integracion.

3. Combinacions lineais de funciéns que ofrezan superconverxencia (pola linealidade da

integral).

En xeral, se tomamos unha f regular que non cumpra algin dos supostos anteriores, a

férmula do trapecio composta non superard a orde 2 de converxencia.
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Capitulo 3

Aplicaciéon ao calculo de coeficientes

de Fourier

As series de Fourier tenen diversas aplicaciéns en campos como a fisica ou a enxenaria. A
idea central destas series é que case toda funcién periédica de periodo T pode expresarse
coma unha suma trigonométrica de senos e cosenos de periodo 7. Facendo uso de [2]
veremos unha serie de requisitos para garantizar que, efectivamente, exista unha igualdade
entre a funcién considerada e esta serie trigonométrica que recibe o nome de serie de
Fourier. Neste marco, dende o punto de vista numérico xurdird a idea de aproximar a

funcién truncando a sua serie de Fourier.

3.1. Funciéns periddicas

Lembremos que unha funcién f: R — R dise peridédica de periodo T ou T-periddica

se existe unha constante 7' > 0 tal que

fle+T) = f(z), (3.1)

para todo x do dominio de definicion de f(x). Notese ademais que se 1" é periodo da
funcién, entén kT con k € N tamén é periodo.

Diremos que f : [a,b] — R ¢é periddica de periodo T ou T-periodica se
b—a=kT paracerto k€N e f(z+T)=f(z) Ve €la,b]:x+T € [a,b]. (3.2)

Observacion 3.1. Entenderemos que o periodo T" é o menor niimero real positivo que cumpre

a condicion (3.1) ou (3.2). Non trataremos casos nos que ese periodo minimo non exista.

Enunciamos unha propiedade importante das funciéns periédicas en canto & integrabi-

lidade das mesmas:

23
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Proposicion 3.2. Sexa f unha funcidn periddica de periodo T. Se f € integrable nun
intervalo de lonzitude T, enton € integrable en calquera intervalo da mesma lonzitude.

Ademais, o valor da integral é o mesmo, € dicir:

a+T b+T
/ f(z) dx = / f(z) dx, Va,b € R. (3.3)
a b

As funciéns trigonométricas como seno ou coseno son casos béasicos de funcidons period-
dicas, nas que o periodo son 27 radians. Imos ver como podemos representar funciéns de

periodo T' = 27 en termos das funciéns simples de periodo 27,
{1, cos(z),sin(x), cos(2x), sin(2z), ..., cos(nz), sin(nx), ... } (3.4)

que é o demonimado sistema trigonométrico. Debemos ter en conta que este sistema é
ortogonal no intervalo [—m, 7| (e, consecuentemente, en calquera intervalo de lonxitude 27,
debido & periodicidade).

3.2. Series de Fourier

As funciéns periodicas que nos atopamos nos casos practicos poden chegar a ser bas-
tantes complicadas, o noso obxectivo serd representalas en termos de funciéns periédicas

simples para poder traballar mellor con elas.

3.2.1. Series de Fourier para funciéns de periodo 27

Suponamos que f(z) ¢ unha funcién periddica de periodo 27 que admite unha descom-
posicion nunha serie trigonométrica infinita, de xeito que
[o.¢]
flz) = % + Z (an, cos(nx) + bysin(nx)) . (3.5)

n=1

O noso obxectivo é determinar unha expresiéon para os coeficientes ag, a, € b, con n € N.

Calculo dos coeficientes

Observacion 3.3. Vexamos unha serie de resultados que nos seran de utilidade no calculo
dos coeficientes de Fourier.
Lembramos que, dado n € N, n # 0, temos

/ " cos(nz) do — [Sin(nm)r:ﬂ =0, (3.6)

—T
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l/msnmnx)dx::[_caﬁn$qx:ﬁ =0, (3.7)

n

e, ademais,
/ (cos(nz))? da = / +CO2S<M> de = . (3.8)
/ (sin(nz))? do = / co;(mc) de = . (3.9)

Agora, tendo en conta as formulas trigonométricas xa conecidas

cos(a) cos(B) = %[cos(a + 8) + cos(a — B)],

sin(a)sin(8) = ~[cos(a — B) — cos(a + B)], (3.10)

N

sin(a) cos(B) = i[sin(a + ) + sin(a — B)],

é doado chegar ao resultado seguinte: dado m € N, m # n, temos

/_7; cos(nx) cos(mx) dxr = ;/_Z[cos(n + m)z + cos(n —m)z| dz =0, (3.11)
/: sin(nx)sin(mz) dx = % /i[cos(n —m)x — cos(n + m)x] de =0, (3.12)
/_7; sin(nz) cos(ma) dx = % /:T[sin(n + m)z + sin(n — m)x] de = 0. (3.13)

Observese que isto demostra a ortogonalidade do sistema trigonométrico no intervalo
[—m, 7.

Agora xa podemos proceder ao cdlculo dos coeficientes. Supofiamos que f é integrable
no intervalo [—m, 7] e que se dan as condiciéns necesarias para intercambiar as operacions
de suma e integracion. Integrando a ambos lados da igualdade (3.5) temos que

f(x) dzx :/ % d:c+z <an/ cos(nx) dx+bn/
—Tr —T n=1 —T

sin(n) dx) . (3.14)
Por (3.6) e (3.7), a expresion queda reducida a

s ™ ao

f(z) do = / — dx = may. (3.15)
o _x 2

Fixamos agora un m € N e multiplicamos (3.5) por cos(mz) a ambos lados suponendo

novamente que podemos integrar termo a termo o resultado obtido, é dicir

_7; f(x) cos(mzx) dx :% /_7; cos(mzx) dr +

i (an /7r cos(nx) cos(mx) dx + by, i sin(nx) cos(max) d:U> .

n=1 - -

(3.16)
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Novamente, polo resultado (3.6), o primeiro termo & dereita da igualdade é nulo.
Ademais, en virtude de (3.11) e (3.13), a expresion anterior queda reducida a un tnico
elemento & dereita da igualdade, o referente a m = n, pois no caso de ser distinto tédolos

sumandos son nulos. Deste xeito obtemos

_ﬂ f(x)cos(mz) dx = ap, /Tr (cos(mx))? dx = ap,. (3.17)

aplicando neste ultimo paso a igualdade (3.8).
Finalmente obtemos que
Ay = — f(z) cos(mz) dx. (3.18)

T
Facendo un proceso totalmente andlogo (multiplicando por sin(mx) en ambos lados de

(3.5) e integrando), obtemos

by, = L/ f(x)sin(mz) dz. (3.19)

™ —T

Finalmente, de (3.15), (3.18) e (3.19) concluimos que

1 s
ap = — f(z)cos(nz) de  para n € NU{0}, (3.20)
m —T
1 (7 .
by, = — f(x)sin(nz) dr  para n € N. (3.21)
m —Tr

Os nameros dados por (3.20) e (3.21) son os denominados coeficientes de Fourier
da funcién f, e a serie trigonométrica
o0
Sf(z) = % + 3 (an cos(nz) + bysin(nz)) (3.22)

n=1
cos coeficientes {ay, },— o, {bn}n.; dados por (3.20) e (3.21) denominase serie de Fourier
de f.
Observacion 3.4. Estamos suponiendo que a serie de Fourier de f converxe e ten & funcién

f como suma. Isto pode non ser asi, a serie pode converxer a unha funcién que non sexa

f e ata diverxer. Na seguinte seccién atenderemos a esta cuestion.

Observacion 3.5. Sexa f unha funcién de periodo 2L definida no intervalo [—L, L]. Para
desenvolvela en serie de Fourier basta considerar o cambio de variable z = %, e entén a

serie de Fourier de f quedaria definida por

flz) = % + i (an cos <%> + bysin (?)) , (3.23)
n=1
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onde

anzl/L f(:c)cos(nz ) dx, n e NU{0}, :2/L f(x)sin(mli ) dx, neN.

L —L —L

3.2.2. Serie de Fourier en notacién complexa

Suponiamos f unha funciéon definida no intervalo [—m, 7|, suponamos que é posible

desenvolvela como unha serie do tipo (3.22), asi

o
50 + E:I an, cos(nt) + bysin(nt)) (3.25)
n=

con coeficientes dados por (3.20) e (3.21)

1 ™
ap = — f(x) cos(nx) de n e NU{0},
s
1 (3.26)
b, = — f( )sin(nz) dr neN.
T
Consideramos as formulas de Euler
i0 -
e = cos(f) + isin(é
| (©) (©) (3.27)
e = cos(h) — isin(6),
e tomando 6 = nx inmediatamente vemos que
inx —inx —inr __ ,inx
cos(nz) = % e sin(nx) = i%. (3.28)
Substituindo agora as expresions (3.28) na serie de Fourier temos que
a > [a, —ib an + b
0 n — Wn 4 n n _—q
flx) = 3 + Z (26“”" + —5 © m) , (3.29)
n=1
e se denotamos
a a, — b an + 1by,
30 = cp, Tn = Cp, RT =c_p n €N, (3.30)
enton
o . .
f(x) =co+ Z (cn€™ + c_pe™ ™), (3.31)

n=1
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ou equivalentemente,

o (@)
$> =co+ cheinx + Z +C_ne—inx
—CO—I—ZC e 4 Z cpe™

n=—oo

(3.32)
:Zc e 4 Z cne'™
— i Cneznx

Esta é a denominada forma complexa da serie de Fourier de f(z). Os coeficientes
(3.30) son os denominados coeficientes complexos de Fourier. Imos ver unha expresion
mais rigurosa destes ultimos. Tendo en conta (3.30) podemos ver sen mais que desenvolver

as formulas que, para todo n € N, temos que

Cn = % f( ) cos(nz) dx — z% f( )sin(nz) dx
1

. f( ) (cos(nz) —isin(nx)) dz (3.33)

/ f(x)e™™ du,

Cop = % f( ) cos(nzx) dx — z% f( )sin(nz) dx
1

= f( ) (cos(nx) + isin(nzx)) dw (3.34)

= / f(z)e™® d.

Polo tanto, podemos escribir

1

o | f( Je " dx  Vn € Z. (3.35)

Cpn =

3.3. Converxencia das series de Fourier

Ata este momento sempre establecemos unha igualdade entre a funcién f e a sta serie

de Fourier, mais isto non ter por que ser asi. Para expresar dun xeito correcto a serie de
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Fourier dunha funcién f sen estudar previamente se esta converxe a f debemos escribir

f(z) ~ % + Z (an, cos(nx) + bpsin(nx)) . (3.36)

n=1
Esta notacién o que indica é que a serie trigonométrica do segundo membro corresponde &
funcion f, é dicir, ten os coeficientes de Fourier de f como coeficientes, co cal tratase da
serie de Fourier de f. Este signo ~ pode substituirse por = cando tefiamos asegurado que

a serie converxe e que a sta suma coincide con f.

Tocante a esta cuestién, plantexamos o problema da converxencia da serie de Fourier:

ata que punto a serie de Fourier dunha funcién é unha representacién vélida da mesma?

Observacion 3.6. E preciso dicir que cabe a posibilidade de que a serie de Fourier sexa
diverzente. Non é o méis habitual, pero podémonos atopar con funciéns continuas cuxa

serie de Fourier é diverxente, ou ben nun punto ou incluso nun conxunto denso.

E ben sabido que unha condiciéon necesaria (que non suficiente) para que se dea a
converxencia dunha serie é que o termo xeral desta tenda a cero. No noso contexto, imos
ver que debe cumplir a funcién f para que os coeficientes de Fourier {a,}oo e {bn}oey

cumpran esta condicién. Como resultados preliminares enunciaremos dous lemas:

Lema 3.7. Sexa f unha funcién continua nun intervalo [a,b]. Entén, para todo € > 0,

existe unha funcion continua en [a,b] e reqular a cachos, g, tal que
@) —g@) <6 Voe b (3.37)

Notacion 3.8. Diremos que f é unha funcién continua e regular a cachos no intervalo [a, b]
se, dada unha particion {a = =, ..., z, = b} do intervalo [a,b], a funcién f é continua e
postie unha derivada continua en cada intervalo (zp_1, ), kK =0, ..., n, da particion.

Definicién 3.9. Diremos que f é unha funcién absolutamente integrable en [a,b] se

¢ unha funcién cuxo valor absoluto é integrable, isto é,

/ | f(2)| dz < oo. (3.38)

Lema 3.10. Seza f unha funcion absolutamente integrable no intervalo [a,b]. Enton, para

algin € > 0, existe unha funcion continua en [a,b] e regular a cachos, g, tal que

b €
[ 1@ - gt do < 5. (3.39)

Notese ademais que, se f é absolutamente integrable e periddica, podemos tomar g
dentro da clase das funciéns periédicas.

Con todo isto, vemos o seguinte teorema.
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Teorema 3.11. Para toda funcion f absolutamente integrable cimprese que

b b
li_r)n f(x) cos(mzx) dx = li_r)n f(z)sin(mz) dx = 0. (3.40)
Demostracion. Pode consultarse a referencia [2]. O

Observacion 3.12. Con este teorema acabamos de probar que os coeficientes de Fourier
dunha funcién absolutamente integrable tenden a 0 cando n — co. O interese deste resul-
tado reside en que xa temos unha condicién suficiente para poder asegurar a converxencia

a 0 dos coeficientes de Fourier.

Condiciéns suficientes para a converxencia

Imos ver unha serie de condicions suficientes para garantir que unha funcién f poida
ser representada pola siia serie de Fourier. Cofiecémolas como condicions de Dirichlet, e

poden ser resumidas nos seguintes enunciados:

1. A funcion f debe ser periddica.

2. A funcién f debe estar ben definida, ser continua (salvo posiblemente nun nimero

finito de puntos) e debe ter un namero finito de maximos e minimos.

3. A funciéon f debe ser absolutamente integrable, isto é,

r

/QT If(2)] dz < oo, (3.41)

onde [—%, %] é o intervalo de integracién da funcién periédica de periodo T.

Ademais,

i) Se f & continua no punto g, enton a serie de Fourier de f en xg converxe ao valor
f (o).

ii) Se f é discontinua no punto xg, entéon a serie de Fourier de f en xg converxe ao

valor .
2
sendo f(zg) e f(zy) o limite de f cando x tende a xg pola dereita e pola esquerda,

respectivamente.
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3.3.1. Velocidade de converxencia das series de Fourier

Veremos que canto maior sexa a regularidade da nosa funcién, maior serd a velocidade
de converxencia da serie de Fourier & funcién.

Primeiramente, un resultado previo que nos seré de utilidade:

Proposicion 3.13. Seza f unha funcion absolutamente continua e periddica no intervalo
[—m, 7). Enton a serie de Fourier de f' coincide ca serie de Fourier que obtemos derivando

termo a termo a serie de Fourier de f, € dicir, se a serie de Fourier de f €

a—; + Z (an cos(nzx) + bysin(nx)) , (3.43)

n=1

enton a serie de Fourier de f' ¢

o

Z nby, cos(nx) — naysin(nx)) . (3.44)

A continuacién vemos un resultado acerca da velocidade de converxencia dos coeficien-

tes.

Teorema 3.14. Sexa f € CK ([—n,n]) tal que f*) é unha funcion absolutamente continua

e 2r-periddica no intervalo [—m, 7| para algin k € N. Enton

7}1_)1210 nftla, = nh—>Holo nF 1y, =0, (3.45)

onde an e by, son os coeficientes de Fourier de f.

Notacion 3.15. f € Ck ([—m, ) significa que f é unha funcién 2r-periddica, k veces con-

tinuamente derivable en [—7, 7] e que f9(—7) = f9(x) parai=0,1,..., k.
Demostracion. Véxase [2]. O

Como consecuencia, obtemos un resultado acerca do ritmo de converxencia das series

de Fourier.

Corolario 3.16. Sexa f € C¥ ([—n, ) tal que f*) é unha funcion absolutamente continua

e 2m-periddica no intervalo [—m, | para algin k € N. Enton, existe unha constante ¢ > 0

tal que
> c
(@) = f@) < Y (3.46)
n n=m+1

Notacion 3.17. Denotamos por s,, & m-ésima suma parcial da serie de Fourier de f, isto é

0 m
sm(®) = o + ; ay, cos(kz) + bgsin(kz)) . (3.47)



32 CAPITULO 3. APLICACION AO CALCULO DE COEFICIENTES DE FOURIER

3.4. Calculo dos coeficientes de Fourier mediante integracién

numeérica

Consideramos unha funcion f definida en [—m, 7] periddica e de periodo 27 que cum-
pre as condiciéns necesarias para poder establecer a igualdade entre ela e a sda serie de
Fourier correspondente. Isto é, f é unha funcién que pode representarse mediante unha

serie trigonométrica:

f(z) = % + Z (an, cos(nx) + bpsin(nx)) , (3.48)

n=1

onde os coeficientes da serie venen dados polas formulas xa cofiecidas

1 ™
an = — f(x)cos(nz) de  Vn >0,

TJ_

L (3.49)
by = — f(z)sin(nz) de  Vn > 1.

™ —Tr

No caso de que a expresiéon analitica da funcién periédica non sexa conecida, non se poden
calcular as integrais que permiten obter os coeficientes da serie de Fourier. Do mesmo
xeito, a funcién pode ser conecida pero as integrais non ter unha expresién ben definida.
Neste caso adoitamos conecer alguha mostra de valores da funcién ao longo dun periodo,
en particular do intervalo. Vexamos como afrontar esta situacién mediante a fdrmula do
trapecio composta.

Temos unha funcién f de periodo 27 e conecemos k + 1 valores da funcién

fw), o frsr), 1=y < ... <yYpy1 =, (3.50)

con f(y1) = f(yk+1) por periodicidade.
Aplicamos a formula do trapecio composta para calcular os coeficientes de Fourier:

Calculo do coeficiente ag

Sabemos por (3.15) que

ao= [ Fw) dym LS (P 2f ) 4+ 20 ) + fen) . (351)

Agora como h = 2% e f(y1) = f(yk+1), obtemos

0 % s () + S () + -+ S ). (3:52)
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Célculo dos coeficientes a,,

Sabemos por (3.20) que

ap = % ! f(y) cos(ny) dy
~ %g (f(y1) cos(nyr) + 2f(y2) cos(nyz) + -+ + 2f (yx) cos(nyx) + f(yk+1) cos(nyr+1)) -
(3.53)

Agora como h = 2% e f(y1) = f(yk+1), obtemos

—— f(y) cos(ny) dy %lki (f(y1) cos(ny1) + f(y2) cos(nyz) + -
TJon mk+1 (3.54)
+f (yr) cos(ny)) -
Calculo dos coeficientes b,
Sabemos por (3.21) que
= [ f)sint) dy
& %g (f(y)sin(ny1) + 2f (y2)sin(nyz) + - + 2f (ye)sin(nye) + f(Yes1)sin(nyes1)) -
(3.55)
Agora como h = % e f(y1) = f(yk+1), obtemos
b=~ [ F@)sininy) dy = (Fnsin(un) + Fe)singnae) + - 556
+/f (yr)sin(nyg)) -

E loxico pensar que a aproximacion que nos proporciona a formula de integracion
numeérica serd mellor canto maior sexa o numero de nodos (valores da mostra), mais unha
vantaxe que nos proporcionan as series de Fourier é que, como vimos na seccién anterior, a
converxencia da serie de Fourier & funcién que representa é moi rapida cando a funcién é o
suficientemente regular. Este tipo de funcions, se ademais non son de caricter moi oscilante,
resultan ser a combinaciéon perfecta para empregar a férmula do trapecio composta, pois

obteriamos aproximaciéns moi boas para un nimero de valores, k, relativamente pequeno.
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Capitulo 4

Transformada discreta de Fourier via
FFT

Ainda que o obxectivo desde capitulo ¢ tratar a transformada rapida de Fourier (FFT),
antes debemos ter unha serie de cofiecementos previos acerca da tansformada de Fourier
e da transformada discreta de Fourier (DFT), pois a transformada rapida de Fourier non
é méis que un algoritmo para o calculo eficaz da transformada discreta de Fourier. Para a

realizacion deste capitulo consultamos as referencias [3] e [4].

4.1. Introducion i transformada de Fourier

Podemos pensar a transformada de Fourier como a forma continua da serie de Fou-
rier. E unha ferramenta bésica no estudo de funciéns oscilantes. Ven sendo unha operacion
matematica que transforma unha funciéon no dominio do tempo (¢) ao dominio da fre-
cuencia (A), todo isto sen alterar en ningiin momento a informacién que esta contén. As
stias extensas aplicaciéns abarcan ambitos como a medicina, as comunicaciéns, o campo

electromagnético, o procesamento de sinais e imaxes...

Definicion 4.1. Sexa f : R — C unha funcién continuamente diferenciable e absoluta-
mente integrable. Definimos a transformada de Fourier de f como a funciéon f:R—C

definida por
FION) = FN) = jﬂ / T () dt. (4.1)

Definicién 4.2. Se as funciéns f e f son integrables, entoén definimos a transformada

35
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inversa de Fourier de f como

Fe) = = [ Fe an (1)

4.2. Transformada discreta de Fourier (DFT)

Cando traballamos no estudo das funciéns oscilantes, é comiin atoparnos con sinais
que non son continuas, polo que non podemos facer uso da transformada de Fourier nin da
propia serie de Fourier. Nalgunhas aplicacions, especialmente as relacionadas coa andlise
de informacion almacenada en soportes dixitais, adoitamos ter un conxunto de mostras
discreto, polo que precisamos dunha adaptacién da transformada de Fourier para estes

casos. Desta necesidade xorde a transformada discreta de Fourier.

Definiciéon 4.3. Sexa S,, un conxunto de sinais discretas (ou mostras) de tamaio n.
Cada elemento de S,, é un vector de ntmeros complexos ¥ = (Yo, ..., Yn—1)" que pode ser
pensado como unha sinal discreta onde cada elemento y;, j € {0,...,n — 1}, fai referencia

ao valor da sinal no nodo temporal ¢t = t;.

A idea subxacente & DFT é un simple cambio de coordenadas en C" entre duas bases
cun significado un tanto especial. Estamos a falar de:
e En primeiro lugar, a base canonica dada polos vectores da forma e;[i] = 0 se i # j e
e;[7] = 1. Notese que, cando escribimos y = (yo, ... ,Yn—1)T, en realidade estamos escribindo
Y =1yoeo+ -+ Yn—1pn_1 = E;-:Ol y;ej. Con isto estamos considerando unha representacién
no dominio do tempo.
e Por outra banda, tomamos a base que nos describen estas sinais en termos das frecuencias,

n—1 2imkj

{wk}g;g. Esta é unha base ortogonal formada polos vectores wy, = > i"ge = ;.

Xa podemos definir a transformada discreta de Fourier:

Definicién 4.4. Sexa y = {yj}?;ol € S,. A transformada discreta de Fourier de y

ven dada por unha secuencia (Fy, {y}), = Uk, onde

n—1

“ —2mikg

= yje n . (4.3)
j=0

Polo que se refire ao célculo da transformada discreta de Fourier, podemos observar

que é equivalente ao seguinte produto de matrices:

Faly} =9 = (Fa) (v), (4.4)
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onde y = (g()? ) gnfl)Ta Yy = (yOa 7ynfl)T €
1 1 1 1
1 w w? w™ !
F,=11 w? w SRR AN I (4.5)
1 w1t w2(n—1) w(n—l)2

tomando w = e(%)

Observacion 4.5. A matriz F,, é unha matriz simétrica de orde n X n.

Inmediatamente, podemos deducir que a transformada discreta de Fourier inversa

vird dada por

F @) =y, (4.6)
sendo
1 n—1
N ik

Unha propiedade importante a ter en conta, e que tomaré relevancia na seguinte seccién,

é que, se temos unha mostra y € S,, entén

(F{yDni = (F{u}),,- (4.8)

Equivalentemente,

Onet =Tp, k=0,...,n—1. (4.9)
Esta igualdade permitenos reducir o noso calculo a simplemente os valores go, ... ,gjg,l se
n é par, e 9o, ... 7QL%J_1 cando n sexa impar.

Notacion 4.6. Denotamos por |x] ao maior nimero enteiro igual ou menor que z.

4.2.1. Relacion cos coeficientes de Fourier

Como xa mencionamos, a idea baixo a transformada discreta de Fourier é axudar &
aproximacion dos coeficientes de Fourier dunha funcién continua f(¢).
Comecemos aplicando a férmula de cuadratura do trapecio composta para realizar unha

aproximacién da integral
1 s
— F(t) dt 4.10
5 | F0 (410)

cun paso h = 27”

En base ao visto no capitulo 1, podemos concluir que

1" 1 27 [Yp Y,
— [ F@dtr = |2+ 4 Y+ 411
27r,ﬂ() 2wn[2+1++”1+2’ (4.11)
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onde Y; = F(—m + hj) = F(—7 + 2%), j=0,...,n. Agora, se F(t) é 2m-periddica, enton

Yy =Y, e polo tanto a férmula anterior convértese en

L[ F(t) dt ~ 1 > (4.12)

2 J_, n

Aplicando esta formula ao célculo dos coeficientes de Fourier (3.35), temos que

L™ pe it 5 (g 2 ) o i) (413)
Ck_27r o e Nnjzo -7+ " e , .
co cal
otk n—1 " otk

A~ - Zijﬂ = — 0, (4.14)

7=0

onde o
yi=f (_W n ”J) e w=elF) (4.15)

n

Notacion 4.7. Neste caso, por w entendemos o conxugado de w.

Noétese que esta expresién non nos aproxima os cg se k > n, pois 0s ¢ non son funciéns
n-periodicas. De feito, esta expresion s6 aproxima os ¢ cando k é un valor relativamente
pequeno en comparanza con n, porque a regra do trapecio proporciénanos aproximacions

recisas s6 se o tamaifio do paso, h = 2= ¢ relativamente pequeno comparado coa frecuencia
b )

n
k.
Deste xeito, acabamos de atopar un método bixectivo para calcular aproximaciéns dos

coeficientes de Fourier a partir dunha serie de mostras ou sinais.

4.3. Transformada rapida de Fourier (FFT)

Calcular a transformada discreta de Fourier mediante a formula (4.3) pode resultarnos
moi custoso. Obsérvese que ao multiplicar o vector § = (fo,...,9n_1)" (de dimension
n x 1) pola matriz F,, (de dimensién n x n) fanse un total de n(n — 1) + n? operaciéns
(sumas e multiplicacions). Por este motivo, para un n relativamente comtn como pode ser
n = 1000, teriamos que facer méis dun mill6n de operaciéns. De ai a importancia de buscar
un algoritmo que calcule a DFT cun custo computacional moito menor, a transformada
rapida de Fourier, FFT.

O algoritmo FFT baséase en 3 pasos principais:
1. Dividimos o problema en varios subproblemas analogos menores.

2. Resolvemos recursivamente cada un dos subproblemas co mesmo algoritmo.
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3. Obtemos a solucion do problema orixinal combinando a solucién de cada subproble-

ma.

Algoritmo FFT

Este algoritmo esta baseado en dividir a expresion (4.3) en duas sumas, por un lado os
termos pares e por outro os impares.
Por comodidade, tomaremos como niimero de nodos n = 2N. Agora consideremos a mostra

y = (Yo, ..., y2n—1) (con periodo n = 2N). Entén os g calcilanse mediante

2N—-1 A
Ui = Z ij_J]k. (4.16)
=0

Separando a ecuacién anterior en dous sumandos segundo estes sexan pares ou impares,

obtemos
N-1 N—1
gk =Y o0+ g wTIR, (4.17)
j=0 §=0
2mi . 2mi 9
Lembramos que w = () e =2N. Agora consideremos W = () = w , € asi
N-1 N-1
g =Yy WP+ @b [ > g W] (4.18)
j=0 J=0

Notese que a expresién anterior non é mais que expresar ¢ como suma de ddas transfor-

madas de Fourier (onde n = N). En efecto,

Ok = Fn {yo, v2, - yan—2}y + @ Fn {y1, 4, - yav -1}y, (4.19)

para 0 < k < 2N — 1.

Agora substituimos k por k + N na ecuacion anterior e, empregando as sequintes propie-
dades:

e Periodicidade : Fn[y2;] € Fn[y2j+1] tefien periodo N,

k+N kA=l

o Simetria : w = whe ™ = —@k,

temos que, se 0 < k < N — 1, entén

9k = Fn {yo, v2, - yan—2}y, + 0" Fnv [y, v, - yav 1y (4.20)

gk—i—N - ‘FN [{y07y27 7y2N72}]k - wk‘FN [{ylay3) "'7y2N71}]k .

En conclusién, acabamos de escribir (Fony), = 9 para 0 < k < 2N — 1 en termos de

Fn {vo,v2, -, yan—2}], € Fn {y1, 93, s yoan—1}], para 0 <k < N — 1.



40 CAPITULO 4. TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER VIA FFT

Dun xeito andologo, podemos describir a transformada inversa de Fourier como

1 lira A . 2 ma O G T
Yp = i{le [{yo,yQ,...,y2N72}]k+wk‘FN1 [{y17y37"‘7y2]\771}]k}’ ( )
4.21

1 _ A . _ PN N
Yk+N = 5 {‘FNl [{9073/27 "'7?/2]\/'72}]](; - wk‘FNl Hy17y37 7y2N71}]k} )

para0 < k< N —1.

Matricialmente, podemos expresar a transformada discreta de Fourier como

Fany = (Fan) <y>:<g _IQN) (F;)N £N> (;f) (4.2

sendo Fy a matriz definida en (4.5), Iy a matriz identidade de orde N x N e Dy unha
matriz diagonal con elementos 1, w,w?, ..., wN =1

Deste xeito transformamos unha DF'T de 2N mostras en duas de tamano N. Considerando
a complexidade de calculo da DFT, este método fai o proceso substancialmente mais do-
ado. Quédanos enton un algoritmo recursivo que ao chegar a certo tamaio (o equivalente
ao nimero de mostras) deixara de executarse e empregara o algoritmo usual da DFT (o
descrito na seccion anterior).

Asi, en lugar dun custo de n? = 4N? que teria o método usual da DFT, a FFT ofrécenos
un custo de 2N2 + N + 1 multiplicaciéns, o cal esta practicamente reducindo &4 metade
o usual. Esta diferenza é moi notable na practica, tendo en conta a gran cantidade de
mostras que normalmente tomamos.

Estes algoritmos aplicanse cando n é par, pero para aproveitar mellor a recursividade é
preferible que n sexa unha potencia de 2, isto é n = 2. Deste xeito, podemos iterar o
algoritmo un total de L veces. Asi, unha vez chegamos & iteracién L atopamonos cunha
DFT de tamano 1 (unha mostra), derivando nun célculo moi sinxelo.

Outra cuestion é: cal é o custo real deste algoritmo? E dicir, cantas operacions (mul-
tiplicacions) son necesarias?

Suponiamos K, o nimero de multiplicaciéns necesarias para calcuar F[y] mediante o méto-

do anterior cun nimero de mostras n = 2. Fixandonos en (4.20), vemos que é necesario cal-

cular Fly2j] e Flyaj+1], con j = 0,...,2% — 1. Ademais, notese que n = 2 = N = 2L-1,
Asi mesmo, o ntmero de multiplicaciéns necesarias é proporcional a
2Ky 1+ N =2Kp | + 271, (4.23)
e ademais
Ky ~2Ky 1+ 281 (4.24)

Con isto quérese dicir que:
L=0 = Ky=0,
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L=1 = K; =1,

L=2 = Ky~2-2%
L=3 = K3~3-22
L=4 = Ky~4-23

e asi sucesivamente.

Chégase asf{ a unha férmula xeral para o ntmero de multiplicaciéns, dada por
Kp~L-2871 (4.25)

De ai que, cando escollemos como ntmero de mostras n = 2°, ¢ dicir L = log, n, podemos
ver (na formula 4.25) que o nimero de multiplicacions necesarias vai ser proporcional a

nlogy n.

4.4. Aproximaciéon dos coeficientes de Fourier mediante a DFT
via FFT

Consideremos unha funcién f definida no intervalo [—m, 7] con serie de Fourier asociada
ikx
> e’ (4.26)

onde, como vimos no capitulo anterior, os coeficientes de Fourier venen dados pola férmula
(3.35), é dicir,

ck = % /_7r f(2)e™ ™ dy. (4.27)

Observamos que, por ser f unha funcién de valores reais, entén os valores ¢, e c_jp son

complexos conxugados, é dicir

Cr = C_k. (4.28)

Ademais, como sabemos que tanto ¢, como c_j son valores complexos, podemos expresalos
do seguinte xeito
cr, = Re(cy) + ilm(cy),

(4.29)
C_ = Re(c,k) — iIm(C,k).
Daquela, volvendo a (4.28), temos que
. . Re(cr) = Re(c_g)
1 = ) —l _ . 4.
Re(c) + () = Refe-1) = m(e-s) = { ) = F00H) 30
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Por unha banda, consideramos a expresion da serie de Fourier de f como

oo o0 o
co + Z cpetFT 4 Z c_pe T = o+ Z <ckeikx + c,ke_““) . (4.31)
k=1 k=1 k=1
Por outra banda, tendo en mente a férmula de Euler e a paridade das funciéns cos e sin,

temos

cre®® 4 e = ¢p(cos(kx) + isin(kx)) 4+ c_p(cos(—kx) + isin(—kx))
= ¢y cos(kx) + icgsin(kzx) + c_j cos(kx) — ic_sin(kx) (4.32)
= (¢ + c—k) cos(kx) + i(ck — c_g)sin(kx).

Separando agora os niimeros complexos en parte real e parte imaxinaria e usando a relacién

obtida en (4.30), vemos que
cre®® 4 e e = 9Re(ct) cos(kx) — 2Im(cy,)sin(kz). (4.33)

Tendo en conta isto, e volvendo a (4.31), a serie de Fourier de f adopta a expresion

o
co + Z [2Re(cy) cos(kx) — 2Im(cg)sin(kz)] . (4.34)

k=1
Antes de mais nada, tomamos una mostra de valores reais y = {y; }jvzl Consecuentemente,
como xa vimos en (4.3), a transformada discreta de Fourier (DFT) de y vira dada polo

vector §j = {Qk}é\;p sendo
N

. _2mi (1) (i
O = yje N (k=1)(G—-1) (4.35)
j=1
Hai que ter en conta que, en base 4s propiedades de periodicidade e conxugacién da DFT,
sabese que

UN_ky2 =0k, k=2,...,N. (4.36)

Polo tanto, o inico conxunto que nos interesa calcular debido 4 informacién que contén é o
dado por {g)l, ’QLﬂJ +1}, pois todolos demais elementos seran repeticiéns destes. Notese
2

que, no caso de que N sexa par, o elemento gy serd un valor real.

Aproximacion dos coeficientes de Fourier

Facendo uso de toda a informacién recollida ata este momento, imos implementar un
método que empregara o algoritmo da transformada réapida de Fourier (FFT) para calcular
os coeficientes de Fourier en funcién da transformada discreta de Fourier (DFT) e mediante

a formula de cuadratura do trapecio composta.
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Primeiramente, consideremos o intervalo de definiciéon da nosa funcion f, [—m, 7). Dividimos

o intervalo en N subintervalos de lonxitude h = ZW’T, obtendo asi IV +1 nodos equiespaciados
T =y < - < YNiL1 = T. (4.37)

Obsérvese que enton estes puntos quedan totalmente definidos por

2

yj=-n1+( —1)h= —7T+(j—1)ﬁ. (4.38)

Empregando esta particion para o calculo dos coeficientes de Fourier mediante a formula

do trapecio composta temos que

o= [ e o B )+ ) + 05 Fple s
o pa
1h N . 1 N |
=353 fy) + QZ Fly)e ™ i ¢ flyni1)| = N f=m) + 2Zf(yj)e—lkyj + f(m)
i —
ol ]N . - yem j
=5y | [T +2 Jz::z Flys)e *EmHUUR) £ ()
1 : N o ]
=o§ [f(=m)+2 ]Z_; flys)e*me *U=DT + f(r)
1 : N o :
= o | (=) + 2 ]z; Flyp)e MR + f(r)

(4.39)

Observacion 4.8. Tocante & eleccibn do niimero de mostras, cabe mencionar que cando
N + 1 < 4k a aproximacién anterior non ten por que ser fiable. Isto débese ao feito de
ter que integrar as funcions cos(kx) e sin(kz), pois estas tenen 4k extremos no intervalo

[—7, 7).

Simultaneamente, o mais importante é decatarse de que o sumatorio involucrado na
. . ik(i—1)2 )
expresion anterior, Zjvz2 f(yj)e k(G- T , correspéndese ca DFT dunha mostra de valores
{f(yj)}évzl, pois nétese que xa non temos en conta o valor asociado ao nodo N + 1, que é
f(m).
L. . . N
E mais, a transformada discreta de Fourier para o conxunto de mostras { f (yj)}j:1 segundo

a sta definicién sabemos que é

N o
{Ge}iy, onde g = flyj)e ¥ G-DE=D), (4.40)
j=1



44 CAPITULO 4. TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER VIA FFT

Pero se nos fixamos podemos observar que

N N
L. _ 1 —2mioqy(k-1) _ L —278 (1) (k-1
Nyk—Nj§_1;f<yj>e e f<y1>+j§_2jf<yj>e e
N
1 ; mi (s 4.41
= Srvar | Fm) + 2657 Y fly)em WUV 4 () Al
j=2

s (2647~ 1)7(-m) = f(m).

Logo podemos identificar a relacién entre o primeiro sumando da ecuacién anterior e a

aproximacion dada por (4.39), chegando a que

0 g (26— 1) f(m) — 7)) (142

Finalmente, despexando temos que

Chot ~ % <e“”gk - % [(2&’” 1) f(—7) — f(w)]) L k=1,., B[J v1. (4.43)

Deste xeito, somos capaces de obter o valor dos coeficientes de Fourier cg, ... ,C|N| Ccoa
2
precisiéon que nos proporciona a regra do trapecio composta de N+1 nodos, e a comodidade

en canto a nimero de operaciéons da DF'T mediante o algoritmo FFT.

Observacion 4.9. No caso de tratar cunha funcién 27-periédica obtemos trivialmente a

relacion cx_q ~ #gk, pois neste caso f(—m) = f(m).

Compre dicir que esta idea ten especial interese cando tratamos con funciéns regulares
periddicas e con derivadas periddicas, sempre e cando a integral estea definida nun intervalo
de lonxitude o periodo, pois asi estariamos en condiciéns de garantir a superconverxencia
da formula do trapecio composta (como vimos no capitulo 2, grazas a4 formula de Euler
Maclaurin), e polo tanto acadariamos unha aproximacion especialmente boa cun custo

notablemente menor do habitual dos coeficientes de Fourier.



Capitulo 5

Resultados numeéricos

Neste capitulo imos calcular os coeficientes de Fourier dunha funciéon mediante a DFT
via FFT empregando un cédigo de Matlab, observando tamén a converxencia da serie de

Fourier & funcion orixinal e os erros cometidos.

5.1. Aproximacién dos coeficientes de Fourier dunha funcién

discontinua
Consideramos a funcién pulso

se —m<t<O0,
(5.1)
se 0 <t<m,

N N

con t € [—m,w]. Tratase dunha funcién discontinua no intervalo [—m, 7|. Calculamos unha
aproximacion dos coeficientes de Fourier empregando a DFT via FFT, tal e como explica-
mos no capitulo anterior.

Dividimos o intervalo [—7, 7] en N = 22° subintervalos da mesma lonxitude, e empregando

a expresion

1

r1 A % (a’%k - et 1 p(em - f(n)D k=1, VJJ 1, (52)

calculamos os coeficientes de Fourier da funcién f. En realidade, grazas 4 periodicidade da

funcion, sabemos que f(—m) = f(m), polo tanto

ezkﬂ' N
& 0 k=1,..,|— 1. 5.3
Ck—1 N Yk, ) ) \‘ J + ( )

45
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Observacion 5.1. Cabe mencionar que, se pensamos N = 2P con p € N, a nosa eleccién
do ntiimero de mostras baséase en establecer como criterio que: tomando un parametro de

tolerancia de 1075 e denotando por ciL y| ao coeficiente de Fourier L%J -ésimo calculado
>

con N = 2¢ (i € N), verificase que

7 +1
N~ 6N
3] 5] <1078, (5.4)
1+ 1+1
15

Con respecto 4 serie de Fourier da funcién, lembremos que mediante a expresion

co + Z [2Re(cg) cos(kz) — 2Im(cy) sen(kx)] (5.5)
k=1

podemos calcular a m-ésima suma parcial da serie de Fourier de f, denotada por s;,.

Notacion 5.2. A partir de agora, referirémonos & serie de Fourier de m + 1 sumandos, é

dicir & m-ésima suma pacial da serie de Fourier, s,,, como suma parcial de orde m.

Asi, facendo uso dos coeficientes calculados usando a DFT via FFT, obtemos unha
aproximacion da serie de Fourier de f dada polas sumas parciais m-ésimas, representadas

na Figura 5.1.

Como xa sabemos, se f e f’ son funcions continuas, salvo nun namero finito de pun-
tos de discontinuidade de tipo salto, como é o noso caso, a serie de Fourier converxe
puntualmente a f(¢) nos puntos de continuidade e & media dos limites laterais nos pun-
tos de discontinuidade. Neste caso, a funcién coa que estamos a traballar presenta unha
singularidade (discontinuidade de salto) no punto ¢ = 0. Na figura 5.1 podese apreciar
que, efectivamente, cando ¢ = 0 as sumas parciais converxen & media dos limites laterais

— + _ T,
iC );Lf 1) _ 22+2 = (. Pola contra, cando ¢ # 0 as sumas parciais aproximan o valor

da funcién f neses puntos t.
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Aproximacion da serie de Fourier
T

2 T
Funcioén f

Suma parcial de orde 1

Suma parcial de orde 2

Suma parcial de orde 3
Suma parcial de orde 4

Suma parcial de orde 5

05 Suma parcial de orde 6

Suma parcial de orde 7

Figura 5.1: Sumas parciais.

Aproximamos agora as sumas de orde 50 e 100. Cabe esperar que a suma parcial
converxa 4 funcién cando incrementamos o namero de termos, pero veremos que isto ocorre
en todolos puntos salvo nas discontinuidades, cando a funcién pasa de —5 a 5 en t = 0.
Para visualizalo mellor, facemos nunha especie de “zoom” en torno ao punto ¢t = (0, %)

para ver o fenémeno do que estamos a falar. Queda ilustrado nas Figuras 5.2 e 5.3.

Observacion 5.3. Neste exemplo atopamos o denominado fendmeno de Gibbs, un compor-
tamento caracteristico das series de Fourier asociadas a funciéns definidas a cachos, con
discontinuidades de salto finito e 2m-periddicas. Fixémonos en que no punto de disconti-
nuidade representado, t = 0, a grafica da suma parcial excede claramente & nosa funcién

salto nese punto; este é o fenémeno de Gibbs.

A continuacion, pasamos a estudar a velocidade de decrecemento dos coeficientes de

Fourier. Para iso estudaremos as relaciéns que tefien os coeficientes entre si.
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Podemos observar que:
C1

Co
c3
C4
cs
Co

Cr

concluindo, por recursividade, que
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— 0.50004,
= — 0.2500i

=—0.1667¢
= —0.1250¢
= —0.1000:
= —0.0833¢

=—0.0714¢

Figura 5.2: Suma parcial 50-ésima.

5.2.

I

I

1

1

1

12

(5.6)

(5.7)

Suma parcial de orde 100

Figura 5.3: Suma parcial 100-ésima.

Aproximaciéon dos coeficientes de Fourier dunha funcién

continua pero non diferenciable

Consideramos unha funcién f tal que f € C([—n,7]) e f ¢ C*([—m, 7). Por exemplo

f(t)

T+t

T —t

se —mw<t<O0,

(5.8)

se 0 <t <,
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e aproximamos os coeficientes de Fourier mediante a DFT via FFT, tal e como fixemos no
exemplo anterior.

Neste caso, empregamos un criterio de seleccién para o ntimero de mostras do intervalo
analogo ao do anterior exemplo, pero esixindo unha maior proximidade entre os coeficientes.
Tomaremos como parametro de tolerancia 10710 e, coa mesma notaciéon que a Observacion

5.1, debera verficarse que
¢y, —citd

5] 15
i+1

Iy

Dividimos o intervalo [, 7] en N = 217 subintervalos da mesma lonxitude. Agora, tendo

< 10719, (5.9)
1+

en conta que estamos a traballar cunha funcién que acada o mesmo valor en ambos extremos

do intervalo, podemos calcular os coeficientes de Fourier mediante a aproximacién

ik
e N
RS k=1, |21 5.10
Ck—1 Nyk) ) 7\‘2J+ ( )

Usamos estes coeficientes para calcular as sumas parciais da serie de Fourier de f mediante

a formula xa conecida

m
co+ Y _ [2Re(cy) cos(kx) — 2Im(cy)sin (k)] | (5.11)
k=1
que quedan representadas na Figura 5.4.
Notamos que, para esta funcién, todolos coeficientes ¢ con indice par son nulos. Polo
tanto, centrarémonos nos c; con k impar para o estudo da velocidade de decrecemento dos

mesmos. Asi vemos que:

c1 = 0.6366,
C
c3 = 0.0707 = 3%
C
cs = 0.0255 = 5%
cr = 0.0130 = ok (5.12)
C
co = 0.0079 = 9—2,
~ G
C11 = 0.0053 = F,

polo tanto podemos deducir que

=0 <k,12) : (5.13)
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Aproximacion da serie de Fourier
T T T

3.5 T T T
Funcioén f
Suma parcial de orde 1
3k Suma parcial de orde 2 i

Suma parcial de orde 3
Suma parcial de orde 4
Suma parcial de orde 5
25 H Suma parcial de orde 6
Suma parcial de orde 7

051

Figura 5.4: Sumas parciais.

Por outra banda, para a converxencia das sumas parciais imponemos como criterio unha
desigualdade analoga ao exemplo anterior, pero esta vez cunha menor diferenza entre os
termos das sumas parciais involucradas. Asi, diremos que a suma parcial de orde m pddese

considerar converxente cando

[$m — Sm_1]| < 1075. (5.14)

Baseandonos neste criterio, a nosa suma parcial acada a converxencia para a suma parcial
de orde 357. Representamos ss57 na Figura 5.5, onde se pode observar unha boa aproxima-
cion da funcion f. Fixémonos en que esta aproximacion parece moito mellor que a obtida
para a funcién discontinua, incluso se comparamos os puntos de continuidade da funcién

f ¢ C°([—m,7]) co punto onde f non & diferenciable.
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Suma parcial de orde 357

T T T

3.5 T T

25| §

1.5 7

05 7

Figura 5.5: Aproximacién da funcion f.

5.3. Aproximacién dos coeficientes de Fourier dunha funcién

de clase C! pero non C?

Damos un paso mais na regularidade da funcién, e realizamos un proceso analogo ao

da seccién anterior pero esta vez considerando

tt+m) se —w<t<O0,
1) = (5.15)

tt—m) se0<t<m.

Esta é unha funcién de clase C!([—, n1]), pero non o & de clase C*([—7, 7]) .

Empregando a DFT via FFT calculamos os seus coeficientes de Fourier. Neste caso di-
vidimos o intervalo [—7, 7] en N = 2! subintervalos da mesma lonxitude, elixindo esta
cantidade do mesmo xeito que na seccién anterior, baseandonos na condicién (5.9).
Facendo uso da formula (4.43) xunto ca periodicidade da funcion no seu intervalo de defi-
nicion, obtemos as aproximacions dos coeficientes de Fourier. Calculamos despois as sumas
parciais ca expresion (4.30), que quedan representadas na Figura 5.6. Volvémonos atopar

no caso de ter os coeficientes ¢y, k par, con valor nulo. Estudemos entén aqueles coeficientes
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Aproximacion da serie de Fourier
T T

3 T T T T T
Funcién f
Suma parcial de orde 1
2+ Suma parcial de orde 2 u
Suma parcial de orde 3
Suma parcial de orde 4
1L Suma parcial de orde 5 |
Suma parcial de orde 6
Suma parcial de orde 7
0 |- -
qF .
2+ J
_3 1 1 1 1 1 1 1
-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 5.6: Sumas parciais.

con indice impar. Observamos que:

e = —1.2732i,
. ~
c3 = —0.0472; = 35
. L a
c; = —0.0102: = 55
1 =—0.0037i = % (5.16)
. c
cg = —0.0017i = 9%
. C1
— 0.0010i = L.
C11 0.00102 113

Xa podemos ver como vai aumentando a velocidade de decrecemento dos coeficientes,

concluindo entén que

o) o)

Agora consideramos como criterio de converxencia a desigualdade

[Sm — $m_1]| <1077 (5.18)
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e vemos que as sumas parciais desta funcién converxen na suma parcial de orde 295,

representada na Figura 5.7.

Suma parcial de orde 295

T T T

2.5 T T

1.5

-2.5

Figura 5.7: Aproximacion da funcioén f.

Queda evidenciado na grafica a excelente aproximaciéon que obtemos da funciéon f en
todolos puntos. De feito, se calculamos o erro cometido ao aproximar a funcién f pola

suma 295-ésima, temos que

£ () = s295]|00 = 5.5760 x 107°, Vt € [-m, 7). (5.19)

5.4. Aproximacién dos coeficientes de Fourier dunha funcién

de clase C*

Rematamos este estudo considerando unha funcion de clase C*°([—m, 7]), como pode
ser f(t) = e no intervalo [—7,7].
Calculamos unha aproximaciéon dos coeficientes de Fourier co método empregado ata agora,
e dividimos o intervalo de definicién en N = 29 subitervalos de igual lonxitude, empre-
gando a condicion (5.9).

Dun xeito totalmente andlogo ao da seccién anterior, calculamos as sumas parciais de orde
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m, que representamos na Figura 5.8. De novo, facemos un estudo sobre os coeficientes cg

para observar a sua velocidade de decrecemento. Atopamonos con que:

¢ = 0.5652,
C
co = 0.1357 = Zl’
c3 = 0.0222 =~ %
cs = 0.0027 =~ %,
¢s = 0.0003 =~ 12@’
ce = 22489 x 107° = 0, (5.20)

c10 = 2.7529 x 10710 =~ 0,

c15 = 2.1125 x 10717 =~ 0,

Noétese a rapida velocidade coa que decrecen os coeficientes.
En canto & converxencia, empregamos 0 mesmo criterio que os casos anteriores pero esta

vez sendo un pouco mais esixentes, imponendo a desigualdade
|$m — Sm_1]| < 10712, (5.21)

Con isto, as sumas parciais converxen xa na suma parcial de orde 14, a cal podemos ver
na Figura 5.9.
E clara a precisién coa que queda representada a funcién de partida mediante a suma

parcial calculada, exactamente
| £(t) — s14]| = 1.7764 x 10715, (5.22)

Observacion 5.4. Resaltar que a rapida e boa aproximacion que obtemos con este método é,
en parte, grazas a que a funcién f coa que estamos a traballar esta en condiciéons de garantir
a converxencia superalxébrica da féormula do trapecio composta, pois f € C®([—m, 7)) e
cumpre a condicion (2.34) (ver capitulo 2). Isto produce unha moi boa aproximacion dos
coeficientes, e polo tanto da serie de Fourier de f. Ademdis a regularidade da funcién
provoca (como vimos no capitulo 3) que a converxencia da serie de Fourier, neste caso da

sta aproximacién, a f sexa moi rapida.
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Aproximacion da serie de Fourier
T

3 T T T T T
Funcién f
Suma parcial de orde 1
Suma parcial de orde 2
251 Suma parcial de orde 3
Suma parcial de orde 4
Suma parcial de orde 5
Suma parcial de orde 6
2r Suma parcial de orde 7
151
1F
B / \
0 1 1 1 1 1 1 1
-4 3 2 1 0 1 2 3
Figura 5.8: Sumas parciais.
Suma parcial de orde 14
3 T T T T T T T
25
2 -
1.5
1F
05
O 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 5.9: Aproximacion da funcién f.
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5.5. Conclusions

En base aos exemplos das secciéns anteriores, analizamos como o feito de aumentar a

regularidade da funcién f infliie no célculo dos coeficientes de Fourier.

En primeiro lugar, sendo N = 2P o ntumero de mostras do intervalo de definicién das
funciéns, vemos que, a medida que aumenta a regularidade da funcién, é preciso un menor
nimero de mostras para acadar unha mesma distancia (“converxencia’) entre os coeficien-
tes calculados. En efecto, vimos que:

Se f ¢ C([—m,7]) temos que considerar N = 220 = 1048576 subintervalos para obter unha
diferenza entre as aproximaciéns dos coeficientes de 1075, mentes que se f € C([—, 7]) es-
te ntmero xa se reduce a N = 217 = 131072, tendo agora unha diferenza entre coeficientes
de 1071°. Ca mesma tolerancia conseguimos para unha funciéon f € C'([—m,n]) reducir o
valor ata N = 21! = 2048, e finalmente coa maxima regularidade posible, f € C®([—r, 7)),
bastaria tomar N = 210 = 1024.

Polo tanto, ao aumentar a regularidade da funcién acadamos unha mellor aproximacion

cun namero moito menor de mostras, e consecuentemente un menor custo.

En segundo lugar, o noso algoritmo realizou unha aproximacién da serie de Fourier de
f mediante as sumas parciais s,,, e intrinsecamente unha aproximacién da propia funcién
f- Pois ben, comprobamos que, a medida que aumenta a regularidade da funciéon, a con-
verxencia entre as sumas parciais dase nunha orde cada vez menor, é dicir:
Para unha funcion f € C([—m, x]) teremos que chegar 4 suma parcial de orde 357 (isto é
s357) para obter unha aproximacion da serie de Fourier cun erro de orde 10~°, mentres que
para unha funcién f € C1([—,7]) bastarfa coa serie de Fourier de 295 sumandos, s295, pa-
ra acadar unha aproximacién cun erro de orde 10~7. Seguimos diminuindo a tolerancia no
criterio de conerxencia, e cunha funcién totalmente regular, f € C*°(|—m,7]), bastarianos
con construir a serie de Fourier de tan s6 14 sumandos, s14 para obter unha aproximacién
cun erro de orde 10712,
Polo tanto, ao aumentar a regularidade da funcién acadamos unha converxencia entre as
sumas parciais moito mais réapida e eficaz, podendo asf aproximar tanto a serie de Fourier

de f coma a propia funcién por unha serie cun namero de sumandos moi pequeno.

No mellor dos casos, se traballamos con funcions que cumpren a condicion (2.34) e son
de clase C* nun intervalo de lonxitude o seu periodo, podemos garantir a converxencia
superalxébrica da formula do trapecio composta (base do algoritmo para o célculo dos

coeficientes). Esto concederianos todolos beneficios posibles, e seriamos capaces de: acadar
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unha aproximacién da serie de Fourier empregando un niimero moi pequeno de sumandos,
cunha velocidade de converxencia dos coeficientes moi elevada. Derivando asi nun resultado

moi efectivo cun custo bastante reducido.
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