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Breve descricion do contido

A metodoloxia clasica de analise de series temporais, amplamen-
te empregada en diversas areas, como economia, meteoroloxia ou
medicina, baséase en modelos estatisticos como ARIMA (Modelo
Autorregresivo Integrado de Media Mabil) ou modelos de suavi-
zado exponencial. Estes modelos contan cunha base tedrica sélida
e poden ser interpretados facilmente. Pola stia banda, os métodos
de aprendizaxe automatica, como redes neuronais, maquinas de
vectores de soporte (SVM) ou arbores de decisién, comezaron a ga-
fiar popularidade para a predicion de series temporais nos tltimos
anos. Estes métodos ofrecen vantaxes potenciais en termos de ca-
pacidade de capturar patréns complexos e non lineares nos datos,
adaptabilidade a diferentes tipos de series temporais e capacidade
de xerar predicions precisas en contextos dinamicos e cambiantes.
O obxectivo deste TFG é facer unha revisiéon da metodoloxia cla-
sica de series temporais e levar a cabo unha comparativa practica
cos métodos de aprendizaxe automatica, analizando as vantaxes

e desvantaxes de ambos enfoques.
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Resumo

Ao considerar un conxunto de datos, podemos atoparnos con observaciéns independentes
ou con observaciéns que presenten algin tipo de dependencia espacial ou temporal, como é
o caso das series temporais. Ao ter en conta esta dependencia, xorde naturalmente a teoria
estatistica da analise de series temporais, na que nos adentramos nas seguintes paxinas. O
obxectivo deste traballo é a descricion e comparacién dos diferentes modelos e metodoloxias
de analise de series temporais. Partindo desta base, compararonse en canto a rendemento,
sinxeleza, interpretabilidade e eficiencia computacional, chegando a conclusién de que os

modelos mais axeitados varian en cada caso.

Abstract

When taking into consideration a set of data, one can find independent observations or ob-
servations that present some kind of spacial or temporal dependence, as we see in the case
of time series. By taking this dependence into account, the statistical theory of time series
analysis naturally appears, as we will be discussing it over the next pages. The objective of
this piece of work is the description and comparison of the different models and methodo-
logies about time series analysis. From this comparison made on the base of the following
terms: accuracy, simpleness, interpretability and computational efficiency, I have reached

the conclusion that the most appropriate models vary depending on each case.
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Introducion

Unha serie temporal é unha sucesién de datos observados en instantes de tempo consecu-
tivos. Esta definicién tan simple, fai da analise de series temporais un campo moi amplo
dentro da estatistica. Entender os mecanismos e as relaciéns intrinsecas destes conxuntos
de datos é de especial relevancia en campos como a economia, a meteoroloxia, a medicina

ou as telecomunicacions.

Neste traballo faremos un percorrido polas distintas etapas da analise de series temporais,
analizando as suas caracteristicas, propondo modelos que describan comportamento e es-
tudando os modelos mais relevantes para a predicién de novos valores das mesmas. Deste
xeito, comezaremos abordando cuestions da teoria estatistica clasica, para logo revisar me-

todoloxias mais recentes da area da aprendizaxe automatica.

Primeiramente, no Capitulo 1, facemos unha introducién tedrica as series temporais defi-
nindo os procesos estocasticos, a estacionariedade, a autocorrelacién... , xunto con nociéns
basicas sobre a descomposicién, as caracteristicas ou as medidas de erro mais comuns no

ambito das series temporais.

No Capitulo 2 repasamos varios dos modelos clasicos de regresién para series temporais,
principalmente o alisado exponencial e os modelos ARMA, ARIMA e SARIMA.

No Capitulo 3 comentamos algiins métodos de aprendizaxe automatica, como os procesos
gaussianos, que empregan ideas da estatistica bayesiana, ou as mais actuais redes neurais
recorrentes coas suas sucesivas evolucions: os modelos LSTM, ou mesmo unha introducién

da que foi a sia evolucion, os transformers.

Por tultimo, no Capitulo 4 levamos a cabo unha comparacién dos métodos vistos, analizan-
do as diferenzas de rendemento e a empregabilidade dos mesmos. Incluimos tamén dous
apéndices que complementan o contido visto no traballo. No Apéndice A atépanse figuras e
representacions graficas de conceptos e métodos vistos, mentres que no Apéndice B discu-

timos con certo detalle o algoritmo de descomposiciéon STL.
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CariTULO

|

Series de Tempo. Definicion e
Analise

Neste primeiro capitulo tratamos os temas fundamentais da formulacién matematica das
series temporais, comezando pola stia formulacién en forma de procesos estocasticos, con-
tinuando co estudo dos procesos estacionarios, a autocorrelacién e a predicién lineal de

futuros valores dunha serie temporal dada en funciéon dos anteriores.

Ademais, complementamos o anterior con dias secciéns sobre ferramentas tutiles para a
analise previa 4 modelizacién de series temporais como son a descomposicién de series tem-
porais e a obtencion de caracteristicas das mesmas, xunto con unha seccién sobre as mé-
tricas disponibles para o estudo dos erros de predicién puntual e distribucional de series

temporais.

1.1. Series Temporais e Procesos Estocasticos

Comezamos definindo formalmente o que de aqui en diante entenderemos por serie tempo-

ral. Esta parte introdutoria esta baseada no Capitulo 1 de Brockwell e Davis (1991).
Definicion 1 (Serie temporal). Unha serie temporal é un conxunto de datos rexistrados en
distintos instantes de tempo. Distinguimos dous tipos:
» As series temporais continuas, que denotaremos por z(t), con t € [0, 7], rexistranse ao
longo dun intervalo temporal.
» As series temporais discretas, que denotaremos por x4, con t € {1,...,T}, rexistranse

en instantes de tempo discretos, consecutivos e equiespaciados’.

Neste traballo centrarémonos no estudo das series temporais discretas. DAmonos conta de

que, a nivel teérico, a Definicion 1 non nos aporta ningunha pista sobre a orixe (a distri-

"No caso de que os datos non estean distribuidos de forma homoxénea, estariamos no campo dos datos trans-
versais (en inglés: «cross-sectional data») que son aqueles que se obtefien sen ter en conta o instante temporal.
Non seran obxecto de estudo.
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bucién) dos datos que compoiien a serie temporal, sendo esta unicamente un conxunto de
observacions. Isto motiva a introducién dos procesos estocasticos como un xeito de caracte-
rizar non s6 os datos concretos dunha serie temporal, senén o procedemento que os xerou,
tendo en conta a distribuciéon de posibles series temporais que se poderian obter a partir

das distintas realizaciéns do mesmo.

Definicion 2 (Proceso estocastico). Un proceso estocastico é unha familia de variables alea-
torias {X; : t € Z}", definidas sobre un espazo de probabilidade (2, A, P).

Definiciéon 3 (Realizacion dun proceso estocastico). Para un proceso estocastico {X; : ¢t €

Z}, as suas realizaciéons veilen dadas por {X.(w) : w € Q} (funciéns definidas en Z).

Deste xeito, as series (de datos) temporais son “camirios mostrais” (realizaciéns) xerados en

U Na literatura é habitual referirse mediante a

funcién do proceso estocastico subxacente
denominacién “series temporais”, tanto aos datos, que usualmente denotaremos en mints-
cula {z; : 1 <t < T}, conT € Z, como ao proceso estocastico, denotado con maiusculas
{X;:1<t<T}, cuxarealizacién deu lugar a tales datos. Podemos ver na Figura A.1 unha

representacion grafica dun proceso estocastico, xunto con varias realizacions do mesmo.

Para cada subconxunto finito de variables aleatorias pertencentes a un proceso estocastico

podemos definir a sta funcion de distribucion.

Definicion 4 (Funcion de distribuciéon dun proceso estocastico). Dados un proceso esto-
castico con 7' C R e un vector de indices pertencente a 7 = {t = (t1,...,t,) € Z" : t; <
. < tn, n € Z"} (de dimensién finita). As funciéns de distribucion de {X; : t € T} son as
funciéns {Fi(-),t € T} definidas como

Ft(ac) = P(th < xy,... ,th < xn), onde x = (.Tl, ,CL‘n)/ € R".

Reciprocamente, o teorema (de extensién) de Kolmogorov establece baixo qué condiciéns de
consistencia unha familia de distribuciéns de dimensién finita, {F3(-),t € 7} nos termos da

Definicion 4, determina a un proceso estocastico.

Teorema 1 (Teorema de Kolmogorov). Un conxunto de funciéns de distribucién de proba-
bilidade {Fi(+) : t € T} dado correspondese co conxunto de funciéns de distribucién dun
proceso estocastico se, e s6 se, paracadan € {1,2,...},t = (t1,....t,) € T ei € {1,...,n},

lim Ft(ac) = Ft(i) (w(z))’

T;—00

"Ao restrinxirnos a series temporais e discretas, o conxunto de indices 7' serd un conxunto de instantes
temporais da forma: {1,2,3, ... } ou {0, £1,£2, ... }.

"Citando de Williams e Rasmussen (2006):p. 13: “falando mal e pronto, un proceso estocdstico é unha xene-
ralizacion dunha distribucion de probabilidade (que describe a unha variable aleatoria de dimension finita) a
funciéns”.
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onde t( e 29 obténiense ao eliminarlle a compoiiente i-ésima aos vectores ¢ e x. Analoga-
mente, empregando a equivalencia entre as funciéns de distribucién e as funciéns caracte-

risticas, se ¢¢(+) é a funcion caracteristica de Fy.y, i.e.,

dt(u) = / ei”/mFt(dazl, wydxy), w=(ug,...,u,) €R",

entén as funciéns familia {¢; : t € T} son funciéns caracteristicas dun proceso estocastico

se, e 80 se,
J;Lno Pe(u) = ¢t(i)(u(z))a

onde igualmente u(i) é o vector resultante de eliminarlle a compofiente i-ésima ao vector u.

Notacién Especifica para as Series Temporais

A fin de facilitar a notacién, é moi habitual na literatura relativa as series temporais o uso

do backward shift operator, B, que definimos a continuacion.

Definicion 5 (Operador de retardo). O operador de retardo B aplicado a unha variable alea-
toria pertencente a un proceso estocastico { X;} obtén a variable aleatoria inmediatamente
anterior dentro do proceso: B X; = X;_;. Ademais, aplicando repetidas veces o operador,

denotamos

B'X,=X,_;, i€Z.

1.2. Estacionariedade e Autocorrelacion

Posto que os procesos estocasticos abarcan un conxunto potencialmente infinito de varia-
bles aleatorias, non ten sentido empregar a matriz de covarianza para estudar a sda inter-
dependencia lineal, xa que unicamente aplica a un conxunto finito de variables aleatorias.
Seguimos estando interesados na relacién lineal das variables aleatorias duas a dias, mais
por cuestions de dimension, falaremos de funcion de (auto)covarianza en lugar de matriz de

covarianza.

Definicion 6 (Funcién de autocovarianza). Para un proceso estocastico { X, : t € Z} tal que

Var (X;) < oo, Vt € Z, definese a funcién de autocovarianza v (+,-) de {X;} como

vx(r,s) = Cov (X;, X5) = E[(X, —E(X,))(Xs —E(X,))], rs€Z.

Estacionariedade. Regularidade dos Procesos Estocasticos

De xeito similar ao que acontece noutras ramas das matematicas, dado que a definicion de
proceso estocastico é considerablemente ampla, o mais habitual sera que traballemos con

procesos estocasticos que cumpran unhas certas condicions de regularidade.
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Definicion 7 (Estacionariedade (débil)). Unha serie temporal {X; : t € Z} dise estaciona-

ria’ (debilmente, ou de xeito condicional) se cumpre as seguintes tres condiciéns:
1. E (Xf) <oo, VteZ, 2.E(Xy)=m, VtE€Z, 3.vx(r,s)=vx(r+t,s+t), Vr,s,t€Z,

Definicién 8 (Estacionariedade (forte)). Unha serie temporal {X; : ¢t € Z} dise estacionaria
(fortemente, ou de xeito estrito) se cumpre que para calquera k,h € Z e t1,...,t;, € Z entén

os vectores (X, ..., Xy, ) e (X4, 4n, ..., Xy, +1) teflen a mesma distribucién conxunta.

Intuitivamente, unha serie temporal sera estacionaria cando as sias propiedades estatisti-
cas sexan constantes respecto do tempo, tendo en consecuencia unha aparencia semellante
en todo momento, como se pode apreciar na Figura A.2. A diferenza entén entre a estacio-
nariedade débil e a forte radica en ata que punto esta condicién se debe garantir. A estacio-
nariedade débil asegura a independencia temporal dos momentos de ata orde 2 e require da
suta existencia, mentres que a estacionariedade forte asegura que, se existen, os momentos

de calquera orde son independentes do tempo.

E habitual referirse con estacionariedade a definicién débil da mesma, xa que garante que
para todo vector finito de variables aleatorias do proceso estocastico a stia matriz de cova-

rianza é idéntica.

Autocorrelacion. Correlacion en procesos Estacionarios

En presenza de estacionariedade tense que v (r,s) = vy (r —s,0), Vr,s € Z, polo que, para

procesos estacionarios, redefinese a funcion de autocovarianza como
vx (h) :=vx(h,0) = Cov (Xyypn, X¢), Vi, h,€Z.

Proposicion 1 (Propiedades da funcién de autocovarianza). Se ~(:) é a funcién de autoco-

varianza dun proceso estacionario {X; : t € Z}, entén

7(0) >0,  ~(0) = [y(r)|, VheZ, e ~(h)=~(-h), VheL

Estamos xa en disposicion de caracterizar as funciéns de autocovarianza dos procesos esta-

cionarios, a través do Teorema 2, para o que primeiro introducimos a seguinte definicion.

Definicion 9 (Funcién semidefinida positiva). Unha funcion i : Z — R dise que é semide-
finida positiva se, e s6 se,

n

Z ai,u(ti - tj)aj > 0,
4,j=1

E importante ter clara a diferenza entre estacionariedade (do inglés: «stationarity») e estacionalidade (do
inglés: «seasonality»), xa que en galego as suas raices son moi semellantes a diferenza do que acontece en inglés.
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para todos os enteiros positivos n e todos os vectores a = (aq,...,a,) € R et = (t1,...,t,) €
7",

Teorema 2 (Caracterizaciéon das funciéns de autocovarianza). Unha funcién v : Z — R
é unha funciéon de autocovarianza dunha serie temporal estacionaria se, e s6 se, é par e

semidefinida positiva.

[13

Demostracion. “ = ” Dada unha serie temporal { X;} ent6n, para os vectores a = (ay, ..., a,) €
R" et = (t1,...,t,) € Z", definimos Z; = (X}, — E(Xy,), ..., Xt, — E(Xy,)). Tense que

0 < Var (a't;) =E (a'Z;) = E |('Z:)°] ~ Ea'Zi)” = 'E (Z:2}) a = aTya
Z a;y(t; — t aj,

,j=1

.

onde I';, é a matriz de covarianza de (Xy,, ..., Xy,)'.

<" Sexa 1 : Z — R unha funcién par e semidefinida positiva. Veremos agora que existe
un proceso estacionario tal que tefia a u(-) como funcién de autocovarianza empregando
o teorema de Kolmogorov. Para cada n € Z* e cada t = (t1,...,t,)’ € T (empregando a
notacién da Definicién 4), sexa F; a funcién de distribucién en R™ da funcién caracteristica

dt(u) = exp(—u'Ku/2),

onde u = (uy,...,u,) € R" e K = [u(t; — tj)]” ,- Ao ser n semidefinida positiva, tamén o
sera K, sendo entén ¢; a funcion caracteristica dunha distribucién normal multivariante

con media cero e matriz de covarianza K, logo tense que
Ge(iy(u(i)) = lim ¢e(u), VEET,

polo que, aplicando o teorema de Kolmogorov, tense a existencia dunha serie temporal { X, }
con funciéns de distribucién F; e funcions caracteristicas ¢, con t € 7. Tendo comprobado
que, ao ser K a matriz de covarianza de {X;}, entén Cov (X;, X;) = u(i — j), sendo logo s(+)

a funcion de autocovarianza de {X;} como queriamos ver. O

O habitual sera empregar no lugar da funcién de autocovarianza a funcién de autocorrela-

cion, xa que esta non depende da escala dos datos da serie temporal estudada.

Definicion 10 (Funcién de autocorrelacién (ACF)). Para un proceso estocastico estaciona-

rio {X; : t € Z}, definese a sda funcion de autocorrelacién como

px(h) :=7vx(h)/vx(0) = Corr (Xyyp, X¢), t,heT.
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En ocasiéns pode resultar util considerar a correlacién entre X; e X, excluindo a aporta-
cién das variables aleatorias X;1,..., X;1,_1. Para isto emprégase a funcion de autocorre-

lacion parcial, como podemos ver na Figura A.3.

Definicion 11 (Funcién de autocorrelacién parcial (PACF)). Para un proceso estocastico

estacionario {X; : t € Z}, definese a sta funcién de autocorrelaciéon parcial como
a(l) = Corr (X2, X1) = p(1),
a(h) = Corr (Xnt1 — Pspan{1, Xa,.. X3 Xnt1, X1 — Popan{1,xo,..x, X1) » h > 2,
onde Pypan{1,xs,...,x,} X1 denota a proxeccién de X; sobre o subespazo span{1, X, ..., X, } de

L?(Q, A, P), formado polas combinacién lineais de {1, X, ..., X}, i.e.,

h
Popan{xy,...x0) Xnt1 = Z¢hiXh+1—z‘- (1.1
=1

Ainda que precisa, a definiciéon anterior da funcién de autocorrelaciéon parcial non é moi

practica a hora de calcular o valor da mesma. Como alternativa, partindo das ecuaciéns
<Xh+1 - Pspan{XL...,Xh} Xh+17 X2> =0, i=h,..,1,

desenvolvendo e empregando a definicién da funcién de autocorrelacion, séguese a obtencién

do seguinte sistema de ecuacions en forma matricial

p(0) p(1) . plh=1)\ [ém p(1)
p(1) p(2) . p(h=2) || ¢n2 _ p(‘2) s, (1.2)
p(h—1) p(h—2) ..  p(0) Ph p(h)

de onde podemos despexar ¢, en funcién de p(i), coni =0, ...,h e de ¢, conj =0,...,h—1.
Como probamos mais adiante na Proposicion 3, temos que «(h) = ¢pn, con h > 1, polo que
podemos obter recursivamente a funcién de autocorrelacion parcial en funcién da funcion

de autocorrelacion.

VNeste punto estamos empregando sen mencionalo o teorema de proxeccion ortogonal ou teorema de proxec-
cién de Hilbert, que establece que para un espazo de Hilbert, no noso caso % = L*(Q, A, P) con (X,Y) = E(XY),
para calquera subconxunto pechado, convexo e non baleiro K C H e para un € #, entén existe un tnico
Px « € K tal que é o elemento de K mais préximo a ¢, cumprindo ||z — Px x| = d(x, K). Ademais, tense que

z—-Prrxe K" < (x—Pga,k)=0, Vke K. (1.3)
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Estimacion da ACF para unha serie temporal dada

Para unha serie temporal de datos {z; : 1 < ¢t < T} o estimador mostral, e ao que nos

restrinxiremos no Ambito deste traballo, para a funcién de autocovarianza é

T—h
A(h) =T~ Z(ﬁft —Tp) (@ —Tp), 0Sh<T-1
=1

A partir del obteremos como p(h) = 4(h)/7(0) o estimador mostral da funcién de autocorre-
lacion. Mentres que substituindo en (1.2) os valores de j(-), podemos despexar o estimador

da funcién de autocorrelacion parcial como &(h) = ¢pp,.

1.3. Predicion para Procesos Estacionarios

Ao longo do traballo trataremos repetidamente a cuestion de, cofiecidos { X1, ..., X1}, pre-
dicir {X; : t > T + 1} para un proceso estocastico {X;}. Se denotamos por M ao subespazo
pechado de L?(€2, A,P) que contén as funciéns de {X1,..., X7}, entén o mellor preditor de
X7 seréa o elemento de M cuxa distancia cadratica respecto del sexa menor"’, i.e., segundo
v, P X74p, ou equivalentemente, E (X7 | Xy, ..., X7), segundo a definicién da esperanza

condicionada.

A Esperanza Condicionada como Proxeccion

A fin de ter clara a notacién, imonos deter levemente na esperanza condicionada. Comeza-
mos definindo a esperanza dunha variable aleatoria condicionada respecto dun subespazo
pechado N de L%(Q, A, P).

Definiciéon 12 (Operador da esperanza condicionada). Se A/ é un subespazo pechado de
L?(2, A, P) tal que contén &s funciéns constantes’", entén, paraun X € L?(f2, A, P), a espe-

ranza condicionada de X respecto de M coincide coa sda proxeccion
Exn X =Py X.

Séguese entén que Ex é un operador de proxeccion e ademais, por (1.3), tense que Enr X é

un unico elemento de A tal que

E(WEyxX)=E(WX), VW € N.

ViEste é o criterio de optimalidade mais estendido, mais non é o unico. Neste traballo sera este o criterio
estandar que empregaremos. Segundo se indica en Brockwell e Davis (1991):p. 166, este criterio, para procesos
con momentos de segunda orde finitos da lugar a unha teoria: “simple, elegante e iitil na prdactica”.

VSe o subespazo N = M, esta formado unicamente polas funciéns constantes, entén Er, X = E (X).
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Polo tanto, a esperanza condicionada respecto dun nimero finito de variables aleatorias
sera un caso particular da Definicién 12, e vira dada de xeito analogo, condicionando agora

respecto do subespazo xerado polas mesmas, i.e., M(Z1, ..., Zy,).

Definicioén 13 (Esperanza condicionada). Se 71, ..., Z,, son variables aleatorias en (2, A, P)

e X € L?(Q, A,P) entén a esperanza condicionada de X dadas 71, ..., Z,, definese como

E(X | Z1,.,Z0) = Epmizy,z) X (= Przy,. iz X),

onde M(Zy, ..., Z,) é un subespazo pechado de L?(Q2, A,P) ao que pertencen todas as fun-

ciéns que se poden poner como ¢(Z1, ..., Zy,), con ¢ : R” — R unha funcién medible.

Calculo de Preditores (Lineais) para Procesos Estacionarios

Volvendo ao problema da predicion, a dificultade reside en que o calculode P v x, .. x;) X141
non é en absoluto sinxelo, polo que, rebaixando as expectativas pedagéxicas, podemos res-
trinxir M considerando menos funciéns preditoras pero simplificando os célculos. E por iso,
polo que traballaremos sobre span{1, X1, ..., X7} C M(Xj,..., X7), tratando no que resta de

seccién os preditores lineais dos procesos estacionarios.

Coa notaciéon Hr = span{ Xy, ..., X7}, centrarémonos da predicién para X7, Xa que o caso
X7 é analogo. Baseandonos no anterior temos que
N 0 seT =0,

Xpp = = Xy =6 Xp++éppXy, T>1 (14)
PHT XT+1 se T > 1.

onde os coeficientes ¢, ..., ¢ vefien determinados polas “ecuacions de predicion” (1.3),

T T
<Z ¢Tz‘XT+1—i7XT+1—j> = (Xry1, Xpy1_y) = ZﬁbTﬂ(i -J3) =), j=1,..,T,
=1 i—1

= Trdr =r, (1.5)

onde 'y = [y(i — j); ;1.0 Yo = (Y1), .., ¥(D)) € dp = (bpy, -, ¢pp)'- Deste xeito, as
ecuacions (1.4) e (1.5) coniécense como as ecuacions de predicién de paso un para procesos

estacionarios.

Ainda que (1.5) poida ter varias soluciéns, todas elas daran lugar ao mesmo estimador me-
diante (1.4). No seguinte resultado, interesdmonos polo caso no que I';, é non singular, xa

que entén a solucién pode obterse facilmente como: ¢, = F}l’yT.

Proposicion 2 (Unicidade do preditor lineal para procesos estacionarios). Sexa { X, : t € Z}
un proceso estacionario con media cero e con funcién de autocovarianza v(-) tal que v(0) > 0
e onde v(h) 2720, 0. Entén a matriz de covarianza T',, = (Vi = )i jer, o de (Xa, o, Xp) €

non singular Vn € Z*.
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Demostracion. Procederemos por reducién ao absurdo, supoiiendo que I';, é singular para

algtin n e chegando a unha contradicién coas condiciéns de que v(0) > 0 e que v(h) LnioNy)

Por hipétese, { X1, ..., X,,} non son independentes, logo 3r € Z tal que 1 < r < n para o que

existen constantes a1, ..., a, de xeito que

{X} estacionario
:

T T
X1 = ZaiXi, con I'; non singular Xoih = ZaiXi+h—1> Vh > 1.
i=1 i=1

Logo, para todos os n > r + 1 existiran constantes a§”>, s aq(n”) tal que

X = Zagn)Xz = (agn)’ ,a(n))/ . (Xl’ >Xr) — a(n)/ X,

T

Buscaremos agora a contradicién vendo por unha banda que
v(0) = a™'T,.a™ = ~(0) > Apina™’a™ = |a?| limitados Vi,

sendo Anin 0 menor valor propio do I',. que, ao ser unha matriz de covarianza, é simétrica e

semidefinida positiva. Alternativamente, vemos que

~v(0) = Cov( n,Za Z) Z: ’

hmltado —0

y(n — )| 2= 0,
—_——— ©

onde estamos empregando en @ a hipdtese v(h) LN 0, chegando deste xeito a unha con-
tradicién con que (0) > 0. O

Cabe logo preguntarnos, dado que estamos predicindo o valor de X1, cal é o erro da pre-

dicién que estamos cometendo. Expresamolo en termos do MSE, que vira dado por

eri1 =E [(XT+1 - XTH)?} = Var (XT+1 ~Xrp)
= Var (X;,) + Var (XTH) —2Cov (XT+17 XTH)
0) + Var (¢ Xp) —2Cov (X741, ¢7X7)
0) + ¢ Tpdpp — 207y
0) + LTl v — 290 g
) — 75“F%17T-

Tendo demostrado a Proposicion 2, estamos xa en disposicién de probar a equivalencia entre

as duaas definiciéns da funcién de autocorrelacion parcial (a(h) = dpp).
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Proposicion 3 (Equivalencia entre as dias definiciéns da funcién de autocorrelacion par-
cial). Sexa {X; : t € Z} un proceso estacionario con media cero e con funcién de autocova-
rianza v(-) tal que v(0) > 0 e onde ~(h) 122, (). Para a definicién dos coeficientes ¢p. dada

en (1.1), tense que

¢hh = Corr (Xh+1 - Pspan{XQ,...,Xh} Xh+17 X1 — Pspan{Xg,...,Xh} Xl) .

Demostracion. Denotamos #H; = span{Xs, ..., X3} e Ho = X1 — Py, X1, logo
0  (Xnp1 —Puy Xnp1, Xo — Py, Xo)

[ Xni1 — Pry Xpgal - | X1 — Py Xa]
@ (Xnp1 —Puy Xn1, X1 — Py, X3)

Corr (Xh—i-l - PH1 Xh+17 X1 — Py.,gl X1)

X1 — Py, Xa |
] (Xnht1, X1 — Py, X1)
X1 — Py, Xu|*

onde O tense pola definicion usual da covarianza, en ® estamos empregando que o proceso
{X;} é estacionario, e en ® empregamos que Py, X;,11 L (X; — Py, X;). Alternativamente

temos que

h
[4)
> GniXni1-i = Pryutts Xns1 = Pay Xng1 + Py Xng1 = Py Xnj1 + k- (X1 — Py, X1), k€R
=1
(1.6)

onde @ tense dado que H; U Ha = span{Xi,..., X3} e H1 L Has. Vemos que a expresion co

coeficiente k sera

k= <Xh+laX1 _P'Hl X1> (1 7)
| X1 — Py, Xa)?

Empregando de novo a estacionariedade de { X;} temos que os vectores (X7, ..., X)), (Xp, ..., X1)’

e (Xo,..., Xp41) tefien a mesma matriz de covarianza, logo

Py, X1 = dp—11Xo + dp_12X3 + - + dp_1,h-1Xp, (1.8)
Py, Xny1 = on—11Xn + oh—12Xp—1 + - + op—1,n—1Xo. (1.9)

Finalmente, substituindo (1.8) e (1.9) en (1.6) temos

h—1
Py, Xn1 = kX1 + > [dn-1i — kdn-1hi] Xny1-i- (1.10)
i=1
Como por Proposicién 2 a representacion de X ni1 ten que ser unica, comparando (1.4) e
(1.10) temos que
énn =k = Corr (X1 — Py Xpg1, X1 — Py, X1).
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Calculo de preditores lineais para paso h

Se queremos predicir Xp,;, con h > 1 a partir de Xy, ..., X7 o desenvolvemento é incrible-

mente semellante ao anterior, tendo igualmente que

XT+h =Py Xpyp = ¢¥1)XT + o F ¢¥L%Xla conT,h >1,

é tal que c;’)gb ) = ( g’l) e ,¢¥%)’ é a solucion do sistema en forma matricial

Lrod) =+, onde v\ = (y(h),...,y(n+h — 1))’

Métodos Recursivos para o Calculo de Preditores Lineais

Como xa vimos, no calculo de XT-H debemos resolver un sistema de 7' ecuaciéns con 7' in-
cégnitas, o cal para valores altos de T (o cal é o habitual na practica) é moi custoso compu-
tacionalmente. Para atallar este handicap introduciremos a continuacién algoritmos recur-
sivos para o calculo dos coeficientes ¢ sen necesidade de ter que resolver o sistema lineal.
Ademais, polo mero feito de seren recursivos, ao engadir novas observaciéons podemos re-

aproveitar os calculos xa feitos.

Algoritmo Recursivo de Durbin-Levinson

Este algoritmo baséase na descomposicién de H = span{ X, ..., X;} en’H; = span{ Xy, ..., X}
e Hy, = X; — Py, X,. Procédese calculando primeiro o valor do coeficiente ¢, que se co-
rresponde coa autocorrelacién parcial, asociado a X, para logo obter os valores dos demais

coeficientes ¢, = (¢, ..., o7 r—1)" a partir del.

Proposicion 4 (Algoritmo de Durbin-Levinson). Sexa {X; : t € Z} un proceso estacionario

con media cero e con funcién de autocovarianza +(-) tal que (0) > 0 e onde ~(h) h=eos .

Enton os coeficientes de ¢ e o correspondente MSE e vefien dados por

T-1
$11 =(1)/~(0), ¢orr = |V (T) — Z dr_1,(T —i) | ezl
=1

¢T1 ¢T—1,1 d)T*l’T*l
. — : — Oy : , g0 =(0), er = er1[l — ¢%7).

¢T,T—1 ¢T—1,T—1 ¢T71,1

Demeostracion. Procédese empregando as mesmas ideas que xa vimos na demostracion da
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Proposicion 3. Partindo da factorizacién (1.7) e substituindo a expresién (1.8) temos

T-1
ooy = (X741, X1 — Py) Xa ° <XT+1’X1 —2im1 T—1,iXi+l>
X =P X er-1

-1
ET 5

T—-1
= (D) = pr_17(T — i)
=1

onde en @ estamos empregando a definicién do erro e = E(Xp 1 — XT+1)2, xa que Py, X, é
a predicién de X; en funcién das T — 1 variables aleatorias de #;. Por outra banda, aplicando

a Proposicion 2 que nos garante que as factorizaciéns (1.4) e (1.10) son iguais temos que

¢rj =br_1; — brrdr_17-5 paraj=1,...T -1

Onde, por tultimo, a expresién do erro de predicién vén dada por

S
& || Xps1 = Pry Xy — Priy X[
= [[ X741 = Prs Xt | + [[Prz Xt | = 2( Xy = Py Xt Pz X
& | Xy = Pouy X [P+ 627(X1 = Pouy X0)I2 = 2 (X — Prty Xy, X1 — Py X,)
S ey + dhrer_1 — 261 (Xpi1, X1 — Py, Xy)

2 ero1(1 - ¢3p)

onde en ® empregamos que H; U Ho = span{Xy,..., X3} con H; L Hs, o punto © ségue-
se da demostracion da Proposicion 3, en @ estamos aplicando a definicion de e7_1 e a
relacién Py, Xp11 L (X1 — Py, X1) e, por dltimo, en @ empregamos (1.7) para ver que
<XT+17 Xy =Py X1> = ¢rrep_1- O

Neste caso, a ecuacion do algoritmo de Durbin-Levinson para o erro mostra claramente
como ao engadir unha observacién o céalculo do erro de predicién diminie nun factor de

1 — ¢2.5, sendo ¢, como xa vimos, a funcién de autocorrelacion parcial.

Algoritmo Recursivo de Innovacions

O termo innovacién circunscribese unicamente ao contexto das series temporais e refirese
4 componente de variabilidade nova e impredicible a partir dos valores anteriores da serie

que se “engade” en cada instante temporal.

Definicion 14 (Innovacion). Para un proceso estocastico {X; : ¢ € Z} non necesariamente

estacionario, definense as sdas innovaciéns como proceso estocastico { Xy — X; : t € Z}.
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Proposicion 5. Sexa X; : t € 7Z un proceso estocastico e Hp = span{ Xy, ..., X7}, enton

Hr = span{X; — Xy, X7 — X’T}, conT > 1.

Demostracion. Obtense directamente dado que as innovacions son ortogonais, pois

(Xz - Xz> - span{X1 - Xl, 7Xj—1 - Xj—l} 1 (X] — Xj), 1< j.

Polo que as innovaciéns xeran o mesmo espazo de Hilbert que as variables aleatorias que
comporien un proceso estocastico dado. Polo tanto, xa que X7, € Hp, podemos considerar

alternativamente a factorizacion (1.4) a seguinte"™

T

Xri1 = ZQTZ'(XT+171' — X741-4), conT > 1. (1.11)
=1

innovaciéns

Consecuentemente, o obxectivo do algoritmo das innovaciéns sera o de obter de xeito re-
cursivo o valor dos coeficientes 8, = (0, ...,0,7)". Este ademais ten a particularidade de
que non precisa que o proceso estocastico sexa estacionario, polo tanto, en vez de traballar
coa funcién de autocorrelacion empregaremos directamente a funcién de autocovarianza do

proceso {X;} que denotaremos, a fin de facer esta distinciéon mais evidente, por
R(’I”, 8) = /VX(Tv 8) = <Xr7 Xs> =K (XTXS) .

Proposicion 6 (Algoritmo das innovaciéns). Sexa {X; : ¢ € T} un proceso estocastico de
media cero e covarianza k(-,-), onde a matriz [k(3, j)]gjz1 é non singular para todo 7' €
77" . Logo, os coeficientes das predicién dadas por (1.11), i.e., 87 e o correspondente erro de

predicion (MSE) e, obténense de xeito recursivo como

7—1
Orr_j=¢;" (H(T +1,54+1)— Zej,jieTj_iei) , j=0,1,..,n—1.
=0

n—1
eo=nr(1,1), ep=r(T+1LT+1)=> 071
=0

Demostracion. Pola Proposicion 5 sabemos que {X; — X1, Xp — XT} é ortogonal. Par-
timos agora da ecuacién (1.11) buscando despexar os coeficientes 6, da factorizacién en

i 2. . . .2z > T—1
V'K igualmente frecuente, e mesmo madis sinxela, a factorizacién dada por X741 = >, ) Orr—i(Xip1 —
Xi+1).



14 1. Series de Tempo. Definicién e Analise

innovacions.

(1.11)

x(Xj41—Xnt1), para0<j<T N N
< 71 X1 — Xj+1> = Or7_j€;

(XT+1*XT+1)J-(XJ‘+1*X;'+1)

Ori17—j = 6;1 <XT,X]~+1 — Xj+1> . (1.12)

Agora, aplicandolle (1.11) a X j+1 chegamos & expresién buscada.

J
Ory11—5 = 5;1 <XT7 X — Zeji(XjJrlfi - Xj+1i)>
=1
j A~
=t (H(T +1,7+1) - Z 0;; <XT+1an+1—z‘ - Xj+1—i>)
=1

j—1

o _ . X

= ¢; " R(T+1Lj+1) - ZHM;Z‘ <XT+1a Xip1 — Xi+1>
=0 :(,
j—1

o _ .

=g ! (H(T +1,5+1)— Z 9j,j_i9T,T—i5i> )
i=0

onde en @ aplicamos un cambio de indice no sumatorio, tomando i = j — 7, para logo en
® poder aplicar (1.12) en * simplificando a expresiéon. Finalmente os erros de predicién
obtéiiense directamente como
. 2 o ) . 2 o =
Et+r = HXT+1 - XT+1H = | X74all” = HXT+1H =r(T+1,T+1)— Z 07 1_i€i,
i=0

—_

onde en ® estamos empregando o teorema de Pitagoras e en @ calculamos a funcién de

autocovarianza para a factorizacion en innovacions (1.11). O

1.4. Descomposicion e Compoinentes das Series Temporais

Como paso previo & modelizacion dunha serie temporal {X; : ¢t € Z} é habitual, e reco-
mendable, facer unha anélise preliminar das componentes que conforman a variabilidade
da mesma, dividindose na tendencia (7}), a compoiiente estacional (S;, pode haber varias
correspondéndose con distintos periodos de tempo) e a componente ciclica (cuxa variabili-
dade adoita integrarse na compoiente da tendencia). Ademais, logo de extraerlle a serie

temporal as compofientes T; e S;, restara a componente residual, que denotaremos por R;.

Vemos facilmente que hai distintos xeitos de combinar estas compofientes para dar lugar a
serie orixinal. En particular, a descomposicién aditiva X; = T; + S; + R; e a descomposicién

multiplicativa: Xt = Tt . St . Rt.

A descomposicién aditiva é mais facil de interpretar, xa que, por exemplo, as compofientes

comparten unidades coa propia serie temporal, mentres que a multiplicativa recolle mellor
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a variabilidade cando a magnitude das oscilacions da comporfiente estacional varia na mes-
ma escala que a tendencia, i.e., a maior valor da tendencia maior amplitude das oscilaciéns
da compoilente estacional como, por exemplo, podemos ver nos valores orixinais da Figu-
ra A.4. Fixamonos en que podemos pasar da descomposicién multiplicativa a unha aditiva

empregando unha transformacién logaritmica

X =T;-S5- Ry — log Xy = logT; + log St + log Ry.

En presencia de heterocedasticidade na serie temporal orixinal é desexable buscar unha
transformaciéon que a reduza, co fin de eliminar fontes de variabilidade conecidas e simpli-
ficar o mais posible a serie a modelar. Para este fin, destaca a familia das transformacions
Box-Cox, xa que parametrizan unha familia de transformaciéns potenciais, entre as que se
inclae a logaritmica, que se adaptan a unha ampla variedade de casos practicos. Podemos

ver un exemplo da sua aplicacién na Figura A 4.

Definicién 15 (Transformaciéns Box-Cox). Propostas en Box e Cox (1964). E unha fami-
lia de transformaciéons que engloba tanto & transformacién logaritmica como a distintas

transformaciéns potenciais. Definese en funcién dun parametro A € R, e esta dada por

log x4 se A =0,

Wt =19 signo(zy) |z* — 1

3 noutro caso.

Existen multiples metodoloxias para realizar a descomposicién da variabilidade nas tres
componentes. Por cuestiéns de espazo e interese, restrinximonos unicamente a dias delas,
a descomposicién clasica, que é a mais sinxela de todas sendo a cambio pouco eficaz, e a
descomposiciéon STL, que é mais potente e versatil e é de uso moi habitual na literatura
cando se precisa unha metodoloxia de descomposicién xeral. Se o noso problema é mais
especifico, s6 considerando, por exemplo, datos mensuais ou trimestrais, existen métodos
mais potentes como o SEATS (do inglés: «Seasonal Extraction in ARIMA Time Series»),

desenvolto no Banco de Esparia, ou o método X-11.

Descomposicion Clasica
Estimacién da tendencia a través de medias moébiles

Para estimar a tendencia empréganse medias moébiles. O valor de T; vira dado por unha

media ponderada dos valores da serie temporal adxacentes, é dicir

k
. 1
T, = - ‘katﬂ-, onde n = 2k + 1.
=
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Neste caso, empregamos unha media moébil de orde n (denétase por n-MA) centrada e simé-
trica. En funcién da lonxitude do ciclo estacional pode ser preferible empregar unha media
mobil de orde par, para o que se utilizan medias mébiles ponderadas ou, equivalentemen-
te, medias moébiles de medias mdébiles. Por exemplo, denotamos por 2x4-MA a aplicar unha

4-MA seguido de unha 2-MA, obtendo unha media mébil ponderada dada por

N 111 1

T = B Z(»thl + 2+ 21 + Tig2) + Z(ﬂﬂtd +x1 4+ T+ T1)
S SRS VNS SRS SR
= 8$t—2 433t—1 4$t 4fCt+1 855t+2-

Isto permite que se o patrén estacional ten lonxitude 4, a media mébil pondere con i cada

“etapa” do patron, axudando que a tendencia sexa independente do patrén estacional.

Polo tanto, para estimar a tendencia, se o patrén estacional é par e de orde m empregarase
unha media mébil de orde m + 1 (2xm-MA); mentres que se o patrén é impar empregarase

unha media mébil simple de orde m (m-MA).

Estimaciéon da compoiiente estacional

Para estimar a compoiiente estacional, Sy, calculamos para a serie z;—7T; a media dos valores
de cada estacion, para posteriormente trasladalos de xeito que a suma de todas as estacions

sexa cero, onde, se denotamos ¢ = ¢ (méd m), isto é

T/m

m
Z <$q+m(k—1) — Tq+m(k_1)) , onde o parametro \ permite que Z S, =0.
k=1 t=1

m

S't:)\—F

N

Estimaciéon da compoiente residual

Unha vez extraidas as estimacions da tendencia e da compofiente estacional, obtemos a
estimacién da compofiente residual Ry = x; — Ty — S;, completando a descomposicién da

serie temporal.

Neste caso, describimos a versién aditiva (X; = T; + S; + R;) da descomposicion clasica. A

version multiplicativa (X; = T; - S; - R;) obtense de xeito analogo, garantindo na estimacién
~ . m A

da compofiente estacional que ) ;" | S; = m.

Limitacions da descomposicion clasica

Ao traballarmos coa descomposicion clasica enfrontamos principalmente dias limitaciéns:

= Ao empregar medias mobiles para a estimacién da tendencia, non teremos descompo-

sicion para os primeiros e ultimos |m /2| valores.
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= A comporfiente estacional é constante para cada periodo, o cal s6 é certo en casos par-

ticulares.

Ademais, tamén presenta fraquezas a hora de captar variaciéns abruptas na tendencia ou

periodos estacionais atipicos, polo que é un método pouco robusto.

Descomposicion STL

O modelo STL, do inglés: «Seasonal and Trend decomposition using LOESS», foi proposto en
Cleveland et al. (1990)™*. A diferenza doutros modelos de descomposicién modernos permite
descomporier series temporais con calquera frecuencia estacional maior que un (non sé6 datos
trimestrais ou mensuais, como os métodos SEATS e X-11), asi como descompoier series
nas que haxa datos faltantes. Ademais, STL permite realizar descomposicions robustas das

distintas componentes, evitando a excesiva influencia de datos aberrantes.

Podemos ver un exemplo de aplicacién da descomposicién STL na Figura A.5 respecto da
descomposicion clasica (sobre os mesmos datos) na Figura A.6. Fixamonos en que, ainda que
a descomposicion clasica deixa remanentes méais pequenos, non é capaz de separar correc-
tamente a variabilidade, copiando demasiado 4 serie na tendencia e omitindo as distintas

frecuencias estacionais que presenta.

Co obxectivo de manter o ritmo do traballo, omitimos a definicién do algoritmo STL, que se

pode consultar, xunto cunha revision da regresion LOESS, no Apéndice B.

Descomposicion vs. Predicion

Ainda que pode resultar evidente, é importante sinalar que a descomposicién das series
temporais en compoiientes é unha ferramenta 1til de analise das mesmas, mais en ningin
caso é unha ferramenta aplicable na predicién. Obviando a inclusién dos pesos de robustez,
afuncion que da lugar a cada compornente a partir da serie temporal orixinal é un filtro lineal
que illa a variabilidade correspondente, pero sen realizar en ningiin momento modelizacién

algunha da mesma.

Deste xeito, podemos ver na Figura A.7 como a suma das compoiientes (tendencia mais
componentes estacionais) que vimos na Figura A.5 esta lonxe de aproximar 4 serie orixinal.
Isto débese a que o obxectivo dunha descomposicién non é diminuir os erros, neste caso
residuos, de predicion, senén que trata de extraerlles toda a variabilidade posible que se

corresponda con algunha das compofientes.

“En Cleveland et al. (1990):p. 1 definese ao STL como: “un proceso de filtrado para a descomposicién de
series temporais estacionais”.
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1.5. Caracteristicas das Series Temporais

Referimonos nesta seccion ao estudo das caracteristicas dunha serie temporal. Estas son in-
dicadores numeéricos que resumen algunha calidade ou aspecto da serie temporal. Algunhas
caracteristicas xerais son a media, a mediana ou os cuantis dos datos, mais no contexto par-

ticular das series temporais existen indicadores mais especificos.

Alguns exemplos de caracteristicas de uso comun que se seguen de conceptos xa vistos neste
traballo son: o primeiro coeficiente da autocorrelacién ou a suma ao cadrado dos dez primei-
ros coeficientes da autocorrelaciéon, en ambos casos tanto para a serie orixinal, como para
a serie diferenciada e mesmo duias veces diferenciada. A continuacion, trataremos varias

caracteristicas habituais na analise preliminar de series temporais.

Caracteristicas das Componentes

O feito de descomponier unha serie temporal nas stas compoiientes, X; = T; + S; + Ry,
permitenos obter informacion sobre a mesma en forma de caracteristicas. Podemos estimar,
por exemplo, cal é a forza ou mesmo a significatividade de cada unha delas, que se expresa

en termos da “forza dunha compoiiente”.

Definicion 16 (Forza da tendencia). Para unha serie temporal X; = T; + S; + R; definese

a forza da sda tendencia como

Fr = méx <o, o Var(Fy) )

Var (Ty + Ry)

Definicion 17 (Forza da comporfiente estacional). Para unha serie temporal X; = T3+ S+ Ry

definese a forza da stia comporniente estacional como

Var (S;) >
Var (St + Rt)

Fg = max (0, 1—
En ambos casos a interpretacion é a mesma: se as devanditas compoiientes son pouco sig-
nificativas, entén as varianzas do numerador e denominador seran semellantes e a forza
correspondente préxima a 0; e noutro caso, a forza sera préxima a 1, indicando que a varia-
bilidade da componente correspondente é moito maior que a variabilidade non explicada, o

que d4a unha idea da estrutura da serie temporal obxecto de estudo.

Ademais, existen multitude de outras caracteristicas baseadas nas compoiientes. Mencio-

namos a continuacion s6 unha delas que consideramos particularmente orixinal.

Definicion 18 (Espifiosidade ou prevalencia de picos). Para unha serie temporal X; =

T;+Si+R; definese V; = Var (Ry, ..., Ri—1, R¢41, ..., Rr),i.e.,a varianza dos residuos deixando
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fora unha observaciéon. A “espifiosidade”, traducion literal do inglés: «spikiness», definese

como

S=Var(V;), conl <t<T.

Deste xeito, unha espifiosidade alta indica que os valores da serie {V}} son dispersos, tendo
varianza alta, implicando que a varianza dos residuos é moi sensible ao feito de eliminar

unha observacion, o que revela a presenza de observacions atipicas, picos, na serie temporal.

Expoiiente de Hurst

Foi introducido orixinalmente por Hurst (1951) como unha medida da “persistencia” dunha

serie temporal.

Definicion 19 (Persistencia e anti-persistencia). Unha serie temporal dise persistente se
tende a manter a tendencia inmediatamente anterior. O efecto contrario é a anti-persistencia,

na que unha tendencia ascendente adoita anteceder a unha descendente e viceversa*.

Deste xeito o exponente de Hurst, H € (0,1), codifica esta calidade tomando valores en
(0,05) cando a serie é anti-persistente e valores en (05,1) cando é persistente. Se H = 05,

enton enténdese que a serie temporal é aleatoria.

Ademais da informacién sobre a persistencia da serie, o expofiente de Hurst tamén trasla-
da informacion sobre a preditibilidade da serie, posto que, para poder modelar satisfacto-
riamente unha serie temporal, precisamos que o seu comportamento non sexa totalmente

aleatorio, o cal vira indicado cando o exponente estea préximo a 05.

A expresion do coeficiente de Hurst pode deducirse empregando varios métodos. O mais
empregado, segundo se indica en Qian e Rasheed (2004), é a andlise do rango reescalado ou

analise R/S (do inglés: «reescaled range analysis»), que se describe na seguinte definicion.
Definicion 20 (Analise R/S). Dada unha serie temporal X7, ..., X,,, obtéfiense as seguintes
series produto da orixinal ata chegar 4 serie do rango reescalado (R/S);, cont =1,...,n.

1. Serie axustada 4 media: Y; = X; — m, onde m = %sz:l X;.

2. Serie coa desviacién acumulada: Z; = 3"._, Y;.

3. Serie do rango: Ry = méax (2, ..., Z;) — min(Zy, ..., Zy).

4. Serie das desviaciéns estandar: S; = \/ IS (X —u)?,ondeu= 13" X,

*En inglés é habitual referirse as series temporais anti-persistentes como «mean-reverting series», xa que
adoitan ter tendencia a oscilar ao redor da media.
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5. Serie do rango reescalado: (R/S); = R;/S;.

Pédese ver que a serie R/S medra segundo a expresion
(R/S); =c-tH,

onde ¢ € R e H é o exporiente de Hurst, que podemos despexar de xeito sinxelo como

_ log((R/S)¢-c™)
log(t) ’

é dicir, correspéndese coa pendente da recta de regresién de log((R/S);) sobre log(t).

H

1.6. Medidas de Erro

Medidas de Erro Puntuais

Ao facer as prediciéns, {xTH‘T, s xT+h|T}, dos novos valores descofiecidos, {xp 1, ..., T 1},

a partir dos valores dunha serie temporal {z,..., 7}, cométense uns certos erros e, ;, =
A~ [43 . : »

Tph = Lo iprs respecto do valor observado. Representan a “parte impredicible” da observa-

cion. Para medir a precisién dun modelo pédese resumir a informacién dos erros de distintos

xeitos.

Medidas dependentes da escala

Se as medidas dependen directamente dos propios erros, estaran na escala dos datos orixi-
nais, o que nos restrinxe 4 hora de comparar a precisiéon de modelos sobre distintos conxun-

tos de datos. As medidas mais habituais deste tipo son as seguintes:

Definicion 21 (Erro absoluto medio). O MAE (do inglés: «mean absolute error») é unha

medida de resumo do erro facilmente interpretable dada por

h
MAE =h™") " leryi .-
i=1
Definicion 22 (Erro cadratico medio). O MSE (do inglés: «mean squared error») é unha
medida de resumo do erro moi habitual en case todos os ambitos da estatistica. Vén dado

por

h
MSE =71 e

i=1
Ainda que noutros contextos adoita empregarse directamente o MSE, no contexto das series

temporais é mais habitual o uso do RMSE («root mean squared error») dado por RMSE =
MSE.
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Malia a maior interpretabilidade do MAE respecto do RMSE, este tltimo é mais habitual
polo feito de que, ao minimizar o MAE, convérxese 4 mediana, mentres que, a0 minimi-
zar o0 RMSE, converxese 4 media. Unha explicacién intuitiva deste feito dase en Hanley et
al. (2001).

Medidas independentes da escala

Procurar medidas de resumo dos erros independentes da escala non é algo trivial. De entre

as multiples propostas a mais inmediata é a seguinte:

Definicion 23 (Erro porcentual absoluto medio). O MAPE (do inglés: «mean absolute per-

centage error») definese como

€T+

h
MAPE = p~! Z 100
=1

LT+i

Mais esta resulta unha medida pouco satisfactoria. En xeral, as medidas que se basean en
porcentaxes presentan problemas de estabilidade cando o rango dos datos se achega a cero.
Ademais, é unha medida condicionada a significatividade do cero da escala que se estea a

empregar®’.

Unha alternativa que elude estes inconvenientes é a dos erros escalados, propostos en Hynd-
man e Koehler (2006). Calctulase mediante o cociente entre o erro rexistrado polo modelo e
o erro que se cometeria mediante unha predicién naif de un paso*". Deste xeito, se o valor
é menor que 1 o modelo comportarase de xeito mais preciso que o modelo naif, e viceversa.
Ademais, o proceso de escalado non varia en funcién da medida (dependente da escala) a
que se lle aplique.

Definicion 24 (Erro escalado absoluto medio). O MASE (do inglés: «mean absolute scaled
error») definese a partir dos coeficientes

€;

T {~T+h
h—1 Zj:T—}—l |zj — Zj—m

qi

I

onde m é o periodo da predicion naif estacional, como

T+h
MASE =h"" Y~ gl
i=T+1

¥ Por exemplo, carece de sentido empregar o MAPE como medida de precisién dun modelo cuxos datos se co-
rrespondan con temperaturas expresadas en graos Fahrenheit ou Celsius, posto que en ambos casos, a eleccién
da temperatura que se corresponde cos 0° é arbitraria, é dicir, non é significativo onde se atopa o 0. Exemplo
tomado da seccién 5.8 de Hyndman e Athanasopoulos (2021).

*Que tratamos na Seccién 2.1.
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Definicion 25 (Raiz do erro escalado cadratico medio). O RMSSE (do inglés: «root mean

squared scaled error») esta definida a partir dos coeficientes

2
€

= | ~T+h
h 1Zj:+T+1($j — Tj—m)?

@

)

como

RMSSE =

Medidas de Erro Distribucionais

No caso de que as prediciéns sexan en distribucién e non unicamente de xeito puntual,
necesitamos especificar medidas de erro que valoren a coincidencia da distribucién predita
respecto do valor real. Tomamos f,; como o cuantil de probabilidade p da distribucién de

predicion, é dicir, o valor tal que esperamos que z7, sexa menor que f, ;, con probabilidade

p.

Definicion 26 (Puntuacion cuantil). A puntuacién cuantil (en inglés: «Quantile Score», QS),
tamén conecida como a “funcién de perda do pinball” (do inglés: «pinball loss function») pola

sua grafica que recorda a unha pelota rebotando, definese como

20 = p)(fph — T14n), sexr+h < fyn,

2p(xr+n — fp.h)s sexr +h > fpn

Qp,h -

E unha sorte de MAE (de feito, se p = 0, 5 coinciden) no que o erro absoluto esta ponderado,

penalizando en maior medida os erros menos probables.

Para o caso no que a predicién unicamente nos traslade os intervalos de predicién, dados por
[la,hs Ua,p], onde a probabilidade de que &7, estea no intervalo anterior é 1 — «, definimos

a seguinte medida

Definicion 27 (Puntuacion de Winkler). Coa notacién anterior, definese como

(wah = lan) + 2(an — 214n)s  S€ T71h < lohs
Woe,t = (’Lba,h — la,h), se la,h < aryp < Uy, b

2
(uah = lan) + 5 (T74h — Uayn), S€ TTih > Uk
Se ademais lon = fo/2,n € Ua,h = fi—a/2,n, V€N dada por

o + —Q
Wy = (Qaya,n an /2,h)‘
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Polo de agora, s6 definimos medidas dada unha certa probabilidade p ou 1 — « de referencia.

Introducimos entén unha medida que tenia en conta a precisién respecto de calquera cuantil.

Definicion 28 («Continuous Ranked Probability Score»). A CRPS definese a partir da in-
tegral das respectivas puntuaciéns cuantis para todas as probabilidades p. Sendo Fj(-) a
funcién de distribucién predita para o tempo T + h, definese como

CRPS(Fp, zr4p) = /(Fh(z) - 1{2293T+h})2d’2

1
= 2/ Qp,ndp.
0

Desta forma tamén podemos comparar a mellora no rendemento relativo de varios métodos,

dados por {Mi, Ma, ..., M;, ... }, respecto doutro peor M, a través do cociente

CRPS); — CRPS),
CRPS),

As proporciéns desta forma, como medidas comparativas entre métodos, cofiécense como

«skill scores» e son aplicables tanto a prediciéns puntuais como en distribucién.



CariTULO

Modelizacion. Metodoloxias
Clasicas

Neste segundo capitulo abordaremos a modelizacién de series temporais dende o punto de
vista da teoria clasica. En particular, trataremos dias familias de modelos: os modelos de
alisado exponencial e os modelos ARIMA. Os primeiros describen unha metodoloxia de pre-
dicion baseada na estimaciéon de compofientes da serie temporal. Modelos coma o de Holt-
Winters pertencen a esta familia e son de uso moi comin na literatura. Por outra banda, os
modelos ARIMA baséanse na teoria sobre os procesos estocasticos autorregresivos de media
moébil (ARMA), polo que a predicién pasa a ter un papel subordinado, xa que o que se busca
é o modelo orixinal que “xerou” os datos, para logo facer as prediciéns baseandose nel, ainda

que na practica non tefia por que existir necesariamente.

A diferenza do que acontece nun contexto mais amplo de regresion, no eido das series tem-
porais tratamos de explicar unha serie temporal en funcién de si mesma, a partir dos seus
valores en instantes temporais anteriores. Deste xeito, acometemos unha auto-regresion,
non contando co esquema de variable resposta vs. variable explicativa habitual nun contex-

to de regresion usual.

2.1. Tipos de Modelos e Exemplos Triviais

A continuacion, introducimos algunhas metodoloxias triviais de predicién que se mencionan
en Brockwell e Davis (1991), cuxa tnica utilidade practica é a de servir de comparacién
respecto dos modelos mais complexos para avaliar os seu rendemento. Polo tanto, dada

unha serie temporal de datos {z; : 1 < ¢ < T}, definense como

Axuste a media Calquera valor futuro da serie predise como a media dos valores obser-

vados

. Ty 4 A ap
Tren = "7
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Axuste naif Os valores futuros da serie predinse como o tltimo dos valores observados
55T+h = ZET.

Axuste naif estacional No caso de ter unha serie estacional empregamos como preditor
o ultimo valor observado da mesma estacién que se esta predicindo. Polo tanto, sendo m o

periodo estacional®

Trip = Trph—m(| 2L | 41)°

Axuste da derivada Neste caso, a partir do tltimo valor observado, supofiemos unha
evolucién lineal da serie en funcién da sia taxa de variaciéon media

T
—x1

. h x
xT—i—h:xT—i_szxt_xtfl :$T+h%
t=2

Podemos ver un exemplo de predicién coas 4 metodoloxias anteriores na Figura A.8.

2.2. Modelos de Alisado Exponencial (ETS)

Os modelos de alisado ou suavizado exponencial” representan a serie temporal como unha
suma ponderada dos seus valores anteriores, onde os pesos da mesma dimintden exponen-
cialmente co tempo. Comezaremos primeiro introducindo o alisado exponencial como unha
metodoloxia de predicién, familiarizandonos coas compoiientes empregadas e a notacion da

mesma, para logo expoiner os modelos estatisticos subxacentes as devanditas metodoloxias.

Como xa vimos na Seccion 1.4, os modelos de descomposicién non estan pensados para a
predicion de futuros valores da serie temporal. O alisado exponencial (ETS), baséase en

I 'mais céntranse exclusivamente na predicién,

ideas da descomposicion de series temporais
polo que non ten por obxectivo separar axeitadamente as distintas fontes de variabilidade

da serie.

Metodoloxias de Predicion

Consideramos enton unha serie temporal de datos {z; : 1 <t < T}, co obxectivo de predicir
o valor de x, por Z,. O alisado exponencial simple é o méis elemental dos métodos que

compoiien a familia do alisado exponencial. Vén dado por

Try1 = axp + a(l — a)rp_1 + ol — a)2mT_2 + e,

"Por exemplo, se o periodo é mensual teriamos que m = 12, mentres que se o periodo é cuadrimestral entén
m = 3.
"Do inglés, «exponential smoothing».
""Precisamente as siglas ETS vefien das tres compofientes en inglés: «Error, Trend, Seasonal».
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onde « € [0, 1] é o pardmetro de suavizado. Sera moi util a nivel de notacién comprobar como
a expresion anterior é equivalente a que se obtén de considerar recursivamente para cada

t € [1,T] a estimacion (de paso un') dada por ;11 = az; + (1 — )2y,

Tpy =owp + (1 —a)ir
= azp +a(l —aQ)zp_q + (1 —a)ip,

)
=azy +a(l —a)rr_1 +a(l —a)?zr_o+ (1 —a)ip_s....

Polo que estamos estimando cada novo valor por unha media ponderada da estimacién ante-
rior e o tltimo dato observado. O habitual sera empregar a notacién recursiva equivalente e
denotar os modelos ETS en forma comporiente, calculando primeiro as compornientes da serie
para despois obter a estimacién en funcién delas. Logo, para o alisado exponencial simple

teriamos unha representaciéon en forma componiente dada polas ecuaciéns

Ecuacion de predicion Tea1 = by,

Ecuacion de nivel b= axs+ (1 — a)li_q.

Nos métodos de alisado exponencial empréganse tres compoiientes: o nivel, a pendente e
a comporiente estacional, sendo a primeira delas intrinseca a todos os modelos de alisado
exponencial. Cada unha delas busca representar as variaciéns en tempo ¢ de cada unha das

componentes da serie para poder telas en conta na predicién seguinte.

As comporientes estacional e da pendente poden participar ou non no modelo. De facelo,
existen distintas implementacions posibles das mesmas, sendo a expresién do nivel depen-
dente das elixidas para as demais compoiientes. A expresion da pendente dependera do

parametro de suavizado da pendente 0 < 3 < 1. Conta con dias posibles implementacions:

= Pendente aditiva (A): calcilase a pendente en funcién da variaciéon do nivel o tltimo

intervalo temporal. Isto permite anticiparse a cambios no nivel da serie.

Ecuacién de predicién Tean = e + hby
Ecuacién de nivel b =axy+ (1 —a)(l—1 + bi—1)
Ecuacién de pendente by =By — bi—1) + (1 — B)by—1,

este modelo en concreto conécese como o método (de pendente lineal) de Holt.

= Pendente aditiva atenuada (Ay): neste caso engadese un parametro de atenuado, 0 <

¢ < 1Y, que multiplica a b; de xeito que, no caso de realizar prediciéns a moi longo

Y Aqui estamos empregando unha notacién algo abreviada. Ao escribirmos ;. ., estamos denotando a pre-
dicién de z.y) con paso h, é dicir, a partir dos valores cofiecidos {z1, ..., z:}, sendo, por exemplo, #;;1 unha
predicién de x:+1 con paso 1.

VO mais habitual é que h € [0,8,0,98].
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prazo (h > 1), a pendente non provoque que &7, ~—-% +00.

Ecuacién de predicién Gion =Ll + (0 + ¢* + - + ¢")by
Ecuacion de nivel b =axi+ (1 —a)(l—1 + dbi—1)
Ecuacién de pendente by =By — bi—1) + (1 — B)pby—1,

. ~ h—o0 4. ..
co cal conséguese que &7y, — lr+ %bT € R, sendo mais razoable empiricamente.

Por outra banda, a expresiéon da compoiiente estacional dependera tamén do seu parametro

de suavizado, 0 < v* < 1, e do periodo estacional m € N. Calcilase como

* " =7*(1—«a
st =7y — )+ (1 =) s1—m =), st =yt — li—1 — bi—1) + (1 — ) St—m,

onde, para obter unha expresién explicita, substituimos a componente do nivel e realizamos

o cambio de parametro anterior, tal que 0 < v < 1 — «a. As implementaciéns posibles son:

= Comporiente estacional aditiva (A): exprésase a compofiente estacional en termos ab-
solutos, sendo mais axeitado cando as variacions estacionais son homoxéneas ao longo

da serie.

Ecuacion de predicion 2y, = ¢ + hby + Styhom(|2=1 | 41)
Ecuacién de nivel b = oz — st—m) + (1 — ) (l—1 + bs—1)
Ecuacién de pendente by = B(ly — li—1) + (1 — B)by—1

Ecuacién estacional st =y(xe — l—1 — bi—1) + (L — ) St—m.

» Comporiente estacional multiplicativa (M): exprésase a compoiente estacional en ter-
mos relativos, sendo mais axeitado cando as variacions estacionais son proporcionais
ao nivel da serie. Calcilase de xeito analogo ao caso anterior, obtendo a implementa-

cién seguinte

Ecuacion de predicién Tern = (b + hbt)StJrh—m(L@JH)
Ecuacion de nivel by = asxt +(1—a)(l—1 +bi—1)
t—m
Ecuacion de pendente by =Pl —li—1)+ (1 — B)bi—1
.z . Tt
Ecuacién estacional s =y—----—4+ (1 = ¥)St—m.
! 7(&—1 +bi—1) (1 =")s:

Estes dous modelos cofiécense como o método aditivo / multiplicativo de Holt-Winters. Ade-
mais, en ambos métodos, podemos supor que a compofiente da pendente estea atenuada,

tendo o método multiplicativo atenuado de Holt-Winters un uso moi estendido na predicién
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de series estacionais por ser preciso, robusto e sinxelo de aplicar. A stia formulacién é a
seguinte

Ecuacién de predicion &, = |4 + (¢ + ¢* + - + gi)h)bt Styhom(| 21| 11)

m

Ecuacién de nivel U=« A (1 —)(li—1 + dbi—1)
St—m
Ecuacién de pendente by = By — li—1) + (1 — B)dby—1
. . Tt
Ecuacién estacional s =y + (1 —7)S4—m.
CE G g dby) T

Modelos de Espazo de Estados

Para cada unha das metodoloxias de predicion vistas ata agora nesta seccién podemos de-
finir varios modelos estatisticos subxacentes. Estes involucran variables aleatorias en vez
de observacions e polo tanto, non s6 achegan prediciéns puntuais senén tamén en distribu-
cion. Neste contexto, as compofientes pasan a denotarse estados, polo que os modelos que

obteremos seran modelos de espazo de estados.

Con todo, para cada un dos modelos consideramos tamén os erros cometidos no tempo ¢ + 1,
€t11, como unha variable aleatoria mais, podendo ser estes
Ti41 — Tt

Et41 = Tp41 — T41 ou Et41 = R
t+1

Aditivos
Multiplicativos

Deste xeito, a familia de modelos que podemos formar contera a 3-3-2 = 18 modelos segundo
a tipoloxia dos erros, da pendente e da componente estacional. Por exemplo, o0 modelo de
espazo de estados para alisamento exponencial de Holt (con pendente aditiva) con erros

multiplicativos vira determinado polas ecuaciéns

Xt = (Et—l + bt—l)(l + Et)
Et = (Et—l + bt—l)(l + O(Et)
bt = bt—l + Oé,B(Et_l + bt—1)5t-

Comentarios finais sobre os modelos ETS

Non trataremos aqui en profundidade dous temas importantes, como son as estimacién dos
parametros do modelo e a propia seleccion do modelo. Respecto da estimacion dos para-
metros, precisamos estimar tanto os parametros de suavizado «a, S e ¢ (se procede) como
os estados iniciais ¢y, bg, sg, S_1, ... , S_me1. En canto aos procedementos de estimacion,
é habitual empregar tanto maxima verosimilitude como minimos cadrados, s6 sendo am-

bos enfoques equivalentes no caso no que os erros sexan aditivos. En canto a seleccién do
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modelo, 0 mais comun sera empregar criterios de informacién como o Criterio de Informa-
cion de Akaike (AIC), a suda version corrixida para valores pequenos de T ou o Criterio de

Informacion de Bayes (BIC).

Para rematar a seccién, vemos na Figura A.9 o resultado da predicién con varias metodolo-

xias da familia dos modelos de alisado exponencial.

2.3. Modelos Autorregresivos de Media Mo6bil (ARMA)

A importancia dos modelos ARMA, do inglés: «<AutoRegressive Moving Average», para pro-
cesos estacionarios, propostos en Box, Jenkins et al. (1970), radica na sia simplicidade,
capacidade preditiva e asentada teoria. O obxectivo sera o de aproximar unha serie tem-
poral (estacionaria) mediante un proceso ARMA, servindonos deste tultimo para realizar

prediciéns ou andlises da serie.

A falta dos resultados concretos, é razoable pensar que mediante un proceso ARMA imos
poder aproximarnos a calquera outro procesos estacionarios dado. En particular, temos o

seguinte resultado, que demostraremos mais adiante.

Proposicion 7. Sexa v(-) unha funciéon de autocovarianza tal que limy,_,» y(h) = 0. Entén
para calquera k € Z" é posible atopar un proceso ARMA, {X;}, con funcién de autocova-
rianza vy (+), tal que

vx(h) =~(h), onde h =0,1,..., k.

Procesos ARMA Estacionarios

Comezamos estudando os procesos ARMA que conforman unha familia de procesos estocas-
ticos estacionarios. Como se desprende do seu nome, os procesos ARMA estan constituidos

4 sua vez por outros dous: os procesos AR e os procesos MA.

E importante ter en consideracién que na definicién destes procesos, dados por {X¢:teT},
intervira outro, dado por {Z; : t € T}, que representara a parte aleatoria do modelo. De-
pendendo do contexto, os Z; designanse como erros, mais correctamente como innovacions
ou mesmo en inglés como «shocks». Ainda que non é a unica posibilidade, ao longo deste
traballo, e segundo se indica en Brockwell e Davis (1991):p. 77-78, o proceso {Z;} seguira

unha distribucién de ruido branco, WN(0, 02), que se define como segue.
Definicion 29 (Distribucion de ruido branco). Un proceso estocastico {Z;} segue unha dis-
tribucién de ruido branco con media cero e varianza o2, i.e., WN(0, 02), se, e s6 se,

0? seh=0,

0 seh#0.

E(Z) =0, vt, e 7zh)=
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Comezamos introducindo os procesos de media mébil nos que X; se expresa a partir dunha

combinacién lineal das compoinentes aleatorias {Z;, ..., Z;_4}.

Definiciéon 30 (Procesos MA(q)). Un proceso estocéstico {X; : t € Z} dise que é un proceso

de media mébil de orde ¢, denotado por MA(q), se é estacionario e cumpre

Xi=Zi+ 0121+ + 0,2 = 0(B) Z, 2.1)
onde 0(z) =1+ 612 + - + 6,29 e con {Z;} ~ WN(0,5?).
Podémonos facer unha idea do grao de xeneralidade que acadan os procesos MA(q), en ter-

mos da variedade de funcions de autocovarianza que admiten unha representacién como un

procesos MA(q), a partir do resultado seguinte.

Proposicion 8. Sexa {X;} un proceso estacionario con media cero e cuxa funciéon de au-
tocovarianza cumpre que y(h) = 0, para |h| > ¢, e v(¢) # 0. Entén {X;} admite unha

representaciéon como un proceso MA(g).

Alternativamente, temos os procesos autorregresivos nos que a variable aleatoria X; se
explica a partir dunha combinacién das p variables anteriores méis un erro Z; que, neste

caso, é a uinica compofiente non determinista do proceso.

Definiciéon 31 (Procesos AR(p)). Un proceso estocastico {X; : t € Z} dise que é un proceso

autorregresivo de orde p, denotado por AR(p), se é estacionario e cumpre

PB) Xt =Xy — 1 Xe 1 — - — GpXsp = Zy, (2.2)
onde ¢(2) =1 — ¢z — = — ¢p2P e con {Z;} ~ WN(0,0?).
Como xa imos vendo, o uso do operador de retardo B sera recorrente na formulacién des-
tes procesos, xa que todos eles involucran combinaciéns lineais de instantes anteriores dos

mesmos. A sta vez, a analise dos polinomios 6(-) e ¢(+) sera de especial utilidade na anélise
dos procesos ARMA.

Deste xeito, como conxugaciéon natural dos procesos autorregresivos e os procesos de media

mobil xorden os procesos ARMA.

Definicion 32 (Procesos ARMA(p, q)). Un proceso estocastico {X; : ¢t € Z} dise que é un

proceso ARMA(p, q) se é estacionario e cumpre

Xe—n X1 — = 0pXpp=2Z1 + 1211+ + 0421,
»(B)X; =0(B)Z;, Vt € Z. (2.3)

onde {Z;} ~ WN(0,0?). Dise que ten media ; se {X; — 1} é un proceso ARMA(p, q).
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Na Figura A.10 podemos ver exemplos destes tres procesos estocasticos. Obsérvase a simple

vista a aparencia estacionaria dos procesos.

Existencia e Unicidade de Solucion Estacionaria para Procesos ARMA

Para os procesos expostos con comporiente autorregresiva, a sua definicién é implicita como
o proceso estocastico que cumpre a ecuaciéon en diferenzas (2.2) ou (2.3). Polo tanto, é con-
veniente procurar un resultado que nos garanta, baixo certas condicions de regularidade, a
existencia e unicidade de solucién estacionaria para as mencionadas ecuaciéns en diferen-
zas. No caso dos procesos MA, o proceso {X;} vén determinado en (2.1) de forma explicita

en funcién das innovacions {Z;}, polo que temos garantida a sta existencia e unicidade.

No caso dos procesos AR a cousa non esta tan clara. Valéndonos da recorrencia sobre X,
dada en (2.2), podemos escribir un proceso AR(p) como un proceso MA(co). Por exemplo,

para un proceso AR(1) temos

Xi=Zi+ 0 Xe 1 =Zi + 012 1+ 02X 0=Zi+ 01211+ 120+ G343+ ..
oo
- Z O 7. (2.4)
i—0

Polo tanto, se somos capaces de comprobar que o proceso MA (o) resultante é converxente,
teriamos garantida a existencia e unicidade de solucién estacionaria para o proceso AR(p)
asociado. Para o caso do proceso AR(1) anterior, podemos comprobar polo criterio de Cauchy
para a converxencia en media cadratica que se |¢;| < 1 o proceso MA(oco) converxe. No
caso” |¢1| > 1 non temos converxencia coa representacion dada en (2.4), mais si para a

representaciéon

Xi=Z+ 1 X1 = =67 Zip1 + 07 Kot = —07 ' Zis1 — 672 Ziio — 07 Zigs — ..
oo
= - Z &1 Zitis
=0

empregando 0os mesmos argumentos que no caso anterior. Esta solucién estacionaria resul-
ta antinatural polo feito contraintuitivo de que X; estea correlacionado coas innovaciéns
futuras {Z; : s > t}. Deste xeito, introducimos naturalmente os procesos ARMA causais
como 0s procesos nos que podemos asegurar que o proceso MA(oco) asociado é converxente

sen necesidade de involucrar as innovaciéns futuras.
Definicion 33 (Procesos ARMA causais). Un proceso ARMA(p, q) dado por ¢(B)X; = 0(B)Z,

dise causal se existe unha sucesién de variables aleatorias {v;} tal que > 7, |1;| < oo e

Xy =Y iZii=vB'Zy =(B)Z, t€L. (2.5)
1=0

V'Para o caso |¢1| = 1 non existe solucién estacionaria do proceso AR(1) orixinal, polo que non se considera.
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E importante ter en conta que a causalidade (igual que a invertibilidade, que veremos mais
adiante) non é unha propiedade exclusiva de { X; }, dependendo tamén do proceso { Z;}. Como
paso previo a caracterizacion dos procesos causais detémonos no seguinte resultado, que

garante a converxencia e a estacionariedade do proceso resultante.

Proposicién 9. Se {X;} é un proceso estacionarioe Y > __|1);| < oo, entén Vi € Z o proceso

1=—00

{Y;} = ¢(B)X; é converxente e estacionario con funcién de autocovarianza dada por

h) = D dabyx(h—i+j).

4,j=—00

Demostracion. A demostracion da converxencia, tanto en media cadratica como en proba-
bilidade, pode consultarse en Brockwell e Davis (1991):Prop. 3.1.1.

Para probar a estacionariedade de {Y;} comprobamos que

Y;) = Z Vi E(Xy—i) = p Z ¥ < oo,onde p = E (X;),

i=—00 1=—00

é independente do tempo. Ademais

Cov (Yein, Yi) = E (YeynVt) — E (Yeyn) E (V)
<Z wz‘XtJrh—z) SNowiXe ||+ Y v
1=—00 j=—00 ,j=—00

> it (B (Xppn—iXeej) + 4%) = D thithyy(h — i+ j).

1,j=—00 1,j=—00

O

Teorema 3 (Caracterizacion dos procesos ARMA causais). Se {X;} é un ARMA(p,q) e ¢(+)
e 6(-) non tefien ceros en comun, entén {X;} é causal se, e s6 se, ¢(z) # 0, con z € R tal que

|z] < 1. Os coeficientes {1);} de (2.5) vefien determinados pola relacién

=Y i =0(2)/0(2), |2 > 1. (2.6)
=0

Demeostracion. “<—=" Por hipétese podemos asegurar que existe unha expansion en serie de

potencias de 1/¢(z) como

1 oo
T Z , Z|<1+€
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Polo tanto, temos que £(z)¢(z) = 1, para |z| < 1. Multiplicando por £(B) a ambos lados de

(2.3) obtemos a representacién (2.6) que estabamos buscando, sendo o proceso causal

X, =¢BW(B)Z =Y ¢iZi.
=0

“—" Por hipétese, podemos escribir (2.3) como
0(B)Zy = ¢(B)Xy = 0(B)Z = ¢(B)(B)Z;.

Logo, se denotamos por 7(z) = ¢(2)¢(z) = > o0qmiz', para |z| < 1, podemos reescribir o

anterior como

q 00
> 0z = niZi.
1=0 i=0

Ao seguir {Z;} unha distribucién de ruido branco podemos comparar directamente os coe-
ficientes (equivalente a multiplicar por Z;_;), tendo que n, = 0y, para k =0, ...,q, e nx = 0,

para k > g, logo

0(z) = n(z) = (2)¥(2), [z < 1.

Polo tanto, se ¢(z9) = 0 para algin |zy| < 1, teriamos que 6(zp) = 0, chegando a unha
contradicion ao teren ¢(-) e 6(0) ceros en comun. Entén chegamos a que ¢(z) # 0, para
|z] < 1. O

De xeito analogo a condicién de causalidade dos procesos ARMA, temos a condicién de in-
vertibilidade. Deste xeito, un proceso ARMA dirase invertible se se pode poner como un

proceso AR(c0).

Definicion 34 (Procesos ARMA invertibles). Un proceso ARMA(p, q) dado por ¢(B)X; =
6(B)Z; dise invertible se existe unha sucesién de variables aleatorias {7;} tal que )7 |m| <

oo e

o0
Zy =Y mX;q teL
=0
Teorema 4 (Caracterizacién dos procesos ARMA invertibles). Se {X;} é un ARMA(p,q) e
¢(+) e 0(-) non tefien ceros en comun, entén {X;} € invertible se, e s6 se, #(z) # 0, con z € R
tal que |z| < 1. Os coeficientes {m;} de X; = > ° m; Z;_; venen determinados pola relacién

P(z) =Y mz' = 0(2)/d(2), |2 > 1.
1=0

Demostracion. Analoga 4 demostracién do Teorema 3. O
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Deste xeito, unicamente coa hipétese de que ¢(z)6(z) # 0, para |z| < 1, temos garantida a

existencia e unicidade de solucién estacionaria e a converxencia das expresions
oo oo
X =Y ViZii, e Zi=)Y mXi
i=0 i=0
onde Y 2% izt = 0(2)/p(2) e Yooy miz' = ¢(2)/0(2), para |z| < 1.

Predicion en Procesos ARMA

A predicién de futuros valores para un proceso ARMA realizase apoiandose fundamental-
mente no xa visto na Seccién 1.3. En particular, faremos uso do algoritmo das innovacions,
visto na Proposicién 6. Este aplicase sobre unha transformacion do proceso, para simplifi-
car significativamente as contas. O desenvolvemento concreto pode atoparse en Brockwell
e Davis (1991):p. 175.

Como produto da aplicacién do algoritmo das innovaciéns e do desenvolvemento posterior,
sendo m = méx(p, ¢), a predicién de paso un para o proceso ARMA {X;} vén dada por

T

XT—H = ZGTZ'(XT+171‘ — Xr41-4), 1<T <m,
i=1

q
Xrp =0 Xp+ -+ 0, Xp 1+ Z Ori(Xpy1—j — Xppig), T 2m,
i=1

ademais, o erro de predicion é o seguinte
E [(XTJrl - XT+1)2} =ep=o0" &, 2.7

onde os parametros f7; e £ obtéfiense coa aplicaciéon do algoritmo.

Predicion en procesos ARMA para paso h

Cun razoamento andlogo ao visto na Seccién 1.3, podemos calcular as prediciéns para o
instante 7"+ h do proceso estocéstico {X; : ¢ < T'}. Para iso, obtemos co procedemento para
paso un (visto xusto antes) os preditores {X; : ¢t < T + 1}, coas que calculamos a susodita

predicion de paso h,

T+h—1
A Z 9T+h—1(XT+h—iXT+h—i)v 1<h<m-T,
Xrpp =4 =" g (2.8)
> 6iXrinoi+ D O (Xpgp Xppy), h>m—T.
i—1 i—h

Ademais, suposto que {X;} sexa invertible, para valores grandes de 7', cando 7" — oo, pode-

mos aproximar o erro cadratico medio de predicién de paso h para procesos ARMA, o2 (h),
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por

h—1
7(h) ~ 0 47,
1=0

onde (=) = 0(2)/(2), para |2| < L.

Estimacion para Procesos ARMA

Dado que a seleccién da orde, i.e., de p e ¢, a abordaremos no apartado Seccién 2.4 no contexto
mais xeral dos modelos ARIMA, centrarémonos na estimacién dos parametros necesarios
para poder modelar unha serie temporal polo proceso ARMA que mellor a aproxime. Estes
parametros son a media, os coeficientes {¢; : i =1,...,p} e {0; : i =1,...,q} e a varianza do
ruido branco o2. Como o estimador da media é simplemente a media mostral, centrarémonos

nos restantes parametros.

Existen multitude de enfoques e metodoloxias para abordar a estimacién: método do mo-
mentos, método de maxima verosimilitude, método de minimos cadrados... Cada un cunha
eficiencia, unha distribucion e un grao de complexidade distinto, o que leva a que cada un
deles acabe especializandose nun uso concreto. No que resta da seccion faremos un repaso

polos mais relevantes.

Método dos momentos. Ecuaciéons de Yule-Walker

Este método sé resulta de utilidade para un proceso autorregresivo, i.e., con ¢ = 0, xa que,
para o caso dun proceso ARMA xeral, a estimaciéon resultante non é eficiente (ten maior
varianza que a obtida con outros estimadores). Alternativamente a como xa fixemos en
(1.2), podemos obter as ecuaciéns de Yule-Walker partindo de (2.2) e multiplicando a ambos

lados por X;_;, con j =0, ..., p, para logo tomar esperanzas, obtendo

M@

XtXt ] Xt z,Xt ])+E(ZtXt ]), paraj:O,...,p

p
Z(ﬁlfy,l_] +]E<Zt <Z¢j+kzt Jj— k>>7 paraj:07'”7p‘
k=0

p
Z@w—y + 0’04, paraj=0,.. (2.9)
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onde na segunda lina empregamos a hipétese de causalidade do modelo. Entén, para j =

1,...,p temos o sistema

v(1) 7(0) (1 Yp—1)\ [
7(2) _ 7(:1) 7(:2) v(p:— 2) cb:1 T (2.10)
v(p) yip—=1) ~v(p-2) .. ~(0) Pp

mentres que para o caso j = 0, obtemos a ecuacién sobre a varianza do ruido branco seguinte
p
o =4(0) =Y _¢iv(i) =(0) — ¢ - .
i=1

Deste xeito, substituindo as autocovarianzas ~(-) polas stas estimaciéons mostrais 5(-), che-
gamos a expresion das ecuaciéons de Yule-Walker para obter a estimacién do vector de pa-
rametros, dada por ¢, dun proceso AR(p). Damonos de conta de que estamos formulando
unha sorte de método dos momentos, posto que xorde de igualar os momentos de orde dous,

as autocovarianzas neste caso.

Empregando agora a Proposicién 2, que vimos no Capitulo 1 para a predicién de procesos

estacionarios, temos que se 4(0) > 0 entén I',, é non singular, podendo despexar

d=T,"%, e &>2=4(0)— ¢4,

chegando 4 expresién do proceso axustado’™

X — o1 Xpmg — - — épXt—p =7y, {Z;} ~WN(0,0%).

Podemos comprobar ademais que a funcién de autocovarianza do proceso axustado tera
que cumprir as ecuacions resultantes de substituir en (2.9) os parametros estimados ¢,
polo que, ao coincidir coas ecuacions de Yule-Walker, temos que coincidira coa funcion de

autocovarianza estimada (-).

Método dos momentos. Estimacion recursiva para procesos AR e MA

Na préactica teremos unha serie temporal de datos {z1, ..., 27} dun proceso que suporemos
de media cero e estacionario. Logo, se 4(0) > 0, poderemos axustar un proceso AR(m) para

calquera m < T, estando este dado por

Xt — dm1 Xeo1 — - — GmmXi—m = Zi, con {Z;} ~ WN(0,&,,). (2.11)

Y"Ainda que non se traballou, pode comprobarse que o polinomio d;(z) =1—rz— - — ¢pz? # 0 para todo
|z| <1, polo que o proceso axustado mantera igualmente a condicién de causalidade.
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Polo tanto, o que faremos sera axustar todos estes posibles modelos, determinando os seus
parametros ¢A>;n = (qﬁml, ey q@mm)’ e os sucesivos erros de predicion"" £,,, para todos os posi-
bles valores de m. Para salvar o elevado custo computacional que teria resolver as ecuaciéns
de Yule-Walker para cada valor de m, podemos empregar o algoritmo de Durbin-Levinson
sobre as autocovarianzas mostrais, visto na Proposicion 4, para calcular as estimaciéns de
forma recursiva, obtendo ademais, como xa vimos, a estimacion da funcién de autocorrela-

cién parcial, dada por a(m) = Gmm.

Por dltimo, a partir dos parametros estimados, dos erros de prediciéon e da analise da au-
tocorrelacién podemos determinar a idoneidade do axuste do dun modelo AR xunto coa

determinacién da sda orde, p.

Analogamente, se quixésemos axustar un modelo proceso MA(m) aos datos {z1, ..., z7}, este

estaria dado por
Xe =21+ 01 Zi1 + -+ O Ze—my {24} ~ WN(0, 1),

para todos os posibles ordes m. Podendo calcular recursivamente a estimacién dos parame-
tros aplicando o algoritmo das innovaciéns novamente sobre as autocovarianzas mostrais,
visto na Proposicién 6. Igual que acontecia no caso autorregresivo co algoritmo de Durbin-
Levinson, neste caso as estimacions obtidas xunto cunha anéalise da autocorrelacién permite
determinar a identificacion do modelo como un proceso de media mobil, asi como a deter-

minacién da orde, q.

Método dos momentos. Estimacion preliminar para procesos ARMA

Dise “preliminar” porque a eficiencia das estimaciéns obtidas polo método dos momentos
para procesos ARMA non é comparable a obtida a través dos outros métodos, polo que as
estimacions resultantes s6 seran tutiles como soluciéns aproximadas que sirvan de iterantes

iniciais en esquemas numéricos.

Para un proceso ARMA(p, q) causal de media cero dado por (2.3), temos pola caracterizacion
da causalidade (2.6) que ¥ (z)¢(z) = 0(z). Igualando os coeficientes da expresiéon chegamos

as ecuacions seguintes
J
i — Y by =0, con0 < j <mix(p,q+1),
i=1

p
by =Y dahji =0, con j>méx(p,q+1),
i=1

Vi'Para xustificar que &, é o erro de predicion deberiamos introducir algins resultados que non tratamos por
cuestioén de tempo, extensi6én do traballo e dificultade dos mesmos. En todo caso, o resultado tense ao probar
que ¢, Xm = (dm1, -, Pmm) - (Xm,...,x;)" € o mellor preditor lineal de X,,+1.
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que podemos reescribir, empregando a notacién de que 6; = 0 para j > q e que ¢; = 0 para

j > p, como
min(j,p)
T,Z)Q = ]-a wj = 9] + Z ¢Z¢]—Za Conj = 1727
i=1

Ao seren os coeficientes 91, ..., 1,14 0s dun proceso MA(oo), podemos estimalos empregando
o algoritmo das innovaciéns, descrito no apartado anterior, obtendo as estimacions 6,1, ... , ém’pﬂ.
Deste xeito chegamos as ecuaciéns

A min(jp)

Omj =0;+ > ¢ibmji, conj=12 .. p+q (2.12)

i=1

da que buscamos obter os estimadores ¢ e 6 dos parametros do modelo. Para as ecuaciéns

conj=qg+1,..,q+ p, de (2.12) obtemos o sistema

O q+1 Om,q Omg—1 - Omgri—p ¢1
9m,q+2 9m,q+1 Hm,q 9m,q+2fp ¢2

= 9
9m,q+p 9m,q+p71 9m,q+p em,q ¢p

co que podemos despexar ¢, obtendo posteriormente 6 como
A A min(jp)
0j =0mj— > Gibmji j=12,..,q
i=1

Por ltimo, a estimacién varianza do ruido branco 62 coincide co erro de predicién obtido ao

aplicar o algoritmo de innovacions, é,,.

Método de maxima verosimilitude e de minimos cadrados

A estimacion por maxima verosimilitude é o método mais eficiente para a estimacion de
procesos ARMA, é dicir, para unha mesma serie temporal estacionaria, dada polo vector
Xr = (Xy,...,Xr), a varianza do estimador resultante sera estritamente menor a dos de-
mais estimadores. Para calcular a verosimilitude de X supoiiemos que este segue unha

distribucién normal multivariante™, polo que vira dada por
1
L(T7) = (2m)T/2(det Tp) /2 exp <—2x'Tr;1XT> :

Deste xeito, os estimadores de ¢, 8 e o2 seran aqueles que maximicen £(I'r). O habitual,

para evitarnos o calculo de F;l, é expresar a verosimilitude en termos das innovaciéns dadas

*Sendo entén {X; : 1 < ¢t < T} un proceso gaussiano. A suposicién de normalidade é menos restritiva do
que semella, posto que incluso se {X;} non é gaussiano, a distribucién asintética dos estimadores (¢, 8,52) é a
mesma que no caso no que si o é, Bartlett (2007):p. 18.
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polas prediciéns de paso un, X; — X;, e dos seus erros de predicién, E[(X; — X;)?] = ¢;. Para
isto definimos a matriz C, triangular inferior, seguinte que relaciona as observacions en

funcion dos coeficientes do algoritmo de innovaciéns, é dicir, seguindo as ecuaciéons® (1.11),

X 1 0 .. 0\ /[Xxi-X
X b 1 .. 0] Xo— Xy
A . . . . (2.13)
Xr O Op2 ... 1) \Xp— Xp
XT E UT
Se definimos ademais, D = diag(ey,...,e,), podemos comprobar como calculando as cova-

rianzas a ambos lados de (2.13) chegamos a que I';, = CDC’, logo I',;' = C~YD~1C~1. Polo

tanto,

T ~
X — X, 2
X7 Xy = UpC'T3' CUp = UpC'C~V D707 0U, = UpD WUy = Y K- X7
- E;
=1
sendo ademais o determinante

det(FT) :Wdet(D) = &1 ET.

Polo que a verosimilitude resultante é da forma
1< (X, — X;)?

T A
- o 1 X — X;)?
= 2m0?) T2 - e E) W2 exp (UQ 3 (€)> = L(¢,0,0%),

onde na segunda igualdade estamos empregando que ¢; = 0 - ;, visto en (2.7). De agora en

diante empregaremos a seguinte notacion

S(¢,0) = Z M

: &
=1
Como adoita ser habitual neste tipo de procedementos, continuamos tomando logaritmos

S(,6)

o (2.14)

log(£(8.0,0%)) = — 1 log(2m0?) — £ 3" loa(&1) -
=1

Derivando agora respecto de o2, que é independente de 0;; e &;, obtemos a expresién para

5% en funcién de ¢ e 0,

r _ S((ﬁvé) —_— J2 S($7é)

202 264 T

*Lembramos neste punto que estamos considerando como notacién X; = 0.
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Polo que deducimos que en (2.14) o terceiro termo é constante, sendo entén ¢ e 8 as soluciéns

do problema de minimizacién
;A T
. S(¢,0) 1 .
minimizar log (T + T Zl log(&;).
1=

Para resolver o susodito problema empréganse métodos numéricos. Malia todo, a optimi-
zacion é complexa e require que os valores iniciais dos estimadores sexan razoablemente
bos. Esta é precisamente a funcién principal dos métodos dos momentos que vimos antes.
Ademais, a modo de simplificacién do problema, pédese empregar que, segundo figura en
Bartlett (2007):p. 25, cando T' — oo tense que

T
. 1 .

e o0t = & 1 — - z;log(ai) — 0. (2.15)

Alternativamente, pédese considerar a estimaciéon por “minimos cadrados” resultante de

minimizar a suma ponderada de cadrados S(¢, 8), respecto de ¢ e 8. Igualmente, podemos

observar que, segundo 7' vaia medrando, os estimadores de méaxima verosimilitude e de

minimos cadrados van converxendo ao volverse equivalentes ambas minimizaciéns.

2.4. Modelos Autorregresivos Integrados de Media Moébil
(ARIMA)

Nesta seccion, exporemos a extension dos modelos ARMA para series temporais que non

tefian que ser necesariamente estacionarias. Para iso teremos que realizar un paso previo,

diferenciando os procesos estocasticos ata conseguir que acaden a condicién de estaciona-

riedade.

Diferenciacion e Integracion de Series Temporais

A diferenciacién dunha serie temporal {X;}, que recibe tal nome pola similitude coa dife-
renciacion de funciéns reais de variable real, consiste na obtencién dunha nova serie dada

por
VX=X, — X;_1 = (1-B)X,,

onde B é o operador de retardo e V é o operador de diferenciacién. Deste xeito, podemos

derivar multiples veces empregando a notacién
ViX, =V(V&HXy) = (1 -B)iX,, i>1.

Diferenciando un certo nimero k de veces podemos eliminar tendencias polinémicas de grao

k dos datos, 0 que permite obter procesos estocasticos de media constante.
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No caso de que esteamos traballando con series estacionais, a diferenciacion anteriormente
descrita non sera de utilidade. Polo que introducimos a diferenciacién con retardo d e o seu

operador diferencial asociado, V4, tal que
VaXi =X — X;_q= (1 -BHX;.

Deste xeito, se tomamos d = m como o periodo estacional da serie, estamos diferenciando
entre estacions, eliminando en consecuencia a variabilidade estacional asociada. Combi-
nando os operadores V' e V. en conxunto, poderemos eliminar a variabilidade asociada &

compoiiente estacional e 4 tendencia dunha serie temporal dada.

No caso particular dos procesos ARIMA non consideramos series con comporfiente estacio-
nal, xa que as trataremos independentemente ao final desta seccién. Tendo isto en conta,

introducimos a seguinte definicién:

Definicion 35 (Serie integrada de orde d). Unha serie temporal {X;} dise integrada con
orde d, I(d) se a serie resultante de diferenciala d veces, V?X; = (1 — B)? X}, é estacionaria.

E habitual referirse as series I(1) como series cunha raiz unitaria, xa que, por exemplo, no
caso dun proceso AR ou ARMA o feito de ser integrada de orde 1 implica que ¢(z) = 0, con

|z| =1, tendo ¢(+) unha raiz.

Definicion dos Procesos ARIMA

En vista do exposto no apartado anterior, xa estamos en disposicion de introducir os procesos
ARIMA como procesos ARMA que son aplicables a series integradas de calquera orde, previa

diferenciacién das mesmas, é dicir:

Definiciéon 36 (Procesos ARIMA (p,d, q)). Un proceso estocastico {X; : t € Z} dise que é un
proceso ARIMA(p, d, q) se o proceso diferenciado d veces, (1—B)?X; é un proceso ARMA (p, q)

causal. Isto equivale a dicir que {X;} satisfai a ecuacién en diferenzas dada por

¢*(B)X; = ¢(B)(1 — B)?X, = 6(B)Z;, Vt € Z. (2.16)
onde {Z;} ~ WN(0,0%) e ¢(2) # 0, para |z| > 1. Dise que ten media p se {X; — u} é un
proceso ARMA(p, q).

Confecciéon dun Modelo ARIMA

Temos que ter en conta que, para unha serie temporal {X;} non necesariamente estacio-
b

naria, as casuisticas que se poden dar a hora de estacionarizar a serie son moi diversas,

polo que requiren dunha analise previa e sistematica que vai mais ala da diferenciacién da

mesma.
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O primeiro paso, como en calquera analise de series temporais, é representar graficamente
a serie buscando signos que denoten falta de estacionariedade: tendencia, estacionalidade,
heterocedasticidade, valores atipicos, saltos bruscos... En base a isto podemos determinar a

aplicacion de transformacions para homoxeneizar a varianza, como as vistas na Figura A .4.

Tests de estacionariedade

En presenza de tendencia, o que implica que a funcion de autocorrelaciéon diminte lenta-
mente, procédese diferenciando a serie. Para determinar a orde de diferenciacién pédense
empregar tests sobre a estacionariedade da serie, cofiecidos como tests de raiz unitaria. Os
mais comuns son o test de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS) cuxa hipétese nula é
que a serie sexa estacionaria (podendo ter unha tendencia determinista), o test de Phillips-
Perron ou o test de Dickey-Fuller cuxa hipétese nula é que a serie tefia raices unitarias,
non sendo estacionaria. Deste xeito, podemos ir realizando diferenciaciéns na serie ata que

poidamos comprobar a sia estacionariedade mediante os tests anteriores.

Identificacion e seleccion da orde do modelo

Unha vez estacionarizada a serie podemos proceder como vimos na seccién anterior, Sec-
cién 2.3. Deste xeito, estimaremos os pardmetros ¢, 8 e 0> por maxima verosimilitude para
varias ordes (p,q) empregando criterios de informacién como o Criterio de Informacion de
Akaike (AIC)

AIC = —2In(L($,0,6%) +2(p+ ¢+ 1),

0 AIC Corrixido (AICC), indicado cando T é pequeno en comparacién co nimero de parame-
tros (p + ¢+ 1),

. T
AICC = —21n(L(9,0,6%) +2(p+ ¢+ 1) - —5;
———

termo corrector

ou o Criterio de Informacion de Bayes (BIC)
BIC = —2In(L(¢,0,6%)) + (p+ ¢+ 1)(In(T) — 2).
Estes criterios penalizan aos modelos con valores altos de p e ¢, favorecendo aos modelos
mais simples.
Diagnose e Validacion

Unha vez axustado un modelo ARMA (p, q) sobre a serie temporal estacionarizada {X;}, s6

resta comprobar que os residuos, que para os estimadores de maxima verosimilitude venien
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dados por
W, = X Xile.0) X(@ é), t=1,..,T,
2(.0)

son consistentes co modelo escollido, é dicir, seguen unha distribucién WN(0, %) de forma
aproximada (xa que son os erros e non os residuos os que tefien unha distribucién de ruido
branco), sendo, polo tanto, incorrelados. Deste xeito, a funcién de autocorrelacion mostral
da serie dos valores axustados {X;} non debera ser significativamente distinta de cero, polo
que, novamente, existen tests para contrastar dita hipétese. Se cadra, o mais cofiecido é o
test de Ljung-Box proposto en Ljung e Box (1978), que xurdiu como mellora do test de Box-
Pierce proposto oito anos antes en Box e Pierce (1970), e contrasta a hipétese nula de que a

serie estea incorrelada, empregando o estatistico
h ﬁQ
=T(T+2)) "
Q=T(T +2) ; e

onde h é o numero de retardos considerados para o test, que segue baixo a hipétese nula

unha distribucién x?(h — p — q).

Malia que neste traballo s6 consideramos as innovaciéns dunha distribucién de ruido bran-
co, WN(0, 0?), tamén é habitual considerar erros independentes e identicamente distribui-
dos, i.i.d. Un dos motivos é que dita condicion acttia como hipétese necesaria en varios resul-

tados sobre a converxencia asintética dos estimadores dos parametros dos modelos ARMA.

Ent6n, se en (2.16) supoiiemos {Z; } i.i.d. con distribucién normal N(0, 1/7'), os residuos {W; }
seguiran aproximadamente®* a mesma distribucién, polo que, non séndoo tecnicamente,
estaran préximos a seri.i.d. Logo, para comprobar que {Wt} son i.i.d. existen unha variedade
de tests que se coilecen como tests de aleatoriedade. Describimos a continuacién alguns

deles.

Test dos puntos de inflexion Este baséase na frecuencia de apariciéon de puntos de

X maximos ou minimos locais tal que W,y < W, e W;_; =2 W, para 2 < t <

inflexion
T — 1. Sexa P o nimero de puntos de inflexién de {1, ..., Wr}. Entén, se {I;} fosen i.i.d.,

a probabilidade ter un punto de inflexién no instante ¢ seria de 2/3, polo que

167 —29

2
HP:E(P):g(T—Q)a e op = Var (P) 90

YSegundo se expon en Brockwell e Davis (1991):p. 308 a distribucién dos residuos {IW;} neste caso é asinto-
ticamente normal con media cero cunha varianza heterocedastica que para valores pequenos de ¢ é menor que
1/T, achegéndose a este valor cando ¢t aumenta.

Do inglés, «turning points».
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Considérase entén un contraste onde a hipétese nula é a aleatoriedade da serie, i.e., que
{W;} sexa i.i.d., baseandose en que, baixo a hipé6tese nula, P segue asintoticamente unha

normal N(up,0%).

Test do cambio de signo Este emprega a frecuencia coa que a serie derivada cambia de
signo, é dicir, a frecuencia coa que W; > W;_1, para2 <t < T. Sexa S o nimero de cambios
de signo da serie derivada. Se a serie dos residuos é aleatoria, a probabilidade de que haxa

un cambio de signo no tempo ¢ sera de 1/2, polo que

1 T-1

En consecuencia, formilase un contraste onde a hipétese nula é a aleatoriedade de {WW,},

empregando que baixo a hipétese nula S segue asintoticamente unha normal N(ug4, 0%).

Test do rango Este definese a partir da frecuencia de aparicion de pares de indices (i, j)
tal que Wj > W;,con j > iparai=1,..,T — 1. Sexa R o namero de pares de indices que
cumpre a condicién anterior. Existen (g) =T(T —1)/2 pares de indices tal que j > i, e baixo
a aleatoriedade da serie, a probabilidade de que Wj >W; édel /2, polo que

T(T —1)(2T + 5)

1
pr=E(R)=JT(T-1), e 0% = Var (R) = < :

Polo tanto, seguindo a secuencia dos casos anteriores, establécese un contraste onde a hi-
pétese nula é que a serie {IV;} sexa aleatoria, servindonos de que baixo a hipétese nula, R

segue asintoticamente unha normal N(up,0%).

Modelos SARIMA

Ata agora non tratamos sobre a aplicacién dos modelos ARMA a series que, non s6 non son
estacionarias, senén que son estacionais. Veremos a continuacién de forma introdutoria
como ser capaces de caracterizar tamén a variabilidade estacional a partir das técnicas xa

vistas para o modelado de series temporais con procesos ARMA e procesos ARIMA.

Para poder modelar esta estacionalidade teremos que empregar simultaneamente dous mo-
delos ARMA. Denotaremos por s o periodo estacional (nimero de estacions) da serie. Pri-
meiramente, formulamos un modelo “intra-estacional” dado por un modelo ARMA (P, Q)

para cada subserie estacional:
o(B*) X, = 0(B*)Uy,

con ®(z) =1 — P12 — - — ®p2P, O(2) =14+ 012 + - + Og2¥ e {Uj112e ~ WN(0,0%)} para

cada j = 1,...,s. Desta forma, cada subserie estacional estaria xerada polo mesmo proceso
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ARMA. Porén, dada a distribucién de ruido branco das innovaciéns, este modelo non permi-
te que exista correlacion entre as distintas estacions, o cal na practica resulta dificilmente
crible. Para modelar esta relacién consideramos un novo modelo “inter-estacional” entre as
innovacions das distintas estaciéons. Este novo modelo sera un ARMA(p, q), de xeito que o

proceso {U,} vira dado por
»(B*)U, = 0(B*) Zy,

con(z) =1—grz——¢p2P, 0(2) = 1+ 012+ +0,27 e {Z;} ~ WN(0, 0%). Considerando este
modelo, permitese que haxa correlaciéon entre valores consecutivos de U, non s6 captando
o patrén estacional da serie, senén tamén entre as innovacions pertencentes 4 mesma sub-
serie estacional (como: Uy, U145, Uiias, -..), dando pé a que, deste xeito, o patrén estacional

varie entre cada un dos seus ciclos.

Poiiendo en comtn o razoamento anterior xunto coa teoria xa vista de diferenciacién para
a estacionarizacion de series temporais, estamos en disposicién de introducir a definicién
dos proceso SARIMA.

Definicion 37 (Procesos SARIMA(p, d, q)). Un proceso estocastico {X; : t € Z} dise que é
un proceso SARIMA(p,d, q) x (P, D,Q)s con periodo s se o proceso diferenciado

Y, = (1 -B)4(1-B)PX, = vivPx,,
é un proceso ARMA (p, q) causal tal que
$(B)®(B*)Y; = 0(B)O(B*)Z,, Vt € Z.
onde {Z;} ~ WN(0,02) e ¢(2) # 0 e ®(2) # 0, para |z| > 1. Os polinomios ¢(z), ®(z), 0(z) e

O(z) coinciden cos definidos nos paragrafos anteriores.

Predicion con Modelos ARTMA

Se d = 0, a teoria de prediciéon concorda exactamente coa vista na Seccién 2.3. Para valores
de d > 1 debemos ter en conta que a ecuacién (2.16) non determina a media E (X;) nin o
momento de orde dous E (X; ., X;) debido a que esta diferenciada. Para resolver a indetermi-
nacién anterior é necesario engadir unha nova hipétese, de xeito que, sendo {Y;} o proceso

estocastico “derivado”
YV, =(1-B)X;, t=1,2,.., 2.17)

onde ademais {Y;} é un proceso ARMA(p, q) causal, o vector™" (X;_g4, ..., X)' estd incorre-
lado con Y;, para todo ¢ > 0. Deste xeito, despexamos X; na ecuacion (2.17) empregando o

X"Realizase, de ser necesario, un reetiquetado da serie temporal {X;} para garantir que os valores observa-
dos da mesma son: {X;i_4, X>_4,..., X7}, sendo en consecuencia os valores observados da serie diferenciada:
{Y1,...,Yr}.
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binomio de Newton como

Ny v
X; =Y — 1) X4, t=1,2,.... 2.18
: t;@()“, 2, (2.18)
A partir dela, buscamos atopar o mellor preditor lineal de Xp, XTH“ polo que, defi-
nindo os espazos de Hilbert: Sy = span{X;_g4,..., X7}, Pr = span{X;_4,..., X0} e Rp =
span{Y1, ..., Y}, temos que vira dado por Xrpp = Ps, X74+n. Vemos agora que pola hipétese
de incorrelacion entre Y; e (X1_g4, ..., Xo) temos que Pr L Rp, polo que, tomando proxecciéns
sobre (2.18) obtemos

d

R d .
Xrin :=Ps, Xryn =Ps, Yryp — Z (z) (—=1)"Psy Xpin—i
=1

d
0 d ;
=Pp ¥r7n + PRy Yrin — E (Z> (=1)"Psy X1y
i=1
d

e d ;

=Pr, Yrin — Z; <z> (—=1)'Ps, Xpqp—y, t=1,2,...,
1=

onde en @ empregamos que Pr | Ry e en ® empregamos a hipétese en incorrelaciéon. Deste

xeito, as prediciéns Yy, = P Ry Y7T+h poden obterse directamente a partir de (2.8), mentres

que os preditores XT—H, XT+2, ... , obténense recursivamente a partir de (3.1). Deste xeito,

as ecuacions de predicion de paso h para procesos ARIMA vefien dadas por

p q
Xrin = Z ¢ Yryn_i+ Z O h—1,i(X14j—i — X1gj—i)

i—1 —h
p+d q
* ~
= Z O Xy + Z Orn—1(X14j—i — X14j-i),
=1 =h

para h > 1 e T > mix(p,q), onde ¢*(z) = (1 — 2)%p(2). Neste caso, de forma ansloga ao que
pasaba coa predicién para procesos ARMA, se {X,} é invertible, para valores grandes de
T, cando T" — oo, podemos aproximar o erro cadratico medio de predicién con paso i para
procesos ARIMA, o2(h), por

h—1
2 22 : 2
op =0 lbm
1=0

onde (z) = > 2 iz’ = (¢*(2))'0(2), para |z| < 1.

Podemos algins exemplos de predicién de series temporais con modelos ARIMA na Figu-
ra A.11 e na Figura A.12.



CariTULO

Modelizacion. Metodoloxias de
Aprendizaxe Automatica

Neste capitulo trataremos tres metodoloxias relativamente recentes de predicién e regre-
si6n para series temporais. Comezando polos Procesos Gaussianos, que constitiien unha
metodoloxia bayesiana de regresion tipo kernel, pasando polas redes neurais recorrentes e
as suas variantes, ata chegar aos transformers, que a dia de hoxe se atopan & vangarda na

predicion de series temporais.

3.1. Procesos Gaussianos (GPs)

A diferenza do visto ata agora, os Procesos Gaussianos (GP) conforman unha metodoloxia
de regresiéon non paramétrica e bayesiana. E importante diferenciar os procesos gaussianos

como procesos estocasticos cunha funcién de distribucién gaussiana,

Definicion 38 (Proceso gaussiano). Dise do proceso estocastico cuxas funciéns de distribu-

cién son normais multivariantes'.

dos Procesos Gaussianos (de agora en diante GP) como método para asignar probabilidades
sobre un espazo de funcions, que seran obxecto de estudo desta seccion. Os GPs son de uso
xeral, non estando pensados especificamente para o modelado de series temporais, ainda
que si é este un dos seus principais campos de aplicacién. Unha das stias principais vantaxes

é que ofrecen prediciéns distribucionais e non s6 puntuais.

Estatistica Bayesiana vs. Frecuentista

Na estatistica distinguense dous enfoques ou paradigmas que son equivalentes: o frecuentis-
ta e o bayesiano. O enfoque tedrico dos GPs emprega un paradigma bayesiano. A diferenza
entre ambos ten un punto filoséfico, e radica na interpretaciéon que se fai do concepto de
probabilidade. Na practica ambos enfoques producen os mesmos resultados, ainda que en

funcién do problema a tratar un dos dous adoita resultar mais axeitado.

"Nos procesos gaussianos temos que a estacionariedade débil implica a estacionariedade forte.
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Por unha banda, na estatistica frecuentista definese a probabilidade, obxectivamente, como
a frecuencia de ocorrencia dun suceso a longo prazo, é dicir, tras multiples realizaciéns dun
experimento concreto. Neste sentido, os parametros que definimos sobre os datos, como a

media ou a varianza, son valores descofiecidos e fixos, que podemos estimar.

Por outra banda, a estatistica bayesiana define a probabilidade, dun xeito un tanto mais
subxectivo, como o grao de confianza ou de certeza dun evento, sendo este susceptible a
cambiar coa presenza de nova informacién disponible sobre o mesmo. Ademais, neste caso,
os parametros tratanse como variables aleatorias, tendo as suas propias distribucions de
probabilidade e representando estas a incerteza que se ten sobre os mesmos. Esta definicién
mais aberta permite un maior grao de flexibilidade metodoléxica a cambio dunha maior

complexidade tanto teérica como computacional.

E habitual na estatistica bayesiana partir dunha distribucién de probabilidade “previa”,
prior, que se lle sup6n aos datos e que se transforma ao ter en conta nova informacién na

distribucién de probabilidade “posterior”, posterior.

Definiciéon e Aplicacions a Series Temporais

Como vimos antes, os GPs poden aplicarse a conxuntos de datos calquera, {(x;,y;)}, mais
tendo en conta os obxectivos deste traballo, a formulacién empregada estara adaptada ao
contexto das series temporais. Unha formulacién mais xeral dos GPs p6dese atopar en Wi-
lliams e Rasmussen (2006) ou en Murphy (2023). Deste xeito, consideramos unha serie
temporal {X;:1 <t <T}={(¢t,X;):1<t<T}, que supofiemos cofiecida, cumprindo que

Xt = f(t) + €, tal que €; ~ N(O, 02)7

onde f : R — R é unha funcién desconecida que modela os datos da serie temporal e ¢; e
o erro. Se non tiveramos en conta os erros ¢; no modelo, estariamos obrigando & funcién f
a interpolar os datos. O noso obxectivo sera o de obter a distribucién de f para os puntos
{T+h:1< h < H}, dindonos isto a predicion para a distribucién dos novos valores da
serie, X7, = f(T + h).

Para obter a distribucién de f(7 + h) estudaremos o “grao de semellanza” de 7'+ h respecto
de {1,...,T}, para poder valernos asi dos valores cofiecidos {X; : 1 < ¢t < T}, mediante
o uso da funcién kernel, K(-,-), que sera a que determine a tipoloxia das funciéns f que
consideraremos. A eleccién do kernel, asi como dos seus parametros, sera determinante na

predicién obtida e tratarémola maéis adiante na Secciéon 3.1. Coa notacién

T=(,..,T), T =(T+1,...,T+H), f=(Q),..,f(T), e=(e1,.. er),
X = (X1,..,X7) = (f(1) + 1,0, J(T) +e7), Xo=(F(T+1),..., f(T + H)),
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e definindo as matrices de covarianza

.. . N1JET* . NIET* . \14,jET*
Keo = [K(i,))]; jer» Kow = [K(i. S . Koo = [K(0,5)SF , Ko = [K(i,5)]77 .

Estamos en disposicién de introducir a hipétese fundamental na que se basean os GPs, que
é a de suporierlle unha distribucién normal multivariante ao vector formado por X e X*,
é dicir, estamos supondo que o vector (X1, ... ,XT,XT+1, ,XT+H) formado polos valores
observados e polas prediciéns segue unha distribucién normal multivariante, sendo este

entén un proceso gaussiano. En particular, sendo p = E (X) e p,. = E (X™), temos

2
D))

Isto permitenos obter a distribucién de X * condicionando a distribucién (7'+ H )-normal an-
terior. Precisamente, por tratarse dunha distribucién normal, podemos obter a distribucién

condicionada de forma explicita como
onde, sendo K,, = K., + 0217,

S|y = K — K[ K'K,..

Como podemos comprobar, o calculo da distribucion condicionada de X * require da inversion
dunha matriz 7' x T, o cal non anticipa un rendemento computacional moi bo para o método.
Unha das contrapartidas dos GPs é que ten O(T?) en tempo, podendo mellorarse aplicando

esquemas aproximados ata O(T H?).

Enxeneria dos Kernels

Pasamos a falar agora dos kernels que, como vimos antes, condensan a capacidade preditiva
dos GPs, xa que, en funcién do kernel empregado, as funciéns que obteremos como reali-
zacions de (3.1) teran unha forma ou outra, incidindo por ende na precisién das prediciéns
obtidas.

O habitual cando consideramos indices 7 reais, como é o noso caso, € empregar kernels esta-
cionarios, i.e., tales que K (i, j) = K(r),onde r = |i — j|. Deste xeito, o “grao de semellanza” a
priori entre dias observaciéns s6 dependera da distancia dos seus indices. Pasamos a enun-
ciar algins dos kernels mais comuns. O kernel dado pola Funcion Radial Basica (do inglés:
«Radial Basis Function», RBF) adoita ser o mais comin, polo menos no que aos exemplos
da bibliografia se refire. Definese como

-2
K(r,f) = 0% exp (—%2> ,
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onde ¢ é o parametro de escala do kernel. E habitual referirse ao kernel RBF con multitude
de outros nomes como “kernel exponencial cadratico” ou “kernel gaussiano”. Para mode-

lar series temporais cunha compofiente estacional empréganse kernels periédicos como o

2 T
2 2
K(r,4,p) =0 exp <—£2 sen <7Tp>> ,

con ¢ como parametro de escala e p como a periodicidade das oscilaciéns. Ainda que existe

seguinte

multitude de kernels, na practica o mais habitual é, a partir de kernels cofiecidos, com-
binalos (sumandoos ou multiplicindoos) para obter novos kernels que se axusten mellor
aos datos. A sta vez, a partir dun kernel K (i, j) dado, podemos obter outro mediante as

seguintes operacions

» K(i,j) = cK(i,j), Yc€R*.
= K(i,7) = f(i)K(i,5) f(j), para toda funcién f.
» K(i,5) = q(K(i,7)), sendo ¢q un polinomio con coeficiente principal non negativo.

n K(i,5) = exp(K(i, ).

Malia todo, esta é a parte que supén un maior reto a hora de axustar GPs, posto que non hai
unha boa forma de automatizar a eleccién do kernel, dependendo esta da subxectividade de
quen especifica o modelo.

Estimacion dos Parametros dun Proceso Gaussiano

Unha vez especificada unha funcién kernel, s6 resta estimar os parametros do mesmo para
que se axusten o mellor posible aos datos. De xeito semellante a como procediamos cos mé-
todos clasicos, trataremos de maximizar a verosimilitude. Mais neste caso, como o método é
bayesiano, ao maximizar a verosimilitude, realmente estamos maximizando a verosimilitu-
de marxinal, é dicir, a probabilidade dos datos condicionada respecto dos parametros dados
polo vector 0 (ata aqui nada novo), pero tendo tamén en conta a probabilidade de cada unha
das realizaciéns (funciéns f) segundo o prior. Polo tanto, ao calcular a verosimilitude, non
estamos asumindo ningunha funcién f como verdadeira, senén integrando respecto de todas

elas ponderadas polas suas respectivas probabilidades. Matematicamente definese como

]P’(X\T,B):/IP(X | £, 0 )P(Ff|T,0)df.
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Ao estar traballando con procesos gaussianos e seguir, polo tanto, unha distribucién normal,

podemos calcular a integral anterior explicitamente. Tomando logaritmos tense

logP (X | 7,0) =N(X | 0, K..)

. 1 ~
(X - M)lKool(X - /“l’) _5 lOg ’KOO -
PS N———

T
3 log(2m).

1
2

(2]

Vemos que en @ temos a distancia de Mahalanobis entre X e p ao cadrado, penalizando
este termo que as funciéns f xeradas polos parametros 8 non se axusten aos datos. Mentres
que en @ temos o determinante da matriz de covarianza dada polo kernel empregado, que
4 sua vez depende dos parametros 6. Polo tanto, o termo @ penaliza que o determinante de

K,, sexa alto, o cal se relaciona cunha maior complexidade do modelo.

Exemplos de Modelado con Procesos Gaussianos

Na Figura A.13 hai varios exemplos de GPs aplicados 4 predicién de series temporais. Neles,
a xeneralidade da formulacién dos GPs permitelles ser moi flexibles 4 hora de tratar con

datos faltantes.

Como complemento, é moi recomendable o recurso web Gortler, Kehlbeck e Deussen (2019),
onde se fai un repaso introdutorio dos fundamentos matematicos sobre os que asentan os
GPs acomparniados de miiltiples representacions interactivas dos mesmos que clarifican, por
exemplo, a relacién do determinante da matriz de covarianza coa complexidade do modelo

ou a combinacién de distintos tipos de kernels.

3.2. Redes Neurais Recorrentes (RNNs)

Xa dende os anos 50s e 60s co-
mezouse a traballar no desenvol-
vemento de modelos baseados en
redes neurais como aproximado-
res universais de funciéns. Por
cuestiéns de espazo e tempo non
imos facer unha introducién “paso
a paso” das redes neurais usuais
(en inglés: «feedforward neural
networks»). Suponse entén certo

cofiecemento basico sobre o funcio-

namento dunha rede neural. Para

Figura 3.1: Esquema dunha rede neural con duas

capas ocultas. Fonte: Love (2024).
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refrescarnos a memoria, podemos ver na Figura 3.1 unha representacién dunha rede neural

con dudas capas ocultas.

Volvendo &s series temporais, estes avances levaron a que a finais dos anos 80 se propuxeran
as redes neurais recorrentes (RNN). Estas especializanse no tratamento de secuencias de
datos. Protagonizaron a primeira gran irrupcién das redes neurais no campo, ata a chegada

dos transformers en 2017 como veremos na Seccién 3.4.

Cabe mencionar que non hai unha tdnica definicién posible para o que é unha rede neural
recorrente. Existen multitude de arquitecturas posibles considerando distintas conexiéns
entre os nodos da rede. Deste xeito, seguindo o criterio empregado na Seccién 3.1, empre-
garemos unha notaciéon adaptada ao contexto deste traballo, podendo consultarse unha for-

mulaciéon mais xeral das mesmas en Bengio, Goodfellow, Courville et al. (2017):pp. 373-420.

Consideraremos enton unha serie
temporal de datos dada polo vector @ @
de observaciéns x = (zy,...,27), v +b

e buscaremos predicir o valor de l .
i

Tr41 por & = Zr7y1. Podemos ver

na Figura 3.2 un esquema dunha w ta w ta w ta

rede neural recorrente basica aso-

ciada a este problema.

Figura 3.2: Esquema dunha rede neural recorrente.
Adaptacién de Love (2024).

Como podemos observar, as princi-
pais diferenzas das RNNs respecto
do que viamos na Figura 3.1 son 0 esquema recorrente e a comparticion de parametros. Nes-
te caso, unicamente temos un vector oculto por cada elemento da serie {h4, ..., hr} tal que
h; € R", actualizandose cada un deles en funcién do seu valor anterior e dun novo valor da
serie temporal. Desta forma, os vectores h; actdan como unha memoria dos valores anterio-
res da serie. Ademais, os parametros empregados para calcular os vectores h; son comuns
a toda a rede, facendo que o calculo de h; sexa un proceso recorrente. Describimos a conti-
nuacion as ecuacions que definen 4 rede da Figura 3.2, definindo polo camifio os parametros

da mesma:

h; = tanh (Wh;_1 +ux; +a), onde W € Mry, eu,a €R",

2>
I

softmax (v - hp +b) , ondev e R"ebeR.

Deste xeito, o calculo recursivo de h; faise aplicandolle a tanh a unha funcién afinen h; _; e
z¢. Hai que ter en conta que nos modelos de redes neurais é case obrigado traballar con datos

normalizados, para evitar que a rede deba contrarrestar a magnitude de certas entradas.
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tanh

E por iso polo que na saida da mesma se

emprega a funcién softmax, que como nono- |,
so caso estamos traballando con escalares,

equivale a unha funcién loxistica. Podemos 00

recordar a grafica de ambas funciéns de ac- -05

tivaciéon na Figura 3.3. »

Para levar a cabo a estimacién dos parame-

tros do modelo, emprégase o algoritmo de

softmax
1.00

Figura 3.3: Grafica das funciéns tanh e

retropropagacién no tempo (BPTT) que po- softmax. Elaboracién propia con |- ggplot2

demos ver representado na Figura 3.4. Me-

en “‘R.

diante o BPTT calculamos dende o final da rede “cara atras” as derivadas da funcién de per-

da L, que pode estar determinada polo MSE de predicién ou pola menos a log-verosimilitude,

respecto dos parametros do modelo. Todo isto co obxectivo de aplicar posteriormente algin

algoritmo de descenso do gradiente que axuste os parametros do modelo para minimizar o

valor de L.

En xeral, o uso principal das redes neurais recorren-
tes é o «sequence-to-sequence», isto é, tomar unha se-
cuencia ou serie de datos de entrada, e obter outra
secuencia de datos de saida, y = (y1,...,yr). Neste
sentido, un dos primeiros usos que recibiron este ti-
po de redes foi o da traducion de textos, nos que en-
tra unha sucesion de palabras nun idioma e sae ou-
tra sucesion traducida a outro idioma. Cando ambas
secuencias, de entrada e saida, tefien a mesma lon-
xitude (' = R), a estrutura da rede pode deducirse a
partir da vista na Figura 3.2 engadindo un nodo de
saida sobre cada un dos vectores ocultos. Mais, no ca-
so habitual de que as secuencias de entrada e saida

sexan de distinta lonxitude, é comtun ver estruturas

Figura 3.4: Esquema do proceso de
retropropagaciéon nunha rede
neural recorrente. Adaptacion de
Love (2024).

de tipo codificador-decodificador, onde primeiramente temos unha RNN que codifica a in-

formacién da secuencia de entrada, para logo pasarlla a outra RNN que a partir dela obtén

a secuencia de saida. Podemos ver un exemplo de dita arquitectura na Figura A.14.
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3.3. LSTM (Long Short-Term Memory)

Un dos principais problemas que enfrontan as redes neurais recorrentes é o esvaecemen-
to/explosion do gradiente debido a4 aplicacién da mesma recorrencia en miltiples pasos. Isto
redunda nunha falta de memoria a longo prazo que dificulta que a rede poida ter en conta

patréns dos datos que non sexan razoablemente recentes.

Existen multiples propostas para atallar este problema. Unha das mais directas é a de en-
gadir conexidns “a través do tempo”, relacionando puntos da rede separados por varios pasos
de tempo, recuperando o gradiente anterior e mitigando o esvaecemento que se puidera ter
provocado entre ambos. Seguindo con esa filosofia xorden as «Long Short-Term Memory»
(LSTM) RNNs, que conforman a arquitectura baseada en RNNs que mellor desenvolve-

mento acadou atallando este problema, segundo se indica en Bengio, Goodfellow, Courville

et al. (2017):p. 412.
@
<>L *tanh
9

tanh]| [0]

Xeneralizando o enfoque visto na L 4
t—1

N\ L

Figura 3.2, os LSTMs estan orga-
nizados en células nas que se ac-
tualiza o valor do vector oculto h;,
e que se concatenan para obter a

estrutura recursiva da rede. Na Fi-

o —®

h_
gura 3.5 podemos ver unha esque- Y -/

ma que describe un funcionamen-

to dunha destas “células”.

A idea detras dos LSTMs ¢é a de Figura 3.5: Esquema dunha célula dun LSTM.
empregar un novo vector oculto Adaptado de Love (2024).

{k1, ..., kr}, con k € R", que alma-

cene a “memoria a longo prazo”, caracterizando h; unicamente a “memoria a curto prazo”.
Isto matematicamente redunda en que, a través das portas (cada unha das tres operacions
entre h; e k; que vemos en vertical na Figura 3.5) da célula, o vector k; determina dinami-
camente en cada iteracion da recorrencia en que medida se lle engade ao vector oculto h;
informacién do pasado. Isto foi un gran avance respecto das distintas tipoloxias de RNNs
que se tifian considerado, dada a flexibilidade que aporta ao conxunto non ter definidos

pesos fixos para as aportaciéns de informacién anterior.

En particular, a inclusién da memoria a longo prazo, k;, da pé a que h; se centre unicamente
na informaciéon mais recente, permitindo esquecerse de aportes de informaciéon moito an-
teriores, cuxo gradiente vai sufrindo un esvaecemento progresivo e que serian dificiles de

reter.
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3.4. Transformers. Modelos baseados na Atencion

Non podiamos rematar esta seccién sen mencionar os modelos baseados na atencién. Coa

publicacion do artigo Vaswani et al. (2017) deuse pé a un novo paradigma de “aprendizaxe”

que é a atencién, que permite dun xeito eficiente e paralelizable estudar a relacién dunha

observacioén con todas as anteriores.

Ac. Lineal

Atenci6n

Multiple

|Suma&Norm <

Atencion
Multiple
3 4

Figura 3.6: Esquema da arquitectura basica dun

Suma&Norm |«
«Masked»
Atencién

Multiple

transformer. Adaptado de Love (2024).

Anos antes do 2017, comezaron a pro-
poiierse métodos que combinaban ideas
propias das redes neurais recorrentes,
onde a informacién do pasado se garda
en vectores ocultos, con ideas relacio-
nadas co mecanismo de atencién. Es-
te fundaméntase no calculo da relacion
entre cada par de elementos da secuen-
cia, a cal se consegue codificando cada
elemento a través de tres vectores que,
operados entre si para dous elemen-
tos, determinan o seu grao de relacion.
Isto conduce a que as relaciéns entre
un conxunto finito de elementos se poi-
dan calcular directamente como produ-
to das matrices formadas ao agrupar os

vectores de ditos elementos.

No artigo Vaswani et al. (2017) propu-
xose a arquitectura do transformer, que
deu lugar a toda unha familia de mo-
delos que empregaban s6 o0 mecanismo
de atencion e que, polo tanto, deixaban
atras a estrutura recorrente das RNNs.

Na actualidade estes modelos confor-

man unha das metodoloxias mais em-

pregadas no campo das redes neurais e o aprendizaxe profunda. Circunscribindonos 4s se-

ries temporais, existen multiples adaptaciéons desta metodoloxia para a predicion mostran-

do resultados moi positivos, especialmente de series moi longas de datos con horizontes de

predicién tamén grandes, como se pode ver en Zhou et al. (2021).
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Comparacion entre

Metodoloxias

Chegados a este punto do traballo, é normal sentir a necesidade de comparar os distintos
modelos vistos ata agora, valorando a idoneidade dos mesmos para cada situacién concreta.
O certo é que non somos os primeiros con tal inquedanza e hai abundante literatura ao
respecto. Neste capitulo faremos primeiro un repaso histérico do estado da arte en tanto en
canto as diversas comparativas sistematicas de metodoloxias de predicién (competicions de
predicion) que se tefien levado a cabo, para logo analizar o rendemento e utilidade practica

dos distintos métodos vistos no traballo 4 vista dos resultados anteriormente mencionados.

4.1. Introducién Histérica as Competicions de Predicion

Se o lector ten curiosidade sobre o tema, en Hyndman (2020) faise unha retrospectiva breve
e completa das competiciéns de predicién previas ao 2020. As competiciéns de predicién
nacen nos anos 70 co obxectivo de comparar a cada vez mais ampla variedade de métodos
dispoiiibles no momento. Segundo veremos ao longo de esta seccion, motivaron un cambio

de mentalidade respecto do xeito no que se afrontaba a predicién de series temporais.

As primeiras competiciéns, realizadas na universidade de Nottingham, constaban de un ou
dous investigadores encargados da tarefa de implementar e contrastar, por eles mesmos, o

rendemento dos métodos sobre conxuntos de arredor de 100 series temporais.

Estes estudos precursores sérvennos para identificar as problematicas que trataron de me-
llorar todos os que os sucederon. A partir dos anos 80 abrironse & participacion de multiples
académicos de diferentes universidades, despexando asi as reticencias das primeiras com-
peticions sobre a influenza da destreza dos autores nos resultados. Mentres, como era de
esperar, segundo a accesibilidade dos datos foi a mais, a cantidade de series temporais em-
pregadas nas competicions viuse incrementada, aportandolle maior robustez estatistica aos

resultados.
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Estes primeiros estudos vifieron acompanados de polémica. Era a primeira vez que se obtifia
unha foto fixa do rendemento de todos os modelos, e certas figuras da época non encaixaron
moi ben os resultados, asegurandose de deixalo claro no seu rexistro epistolar. Hai que ter
en conta que na época existia a conviccion de que a predicién de series temporais se baseaba
unicamente na procura do modelo subxacente que xeraba aos datos. Isto levaba a que non
se asumiran resultados que indicaban, por exemplo, que modelos mixtos, formados pola
combinacién de varios, obtiveran mellores resultados que os orixinais, ou os que aseguraban

que modelos simples obtifian mellores resultados que outros moito mais complexos.

Estas hostilidades foronse despexando segundo se sucederon os avances metodol6xicos nas
diferentes competiciéons. Con todo, estes primeiros experimentos chamaron a atencién da
comunidade, centrando cada vez mais os esforzos na precisién dos modelos mais ald das
propiedades matematicas dos mesmos. Deste xeito, progresivamente dende os anos 90, foi-
se erixindo cada vez mais a “predicién” (do inglés: «forecasting») como unha disciplina inde-

pendente da analise de series temporais.

A raiz da competiciéon M1, publicada en Makridakis, Andersen et al. (1982), na que se consi-
deraron mais de 1000 series, observouse como modelos mais sofisticados non obtifian mello-
res resultados respecto de modelos mais simples. Quedou clara a variabilidade nos resulta-
dos que introducia a medida de erro empregada. Ademais, comprobouse que o rendemento

dos métodos dependia do “horizonte de predicién”, que nés denotamos como h.

Xa nos anos 2000, os mesmos autores levaron a cabo a competicién M3, sobre mais de 3000
series. Nela observouse un mellor rendemento dos modelos ARIMA, que xa existian dende
habia preto de 30 anos, mais que ata aquel momento non conseguiran atallar o problema
do sobreaxuste (do inglés: «overfitting»). Nesta competicion participou por vez primeira un
método baseado en redes neurais, ainda que os seus resultados foron bastante pobres. Na
mesma lifia, seguiulle a competicion M4, levada a cabo en 2020 sobre preto de 100,000
series temporais. Nela consolidouse un paso adiante no campo, acadando resultados moi
salientables varias propostas metodoléxicas que incorporaban, como idea fundamental, a

combinacién nun sé algoritmo de varios métodos.

Por tltimo, é xusto mencionar a irrupcién de Kaggle, como un plataforma (propiedade de
Google) para a publicacién de datos e modelos que, dende a sta fundacién no 2010, leva
acollendo multiples competiciéns de predicién en varios ambitos, ademais do das series

temporais.
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4.2. Analise do Rendemento dos Modelos

Comparacion sobre Series Curtas de Datos. Dataset M3

Hai que ter en conta que en datasets como o de M3, é habitual atopar series moi curtas, de
aproximadamente entre 20 e 120 observacions, ao tratarse de datos anuais, cuadrimestrais
ou mensuais. Isto leva a que, en series tan curtas, o rendemento de modelos baseados en
redes neurais resulte bastante pobre, dado que a falta de datos lles impide poder recofiecer
os patréns da serie. E precisamente neste tipo de situaciéns nas que metodoloxias mais
simples acadan un mellor rendemento. En particular, como se indica nos resultados de M3,
Makridakis e Hibon (2000), modelos mais complexos baseados en modelos ARIMA obtenien
resultados lixeiramente peores que modelos mais simples como un alisado exponencial con

pendente aditiva atenuada.

Malia todo, non se pode afirmar categoricamente que un método é mellor que outro para
calquera duas series temporais que poidamos considerar. Un dos factores mais sensibles é a
magnitude no horizonte de predicion, resultando mellor parados os métodos mais elabora-
dos, destacando os modelos ARIMA. Tamén pode chegar a resultar relevante no rendemento
dos métodos a orixe da serie temporal que se estea a predicir, sendo dispares os métodos mais

precisos segundo as series teflan unha procedencia econémica, industrial, demografica...

Comparacion sobre Series Longas de Datos. Dataset de Wikipedia

Ao considerarmos tamén series mais longas de datos, con periodicidades diarias ou mesmo
horarias, apreciamos un certo cambio nos resultados obtidos. Fixarémonos agora, por exem-
plo, na competicion Web Traffic Time Series Forecasting, organizada por Google en Kaggle,
que propén buscar a mellor metodoloxia de predicién para un conxunto de series temporais
correspondentes cos historiais de visitas de paxinas da Wikipedia (da orde de 700 observa-
cions). Podemos comprobar como a metodoloxia cos mellores resultados emprega un enfoque
ad-hoc baseado en redes neurais recorrentes pero que, a vez, emprega ferramentas propias
da analise clasica de series temporais, como as autocorrelaciéns ou os procesos autorregre-
sivos e de medias mébiles para obter caracteristicas sobre as series que logo poder empregar
como entrada na rede neural recorrente. Deste xeito, segundo se explica na descricion da
metodoloxia ganadora, as redes neurais recorrentes pédense pensar como unha xenerali-
zacion dos modelos ARIMA que, admitindo maior flexibilidade e capacidade de reconiecer

patroéns, precisa dunha cantidade de datos maior para adestrarse.

Porén, o esvaecemento do gradiente nas redes neurais recorrentes presenta desafios en-
gadidos segundo a lonxitude das series se incrementa. Soluciéns como os modelos LSTM

ofrecen bos resultados para series non moi longas (entre 100 e 130 observaciéns), mais de


https://www.kaggle.com/competitions/web-traffic-time-series-forecasting/discussion/43795
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cara a modelar series ainda mais longas, empregar mecanismos de atencion pode ser ttiles.
Este precisamente é o caso da metodoloxia gafiadora da competicién mencionada no para-
grafo anterior, que implementa un mecanismo de atencién que complementa a sta vez o

funcionamento dun modelo GRU (semellante a un LSTM).

Comparacion sobre Todo Tipo de Series. Dataset M4

Na competicion M4 podemos comparar o mellor de ambos mundos, considerando dende se-
ries anuais de apenas 13 observaciéns ata series horarias de mais de 700, segundo se in-
dica no artigo que analiza os resultados da mesma: Makridakis, Spiliotis e Assimakopou-
los (2020). Desta forma, os resultados da competiciéon avalian aos métodos segundo a sda
idoneidade para seren capaces de realizar prediciéons consistentemente nunha ampla ga-
ma de series temporais. Nos seguintes paragrafos discutimos varias das conclusiéns que se

extraen dos resultados de M4.

Confirmouse, logo de xa ter aparecido indicios en competiciéns anteriores, o bo rendemento
obtido ao combinar distintas metodoloxias de predicién. Chegando ao punto de que, pa-
ra prediciéns puntuais, s6 un dos dez mellores métodos non é combinacién de outros. Isto
reivindica a importancia de cofiecer e empregar os distintos métodos dispoiiibles, combi-
nandoos para poder aproveitar os beneficios que cada un aporta, despexando quizais a idea
de atopar un tnico método que renda consistentemente mellor que todos os demais. Deste
xeito, modelos como o alisado exponencial ou os ARIMA, que se formulan baixo a suposicién
de estar describindo o “proceso subxacente” que xera os datos, non serian os mais axeitados,
e efectivamente, ambos vense superados por combinaciéns de outros métodos que teorica-
mente son mais sinxelos. Isto non implica necesariamente que o seu rendemento sexa pobre,
e tamén hai que ter en conta que a stia maior interpretabilidade, supén unha vantaxe ao
seu favor. Porén, ao definir modelos que xorden como combinacién de varias metodoloxias,
a seleccion dos mesmos remata por ser un problema engadido, precisando, en ocasiéns, que
algunha metodoloxia de aprendizaxe automatica realice a estimacién dos pesos cos que con-

tribien cada un dos métodos.

En representacion deste grupo de metodoloxias podemos destacar o segundo mellor método
en canto 4 precisiéon puntual, proposto, entre outros, por Pablo Montero Manso, formado na
Universidade da Corufia. Este combina sete métodos estatisticos xunto con un de apren-
dizaxe automatica, aos que se lle suma, como vimos antes, outro algoritmo de aprendizaxe
automatica adestrado para estimar os pesos necesarios para combinar os modelos reducindo

o erro de predicion.

Unha das maiores novas que deixou M4 foi a obtencién de resultados moi prometedores por

parte dos chamados métodos hibridos. Estes son métodos que integran de xeito profundo,
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non unicamente combinando os resultados, varios modelos estatisticos e de aprendizaxe
automatica. Por exemplo, 0 método de predicién puntual que mellores resultados acadou,
proposto por Slawek Smyl, combina dentro dunha rede neural recorrente formulas corres-
pondentes cun modelo de alisado exponencial, de forma que estas quedan completamente
integradas na recorrencia da rede, calculandose os parametros de suavizado corresponden-
tes ao alisado exponencial empregando o mesmo algoritmo de descenso do gradiente co que

se optimizan os parametros da rede neural recorrente.

Respecto da predicién dos intervalos de confianza, tamén se rexistrou unha mellora subs-
tancial. Unha das principais carencias que presentaban varios dos métodos que, antes de
M4, conseguiran boas prediciéns puntuais, era a de subestimar os intervalos de confianza
das suas predicions. Mais, en M4, os métodos de Syml e Montero-Manso, aportaron unha

mellora significativa neste aspecto.

A vista dos resultados anteriores, produciuse un cambio de tendencia no mundo das series
temporais, sobre a cuestion de se modelos méais complexos poden realmente levar a obtencién
de prediciéns mais precisas. Lembramos que, en M3 e nas stas predecesoras, modelos moi
sinxelos conseguiran superar a outros bastante mais complexos. Porén, en M4 unha maior
complexidade dos métodos, asociada tamén cun maior custo computacional, si redundou na

obtencion de mellores resultados.

Outra das novidades técnicas, en termos de rendemento, identificadas en M4, foi a de em-
pregar informacion de miultiples series temporais para seleccionar a combinacién axeitada
de métodos necesaria para predicir unha serie en concreto. Isto foi particularmente visible
en metodoloxias que combinaran varios métodos. Esta técnica, segundo se indica en Makri-
»

dakis, Spiliotis e Assimakopoulos (2020), cofiécese como: “enfoque de aprendizaxe cruzada

(do inglés: «cross-learning approach»).

Precisamente pola ausencia do enfoque de aprendizaxe cruzada, poden tratar de explicarse
os malos resultados obtidos polos métodos “puros” (que non son combinacién de outros) de
aprendizaxe automatica. Outro dos motivos puido ser a dificultade para atallar o proble-
ma do sobreaxuste. Iso simase ao tamén pobre rendemento dos modelos estatisticos puros

respecto dos modelos mixtos e hibridos.

Recapitulando, podemos concluir que o campo da predicién de series temporais esta nun
momento de eclosion. Dende a competicién M4, celebrada en 2020, 20 anos despois de M3,
xa se tefien celebrado as competicions M5, en 2022, e M6, en 2024. Con todo, queda moita
investigacion por facer, pero en base & experiencia anterior, podemos comprobar como todas
as metodoloxias, independentemente da sua precisién ou utilidade practica, promoveron o

avance da disciplina, axudando a entender mellor o problema que todas elas buscan resolver.



AnExO

A

Material Suplementario.
Graficas e Esquemas

Neste anexo incluimos, como material suplementario, un compendio de figuras que comple-
mentan os contidos vistos no traballo. Ao longo do mesmo invitase ao lector a consultalas
para ilustrar conceptos, poiier exemplos ou visualizar o rendemento das diferentes metodo-

loxias de predicion.

Cuantis do movemento browniano simple
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Realizaciéns do movemento browniano simple

0 25 50 75 100

Figura A.1: Representacion grafica dun proceso estocastico, neste caso, un movemento
browniano dado por X; = X;_; + ¢, con &, ~ N(0, 1). Na primeira grafica podemos ver os
intervalos de confianza para as realizaciéns para o = {0,1,0,2,0,5}. Na segunda podemos

ver a gréafica de 1000 realizacién do proceso. Elaboracién propia con |5 ggplot2|en ‘R.
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Series estacionarias Series non estacionarias

Figura A.2: Exemplos de series temporais estacionarias e non estacionarias. Elaboracion
propia cos paquetes [ ggplot2] e [ fpp3‘ de (R.
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Figura A.3: Representacion da funcién de autocorrelacion e da funcién de autocorrelacion
parcial da serie temporal dada polo dataset airpassengers, introducido en Box, Jenkins

et al. (1970):p. 547. Elaboracién propia co paquete |= ggplot2|en (R.

o]



63

Valores orixinais
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Figura A.4: Diferenza entre a serie de pasaxeiros do dataset airpassengers introducido en
Box, Jenkins et al. (1970):p. 547, onde se pode observar unha varianza heterocedastica,
fronte aos valores homocedasticos obtidos mediante unha transformacién Box-Cox con

A = —0,24. Elaboracién propia con | = ggplot2|en (R.
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Figura A.5: Representacion das componentes da descomposicion STL do nivel diario do rio
Sar entre o 2020 e o0 2024'. De arriba a abaixo: os datos orixinais, a tendencia, as
compoientes estacionais (semanal e mensual) e o remanente. O rectangulo gris é o

mesmo en todas as escalas. Elaboracién propia baseada co paquete |- fabletools|de ‘R.

"FonTeE. Meteogalicia. Nivel histérico diario do rio Sar ao seu paso por Santiago. URL:
https://servizos.meteogalicia.gal/mgafos/estacionshistorico/historico.action?idEst=140548.
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Figura A.6: Representacién das compoiientes da descomposicion Clasica (aditiva) do nivel
diario do rio Sar entre o 2020 e 0 2024. De arriba a abaixo vemos: os datos orixinais, a

tendencia, a compofiente estacional e o remanente. O rectangulo gris é o mesmo en todas
as escalas. Elaboracion propia baseada na funciéon autoplot () do paquete de

Metros

2.0

1.5

1.0

0.5

R.

Componientes:

Nivel rexistrado
— Tendencia + Estacionalidades (semanal e mensual)

2020 2022

2024

Dias

Figura A.7: Representacién do nivel diario do rio Sar entre o 2020 e 0 2024. En gris o
nivel rexistrado e en azul a suma da tendencia e as ddas compofientes estacionais
(semanal e mensual) froito dunha descomposicién STL. Elaboracién propia co paquete

El egpot2)de R
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Figura A.8: Comparacion das 4 metodoloxias triviais de predicién para os datos de visitas
da version online do libro Hyndman e Athanasopoulos (2021). Elaboracién propia cos
paquetes [ fable] e [ ggplot2] en ‘R.
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Figura A.9: Exemplo de predicion con distintas metodoloxias de alisado exponencial sobre
os datos de “danos a propiedade privada” da 4rea metropolitana de Nova York. A esquerda

podemos ver unha ampliacién das predicions. Elaboracion propia con |= ggplot2|en ‘R.
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Figura A.10: Exemplos ilustrativos dos procesos MA, AR e ARMA. A esquerda vemos a
representaciéon do proceso en si, mentres que & dereita vemos a funcion de autocorrelacion
correspondente. Nesta ultima, o rectdngulo gris representa a rexién na que o valor da
ACF non é significativo ao 95 %. Elaboraciéon propia con en (R.
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Figura A.11: Exemplos de prediciéon con modelos ARIMA e SARIMA sobre o dataset
airpassengers, introducido en Box, Jenkins et al. (1970):p. 547. Elaboracién propia cos
paquetes [ forecast] e [ ggplotZ] de (R.
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SARIMA con intervalos de confianza
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Figura A.12: Exemplo de predicién cun modelo SARIMA, xunto cos correspondentes
intervalos de predicién ao 80 % e 95 %, para os datos medios mensuais de visitas diarias a

web da USC co navegador de Google. Elaboracién propia con |5 ggplot2|en (R.

Realizacions dun Proceso Gaussiano
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Figura A.13: Exemplo das realizaciéns dun proceso gaussiano para unha serie temporal
con un dato faltante. Os puntos brancos son os datos da serie. As lifias negras son
realizaciéns do proceso gaussiano axustado. Elaboracién propia, baseada no recurso web,
empregando Stan xunto con ‘R.

]
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L d.

Figura A.14: Esquema da arquitectura codificador-decodificador nunha RNN. Adaptacién
de Love (2024).
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AnExO

Regresion LOESS e Algoritmo
de Descomposiciéon STL

Neste apéndice abordamos unha descricién pormenorizada do algoritmo STL para a des-
composicién de series temporais. Comezamos describindo a regresiéon LOESS da que logo
se valera o algoritmo para o suavizado das series. Finalmente analizamos a estrutura do

algoritmo, especificado na Figura B.1 e no Algoritmo 1.

B.1. Regresion LOESS

E a metodoloxia de regresién na que se fundamenta principalmente o método STL. O termo
LOESS é un acrénimo, do inglés «Locally Estimated Scatterplot Smoothing», que en galego
vén a significar “Suavizado de Diagramas de Dispersién Estimado Localmente™. E dicir, a
partir dun conxunto de datos (z;,Y;) permite obter unha curva g(x) que suaviza os datos e
estd definida Vx € R. Deste xeito, temos unha relacién entre = e Y dada por: Y; = g(x;) + ¢,

na que &; Son 0s erros, para os que se supon media cero, independencia e homocedasticidade.

A estimacién de g faise localmente e de xeito independente para cada punto. Dadoun z € R,
asignanselle un peso aos ¢ € Z™ puntos z; mais préximos a z". Estes pesos asignanse em-
pregando unha funcién de tipo nticleo. Neste caso, introduciremos duas, a funcién trictibica
e a bicadrada. Cada unha empregarase nun punto distinto do algoritmo segundo o desefo

orixinal do mesmo. Denétanse respectivamente por

(1-u3)? se0<u<l, (1-u?)? se0<u<l,
Wg(u): € WQ(u):
0 seu>1, 0 seu > 1.

Enton, o peso asociado & observacién i-ésima respecto de x, onde \,(x) é a distancia do

"Nalgunhas fontes antigas refirense a este tipo de métodos como “filtro de Savitzky-Golay” xa que, con outros
obxectivos, emprega os mesmos fundamentos e foi proposto 15 anos antes.
"En inglés, segundo figura en Cleveland et al. (1990):p. 4, cofiécense como «neighbourhood weights».
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II1

g-ésimo x; mais afastado de ="', sera o seguinte

de xeito que as observacions x; mais préximas a x tefian un peso maior. Unha vez determina-

dos os pesos, procédese coa estimacion de g(z). A tal fin, axtistase un modelo local polinémico
_ 2z o . . s . ~ d

de grao d = {1,2}, é dicir, lineal ou cadrético, da forma: g(z;) = 8§ + --- + 35 (x; — x). Ao ser

unha aproximacion local, os coeficientes /7, ..., 5 seran diferentes para cada = € R.

A estimacion dos coeficientes faise cun axuste por minimos cadrados ponderados, empre-
gando os pesos w;(z) calculados anteriormente. Ao obterse o axuste do polinomio de grao d

para os ¢ + 1 puntos, estimase o valor de g(x) a partir do seu intercepto, é dicir, §(z) = Bo.

E posible introducir pesos externos, p;, no modelo de xeito que se tefia en conta, por exem-
plo, a fiabilidade das observaciéns. Iso conséguese multiplicando estes pesos polos w;(x)
anteriores. En xeral, a introducién deste tipo de pesos permite que a regresién sexa menos
dependente de certas observaciéns sobre as que se ten unha maior incerteza, o que redunda

nun axuste mais robusto.

Con todo, a regresion LOESS emprega dous parametros, d e ¢, cuxos valores dependeran da

aplicacion que se lle queira dar ao modelo. O parametro ¢ determina o grao de suavidade do
. q—+00 A .

axuste, en particular, se ¢ — +00, 0s pesos w;(x) —— 1, polo que g(x) tenderia ao axuste

(global) polinémico de grao d obtido por minimos cadrados. Por outra banda, o parametro d

caracteriza a curvatura local que presentan os datos. Se esta é suave, a eleccion adoita ser

d = 1, mais se as flutuaciéns son mais abruptas, d = 2 é o indicado.

B.2. Deseino do algoritmo STL

Estruturalmente, o algoritmo STL susténtase no uso repetido medias mobiles e de regre-
sions LOESS. Na Figura B.1 podemos ver a estrutura do algoritmo STL, correspondéndose
esta coa sua definicién dada no Algoritmo 1. As etiquetas: @, @, ® e @, identifican os mesmo

puntos chave en ambas representacions do algoritmo.

Como podemos observar, o algoritmo dividese en dias secciéns: o bucle interno e o externo.
No bucle interno ten lugar o proceso de suavizado da tendencia e da compoiiente estacional
(pasos 0, ® e ®), é dicir, este € 0 momento no que se vai extraendo da serie temporal orixinal,
en sucesivas iteracions, a variabilidade propia de cada compoiiente. No bucle externo (paso
0) realizase o calculo dos pesos de robustez'V, que precisamente permiten garantir que o

método sexa robusto.

"Se ¢ > n, segundo se indica en Cleveland et al. (1990):p. 4, témase por convenio: A, = £ \,,.
“Do inglés «robustness weights», segundo se menciona en Cleveland et al. (1990):p. 6.
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Asimesmo, o algoritmo STL emprega en total 6 parametros no seu funcionamento, descritos
no Cadro B.1. Para alguns a sia eleccién é inmediata, mentres que para outros resulta mais

dificil xa que dependen das caracteristicas da serie que se estea a descomporier.

Parametro Descricion

np Numero de observacions de cada periodo estacional

n; Numero de execuciéns do bucle interno

Ne Numero de execuciéns do bucle externo

ny Parametro de suavizado do filtro de baixas frecuencias
ne Parametro de suavizado para a tendencia

N Parametro de suavizado para a componente estacional

Cadro B.1: Parametros que emprega o algoritmo STL.

) )

Notacién. Denotamos por Tt(k e por St(k ao valor da tendencia e da compoiiente estacional

na iteracién k-ésima do bucle interno do algoritmo.
Deterémonos agora nos catro pasos fundamentais, sinalados coas etiquetas @, ®, ® e @, dos

que se comp6n o algoritmo STL:

@ Neste paso témase a serie sen tendencia: X; — T}, e dividese nas stias subseries es-
tacionais, é dicir, as series temporais formadas polos elementos de X; que pertencen
a unha estacién concreta’. A cada unha destas subseries aplicaselles un suavizado
empregando unha regresion LOESS de parametros (d,q) = (1,ns), de xeito que se
obtefien estimaciéns para cada punto da subserie incluindo tanto os datos faltantes
como unha observacién extra por cada lado. O resultado almacénase no vector O/

de lonxitude n + 2n,,.

® Neste paso aplicase un filtro de paso baixo que s6 permite o paso das frecuencias gra-
ves, é dicir, que s6 conserva as variacions de baixa frecuencia que, por deseno, tratamos
de agrupar na tendencia. Este filtro estd composto a partir de tres medias mdbiles e
unha regresién LOESS. Ao aplicérllelas a CF™! obtemos o vector LF™! de lonxitude
n. Ao restar ambos vectores no dominio orixinal, obtense o suavizado da compofiente
estacional Sf“, evitando asi que variabilidade pertencente a tendencia poida conta-

minala.

® Ao final de cada iteracion do bucle interno ten lugar o suavizado da tendencia, para o
que se emprega unha regresiéon LOESS de parametros (d, q) = (1,n;) sobre os dltimos
datos desestacionalizados: X; — SF™!. Co cal, segundo SF™! sexa capaz de explicar
mellor a variabilidade estacional, TtkH tamén podera extraer a variabilidade da que
se corresponde coa tendencia con menos interferencias, o cal 4 sta vez mellorara o

rendemento de S/, e asi sucesivamente.

YPor exemplo, nunha serie temporal con datos mensuais, teriamos 12 subseries estacionais, onde os ele-
mentos da primeira delas virian dados pola observaciéns anuais do mes de xaneiro.
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loess(l, ns, pt) ‘ (1]
[

k+1
Ct

S;H_l _ Ctk-i-l o Lf-‘rl
K]
X, — Stk-i-l

lloess(l,l Nty Pt) ‘

Pesos de robustez @

pt = Wa(|Re| /h)
Repitese n. veces

Figura B.1: Esquema do algoritmo
STL. Elaboracién propia co paquete

[ ik de BAX

Algoritmo 1 Algoritmo STL.

BucLE EXTERNO:
for £ =1ton.do

BucLE INTERNO:
for £k =1 ton; do
Inicializamos os valores para o suavizado de
T: e S; dentro do bucle interno:
if kK == 1 then
if k == 1 then
Ttk = O, Pt = 0
end if
TF =T,
end if
Aplicamos a regresion LOESS a cada subse-

rie dada polas observacions da estacion j-ésima: @
for j =1ton, do

m=n/ny,
CIt! = LOESS(X1tm — Ty d = 1, ¢ =
ns)
end for

Extrdese en L'"a variabilidade de baixa

frecuencia de C’f*l, mdis propia da tendencia: @
aux = ma(X; — TF, d = n,)
aux = ma(aux, d = n,)
aux = ma(aux, d = 3)
Lf“ = LOESS(aux,d =1, g = ny)

Actualizanse os novos valores suavizados da
tendencia e a comporiente estacional: ©
Stk?-‘rl — Cfi-ﬁ-l _ Léﬁ-i—l
TFH = LOESS(X; — SFTL, d =1, g =ny)
end for

Calctlanse os “pesos de robustez” a partir do va-
lor absoluto dos residuos: @

Tt:Tt”i;St: tni;Rt:Xt_Tt_St

h = mediana(|Ry|)

pr = Wa(| Ry /1)
end for

® Hai un conxunto non trivial de series temporais para as que o algoritmo ata aqui des-

crito acada un funcionamento satisfactorio. Mais para series temporais que presenten

un comportamento aberrante (non Gaussiano), con flutuaciéns abruptas e transito-

rias, é desexable que a descomposicién sexa robusta, non dandolle importancia a estas

flutuaciéns.
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O xeito que temos de darlle menos importancia a certas observacions é definindo os
“pesos de robustez”, que son menores para observaciéons que explicamos peor a partir
da suma das compoiientes. Estes calcilanse consecuentemente a partir dos residuos
Ry = Xy — Ty — S;, como p; = Wa(|R| /h), onde h = 6 - mediana(|R;|). Finalmente
incldense como pesos externos nas regresions LOESS da seguinte execucion do bucle

interno.
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Glosario

Neste glosario recompilanse os termos tanto de uso habitual como esporadico en relacién
co traballo, xunto cunha pequena definicién ou unha referencia a parte do texto na que se

tratan.

AICIEIFIHIIIKIMINIOIPIRISITIV
A

Atipico Dato cuxo valor dista do que é esperable, podendo non ser representativo.

C

Caracteristica (do inglés: «features»), indicadores numéricos que resumen algunha cali-

dade ou aspecto dunha serie temporal.

Ciclos No contexto das series temporais son variaciéons nos datos que non tefien unha fre-

cuencia fixa. Un exemplo son os ciclos climéaticos ou os ciclos econémicos.

Criterio de Cauchy Establece que se {z,} é unha sucesién nun espazo de Hilbert H, en-

ton {z,} converse en norma (cuadréatica) se, e s6 se,

n,Mm—00

0.

|Zn — Zml|

E
Erro cadratico medio (MSE) Ver Definicion 22.

Espazo de Hilbert Un espazo de Hilbert # é un espazo vectorial dotado dun produto in-
terior que ademais é completo respecto da métrica que induce dito produto.

Espazo de probabilidade Terna de tres elementos ({2, .4,P), onde: Q2 é o espazo mostral,

A é o0 espazo de sucesos e P é unha funcion de probabilidade.
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Esperanza condicionada Ver Definicion 13.

Estacional (En inglés: «seasonal») Dise de algo que depende ou varia en funcién de perio-

dos definidos de tempo (como as estaciéns). Non confundir con estacionario.

Estacionario (En inglés: «stationary») Dise de algo non evoluciona co tempo. Non confun-

dir con estacional.

F

Filtro de paso baixo (En inglés: «low-pass filter») Filtro que s6 permite o paso das fre-
cuencias graves. E un termo de uso habitual no contexto da enxefieria (ver: “filtro

paso bajo” no Diccionario Espariol de Ingenieria).

Funcioén caracteristica Para unha variable aleatoria X, é unha funcién ¢x : R — C
dada por

o0

e dFx (x) :/ e fx (x)da

—0o0

(PX(t) —F (eitX) _ /‘oo

—0o0

_ / " cos(ta) fx(a)da + i / ” sen(tz) fx (x)da.

—00 —00

En particular, se X admite funciéon de densidade, a stia funcion caracteristica corres-

péndese coa transformada de Fourier da mesma.
Funcion de autocorrelacion Ver Definicion 10.
Funcién de autocorrelacion parcial Ver Definicion 11.
Funcioéon de autocovarianza Ver Definicion 6.

Funcioén de tipo nucleo E unha funcién K par, non negativa e con valores reais, tal que

/_Z K(u)du = 1.

H

Heterocedasticidade Nun modelo de regresién, cualidade que se presenta cando a va-
rianza dos erros non é constante/homoxénea ao longo do dominio. Contraposicién de

homocedasticidade.

Homocedasticidade Nun modelo de regresion, cualidade que se presenta cando a varian-
za dos erros é constante/homoxénea ao longo do dominio. Contraposicién de heteroce-
dasticidade.
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I

Innovacion Ver Definicion 14.

K

Kernel Un kernel de Mercer é unha funcién K : X x X — R™', onde X é un espazo de

Hilbert, cumprindo que

Zn: Zn: K(:I}Z‘, a:j)cicj 2 O,

i=1 j=0

para todon € Z*, z. € X e c. € R. A condicién é anédloga a que a matriz de Gram dada

por

K(xy,z1) .. K(x1,2,)
K(xp,x1) ... K(xn,x,)

sexa definida positiva para cada conxunto de elementos de X, {z;}! ;.

M

Matriz de Covarianza Para un vector finito de variables aleatoria, matriz formada polas

covarianzas dous a dous dos seus elementos.

Media mébil (En inglés: «mean average», MA) No contexto das series temporais, é unha
operacion coa que se obtén unha nova serie temporal cuxas observaciéons son medias

dun subconxunto dos datos orixinais.

Momentos Para unha funcién de probabilidade, son medidas cuantitativas que, en con-

xunto, determinan completamente a stua distribucién.

N

Nivel En modelos de alisado exponencial (tratados na Seccion 2.2), compoiiente dunha se-
rie temporal que expresa a maior parte da variabilidade da mesma de xeito “suave”.

A sua expresion concreta dependera do modelo de alisado exponencial empregado.

o

Operador de retardo Ver Definicién 5.

P
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Pendente En modelos de alisado exponencial (tratados na Seccién 2.2), é a comporfiente

que caracteriza a serie derivada suavizada.
Proceso estocastico Ver Definicion 2.
Proceso estocastico gaussiano Ver Definicion 38.
Procesos ARIMA (p,d,q) Ver Definicién 36.
Procesos ARMA(p,q) Ver Definicién 32.
Procesos AR(p) Ver Definicion 31.
Procesos MA(gq) Ver Definicién 30.
Procesos SARIMA (p,d,q) x (P,D,Q) Ver Definicion 37.

Procesos Gaussianos Metodoloxia bayesiana e non paramétrica de regresiéon para series

temporais. Ver Seccion 3.1.

R
Realizacion Ver Definicién 3.

Ruido branco Ver Definicién 29.

S
Serie temporal Ver Definicién 1.

Subserie (temporal) estacional Subserie formada polas observaciéns correspondentes
con unha unica estaciéon dunha serie estacional, de xeito que o seu nimero de obser-

vaciéns coincidira co nimero de ciclos estacionais da serie orixinal.

T
Tendencia Para unha serie temporal, é a evolucién suavizada e a longo prazo.

Transformacions Box-Cox Ver Definicién 15.

\"

Variable aleatoria Sobre un espazo de probabilidade ({2, .4, P) é unha funcién medible do
propio espazo de probabilidade nun espazo medible (5, ¥) (normalmente R). Asocia un

valor (real) a cada posible suceso.
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