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Trabajo propuesto

Area de Conocimiento: Matematica Aplicada

Titulo: Resolucién numeérica del problema de Bratu: diferencias fi-

nitas y métodos de continuacion

Breve descripcion del contenido

El problema de Bratu es una ecuacion diferencial eliptica con una no
linealidad de forma exponencial que aparece, entre otros, en modelos
de ignicién. Dependiendo de los valores del coeficiente del término
no lineal, la ecuacién puede tener dos soluciones, una o ninguna. Por
tanto, la completa resolucién del problema conlleva al célculo de las
soluciones dependientes de dicho pardmetro. La resolucién numéri-
ca se abordard mediante la discretizacion con diferencias finitas del
operador diferencial combinada con un método de continuacion, para
lo cual serd necesario introducir una coordenada curvilinea, definida
mediante una ecuacion escalar, que se anadiré al sistema discretizado

del modelo.

Recomendaciones

Haber cursado las materias de Métodos Numéricos en Optimizacion y
Ecuaciones Diferenciales y estar cursando Analisis Numérico de Ecua-

ciones en Derivadas Parciales
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Resumen

En este trabajo se lleva a cabo la resolucién numérica del problema de Bratu unidi-
mensional. Para ello se procederd, en primer lugar, a la discretizacién mediante diferencias
finitas centradas de orden dos del mismo. A continuacién, se construye la parametrizacion
de las curvas de soluciones del problema continuo en entornos de puntos regulares y de
puntos singulares simples; tras lo cual se inicia un estudio sobre la aproximacién numéri-
ca de las soluciones del problema continuo por las del problema discreto correspondiente.
También se presentan algunos tipos de funciones escalares que seran de utilidad a la hora
de detectar los llamados puntos de retorno no degenerados, que son los que presenta la
curva de soluciones del problema de Bratu. Finalmente, se implementa un método de con-
tinuacién respecto al pardmetro longitud de arco y se muestran los resultados numéricos

obtenidos.

Abstract

In this memory the numerical resolution of the one-dimensional Bratu problem is ca-
rried out. Firstly, we will proceed to its discretization, using the second order centered finite
difference scheme. Then, the parameterization of the solution curve of the continuous pro-
blem in a neighbourhood of a regular point is obtained and, in the same way, near a simple
singular point. A study of the numerical approximation of the solutions of the continuous
problem by those of the corresponding discretized problem is also carried out. After that,
some scalar functions are presented in order to detect the so-called nondegenerate turning
points, which is the case in the solution curve of the Bratu problem. Finally, an arclength

continuation method has been implemented and numerical results are given.
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Introduccion

En este trabajo se realiza un estudio sobre la resolucién numérica del clasico problema

de Bratu unidimensional, definido como el siguiente problema de contorno no lineal

—u’(z) = Xe®) Yz € [a,b],

1
u(a) =0 = u(b). M

En todo el trabajo supondremos, sin pérdida de generalidad, a =0y b= 1.

Este tipo de problemas de contorno son habitualmente usados tanto en las ciencias co-
mo en las ingenierfas para describir modelos fisicos y quimicos complejos. En particular, el
problema de Bratu se utiliza en una gran variedad de aplicaciones, como son el modelo de
ignicion de la teorfa de la combustién térmica o el modelo Chandrasekhar de la expansion
del universo. También aparece en la teoria de las reacciones quimicas, la transferencia de
calor radiactivo y la nanotecnologia (para mas aplicaciones se puede consultar [CCOF09],

asf como las referencias que alli aparecen).

El problema de Bratu es un caso particular de las llamadas ecuaciones de reaccion-
difusion en el que Unicamente se consideran soluciones estacionarias. Estas ecuaciones, en

dimensién superior, son de la forma
—D Au = f()\au)>

donde u € R™ es un vector que representa varias sustancias en una reaccién quimica o
especies en un sistema biolégico, A € RP es un vector de control de parametros, D € Myxn
es una maftriz simétrica y semidefinida positiva que representa la tasa de difusién de la
sustancia y f : RP x R” — R"™ es un vector de funciones, que supondremos de clase C*,
que representa la reaccién entre las diferentes sustancias. Este tipo de ecuaciones se suelen
definir en dominios acotados Q € R, con k < 3, como pueden ser un recipiente (en el
caso de las reacciones quimicas), un jardin (en sistemas biologicos) o un tegumento de un

embrion (por ejemplo, para el estudio de la formacién de patrones del pelaje animal) v,
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ademds, estas condiciones de contorno pueden diferir entre las especies que conforman el

sistema.

Sin embargo, y como ya hemos dicho anteriormente, en este trabajo se tratard tnica-
mente el caso unidimensional del problema de Bratu, esto es, el caso en el que p =k = 1.
Ademas, se procedera al estudio y al calculo de las soluciones de en funcién del para-
metro A € R. De esta forma se observara como, conforme los valores del parametro varian,

el sistema se auto-ajusta de manera correspondiente ante el nuevo estado.

En este sentido, se detectaré la existencia de un valor critico del parametro A para el
cual el nimero de soluciones del problema de Bratu varia, de manera que el problema,
puede tener dos soluciones, una o ninguna. Este tipo de fendomeno, conocido bajo el nom-
bre de bifurcacion, provoca que sea necesario emplear un método de continuacion, el cual
constituye una herramienta fundamental en la teorfa de la bifurcacion de los problemas no

lineales.

Por tanto, la resolucién numérica del problema de Bratu se llevar4 a cabo mediante la
discretizacién con diferencias finitas del operador diferencial, combinada con un método
de continuacién. Para ello, serd necesario introducir una coordenada curvilinea, definida

mediante una ecuacién escalar, que se anadiré al sistema discretizado del modelo.

Ademads, en esta memoria también se demuestra que el problema discretizado obtenido
mediante diferencias finitas presenta un comportamiento analogo al del problema continuo,
v se estudiard la aproximacién numérica de la curva de soluciones del problema continuo
por las del problema discretizado correspondiente. Para ello, nos basaremos en [BRR81al,
donde se exponen resultados generales de aproximacién en un entorno de un punto de

retorno (que, como veremos, es el que presenta la curva de soluciones de )

A continuacién se presenta un esquema de este trabajo. En el Capitulo [1] se procede
a la discretizacién mediante diferencias finitas centradas de orden dos del problema de
Bratu, asf como a su posterior resolucién numeérica haciendo uso del método iterativo de
Newton, con A fijado. En el Capitulo [2] se aborda el problema de parametrizar las curvas

de soluciones del problema continuo
{(\,u) € R™ 2 (X u) es solucion de (I},

tanto en un entorno de un punto regular (véase [MEI13|) como en un entorno de un punto

singular simple como, en particular, de un punto de retorno (véase [BRR8Ial); para asi
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poder estudiar la variacién de las soluciones de en funcién del pardmetro A. En el Ca-
pitulo , el cual supone una adaptacion de los resultados de [BRR81a] al marco funcional
adecuado, se estudia la aproximaciéon numérica de la curva de soluciones del problema con-
tinuo por la del problema discreto obtenido mediante diferencias finitas. En el Capitulo
se presentan algunos tipos de funciones escalares que son de utilidad a la hora de detectar
puntos de retorno. En el Capitulo[5]se daran detalles de la implementacion en MATLAB del
método de continuacién anteriormente mencionado y se presentarén los resultados numeéri-
cos correspondientes y, finalmente, en el Capitulo 6 se exponen las principales conclusiones

de este trabajo, asi como las posibles nuevas lineas de investigacion a seguir.
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Capitulo 1

Discretizacion numérica del

problema de Bratu

Consideremos el problema de contorno no lineal

{ —u"(x) = Ae™® Ve [0,1], (1.1)

u(0) =0 = u(l).
Con objetivo de discretizar el dominio, definamos los nodos xg, ..., xy+1 de manera que
O=zg< 21 < ... < Ty < Tpt1 =1,

que ademas supondremos equiespaciados, esto es

zi=ih , i=0,..n+1,

1

siendo h = )
n+1

Sea u € C*(]0,1]). Empleando la férmula de derivacién numérica centrada

() = u(z; +h) — 2u}§2l'z) + u(z; — h) oY),

se obtiene la siguiente aproximacién de la derivada segunda, de orden dos,

u(zi + h) — 2u(z;) + u(z; — h)
2

u//(wi) ~

Esto sugiere la siguiente aproximacion de la ecuacion diferencial (1.1)) en el punto x;

— U1 + 2u; — uy
h2

L \evi = 0,



donde w;t1, u; y u;—1 representan las aproximaciones de u(xz; + h), u(x;) y u(x; — h),

respectivamente.

Por tanto, como se tienen las condiciones de contorno homogéneas u(0) = ug = 0 =
Up+1 = u(l), tomamos up = (ug,... ,un)T, de manera que el problema original se puede

discretizar y escribir en notacién matricial como

Agpup — e = O, (1.2)
donde

2 1 0 0

-1 2 0

1
o 0o - 2 -1
o ---=1 2
y eth = (e¥ eu2 ... eUn-1 eun)T € R™, De esta forma, si se define la funcion
F,: R — R”

Z= (21,20 — F(Z)=ApnZ — Ne?’

es claro que uy, es solucién del sistema n-dimensional no lineal
Fh(uh) =0. (1.4)

Noétese que el orden de aproximacion del esquema numérico construido es dos, como se

recoge en el siguiente resultado:

Teorema 1.1. Sea g una funcion de clase C*([0,1]) y supongamos que la solucion u de la

ecuacion lineal —u” = g con condiciones de contorno u(0) = a y u(1l) = f es una funcion
de clase C*([0,1]). Entonces

|teza — Un|| o = max |u(z;) —w;| < K sup ‘u(‘l)(x)‘ h2,
i=1,..m z€[0,1]

siendo Uezq = (u(x1), ..., u(zy)) € R" y K una constante independiente de h.

Demostracion. Véase [CMT89]. O



1.1. Resolucién del problema de Bratu mediante el método
de Newton
Una vez discretizada la ecuacion diferencial (1.1)), el siguiente paso serd resolver la

ecuacion (1.4)) haciendo uso de un método iterativo, como es el método de Newton vectorial.

Formalmente, se construye el siguiente proceso iterativo

ugo)dado
uff) = ugkfl) - DFh(Uékil))_th(Uékil)) v k=123,

donde, en nuestro caso

U1 0 0 0
W)
(k) 0 el2 - 0 0
DFEp(u;,”) = Aop — A . . .
0 0 ... 0 e

Sin embargo, a la hora de implementar este método en un ordenador, es preferible, en

(k—

, . . . . , . 1 . L.
términos de eficiencia, evitar el calculo de la inversa de DFj,(u, )) resolviendo un dnico

sistema, dado por

ul(lo)dado
D,  Nau® = —F, ™y | k=1,2,3,--

donde Augf) = ugk) — uglk_l). Como test de parada se puede emplear
[18u” oo < €

con € > 0 previamente fijado.






Capitulo 2

Parametrizacion de las curvas de
soluciones de problemas no lineales

dependientes de un parametro

Sea F': R x R™ — R"™ una aplicacion de clase C*°. Se considera la ecuacién
F(\u) =0, (2.1)

donde u € R™ es un vector que describe el estado de un sistema definido por el parametro
A € R. Con objeto de detallar las distintas situaciones que se analizan y se resuelven
numéricamente en este trabajo, introducimos las siguientes definiciones (véase [MEI13],
[BRR8O] y [BRRS&1al).

Definicién 2.1. Sea F : R""! — R” una aplicaciéon de clase C*°. Un punto g € R" se

dice valor regular de F si
rang (DF(\,u))) =n , ¥(\u) € F~(g),

siendo DF (A, u) : R"™! — R™ 1a aplicacion diferencial de F en (A, u). Un punto g € R®

que no es valor regular de F' se dice valor singular.

Observacion 2.2. Notese que en la definicion anterior se entiende que rang(DF(\ u)) =
dim(Im(DF (X, u))). Por tanto, un punto g € R" se dira valor regular de F si la aplicacion
DF(\u) : R — R™ es sobreyectiva, para todo (\,u) € F~1(g).



Definicién 2.3. Sea F : R"*! — R” una aplicacién de clase C*®. Diremos que el punto

(A%, u%) € R*"! es un punto regular de F si la aplicacién
0._ 0 ,,0y.mn n
D,F" := D,F(\",u’) :R" — R

es un isomorfismo.

Definiciéon 2.4. Un punto (A%, u?) € R*! se dice punto singular de F si
rang(DF®) < n — 1.
En particular, diremos que
» (A%, 1) es un punto singular simple de F si:

1. F(\%, %) = 0,
2. D,FY € Z(R" R") es singular, con rang(D,F°) =n — 1.

= (A%, u%) es un punto de retorno (o punto limite simple) de F si:

1. F(\Yu%) =0,
2. D, F° ¢ Z(R",R") es singular, con rang(D,F°) =n — 1,
3. D\F?:= D\F(\°,u°) ¢ Im(D,F°).

Observacion 2.5. Como veremos mas adelante, los puntos regulares verifican las hipotesis
del teorema de la funcién implicita, de manera que podremos obtener en estos puntos u
como funcién explicita de A, a diferencia de lo que sucede con los puntos singulares simples
y los puntos de retorno. Notese ademés que tanto los puntos regulares como los puntos de

retorno pueden aplicarse en valores regulares de F'.

Observacion 2.6. Las anteriores definiciones, asi como todos los resultados que se presentan
a lo largo de este Capitulo, se aplican de manera inmediata al problema de Bratu sin maés

que tomar

F(\u) = —u" — \e®.

En este trabajo consideraremos tinicamente el caso en el que O € R” es un valor regular
de F. El objetivo serd estudiar procedimientos numéricos para el cdlculo aproximado de
las familias de soluciones de ([2.1).



Denotemos por
Mo = {(\u) € R™!: F(A\u) = O, rang(DF(\,u)) = n} (2.2)

al conjunto de soluciones de ([2.1)) para las cuales la matriz jacobiana DF'(\,u) tiene rango

méaximo. En este capitulo, discutiremos cémo parametrizar el conjunto M.

2.1. Parametrizaciéon natural

Consideremos el problema uniparamétrico con variables (A, u) € R"*! donde u repre-
senta una variable de estado y A su parametro de control. Dado un punto regular (A%, u°)
solucion de (2.1)), el teorema de la funciéon implicita (que se puede consultar en [ROD03])
establece las condiciones bajo las cuales A puede ser utilizado como pardmetro de la cur-
va de soluciones que pasa por (A°,u%) en un entorno de dicho punto. En otras palabras,
establece cuando el conjunto de soluciones My definido en (2.2)) puede ser parametrizado

localmente respecto al parametro .

Lema 2.7. Sea (A, u%) € R"! tal que F(\°,u®) = O y rang(D,F°) = n. Entonces existe

una constante mazrimal § > 0 y una unica funcién u : (/\0 -5\ + 5) — R tal que

{uN): [A=X <6, u(A) =u’} c M. (2.3)

Observacion 2.8. El lema anterior extiende la parametrizacién a ambos lados de A hasta
que DF(A,u()\)) deje de ser inversible. Notemos ademés que, como hemos tomado § de
forma que sea maximal, el rango de D, F' (A4 0, u(A+9)) 0 Dy, F (A — 6, u(A —0)) es menor

que n.

Notese que, si O € R™ es un valor regular de F'y en (A, u°) se produce una deficiencia
del rango de D, F°, entonces D,F° : R® — R" deja de ser un isomorfismo y el lema
anterior ya no se aplica. En este caso, basta cambiar el pardmetro A con otra componente
de u para conseguir una parametrizacién de la curva de soluciones en un entorno de (A%, u).
En los dos apartados siguientes veremos coémo realizar una parametrizacion global de la
curva de soluciones de cuando rang(D,F°) < n.
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2.2. Parametrizacién en un entorno de un punto singular sim-
ple

Dada una aplicacién F : R*t! — R”™ de clase C*, el objetivo de este apartado es

estudiar las soluciones de la ecuacién
FA\u) =0 (2.4)

en un entorno de un punto singular simple (A%, u?), esto es, de un punto (A%, u%) € R*+!

que verifique las dos siguientes condiciones:
1. F(\%, %) =0,

2. D,F? es singular, con rang(D,F°) = n — 1 (o, equivalentemente, singular y tal que

0 es un autovalor simple de D, F?).

En esta seccion seguiremos el formalismo de [BRR81al, adaptado al caso de dimension fini-

ta. Denotemos por || - || a la norma euclidea en R™ y consideremos el producto de dualidad
() :R" x R* R,

A continuacién presentamos un resultado que serd de gran utilidad a lo largo de todo

el capitulo.

Lema 2.9. Sea F : RxR" — R" una aplicacion de clase C*° tal que rang(D,F°) = n—1.

Entonces existen o¥, " € R™ tales que

DyFO¢" =0, o =1,
uFP [ (2.5)
(DuFO)* ™ =0, (0 ¢™) =1,
siendo (DuFO)* = DuFOT la matriz adjunta de D F°. Ademds, si denotamos por
Vi = Ker(DyF?) = (¢°), (2.6)
Vo = Im(DyF°) = {w e R" : (w,¢") =0}, '
entonces se verifica que
R*"=Vi®Vy (2.7)

Y DuFO‘V2 es un isomorfismo de Vs.

Observacion 2.10. Notese que en el problema de Bratu el operador D, F° es autoadjunto
(esto es, verifica que D,F° = (D,F%)*). Por tanto, en el teorema anterior se tiene que
0¥ = " y, ademas, la suma (2.7)) es ortogonal.

8



—1
Denotemos por L = (DuFO}%) a la inversa del isomorfismo D, F° v Vo — Vo

Si definimos el operador proyeccion @ : R” — V5 como
Q) =v — (v,™) ¢ | veER, (2.8)

entonces la ecuacion (2.1)) es equivalente al sistema

(2.9)

QF(\u) =0 € Vs,
(I-Q)F(\u)=0¢eW,

donde (I — Q) : R" — V1.

De lo anterior se sigue que, dado u € R”, si (A%, u®) es un punto singular simple,

entonces existe una tnica descomposicion de la forma
u:u0+ag00+v , acR,vels,
va que R" = <ch> @ V5. Por tanto, si escribimos
A=X4¢ | EeR,
entonces el sistema se puede escribir como

y(g,a,U)ZOGVQ,
IT-QF N +&ul +ap’+v)=0eV

0, equivalentemente,

{ F (& a,v) =0 € Vs, (2.10)

(FIN +&,u% + ap® +0v), ™) =0€R,

siendo
F R2 X VQ — V2

& av) — F(Eav)=QF N\ +&u’ +ag’+v)

una funcién que verifica:
1. .F € C®(R? x W),
2. .7(0,0,0) =QF(\°,u%) = Q(0) = O,

3. D,.%(0,0,0) = DuFO‘V2 € Z(V,,V3) es un isomorfismo (por el lema .

Por tanto, del teorema de la funciéon implicita (véase [RODO03]) se sigue el siguiente lema.

9



Lema 2.11. Sea (\°,u") € R x R™ un punto singular simple. Entonces existen dos cons-
tantes £9,a° > 0 y una vinica aplicacion v : (—£€°,€%) x (—a®,a’) — V5 de clase C*° tal

que
1. F(& a0 a) =0, [€<€ o<

2. v(0,0) = O.

Por tanto, volviendo a la segunda ecuacion del sistema (2.10]), es inmediato que resolver
la ecuacion (2.1 en un entorno de un punto singular simple (A%, u%) equivale a resolver la

ecuacion de bifurcacion
(& a)=(FA"+ &0’ + ap’ + v(€, ), ™) =0, (2.11)

siendo f : R?> — R una funcion real de dos variables escalares, £ v a.

Observacion 2.12. Obtengamos las expresiones de las derivadas parciales de la funcién
v: (—€9,€%) x (=a®, a’) — V4 del lema anterior. Derivando la ecuacion [1} del lema [2.11]
respecto de £ en el punto (£, ) = (0,0), resulta

0
Des (60,0060 ooy = ¢ QPN+ 60+ g + u(6,0) _

(E,O&):(0,0)
0
= QD\F(\ + &, u’ + a® + (¢, O‘))‘(o ot QD F(\ + &,u° + ap’ +v(&, a)) 8—2 -
’ (0,0)
= QD\F(\°, u® 4+ v(0,0)) + QD F(\°, u° + v(0,0)) gZ(o, 0)=0.

Como v(0,0) = O y ademés, por definicion, QD, F (A, u) = D, F (A, u), entonces la expre-
sién anterior se puede escribir como

v
9¢

(0,0) = QDy\F° + D, F° @(o, 0)=0.

QDAF(A\°,u®) + D, F (A%, u%) o

-1
Finalmente, despejando y teniendo en cuenta que L = <DuF0‘V2)

gz(o, 0) = —LQD,F°. (2.12)

Si ahora derivamos la misma ecuacion respecto de « en el punto (£, «) = (0,0), obtenemos

0
Day(f, «, U(£7 a))‘({,a):(0,0) = a5 QF(/\O + 57 uO + o 900 + U(ﬁ: Oé))‘ =

Ocx ) (€.2)=(0,0)
= QDO+ 60 +aid +u(ea) (£ + Foi6 )| -
8 O(; (g»a):(o»o)a
_ o0, 9 _ 0,0 o 9V _ 0o oY _
_ D,F <90 +aa(0’0)> DuF® @+ DuF° 52(0,0) = DF° 52(0,0) = O,
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y €Omo g—Z(O, 0) € Vo N Ker(DuF°), entonces

Z—Z(o, 0) = 0. (2.13)

Una vez obtenidas las derivadas parciales de v, si se deriva (2.11)) respecto de a y se

evaltia en (£, ) = (0,0) resulta

of v

D, f(0,0) = a?“lo) = <DuFU (<p0 + ga(o,o)> ,@0*> = (D F°, o)y =0, (2.14)

de donde se sigue que en un entorno de un punto singular simple, « (y, por consiguiente, u)
no puede ser parametrizado en funcion de £ (respectivamente \). En el siguiente apartado
estudiaremos el caso en el que, ademas, D¢ f(0,0) # 0 (es el caso de los puntos de retorno),
lo cual permitird parametrizar £ en funcién de « y, por consiguiente, A\ y u en funcién de
a, obteniendo asf una tnica curva de soluciones (A(a), u(a)) de ([2.4).

2.3. Parametrizaciéon en un entorno de un punto de retorno

En este apartado veremos que, en un entorno de un punto de retorno, las soluciones de
(2.11)) constituyen una tnica curva de soluciones, de la cual construiremos la parametriza-

cién. Consideremos de nuevo el problema
F(\u) =0, (2.15)

y supongamos que (A%, u®) es un punto de retorno de F, esto es, un punto singular simple

que, ademas, verifica la condicién
D\F° ¢ I'm(D,F°).
Consideremos, de nuevo, la funcién escalar
f(& )= (FO* +&u’ + ap’ + v(e, 6)), ™) . (2.16)

Se tiene entonces el siguiente resultado.

Lema 2.13. Sea (\°,u®) un punto de retorno de F. Entonces existe una constante o > 0

y una tnica aplicacion & : a € (—a®,a%) — £(a) € R de clase C* tal que:
1. f(¢(a),@) =0, |a|<a?,
2. £(0) = 0.
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Ademds, existe una tnica rama de soluciones {(A(a),u()) : |a| <} de en un
entorno del punto de retorno (\°,u"), siendo o — \(a) y a — u(a) funciones de clase C*®
dadas por

Aa) = A +¢(a),

2.17
u(a) = u + a¢® +v(¢(a), a). (217)

Demostracion. Basta tener en cuenta que, como ()\0, uo) es un punto de retorno, entonces
DyF° ¢ Im(D,F°) = {w e R": <w,<p0*> = 0}, luego derivando ([2.16)) respecto de & y

evaluando en (£, a) = (0,0) resulta

D¢ f(0,0) = gg(o,()) = (Dy\F°, ¢} # 0,

por lo que podemos aplicar el teorema de la funcién implicita en la ecuacién de bifurcacién

(2.11)) para obtener la funcién £ = &(«); lo cual, junto con el lema de la secciéon anterior,

completa el resultado. Para mas detalles puede consultarse [BRR81a] . O

De este teorema se deduce inmediatamente que en un entorno de un punto de retorno

las soluciones de (2.1)) son, exactamente, las soluciones de la ecuacion de bifurcacion

f(&la), @) = (F(A\° + &(a), v’ + ap” + v(¢(a), @), ¢**) =0
y vienen determinadas de manera tnica, en un entorno del punto, por (2.17).
Observacion 2.14. Calculemos la primera y segunda derivada de la funcion o — () en el

origen. Para ello, seran necesarias las expresiones de las derivadas parciales de v calculadas

en el apartado anterior. Derivando la expresién |1} del lema respecto de « se obtiene

(DAFO0 + €la), 10+ ag? + ol6e), o) §E (0)+
DLV + e+ g+ u(e(a) ) (0 + G (€@),) §E (@) + 5 €la)va) )

, S00>i<> =0
(2.18)

Evaluando (2.18) en o = 0 y teniendo en cuenta [2.12), [.13)) y que ¢°* € Im(D,F°)*

d d d
<D)\F0 i(o) + D, F° <¢0 — LQD\F° di(o)) , @0*> = <DAFO i(o), ¢O*> =0.

Como en un punto de retorno se verifica que <D,\F 0 cpo*> = 0, entonces necesariamente

LS

750 =0 (2.19)
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Para calcular la derivada segunda, basta volver a derivar (2.18]) respecto de «

2
<D)\>\F ()‘0 + § (Oé) ,UO + aSDO +v (5 (a) ,Oé)) <;l§ (Oé)) +
d?
=g

+D)\F()\0+§(a),u0+a<,00+v(5( )5 0‘)) do2

(@) +

ov

o
2 2
(@) + DuF (X + € (a) 10+ g 1 v (€ () ) (gg ) (G @) +

2'0 27)
#2502 (E(),0) 5 @)+ 55 (€ () 0)) +

ov

F2D0E (V46 @) 1+ ag? + () ) (04 5 (€(@).) 55 (@) + T2 (€ @), )

g
da

0 d 0
FDE (06 @)1+ g+ 0 (€ () ) (04 5 (€1a).) G (@) + 5 (€ ) )
ov d 0
(04 G2 (€ (@) 55 @)+ 52 (6 @).0). ¢0*>:o.
(2.20)
Evaluando en o = 0 y teniendo en cuenta y

* d * *k
<D Fod 52( ) + Duu F0 %0, ¢° > <D>\F0d E(O) ©° >+<DuuF° 00", ") =0,
donde Dy, FO = Dy, F(X°,u%) € Z(R"™ x R, R"™) denota la derivada parcial segunda de
F respecto a u en el punto (A\°,u?), siendo £ (R™ x R™, R") el espacio formado por todas
las funciones continuas y bilineales de R™ x R™ en R™. Finalmente, como en un punto de
retorno se verifica que <D)\F0, goo*> # 0, de lo anterior se deduce inmediatamente que

d’¢ 0 0x\—1 0 .0,0 0%
T5(0) = —(DAF®, ") (DuuF® %%, ).

0

Definicién 2.15. Diremos que un punto de retorno (A%, u") € R x R” es no degenerado

si verifica la condicién

(Duu FO 0", %) 0.

Observacion 2.16. Construyamos el polinomio de Taylor de la funcién ¢ : (—a?, a’) — R

centrado en o = 0, teniendo en cuenta que £(0) = £'(0) = 0:

£(a) = £(0) +£'(0) a+ 5//;0) o® 40 (a?) = 5//2(0) a® 4+ 0 (a?), (2.21)

donde £'(0) = ( )y £"(0) = %(0). Sustituyendo (2.21)) en (2.17) resulta

Ma) = A0 + 6//;0) o® + 0 (a?).
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Es por esto por lo que un punto de retorno no degenerado (en el cual se verifica que
¢"(0) # 0) también se llama punto limite cuadrarico, ya que en él la curva de soluciones
(M), u()) se comporta, localmente, como una parabola de grado dos no degenerada de

vertice (A°, uY).

2.4. Parametrizaciéon por longitud de arco

Una vez obtenida la expresiéon analitica de la parametrizacién de la curva de soluciones
de en el caso de que O sea un valor regular de F', terminaremos este capitulo des-
cribiendo una parametrizacion valida tanto en las soluciones regulares (en las cuales seria
igualmente posible utilizar el parametro natural, A, o su trasladado, £) como en los puntos

de retorno (en donde habria que utilizar, necesariamente, el pardmetro «).
Sea (A%, u%) € My, esto es, una solucién de F(\,u) = O tal que

rang(DF(X°,u®)) = n.

Gracias al teorema de la funcién implicita, hemos obtenido en las secciones anteriores un
intervalo abierto J > 0 y una tnica curva c:t € J C R — ¢(t) = (A(¢),u(t)) € R**! tal

que
1. F(c(t) = 0,
2. rang(DF(c(t))) =n, Vte J,
3. ¢(0) £ O, ¢(0) = (A, uY).
En particular, se tiene que {c(t) :t € J} C Mg y
c(t) = (N u0) +éot + ...,

donde ¢y = ¢(0). Usando la regla de la cadena en la ecuacion (1 resulta DF(c(t))c(t) = O,
de donde (¢(t)) C Ker(DF(c(t))). Por tanto, de |2} se deduce que

Ker(DF(c(t))) = (¢(t)) .

A partir de esto, podemos parametrizar la curva de soluciones mediante el pardmetro

longitud de arco, s, de manera que
n+1 1/2
le(s)[l = [Z éz(8)2] =1
i=1
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El siguiente resultado de [MEI13| establece las condiciones bajo las cuales la curva de

soluciones de (2.15)) puede ser parametrizada mediante el parametro longitud de arco.

Lema 2.17. Sea (A\°,u°) una solucion de F(\,u) = O tal que rg(DF(X°,u°)) = n. En-
tonces la curva de soluciones puede ser parametrizada mediante el pardmetro longitud de
arco s en un entorno de (\°,u®). Es decir, existe un intervalo abierto J C R tal que 0 € J

y una tnica funcion c: s € J — c(s) = (A(s),u(s)) € R*™ tal que
1. F(c(s)) =0,
2. ¢(0) = (\°,u),
3. |le(s)||? =¢T(s)é(s) =1, Vs € J.
Ademds, la tangente ¢(s) queda determinada de manera unica por el sistema

{ DF(c(s))é(s) = 0
1

2.22
lle(s)II* = 22

verificando la propiedad

DF
det [PECE)) S (2.23)
c(s)"

Definiciéon 2.18. Llamamos vector tangente orientado de la curva solucion ¢(s) al
tinico vector ¢(s) € R que verifica las condiciones y [2.23] Definimos entonces la

0

matriz jacobiana extendida de F' en el punto s = s” como la matriz

(DF(C(SO))>
é(sHT

Relaciéon con la parametrizacién natural

Recordemos que en la parametrizacion natural las coordenadas (\,u) se escogen en R™+1
para distinguir el parametro A. Sin embargo, si la parametrizacion se realiza a través del
parametro longitud de arco s, entonces la curva solucion sera de la forma c(s) = (A(s), u(s)).

Como ya vimos en la seccién anterior, la parametrizaciéon natural se bloquea en cuanto
rang(DyF(A(s),u(s)) < n,

mientras que la parametrizacion por longitud de arco contintia en este punto. Ademas,
derivando la ecuaciéon

F(A(s),u(s)) =0

15



respecto de s, obtenemos

DAF(N(s), u(s)) A(s) + DuF(A(s), u(s)) is) = DF(A(s), u(s)) (Als), is)) = O,

esto es, la derivada de la parametrizacién longitud de arco es el vector tangente orientado,
().\(s), 11(5)). Ademas, por construccion en (2.22)), se verifica que

la(s)|* + IA(s)]* = 1.

En las secciones anteriores se ha mostrado que un pardmetro longitud de arco puede
ser tomado en la direccion de £ (o, equivalentemente, de A) en el caso de un punto regular;

y en la direccién de « en el caso de un punto de retorno no degenerado.
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Capitulo 3

Aproximacion numérica de las curvas

de soluciones

En el capitulo anterior se ha estudiado la parametrizacién de las curvas de soluciones

del problema continuo de dimensién finita
Fau)=0 , XeR, ueR",

siendo F' : RxR"™ — R" una aplicacién de clase C*°, en un entorno de soluciones regulares,
de puntos singulares simples y de puntos de retorno no degenerados. En particular, estos
resultados se aplican también a las aproximaciones finito-dimensionales construidas con
esquemas de diferencias finitas de ecuaciones diferenciales.

En los articulos ya clasicos de Brezzi, Rappaz y Raviart ([BRR80|, [BRR81a] y [BRRS1L]),
se analiza el orden de aproximacién que se obtiene al aproximar una curva de soluciones

del problema, continuo por la curva de soluciones del problema discreto.

En este capitulo se presentan dichos resultados de aproximacién numérica de problemas
no lineales adaptados al marco funcional adecuado para el analisis numérico del problema
de Bratu.

3.1. Aproximacién numérica en un entorno de un punto re-

gular
Definamos el conjunto
Hy(0,1) == {g:(0,1) —R: g€ H'(0,1) ¥ 9(0) =0=g(1)}.
donde H'(0,1) = {g € L%(0,1) : ¢ € L*(0, 1)}
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Se tiene que H{(0,1) es un espacio de Hilbert (y, por tanto, de Banach) de dimension

infinita, dotado del producto escalar

(u,v) = /0 1u(:c)v(:c)dx+ /0 1 o (2 (z)de,

donde v’ y v/ denotan las derivadas débile{] de u y v, respectivamente. Notese que dicho

producto escalar induce la norma

1 1
lollagony = ([ wtePas+ [ at(wia)

1/2

A lo largo de esta seccién emplearemos la notacion H = HE(0,1). Sean entonces
G :R x H} — H{ una aplicacién de clase C*° y T € £ (H}, HE) un operador lineal tales
que
Fou)=u+TG\u) € ZRx H}, H}) , MNeR, uc H)

y consideremos el problema no lineal

Denotemos por D'F(\,u) € L (R x HE, H}), 1 > 2, ala derivada [—ésima de F.

Consideremos una malla zg, 1, ..., T,41 verificando
O=z0< 21 <...<ZTpt1 =1,

que, ademas, supondremos uniforme (esto es, tal que x; — x;_1 = h, parai=1,...n+1).
Para cada valor del pardmetro A > 0, que tenderd a cero, consideremos el subespacio de

dimension finita Vj, C Hg, formado por todas las funciones afines a trozos en [0, 1]
Vi, = {vh € C([0,1)) < vhly, oy €P1 i=1,...,n+1; v (0) = 0= vh(l)}

donde por P; denotamos al espacio de polinomios de grado menor o igual que uno. Nétese

que cada elemento de V}, queda univocamente determinado por los valores en los nodos z;.

'El concepto de derivada débil o derivada en el sentido de las distribuciones constituye una generalizacion
del concepto de derivada, en el sentido de que es aplicable a funciones no diferenciables pero si integrables
(véase [BREL(]). Mas concretamente, dada una funcion v € £'(0,1), se dice que v € £*(0,1) es una
derivada débil de u si y solo si fol u(t)y' (t)dt = — 01 u' () (¢)dt, para todo ¢ € C™.
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Sea Ty, € &£ (H&, V4) un operador lineal y definamos la aplicacion
Fy(\u) =u+ThG\uy) , MNER, ue H.
El problema aproximado consiste en resolver la ecuacién
Fp(A\up) = O, (3.2)

esto es, en encontrar los pares (A, up) € RxV}, soluciones de (3.2)). Notese que esto equivale
a resolver la ecuacion (3.2) en R x H{.

A continuacién enunciamos un resultado previo que sera de gran utilidad a lo largo de

todo este capitulo.

Teorema 3.1. Supongamos que u: A € R — u(\) € H& es una funcion acotada de clase

C" tal que, para cada A € R, verifica:
1. F(\u(N) =0,
2. DyF(\u())): HY — H} es un isomorfismo tal que

[DuF (A, u(A) ™|

(g S ©
Para cada valor del pardmetro h, sea

F,:Rx H — V, C H}

una aplicacion de clase C" tal que, para todo subconjunto acotado B C R x H&, verifique:

’DZF()\, w) — D'Fy (A, u)’

1. h’m[ sup
(

=0, 0<Ii<m,
h=0 | (A u)ez

L (RxHg,Hp)

2. sup ”DTFhHD%(Rng,Hg) < ¢, con ¢ independiente de h.
A\u)e#

Entonces existen dos constantes a, h® € R, h® > 0, y, para h < h¥ suficientemente pequerio,

una unica aplicacion up, : R — Vj, C H& de clase C" tal que, para todo A\ € R se tiene
1. Fh(/\,uh(/\)) = O,
2. Jun(N) =N gy < .

Ademds, para todo \,\* € R y todo m € Z tal que 0 < m < r se tiene la siquiente cota de

error
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LA[D™up(A") = D™ u(A) || g, .13y <
gK{|A*—A|R+Z
1=0

2. sup||D"up|| 4, (g, 1) < K,
AR

dl
i FOu(n) = Fh()\’u()\)))",ﬁ(R,H&)} 7

donde D™uyp, y D™u denotan las derivadas m-ésimas de uy, y u, respectivamente, y K >0

es una constante independiente de h.

Este resultado se aplica directamente a las parametrizaciones de las soluciones en un

entorno de un punto regular del problema de Bratu, sin més que tomar
G\ u) =Xt |, TecZH,H),
siendo T tal que T'g = w es solucién de de la ecuaciéon w” = g. En efecto, se tiene que
—u" = X" = —u=Tle" = u+Tle" = O, (3.3)
luego, efectivamente, basta tomar
F(\u) =u+ The".

Ademas, de (3.3)) se sigue que la solucion de problema de Bratu es u = —T \e™.

FEn cuanto al problema aproximado, de manera analoga se tiene
Fp(\ up) = up, + Tp e .

En este caso, el operador T}, es, precisamente, la solucién del problema aproximado con
diferencias finitas,
up = —Tp e,

Observacion 3.2. Notese que, asi definido, T' es un operador compacto. En efecto, la apli-
cacion T : L2(0,1) — H{ es lineal y continua, y la inclusion H¢ < L?(0,1) es compacta

(véase [BRE1L0]), por lo que la composicion es un operador lineal compacto.
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3.2. Aproximacién numérica en un entorno de un punto sin-

gular simple
En esta seccién estudiaremos la aproximacién numérica de la ecuacién
FA\u) =0 (3.4)

en un entorno de un punto singular simple (A%, u?).

Sea entonces (A\°,u%) un punto singular simple de F, esto es, tal que
1. F(\°u0) = 0,

2. D,FY = I +TD,G° € Z(H}, H}) tiene a 0 como autovalor simple (o, equiva-
lentemente, —1 es autovalor simple del operador compacto TD,G°), siendo ¢° la

autofuncion asociada.

Observacion 3.3. Noétese que, en el problema de Bratu, el operador D,F° = I + TD,G°

es autoadjunto. En efecto, consideremos la notacién Tf = vy Tw = u, donde v” = f y

7

u” = w (ya que, como hemos dicho anteriormente, asi es como se define el operador T' en

el problema de Bratu). Entonces

1
(Tw, ) = (u,v") = /0 u(z)v” (z)d.

Integrando por partes dos veces y aplicando condiciones de contorno Dirichlet homogéneas

(pues u,v € H}) resulta

1
/0 u’ (z)v(z)de = (u”,v) = (w, T*f) .

Basta recordar, finalmente, que la definicion de operador adjunto es (T'w, f) = (w,T*f),
lo cual completa la demostracion. Por tanto, ¢¥ = ¢% es también la autofuncién asociada
de D, F*.

Observacion 3.4. Noétese que podemos escribir la siguiente descomposicién del espacio H&

HY = (%) & (¢°)" .
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Al igual que sucedia en el caso continuo, el problema aproximado
Fp(A\up) = O, (3.5)

es equivalente a sistema

% 1
Q Fr(\ up) = Fo(A\up) — (Fa(A\ up), ") ¥ = 0 € (%), (3.6)
(I — Q) Fr(\u) = (Fa(\ up), ") " = 0 € (¢°),
siendo @ : R — <g00>J‘ el operador proyeccion definido en ((2.8)). Si escribimos
A=X01¢ | feR,
up =1 +ap’+v, , a€R, v, €Vy:i= <g00>L,
entonces el sistema (3.6 se puede escribir como
I-Q)F(N +&u +ap®+u,) =0 € (),

siendo %, la funcion de clase C*° definida como

yh: R2XV2 — VQ
& a,v) — ﬁh(‘f,a,v):QFh()\O—}—f,uO—i—ang—{—v).

Consideremos, finalmente, la aplicacion J € C*° definida por

J: (—€2,6% x (=a,a%) — H&
(& ) — J(&a) =G+ u +ap’ 4o a)),

donde v : R? — V5 denota la funcién proporcionada por el lema (2.11) del capitulo
anterior. El siguiente resultado de [BRR&1a] establece la existencia de una familia de
soluciones del problema discretizado (3.5)).

Teorema 3.5. Sea (\°,u’) un punto singular simple de F y supongamos que G es una

aplicacion de clase CP (con p > 1) tal que DPG estd acotada. Si se verifica que
lim |7 = Thll (g, 113) = 05

entonces existen tres constantes positivas £, o, a € R vy, para h < h® suficientemente

pequenio, una unica aplicacion vy, : (—€9,£%) x (—a?,a®) — Vi de clase CP tal que
1. tg;h(ga «, Uh(£7 Oé)) =0,
2 on(,0) — (€ @l < a, 1€ <€, Jal < a
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Ademds, existe una constante K > 0 independiente de h tal que, para todo €, €* € (—£°,¢9),

todo o, o € (—a,a®) y todo m € Z tal que 0 < m < p, se tiene la siguiente cota de error
1. ||Dmvh(£*’ a*) — Dmv(g, O‘)H‘Zm(RQ,Hé) <

<K {|§* — &+ ot —a| + i H(T = Th) Dl‘](é’a)Hﬁ(R%H&)} ’

=0

2. [|DPu (€7, )| g, (m2, 13y < K-

Observacion 3.6. Notese que en el problema de Bratu se tiene que G : Rx Hf — H} es de
clase C*° y, por tanto, el teorema anterior proporciona una aproximacion de las derivadas

parciales de v de todos los 6rdenes.

Gracias a este teorema queda probado que, al igual que sucedia en el caso continuo,
resolver el problema aproximado (3.5) en un entorno de un punto singular simple (A°, u°)

es equivalente a resolver la ecuacioén de bifurcacién aproximada

fh(gva) = <Fh()‘0 +£a UO +a900 +vh(a’£))7 SDO*> =0

en un entorno del origen.

3.3. Aproximacién numérica en un entorno de un punto de

retorno

Para finalizar este capitulo, estudiaremos la aproximaciéon numérica del problema con-

tinuo

Fhu) =0 (3.8)

en un entorno de un punto de retorno (A%, u®).

Sea entonces (A%, u°) un punto de retorno de F, esto es, un punto verificando
1. F(\°u0) = O,

2. D,F°=1+TD,G® € Z(H}, HE) tiene a 0 como autovalor simple (o, equivalente-
mente, —1 es autovalor simple del operador compacto T'D,G"), siendo ¢? = ¢©%* la
autofuncion asociada (pues, como ya se vid en la observacion el operador D, F

del problema de Bratu es autoadjunto).
3. DyF° ¢ Im(D,F°) o, equivalentemente, <D>\FO, <p0*> #0.
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Se ha visto en el capitulo anterior que g—g((), 0) # 0, lo cual permite construir una curva
de soluciones (£(«), «), obtenida mediante el teorema de la funciéon implicita, sin mas que

resolver la ecuaciéon de bifurcacion
f&(@), ) = (F\” + &(a), u® + ap” + v(E(a), @), ¢**) = 0.

A continuaciéon enunciamos un resultado que establece la existencia de una rama de

soluciones del problema aproximado
Fu(hup) = O (3.9)

en un entorno de la rama de soluciones {(A(),u(c)) : |o| < a’} del problema continuo

(3.8), para un h < hY suficientemente pequefio.

Lema 3.7. Sea (\°,u") un punto de retorno de F. Entonces existen dos constantes po-
sitivas o, b € R y, para h < h° suficientemente pequerio, una tinica aplicacion &, : o €

(—a% %) — &,(a) € R de clase CP tal que, para |a] < a°, se tiene
1. fn(&n(@), @) =0,
2. [&n(e) = (@) < b

Ademds, existe una constante K > 0 independiente de h tal que, para todo a € (—aP, )
y todo entero m € Z tal que 0 < m < p, se tiene la siguiente estimacion del error

m

dm d

1. |—— - <K T—-Tp) —
i @) et < 632~ gre0@.e)|
P
Demostracion. Veéase [BRRS81al.
O]

Por tanto, si definimos el par de funciones de clase C*°,

Mocac(=aa) — M(a) R up:ac (—aa®) — upla) € HY

como
(@) = A0 + &, (a)
up () = u® + a g + vp(En(a), o),
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entonces resolver el problema aproximado (3.9) en un entorno de un punto de retorno

equivale a resolver la ecuaciéon de bifurcacién aproximada

fr(&n(@), ) = (F(X° + &(a), v’ + a9’ + vp(a, &(a))), ™) =0, (3.10)

de manera que {(Ap(),up(a)) : |a| < a’} es una rama de soluciones de (3.9).

Denotemos por A™(a), u(™(a) y /\gm)(a), uglm) («) a las derivadas m-ésimas de las
funciones A(a), u(a) y Ap(a), up (), respectivamente. El siguiente resultado, que constituye
el resultado principal de este apartado, justifica la aproximacién de la curva de soluciones
del problema continuo (3.8), obtenida en el Lema del capitulo anterior, (A(«), u(a)),
por la del problema discreto (3.9), (An(c), un()), en un entorno del punto de retorno.

Teorema 3.8. Sea (A\°,u°) un punto de retorno de F. Entonces, el problema aprorimado
Fh()\v Uh) =0

tiene una dnica rama de soluciones {(Ay(),up(a)) : || < o} en un entorno de la rama

de soluciones {(A(a), u(a)) : |a| < a®} del problema continuo
F(\u)=0.
Ademds, estas ramas de soluciones son de clase C* v, para todo o € (—a? a®) y todo
m € 7 tal que m > 0, se tiene la siguiente estimacion del error
m J

<K ; H(T = Th) 77 G\ (), u(a))‘

M (@) = A @) + ™ (@) = ™ (@)

Hg HE
3.3.1. Puntos de retorno no degenerados

En este apartado probaremos que si la curva de soluciones del problema continuo (3.8]),
{(Ma),u(a)) : |o] < a’}, presenta un punto de retorno no degenerado en o = 0, entonces
la curva de soluciones del problema aproximado (3.9), {(An(a), un(a)) : |a| < @}, también

presenta un punto de retorno no degenerado en un punto (Ay(af), up(d)).

Supongamos entonces que (A’ u") es un punto de retorno no degenerado de F, esto es,

un punto de retorno que, ademads, verifica la condicién

(Dy F° 0%, o) £ 0.
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En este caso, como ya se ha probado en el capitulo anterior, se tiene que

ag . . d*¢
SO=0 , T500£0

y, por tanto, la funcién « — &(a/) tiene un maximo o minimo local en el punto a = 0.

Supongamos que G es una funcién de clase CP, con p > 3. De la estimaciéon de las
derivadas de £, proporcionada por el Lema ({3.7), para m = 0, 1, 2, se sigue la existencia un
intervalo (—al, a') y, para h < hY suficientemente pequeiio, un tnico valor af € (—al,al)
tal que

1. lim af) =0,
h—0

d
2. o~&nla}) =0,

d2

3. ’abﬂ &n(a)| > e , para todo a € (—041,041)7

donde la constante € > 0 es independiente de h. Si denotamos por
Mo=Aap) o up = un(a),

es sencillo comprobar que el punto (A%,ug) es un punto de retorno no degenerado de Fj,.

El siguiente resultado establece un orden de aproximaciéon de este punto de retorno.

Teorema 3.9. Sea (\°, u") un punto de retorno no degenerado de F. Entonces, para h < h°

suficientemente pequeno, se tiene la siguiente estimacion del error

1
[N = A7 o [l = gy < KD
1=0

dl
(T = T) = GON@), u(0)) sy

’
1
HO

stendo K € R una constante positiva independiente de h.

Demostracion. Véase [BRRS81al.
O

En muchos casos, la cota de error para }/\2 — )\0‘ puede ser mejorada, como se muestra

en el siguiente resultado, particularizado al caso del problema de Bratu en donde
(T —Ty,) D,G* = (T — Ty) D,G° € Z(H}, HY),
por ser D, F' autoadjunto.
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Teorema 3.10. Sea (\°,u") un punto de retorno no degenerado de F. Entonces, para

h < hY suficientemente pequetio, se tiene la siguiente estimacion del error

(118)
1 dl 2
+> (T =T 71 M) ul@))]og } ,
— « Hl
=0 0
donde por (Hé), denotamos el espacio dual de H&.
Demostracion. Vease [BRRS81al. O
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Capitulo 4
Deteccion de puntos de retorno

En este capitulo se describen y analizan algunas funciones escalares que cambian de
signo en un punto de retorno y que, por tanto, pueden ser de utilidad a la hora de detectar

este tipo de puntos.

Sea F': RxR"™ — R™ una aplicacién de clase C* y consideremos de nuevo el problema
no lineal

F(\u)=0. (4.1)

Sean Y, p%* € R™ las autofunciones definidas en el Lema tales que

Ker(D FY) = (%) | Im(D,F°) = Ker((D,F°)*) = (¢). (4.2)

Observacion 4.1. Como ya se dijo en el capitulo anterior, el operador D, F en el problema
de Bratu es autoadjunto (en el sentido de que D, F° = (D, F°)*) y, por tanto, en realidad

se tiene 0 = 0%,

4.1. Funciones test

En el contexto de la continuacién numérica de una curva de soluciones, es interesante
el hecho de poder controlar cudndo aparecen singularidades. Denotemos por (A(s), u(s)) a

la curva de soluciones de la ecuacion (1)) y supongamos que (A(s%),u(s%)) = (A?, u?).

Definicién 4.2. Sea (A% 4°) un punto singular de F'y U un entorno de dicho punto. Sea
0 : U — R una funciéon continua. Diremos que o (A, u) es una funciéon test para el punto

singular (A%, u%) si o(\(s),u(s)) cambia estrictamente de signo en s = s.
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A continuacién estudiaremos dos tipos de funciones test para detectar puntos de re-

torno.

4.1.1. Determinantes

Ya hemos visto que si (A°,u%) es un punto de retorno, entonces D, F es singular, con
rango n — 1. Por tanto, es natural usar el determinante de D, F' como una funcion test. Se
toma entonces

oA\ u) :=det(D,F(\ u)).

Esta funcion es valida siempre y cuando el determinante de D, F'(\, u) sea facil de calcular
v, normalmente, solo es aplicable en problemas de pequeno o mediano tamano o cuando
se disponga, en el proceso de calculo, de dicha informacion. Este ultimo caso se da, por
ejemplo, en el proceso de continuacién que se lleva a cabo al resolver los sistemas no lineales
con el método de Newton , ya que D, F'(\,u) es uno de los bloques de la matriz del sistema

que se factoriza, por lo que no supone un mayor coste ir comprobando sus cambio de signo.

4.1.2. Matrices ampliadas

Dada una curva de soluciones (A(s), u(s)), Griewank y Reddien (véase [GR84]) probaron
que un punto de retorno en s = s puede ser caracterizado como la raiz de una funcion

escalar 0 : D C R x R®” — R definida de manera implicita por el siguiente sistema

r DyF(\u)\ (o _ O (43)
0 rr v 1)’ .

donde 7,1 € R™ son vectores normalizados (esto es, tales que ||7|| = ||I|| = 1) que se escogen,

ampliado de dos incégnitas

generalmente, para que la matriz ampliada (4.3)) sea no singular en un entorno del punto

de retorno. En el siguiente lema describimos las propiedades de la matriz ampliada (4.3]).
Lema 4.3 (de Keller). Sea o7 € Z(RxR"™ R xR"™) la aplicacion lineal dada por la matriz
A B
RARES ,
C D
siendo A € Z(R,R"), Be Z(R",R"), C R y D € Z(R"R).

1. Si B es no singular, entonces &7 es no singular si y solo si

C — DB 'A#0.
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2. Si B es singular y dim(Ker(B)) =1, entonces o/ es no singular si y solo si

dim(Im(A)) = ,  Im(A)NnIm(B)={0},

. ' (4.4
dim(Im(D))=1 , Ker(B)nKer(D)={O}.

3. Si B es singular y dim(Ker(B)) > 1, entonces <7 es singular.

Demostracion. (Véase [DK8()]) Consideremos el sistema

A()-0) = (2 0)-()

donde x,y € R™ y (,n € R. Se tiene que la matriz &/ es no singular si y solo si el sistema

A Bz =
(tBr=y (4.5)
C(+Dzx=n
tiene solucion unica para todo (y,7n), lo cual equivale a probar que el sistema
A Bx=0
(+Bae (4.6)
C{+Dzx=0

admite como tnica soluci6n la solucion trivial. A continuacién, consideramos los tres casos

del enunciado del lema.

1. Caso 1: B no singular.

Supongamos que C — DB~'A # (. Si despejamos x en la primera ecuacién del sistema

(4.6) obtenemos
r=-BAC,

y sustituyendo esta expresién en la segunda ecuacién
C¢(+D(-B™'A0) =0 < (C—-DB A} =0.
Como por hipétesis C — DB™YA # 0, entonces ¢ = 0 y asi x = O, quedando probada
la existencia y unicidad de soluciones de (4.6)).
Supongamos ahora que &/ es no singular. Despejando x en la primera ecuacién del
sistema (4.5)) obtenemos x = B~!(y — A(), y sustituyendo en la segunda ecuacién
C(+DB Yy—A¢) =n < (C—-DB'A)(=n—-DBy. (4.7)

31



Como por hipdtesis &7 es no singular, entonces el sistema tiene solucion para
cualquier (y,n) y, por tanto, también la tiene la ecuacion (4.7). Tomando y = 0 en
dicha ecuaciéon, tenemos

(C—DBA) (=1,

lo cual, tomando 7 # 0, implica que C — DB™1A # 0.

. Caso 2: B singular y dim(Ker(B)) = 1.
Supongamos ciertas las igualdades (4.4)) y veamos que entonces <7 es no singular. Notese

que si se satisfaciese el sistema (4.6)), entonces
AC=0=Bu,

pues, en caso contrario, si A # O entonces Bx # O, lo cual contradiria el hecho de
que Im(A)NIm(B) = {O}. Por tanto, como dim(Im(A)) =1y ¢ € R, entonces ¢ = 0.
Sustituyendo esto en la segunda ecuacion de (4.6) obtenemos

Dzx =0,

y como Ker(B) N Ker(D) = {O}, entonces z = O, quedando probada la existencia y
unicidad de soluciones de (4.6)).

Supongamos ahora ./ no singular. Entonces usando la primera ecuacion de (4.5)) se

tiene que, dado y € R”, existe ¢ € R tal que
y—A(= Bz e Im(B). (4.8)

Como dim(Ker(B)) = 1, entonces dim(Im(B)) = n— 1y, por tanto, de (4.8)) se deduce
que
dim(Im(A)) =1

v, ademas,
Im(A)NIm(B)={0}.

Supongamos ahora, por reduccién al absurdo, que Ker(B)N Ker(D) # {O}. Entonces,

para algin z° # O se tendria que
Baz'=0=Da".
Sustituyendo esto en , obtenemos
AC=0
Lecs
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y, por tanto, (z,¢) = (2°,0) serfa una solucién no trivial del sistema (4.6]), contradi-
ciendo la unicidad de soluciones de (4.6)) (pues estamos suponiendo & no singular). Por

tanto

Ker(B)N Ker(D) ={0}

Por otro lado, sea

Ker(B) = (¢) .

“0)=()

donde n = D ¢. Como 7 es no singular, entonces 1 # 0, de donde se deduce que

Notemos que

dim(Im(D)) = 1.

3. Caso 3: B singular y dim(Ker(B)) > 1.
Para probar que 7 es singular, basta construir una solucién no trivial des sistema homo-
géneo. En este caso, existen ¢',..., ¢? € R", p > 1, vectores linealmente independientes

tales que

B¢i=0 , Viel,...,p.

Pero como el conjunto

{D¢" :iel,...,p} CR

debe ser linealmente dependiente, entonces han de existir escalares o’ € R tales que

z=>"F  a'¢g"+# O satisfaga el sistema

Bx=0
Dx=0

y, por tanto, & es singular.

Observacion 4.4. Para los dos primeros casos anteriormente estudiados podemos obtener
explicitamente las soluciones del sistema (4.5)).
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1. Caso 1: B no singular.
Supongamos B no singular y obtengamos la expresién explicita de la tnica solucién
(n,x) del sistema (4.5)). Despejando x en la primera ecuacion del sistema (4.5]):

T = B_l(y - AC)?

y sustituyendo en la segunda ecuacién se obtiene

C(+DB Yy—A¢) =n < (C—DB'A)(=n- DBy,

de donde
(=(C—-DB'A)"'(n— DB 'y).

2. Caso 2: B singular y dim(Ker(B)) = 1.
Supongamos ahora B singular y tal que dim(Ker(B)) =1 y obtengamos la expresion
explicita de la tnica solucion (n, z) del sistema (4.5). Como dim(Ker(B)) = 1, entonces

R" =R & Im(B).

Ahora bien, como dim(Im(A)) =1y Im(A)NIm(B) = {O}, se tiene que R ~ I'm(A)
y asi
R"™ = Im(A) @ Im(B).

De esta forma, dado y € R”, existen z° € R" y ¢ € R tales que

y=AC(+Bax' — Bal=y— AC
Calculemos, para este y, la solucién general de la primera ecuacion de
AC+Bx=A(+B1’ = Bz=B2" — Bz —2")=0 = z—2" € Ker(B),

esto es
r=a"+2" | ¢ Ker(B).

Para resolver la segunda ecuacion del sistema, basta encontrar un 20 € Ker(B) tal que
CC+DE*+2%=n < DL=n-—C¢-Da"

Nétese que, dado 1 € R, la existencia de un 2° en tales condiciones queda garantizada
por ser Ker(B) N Ker(D) ={0} y dim(Im(D)) = 1.
O
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Si se aplica [1l del lema [4.3] a la matriz

r Dy F(\u)
[, 2o o

obtenemos que, si la matriz D, F(\,u) es no singular, entonces la matriz ampliada (4.9)
es no singular si y solo si

(D F~ (N u)r, I*) #0. (4.10)

Si Dy F(A, u), por el contrario, es singular y dim(Ker(D,F')) = 1, entonces aplicando
del lema a la matriz (4.9), resulta que la matriz ampliada (4.9)) es no singular si y solo
sl
r ¢ Im(DyF) <= (r,o"*) #0,
I* ¢ Im(DyF*) < (¢°,1*) # 0,

donde ¢” y ¢ son las definidas en (4.2)).

(4.11)

Observacion 4.5. En este capitulo se emplean las siguientes notaciones equivalentes en R”
v v = (v,v"),

identificando asi el producto escalar con el producto de dualidad.

Teorema 4.6. La matriz ampliada

r Dy F(\u)
0 r*

) € M(n+1)><(n+1) (4.12)
es no singular si y solo si la matriz
(I —rr*)DyF + rl* € Myxn

es no singular. Ademds, la solucion del sistema implicito (4.3)) viene dada por

v\ u) = [(I —rr*) Dy F(\ u) + rl*]_l reR",

o(\u) = — (DyF(\u)v(\u) , ) € R. (4.13)

De esta forma, (\°,u®) es un punto de retorno si y solo si

o\, u0) =0,
y se tiene que
d . o1
0, u9)| = K (DuF %", o) (r, ¢ , K eR\{0}
s=0
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Demostracion. Supongamos que la matriz ampliada (4.12)) es no singular y consideremos

la ecuacion homogénea

(I —=rr*)DyF +rl*|z =D ,Fx—rr*D,Fx+rl*z

(4.14)
=DyFzx—r(r'D,Fz—1"x)=0.
Multiplicando la ecuacién (#.14)) por r* y teniendo en cuenta que ||r||? = r*r = 1, resulta

(DyF z —r(r*DyF x —1*z) , r*) = (D Fz , ) — ||r|*(r* D F z — I*x)
=(DyFx,r")—(DyFx, r)+ 1"z =10"x =0,

esto es, *x = 0. Por tanto, la ecuacion (4.14)) se puede escribir como
D,Fx—rr*D,Fz=0, (4.15)

de donde se deduce inmediatamente que

r DyF(\u) —r*D,Fx _ D,Fxz—rr*D,Fx _o (4.16)
0 r* T I*x

Como por hipotesis la matriz de coeficientes es regular, entonces la igualdad (4.16)) implica

que x = O. Acabamos de probar entonces que
[(I=rr*)DyF+rl"lz =0 = z=0,
lo cual implica que la matriz (I — rr*)D,F + rl* es no singular.

Reciprocamente, supongamos que la matriz (I — rr*)D, F + rl* es no singular y consi-

deremos el sistema homogéneo de dos incognitas, (x, «), dado por

D, F =0,
{ T+ ra (4.17)

*x=0.

Multiplicando la primera ecuacion del sistema (4.17) por 7* y teniendo en cuenta que

7||? = r*r = (r,r*) = 1, se deduce que

(DyFz+ra, )= (D,Fz, r)+|r|Pa=0 = (D,Fz, ™) +a=0=—=

— a=—(D,Fx,r").

Sustituyendo esto en la primera ecuacion de (4.17) y suméndole el vector cero r(l*x)

obtenemos
D,Fx—r(DyFx,r*)+rl*x=[I—rr*)D,F +rl*] z = O. (4.18)
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Como, por hipotesis, la matriz de coeficientes (I — rr*) D, F + rl* es no singular, entonces
el sistema tiene como tnica solucién la solucién trivial, x = O. Sustituyendo esto
en (4.17), obtenemos que a = 0. Por tanto, (z, @) = (O, 0) es la tnica solucion del sistema
, de donde se deduce inmediatamente que la matriz ampliada (4.12)) es no singular.

Por otro lado, es facil comprobar que (4.13) es la tnica solucion del sistema implicito

r DyF(\u)\ (o _ O (4.19)
0 rr v 1) '

En efecto, multiplicando la primera ecuacion del sistema (4.19) por r* y teniendo en cuenta

que ||7)|? = r*r = (r,7*) = 1, resulta
(ro + DuF(\u)v,7*) = |r|* o + (DyF v,r*) = 0 + (D Fv,r*) = O,

de donde
o=—(DyF(\u)v,r*). (4.20)

Si ahora tomamos
vi=[I =7rr*)D,F(\u)+ Tl*]fl T,

operando se tiene que
(I —rr*)DyF(\u) +rl*lv=r = D,F(\u)v—r (D,F\u)v,r*)+rl*v=r.
Sustituyendo en la anterior expresion, resulta
D, F(\u)v+ro+rlfv=r
y, como Dy F(X, u)v + ro = O (primera ecuacion del sistema (4.19)), entonces
rifv=r = ["v=1,

verificandose asi la segunda ecuacion del sistema (4.19)).

A continuacién estudiamos el comportamiento de la funcién test o en un entorno de
un punto de retorno cuadratico. Sea (A%, u’) un punto de retorno no degenerado de F y
consideremos la primera ecuacion del sistema que define de manera implicita a la
funcion test o = o(A(s),u(s)) a lo largo de la curva de soluciones (A(s), u(s)), suponiendo
que (A(0),u(0)) = (A, u°):

ro(A(s),u(s)) + Dy F(A(s),u(s)) v(A(s),u(s)) = O. (4.21)
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Evaluando (4.21)) en s = 0 resulta
ro(A\2,u%) + D, FO v\ u%) = 0. (4.22)

Como en un punto de retorno se verifica rang(D,F°) = n — 1, entonces, por ({.11), se
tiene que r ¢ I'm(D,F), luego de (4.22) se sigue

oA\, u%) =0 (4.23)
de donde

v(A%,u°) € Ker(D,F°) = (%) = v(\u%) =K¢° , KeR\{0}. (4.24)

Por otro lado, si derivamos (4.21) respecto de s

r%a()\(s), u(s)) + (Du,\F()\(s), u(s)) A(s) + Duu F(N(s), u(s)) u(s)) v(A(s),u(s))+

+DyF(A(s),u(s)) d%v()\(s),u(s)) =0.
(4.25)
Evaluando (4.25) en s =0
r Lo )|+ (DinFAO) + DuFi(0)) w3, )+
$ =0
s (4.26)

LDy %v()\(s),u(s))

s=0

Calculemos, en primer lugar, las expresiones de )\(O) y de 4(0). Para ello, basta usar la

regla de la cadena en la ecuacion F'(A(s),u(s)) = O en el punto s = 0, obteniendo

diF(A(s),u(s)) = DyFO\(0) + D, F°4(0) = O. (4.27)
S s=0

Como en un punto de retorno se tiene que DyF° ¢ I'm(D,F°), entonces de ([#.27) se deduce
A0) =0, (4.28)
de donde

u(0) € Ker(D, F) = (¢°) = u(0) =C¢® , CeR\{0}. (4.29)
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Sustituyendo estos valores en ((4.26])

r Lo (A(s), u(s)

d
R + Dy FO C pPv(X0, %) + D, FO —u(A(s), u(s))

5=0 ds

s=0

y multiplicando ambos lados de la igualdad por ¢%* y usando ({#.24)), resulta

d
(r fsoOE ()

’ @0*> + <DuuFOCKSOOQDO, @O*> +
s=0

+ <DuF0 diiv()\(s), u(s))

, @0*> =0. (4.30)

s=0

Ahora bien, como Im(D,F°) = (¢°*), entonces ([4.30)) se puede escribir como

d
(P CCRIE)

, @0*> + (D FP CK %", ©*) = 0. (4.31)
s=0

Como (r, ¢**) # 0 por ser r ¢ Im(D,F"), se puede despejar de ({§.31)), obteniendo

%U()\(S),U(S)) = K2 <DuuF0 SOO(PO’ 900*> <T7 900*>_1 ) K2 =-CK ¢ R\ {0}7
s=0
de donde
s ) = Lo((s)uls)|  #0, (4.32)
ds s=0

ya que en un punto de retorno no degenerado se verifica que <DuuF 000, <p0*> #0.

Por tanto, de (4.23) y de (4.32)) se sigue inmediatamente que, en un punto de retorno

no degenerado, la funcién test o(\, u) cambia estrictamente de signo. O
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Capitulo 5

Resultados numéricos

5.1. Solucién analitica del problema de Bratu

Como ya se ha mencionado a lo largo de este trabajo, el problema de Bratu se define

como el problema de contorno no lineal

{ —u(z) = A" Ve [0,1], (5.1)

u(0) =0 = u(l).

Dado A € R, la expresion analitica de las soluciones de (5.1)) es conocida y se define en

funcién de un pardmetro auxiliar, p, de la siguiente manera:

= Si A >0, entonces la solucién analitica viene dada por

u(z) = In [cosh2 % - cosh ™2 <u (:n - ;))] (5.2)

donde el pardmetro p > 0 es solucién de la ecuacion trascendente

A = 2% cosh™2 g (5.3)

u(z) =In [COSQ g  cos 2 <M (z - ;))} ,

siendo p € [0,7) solucion de

= Si A <0, entonces

A= —2p%cos™2 % (5.4)

Observacién 5.1. Las ecuaciones no lineales (5.3) v (5.4) se pueden resolver facilmente

haciendo uso de un método iterativo como, por ejemplo, el método de Newton.
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Ademas, una particularidad del problema de Bratu es que, dado A, la ecuacion tras-
cendente (5.4) tiene una tnica solucién, p, mientras que (5.3) presenta dos soluciones
distintas, 1 y p2 (en [CR90| se puede consultar la grafica del parametro auxiliar p frente

al parametro de control, \). Mas concretamente, si u® > 0 es tal que

vy denotamos por

entonces
0 . .
= para A € (0,\Y), el problema (5.1 tiene dos soluciones.

= Para A = A\’ el problema (5.1)) presenta una tinica solucién, dada por

0 1
u’ (x) = In |cosh? o cosh ™2 (uo <x - 2))}

» Para A > \° el problema (5.1)) no tiene solucion.

Por tanto, las soluciones del problema de Bratu consisten en un punto de retorno no

degenerado (A\?,u?) y dos ramas de soluciones, u; € C®(—o00, %) y ug € C>=(0, \?).

En la Figura se detalla el llamado diagrama de bifurcacion del problema de Bratu,
obtenido mediante un programa de continuacién respecto al pardametro longitud de arco y
en el cual se representan los pares (/\, Uup, (%)) En él se puede comprobar facilmente que el

punto de retorno se corresponde, aproximadamente, con \° ~ 3,51383.

Observacion 5.2. Notese que |uy, (%)} = [lunl[ 150 (0,1), ya que las soluciones del problema
de Bratu son simétricas y alcanzan su maximo en valor absoluto en el punto medio del

intervalo.
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Diagrama de bifurcacion

*
L L

081

[lull L inf(0,1)
[lul] Linf(0,1)

06
04t * % *

02r *

(a) Diagrama de bifurcacién con A € (0,A%).  (b) Diagrama de bifurcacién con A € (=10, \Y).

Figura 5.1: Diagrama de bifurcacion del problema de Bratu.

5.2. Solucién numérica del problema de Bratu mediante di-

ferencias finitas

En la Figurab.2alse representa la solucién exacta, u, en un entorno del punto de retorno
(A%, %) junto con la solucién aproximada, uy, obtenida tras resolver, mediante el método

iterativo de Newton, el problema aproximado
Aop up, — Aet = 0O

discretizado mediante diferencias finitas, tal y como se indica en el Capitulo[I} donde Agy, €
M xn denota la matriz simétrica definida en elh = (e e¥2, ... etn-1 eun)T ¢ R”
y up = (ug,us,. .. ,un)T € R™. En dicho grafico se puede comprobar como, para este va-
lor del pardmetro A, la solucién del problema de Bratu presenta un tinico maximo en x = %

En la Figura [5.2b|se representan las soluciones exacta y aproximada para A = 2,5 > 0,
correspondientes a la rama inferior de la curva de soluciones y en la Figura las co-
rrespondientes a la rama superior. Notese que no proporciona una expresion analitica
de las soluciones de la rama superior, por lo que en este 1iltimo caso se ha representado,
dnicamente, la solucién aproximada. En ambos casos vemos como el maximo corresponde,
de nuevo, a x = %

Finalmente, en la Figura se representa la solucién exacta y aproximada para
A = =25 < 0. Vemos que, para este valor del pardmetro A, la solucion del problema de

Bratu presenta un tinico minimo en el punto medio del intervalo.
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Solucion Aproximada y Solucion Exacta para A=2.5

A imada y Solucion Exact Lambda=3.513
1.2 T = T y‘ ° UCI‘DH x?c a p?ra al‘-n a T 05 (Rama inferior)
@®  Solucion aproximada ’ -
e Solucion exacta 045 | @®  Solucion aproximada
1k i N —®— Solucion exacta
0.4
081 B 0.35
s - 03[
© 2
Sosf 1 S o025f
s & 5 3
02 (] ')
[J
041 3 .0. 1 ' '..
° ° 015 & °
(] L] [] []
[J [ ] (] L]
02t & e o1f @ °
[J L] (] L]
[J [ 0.05+® L]
[J [ ] [J [ ]
® o g [
0 . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . . ry
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Nodos (x) Nodos (x)
(a) A~ AO. (b) A = 2,5 (rama inferior).
Solucion Aproxmada. para A=2.5 Solucion Aproximada y Solucion Exacta para A=-2.5
(Rama superior) oll. ..
[) @®  Solucion aproximada
[No hay expresion analitica de la solucion de la rama superior] .. ——e— Solucion exacta
25 005 ® [
(] (]
L] (]
% $
2r -0.1 [] 9
c
1.5 g
c [ -0.15
5 £
S %]
3
1r 0.2
051 -0.25
0 . . . . . . . . . ® 03 . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Nodos (x) Nodos (x)
(c) A= 2,5 (rama superior). (d) A=—-2,5.

Figura 5.2: Solucion exacta (en rojo) y aproximada (en azul) obtenida mediante diferencias

finitas para distintos A.

5.3. Tablas de error

Como ya se ha dicho anteriormente, la curva de soluciones del problema de Bratu
presenta un punto de retorno en A\’ ~ 3,51383. Es por ello por lo que el orden del método
se hace visible, inicamente, en aquellos puntos que estan suficientemente alejados de este
valor de A (ya que en este caso la matriz del sistema es singular, lo cual dificulta la

convergencia del método de Newton, dejando de ser cuadratica).

Observaciéon 5.3. En lo sucesivo, ndim denota el nimero de nodos interiores del interva-
lo [0,1] empleados para la discretizacion del problema (5.1). Notese que h = m y,

reciprocamente, ndim = %

44



A continuacion se presentan diferentes tablas de error, tanto para A = —2,5 como para
A = 2,5, obtenidas mediante un programa en el que se ha implementado el método iterativo
de Newton para la resolucién del problema de Bratu, previamente discretizado mediante

diferencias finitas de segundo orden.

5.3.1. Error en norma L>(0,1)

Como se dijo en la observacion las soluciones del problema de Bratu presentan su

maximo en valor absoluto en x = %, por lo que se puede escribir

()0

En las las tablas (5.1) v (5.2)) se recoge el céalculo del error obtenido con esta norma, para
A=—-25y Ax=25.

lu— Uh”Loo(o,l) =

= Para A = —2,5:

’ Paso H Error ‘ ndim ‘
h=0,1 || 3,8132-107%*| 9

h=10"21 3,8359-107% | 99
h=1073 | 3,8376-107% | 999

Tabla 5.1: Tabla de error calculada con || - |z (0,1), para A = —2,5.

= Para A\ =2,5:

Paso H Error ‘ ndim ‘
h=0,1 | 1,9631-1073 9
h=10"2 || 1,9410-107° | 99
h=1073 || 1,9408 -10~7 | 999

Tabla 5.2: Tabla de error calculada con || - | fe(0,1), Para A = 2,5.

Como se observa, el programa implementado en MATLAB recupera el orden dos del

método.
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5.3.2. Error en norma L*(0,1)

En este caso, la norma L?(0,1) viene definida como sigue

1 1/2 N wn 1/2
o= wnlzon = ([ o= wias) - = (Z [ - uh|2> — 52,
i=0 v Ti

Si se aproxima la anterior integral mediante la regla de Simpson (exacta para polinomios

de grado tres) en cada subintervalo, resulta que

n

h
Szzg {|u(w,) — w44

=0

2

1
U(Tped) — 3 (wi + uig1)

+lu(zit1) — Uz‘+12} ,

donde T4 = %(mz + x;41) denota el punto medio del subintervalo (x;, z;+1). En las las
tablas (5.3]) y (5.4 se recoge el calculo del error obtenido con esta norma, para A = —2,5
vy A=205.

= Para A\ = —2,5:

Paso H Error ‘ ndim ‘
h=0,1 |21010-1073| 9
h=10"21 2,3567-107° | 99
h=10"31 2,3815-10~7 | 999

Tabla 5.3: Tabla de error calculada con || - [|z2(9,1), para A = —2,5.

= Para A\ =25:

Paso H Error ‘ ndim ‘
h=0,1 | 2,3465-1072 | 9
h=10"2 || 2,5811-107° | 99
h=10"3| 2,6037-10"7 | 999

Tabla 5.4: Tabla de error calculada con || - ||z2(0,1), para A = 2,5.

De nuevo, el orden dos del método es recuperado.
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5.3.3. Error en norma H;

Recordemos que, como ya se dijo en el Capitulo |3 la norma H& se define como

1 1/2
2
Hu—uh\Hg:</ o =i Par) -
0

N e N\
(S [ aP) s 6
i=0 T

donde u), representa la aproximacion de v’ = u/(x).

Observacion 5.4. Notese que la expresion analitica de la derivada de la solucién exacta del

problema de Bratu depende, nuevamente, del pardmetro auxiliar u, y viene dada por

o= 2 (e~ 1)),

donde el pardmetro p > 0 es solucién de la ecuacion trascendente

= SiA>0

A = 2% cosh™2 g (5.6)

u' (z) =2p tg <u <x—;>>

siendo p € [0, 7) solucion de

= Si A <0, entonces

A= —24% cos™2 g (5.7)

Aproximando la integral (5.5) mediante la regla del punto medio en cada subintervalo

v la derivada primera mediante una férmula de derivacién de orden uno, resulta que

]

donde z,,cq = % (z; + zi+1) denota el punto medio del subintervalo (x;, z;11).

Uil — Ui
h

Ser ~ E h []u(azmed) — i + | (Tmea) —
=0

En las las tablas (5.5) y (5.6) se recoge el célculo del error obtenido con esta norma,
para A= —-25y A= 2,5.
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= Para A\ = —2,5:

Paso H Error ‘ ndim ‘
h=0,1 | 2,0662-10"2 9
h=10"21 2,8543-1073 | 99
h=1073 | 2,9389-10~* | 999

Tabla 5.5: Tabla de error calculada con || - ||g1, para A = —2.5.

= Para A\ =2,5:

Paso H Error ‘ ndim ‘
h=0,1 | 3,8522-102 9
h=10"21 5,0750-1073 | 99
h=1073 | 5,2000- 10~ | 999

Tabla 5.6: Tabla de error calculada con || - ||g1, para A = 2,5.

Como vemos, el empleo de una férmula de derivacién numérica de orden uno provoca

que el orden del método descienda.

5.4. Aproximacién numérica de la autofuncién en un entorno

del punto de retorno

Finalmente, en el punto de retorno (A, u") también se puede obtener numéricamente
la autofuncion ¢ definida en el Capitulo . Para ello, basta tener en cuenta que ° es

solucién del problema de contorno lineal

= (") (@) = X" @ O(x) Ve e0,1),
©°(0) = 0= °(1).

De esta manera, ¥ se puede obtener numéricamente sin mas que resolver el siguiente

sistema lineal con matriz singular (obtenido tras discretizar el operador derivada segunda

con diferencias finitas)
(Aop, — D)vp = O, (5.8)
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siendo D € M« la matriz diagonal

0

et 0 -~ 0 0
bl © 2 - 0 0
0 0 - 0 e

En la Figura [5.3] se representa la autofuncion aproximada, vp,, obtenida tras resolver el

sistema (5.8]) por remonte, para lo cual se ha empleado la factorizacion de Gauss de la
matriz Ao, — D.

015 Autofuncion ¢° aproximada
0.1
e
@ (]

c 4 %

> ® [

® ]

® °
@ ]
S %
0.05 [J (]
® (]
@ ]
® (]
® (]
@ °
® (]
® o
® (]
® (]

® [}
o0 . . . . 9
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Nodos (x)

Figura 5.3: Aproximacién numérica de la autofuncion ¢° de D, F(\°,uP)
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Conclusiones y nuevas lineas de

investigacion

5.5. Conclusiones de la memoria

En este trabajo se ha visto que el problema de Bratu unidimensional

(5.9)

{ —u"(z) = Xe® Yz e [0,1],
u(0) =0 = u(l).

puede presentar dos soluciones, una o ninguna, dependiendo del valor del parametro de
control A € R. Ademaés, definiendo la funcién F : R x V — V de manera adecuada, se ha
probado que la curva de soluciones de (5.9) en funcion del parametro A se puede obtener

de manera equivalente resolviendo el problema no lineal
F(\u)=0. (5.10)

Sin embargo, la curva de soluciones de presenta un punto de retorno no degenerado,
lo cual dificulta la parametrizaciéon de la misma. Por ello, mientras que en un entorno de
un punto regular se ha podido emplear la parametrizacion natural (esto es, expresar u en
funcion de \) sin mas que usar el teorema de la funcion implicita, en un entorno del punto
de retorno ha sido necesario emplear una parametrizaciéon respecto al parametro longitud

de arco.

También se ha probado que el problema discretizado obtenido mediante un esquema
de diferencias finitas de orden dos presenta un comportamiento similar al del problema
continuo, de manera que la curva de soluciones del problema aproximado también posee
un punto de retorno no degenerado. Ademas, se han ofrecido las correspondientes cotas de
error de la aproximacion de la curva de soluciones del problema continuo por las del

problema, discreto correspondiente.
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Finalmente, se han presentado algunos tipos de funciones escalares (llamadas funciones

test) que permiten detectar, de manera sencilla, la presencia de dichos puntos de retorno.

5.6. Problema de Bratu en dimensién superior

Aunque en este trabajo se ha estudiado tinicamente el caso unidimensional del problema
de Bratu, también es de gran importancia su versién en dimensién superior, definido como
la siguiente ecuacion diferencial no lineal, eliptica, con dominio acotado  C R™, con n < 3,

y condiciones de contorno Dirichlet homogéneas en la frontera OS2

—Au(z) = Xe®®) V2 €Q,
u(z) =0 Ve,

donde Au = V?u denota el laplaciano de w.

De nuevo, este problema aparece en numerosos ambitos de la ciencia, como son la teoria
de Frank-Kamenetskii sobre la combusién térmica de una mezcla homogénea de reactivos
mantenida dentro de un recipiente cerrado con paredes de temperatura constante; o la
ecuacién de Emden-Chandrasekhar que, ademés de describir la expansién de la nebulosa
planetaria, también permite describir la carga espacial de electricidad alrededor de un cable

incandescente.

5.7. Discretizaciones alternativas del problema de Bratu

Aunque en este trabajo la discretizacion del problema unidimensional de Bratu se ha
llevado a cabo mediante diferencias finitas de orden dos, también se podria haber abordado
mediante un esquema de elementos finitos Lagrange P;. Sin embargo, todos los resultados
que se han presentado a lo largo de los Capitulos 2] y ] son también validos para problemas

variacionales, de manera que se aplicarian de manera inmediata.

Por otro lado, en la discretizacion de la derivada segunda se podria haber optado por
un esquema de diferencias finitas de mayor orden, como el método de Numerov. Este mé-
todo numérico, empleado para resolver problemas de contorno como el que se expone en
este trabajo, es un método de diferencias finitas de cuarto orden utilizado generalmente en
problemas de bifurcacién, por lo que su uso habria aumentado el orden de la discretizacién

considerablemente.
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Por ultimo, cabe mencionar que existen formas de obtener soluciones aproximadas del
problema de Bratu sin necesidad de ningin tipo de discretizaciéon, como es el caso del VIM
(variational iteration method). Este método, basado en los multiplicadores de Lagrange,

es el que se expone con detalle en [BAT10].

5.8. Aproximacién numérica en un entorno de un punto de

bifurcacién simple
Dada una funcion arbitraria F': R x V' — V de clase C*°, el problema no lineal
FA\u) =0 (5.11)

puede presentar otros tipos de singularidades que provoquen una multiplicidad de solucio-

nes. Este es el caso de, por ejemplo, los llamados puntos de bifurcacién simples.

Definicién 5.5. Diremos que (A\°, u") € R"*! es un punto de bifurcacién simple de F

si:
1. F(\%, %) = 0,
2. D,FY € Z(R™ R") es singular, con rang(D,F°) =n — 1,

3. D\FO := D\ F(A\°,u0) € Im(D,F°).

Observacion 5.6. Notese que un punto de bifurcacién simple y un punto de retorno se
diferencian, tnicamente, en que en este tltimo se tiene que Dy\F° ¢ I'm(D,F°). Por este
motivo, en el caso de un punto de bifurcacién simple, DF? no es de rango méaximo, a

diferencia de lo que sucede en un punto de retorno.

Si ademas se impone una condiciéon de interseccidon transversal sobre la derivada se-
gunda de F, se puede probar que el problema presenta dos ramas de soluciones
distintas que se intersecan transversalmente en (A°, u"). En [CRT1] se puede encontrar un
mayor andlisis de este tipo de puntos y en [BRR81b] se estudia la aproximaciéon numeérica
de la curva de soluciones del problema continuo por la del correspondiente problema

aproximado en un entorno de un punto de bifurcacién simple.
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