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1. Os espazos euclidianos



1.1 NOTACION

Recordamos as notacions para os conxuntos

N ={1,2,3,...} dos nimeros naturais,
7. dos nimeros enteiros,

Q dos numeros racionais,

R dos nimeros reais.

En particular, R € un corpo ordenado que ten a propiedade arquimediana,
e Q é denso en R.

Denotaremos R* = {z € R | z > 0}.

1.2 (O espazo euclidiano n-dimensional )

O espazo euclidiano de dimension n (ou n-dimensional) € o conxunto

RP=Rx ™ xR={x=(z1,...,2,) |2 €R, i=1,...,n}.

A sua estrutura natural de espazo vectorial sobre o corpo R esta dada polas operacions de
suma en R™ e produto por escalares reais:

RnXRni)Rn RxR"*—R

(X)) > X4 = (@1 4+ Y1, Tn+ Yn)s Ax) — A x = (Az1,..., Azp),

(x+y)tz=x+@+2), AMx +p) = A+ Ny,
x+ty=y+x (A + p)x = Ax + pux,
0 = (0, (™), 0) ¢ o elemento neutro para +, A (p-x)=(Aw) - x,

o elemento oposto de x é —x = (—z1,...,—Zn), 1-x=x,

ondex = (z1,...,%n),y = (Y1,---,Yn)s 2= (21,---,20) ER", A, p €R.
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1.3 DEFINICION (O PRODUTO ESCALAR EUCLIDIANO)

O produto escalar euclidiano en R™ ¢ a aplicacion

(,):R"xR* — R

(6,9) — (1) =D @iy = 21y1 + - + Tayn.
i=1

1.4 PROPIEDADES (DO PRODUTO ESCALAR)

(a) E unha aplicacion bilineal: Vx,y,z€R", VIeR,

x+y,2) = x2+ 72,
x,y+2z)=(xp) + x2),
(Ax,p) = AMx,p) = (x, A ).

(b) E unha aplicacién simétrica:
(x,y) = (y,x) Vx,y e R".
(¢) E unha aplicacion definida positiva:

(x,x) >0 VxeR" (x,x) =0<=x=0.

(a) = <)‘x7/’éy> = )‘M<xay>a Vx7y€ Rna V)\’M €R7

(c) = (x,x) >0, VxeR" x#0.



1.5 TEOREMA (Desigualdade de CAUCHY-SCHWARZ.)

Para cada x,y € R", tense
x,0)? < (x,x)(y,»),

n

n 2 n
(Z;m%) <(Zx?) (ny), V&1, ,Tn,Y1y---,Yn € R.
i=1 i=1

=1 =

DEMOSTRACION
Sex = 0 ouy = 0, a desigualdade verificase de maneira trivial: 0 < 0. Podemos
supofier que x # 0, y # 0. Agora, para calquera A € R, tense
0< (x+ Ay, x+Ay) = (x+Apy,x)+ (x+ Ay, \y)
= (%) + Ay, x) + (x, Ap) + (Ap, Ap)
= <x7x> +2A <xay> + )‘2<y7y>'

Se consideramos
(x,)

T 8
enton
L ep? | ep)?
0< )2 .y - cv,y>2/6”"">
_  xp)?
=X =

e ao multiplicar os dous membros da desigualdade por o numero real positivo
(»,y), obtense

0< <xax><yvy> - <xvy>27
equivalentemente,

(x.)* < (e ) .p). u



1.6 DEFINICION (A NORMA EUCLIDIANA)

A norma euclidiana en R™ ¢ a aplicacion
I :R* —R

x— x| = Ge,x)2 = /a2 422

A desigualdade de Cauchy-Schwarz agora podese escribir
e )| < (X[ [yl

1.7 PROPIEDADES (DA NORMA)
Vx,yeR", VEeR,

(1) |x[| > 0; Ix]| =0<==x=0,
@) NIaxl = |A] ]l (homoxeneidade)

3B Ix+xI < 1=l + Ixll, (desigualdade de MINKOWSKI).

DEMOSTRACION
Imos usar as propiedades (a)-(c) do produto escalar, e a desigualdade de Minkowski vai ser

consecuencia da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

el = v/Te.x) = 0;

¥l =0 = VExx) =0 <= (xx) =0 <> x=0.

Al = V0T = VAR = VAR ()72 = (A ],

e+l = <+y,x+y> = (xx+p) + rx )
= (x.x) + (x.9) b+ 09) = Ll + Il 205
< el + 1WIP + 2l vl = (el + D)2

= [lx+yl < [x[l + [yl u




1.8 DEFINICION (A DISTANCIA EUCLIDIANA)

A distancia euclidiana en R™ ¢ a aplicacion
d: R" xR" — R
(,9) — dlx,y) = V(@1 —y1)? + -+ (20 — Ya)?,

e dise que d(x,y) ¢ a distancia entre os puntos x,y € R™.

1.9 PROPIEDADES (DA DISTANCIA)
Vx,y,z € R,
@ dx,y) 20;  dxy)=0 < x=y,

(1) d(x,y) = d(y,x),

(I d(x,y) < d(x,z) +d(z,),

(simetria)

(desigualdade triangular).

DEMOSTRACION

Imos probalo como consecuencia das propiedades (1)-(3) da norma. En particular, a
desigualdade triangular séguese da desigualdade de Minkowski.

dlx.y) = lx =l >0

dx,y) =0 < |x—y||=0 ﬁ) x—y=0 < x=y.

dix.y) = lx =yl = [(=D)x=p)ll = lly — Il = d(y.x).

(2

dlx,y) = e =yl = [(x =2) + (z =)l

<3§> Ix —zll + [z =yl = d(x,2) +d(z,p). u



1.10 DEFINICIONS (BOLAS ABERTAS, BOLAS PECHADAS)

Sexanx € R", r € Rt.
A bola aberta en R™ de centro x e raio r é o conxunto

Brn(x,7) = B(x,7) := {y € R" | d(x,y) < r}.

A bola pechada en R™ de centro x e raio r € o conxunto

Brn[x,7] = Blx,7] := {y € R" | d(x,y) < r}.

1.11 OBSERVACIONS

e Sex € R”, enton ||x|| = d(x,0).

@ Sex e R”, r,s € RT, r < s, entdn

B(x,7) C B[x,7] C B(x,s) C Blx, s].

o Cason =1.
e Sex € R, entén ||z]| = V2 = |z|;

paracadax,y € R, éd(z,y) = |z — y|.
e Sex € R, 7 € RT, entén

B(z,r) = (z — 1,2+ 1), Blz,r] =[xz —r,z +7].

Sea,b € R,a < b, entdn os intervalos abertos (a, b) ¢ [a, b] son

(a,b) = (xz —r,xz+71), [a,b] = [z — 7,z + 7],

onde
_b—a

=R=0=0D—0= .
r=xr—a T=—




1.12 DEFINICION (CONXUNTO ACOUTADO)

Se A C R™, dise que A é un conxunto acoutado se existen xq € R™, ry € R, tales
que A C B(xg, 70).

v

1.13 PROPOSICION (Caracterizaciéns dos conxuntos acoutados)
Se A C R", as seguintes condicions son equivalentes:
(i) A é acoutado,
(i) Ir e R | A C B(0,7),
(i) IM eRF | [lz]| < M Vz € A

DEMOSTRACION

(i)=(ii) | A acoutado == Jx; € R",ro € RT | A C B(xo, ).

Se x € A, pola desigualdade triangular da distancia,
d(x,0) < d(x,x0) + d(x0,0) < 7o+ [|x0],

asi que 7 = rg + ||xo|| > 0 étal que A C B(0,r).

x € A= x| =d(x,0) <r
=M =rcR"étalque ||x|| <M Vxe A
Se tomamos xy = 0, entébn 7o = M + 1 é tal que
x€e A=>d(x,0)= |x]| <M <M+1=»xcB(0,M+1),
logo, se pofiemos 1o = M + 1, tense que A C B(0, (), conque A é acoutado.

1.14 CUESTION J

¢E o conxunto baleiro () un conxunto acoutado?




1.15 DEFINICION (DIAMETRO DUN CONXUNTO)

Se A C R™ é un conxunto acoutado, A # 0, o didmetro de A é

6(A) = sup{d(x,y) | x,y € A}.

1.16 DEFINICION (DISTANCIA ENTRE CONXUNTOS)
Se A, B C R", onde A # (), B # (), a distancia entre os conxuntos A ¢ B é

d(A, B) = inf{d(x,y) | x € A, y € B}.




2. A topoloxia do espazo euclidiano



Abertos

2.1 DEFINICION (CONXUNTO ABERTO)

Se U C R", dise que U é un conxunto aberto en R™ se cada punto de U ¢ centro
dunha bola aberta contida en U, é dicir, se

VxeU 3reR" |B(x,r) CU.

Se dicimos que un subconxunto U de R™ ¢ un aberto entenderemos que ¢ aberto
en R™ Consideraremos tamén abertos en subconxuntos de R", pero en caso
necesario especificaremos onde un conxunto é aberto para evitar ambigiiidades.

2.2 PROPOSICION

Toda bola aberta en R™ é un conxunto aberto.

DEMOSTRACION

Sexan xo € R™, ry € R*. Para ver que U = B(xq, ro) ¢ aberto en R™ tomamos un
punto arbitrario x € U, asi que d(xg,x) < ro, € vemos que se r = rg — d(xg,x) > 0,
enton B(x, ) C U. En efecto,

dx,y) <r (%)
(%)
b€ Blx,r)—> d(x0,y) < d(x0,x) +d(x,y) < d(xo,x)+7 =19
r=ro—d(xgx)—
==y € B(xo,70) = U. -
2.3 COROLARIO }

Calquera intervalo aberto acoutado (a,b) de niimeros reais é aberto en R.

En efecto, se a,b € R, a < b, e tomamos zg = (a +b)/2 e rg = (b —a)/2, enton
(a,b) = (o — ro,z0 + r0) = Br(x0,70) € una bola aberta en R.

JAO.G. & MEEVA.



2.4 TEOREMA (Propiedades fundamentais dos conxuntos abertos)
(i) R™ é aberto en R™.
(ii) 0 ¢ aberto en R™.
(iii) A union de calquera familia de abertos en R™ é un aberto en R"™.

(iv) A interseccion finita de abertos en R™ ¢ un aberto en R".

DEMOSTRACION

VxeR", 3r € R | B(x,r) C R" (basta tomar r = 1)
= R" ¢ aberto.

Axel ] x non ¢ centro de ningunha bdla aberta contida en ()
== () & aberto.

(iii) | Sexa {U,};cs unha familia de abertose U = |

er=>3jeI|erl=>3reR+]Bx,'r)ch

=>3T€R+’BXT)CU
U;CU

=U=J

ZEI

ser Ui € aberto.

(iv)| Sexan Uy, ...,Ug abertose V =U; N ... NUg.
xeV=xclU; Vi=1,...,k
=3, e RT |B(x,ry) CU; (Vi=1,...,k)
=7 =min{ry, ...,r,} > 0étal que B(x,r) C U; (V1)
=3JrcR" |B(x,r)CV.
=V =U; N ... NUy é aberto.



2.5 OBSERVACION

A interseccion dunha familia arbitraria de abertos non é necesariamente un aberto.
Por exemplo, {(—1/n,1/n)},en é unha familia de abertos en R, pero

NCmm)-o

neN

non € aberto en R.

2.6 EXEMPLO

Os intervalos abertos non acoutados de niimeros reais son abertos en R, xa que son
unions de bolas abertas, logo uniéns de abertos:

(a,400) ={z R |a<a} = U (a,a+n),
neN

(—00,b) ={z €eR |z < b} = U (b—n,b).

neN

2.7 PROPOSICION
Se U C R"™, enton

U é aberto en R" <= U é union de bolas abertas en R™.

DEMOSTRACION
U aberto =» Vxc U Ir, € R ]B(x,rx) cU
== {B(x, 7x) }xcv familia de abertos, | J ., B(x,7x) C U
= U,cu B(x,7x) = U xaque
yeU=»yecBy,n) C Uy Blx, ).
Dado que as boélas abertas en R™ son abertos e a union de abertos ¢ aberto,
concliese que U ¢ aberto. |



2.8 NOTA

Sexa X un conxunto e T C P(X).

Dise que 7 ¢ unha topoloxia en X se se verifican as seguintes condicions:
i XeT,

(i) 0 eT,

(ii) {Us}ier CP(X), U €T VielI=>J,,; U, €T,

(iv) Uy,..., Uy e T=>-U;N---NUL, €T.

Se T é unha topoloxia en X dise que (X, 7) € un espazo topoloxico, e os membros
de T chamanse abertos no espazo topoloxico (X, 7).

En particular, 7 = {U C R" | U é aberto en R™} ¢ unha topoloxia en R™ que se
chama a topoloxia euclidiana de R". Asi, (R™, T') é un espazo topoloxico, que se
chama o espazo topoloxico euclidiano n-dimensional.

Se X é un conxunto calquera, P(X) ¢ unha topoloxia en X que se chama a
topoloxia discreta de X, e (X, P(X)) dise que ¢ un espazo discreto.

A topoloxia indiscreta dun conxunto X é {X, 0}, e (X, {X,0}) dise que é un
espazo indiscreto.




Pechados

2.9 DEFINICION (CONXUNTO PECHADO)

Se F' C R", dise que F' é un conxunto pechado en R™ se o seu complementario
R"™\ F € aberto en R™.

y

2.10 OBSERVACION

As propiedades de ser abertos e de ser pechados non son excluintes: un conxunto pode ser
aberto e pechado 4 vez, e pode non ser nin aberto nin pechado.

2.11 TEOREMA (Propiedades fundamentais dos conxuntos pechados)
(i) 0 é pechado en R™.
(@) R™ é pechado en R™.
(iii) A interseccion de calquera familia de pechados en R™ é un pechado en R".
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(iv) A union finita de pechados en R™ é un pechado en R™.

DEMOSTRACION
(i) | O ¢é pechado en R™ porque R™\ () = R"™ é aberto.
R™ é pechado en R™ porque R™\R" = () ¢é aberto.
Se {F; }ic1 € unha familia de pechados en R™, por unha das leis de De Morgan,
RN () F: = [J R™\F)
i€l iel

é aberto en R" por ser unién de abertos, logo ), ; F3 ¢ pechado.

iel
(iv)| Se Fi, ..., Fy son pechados en R™, enton F; U ... U F}, é pechado, xa que o seu

complementario ¢ interseccion finita de abertos:

RN(FLU ... UFy) = (R™F) N ... N (R Fy). |



2.12 PROPOSICION
Toda bola pechada en R™ é un conxunto pechado. J

DEMOSTRACION

Sexan xo € R™, ry € R*, e consideremos a bola pechada F' = Blxg, 0]. Debemos
comprobar que R™\ F' ¢ aberto, asi que tomamos x € R™\ F' e imos ver que é o
centro dunha bdla aberta contida en R™\ F'.

Se x € R™\F, entén d(xg,x) > 0, ¢ tense que se r = d(xg,X) — rg, entéon
B(x,r) C R™\ F, xa que

Y € Blx,r)==d(x0,x) < d(xo,y) + d(y,x) < d(x0,y) +r

=d(x07y) > d(x07x) —Tr=To
==y ¢ Blxo, ro] =y € R"\Blxo, o). [ |

2.13 EXEMPLO

Calquera intervalo pechado de niimeros reais [a, b] é un pechado en R.
Os intervalos [a, +00) ¢ (—o0, b] tamén son pechados en R.

2.14 OBSERVACION

A unién dunha familia arbitraria de pechados pode non ser un pechado. Por
exemplo, {[a, +00) },cr+ € unha familia de pechados en R, pero a stia union

U [a, +0) = (0, +00)

a€RT

non ¢ pechado en R.




Topoloxia relativa

2.15 DEFINICION

Sexa X CR™ Sex € X e r € RT, abdla aberta en X (ou bola aberta relativa
a X) de centro x e raio r € o conxunto

Bx(x,7):={ye€ X |dx,y) <7} =Bgn(x,r) N X.

2.16 DEFINICION (ABERTO RELATIVO)
Se U C X C R", dise que U ¢ aberto en X (ou aberto relativo de X) se

VxeU 3reR" |Bx(x,r) CU.

2.17 PROPOSICION
Se U C X C R", enton

U éabertoen X < EIVabertoenR”’U:VﬂX.

DEMOSTRACION
Uabertoen X== Vx €U Ir. € R* | Bx(x,r) C U.

O conxunto V' = |J,,; Brn (x,7¢) éaberto en R", e tense:

xeU

VﬂX:(UB}Rnxrx)>ﬂX U Ban(x,r) N X) = | Bx(x,m) =
xeU xeU xeU

Supofiemos U = V' N X, onde V' ¢ aberto en R™. Enton
xeU=»xcV =» FrcRT|Bp(x,r)CV
V abto en R™

=»3rcRY |Bx(x,7) = Ben(x,7)NX CVNX=U,

logo Vxc U Ir e Rt ‘ Bx (x,7) C U, asique U é aberto en X.



2.18 DEFINICION (PECHADO RELATIVO)

Se F' C X C R™, dise que F' é pechado en X (ou pechado relativo de X) se
X\ F ¢ aberto en X.

2.19 PROPOSICION
Se ' C X C R", enton

F é pechado en X <= 3 G pechado en R" ’ F=GnNnX.

DEMOSTRACION
F é pechado en X = X\ F' é aberto en X
=3 V aberto enR"|X\F =VnX
==X\ (VNnX)=R"\V)NX
=GNX, G=R"™\V pechado en X.
F =GnNX, Gpechado en R"=» X\ F = X\ (GNX)
= (R™\G) N X, R™\ G aberto en R™
= X\ F aberto en X
= [" pechado en X. |



2.20 NoTA
SeC' C X C R" e U éaberto en X, enton U N C ¢é aberto en C, xa que

U aberto en X =»3 V aberto en R" | U=VnNnX
=20UnNC=VnX)NC=vVn(XnC)=vVncC
= N C ¢ aberto en C.

Analogamente, a interseccion de calquera pechado en X con un subconxunto C
de X ¢éun pechado en C.

2.21 EXERCICIO
o U aberto en R™, U C X =»U aberto en X.
o U aberto en X, X aberto en R"=»U aberto en R".
o F pechado en R™, F' C X = F pechado en X.
o F pechado en X, X pechado en R”=» F' pechado en R".




2.22 OBSERVACION

A familia de abertos relativos dun subconxunto X de R™ ¢é a topoloxia relativa
de X: X e () son abertos en X, a unidén de abertos en X é aberto en X, e a
interseccion finita de abertos en X € aberto en X.

As propiedades fundamentais dos pechados tamén se trasladan a X: o conxunto
baleiro e X son pechados en X, a interseccion arbitraria de pechados en X ¢
pechado en X, e a unidn finita de pechados en X ¢ pechado en X.

2.23 NOTA

Un subconxunto X de R™ é un conxunto discreto se todos os subconxuntos de X
son abertos en X (e, polo tanto, todos os subconxuntos de X tamén son pechados
en X), ¢ dicir, se a topoloxia relativa de X ¢ a topoloxia discreta.

2.24 EXERCICIO
Estudese cales dos seguintes subconxuntos de R son conxuntos discretos:
o {1,2},
o N,
° 7,
° Q
o {1/n|neN},
o {1/n|neN}u{0}.




Interior, clausura, fronteira, conxunto derivado

2.25 DEFINICIONS
Sexan A C R™, x € R".

x é punto interiorde A : <= Ir € R | B(x,r) C A,
x é punto clausura (ou adherente)de A : <= Vr € RY, B(x,r)N A # ().

Interiorde A: Int(A4) = A: {x € R™ | x é punto interior de A},
A

Clausurade A :  CI(A)

:= {x € R" | x é punto clausura de A}.

2.26 EXERCICIO

R™ A = RPN 4, R™NA = (R™\ A)°

2.27 PROPIEDADES
Sexa A C R™.
@ O interior de A é o maior aberto en R™ contido en A:
S Ac A,
o SeréabertoenR",UC A=UcC A
<& A éaberto en R™.
o Aéabertoen R «— A= A.
@ A clausura de A é o menor pechado en R™ que contén a A:

0O AcCA,
[0 Se F ¢ pechadoen R", AC F = A C F.
[J A é pechado en R".

o AépechadoenR" < A= A




2.28 DEFINICION
Sexan A C R™, x € R".

Bx,m)NA#(]
B(x,r) N (R™A) # 0.

x é punto fronteirade A : <= Vr € RT,

Fronteirade A:  Fr(A) = 9(A) := {x € R" | x é punto fronteira de A}.

Sex € R", r € R*, a bdla perforada de centro x e raio r é

B*(x,r) = B(x, r)\{x}.

2.29 DEFINICION
Sexan A C R™, x € R".

x é punto de acumulaciéonde A : <= Vr € Rt, B*(x,r) N A # ()

Conxunto derivado de A: A" := {x € R" | x ¢ punto de acumulacién de A}.

4

2.30 EXERCICIO

Sexan A C R™ ex € R™. Se x ¢ un punto de acumulacion de A, enton toda bola
aberta en R™ de centro x contén infinitos puntos de A.

2.31 DEFINICION
Sean A C R", x € R™.

xépuntoilladode A: < 3Ir eRY|B(x,r)NA={z}.




3. Converxencia e completude



Sucesions

3.1 DEFINICION (SUCESION)
Unha sucesion nun conxunto X ¢é unha aplicacion
x:N— X
k— x(k) = xp,

e dise que xi, € o termo k-ésimo da sucesion.

| A

3.2 OBSERVACION

A sucesion x denotarase {xy }, e diremos que {x;} é unha sucesién en X.

O conxunto imaxe da sucesionx: N — X ¢ {x, | k € N}, e ¢ habitual escribir
{xr} C A para dicir que o conxunto {x, | k¥ € N} de termos da sucesion estd
contido nun subconxunto A de X.

3.3 DEFINICION (CONVERXENCIA)

Sexa X C R™, {x;} unha sucesion en X e xy € R™.
Dise que a sucesion {xy } converxe a x, se

Ve>0 3N eN|x; €B(xp,e) Vk> N,
equivalentemente, se
Ve>0 3N eN|d(xg,x0) <e Vk>N,

e escribese {x;} — xp ou lim x = xo.
k—o0
Se unha sucesion {x} en X converxe a un punto xo € R™ dise que

{x1} é unha sucesion converxente,
xg é o limite da sucesion {xy},

e sexp € X, tamén diremos que {x; } é converxente en X ou que converxe en X.

v
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3.4 PROPOSICION

Se unha sucesion é converxente, enton ten un unico limite.

DEMOSTRACION
Sexa {x; } unha sucesion en X C R™ ¢ supoflamos que existen xg,y, € R™ que
son limites de {xy }. Se xg # y,, enton r = d(xo,y,) > 0, logo

(x.} — xo==dado = = g >0 3N, €N|x; €Blxg,e) Vk >Ny,

{xr} = yy=>dadoc = g >0 3 Ny €N|xk € B(yy,e) Vk> No.

Polo tanto, se k > max{ Ny, N»}, utilizando a desigualdade triangular, tense

r T
r = d(x0,yy) < d(xo,x) + d(xg,yy) < 3 + 3 =7

conque chegamos a unha contradicion, asi que debe ser xy = y,.
3.5 PROPOSICION

Sexa {xj,} unha sucesién en X C R" e xo € R™. Entdn,

{xp} 2 x) = VUabertoen]R”,xOEU,HNGN|xk€U V k> N.

DEMOSTRACION

Se U éabertoen R”, xg € U==»3r € R | B(xo,7) CU }

{x1} = xo=dadoe =7 >0 IN €N |x;, €B(xo,7) VE>N
== JNeN|x, €U Vk>N.
Dado € > 0, basta tomar o aberto U = B(xy, £), ¢ ao aplicar a hipotese,
IN €N |x, €U =B(xo,e) Yk >N, logo {x;} — xo.



PROPIEDADE DE HAUSDORFF

A unicidade do limite dunha sucesion converxente séguese da propiedade de
separacion de Hausdorff:

xeU,

Vx,y e R", x#y, JU,V abertos cv.

unv #0,

polo que dicimos que o espazo euclidiano R™ € un espazo Hausdorff .

En efecto, se x,y € R",x # y, entén r = d(x,y) > 0, e se tomamos ¢ = /2 > 0,
enton U = B(x,c) e V = B(y, ¢) son abertos en R™ talesquex € U, y € V,
unv =40.



3.6 OBSERVACION

A converxencia dunha sucesion {xj} en X a un punto xo € R™ podese expresar en termos
da converxencia a 0 da sucesion de numeros reais {d(xx,Xo)}.

{xk} > x0: <= Ve>0 3N€N|xkeB(x0,s) Vk>N
< Ve>03INeN]|dxx)<eVk>N
<~ {d(xk,x0)} — 0.

Por outra parte, imos ver que a converxencia dunha sucesion no espazo euclidiano R™ esta
determinada pola converxencia de n sucesions de nimeros reais.

Utilizaremos na proba un lema que relaciona a norma dun vector de R™ ¢ os valores
absolutos das stias compofientes.

3.7 LEMA
Sex = (x1,...,x,) € R, entén
Vi=1,...,n, |z;| < |lx|| < vrmax{|z1], ..., |zal}-
Polo tanto, se x,y € R", para cadai = 1,..., n tense
|zi —yil < lx—yll =dey) < Vnmix{|z —wml, ..., |20 —yal}.

DEMOSTRACION
A primeira desigualdade é inmediata:

il = \f22 < \Jad 4+ bl e = ]

Para probar a segunda desigualdade, se temos en conta que, para algin j = 1,...,n, ¢
méax {|z1|, ..., |za|} = |z, , tense

Il = /23 + -+ a2 < yfa2 + ) 4 a2

= y/nz? = /nlz;| = Vnmix{|zi],. .., |za}. [ |



3.8 TEOREMA

Sexa {x1} = {(xk1, ..., Zkn)} unha sucesion nun subconxunto de R™ e sexa
a=(ay,...,a,) un punto de R". Enton,
{x}—a = {xp;} —2a; Vi=1,...,n

DEMOSTRACION
Polo lema previo, |zx; — a;| < ||xix —a| = d(xk,a) Vi=1,... n,logo

{xp} 2a=>Ve>0 EINEN’d(xk,a)<e VkE>N
=>Ve>03INEN| |zp —a] <dlxp,a)<eVk>N
=>{x/ﬂ'}—)ai.

Dado ¢ > 0, consideramos £/y/n > 0, e usamos a hipétese: Para cada
i=1,...,n,

{xi} = a;=dado — >0, AN, €N | |og; —a;| < — Yk >N,
n n

\/7 \/7
asi que se tomamos N = max {Ny, ..., N,},
d(xx,a) 3§7 vnmax {|zgr — a1, ..., |Trn — anl}

< /i mix {jﬁ,wz, f} _ \/E% .

logo {x;} — a. [ |



Subsucesions

3.9 DEFINICION

Sexa {xj } unha sucesion nun conxunto X, definida por x: N — X.
Se ¢: N — N € unha aplicacion estritamente crecente consideramos a composicion

xop: N— X
k— Xo(k)s

e dise que {x,(x) } € unha subsucesion de {x; } (ou que x o ¢ é unha subsucesion
de x).

Se ¢: N — N ¢ estritamente crecente, enton p(k) > k V k € N.

En efecto, por inducion:
©(1) > 1, e se supofiemos que ¢(k — 1) > k — 1, entén

k>k—1=(k) > ok —1) >k — 1= (k) > k — 1=b(k) > k.

3.11 PROPOSICION

Se unha sucesion {xy,} en X C R"™ converxe a xo € R", entdn calquera
subsucesion {xx} de {x;.} tamén converxe a xo.

DEMOSTRACION
{xi} >x0= Ve>03INEN|x; €B(xg,e) VE>N
Jom)yz2k>nN
Xok) € B(xo,6) Vk >N
= {x,mm)} — Xo- [ |



Converxencia e topoloxia

3.12 LEMA (Construcién de sucesiéns converxentes)

Sexa xyg € R™ e, para cada k € N, sexa xy, € B(xg,1/k). Entdn, {x;} é unha
sucesion que converxe a x.

DEMOSTRACION

1 1
VkeN, x; € B(xo, E) = d(xp,x0) < T

e polo teorema de compresion,

1 . . .1
0 < d(xk,x0) < —=»3 lim d(xk,x0) ¢ 0 < lim d(xx,x0) < lim — =0
k k— o0 k—o0 k—oo k
== {d(xk,x0)} = 0= {x} = xo. ]

3.13 PROPOSICION
Se A CR™ e xg € R™, enton

xo € A <= 3 {x;} sucesionen A | {x} — xo.

DEMOSTRACION
[=]x0€ A= Vr>0,B(xo,7r) NA# 0= VEkeN, B(xo,1/k)NA#0
= VEkeN, Ix; €B(xo,1/k)NA
= {x1} C Aestal que {xr} — x0.

Lema 3.12
Para comprobar que xo € A imos ver que V r > 0, B(xo,7) N A # (). Para isto,
{xr} — xo=> dadoc =7 >0, 3N € N|xx €B(xo,e) Vk>N
= xy € B(xo,e) N A= B(x0,7) N A # 0.



3.14 COROLARIO
Se A C R™, enton

A é pechado en R" <— V {x;} sucesicnen A, [ {xr} — x0 = x9 € A]

DEMOSTRACION

[=]Se {x;} ésucesibnen A, {x;} >xp €R" = x5€A = xj€A.

Proposicion 3.13 A pechado
Basta ver que A = A, é dicir, que A C A. Pois ben,

X €A = H{xk}cA|{xk}—>x0h=>xoeA. [ |
p

Proposicion 3.13 ipotese

A non é pechado en R" <= 3 {x;} sucesiénen A4 | {x;} — xo ¢ A.

3.15 COROLARIO
Se A C R™, enton

A é aberto en R" <=V {x1} sucesion en R"™\ A, [ {xr} = xo = x0 ¢ A]

Anon ¢ aberto en R" <= 3 {x;} sucesion en R"\ A4 | {x;} — xo € A.

3.16 COROLARIO
Se A C R™, xo € R", enton

xo ¢ A= 3 {x1.} sucesion en R"™\ A | {x;,} — xo,

X0 €A = Vv {x1} sucesion en R"\ A, {xi} 4 xo.

J
J

Séguese da proposicion 3.13 e da igualdade R"\fi =R\ A.



3.17 PROPOSICION
Sexan A C R™, A’ o conxunto derivado de A e x, € R™. Enton,

xk;«éxOV keN,

xg € A\ < 3 {x;} sucesion en A
{xr} — xo0.

DEMOSTRACION

Xo punto de acumulacion de A ==V 7 > 0, B*(xo,7) N A # 0
= VkeN, B (xo,1/k)NA#D
= VkeN, Ix, €B*(xp,1/k)NA
xp #xo V keN,

== C Aeétal
{xr} é tal que {{xk} e

Para comprobar que xg € punto de acumulacion de A temos que ver que

vV r > 0,B*(xg,7) N A # (). Para isto, como por hipdtese existe unha sucesion
{x1} que converxe a x e tal que os seus termos estan todos en A e son todos
distintos de x, fixado € = r > 0 temos

{x1} = x0, xr, #x0V k € N=> 3N€N|xk€B*(x0,r) Vk>N
= x;, € B*(xp, 7)) NAVE>N

= B*(X(),T') QA# 0.



Sucesions de Cauchy

3.18 DEFINICION (SUCESION DE CAUCHY)

Unha sucesion {x;} en X C R" dise que é unha sucesién de Cauchy se

Ve>0 3N eN|dxg,x)<e Vkl>N.

3.19 PROPOSICION

Toda sucesion converxente é unha sucesion de Cauchy.

DEMOSTRACION
Sexa {x}, } unha sucesion en X C R™ converxente a un punto xo € R”, e fixamos € > 0.
Enton,

{x1} = xo=> dadog>0 3N6N|d(xk,xo)<% Vk>N

=3 N €N | d(xg,x;) < d(xk,x0) + d(x0,x1) < %—i— =eVkI>NNR

2
2
3.20 PROPOSICION

O conxunto de puntos de calquera sucesion de Cauchy (e, polo tanto, de calquera
sucesion converxente) é un conxunto acoutado.

DEMOSTRACION
Se {x1} é unha sucesion de Cauchy,
dadoe =1=»3 N € N|d(xx,x)) <1 VEkI>N
=>d(xp,xn) = ||xp —xn|| <1 VE>N
= [lxel = [xe —xn +xnl| <l —xnll + [lxn] <1+ [xn|| VE=N
= [lxg || < max{fxill, ..., evall, 1+ len[[}=M VEeN
= {x; | k € N} C Brn (0, M +1). [ ]



3.21 PROPOSICION

Toda subsucesion dunha sucesion de Cauchy é unha sucesion de Cauchy

DEMOSTRACION
Sexa {x; } unha suces.i('m QG Cauc;hy e {xy (k) } unha subsucesion de {x;}, (onde
¢: N — N ¢ unha aplicacion estritamente crecente).

{x1} sucesién de Cauchy = Ve >0 IN € N|d(xz,x) <e Vk,I>N
ﬂw(k) >k>N
o) >1>N
d(xw(k),x@(l)) <eVk/JI>N
= {X,(k) } sucesion de Cauchy [ |

3.22 PROPOSICION

Se unha sucesion de Cauchy {xy.} en X C R"™ ten unha subsucesion {x,)} que
converxe a un punto xo € R, enton {xy,} tamén converxe a xy.

DEMOSTRACION
Temos que demostrar que Ve >0 3N € N | d(xz,x0) <e Yk > N.
Fixamos € > 0.
{x1} sucesion de Cauchy = dado g >0 3N, eN | d(xg,x;) < % VkI1>N;
{X,(0)} — X0 = dado % >0 3Ny € N| d(xp),Xo) < % Yk > N,
Se N = max{Ny, Na2}, e k > N, enton p(k) > k > max{Ny, Na}, asi que

& 9
d(xr, x0) < dlxk, X)) + d(Xpr), %0) < 5 + 5 = m
k,o(k)>Ny @(k)>Na2



Completude

3.23 DEFINICION

Dise que un conxunto X C R™ é completo se toda sucesion de Cauchy en X ¢
converxente en X.

3.24 EXEMPLOS
(a) Q non é completo.
(b) R\ Q non é completo.
(c) R* non é completo.

(d) R é completo.




3.25 TEOREMA (Completude de R™)
O espazo euclidiano R™ é completo. J

DEMOSTRACION

Consideramos unha sucesion de Cauchy {x;} en R", e imos comprobar que existe
a € R™ tal que {x} — a, para o que utilizaremos o caracter completo de R.
Pofiemos {xx} = {(2k1,--.,Tkn)}, € temos as sucesions {xy; } de nimeros reais,
1 <7 < n.Polo lema 3.7, tense

|eg: — x| < |lxk — x| = d(xk,x;) VEkIeEN, Vi=1l....n, (%
e polo teorema 3.8,

{xx} = a=(a1,...,an) <= {xpi} 2 a; Vi=1,...,n (%)

Por tanto,
{x).} sucesién de Cauchy == Ve >0 3N € N | d(xz,x;) <& Vk,I>N

?V€>O INEN| |op —auy| <e VEkI>N
== {x},; } ¢ unha sucesion de Cauchy en R, Vi
= Eai€R|{xm}%ai, Vi

R é completo

f:{xk} ={(zk1,-- - Tkn)} = (a1,...,a,) =a. W



3.26 PROPOSICION

Se X é un subconxunto de R™, enton

X écompleto <= X épechado en R".

DEMOSTRACION

E consecuencia inmediata da caracterizacion (corolario 3.14) dun conxunto pechado en R™
como aquel que contén ao limite de cada sucesion converxente de puntos no conxunto e de
que R™ é completo:

Se X ¢é un subconxunto de R"™, enton

X épechado en R" <=V {x;,} sucesionen X, [ {xx} - x0 € R" = xp € X ]
<= V {x5} sucesion en X, [{xx} converxente en R"” = {x;} converxe en X]

SO (x4} sucesion en X, [{x }sucesion de Cauchy =-{x; } converxe en X]

<= X é completo.



4. Continuidade



Continuidade puntual

4.1 DEFINICION (APLICACION CONTINUA NUN PUNTO)

Sexan X C R™, Y C R™, f: X — Y unha aplicacion, xg € X.
Dise que f: X — Y ¢ continua en x se

Ve>036>0|x€X, dpn(x,xo) <= drm(f(x), f(x0)) <€,
equivalentemente, se

Ve >0 36>0] f(Bx(xo,0)) CBy(f(x0),e).

4.2 OBSERVACION

A continuidade de f: X CR™ —Y C R™ non depende do codominio de f.

Se consideramos a aplicacion _
f: X —R™

x = fx) = f(x),

e xo € X, tense que [ ¢é continua en X, se, e sO se, f € continua en xg, xa que,
posto que f(X)CY,

f(Bx(x0,0)) C By (f(x0),e) <= f(Bx(x0,6)) C Brm(f(x0),€)-

Se, ademais, f (X) c Z C R™, tamén ten sentido considerar a aplicacion
f: X — Z dadapor f(x) = f(x), e tense

f €écontinuaenxy <= f écontinuaenxy <= f é continua en xg,

Xa que
f(BX(xo,é)) C By(f(xO),E) <~ f(Bx(xO,(S)) C Bz(f(xO),€).

JA.O.G. & MEEVA.



Continuidade global

4.3 DEFINICION (APLICACION CONTINUA (globalmente))

Unbha aplicacion f: X C R® — Y C R™ ¢é continua se f € continua en x para
cada punto xy € X.

4.4 EXEMPLOS
Son aplicacions continuas:
@ Se X C R"”, aaplicacion identidade en X,

dx: X — X
x— idx(x) =x.

@ Se X CY CR"” ainclusionde X en Y,

i: X—Y
x—i(x) =x.

En particular, a inclusion de X en R, i: X — R".

@ As aplicacions constantes: se X C R", Y C R™, para calquera punto y, € Y,
a aplicacion constante
ctey,: X — Y

X Y.

O seguinte teorema serd moi util para comprobar, dunha forma simple, o caracter
aberto e o caracter pechado de subconxuntos de R™.



4.5 TEOREMA (Caracterizaciéns da continuidade global)

Sexa f: X C R"™ — Y C R™ unha aplicacion. Enton, as seguintes propiedades
son equivalentes:

(a) 4 aplicacion f: X — Y é continua.
(b) A imaxe inversa f~*(V) de cada aberto V en'Y é un aberto en X.

(c) A imaxe inversa f~(F) de cada pechado F en'Y é un pechado en X.

DEMOSTRACION

(a) = (b) | Consideramos un aberto V en Y e imos comprobar que f~1(V) é

aberto en X, ¢é dicir, que todo punto xg € f -1 (V') é centro dunha bola aberta
relativa a X contida en f~1(V).

Xp € f_l(V)=>f(XQ) cV=» dc>0 ‘ By(f(X()),E) cVv
=5 35> 0| f(Bx(x0,8)) C By(f(x0).e) C V

—> 36>0]|Bx(x0,0) C f_1<f(Bx(x0,5))) c fHW).

(b) = (a) | Sexaxg € X, e dado £ > 0 imos comprobar que existe § > 0 tal que

f(Bx (x0,0)) C By (f(xo),€).

V =By (f(x0),e) abertoen Y, f(xp) € V é;xo € (V) aberto en X
= 46/>0 ‘ Bx(XQ,(S) C f_l(V)

= [(Bx(x0,9)) C f(f7'(V)) CV =By (f(x0),e).

(b) < (c)| séguesedeque VC C Y, f~H(Y\C) = X\ f1(C) e de que os

subconxuntos pechados de Y (e de X) son complementarios dos abertos en Y (e en
X, respectivamente). n



Continuidade da composicion

4.6 PROPOSICION

Sexan X CR™, Y c R™, Z C R, e consideremos as aplicacions f: X — Y,
9:Y — Z.  Se f écontinuaenxy € X e g é continua eny, = f(xo) €Y, enton
go f: X — Z é continua en x.

DEMOSTRACION
Temos que probar que

Ve>036>0]| (g0 f)(Bx(x0,6)) CBz((go f)(xo).).
Para isto tomamos £ > 0, € temos:
g continuaeny, == 3In >0 | g(By(yO,n)) C BZ((g(yO),s))7 (*)
e se agora tomamos 1 > 0,
f continua enxo==> 36 > 0| f(Bx(x0,0)) C By ((f(x0),n).  (x)

Polo tanto,

C Bz(g(f(X())),E)- u

(9of) (Bx (x0,6)) = g(f(BX(ané))) (S) g(By (f(x0), 7)) S

4.7 COROLARIO

Sef: XCR* Y CR™eg: Y C R™ = Z C R son aplicacions continuas,
enton a composicion g o f: X — Z tamén é continua.




Continuidade secuencial

4.8 TEOREMA (Caracterizacién secuencial da continuidade)

Sexa f: X CR™ — Y C R™ unha aplicacion e xo € X. Enton, f é continua
en xg se, e so se, f ¢ secuencialmente continua en x, ¢é dicir,

V {xg} sucesion en X, [{xr} — xo = {f(xx)} — f(x0) ]

DEMOSTRACION

Supofiamos que f: X — Y ¢ continua en x. Consideramos unha sucesion {xy } en X que
converxe a xg ¢ imos comprobar que a sucesion { f(xx)} en Y converxe a f(xo). Para isto,
tomamos € > 0 e temos que atopar un nimero natural /V tal que, a partir del, todos os termos
da sucesion { f(xx)} estan en By (f(z0), €):

fécontinuaenxgy = dadoe >0 35 >0 ’ f(Bx(x0,6)) C By (f(x0),¢)
{xr} C X, {xx} - xo=>dadod >0 IN €N |xx € Bx(x0,0) Vk>N
= Ve>03INEN| f(xx) € f(Bx(x0,6)) CBy(f(x0),e) Vk>N
= {f(xr)} = f(x0)
Para probar a implicacion reciproca, supoflemos que f non é continua en xo € imos ver que
nese caso f non é secuencialmente continua en xo. Usaremos a construcion de sucesions

converxentes no lema 3.9 para obter unha sucesion en X que converxe a xo pero tal que a
sucesion das imaxes non converxe a f (xo):

f non ¢ continua enxo=3e > 0| V4 >0, f(Bx(x0,6)) ¢ By (f(x0),¢)
= VkcN, dado 0 = % I xx € Bx(x0,6k) | f(xk) € By (f(x0),¢)
=>3Je>0ed{nu}CX | {xr} — xo0, pero d(f(xx), f(x0)) > eVk
53 {xx} sucesion en X | {xx} — xo pero {f(xx)} /4 f(x0)

= f non ¢ secuencialmente continua en xo. |



4.9 DEFINICION (PROXECCIONS)
Paracadai = 1,...,n, a proxeccion i-ésima de R™ ¢é a aplicacion
i R" — R

x = (21,...2,) — mi(x) = ;.

4.10 PROPOSICION

Cada proxeccion m;: R™ — R é unha aplicacion continua.

DEMOSTRACION

Para probar que cada 7; € secuencialmente continua imos utilizar que unha
sucesion {xj } en R™ converxe a un punto @ = (a1, ..., a,) se, e so se, cada
sucesion de compofientes i-ésimas {xy; } converxe a a; (teorema 3.8).

Sexaa = (aq,...,a,) € R" esexa {xy} = {(zk1,. .., Tkn)} unha sucesién en R™
que converxe a a. Enton

{x} — a?{xki} — a; Vi=»{m;(xg)} — mi(a) Vi,
logo ; € secuencialmente continua paracada: =1,...,n. |

4.11 DEFINICION (COMPONENTES DUNHA APLICACION)

Sexa f: X C R™ — R™ unha aplicacion. Para cada j = 1,..., m , a comporiente
j-ésima de f é a composicion

fi=miof
m
X CR" R™ R
Xt fx) fi(x) = 75 (f(x)),

asi que f(x) = (f1(x),..., fm(x)), e tamén se escribe f = (f1..... fm).




4.12 PROPOSICION

Se f: X CR" — R™exy € X, enton f ¢ continua en x se, e so se, o ¢ cada
componiente:

f="{(f1,.--, fm) écontinuaenxy < f; =m;o fécontinuaenxy V j.

DEMOSTRACION

f écontinuaenxy € X CR"

m;j ¢ continua en f(xp) € R™ } TR ey
J

Supofiemos que cada f; é continua (j = 1,...,m) en xgp e imos ver que 0 € f
comprobando que € secuencialmente continua en xy.

{xr} sucesién en X, {xr} — xo
= J/ixx)r — [;(x
f; € continua enxp € X i)} = Jilxo)

= {70} = {10 s )} = (Fi0), - Fn(0)) = F(5o),

conque f ¢ secuencialmente continua en xy. |

4.13 COROLARIO

Unha aplicacion f: X C R™ — R™ ¢é continua se, e 5o se, o ¢ cada comporiente
fir X=Rji=1,...,m




4.14 OBSERVACION

Como consecuencia da proposicion e corolario anteriores, estudiar a continuidade
de aplicacions definidas en subconxuntos de R™ con valores en R™ (ou en
subconxuntos de R™) equivale a estudiar a continuidade de funcions con valores
en R. Para isto, ¢é til ter en conta que se f,g: X C R®™ — R son funcions
continuas (en xy € X) tamén son continuas (en xy) as funcioéns

XCR"—R
fHgix— (f+9)x) = flx) +g(x),
frgix— (f-9)(x) = flx)g(x),
seAeR, Af:xr— (Af)(x) =Af(x),

se g(x) #0Vx € X, §:x|—> i(x):@

g g(x)

En efecto, por exemplo f + g é secuencialmente continua en xg, xa que para
calquera sucesion en X tal que {x;} — xo, tense

{(f +9) (1)} = {f(xx) + 9(xk)} = f(x0) + 9(x0) = (f + 9)(x0),

posto que o limite da suma de duias sucesions converxentes de nimeros reais ¢ a
suma dos limites. De modo anélogo, tense a continuidade en cada un dos outros
Casos.



4.15 PROPOSICION

Se f: X CR® — Y C R™ éunha aplicacion continua e A C X, enton a
restricion de f a A, fia: A — Y, tamén é continua.

DEMOSTRACION
E consecuencia inmediata de que f|4 = f o i é composicion de duas aplicacions
continuas,

At ox 1 ,y

x——x— f(x) [ |

4.16 OBSERVACION

Se f: X CR™ — Y C R™ ¢ unha aplicacion continua, enton a stia restricion a
calquera subconxunto A de X ¢é continua en todos os puntos de A.

Agora ben, pode suceder que f: X — Y sexa tal que a stia restricion fi4: A — Y
sexa continua para algin subconxunto A de X pero que f non sexa continua en
puntos de A.

Por exemplo, a funcion de Dirichlet

ffR—R

o 110 - |

1 sezeQ,
0 sex e R\Q,

¢ tal que as stas restricions fig: Q — Re fir\ o R\ Q — R son continuas (son
aplicacions constantes) pero f non é continua en ningtn punto de R.

Non obstante, cimprese que se A é aberto en X e f| 4 é continua, enton
{ ¢é continua en todos os puntos de A, como se ve na seguinte proposicion.

L




4.17 PROPOSICION

Sexa f: X C R" — Y C R™ unha aplicacion.
Se A éabertoen X e fla: A — Y é continua, enton f é continua en todos os
puntos de A.

DEMOSTRACION
Sexa xp € A e vexamos que se f|4 € continua en xp, entén f € continua en xo, ¢
dicir, que
Ve>0 36>0| f(Bx(x0,8)) CBy(f(x0),2).
Dado e > 0,

/4 continua en xo==> 351 > 0| fia(Ba(x0,61)) C By (f(x0),¢).

Agora,
BA(xo, (51) = BRn(xO, (51) NA agx BRn(xo, (51) NXNA= Bx(xO, 61) NAE¢
aberto en X, (porque ¢ a inteseccion de dous abertos en X), logo

36 >0 | Bx(XQﬁ) C BA(xO,51)

I3
f(Bx(x0,0)) C f(Ba(x0,61)) = fia(Ba(x0,61)) C By (f(x0),€). u
4.18 EXEMPLO
A aplicacion
ffR—R
1 sex >0,
z— f@) = {0 sex <0,

¢ continua en todos os puntos de A = (0, +00) e de B = (—00,0), posto que
Ae B son abertos en R e

flarzxe A—1€eR e fipizeB—0eR

son aplicacions continuas, xa que son constantes.




4.19 EXERCICIO

Consideramos a aplicacion f: X = R?2 =Y =R dada por

o) = {x se xy > 0,

0 se zy<O0.

Utilizando a proposicion anterior probese que f é continua en todos os puntos de
{(z,y) € R? | zy # 0}.

SOLUCION
Sexan
U:{(ar:,y)GRQ|ch>0}7 V:{(x,y)€R2|wy<O}.

Estos dous conxuntos son abertos en R?; un modo de comprobalo consiste en utilizar a
caracterizacion da continuidade (teorema 4.5), mostrando que se poden escribir como
imaxes inversas de abertos, neste caso en R, por algunha aplicacion continua. En efecto, se
consideramos a aplicacion h: R? — R dada por

h(z,y) = zy,
enton h é continua, xa que h = w2 € producto de duas aplicacions continuas, e

U ={(x,y) €R*| h(z,y) > 0} = {(z,y) € R | h(z,y) € (0,+00)} = h™" (0, +00),
V ={(z,y) € R* | h(z,y) < 0} = {(z,y) € R* | h(z,y) € (—00,0)} = ™" (~00,0).

Agora, fiy = (1)) é continua xa que ¢ a restriccion da proxeccion 71 a U, e posto que U
é aberto en R?, f é continua en todos os puntos de U.

Ademais, f|y € a aplicacion constante 0, logo é continua e, posto que V' é aberto en RZ,
f tamén € continua en todos os puntos de V.

Concluiese que f é continua en cada punto (z,y) € R? tal que zy # 0 (ainda que hai mais
puntos de R? nos que f ¢ continual). |



4.20 DEFINICION (APLICACION COMBINADA)

Sexan X C R, Y C R™, e supofiamos que A e B son subconxuntos de X tales que
AUB=X.Seg: A— Y eh: B— Y son aplicacions tales que gjanp = h|anp, enton
esta ben definida a aplicacion f: X — Y dada por

_ Jglx) sexec A,
fe) = {h(x) se x € B,

e dise que f ¢ a aplicacion combinada de g ¢ h.

4.21 EXEMPLO
A aplicacion
f:R* —R

2 —y>+1 sey>uax,

(kaﬁ{xﬂ
[

¢ a aplicacion combinada das aplicacions

sey <,
g A={(z,y) eR?|y >z} —R
(:I">y) ’—>ZL’2 _y2+17

h: B={(z,y) €R* |y <z} —R

(z,y) —> "7V,




4.22 PROPOSICION

Sexa f: X = AUB CR"” — Y C R™ aaplicacién combinadade g: A — 'Y
eh: B — Y e suporiamos que g e h son continuas.

(1) Se A e B son pechados en X, enton f é continua.

(2) Se A e B son abertos en X, enton f é continua.

DEMOSTRACION
Sexa F'un pechado en Y e vexamos que a stia imaxe inversa por f é un pechado en X.

') ={xeX=AUB| fx)eF}
={xcA|fx)=gx)e F} U{xeB| f(x)=h(x)e F}
=g (F)Uh™(F).

Agora,

g: A — Y continua = g '(F)pechadoen A = ¢ '(F) pechadoen X
F pechadoen Y A pechado en X

h: B— Y continua = h~'(F)pechadoen B = h~'(F) pechado en X
F pechadoen Y B pechado en X'

= f(F) =g "(F)Uh™'(F) ¢ pechado en X.

A proba seria como a anterior cambiando “pechado” por “aberto”. Ou ben, pode
obterse directamente como consecuencia de que g = f4, h = f|p ¢ da proposicion 4.17, ¢
dicir, usando que se a restricion de f ao aberto A e ao aberto B en X ¢é continua, enton f é
continua en todos os puntos de cada aberto. |



4.23 DEFINICION (APLICACION UNIFORMEMENTE CONTINUA)

Unha aplicacion f: X C R™ — Y C R™ ¢ uniformemente continua se

Ve>0,36>0|x,pyeX, dpn(x,y) <6 =drn(f(x), () <e.

y

4.24 OBSERVACIONS

Toda aplicacion uniformemente continua € continua xa que se f: X — Y ¢
uniformemente continua, enton, para cada punto x € X,

Ve>0,36>0|ye X, dx,y) <d=d(f(x), () <e.

Ademais, dise que f: X C R" — Y C R™ ¢ lipschitziana se existe M € R,
M >0, tal que

dgm (f(x), f)) < M dpn(x,y) Vxye€X,

e M chamase unha constante de Lipschitz; se M < 1 tamén se di que f é unha
aplicacion contractiva.

Toda aplicacion lipschitziana € uniformemente continua.

4.25 EXERCICIO

Se f: X — Y & unha aplicacion uniformemente continua e {xj} ¢ unha sucesion
de Cauchy en X, ent6n { f(xy)} é unha sucesion de Cauchy en Y.




4.26 OBSERVACION

Se unha aplicacion f: X C R™ — Y C R™ ¢ continua, entén a imaxe inversa de
calquera aberto (ou pechado) en Y € un aberto (ou pechado) en X. Pero a imaxe
directa dun aberto ou pechado en X por unha aplicacion continua pode non ser nin
aberto nin pechadoen Y.

4.27 EXEMPLOS
e A aplicacién f: R — R definida por f(z) = 22 é continuae A = (—1,1) é
aberto en R, pero f(A) = [0, 1) non é aberto en R.

@ A aplicacion f: R — R dada por f(z) = e” é continuae B = (—00,0] é
pechado en R, pero f(B) = (0, 1] non é pechado en R.

4.28 DEFINICIONS (APLICACIONS ABERTAS, PECHADAS)

Sexa f: X CR"” - Y C R™.

f ¢ unha aplicacion aberta :<> [V U aberto en X = f(U) abertoen Y |;

f ¢ unha aplicacion pechada :<—> [V F pechado en X = f(F') pechadoenY |.

4.29 EXEMPLO
Sexa A C X CR"ei: A— X ainclusion.
@ Se A é aberto en X, enton a inclusion i € aberta.
@ Se A ¢é pechado en X, ent6n a inclusion i é pechada.

4.30 NOTA

Se a aplicacion f: X C R™ — Y C R™ ¢ bixectiva, enton f ¢ aberta se, e s se,
f € pechada. Isto é consecuencia inmediata de que para unha aplicacion bixectiva
f: X =Y, tense

VACX, fXNA) =Y\J(A).




Homeomorfismos e propiedades topoloxicas

4.31 DEFINICION (HOMEOMORFISMO)

Sexan X C R™, Y C R™. Unha aplicacion f: X — Y dise que é un
homeomorfismo se ¢ bixectiva, continua e a stia inversa f ~!: Y — X tamén ¢é
continua.

4.32 NOTA

f é bixectiva f é bixectiva
‘ f € continua

f: X — Y éun homeomorfismo <> ’ f écontinua <

f é aberta f € pechada.

4.33 DEFINICION (CONXUNTOS HOMEOMORFOS)

Se existe un homeomorfismo f: X — Y dise que os conxuntos X e Y son
homeomorfos e escribiremos X ~ Y.

4.34 NOTA
A relacion = (“ser homeomorfos’) € unha relacion de equivalencia na familia de
todos os subconxuntos de todos os espazos euclidianos; ¢ dicir, se X, Y, Z son
subconxuntos de espazos euclidianos de calquera dimension, tense

HX=X; (29X =Y=>Y=X; 3) X=Y,Y=Z=X=xIZ

como consecuencia, respectivamente, de que a identidade ¢ un homeomorfismo,
a inversa dun homeomorfismo tamén o ¢, e a composiciéon de homeomorfismos
¢ un homeomorfismo (téfiase en conta que se f e g son bixectivas, enton

(gof)t=f"Tlog™.




4.35 EXEMPLO
Todos os intervalos pechados acoutados en R son homeomorfos entre si.

Posto que a relacion ~ ¢ de equivalencia, basta comprobar que todos os intervalos pechados
son homeomorfos ao intervalo [0, 1].
Pois ben, para cada a,b € R, a < b, as aplicacions

0,1 5 [a,1] la,b] 2 [0,1]
t —a+tb—a), S'—>Z:Za

son tales que g = f ', asi que son bixectivas; e tamén son continuas, logo f é un
homeomorfismo ¢ [0, 1] & [a, b].

4.36 EXEMPLO

Todos os intervalos abertos (acoutados ou non) de niimeros reais son homeomorfos entre si e
homeomorfos a R = (—o0, +00).

En efecto, téfiense os seguintes homeomorfismos:

g
©0,1) L5 (a,5) R 25 (-1,1)
x
t—a+tb—a), -T’—>r|$|,
s—a Y
b—a s 1—y| Y

que mostran que todos os intervalos abertos acoutados son homeomorfos entre si e
homemomorfos a R. E tamén son homeomorfos a todos os intervalos abertos non acoutados:

R — (0,400) — (a,+0) — (—o0,—a)
t — e Y — -y

logz <— 43 — z+a




4.37 EXEMPLO

Un homeomorfismo entre os intervalos (0, 1] e [1, +-00):

0,1] 255 [1, +00)
t— 1/t
1/s«— s

4.38 EXERCICIO

Todos os intervalos da forma [a, b), (a, b], [a, +00) e [—00, b) son homeomorfos entre si.

y

4.39 EXEMPLO
Son homeomorfismos:

@ Vv e R" atranslacion (conrespectoav) T,: x € R" — x+v, T,71 =

—Vs

@ YV )\ €RT,ahomotecia (derazén \) Hy: x € R™ — X\ - x, H,'= Hyy.

v

4.40 EXEMPLO

Todas as bolas abertas en R™ son homeomorfas entre si e homeomorfas a R".

f:Bgrn(0,1) —=— Bga(a,r) g:Brn(0,1) —=— R

X
X rxta ! 1 — x|’
1
7(,}’_“)(—*}) y gy
"
L+ [yl

4.41 EXERCICIO

Todas as bolas pechadas en R™ son homeomorfas entes si.




4.42 EXEMPLO

R? ¢ o paraboloide P = {(x,y,2) € R® | z = 22 + y*} son homeomorfos. En
efecto, a aplicacion

f: PCcR®— R?
(z,y,2) — f(z,9,2) = (z,9),
¢ bixectiva: A aplicacion
g:R? —- PCR?
(z,9) — g(x,y) = (z,y,2% +y°),

étalque go f =idp e f o g = idpe, asi que g = f~!, e tanto f como f~! son
continuas (o son as compofientes de cada unha). Logo f é un homeomorfismo (e
tamén f~1)e P ~ R2.




4.43 EXERCICIO

Sexap = (0,...,0,1) € R"™! o polo norte da esfera S™. Definese unha aplicacion
h:S™\ {p} — R™, chamada proxeccion estereogrdfica, como segue: se x & un
punto de S™ \ {p}, entdn h(x) € o punto de interseccion da recta determinada por p
e x con R™ (considerado como o subconxunto R" x {0} de R"*!). Construide h e
probade que é un homeomorfismo.




Propiedades topoloxicas

4.44 NOTA

Unha propiedade P aplicable a subconxuntos de espazos euclidianos (ou, dun
modo madis xeral, a espazos topologicos) dise que € unha propiedade topoloxica se
¢ invariante por homeomorfismos, ¢ dicir, se se verifica

X satisface P, X =~ Y = Y satisface P.

4.45 EXEMPLOS

e “Ser finito” e “ser numerable” son propiedades topoldxicas, xa que se existe
unha aplicacion bixectiva entre dous conxuntos, enton ambos tefien 0 mesmo
cardinal.

@ “Ser acoutado” non ¢ unha propiedade topoloxica. Por exemplo, R ~ (—1,1),
pero (—1, 1) é acoutado e R non ¢ acoutado.

@ “Ser completo” non ¢é unha propiedade topoloxica. Por exemplo, R ~ (—1, 1),
pero R é completo e (—1, 1) non é completo (xa que non ¢ pechado en R).

@ “Ser discreto” ¢ unha propiedade topoloxica, xaquese X ~ Y e X ¢
discreto, entén Y tamén ¢ discreto, pois se f: X — Y é un homeomorfismo,
en particular f € bixectiva, e calquera subconxunto de Y ¢ imaxe directa
por f (aberta) dalgiin subconxunto de X (que sempre é aberto en X), asi que
todo subconxunto de Y ¢ aberto en Y.




5. Conexion



Conxuntos conexos

Ser conexo significa “non estar separado” en partes disxuntas. Houbo di-
versas definicions matematicas deste concepto, pero hoxe en dia hai unha
definicion universalmente aceptada, segundo a cal,

un subconxunto X de R™ non ¢é conexo se se pode separar dunha for-
ma natural por certo tipo de subconxuntos disxuntos non baleiros U e V'
tales que a sta union € X, asi que vai ser que X non € conexo se

X=UUV, UnV =0

3 U,V abertos en X tales que
a U0, V0.

\

5.1 DEFINICION (SEPARACION)

Unha separacion dun conxunto X C R" ¢ un par (non ordenado) U|V de
subconxuntos de X tales que

@ U eV son abertos en X,
o X=UUYV,
o UNV =1 )

Unha separacion U|V de X dise que € a separacion trivial de X se

U=0ouV =0,

(logo V =X ou U = X, respectivamente); ¢é dicir, a separacion trivial de X é
0| X = X10.

JAO.G. & MEEVA.



5.3 DEFINICION (CONXUNTO CONEXO)

Sexa X C R”. Dise que X ¢é conexo se a Uinica separacion que admite é a
separacion trivial.

X éconexo < [U\VseparaciéndeX:&U:@ ou V:m
U,V abert ¥ X=UUV, UnV=>0
= , V abertos en
' U#0,V#0.
5.4 PROPOSICION

Un subconxunto X de R™ é conexo se, e so se, os unicos subconxuntos de X que
son d vez abertos e pechados en X son X e ().

DEMOSTRACION
Imos probar a equivalencia

X conexo <= [U aberto e pechadoen X = U =0 ou U =X |.

Se U ¢ aberto e pechado en X, enton U| X\ U ¢ unha separacion de X.
Como, por hipétese, X é conexo, a separacion U| X\ U ¢ a separacion tivial,
logoU =0 ou X\U =0, édicir, U =0 ou U = X.

Supofiemos que os tnicos abertos e pechados en X son () ¢ X, e sexa U|V
unha separacion de X'; dado que U e V son complementarios en X ambos son
tamén pechados en X. Enton,

U aberto en X
= U=0ouU=X => U=0ou V=0,

U pechado en X hipotese V=X\U

é dicir, U|V = 0| X ¢ a separacion trivial. [ |



5.5 EXEMPLOS

() é conexo.
Para cada x € R™, o conxunto unitario {x} é conexo.

Calquera subconxunto discreto X de R con mais dun punto non € conexo:
sep € X, enton {p}| X\ {p} € unha separacion non trivial de X.

En particular, calquera subconxunto finito de R™ con mais dun punto non ¢é
conexo; N e Z non son conexos.

Q non é conexo: por exemplo, (—o0, v/2) N Q|(v/2, +00) N Q é unha
separacion non trivial de Q.

Os unicos subconxuntos conexos de QQ son os conxuntos unitarios:
en efecto, se X C Q non € unitario, entén
Ja,be X,a<b

Fr e R\NQ } a<r<b=»(—o0,r)NX|(r,+00) N X éunha
separacion non trivial de X,
== X non € conexo.




5.6 TEOREMA

O intervalo pechado I = |0, 1] é conexo.

DEMOSTRACION
Supofiemos que U|V ¢ unha separacion non trivial de I = [0, 1] C R e imos chegar
a unha contradicion.

1lel=UUV=»1cU ou leV; supoiiemos1 eV

= 37 >0|By(l,r)CV
I
l1-rl4+r)nI=(1-r1]

Por outra parte,

UcC[0,1]CR, U#0=>3a=suplU
U acoutado superiormente =-q<1-—7r<l1.
VeelU xz<1—r

Ademais a > 0, xa que se a = 0 tense que U = {0}, que non ¢ aberto en [0, 1].
Logo0 <a <1, aecl=UUV,ecaben daas posibilidades:
a€U=»3e>0|Byla,e) = (a—¢,a+¢)CU
(contradi a = sup U: a + €/2 seria un elemento de U maior que a)
a€V=>3e>0|Bila,e)=(a—¢,a+e)CV
(contradi a = sup U: a — /2 seria cota superior de U menor que a),

conque chegamos a unha contradicion, logo a separacion U|V de I = [0, 1] ten que
ser a separacion trivial. Polo tanto, o intervalo pechado [0, 1] é conexo. |



Conexion e continuidade

5.7 TEOREMA

Se X é un subconxunto conexode R" e f: X C R" — Y C R™ é unha
aplicacion continua, entén o subconxunto f(X) de R™ é conexo.

DEMOSTRACION

Consideramos unha separacién U|V de f(X) e debemos ver que é a separacion
trivial de f(X).

Como a continuidade de f non depende do codominio, considerada con valores no
conxunto imaxe a aplicacion f: X — Y = f(X) é continua, ¢ ademais é
sobrexectiva. Enton,

F7HU) e £ (V) son abertos en X
U|V separacionde Y = f(X)=>{ f LU )U f (V)= H(UUV) = (Y)=x
Froyn vy =funv)=f10) =
)

= [ (U)=0ou f'(V)=0

X conexo

= U=f(f~U)=0ouV=Ff(f"(V)=0

f: X — Y sobrexectiva

= |V éa separacion trivial de Y = f(X).

5.8 COROLARIO

A conexion é unha propiedade topoloxica.

DEMOSTRACION

Sexan X C R™, Y C R"™, e supofiamos que X ¢ conexo e X ~ Y, ¢ dicir, que
existe un homeomorfismo f: X — Y. Debemos ver que Y € conexo. Agora ben,
se f ¢ un homeomorfismo, ¢ continua e sobrexectiva. Polo tanto, Y = f(X) é
conexo, polo teorema anterior. |



5.9 COROLARIO

Calquera intervalo pechado [a,b] (a,b € R,a < b) é conexo.

DEMOSTRACION

[0,1] = [a, b], [0, 1] conexo == [a, b] conexo [ |

5.10 COROLARIO

Sea,b € R", a # b, o segmento de extremos a e b
Lia,b)= {a+t(b—a)|te]0,1]}

é conexo.

DEMOSTRACION
Basta escribir L[a, b] como a imaxe por unha aplicacion continua dun conxunto
conexo. Pois ben, fixados a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) € R,
f:0,1] — R"
t —>a+tb—a)=(ar+tby —ai), ...,an +t(by, — an))

¢ unha aplicacion continua e [0, 1] é conexo, logo
F(0,1) = {f®) [te0,1]} = {a+t(b—a)[te0,1]} =Lla,b]

.
€ conexo. ]
Imos ver unha caracterizacién da conexién, segundo a cal un subconxunto X

de R™ & conexo se, e s6 se, cada par de puntos distintos de X pertencen a un

mesmo subconxunto conexo de X . Sera consecuencia do seguinte lema.



5.11 LEMA

Sexa X un subconxunto de R"™ e C' C X. Se U|V é unha separacion de X, enton
(UNC)|(VNC) éunha separacion de C (¢ a separacion inducida pola separacion U|V
de X).

DEMOSTRACION
Se U|V é unha separacion de X, enton
U,V abertosen X =» U N C eV N C son abertos en C'
vuv=X = UnC)u(VnC)=0uv)nC=XnC=C_
unv=0 =2 UnC)NnVnNnC)=U0UnNV)NnC=0NnC =40,

logo (U N C)|(V N C) ¢é unha separacion de C. |

5.12 PROPOSICION
Se X C R", enton
X éconexo <= Vx,ye X,x#y, 3C C X,C conexo, x,y € C.

DEMOSTRACION

Inmediato, xa que se X ¢ conexo basta tomar C' = X.

Probaremos o contrarreciproco desta implicacion. Supofiemos que X non é conexo,
logo existe unha separacion non trivial U|V de X; isto &, U |V é unha separacion de X tal
que U # (e V # 0, asi que podemos tomarx € Uey € V.

X Supofiamos que existe un subconxunto C' de X tal que
x,y € C, e imos ver que C non pode ser conexo.

Polo lema previo, (U N C)|(V N C) ¢ unha separacion
de C,cademaisx € UNC,y € VNC,logo tense que
(UNC)|(V NC) éunha separacion non trivial de C,

asi que C non pode ser conexo. |

Observamos que o anterior resultado inclie como conexos ao conxunto baleiro e
aos conxuntos unitarios, xa que estes non contefien ningin par de puntos
distintos.



5.13 COROLARIO

O espazo euclidiano R™ é conexo.

DEMOSTRACION

E consecuencia inmediata da proposicion anterior, dado que dous puntos calquera x,y € R",
x # y, pertencen ao segmento de extremos x, y. Asi, x,y € C' = L[x,y] C R", que é un
conexo . |
5.14 COROLARIO

Os subconxuntos conexos de R son os intervalos xeneralizados, é dicir, os
conxuntos J C R tales que

v,y € J, x<y=|x,y] CJ

DEMOSTRACION

Se J € un intervalo xeneralizado, ¢ inmediato que ¢ conexo, pola proposicion 5.12, dado que
dous puntos calquera z,y € J,  # y, estan no intervalo pechado que ten por extremos x

e y, o cal esta contido en J.

E estes son os tnicos subconxuntos conexos de R, xa que no caso de que J non sexa un
intervalo xeneralizado existen z,y € J, x < y, pero [z, y] ¢ J, é dicir,

326R|m<z<y,z¢J,

logo (—, 00, z) N J|(%,4+00) N J é unha separacion non trivial de J, e J non seria
conexo. |

5.15 COROLARIO (Teorema dos valores intermedios)

Sexa X un subconxunto conexo de R™ e f: X — R unha aplicacion continua.
Sexan a,b € X, y € R tales que f(a) <y < f(b). Enton existe x € X tal que

fx)=y.

DEMOSTRACION
Dado que X ¢é conexo e f continua, f(X) é un subconxunto conexo de R, logo é un
intervalo xeneralizado J, e como f(a), f(b) € f(X),

fla) <y <fB)y=>ye(fla),fB)]CJ=fX)=>TxeX|[fx)=y MW



5.16 PROPIEDADE

Os intervalos xeneralizados non baleiros, que son os conexos (distintos do
conxunto baleiro) contidos en R, son os subconxuntos de R da forma

{a}, (a,b), [a,b), (a,b], [a,b],
(a,+00), (—00,b), [a,+00), (—o0,b], (—o0,+00) =R.

Se J C R ¢ un intervalo xeneralizado, satisfai a propiedade:
ryeJ, x<y=lr,yCJ

Tédolos conxuntos antes enumerados a verifican. Reciprocamente, para comprobar
que se J ¢ un intervalo xeneralizado () non baleiro, entdn é necesariamente un
destes conxuntos, imos ver que J é tal que (a,b) C J C [a,b], onde

infJ se J esta acoutado inferiormente,
a =
—00  noutro caso,

b— {sup J  se J esta acoutado superiormente,

400 noutro caso,

€ supofiemos que
[a,b] = {a} sea=0b,
un corchete xunto a —oo ou 400 interprétase como unha paréntese.

Pois ben, se J ten mais dun punto,

a<tl=fd>5|m€J|x<ttE[Ty]
fedea =>tcJ=>tclab. A
t<bd=>rd [ayeJ\t<y (%) defde a,b
c c 0

te (a,b)=>



LA

A unién UE; de conxuntos conexos
eI

non é necesariamente conexo

| |
RS

O conxunto X = Eo\J(UE: ) € conexo
i€x

/




5.17 PROPOSICION

Sexa {E;};cr unha familia de subconxuntos conexos de R™ e Ey C R™ un
conxunto conexo tal que Eq N E; # () para todo i € 1.
Enton, o conxunto X = Eg U (UieIEi) é conexo.

DEMOSTRACION
Imos probar que a Unica separacion que admite X é a separacion trivial. Sexa U|V
unha separacion de X. Enton,

U N Ey|V N Ey é unha separacion de Ey = U N Ey=Ey ou VNEy = Ey.

E( conexo
Supofiamos U N Ey = Ey. Enton, Ey C U. Por outra parte, para cada i € I,

U N E;|V N E; éunha separaciéonde E; =» UNE; = E;ouVNE; =E;
E; conexo Vie]

EOC[I\“{EOﬂEi#@
UieIEiCU<=EZ‘CU<=UﬂEi:Ei<=UﬂEi7é(Z)
viel Viel viel

Logo X = EqU (UieIEi) cU,édici, X =UeV =0,asique U|V éa
separacion trivial. ]

5.18 COROLARIO

o Se { X },c; € unha familia de subconxuntos conexos de R™ tal que
NicrX; # 0, entén U;e1 X; é conexo.

@ Se A e B son dous subconxuntos conexos de X tales que AN B # (), enton
AU B é conexo.




5.19 TEOREMA

Se X C R", Y C R™ son conxuntos conexos, enton o seu produto cartesiano
X x Y c R*"™ ¢ conexo.

DEMOSTRACION

Sexan (a,b), (p,q) € X x Y eimos ver que ambos pertencen a un mesmo
subconxunto conexo C' de X X Y (e bastara aplicar a proposicion 5.12 para
concluir).

Xa que a aplicacion f: x € X — (x,b) € X x Y é continua e X é conexo, tense
que f(X) = X x {b} éun subconxunto conexo de X x Y.

Edadoqueg:y €Y — (p,y) € X x Y é continua e Y ¢é conexo, tamén
g9(Y) = {p} x Y & un subconxunto conexo de X x Y.

Agora, a interseccion destes dous conxuntos € non baleira, xa que

(p,b) € (X x {b}) N ({p} x Y),

logo C = (X x {b}) U ({p} x Y') é un subconxunto conexo de X x Y que contén
aos dous puntos (a,b), (p, q).

Polo tanto, X x Y é conexo. |



5.20 PROPOSICION

Sexa C' un subconxunto conexo de R™. Se X é un conxunto tal que C C X C C,
enton X é conexo. En particular, a clausura dun conxunto conexo tamén é conexo.

DEMOSTRACION
Consideramos unha separacion U |V de X e imos ver que ¢ a separacion trivial.

U|V separacion de X == U NC|V NC separacion de C = UNC|VNC = §|C.

C' conexo

Supoiiemos U N C' = () e queremos ver que U = ().

Seexistex € U C X C C, enton

xeU = 3Jr>0|Bxxr)cUcCX
U aberto en X

x€ C=> dador >0, Bgn(x,r)NC #0
Inccx
Bgn(z,7) N X NC =Bx(z,r)NC CUNC,

logo seria U N C # @, que é unha contradicion; polo tanto, U = (), e a separacion
U|V de X ¢ a separacion trivial. [ |



Conxuntos conexos por camifios

5.21 DEFINICION (CAMINO)
Sexa X C R"™. Un camiiio en X ¢ unha aplicacion continua
a:1=100,1] — X.

Se a(0) = x, a(1) =y, dise que o é un camisio en X que unex ey, e quex ey
estan conectados por camirnios en X .

5.22 PROPOSICION

A relacion “estar conectados por camifios en X ” é unha relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION
Pofiemos x~y < Ja:1— X continua | &(0) = x, (1) = y.

Vx € X,a:t €l at) =x € X ¢éunha aplicacion continua (un camifio
constante) tal que (0) = x = (1), logo x ~ x.

x,y€ X, x~y=>3Ja:1— X camifio ‘ a(0) =x,a(l) =y.

O camifio inverso de @ é &: I — X, dado por a(t) = a(1 — t), que ¢ unha aplicacion
continua, xa que ¢ composicion de aplicacions continuas:
tel—=l1—-tel—a(l-t)e X,a0)=a(l) =yp,a(l) =a(0) =x,logoy ~ x.
x,y,2€ X, x~y,y~z=» Ja,[b: 1 — X camifios tales que

a(0) = x,a(l) =y = p(0), 8(1) = z. O camifio producto de a ¢ 3 ¢ a aplicacion
a* f: 1 — X dada por

a2t se 0<t<1/2,
(@x8)1) = {220 sl
B2t—1) se 1/2<t<1,
que esta ben definida, e ¢ continua por ser a aplicacion combinada de duas aplicacions
continuas definidas en pechados de [0, 1].
Ademais, (a* 8)(0) = a(0) =x, (ax B)(1) = B(1) =z, logox ~ z.



5.23 DEFINICION (CONXUNTO CONEXO POR CAMINOS)

Dise que un subconxunto X de R™ é conexo por camirios se, para cada par de
puntos x,y € X, existe un camifio en X que une x ¢ y.

5.24 EXEMPLO
Calquera intervalo xeneralizado J C R ¢é conexo por camifios.

En efecto, se =,y € J imos ver que existe un camifio que une z € y.
Se x = y valeria o camifio constante (a relacion “estar conectados por camifios” € reflexiva),
asi que podemos supoiier x # y, e ademais que x < y (xa que a relacion € simétrica).
Asi, a aplicacion a: T = [0,1] — J C R definida por

a(t) =z +t(y — z),

¢ unha aplicacion continua e a(I) = [z,y] C J, xa que J ¢ un intervalo xeneralizado, e
ademais a(0) = z, «(1) = y. Logo J é conexo por camifios.

5.25 TEOREMA

Todo conxunto conexo por camifios é conexo.

DEMOSTRACION

Supofiamos que X ¢ un subconxunto conexo por camifios de R™. De acordo cunha
proposicion anterior (proposicion 5.12) para ver que X ¢é conexo basta ver que dous
puntos distintos calquera pertencen a un mesmo subconxunto conexo de X.
Sexanx,y € X, x # y. Xa que X ¢é conexo por camifios,

Fa: I — X camifio | (0) = x, (1) = y.
Ademais,
I =[0,1] conexo, : I — X continua =» «(I) conexo,

logo C = «(I) ¢ un conxunto conexo, C C X e x = «(0),y = (1) € C.
Polo tanto, X é conexo. |



5.26 PROPOSICION

Se f: X CR® — Y C R™ éunha aplicacion continua e X é un conxunto
conexo por camifios, entén o subconxunto f(X) de R™ é conexo por camifios.

DEMOSTRACION
Sexan y,,y, € f(X) e vexamos que existe un camifio en f(X) C Y C R™ que

une y, € y;.
Sexan xg,x; € X tales que y, = f(x0),»; = f(x1). Como X ¢ conexo por
camifios,

Fa: I — X camifio | (0) = xo, (1) = x1,

e, por tanto,
foa:I— f(X)CY CR™

¢ unha aplicacion continua, por ser a composicion de duas aplicacions continuas, e
ten a imaxe contida en f(X), asi que é un camifio en f(X), e tal que

(foa)(0) = f(x0) =po,  (foa)(l)=f(x1) =y,
Polo tanto, f(X) é conexo por camifios. |

5.27 COROLARIO

A conexion por camifios é unha propiedade topoloxica.




5.28 OBSERVACION

Se X C R", X é conexo por camiflos se, € s6 se, hai unha unica clase de
equivalencia para a relacion “estar conectados por camifios en X .

Asi, fixado un punto xy € X, X é conexo por camifios se, ¢ s se, para cada punto
x € X existe un camifio en X que une xg € X.

5.29 EXEMPLO
Calquera bola (aberta ou pechada) en R™ € un conxunto conexo por camifios.

Vémolo para o caso das boélas abiertas (e da mesma maneira faise para as bolas
pechadas).

Dado que a conexion por camifios ¢ unha propiedade topoloxica e todas as bolas
abertas son homeomorfas entre si, basta ver que a bola abierta B = Bga (0, 1) é
conexa por camifios.

) 16 in < uiv: ia, A\
Agora, como a relacion “estar conectados por camifios” € de equivalencia, basta ver
que 0 ~ x para cada x € B, ¢ dicir, basta ver que existe un camifio en B que une 0

e x. Pois ben, fixado x = (21, ...,2,) € B, tense que

a:[0,1] — B CR"
t— a(t) =tx = (tzy, ..., tey,)

¢ unha aplicacion: esta bien definida xa que toma valores en B, dado que se
0 <t<1,enton

llell <1
d(a(t),0) = lla@®)] = lltxll = [¢] el <1,

[t]<1

¢ continua (o ¢ cada compoiiente ¢ € [0,1] — x;¢ € R), e une 0 e x, xa que
a(0)=0-x=0,a(l)=1-x=x.




6. Compacidade



Conxuntos compactos

6.1 DEFINICION (RECUBRIMENTO)

Sexa X C R”. Un recubrimento aberto de X é unha familia I/ de conxuntos
abertos en X tales que
x= U

veu
SeU’ C U eU' éun recubrimento de X, ¢ dicir, X = J; ;s U, dise que U’ é un
subrecubrimento de U.

Un recubrimento aberto ¢ de X (ou un subrecubrimento U/’ de ) dise que é un
recubrimento (ou un subrecubrimento) finito se ¢ unha familia finita de conxuntos.

y

6.2 DEFINICION (CONXUNTO COMPACTO)

Un conxunto X C R” dise que é compacto se todo recubrimento aberto de X
admite un subrecubrimento finito.

6.3 NOTA

A propiedade que define a un conxunto compacto chamase propiedade de
Heine-Borel, e é equivalente considerar recubrimentos abertos de X ou
recubrimentos de X por abertos en R™.

| A

Un recubrimento de X por abertos en R™ é unha familia V' de abertos en R"
tal que
xc w
Vey
Se V' c Vétalque X C Jy ey V, tamén dicimos que V' € un
subrecubrimento de V.

JAO.G. & MEVA.



Se X C R", as seguintes propiedades son equivalentes:

(a) V U recubrimento aberto de X I Ui,..., U, €U { X=UU---UUpn,
(b) V V recubrimento de X por abertos en R" 3 Vi,...,V,, € V | XcWviu---uVy,

(a)=-(b) | Supoiemos (a), e consideramos un recubrimento V de X por abertos en R".

Enton,
X UV:»X:(UV)mX:UVmX Uuv
vey vev vey Uueu

onde U = {U cX ] U=VnX,Vey } , que é un recubrimento aberto de X.
Por (a),

30, ..., Un €U | X=TU1U... UUn, C ViU ... UV,
IV, eV|IV;NX=U;

(b)=(a) | Supofiemos (b), e consideramos un recubrimento aberto ¢/ de X,

X=|JU UecuU=Uabertoen X=3 VabertoenR" | U =V N X,
veu

e se pofiemos V = { V aberto en R" | VnXelu } , entén )V € un recubrimento de X por
abertos en R™ e podemos aplicar (b):

X=JUc V=3IV, . VueV|XCWU.. .UV,
(b)
veu vey

2 X=ViU...UVm)NX=WVinX)U...U(V;,u NX)=U1 U ... UUp,

onde U; = V; N X € U (pola construccionde V) Vi=1,...,m. |



6.4 PROPOSICION

Sexa f: X C R™ — Y C R™ unha aplicacion continua. Se X é compacto, enton
f € uniformemente continua.

DEMOSTRACION
Para probar que f: X — Y é uniformemente continua temos que demostrar que

Ve>0,36>0|xpe X, dxy) <d=d(f(x),f(p) <e

Sexa € > 0. Por hipdtese, f é continua en cada punto @ € X, logo

Vac X, dado%>0 36,> 0| f(Bx(a,d)) CBy(f(a),%). (+)

Agora,
da
X = U BX (a7 5),

logoU = {Bx(a,6,/2) }an ¢ un recubrimento aberto de X . Polo tanto, se X ¢é
compacto,

Jday,... am€X|X Bx(al, )U UBX<am,ﬁ>.

Tomamos § = % min{dy,,...,0,, }, € sexanx,y € X.Imos comprobar que se

d(x,p) < & (neste caso x ¢ y van a estar nunha mesma bola aberta Bx (a;,d,)),
enton d(f(x), f(»)) < e. En efecto,

Oa. €
xeX=>3j5e{l,...,m} ‘xe B(aj,j) C B(aj,éaj)?d(f(x),f(aj)) <3
y€X=>d(y,aj)§d(y7x)+d(x,aj)<5+5;’ < b, =>d(f(y) fla;)) < g

=>d(f(x), f(v)) < d(f(x), f(a;)) +d(f(a;), f)) < 5 +* u

[\



6.5 EXEMPLOS
@ Todo subconxunto finito X de R™ é compacto.
Se X = 0, é trivial. Se X # (), supofiamos que X = {x1,...,Xm } esexa ) un

recubrimento de X por abertos en R™. Entdn,

X={x,....xm} C |JV=>Vi=1,....mIV,eV|x eV
vev

= X={x}U...U{xn}CViU...UVpy.

Ou ben, se houbésemos tomado un recubrimento aberto 4 do conxunto finito X, entén
U C P(X) ¢é finito, logo 0 mesmo U valeria como subrecubrimento finito de /.

@ Ningun subconxunto discreto infinito de R™ é compacto.

Se X ¢ discreto, enton U = { {x} | x € X } ¢ un recubrimento aberto de X, xa que
X = Usex 1x}- Se X ¢é compacto, entén

El{x1},...,{xm}€U’X:{x1}U...U{xm}: {x1, ..., xXm },

¢ dicir, calquera subconxunto compacto discreto de X ¢ necesariamente finito. Por
exemplo, N e Z non son compactos.

@ O subconxunto X = (0,1) de R non é compacto.

En efecto, da propiedade arquimediana de R, séguese que

o= Yl

n>2

asiqued = {(1/n,1) | n € N\{1}} éun recubrimento aberto de X.
Se U tivese un subrecubrimento finito U’ = { (1/n;,1) |i =1,...,m }, serfa

0,1) = (nill) U...u (il) = (%1) #(0,1), N =max{ni,...,nm}.

@ R" non é compacto, como se segue da seguinte proposicion.




6.6 PROPOSICION

Todo subconxunto compacto de R™ é acoutado.

DEMOSTRACION
Sexa X C R™.
X cR"= [ JB(0,k),
keN

como consecuencia da propiedade arquimediana de R:
x€R"=> |lx|| >0=>3keN,|x| <k=>3keN|xeB(0,k),
logoV = {B(0,k) | k € N} éun recubrimento de X por abertos en R".
Se X ¢é compacto, enton

Fk1,... km €N| X CB(0,k1)U ... UB(0, k) =B(0,7),
onde r = max{ki,...,kn}, e polo tanto X & acoutado.

6.7 COROLARIO

R"™ non é compacto.




6.8 PROPOSICION

Todo subconxunto compacto de R™ é pechado en R™.

DEMOSTRACION

X C R™, X compacto nl| X CU,
=P =
y € RN X } 3 U,V abertos en R yev, Uunv =10,
pois
VxeX n|X€Us _
VX } = x ;éan E:dorffﬂ Uy, V, abertos en R vev. UNVe=0,
logo

X C U Ux, y E m Vw-
xeX xeX
conque S€ ten

XcU,UuU...uU, =U
= ! m
Xc gUxXcompactoaxl, ,meX yEVxlﬂ ﬁme :V,

onde U ¢ V son abertos en R", e son disxuntos:

UNV =(Uy,U...UU, )NV =U,NV)U ... U (U, NV)
C U NVe)U .o U Uy, NV, ) =0=>UNV =0.
=0 =0

Polo paso anterior, se X é compacto, entén ¢ pechado en R", xa que
y € R"™\ X==3J U,V abertos en R" |y eV CR"\U C RM\ X
=>3r>0|B(y,r) CVCR\X
= R"\ X ¢ aberto en R". |



6.9 TEOREMA
O intervalo pechado I = |0, 1] é compacto. J

DEMOSTRACION
Sexa U un recubrimento aberto do intervalo pechado I = [0, 1], é dicir,

Uv. Uabertoenl VU € U,
Ueu

e debemos ver que I esta contido nunha unién finita de membros de U.
Para isto, consideramos o conxunto

E = {z €1|]0,z] esta contido nunha unién finita de membros de U/ } ,
e debemos ver que 1 € F, ¢ dicir, que F = I, para o que probaremos que ¢ un

conxunto non baleiro que ¢ aberto e pechado en I; posto que I é conexo sera £ = 1.
En primeiro lugar, £ ¢ non baleiro, xa que

0elI=>=3U el |0eU=>»3r>0|By0,r)=[0,r) CU =>[0,r) C E.
[0,2]CU V z€[0,r)
FE ¢ aberto en I:

reECI=>3UyclU|xcUy=>=3r>0|Bi(z,r)=(z—r,z+r)NIC Uy

\ \
HUl,...,UmEZ/{, VUGBH(:E T')>
[0,1‘] C U1U"'UUm=>[0,y] cUiu--- U,,LUUO=>BH(JZ ’I“) CcC E.

FE ¢é pechado en II:

reNECI=>3Uscl ’ € Ug=>3s5>0 ‘ Bi(z,s) = (z—s,z+s)NI C U,
logo By(z,s) C I\ F, xa que se existe y € By(z, s) tal que y € E, entdn
U, eU|0,yc U U...U U=»[0,2]c U U...U U;U Uy=>z € E.
i ,1
[ |



Compacidade e continuidade

6.10 TEOREMA

Se X ¢ un subconxunto compacto deR" e f: X CR” — Y C R™ é unha
aplicacion continua e sobrexectiva, enton o subconxunto 'Y de R™ é compacto.

DEMOSTRACION
Sexa U un recubrimento aberto de Y, isto €,

Y = UU, UabertoenY YU €U,
Ueu
e debemos ver que U/ ten un subrecubrimento finito. Agora,
X=rw)=r(Uv)= U ro,
Ueu Ueu

ecada f~1(U) é aberto en X porque U éabertoen Y e f: X — Y & continua.
Logo { 1) | Ueld } ¢ un recubrimento aberto de X. Como X ¢é compacto,
existen Uy, ..., Uy € U tales que

X=fHU)uU...uf YU,

8y fX) = F ) U U F )

— fF(fTU)) U UF(FH ) = U1 U .. U T n
6.11 COROLARIO

Se X ¢ un subconxunto compacto deR™ e f: X C R” — Y C R™ é unha
aplicacion continua, enton o subconxunto f(X) de R™ é compacto.

6.12 COROLARIO

A compacidade é unha propiedade topoloxica.

6.13 COROLARIO
Calquera intervalo pechado [a,b] (a,b € R,a < b) é compacto.




6.14 EXERCICIO
(1) Sex € R™,y € R™, enton

Bgn (x, r/\/ﬁ) X Bgm (, 7“/\/5) C Bgn+m ((x,),7).

(2) Se W & un aberto en R™"T™ e (x,y) € W, enton existe un aberto U en R™ e un
aberto V en R™ tal que (x,y) e U x V. C W.

v

6.15 TEOREMA

O produto cartesiano de conxuntos compactos é un conxunto compacto.

DEMOSTRACION

(Lema do tubo) Sexanx € R, Y C R™, Y compacto. Sexa W un
aberto en R""™ tal que {x} x Y C W. Enton existe un aberto U en R™ que
conténaxtalque {x} xY CcUxXxY CW.

PROBA. Paracaday €Y, (x,y) € W, logo (exercicio anterior)

3 U, abertoen R", x € U,
(x,y) €U, x V,, C W.
3V, abertoen R™, y €V,

Agora, V = { Vi | yey } ¢ un recubrimento do compacto Y por abertos en R™,
logo
Iy, W EY|Y CV, U UV,

SeU=U, N...NUy,enton U € un aberto en R", x € U, e tense

{x}xYCcUxYcCcUx(V,,Uu---UV,)
=UxV,)U...UUxV,)
C Uy, x VU ... U(Uy, xVp,)
cWw.



Se X CR"™ eY C R™ son conxuntos compactos, enton X XY éun
subconxunto compacto de R"t™,

PROBA. Sexa W un recubrimento de X x Y por abertos en R™,

Dadox € X,{x} xY ~ Y, logo {x} x Y C R*™ ¢ compacto, e YV tamén
recubre {x} x Y,

{x}xY C U W = 3W,... . W eW|{x}x¥C WiU---UW, = Wi
Wew {x} XY compacto notacion—2A

asi que W, & un aberto en R"+™ que contén a {x} x Y, conque polo lema do tubo,
FUyabertoen R", x € Uy | {x} x Y C Uy x Y C W ., unién finita de membros de W.

Agora, a familia ¢ = {Uy | x € X } ¢ unrecubrimento de X por abertos en R",
e dado que X ¢é compacto,

Elxl,...,xreX|XCleU oo U Uy,
e, polo tanto,
XXY C Uy xY)U ... U(Uy, xY)C Wy, U...UW,,,

onde cada I;Iv/xi ¢ unha union finita de membros de VW, do que se segue que, en
efecto, W ten un subrecubrimento finito. Logo X x Y é compacto.

Se X1 C R™, ..., X C R™ son conxuntos compactos , enton
X1 X ... x X}, éun subconxunto compacto de R+ 7k,

PROBA. Por inducién: para k = 2 verificase polo paso 2. Supofiemos que se
verifica par k — 1 e é inmediato que se verifica para k, xa que

X1 x--- XXk%(Xl Xoee Xkal) X X
compacto
por hipétese inducion

€ compacto, outra vez polo paso 2. |



6.16 COROLARIO

Paracadaa = (a1,...,a,), b= (b1,...,b,), onde a;,b; € R, a; < by,
1 =1,...,n, orectangulo pechado de R", de extremos a e b, definido por

Rla,b) = {x=(z1,...,2p) ER" |a; <ax; <bj;i=1,...,n},

é compacto.

DEMOSTRACION

Todo rectangulo pechado ¢ produto cartesiano de intervalos pechados, que son
compactos,
Rla,b] = [a1,b1] X ... X [an,by]. ]

6.17 LEMA

Todo subconxunto pechado dun compacto X C R™ é compacto.

DEMOSTRACION

Sexa F' C X, X compacto e F' pechado en R” (equivalentemente, pechado en X,
xa que X ¢ pechado en R™). Consideramos un recubrimento V' de F’ por abertos
en R™,

Fc |JV=XCFUR®R\F)C (U v) (R™F),
vey Vey

logo V=Vu {R™\ F'} € un recubrimento de X por abertos en R", e xa que X ¢
compacto, tense

AV, .V €V V| X CVU ... UV, U(RMNF)
=3V, ....Vu€V|FCViU...UV,.

Polo tanto, F' é compacto. u



6.18 TEOREMA (Teorema de HEINE-BOREL (12 version))

Un subconxunto X de R™ é compacto se, e so se, é pechado en R™ e acoutado.

DEMOSTRACION
Se X C R™ é compacto xa temos visto que X ¢ acoutado (proposicion 6.6) e
pechado en R™ (proposicion 6.8).

Reciprocamente, supofiamos que X ¢ acoutado ¢ pechado en R™. Enton,
X acoutado =37 >0 | X C Bgn(0,7) C [-7,7] x () % [—r, 7] compacto,

e como X ¢ un pechado contido nun rectangulo pechado, que é compacto, enton,
polo lema anterior, X é compacto. ]
6.19 PROPOSICION

Se X C R™ é un conxunto compacto non baleiro, toda funcion continua
f: X — R “alcanza’ o seu maximo e o seu minimo.

DEMOSTRACION

Dado que X é compacto, X # 0, e f: X C R™ — R ¢ unha aplicacion continua, o
subconxunto f(X) de R é compacto, logo é un subconxunto (non baleiro) acoutado
e pechado en R,

IM =sup f(X) M e f(X)

F(X) acoutado , f(X) # 0==>"" _ inf () f(x)%chadom c F(x),

xaquese M ¢ f(X), como f(X) é pechado en R,
Ir>0|(M—r,M+r) C R\ f(X),

0 que contradi a definicion de supremo, xa que M — r /2 seria unha cota superior
de f(X) menor que M, asi que M € f(X). Analogamente, m € f(X). [ |



6.20 TEOREMA (Teorema de HEINE-BOREL: Caracterizaciéns da compacidade)
Se X C R”, as seguintes propiedades son equivalentes:
(a) X é compacto (X ten a propiedade de Heine-Borel).

(b) Todo subconxunto infinito de X ten un punto de acumulacion en X
(X satisfai a propiedade de Bolzano-Weierstrass).

(c) Toda sucesion en X ten unha subsucesion converxente en X
(X é secuencialmente compacto).

(d) X épechado en R™ e acoutado.

DEMOSTRACION
(a)=(b)

Sexa X C R"™, X compacto, e supofiamos que A ¢ un subconxunto de X que non
ten ningun punto de acumulacién en X. Tense:

VxeX, x¢ /= VxeX Ir,>0|B*(x,7x) NA=1,
¢ dicir, B(x, ) contén como moito un punto en A (o punto x, se x € A). Agora,

X C U (x, 7 =>Elx17 o Xm € X | X CB(x1,7%) U ... UB(xpy,7y,,)
zeX
= AC X CB(x1,mq)U ... UB(xpm,7y,,)

= A=AN (Bx1,ry,) V- UB(xpm,y,,))
= A C {x1,...,x,, } = A ¢ finito.

Logo X satisfai a propiedade de B-W.



(b)=(c)

Supofiemos que X satisfai a propiedade de B-W, consideramos unha sucesion {xy, }
en X e imos ver que ten unha subsucesion converxente a un punto de X.

Para isto, tomamos o conxunto
A= {x|keN} CcX.

Se A é finito, a0 menos un termo da sucesion repitese infinitamente, logo {xy} ten
unha subsucesion constante, que ¢ converxente en X .

Se A ¢ infinito, pola hipdtese existe polo menos un punto x € X tal que x é punto
de acumulacién de A. Pois ben, imos ver que {x } ten unha subsucesion que
converxe a X, para o que imos construir unha aplicacion estritamente crecente

¢: N — N que defina unha tal subsucesion. Xa que x € A’, cada bola aberta en R™
de centro x contén infinitos puntos de A, e imos utilizar que, en particular, para
todo k € N, B(x,1/k) N A ¢ infinito:

k=1=>3dm; €N } Xm, €B(x,1)N A, pofiemos (1) = my,
1
k=2=»3dmy € Nymy > my | X, € B(x7 5) N A, pofiemos p(2) = mao,
e procedemos por inducion. Se supofiemos definidos ¢ (1), ..., p(k — 1),
1 N
Imp > mg_1 | X, € B(x, %) NA, pofiemos (k) = my.
Asi, {x, (1)} ¢ unha subsucesion de {x; }, e dado que x,,(1) € B(x, 1/k) para cada

k € N, séguese que {x,(x)} — x (lema 3.12 de construcion de sucesions
converxentes). Logo X ¢ secuencialmente compacto.



(©)=(d)

Supofiemos que X ¢ secuencialmente compacto e imos ver que X ¢ pechado en R™
e acoutado.

Se X no ¢ acoutado,

VEEN, X ¢ Ban(0,k)=>3x; € X | |xe]| > k.

Tense que {x;} ¢ unha sucesion en X e, pola hipotese, debe ter unha subsucesion
converxente {x,x) }. Agora ben,

%o = @(k) >k Yk €N,

logo o conxunto { x,() | k& € N } non ¢ acoutado, o que contradi que o conxunto
de puntos de calquera sucesion converxente debe ser acoutado (proposicion 3.20).
Polo tanto, se X ¢ secuencialmente compacto, enton € acoutado.

Para probar que X ¢ pechado en R™ imos utilizar a caracterizacion secuencial dos
pechados en R™ (corolario 3.14), ¢ dicir,

X épechadoen R" < V {x;} sucesionen X, [ {x;} = xo = xp € X ].

Pois ben, sexa {x; } unha sucesion en X tal que {x;} — xo € R™. Debemos ver
que xg € X. Tense

{xi} sucesion en X =3 {x(1 } subsucesion de {x;} | {x,1)} =¥y € X

hipotese

{x, (k) } subsucesion de {x}, {xr} — xo ? {x,00} = X0
=—>x) =y, € X. Logo X ¢ pechado en R™.

(d)=(a) Esta na 12 version do teorema de Heine-Borel. |



6.21 COROLARIO

(1) Todo subconxunto infinito acoutado A de R™ ten ao menos un punto de
acumulacion (en R™).

(2) Toda sucesion {xy.} acoutada en R™ ten unha subsucesién converxente (a un
punto de R™).

DEMOSTRACION

(1) Se A C R™ ¢ acoutado, entén a stia clausura X = A é pechado en R™ e
acoutado, logo compacto, asi que X satisfai a propiedade de Bolzano-Weierstrass,
e polo tanto o subconxunto infinito A de X ten algiin punto de acumulacién no
conxunto X C R".

(2) O conxunto A = {x;, | k € N} é acoutado, logo {x} ¢ unha sucesion
converxente no conxunto compacto (logo secuencialmente compacto) X = A, e
polo tanto {x;} ten unha subsucesion que converxe en X C R". |





