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- INTRODUCCION. -

En los ultimos afios, los sistemas dinamicos han atraido
la atencién de numerosos investigadores de distintos campos,
los cuales han hecho incursiones en interesantes problemas
que son nuevas fuentes de motivaciones aplicadas mas allad de
los tradicionales problemas de mecanica clasica. Las
interacciones de estos campos con las matematicas
estimularon nuevas lineas de investigacién, y han sido
particularmente importantes en la determinacién de las
nuevas direcciones que, en las udltimas décadas, ha tomado la

teoria de sistemas dinamicos.

Desde el punto de vista matematico, y en el marco mas
general, se puede avanzar la siguiente definicién:

" . . .

Un sistema dinamico es el par formado por un conjunto

A y un (semi)-grupo actuando sobre A".



En general, en problemas interesantes a tratar, el
conjunto A estd dotado de un estructura, y la accién scbre A

es la definida por uno de sus endomorfismos.

Uno de los modelos mas sencillos de sistemas dinamicos
no lineales (disipativo) lo constituyen las iteraciones de
aplicaciones continuas del intervalo, f:I-——>I, que sirven
como modelo en diversos problemas en ciencias bioldgicas
{([Go1l,[Lal,[May]) y fisicas {([CE]l,[Lo]). En este caso, el
conjuntc A es el propio intervalo I considerado como espacio
topolégico, el semigrupo (Z',+) y la accién de semigrupo es

la aplicacién

Pocos afios atrds se consideraba que la teor{fa de
aplicaciones continuas unidimensionales era una parte poco
importante de la teoria general de sistemas dinamicos. Los
resultados entonces existentes eran exclusivos del caso
unidimensional y no tenfan una generalizacién natural en
varias dimensiones. Claramente, la estructura de tales
aplicaciones no es en absoluto trivial y ciertos hechos
conocidos ahora son extremadamente bellos e inesperados
presentando una fenomenologia muy rica y complicada, siendo
necesario incluso, para el estudio de ciertas propiedades,
considerar sistemas dindmicos cuyo espacio de fases (es
decir, el conjunto A) es un espacio funcional de dimensién
infinita (grupc de renormalizacidn, ver por ejemplo
[CE],IMel). Ademé&s, alguno de estos hechos admiten
extensiones naturales al caso multidimensional, si bien en
alguno de ellos dicha extensién resulta muy dificil o no

tiene sentido. En efecto, los sistemas multidimensionales




pueden exhibir fendémenos que no se dan en modelos
unidimensionales debido a lo restrictivo de la dimensién del
espacio de fases. Ademas, el orden natural de los numeros
reales tiene influencias combinatorias profundas en el
posible comportamiento de las iteraciones de la aplicacién
en el intervalo. Podria pensarse por tanto que la eleccién
de sistemas dinamicos unidimensionales es excesivamente
restrictiva, no obstante es la primera etapa en el
conocimiento de situaciones mas complicadas que aparecen en
dimensién superior; en efecto, alguna situacién
unidimensional persistente bajo pequefias perturbaciones se
manifiesta también en dimensién superior (tengase en mente
los atractores extrafios que aparecen en ciertos sistemas
dindmicos en dimensién tres, o la famosa familia de
difeomorfismos de Henon). Por otra parte, el estudio del
comportamiento de ciertos campos de vectores sobre R" puede
reducirse al estudio de problemas unidimensionales (via la
aplicacién de Poincaré, ver [CE] entre otros), sirva como
ejemplo la familia de flujos de Lorenz en dimensién tres

[ALMT].

Uno de los primeros resultados que muestran la
complejidad de la dinamica de aplicaciones del intervalo ¥y
que esta relacionado con la existencia de oOrbitas periédicas
de la aplicacién es el conocido teorema de Sharkovskii
([Sa1],1964) que afirma que toda aplicacién continua del
intervalo (o de R) en si mismo que tiene una o6rbita
periédica de periodo n tiene también una orbita periédica de
periodo m, siendo n y m enteros positivos relacionados entre

- . . . +
s{, n » m, por el orden definido en Z
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(Dicho teorema fue publicado en la revista Ukr. Mat. Z 16
jamas traducida al inglés, por lo que no fue conocido hasta
13 afios mds tarde gracias a la exposicién de Stefan [St}).
Una parte de este resultado fue dada independientemente por
i y Yorke en 1975 en su famoso trabajo "Period three
implies chaos” [LY]. (De hecho, ya a comienzos de siglo,
Fatou y Julia habian observade que las aplicaciones
cuadraticas podian tener una infinidad de puntos

periédicos.)

Una medida cuantitativa de la complejidad de Ila
dindmica de aplicaciones de un espacio topolégico compacto
es la invariante topolbgica Illamada entropia topolégica
introducida por Adler, Konheim y McAndrew en 1965 [AKM]. La
entropia (topoldégica) de f es un nlmero real no negativo,
denotado por h(f), que representa el crecimiento del numero
de diferentes orbitas de tamafio n si usamos una precisidén €
para distinguirlas. Para aplicaciones continuas y monédtonas
a trozos del intervalo (es decir, cen un numero finito de
extremos), h{f) coincide con el crecimiento del ndmero de
intervalos maximales de monotonia de las iteradas, [MS],
[Yol. En general, podemos pensar que entropia positiva
corresponde a una dinamica complicada. Por ejemplo, el
siguiente resultado, debido a Bowen-Frank [BF] y Misiurewicz
{Mi1], nos proporciona la relacién entre el resultado de
Sharkovskii y la entropia: "una aplicacién continua del
intervalo tiene entropia positiva si y sdélo si tiene puntos
periédicos cuyo periodo no es una potencia de dos".

Aplicaciones del intervalo con entropia positiva, algunas




e 1 .
veces llamadas cadticas’, pueden ser caracterizadas por la
presencia de herraduras de Smale, o6rbitas homoclinicas y

subshifts de tipo finito [Blil.

En esta memoria nos proponemos analizar algunos
aspectos, de tipo combinatorio, topolégico y diferenciable,
relacionados con la dindmica de endomorfismos del intervalo.

Con objeto de dotarla de wuna cierta autonomia,
recogemos en un Capitulo preliminar aquellas nociones y
propiedades sobre sistemas dindmicos, y en particular sobre
el sistema dinamico definido por un endomorfismo del
intervalo, que resultan de mayor significacién a lo largo de
la misma.

En el Capitulo 1 presentamos la dinamica simbdlica para
la renormalizacién de endomorfismos del intervalo con
entropia nula.

El Capitulo II se dedica al estudio de la dindmica
asintética de homeomorfismos obtenidos como restriccién de
endomorfismos regulares.

Por 1ltimo, en el Capitulo III, analizamos el conjunto

de valores del pardmetro para los cuales el punto extremo de

Son diversas las nociones de caos en la literatura (ver,

por ejemplo, Ruelle, Auslander y Yorke y sus referencias)
utilizdndose para definirlo conceptos de teoria ergddica,
topolégicos, etc... En términos puramente topolégicos, una

aplicacién fil—I1 se dice cadtica en un conjunto ACT si
para cualquier par de puntos x e y en A se verifica
n n n n
lim sup|f (x)-f (y)|>0 Lim inf|f Go-f (y){=0.
n—>00 P y y N> y

Este concepto es justamente el «caos en sentido de Li y Yorke

v esté relacionado con la inestabilidad segun Lyapunov. En
este sentido, si f es tal que h{f)>0 entonces la aplicacién
es cadtica, sin embargo existen aplicaciones cabticas con
h(f)=0. (en [FSS] pueden verse las relaciones entre

distintas nociones de caos).



la aplicacién tienda o "tent" tiene una 6rbita densa.

En la teoria de sistemas dindmicos ciertas técnicas de
renormalizacién han sido introducidas para explicar ciertos
fenémenos cuantitativos y universales que aparecen en la
bifurcacién de duplicacién  de periodo de familias
uniparamétricas de endomorfismos unimodales, es decir con un
unico extremo en el interior del intervalo (tipica ruta
hacia el caos en estas familias) ([CT],[Fel). Diversas
generalizaciones de esta idea han sido presentadas
posteriormente. Recordemos, a modo de ejemplo, algunos
hechos bien conocidos de la teoria de universalidad para
aplicaciones del circulo (ver, por ejemplo, [FKS],6 [ORSS]
[PTT]). Si f es un homeomorfismo del circulo, sabemos que el

numero de rotacion de f esta bien definido como

n
p(f) = ( lim X)Xy od
n->o00 n

siendo F:R—>R un levantamiento de f a R. A partir de F
podemos considerar la aplicacién de [0,1] en si{ mismo dada
por

f(x) = F(x) modl.
Se define entonces de rmanera usual la  aplicacién

renormalizada de f como
R(f) = h ™ oToh

siendo h una transformacién afin de I a un intervalo J en el
cual la aplicacién primer retorno, f, de £ a J es del "mismo
tipo" que f (es decir, la representacién sobre J de un
homeomorfismo del circulo). Evidentemente la elecciéon de J y

h no es dnica, y por tanto es necesario dar una regla para




la seleccién de los mismos entre todas las posibilidades (Es
otro problema parametrizar R en funcién de J y h). Esta
aplicacién renormalizada tiene un nuamero de rotacién,

p(R(f))=———1——-— mod 1. Por tanto la renormalizacién usual en

p(f)

aplicaciones del circulo, que actua en un espacio funcional,
se proyecta en la aplicacién de Gauss R(8)=~é mod 1, actuando
en [0,1). Es entonces una ardua tarea transportar las
propiedades de la aplicacién de Gauss al grupo de
renormalizacién R actuando en el espacio de funciones. Es
claro que la dindmica de R es al menos tan complicada como
la de la aplicacién que se proyecta en el espacioc simbélico,
y los 1nicos irracionales que dan lugar a puntos periédicos
(y en particular puntos fijos) de R son los "cuadraticos"
(raices de ecuaciones de grado dos y coeficientes
racionales), entre los que se encuentra el famoso ndmero
aureo.

En el caso de endomorfismos unimodales del intervalo,
la sucesién kneading o de amasamiento juega un papel similar
al numero de rotacién en aplicaciones del circulo como una
representacién simbodlica de la dindmica topolégica. Puesto
que existe una Unica sucesién kneading que describe la
acumulacién de bifurcaciones de duplicacién de periodo, la
dindmica simbdlica es muy simple en este caso. La
descripcién simbdlica pasa a ser muy rica cuando extendemos
el estudio a aplicaciones bimodales (es decir, con dos
extremos en el interior del intervalo) tales que la frontera
del intervalo es invariante. En este caso se puede definir
un (semi)grupo de renormalizacién que se proyecta a un
operador en un espacio simbdlico que presenta una herradura
(ver [GLTLIMZ] y [Mul). Puesto que no es facil hacer una

generalizacién en los términos empleados en estos trabajos



para el caso de endomorfismos del intervalo con un namero
arbitrario de extremos (ndétese que en ellos el problema estd
relacionado  con  bifurcacién  duplicando  periodo para
aplicaciones bimodales con dos generadores del semigrupo de
renormalizacién, teniendo una herradura con entropia
topolégica log 2), en el CAPITULO 1, presentamos una teoria
simbdlica para la renormalizaciébn en el caso de
bifurcaciones de duplicacién de periodo formulada para
endomorfismos del intervalo unidad arbitrarios, definiendo
para ello un espacio simbédlico, Ow, que describe todas las
dindmicas posibles de los endomorfismos del intervalo con
entropia nula restringidos a uno de sus conjuntos de Cantor
minimales invariantes. Se estudia entonces la dindmica
engendrada por cuatro endomorfismos de Ow que generalizan
los operadores de renormalizacién habitualmente definidos
para los endomorfismos diferenciables unimodales del
intervalo. A nivel topolégico estos endomorfismos tienen una
dindmica muy compleja (con entropia topolégica infinito) y
en especial una infinidad de puntos fijos. Los métodos
utilizados son de naturaleza combinatoria, simbdlica y
geométrica. Se formulan as{ mismo ciertas consecuencias
conjeturales de los resultados a nivel simbélico para estos
operadores en un cierto espacio de funciones. Hay que
resaltar que muchas de las observaciones experimentales de
universalidad del fenémeno de duplicacién de periodo en
sistemas macroscopicos [LLF] han sido realizadas cuando la
transicién hacia el caos ocurre después de la desaparicién
de un toro invariante [Ral. En tales casos, la modelizacién
unidimensional se hace en términos de aplicaciones continuas
del circulo que, en el caso no monétono, tienen al menos dos

puntos criticos. De ahi la importancia de estas técnicas en




aplicaciones multimodales en general.

En el estudio del comportamiento iterativo de una
aplicacién de un intervalo compacto, f:I——I, es esencial
conocer el conjunto w-limite de cada punto, es decir el
conjunto w(x) de puntos de acumulacién de {f"(x), nz0O}, xel.
Existen de hecho muchas posibilidades para tales conjuntos.
Sarkovskii, en [Saal], demuestra que w(f )=UX€Iw(x) es un
conjunto cerrado y por tanto Per(f)sw(f), siendo Per(f) el
conjunto de puntos periédicos de f. Resultados adicionales
concernientes a los conjuntos w-~limite para aplicaciones del
intervalo han sido estudiados por Sarkovskii y Kenzegulov en
[SK]. Ademas si f es un endomorfismo de I, monétono a trozos
(es decir, con un nUmero finito de intervalos de monotonia),
Preston, [Pr], da alguna informacién acerca de las
propiedades asintéticas de {f"(x), nz0} para un punto
genérico x de I, (entendiendo por puntos genéricos aquellos
pertenecientes a un subconjunto residual de I, es decir a un
subconjunto que contiene wuna interseccién numerable de
abiertos densos de I, que por el teorema de la categoria de
Baire es también denso en I). Pues bien, el comportamiento
de una tal 6rbita es uno, y sélo uno, de los siguientes:

(i) Finaliza eventualmente en un subconjunto invariante
C de I, que es la unidén disjunta de un numero finito de
intervalos cerrados, en el que f actlda transitivamente (es
decir, la o6rbita de algin punto de C es densa en C).

(ii) La oérbita es atraida hacia un conjunto de Cantor
invariante Kcl, en el cual f es minimal (es decir, la 6érbita
de todo punto de K es densa en K).

(iii) La  drbita estd contenida en un conjunto



invariante abierto en cuyas componentes conexas f  es
mondtona para todo nz0.

En el CAPITULO 2, describimos la dinamica asintética de
homeomorfismos obtenidos como restriccién de una clase
genérica de C’-endomorfismos del intervalo con un numero
finito de puntos criticos no-planos. El conjunto w-limite de
tales restricciones no puede ser infinito salvo en el caso
en que la restriccién de la aplicacién a la adherencia de
alguna oérbita critica es un homeomorfismo minimal de un
conjunto infinito. Esto da respuesta a una cuestién motivada
por el hecho conocido de que si la restriccion de f,
endomorfismo localmente expansivo de un espacio métrico
compacto, a un subconjunto E cerrado invariante es un
homeomorfismo entonces E es un conjunto finito [GHL
Probamos asimismo que la anterior propiedad de finitud es
también valida en el caso de aplicaciones trapezoidales del

intervalo con ciertas condiciones sobre las pendientes.

En el CAPITULO 3 nos interesamos en la familia de
aplicaciones lineales a trozos fs(x)=s(1—|x-1]), sell,2],
xe€l[0,2], conocida como la familia de aplicaciones "tent". La
importancia de tal familia estriba en que son aplicaciones
modelo en el espacio de aplicaciones unimodales del
intervalo. En efecto, como se muestra en [MTI], si f es un
endomorfismo unimodal del intervalo con entropia positiva
existe una semiconjugaciéon entre f y alguna aplicacién de la
familia fs' Este resultado es el andlogo al de Poincaré
acerca de que todo homeomorfismo del circulo con nimero de
rotacién irracional es semiconjugado a una rotacién rigida.

Por tanto la aplicacién tent juega el mismo papel de
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aplicacién modelo en el espacio de endomorfismos unimodales
como las rotaciones en el espacio de homeomorfismos del
circulo. Es importante estudiar como varia el comportamiento
de dichas aplicaciones con relacién al parametro; por
ejemplo, la cuestién de la monotonia de la entropia en
familias uniparamétricas de aplicaciones unimodales surge de
forma natural y aparece tan pronto como se comienza a pensar
sobre la entropia de las aplicaciones tent, (en este caso la
cuestiébn es muy simple, la entropia de fs es log(s), [MS]).
Son diversos los autores interesados en el estudio
topoldgico de fs dependiendo del parametro s. Por ejemplo,
Coven, Kan y Yorke han mostrado en [CKY] que el conjunto de
parametros periodicos, es decir aquellos en los cuales la
érbita del punto critico es periddica, es un conjunto denso
en el espacio de parametros, teniendo un resultado similar
para el conjunto de los que son prefijos (parametros en los
cuales la orbita del punto critico contiene al punto fijo).
En este capitulo, incluimos una prueba diferente de ambos
hechos, asi como, demostramos el nuevo resultado siguiente:
el conjunto de parametros para los cuales la érbita del

punto critico es densa es un conjunto G_-denso, es decir es

)
la interseccién numerable de abiertos densos.

u






- CAPITULO O -

- PRELIMINARES -

En el presente capitulo introducimos algunas nociones y
propiedades sobre los sistemas dindmicos (I.1), y en
particular sobre el sistema dinamico formado por una
aplicacién continua del intervalo (1.2), prestando especial
atencién a aquellas aplicaciones, f, con entropia topoldgica
cero, teniende un conjunto de Cantor K minimal invariante

por f.
0.1 Sistemas dinamicos topolégicos.

Definimos un sistema dindmico como un par, (S,f),
formado por un espacio métrico compacto S con una distancia

d y una aplicacién continua de S en si mismo, es decir un

endomorfismo de S.

13



Las iteradas de f son aplicaciones f™  definidas
inductivamente por 0= id, ™= fmnlof, para m>0. Sea xeS, la
orbita de x en (S,f), denotada por orb(x}, es el conjunto
orb(x)={f"(x), n=0}). Una orbita en (S,f) sera llamada
simplemente érbita de f.

Diremos que x€S es un punto periédico de periocdo n de
f, si fAx)=x y f'(x)#x, Isi<n. En tal caso la érbita de x
es un conjunto finito de cardinalidad n en el cual f actua
transitivamente que llamaremos o&rbita peridédica, y n sera
también llamado periodo de la érbita. En particular, x es un
punto fijo de f si es un punto periédico de periodo uno.

El conjunto w~limite de x (6 de orb(x)) es el conjunto
n.
wx)={yeS /13 {ni} — o t.q {f (x)}) —> 7y )

es decir el conjunto de puntos de acumulacién de la 6rbita
de x. El conjunto w-limite de cualquier punto de S es un
conjunto compacto no vacic. Llamaremos conjunto w~limite de
faowf)=U

X€S
Un subconjunto TcS se dice invariante si f(T)<T.

w(x]).

Diremos que un sistema dinamico (S,f) es minimal si S
no contiene un subconjunto propio cerrado e invariante, lo
cual es equivalente a que para cada xe€S, orb(x)=S, donde T
denota la adherencia de TcS. Notar que si P es una odrbita
periédica de f, entonces (P,flp) es un sistema dinamico
minimal. Si TcS es tal que (T,f]T) es minimal diremos que T

es un subconjunto minimal de S (6 de f).

La dinadmica topolégica es el estudio de la estructura
de las érbitas de un sistema dindmico, bajo equivalencia
topolégica. Dos sistemas dindmicos (S,f) y (T,g) son

topoldgicamente equivalentes o topolégicamente conjugados si

14



existe un homeomorfismo h:S ——> T tal que goh=hef. Si h es
simplemente continua y sobreyectiva, se dice que ambos
sistemas dinadmicos son topoldgicamente semiconjugados. Es
claro que, en ambos casos, gnoh=hofn para cualquier n y por
tanto la (semi) conjugacién h lleva oérbitas de f en oérbitas

de g.

La entropia topolégica de f fue introducida en [AKM]
como una invariante por conjugacién topoldgica. Puede
definirse como sigue: dado un sistema dindmico (S,f), un
entero positivo n y €0, se dice que EcS es un conjunto
(n,e)-separado si para cualquier par de puntos distintos x,y
en E existe un entero me{0,1,...,n-1} tal que
d(fm(x),fm(y))>e. Sea s(f,n,e} el supremo del conjunto
{#E / E es (n,tc)-separado}. Entonces el limite

m lim llog s(f,n,e)
0 nSw n

existe (puede ser +w}, y h{f) es la llamada entropia
topolégica de f. El valor h{(f) es realmente una medida
cuantitativa de la complejidad de la estructura orbital de
la aplicacién: para n grande y & pequefio, el nGmero de
diferentes oOrbitas de "tamafio" n, con una precisién g, es

nh{f)

del orden e

Pema 0.1.-
h(f™) = m h(f).

Jeanema 0.2.- (Bowen)
Sean (S,f) y (T,g) dos sistemas dindmicos. Si m:S———T
es una aplicacién continua y sobreyectiva tal que mof=gom

entonces

15



hig) = h{f) = hig) + sup_ _r h(f]n—l(x)).

Goneolania 0.3.~

Si (S,f) y (T,g) son sistemas dinamicos topolégicamente
conjugados, entonces f y g tienen la misma entropia
topolégica. En  particular, la entropia topolégica es

independiente de la métrica elegida.

0.2 Aplicaciones del intervalo

En todo lo que sigue consideraremos el sistema dindmico
(I,f), donde I es un intervalo compacto de R, considerado
como espacio topolégico con la topologia inducida por la de
R, vy f un endomorfismo de 1. (Sin perdida de generalidad
podemos suponer que I =[0,1]).

Comenzaremos esta seccién con una simple observacién
sobre la dinamica de este sistema cuando f es invertible.
Sea f un endomorfismo de 1 inyectivo, entonces cualquier
érbita de f es asintética a un punto fijo o a un punto
periédico de periodo dos. En efecto, supongamos que f es
mondtona creciente; si xe€l es tal que f(x)>x entonces
fn(x)>fn-1(x), para cada n»>l. Por tanto, la sucesiéon £ (x))
es mondtona creciente y converge a un punto y=rl1 _x)rorol f™(x) que,
por continuidad de f, es un punto fijo. Si f(x)<x, entonces
{f"(x)} es monétona decreciente vy, analogamente, converge
hacia un punto fijo. Si f en una aplicacién decreciente, f2
es creciente. De ahi{ que, usando los argumentos previos para
fz, se tiene que cualquier orbita de f es asintética a un

punto fijo de f o a un punto periédico de periodo dos.
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Por tanto, la existencia de puntos periddicos en un
sistema dindamico unidimensional invertible hace la dinamica
extremadamente simple. Sin embargo, este no es el caso
cuando la aplicacién no es invertible. Por ejemplo, como
puede verse en [Pr], si f es un endomorfismo monétono a
trozos (es decir, con un numero finito de extremos

relativos), se verifica que el conjunto

Af) = ( UB(Ci)) Uucu B(K)) U M(f)

i=1 i=1

es denso en I, siendo:

1.- M(f)={xel / 3 £>0, f" mondtona en (x-g,x+g), ¥Ynz0},

el cual es un abierto invariante.

2.~ C1=D1U...uD , con Dk intervalos cerrados disjuntos
n
i
tales que f(D)=D , f(D )=D, y en cada C, f actda
k k+1 ni 1 i
transitivamente (es decir, existe un punto de Ci cuya Orbita

es densa en C ).
I

3.- Ki, i=l,..,s, es un conjunto de Cantor invariante
minimal que puede ser expresado de la forma
K=K
i ngl n
con K una unién disjunta de un numero finito de intervalos
n
cerrados, Ki=B v...uB , tales que f(B)=B , f(B )=B, ¥y
n 1 m k k+1 m 1

n n
i i i
K nM{f)=0 , K> K , Imn >m , para cada nzl.
0 n n+1 n+1 n

4.- B(C)={xel / 3 n20, fn(x)elnt(Ci)},

B(K )={xel / lim d(f"(x),K )=0}.
i n-» 0 i

Ademas, se verifica:
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(i) r+s=#C(f), siendo C(f) el conjunto de extremos

relativos de f.
(ii) Vv i,j=1,..,s, K{\Kfz v B(Ki)nB(Kj)=z, 6 K1=Kj,
(iii) Los conjuntos B(Cl),...,B(Cr), B(K1)"“’B(Ks) y
M(f) son disjuntos.

(iv) f], es un homeomorfismo minimal, para cada

K
) C(f)n(ngllnt(K;))ste, vV i=l,..,s.

Por otra parte, son bien conocidos los siguientes

resultados:

fema 0.4.~
Sea f un endomorfismo de I y JEI un subintervalo

cerrado. Si JEf(J) entonces f tiene un punto fijo en J.

fema 0.5.-
Sea f un endomorfismo de I y supongamos que existen
n>1 intervalos cerrados disjuntos IO,...,I . de 1 tales que
-

1 <f(1), 1<f(I ). Existe una OoOrbita peridédica {x,...,
i+1 i 0 n-1 [

,X } de f tal que x €l.
n-1 i i

De todo lo expuesto hasta el momento se deduce que si
existe un conjunto K de los indicados anteriormente,
entonces f tiene ©érbitas periddicas de todos los periodos
mn, nzl. Ahora bien, existe un resultado, el Teorema de
Sharkovskii, que da wuna caracterizacién del conjunto de
periodos de una endomorfismo de R, el cual se describe a

continuacion.
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Consideramos la siguiente descomposicién del conjunto

de los numeros naturales, N,;:

N=NnuUN UN
2 i r

donde m2n=<2°,2‘,..,2“,..}, N=(3,5,7,...) ¥ N =N\(N_nuN).
Se define en N el orden de Sharkovskii, ¢, como sigue:

denotemos por

"
a=2 € Nn
1 2
k)
b= (2m +1)2 € N
1 1 r

c=2n+]l € N
1 1 i

entonces a_<~b_<—cl‘I ., ¥V i,ik, ¥y
i
a1<— aJ il r<r,

beb e k> k. 6 (k=k y m>m),
1 j [ i b P

Cé C & n>n.
i J i J
TJeonema 0.6.~ [Sail
Si f, aplicacién continua de R, tiene una Orbita
periddica de periodo p, entonces tiene una Orbita periddica

de periodo g, para todo ge¢p.

Se sigue por tanto que la estructura periédica mas
simple corresponde al casoc en el que los periodos pertenecen
a INZn. En tal caso el conjunto de periodos, Per(f), es
finito de la forma {1,2,22,..,2n}, para algin nz0, 6 INZn.

Ademas

Jeanema 0.7.— [BFI,[Mii1]

Dado el sistema dinamico (I,f), h(fh»0 si y sbélo si

19



Per(f) no estd contenido en szn.

Se puede ver también que la existencia de entropia
topolégica positiva es equivalente a la presencia de una

herradura.

Definicion 0.8.~

Sea f:I ——— I un endomorfismo. Se dice que f posee
una herradura si existen un intervalo Jcl, dos subintervalos
disjuntos Jo’ J1 de J y un entero n>0 tal que J esta

contenido a la vez en fn(JO) y f‘n(Jl).

La complejidad de la dinamica de una herradura puede
comprenderse por dinamica simbédlica. El modelo de referencia
es una aplicacién de desplazamiento o aplicacién shift

actuando sobre wun espacio de sucesiones infinitas, por

+

e jemplo, {O,I}Z .

Jeanema 0.9.- [Miil
Si f es un endomorfismo del intervalo, la entropia es

positiva si y sélo si f posee una herradura.

Block, en [Blzl, ha analizado la estructura de los
endomorfismos que tienen sé6lo potencias de dos en el
conjunto de periodos. El criterio que sigue se basa en la

siguiente definicién:

Delinicién 0.10.~

Sea P una érbita periddica de un endomorfismo f del
intervalo cuyo periodo es 2™, m>0. Se dice que P es una

oérbita peridodica simple si para cualquier subconjunto
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{q1<q2<...<qn) de P, donde n divide a 2" y nz2, y para

m

cualquier entero positivo r que divide a 2 tal que

{ql,...,q } es una 6rbita periddica de fr, se tiene:
n

r
f ({ql"”’qn/z}) - {qn/2+1""’qn}

Jeonema 0.11.-
f tiene puntos peridédicos cuyo periodo no pertenece a
INzn si y sélo si tiene una Orbita peridédica de periodo en

[Nzn que no es simple.

Y de aqui que las Unicas Orbitas periédicas permitidas
en endomorfismos del intervalo con entropia nula son las

6rbitas periédicas simples.

Por el resultado de Preston [Pr}:

Jeonema 0.12.-
Si  existe C=Blu...uB , siendo Bi intervalos cerrados
n
disjuntos tales que f(Bi)=BM, f(Bn)=Bl, y f actua

transitivamente en C, entonces h(f)>0.

Observamos que en un endomorfismo de entropia nula de I con
un numero finito de extremos, soélo es posible la existencia
de los conjuntos Ki y MI(f) definidos anteriormente. Ademas
— i
en la descomposicién de cada K como Ki= n K, se observa
i n
n1
. k
. 1 . .y ) n
que los conjuntos K sélo pueden ser unién disjunta de 2
n
intervalos cerrados y la forma en la que cambia f dichos

intervalos vendran dadas por los elementos de Ok que
n
definiremos posteriormente (I.1.1 y 1.1.2), ya que en caso
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contrario, por el lema 0.5 y teoremas 0.7, 0.11, h(f) seria
positiva.

Notese que pueden existir aplicaciones con 6rbitas
periddicas de periodo 2" para todo nz0 para las cuales no
existe un conjunto de Cantor K invariante tal que f IK es un
homeomorfismo minimal. As{ ocurre, por ejemplo, en el
endomorfismo del intervalo, f, definido como sigue. Sea (an}

la sucesiéon de numeros reales construida inductivamente

por, a0=0, a=a + — . Definimos, f(x)=f (x), si
n

xela ,a ], siendo f una aplicacién bimodal de [a ,a ]
n n+l n n n+l
n

en si mismo con Orbitas periddicas de periodo 1,2,..,2° ¥y

ningan otro perfodo {Figura 0.1).

- Filgura 0.1 -
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Renormalizacidén.

Sea K un subconjunto cerrado de R con la topologia
inducida. Llamaremos soporte de K, sop K, al més pequefio
intervalo conteniendo a K.

Sea f:K———3K un endomorfismo de K tal que (K,f) es
minimal. Diremos que f es 2-renormalizable si K puede
escribirse como la unién de dos conjuntos no vacios, KO y K1
con soportes disjuntos, tal que fz lleva Ki en si mismo, es

decir:

f(K} € K
i i

para i=0,1.

Sea se{+,~-} ¥y hj un homeomorfismo entre sop K y sop Ki,
que preserva (invierte) la orientacién si s=+ (s=-).

Definimos las aplicaciones, R?, por

2o (h%).
i

RY(F)=(h®) o f
La aplicacién R?(f) se dird que es la 2-renormalizada de f,
y a cada una de las cuatro R: las llamaremos operador
2-renormalizacién. (Denotaremos por Rl a cualquiera de los
R: y por RO cualquiera de los R;)‘

Diremos que f es un punto fijo de R?, si fy R?(f) son
topolégicamente equivalentes mediante un homeomorfismo, ¢,
preservando la orientacién (i.e. f=¢"10R?(f)°¢).

Diremos que f es dos veces 2-renormalizable si f,Rl(f)
y Ro(f ) son 2-renormalizables. Se puede extender esta

definicién de forma natural a n veces 2-renormalizable y a

infinitamente 2-renormalizable.
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- CAPITULO | -

- DINAMICA SIMBOLICA PARA LA RENORMALIZACION DE
ENDOMORFISMOS DE ENTROPIA NULA DEL INTERVALO -

Ciertos conceptos sobre el grupo de renormalizacién
fueron introducidos en la teoria de sistemas dinadmicos para
describir la transicién hacia el caos via una cascada de
bifurcaciones de  duplicacién de periodo en familias
uniparamétricas de aplicaciones unimodales ([CT],[Fe]). Mas
tarde, fueron aplicados métodos similares a aplicaciones del
circulo [FKS], [ORSS}l, y a otros problemas que no
mencionaremos aqui. Al menos en el caso de dinamica
unidimensional, el generador del {semi)grupo de
renormalizacién (G.R.), formulado como un operador en un
espacio de funciones, tiene un "duplicado" actuando sélo a

nivel simbélico como se pone de manifiesto, por ejemplo, en
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[PTT], v como explicaremos brevemente, por medic de un
ejemplo en la siguiente discusién.

Un camino para formular el G.R. para aplicaciones del
circulo consiste en asociar a cualquier aplicacién con
numero de rotacién o otra aplicacién del circulo con namero
de rotacién l/a-[1/a]. De aqui, partiendo de la mayor parte
de los irracionales, la sucesién de numeros de rotacién de
las sucesivas aplicaciones renormalizadas puede cambiar en
infinidad de caminos. Estas simples consideraciones
topolégicas muestran que el conjunto de situaciones
asintéticas del G.R. (en un espacio de aplicaciones del
circulo) ha de tener una estructura complicada. Por otra
parte, la dinamica topolégica en la acumulacién de
bifurcaciones de duplicacién de periodo es muy simple cuando
nos restringimos a aplicaciones unimodales del intervalo.
Sin embargo, considerar exclusivamente aplicaciones
unimodales es demasiado restrictivo, lo cual es obvio tanto
desde el punto de vista matematico como en lo relativo a sus
aplicaciones; es importante notar que la mayor parte de las
observaciones experimentales de universalidad de duplicacién
de periodo que han sido realizadas en sistemas macroscépicos
tienen una modelizacién unidimensional en términos de
aplicaciones continuas del circulo que, en el caso no
mondtono, tienen al menos dos puntos extremos.

Es por todo ello que nos interesamos en una formulacién
del G.R. para aplicaciones del intervalo con un numero

arbitrario de puntos extremos.
Sea f un endomorfismo arbitrario del intervalo teniendo

orbitas periddicas de periodo 2" para todo n=0 y no otro

periodo. Supongamos K es un conjunto de cantor minimal de I
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tal que f es un homeomorfismo. El presente capitulo esta

organizadoK como sigue. En 1.1 definimos un espacio
topolégico Om que describe todas las posibles dindmicas de
fIK (I.3). Se estudia entonces en 1.2 la dindmica generada
por cuatro endomorfismos de Om que generalizan los
operadores renormalizaciéon definidos en el espacio de
aplicaciones unimodales diferenciables. Atendiendo a los
resultados obtenidos a nivel simbélico finalizamos en [.4
con un cuadro conjetural para la frontera de la entropia

topologica positiva en un cierto espacio de endomorfismos

regulares del intervalo.

Por 1ltimo, y aunque no es el objeto de este trabajo,
nos gustaria comentar brevemente que gracias a la teoria que
vamos a desarrollar en este capitulo se ha podido vislumbrar
una cierta relacién entre dindmica y teoria de grupos.
Ciertas cuestiones en dinamica que nos hemos planteado como
consecuencia de este trabajo nos han conducido a resultados
tebéricos de grupos. En particular, se han podido investigar
algunas nuevas propiedades del grupo de automorfismos de
ciertos arboles. Ademas, la teoria de grupos nos ha sugerido
nuevas cuestiones relativas a ciertos sistemas dindmicos y
ha permitido extender resultados dinamicos conocidos. En un
trabajo, en preparacién con Bass, Rockmore y Tresser,
analizamos esta relacién estudiando una clase de modelos
obtenidos al considerar la dinamica inducida por la accidén
de automorfismos de ciertos arboles en el espacio de

extremos de uno de estos arboles [BORT].
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1.1 El espacio simbdlico Ow.
I1.1.1 Un espacio de drdenes sobre N.

Para cada entero nz0, designemos por En el conjunto
{1,2,..,2n}. Un orden total, < sobre este conjunto podemos
entenderlo como una biyeccién o:En—-—eEn, de manera que P< q
« olpl<o(q). Asi, un orden total sobre En lo representamos

por la 2"-upla o=(0"1(1),...,0(2™).

Denotaremos por Ord(E ) al conjunto de oOrdenes totales
n

sobre E .
n

Consideremos las aplicaciones f:E m—eEn y
n

n+l1
g :E ——F | definidas por:
n  n+l n

_p | XL
gn(x)—E[ 2] XEEnﬂ’

f (x)=x[mod 2"] xeE
n I n+l

siendo E[-] la funcién parte entera y [mod 2"] la aplicacién
moédulo habitual, salvo que

x [mod 2°] = 0 = x [mod 2"] = 2"

Definicion 1.1.-

Diremos que o 1eOrd(E 1) es un orden admisible si
n+ n+

existe o €Ord(E ) tal que g c0 =0 of
n n n n+l n n

Puesto que o, si existe, es unico, podemos definir una
n

aplicacién
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F :ddorlEk )} ————— Ord(E )
n n+1 n

[e] =3 O
n+l1 n

siendo  ddor(E 1) el conjuntoc de todos los drdenes
n+

admisibles sobre E
n+

De esta forma, para cada nz0O, definimos un conjunto de

~

6rdenes O por:
n

OO=((1)),

0 ={o eddor(E )/F
n+1 n+l

n+l1

o...oF {0 JeAdor(E ), ¥V k=0,..,n-1}
k n n+l n-k

Definicion 1.2.-

Dado o €0, llamaremos érdenes inducidos por ¢ en O,
n n n 1

~

a los elementos oieOi, i=1,..,n-1, tales que

o=F o...0cF (o ).
i i n-1 n

~

Dotaremos a cada conjunto O con la métrica
n

0 si o= 0
n n
d{o,0) =
n n n

1 si o# 0o
2 n n

Asi, {0, nz0; es una familia de espacios topoldgicos
n
discretos que definen, junto con las aplicaciones continuas

F :0
n

~

30 un sistema proyectivo cuyo limite
n

~

n+l1
denotaremos por Oco . ¥ cuyos elementos no son mas que

6rdenes sobre IN. Mas concretamente, el conjunto Om puede
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escribirse como

mA
no / F (o )=0,Vn20}
_n n

Om= { {on)nZOe ]

n

y la distancia en este espacio es la dada por

d{o}{o’}) =

SHES
x

Se verifica el siguiente

Jeanema 1.3.~

~

Om es un conjunto de Cantor.

Demostracién.-

Puesto que {0 } >, €5 unma familia de espacios
n no

metrizables, OcO es cerrado.

~

Sea €>0 arbitrario y {o } _ €0 . Consideremos k=0 tal
n n=0

1 ~
que - < £,y o;eOn, nz0, de manera que

2

o =0 para n=0,1,...,k
n n

o) €0 con F (o’ )®o ,
k+1 k+1 k  k+l k

o €0 arbitrarios para n>k+l.
n n

De esta forma construimos {o’} que dista de {o } menos
N n nZ0 n nZ0
que € y que no esta en Om, por lo que queda demostrado que
OO0 es totalmente disconexo. Siguiendo wun razonamiento

analogo se prueba que todo punto de Oco es de acumulacién,
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por lo cual es perfecto.

Sea r :E ~———E la permutacién ciclica definida por
n n n

rn(x)=(x+1) [mod 2"].

Definicién 1.4.-

~

Dos érdenes o y o' en O se dicen equivalentes, o ~0’,
n n n n n

si existe me{0,1,...,2"-1} tal que o’=0 or™,
q n n n

~

El conjunto cociente O , s naturalmente isomorfo al
1

~

conjunto O formado por aquellos elementos o de O que
n n n

tienen a 1 por elemento mds grande, es decir que satisfacen
on(1)=2n. Consideremos en On la topologia inducida por 6n;
()n serda entonces un espacio topoldgico discreto. Sea
Pn:(A)n—————aOn la proyeccidn asociada, entonces para cada
o 66 , P (o) =0 ,siendo:

n n n n n

o;”lcx) = (o;l(x)+1~—o:(2n)) [mod 2"]

con x€E .
n

Pasando al limite obtenemos un espacio Om y una

aplicacién Pw:Om«——-—aOm, como indica el siguiente diagrama:
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~ n-i1 2 n ~ -~
O < 0 0 é—— ... O
n-1 n n+l 0
P P P P
n-1 n n+1 00
F L F
- n
. 0 «—0 0 —— ... 0
n-1 n n+1 oel

Claramente Om continda siendo un conjunto de Cantor.

Otra caracterizacién de Ow.

Para comprender mejor la estructura de los elementos de
Om introduciremos una nueva notacién que nos indicard como

obtener O a partir de O
n n-1

Sea S={+,-}; para cada nz0, consideramos los conjuntos
- n ~
S =S2 y S ={lo,...,0_n)eS /o _n=+}. En particular, denotamos
n n 1 2 n 2

por (4-)n el elemento constante (+,+,...,+) de Sn, (-,+) 1la
n

2"-upla alternada (-,+,...,-,+) con (-,+)O=~'(+), y por (~,+)n
el elemento (+,+,-,+,...,—,4) de S siendo (~,+)O=(+) y
n
(—,+)1=(+,+).
Los elementos s =(0,...,0 n) de S pueden ser
n 1 2 n

considerados como aplicaciones de O en O . definiendo
+

s{(o) =0 _ por
n n n+l

1 o M(x)+(1-k)2" si o =-
011(2x——k) = nl X
n o; (x)+k2 " si o =+

para cada x€E , donde en ambos casos k toma los valores O y
n A~

1. Noétese que aunque los elementos de S no son compatibles
n

con la relacién de equivalencia, (es decir dados dos drdenes
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~

equivalentes en O sus imagenes por s € S no tienen porque
n n n

ser equivalentes), los elementos de S envian O en O .
n n n+

Ademas, se verifica el siguiente
Jeonema 1.5.~

n+l

0 ={o eOrd(E )/ 3 0e€0, 3se€S tal que o =s (o )}.
n+l n+1 n n n n n+sl n n

" on

Resultado que evidentemente se verifica suprimiendo ".".

De esta forma cada elemento de O puede representarse
n

por

donde ﬁ designa el producto siguiendo los indices de forma

~

decreciente, o bien por (So,sl,..‘,s 1) con sieS_. Mientras
~ n- 1

que los elementos de Om se representaran como
ﬁ s ] (1)
[ nZ0 n A

que identificaremos con la sucesién {s } s €S . Es claro
nn n n

>O’
que podemos suprimir "." en las expresiones precedentes y

representar un elemento de Ooo por

[ ﬁ s] (1)
n=0 n

s €S
n n

o alternativamente por su correspondiente sucesiéon {s } >0’
n N

e incluso por el numero diadico
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~-K+
d{o) = —
j=0 k=1 22j+k—1

. n n
siendo oe0 dado por {s con s =(o ,...,00 n)
» por { n}nZO’ . ( o0, Y

0 si o

1 si o =+

P e R e

A titulo de ejemplo:

0= {W}, S,;= {M}, 0= {21}, S = {(=+), (+)},
0,= {(2,4,3,1), (4,2,3,1)},

S = {(-,-,=,+), (+,—,=,+), (=,+

2 2Ty s 3“:4'): (+7+)—»+)9 (“’_1+

’+)7

(+,=,+,+), (=, +,+,+), (+,+,+,+} },

Oa= {(2,6,4,8,3,7,5,1),(6,2,4,8,3,7,5,1),(2,6,8,4,3,7,5,1),
(6,2,8,4,3,7,5,1),(2,6,4,8,7,3,5,1),(6,2,4,8,7,3,5,1),
(2,6,8,4,7,3,5,1),(6,2,8,4,7,3,5,1),(4,8,2,6,3,7,5,1),
(8,4,2,6,3,7,5,1),(4,8,6,2,3,7,5,1),(8,4,6,2,3,7,5,1),
(4,8,2,6,7,3,5,1),(8,4,2,6,7,3,5,1),(4,8,6,2,7,3,5,1),

(8,4,6,2,7,3,5,1) }

Dado nelN, sea N{n) el cardinal de On. Por

construccién de O a partir de Oo’ se obtiene trivialmente:
n

Conclania 1.6.-

2"-n-
N(n) = 2° ™!
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1.1.2 Ordenes y permutaciones simples.

Aunque posteriormente veremos la relacién existente
entre los o6rdenes hasta ahora definidos y la dindmica de las
aplicaciones del intervalo, daremos ahora unos resultados
que nos introducen en este marco. M&as concretamente, de la
obtencién de On a partir de O]n_1 se intuye alguna similitud
entre los elementos de On y las permutaciones simples de 2"
elementos introducidas por Block en [Blz] y posteriormente
estudiadas por Bernhardt. en [Be]. Dichas permutaciones

pueden ser definidas inductivamente como sigue:

En 2 puntos, la funica permutacién simple es (1,2).

Supongamos n>l1 y sea m un 2"-ciclo tal que
n({1,...,2" ) = 2" 7+1,..,2"
y (necesariamente)
n(2"41,.0,2") = 41,27
Notemos que:

(41,2 =, 2™ h

(42" 4,2 = (2" L 2"
Por tanto m° define naturalmente dos ciclos de 2"

elementos, que denotamos w' y w’, respectivamente, y que

vienen dadas por
™ ()= (j)

’ (J.):HZ(Zn-l_*’j)_zn'l
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. n-1
con je{l,...,2 ).
Diremos que m es una permutacién simple si ambas, n’ y

LR}

m’’, son permutaciones simples.

A cada o €0 le asociamos la biyeccién
n n

\Y%
(@]
n

-1
0 or o0 : E e—E
n n n n n

Se verifica:

Jeonema 1.7.-
n es una permutacién simple de 2" elementos si y sblo

si existe o €0 tal que n=V_ .
n n On

Demostracién.-
Sea m una permutacién simple. Si  re{l,...,n} y
1€{0,...,2" "-1} se verifica

n-r
n? (20141, 2 142 =2 142" e, L 20 12T

y necesariamente

n—-r
nf ({27142, 2T 12 =2 14, 2T 12T

En particular si r=l

2n—1
n (2x-1)=2x%

2n~1 xeE
o (2x)=2x-1

Definimos las siguientes biyecciones para cada

k=0,...,n
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n-k 2k
Veamos que asi construidas o €O
n-k n-k
0,.n n
o{l) = E E__(_Z,_)_".._Z__j =] =3 0€ 0O
0 on 0 0
0,.n n-1 n-1
o(l)zEn(2)+21 -—1=E3.2 1*1 =2
1 Zn- 2n—
(2")+2" -1
0(2) = E|-L =1
1 2n~1

Entonces oleOI. Supongamos que © keO , para k arbitrario y
n- n-

probemos que g o0 =0 of , con lo cual, teniendo en
n-k n-k+1 n-k n-k

cuenta que o (1)=2°°, se  verifica o €0 para
n-k n-k  n-k

cualquier ke{0,...,n} y o . son los o6rdenes inducidos por
-

o en O , k=1,..,n. En efecto,
n n

X-1,..n k-1
g oo x) = g (En (27)+2 -1)=
2k-—1

= E -
2
n-k
o of (x) = € (mod 2" 7]) =
[mod 2" %11 K
e CAD LY
- )

2

Dado meE arbitrario, veamos cual es la relacidén entre
n
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b4 [mod 2n— ]

T (m)ym {m).

Evidentemente x=x [mod 2" ¥+ 5.2"¥ para algin s. Por tanto

-k n-k

n-k n
x [mod 2 J+s2 s2
(m)=n

n~k
(nx [modz ](

i (m)= n m))

y puesto que m es un ciclo

n-k n-
X [modz ] x [mod2
(m)=n" ——

](m)

Por tanto bastarda ver la relacién que hay entre p ¥y

n-k
n** (p), para cualesquiera peE y s. Es claro que si
n

pe(2k1+l,...,2k1+2k'l} para algin 1, entonces

n-k
n’ (p)e(2k1+2k‘1+1, 2K

y si ps{2k1+2k"1+1,“.,2k1+2k) entonces

n-k
n° (pled2fi+l,... 212K .

Supongamos pe{2k1+1,...,2k1+2k~1} (el otro caso es andlogo).

Entonces

n-k
2 (ple 2N+, 251425 Y

n-k
72 (ple 2X14257 1, 2542

En cualquier caso:

2Ky K

s

o (pi+2 -1 _ E p+2k—1
2 2
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de donde se sigue el resultado.

Veamos que VO =n 6 equivalentemente que o °or = meo .
n n

n

n
o o r (x)= o ((x+Dlmod 2"1)= AUt Dlmod2 -t ony_oxony

oo o (x)= (™ '(2™) = n¥(@2M.

L.a equivalencia se sigue trivialmente de la cardinalidad de

los conjuntos O y el cunjunto de permutaciones simples.
n

1.1.3 Graficas, extremos e iteradas de un orden. Matriz

asociada.

Delinicicn 1.8.-

Llamaremos grafica de un orden o €0 al conjunto
n n

— 2 —
Graf(on)-{ (x,y)e En / y—VO (x) }

n

R W N 1 0

.
12345678

~ Figura 1.1 -
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&jempla.~
Si 0=(2,6,4,8,3,7,5,1) entonces
Graf(o)={(1,5},(2,6),(3,7),(4,8),(5,3),(6,4),(7,2),(8,1)}
pudiendo ser representado graficamente como en la figura

1.1

fema 1.9.-

Si o ,0’e0 son érdenes equivalentes entonces
n n n

Graf(o )=Graf(o’).
n n

Demostracién.-
Es consecuencia inmediata del hecho que las

aplicaciones asociadas a dos o6rdenes equivalentes verifican

Con el fin de determinar todas las gréaficas de o6rdenes

en O haremos las siguientes consideraciones:
n

Definicion 1.10.-

Diremos que los elementos P =(x ,y ) y P=(x,y ) de E?
0o 0’0 1 1 n

forman un par legal en E si X, es impar, x1=x0+1 y yoatyl.
n

Definicion 1.11.-

Si po’PerZ es un par legal en En, se define un
n
desdoblamiento local de (PO,P1 ) como el cuadruple

(PO,PI,PO,PI) donde
00 11
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0 1 0 1
xi-— in—l, X = in y {yi,yi} = {Zyi,Zyi——l}

para i=0,1, siendo Pi=(xi,yi) y Pf=(xf,yf).

Yema 1.12.-

. 0 1
Si (Po’Pi) es un par legal en En entonces (PO,PO) y

0 1
(P1’P1) son pares legales en Eml.

Delinicion 1.13.~

Se define la paridad de un desdoblamiento local
1
0,1 40 1 , o 1
(PO’pO’Pl’Pl) de (PD’P1) como el namero 1]:[O(yi yi) e {1,-1}.

Delinicion 1.14.-

Sea GCEi, con #G=é, tal que los elementos de G son dos
a dos pares legales en En. Un desdoblamiento legal de G es
un subconjunto de E:H obtenido reemplazando cada par legal
de G por un desdoblamiento local, de manera que el producto

de las paridades de todos los desdoblamientos locales es ~-1.

Denotemos  por D]n la  aplicacién que a cada
desdoblamiento legal en E® . le hace corresponder el tnico
n+

subconjunto de E: del que procede.

Para cada nzl, definimos por recurrencia la familia

G = {{(1,2),(2,1)}} ,

G = {GCEZ /D o..oD (GG ,V k=1,,.,n-1},
n n n-k n-1 n-k
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Como consecuencia inmediata de ser VO , para cualquier
n
o €0 , una permutacién simple se obtiene el siguiente
n n

Jeonema 1.15.~-

Para cualquier nzl se verifica

(Bn=( Graf(o), 0€0_ } .

Sea GetBn y P={(Xo,y0),(x1,y1)} un par legal en En,

denotaremos por d{P), dl(P), dz(P) y ds(P) los

desdoblamientos locales de P dados, respectivamente, por:

d(P)= ((ZXO—I,ZYO),(ZXO,Zyo—l),(le—l,Zyl),(le,Zyl—l)} si y oy
{(2x -1,2y -1), (2x .2y ),(2x -1,2y -1), (2x ,2y )} si y <y

4 (P)e {(2x -1,2y -1), (2x .2y ).(2x 1,2y -1), (2x ,2y )} si y >y,
{(2x -1,2y ),(2x ,2y -1,(2x -1,2y ),(2x ,2y -D} si y <y,

dZ(P)={(2xO-1,2yO—1), (ZXO’Zyo)’ (le-l,Zyl), (2x1,2y1-—1)),

d3(F)=((ZxO—1,2y0), (2x0,2y0—1), (2x1~1,2y1~1), (ZXI,ZyI)),

cuyo efecto se representa en forma grafica como indica la
figura 1.2.
Noétese que mientras que d y d1 son desdoblamientos

locales con paridad 1, la paridad de d2 y d3 es -1.
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. . . . .
] — . . . . . . . .

® [ L J [ J

d dl d2 d3
. . . . .

) . . . o . ° . .

. . . .
d d1 d2 d3
- Figura 1.2 -

Al igual que se hizo en la definicién de Om, se puede
introducir el conjunto de las gréaficas de los elementos de
Oco como limite proyectivo de los conjuntos (Bn (con las
aplicaciones Dn) dotandolos con las topologias convenientes;
no obstante, y puesto que nuestro interes estriba en dar una
interpretacién  grafica de un  elemento o=(on}n2060w,
introduciremos la dindmica que, sobre el conjunto de Cantor
triadico T sobre I=[0,1], define dicho orden.

Después de la construccidén usual de T por eliminacién
de tercios centrales, se obtienen 2" segmentos en la n-ésima
etapa de la construccién; se tienen asi 2™ bordes a los
cuales se les asignan los enteros del 1 al 2" en el orden

dado por o X Existe entonces una uUnica aplicacién continua
n+

o de T en si mismo que lleva el borde m en el m+l. Como en
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la representacién usual de las dinamicas sobre los diddicos,
vamos a utilizar la aplicacién de T sobre 1 obtenida
"cerrando los agujeros" de T. Es decir, dado x€T, sabemos
que x tiene una representaciéon de la forma
X.
i
2 — , xie{O,l},
1 3

»
]
n~18

Consideramos la aplicacién e:T-————] definida por

i

ex)=) —
i=1 2i

que no es inyectiva porque fijada una componente conexa

arbitraria de I\T, toma el mismo valor en sus dos puntos

frontera. Se  obtiene sin  embargoc un  embebimiento

restringiendo e al subconjunto T“e de T obtenido suprimiendo

uno de los dos puntos frontera de cada componente conexa de
INT.

Sea o la accién sobre T definida por onm, entonces

podemos considerar la aplicacién o en I que |hace

conmutativo el siguiente diagrama

[¢]

[ e |
4]
1/“0 J{ o]

De esta forma, cada elemento o de Om define una
aplicacién de I en si mismo, lo que permite representarlo

graficamente como en el ejemplo dado en la figura 1.3.




- Figura 1.3 - o = n (-,+) (1)
& u+ nZx0 n

Una vez introducido el concepto de grafica de un orden

parece natural definir un extremo de dicho orden como:

Definicion 1.16.-

Diremos que el orden oneOn tiene en kE{Z,...,Zn-—l) un
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extremo relativo si

V (k-1) <V (k) v V_(k+1) < V_ (k)
0 ) o o

n n n n
o)
V (k=1) >V (k) vy V_(k+1) > V_ (k).
o o o) o
n n n n
Dado >0 y o €0, si ke{2,..,2"-1} definimos 7, e
n
n
{0,1} como:
1 si o tiene en k un extremo relativo,
7, (k)= n
n 0 en otro caso.
n
2 -2
Sea H (o )=Z v {(k+1), evidentemente H es invariante de
n n =1 On n

cada clase de equivalencia, y representa el numerc de
extremos relativos del orden o . De esta forma si o={o } >0

n n n=
es un elemento de Om, definimos el nimero de extremos de o

como

si este limite existe y M(o)=w en caso contrario.

Se sabe entonces, utilizando ([Bel, que los dos érdenes

standar definidos por

[e] =
U+ n

v =1

_ 0
O( ,+)n(1) y oo nZO( ,+)n(1)

son los Unicos elementos o de Om tales que Mol}=l. Ademds por

[Be] se sigue que::
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Jeornema 1.17.-
Sean 0€0 y o €0 su orden inducido en O . Se
n n n-1 n-1 n-1
verifica:

Definicion 1.18.-
Sean o€0 y m entero impar positivo, se llamara
n n ~

iterada de orden m de o al elemento (on)m de 9 definido por

(On)m(x)= o ((x+(x-1)(m-1)){mod 2", xeE .

. ) -1
Un simple calculo muestra que V(o ym= 0 or o0 =('\/"O )m.
n

n n

Pasando al limite proyectivo, la iterada de orden m, de

un elemento o={o } _ €0 , es el elemento de O , denotado por
n nZ0 o] [+

(0)™={(0 )™}

n n

orden m de o .
F43

tal que para cada n, (o )™ es la iterada de
n

=0’

o

Claramente si suprimimos en todo lo anterior ".", O vy
n

Om son invariantes por estas operaciones.

Matriz asociada a un elemento de O

"
Dado o €0, llamaremos matriz asociada a o a la
n n n

matriz de la permutacién VO , es decir a la matriz Ao =
n n

a tal que
ij)i,jE(l,..,Zn) d
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1 si VO(J)=1 ,

"
J 0O en otro caso.

Okoservsacianes.—

1.~ Sea A € M n n la matriz asociada a un orden o €0
O 2 X2 n n
n
arbitrario; puesto que esta matriz es la matriz de

. . . n . . .
incidencia de un 2 -ciclo en cada fila y cada columna habra

una sbélo componente no nula.

2.~ Por otro lado, sabido es que la permutacién VO en
n

E induce sobre Ek las permutaciones VO , donde okeOk son
n
Kk

los elementos en Ok, k=1,...,n~1, inducidos por on. En

definitiva, para cada k=l,..,n-1, la matriz Ao puede ser
n
) . k
considerada como una matriz formada por 2  bloques no nulos

R . n-k .n-k .
de dimensién 2° "x2 , colocados segin la "estructura" dada

por la matriz A ; es decir, A = (B} . k ,
o] [e} ij 1,j€41,..,2 )
k n
siendo Bij submatrices de A_  del tipo 2" 52" % de forma
n
que
B = (0) si V. (j)#i,
ij [¢]
K
B = (0) si V_ (j)=i;
ij Ok

estas submatrices tendran a su vez una ‘estructura de

n-k~j .n-k-
I J

bloques” de tipo 2 , j=1,..,n-k; asi, por

ejemplo, si la matriz asociada al orden inducido por o en
n
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O es [0 1}, entonces A =( BZ}, donde cada B eM n-i n-1,
1 10 0 B1 0 i 2 X2

n

al igual que si la matriz asociada al orden inducido por o
n

1 0 ‘Bz o
o o
L0 1 ' 0 Ba
en O IR [ [— s entonces A = e [ , con
2 o 1 o o Bz
; 0 n 0
0] B: o.

Be Mn-2 n-2.
i 2 Tx2

3.~ De los desdoblamientos locales que dan lugar a la
grafica de un orden se infiere que las posibles estructuras

. L g 2 .2 _—
para bloques de dimensién 2"x2" son las siguientes:

)
O iy : : ;0 9 o ! 1
A =] [ , Bl il C= i B
i 0 L% 1 0
1 Lo o ! 1 1 too
D=11 ‘S‘lﬂ . , E= P , F=lt P— |
0 1 0 0 0
[ .
1 1 0 0 1 1
) £ P— 1 , T=| if' ;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;
° 1 1 . 0

En lo que sigue denotaremos por Ik la matriz identidad

de dimensién 2*x2* y por Tk la matriz
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Notemos que si A={a )eM k k , entonces A-T=(b ), con b =
ij 2 x2 i] i}

.,y T-A=(b ) siendo b = a x
ij i}

a k .
1,2 ~j+1 2 -i+1,]

fema 1.19.-

Si Ao es la matriz asociada a OnEOn y m es un entero
n
impar positivo, entonces Ar; es la matriz asociada a (on)m.
n
Ademaés AO es una matriz periédica de pericdo 2"+1, y sus
n
autovalores son raices 2"-ésimas de la unidad.

Ejempla.~
Sea o= (6,2,4,8,3,7,5,1). La grafica y matriz asociada

de dicho orden son:

. M.CD.:_:, ..”
=0
oy
ot

O
e

P ®:
12345678

o L bt O ) oo

- Figura 1.4 -
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1.2 Cuatro dinamicas sobre Om.

Para cada n>0, definimos dos aplicaciones de O en O .
n n-

como sigue:

1+ o H(x+2™™h

R* (0 )=0" con o l(x)= 2
I,n n n-1 n-1
2
- o M(x)
R" (0 )=P (o ) con o (x)= —2
O,n n n-1 n-1 n-1 2

Utilizando las biyecciones Bk de Ok, definidas para todo k=0
B (o0 )=0’ con o’_l(x)=o'1(2k—x+1),
k kK Kk k Kk

podemos definir dos nuevas aplicaciones de O en O  por
n n

R (0)=P (B (o ),

1, n-1 n-1

n-1 n-1

R (0o)=P (B (o ).
O,n n n-~1

Pasando al limite proyectivo se obtienen cuatro
endomorfismos de Om que llamaremos aplicaciones de
renormalizacién simbélica y denotamos, respectivamente, por

+ + - - . .
731, SRO, le, fRO, y que generan cuatro acciones continuas de

Z* sobre O .
o0

Oboerusacianes.~

1.- Sea ?21 , se{+,-}, ie{0,1}). Para cualquier

. s . s
o={o } _ €0 se verifica R (o)={o’} siendo o’=R (o ),
n n=0 o i n n i,n+l n+1
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para cada nz0. Por otra parte, los elementos o ¥ ?T(o)

pueden ser identificados a sucesiones {s } y {s’} _,
n nZ0 n n=0

respectivamente, siendo s y s’ los elementos de S tales
n n n

que
?

s(o)=o0 y sn(on)= ° .

.z 8
Por abuso de notacién, representaremos por R, 1(8 1) al
1I,n+ n+

. P . 8
elemento s’, pudiendo asi considerar a cada R , n>0, como
n i,n
una aplicacién de S en S .
n n-1
Siguiendo esta notacién, si s =(c,0,...,00 n+1)€S
n+1 1" 2 2 n+1
entonces

s J=3s con s = {n ,...,0 n+l).
1,n+1 n+l n n 2 +1 2

2.~ Supongamos on00 viene representado por el numero

diadico
® 2’ ;J' - ; 0 si criz -
-K+
d{o) = Z z — s ,donde ékz )
j=0 k=1 22 +k-1 1 si cri= +
siendo ¢ dado por {s} L. con s =(c", . . . ,o*nn). R’ tiene
n nz0 n 1 2 1

entonces la particularidad de que su accién sobre d{(-} es
facilmente obtenida como:

2J'1 83.

J
+ _ 2 -k+1
d(R(0)) = Z —

j=1 k=1 27 3k-1
) 2

3.- Graficas y matrices de los o6rdenes renormalizados.

Sea 0€0 y o =R (o), & =R (o). A partir de
n n -1 1,n O,n

n n n-1 n

la definicién de ﬂ:n y 7%;“ no es dificil obtener las
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siguientes igualdades:

V- (x) = V2 (xs2"h2"
o o}
n-1 n
2
Vo (x) =V (x)
o 0
n-1 n
para cada xe€ E . Por lo que si A, A- , A~ son las
n-1 ol o o}

~

matrices asociadas a o , © . y o L respectivamente, se
n n- n-

sigue que si A = ( Bz], entonces A-= BB y A~ = B ‘B ; es
o] Bl o] 12 o 2 1

decir, A(—) y AS no son mas que los dos bloques de dimensidén

anlxznul obtenidos a partir de A;. Por otra parte, si

consideramos la aplicacién

J: Mn n———m—>3> Mn n
n 2 X2 2 X2

A —_— J (A)=T AT
n n n
entonces J (A=) y J (A~) son las matrices asociadas a
n-1 O n-1 O

los elementos de 0 , R (o ) y R_ (o ), respectivamente.
n-1 I,n n On n

4.~ Es claro, a partir de la udltima observacidén, que si

0o €0 es tal que R® (0 )=0 , ie{0,1}, se{+,-), entonces
n n i,n n n-1

iRj (0 )=0 . siendo o  los érdenes inducidos por o en OJ,
» J- J
j=1,...,n-1.
fema 1.20.-
Si o0e€0 es tal que R° (o)=o , siendo ie{0,1},
n n i,n n n-1

se{+,-} y o
n-1

el orden inducido por o en O e entonces
n n-

para todo impar positivo m, el iterado de orden m de o,

n

(0 )7 verifica R° ((o )M=(c )T, donde (o
n i,n n n-1 n-1

™ ™ es el

elemento de On inducido por (o )™.
n
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Demostracion.-
Es consecuencia del lema 1.19 y la parte 3 de la

observacién anterior.

fema 1.21.-

-1

o, el orden inducide por o en O . Existen dos uUnicos
n- n n-

Sea o €0 tal que R* (0 )=o0
n n i,n n n n n-

y R® (0 )=o _, siendo
o,n 1

elementos o . en O . verificando las condiciones:
n+ n+

(1) o) induce en O al elemento o ,
n+l1 n n
.. t
{ii) R (o J)=o0,
1,n+l n+l n
vas s
(iii) R (o J)=o0,
O,n+1  n+l n

para s,te{+,-}.

Demostracién. -
Demostraremos el caso t=+, s=-, siendo los otros
analogos. Veamos como ha de ser o =S {o ), para algin
n+ n n
s €S para que:
n n
t s
R o J=0, R (o )=0
1,n+l n+l1 n O,n+1  n+l n
Es claro que, puesto que (ii}] ha de verificarse, sélo hay
-1

una eleccién de o 1(x), para xe{2"+1,...,2
n+

n+l1
}

una vez fijado 0_11(2n+1)=1, de la forma
n+
~1 ~1 n
o (x)=20 (x-2)-1.
n+1 n

Por otro lado, de (iil) se sigue que o =P B (¢’)
-1 n n n n
» 0 1(:\()
siendo or’l (x)=—""  es decir que si denotamos por
2

o’’=B (0’), entonces
n n n
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@) o‘ll(x)=20;’”1(2“-x+1) xell,...,2")

n+

con lo cual o . queda determinado por o’’en {l,...,2"}.
n+ n

»

Pero o'’ debe estar en la misma clase de equivalencia de o ,

n n

por lo que si imponemos (i) y construimos o , como en (3),
n+

necesariamente
n-1
. ,s 2
0’’=0 ¢) 0’'’=0 or
n n n

Por tanto, los dos elementos en O . buscados son:
n+

o / ol (x)=20 (x=2"-1 si xe{2™+1,...,2"")
n+1 n+1 n
o ! (x)=20"1(2"-x+1) si xe{l,...,2")
n+l n
o / o™ (x)=20""(x-2")-1 si xe(2™+1,...,2"h
n+l n+l1 n ne1
o' (x)=2(0 or® )2 -x+1) si xefl,...,2")
n+l n n

Sea 7%6{72:,72;,?2;,7{;}, entonces R tiene una dinamica

extremadamente complicada como muestra el siguiente

Jeonema 1.22.-

La entropia topolégica de R es infinito.

Demostracién. -

Sea keN arbitrario, y sea ¥ y el conjunto de
2 -1
2
2
sucesiones infinitas con 2 simbolos. Sabido es que S
K

. 2 -1
estda formado por 2 elementos, a cada uno de los cuales

k

asociaremos con un simbolo en el conjunto {0,1,..,2° -1}



de la siguiente forma:
k
27y

i

si s

(o ,00,..,0 JES , definimos ni{s J&{0,..,2
k 12 K Tk k

2

por

0 sio= -
. i
siendo & = .
i .
1 si cri= +

Construimos una aplicacién 9, Om————> hX Ko que a
2
cada orden o={s}_ €0 le asocia una sucesién nn..n ...€
1iZ0 01 k

Z k , siendo

2 -1

2
n = n{s )
0 x

n=n{R o...oR (s )] 1»0.
i k+1 k+i  k+i

Asi  definida ¢, €S continua y sobre. El caracter

sobreyectivo se sigue trivialmente del hecho que ?n

considerada como aplicacién de S en S , €S sobre para cada
n

n>0. Ademas ?, hace el siguiente diagrama conmutativo:

o —% o
o0 0
¢, ¢,
Sk
Z ket B g
2-1 2-1
2 2

siendo Sk la aplicacién shift definida en 22k~1' De todo
2
ello y del teorema 0.2 se sigue que la entropia topoldgica

de Sk es menor o igual que la entropia topoldgica de R, y




puesto que se verifica para todo k>0 se puede concluir que

h(R)=w, como se queria demostrar.

Jeonema 1.23.~
El conjunto de preimagenes por iteracién de R de todo

orden o0 es denso en Om.
[+4]

Demostracion. -

Sea o={o } _ €0 arbitrario y
n n=0 o]

D={56¢0, /3p0: R(B)=0}

Para cualquier o’={o’} _ €0 y k>0 construimos
n nZ0 o

&={6 } _ _ de la siguiente forma:
n nZ0
6 =0 Y n=0,1,..,k,

R oR o...oR (B )= o Y n=k+l,...
n-k n-k+1 n n n-k~1

de manera que c”)eOm, lo cual siempre es posible. Se verifica

entonces que R¥(8)=0, es decir 6€D0 y d(8,0')< lk, lo que
2
muestra el caracter denso de DO.

Gonclarnia 1.24.-
El conjunto de preimagenes por iteracién de fR; (72;) de

0 es denso en O .
1+ o

A partir de un elemento o de On arbitrario
n

construiremos o6rdenes o en Om de manera que Graf (ok 1) se
+
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obtiene mediante Graf (ok), k=zn, haciendo un sblo
desdoblamiento local cli de paridad -1 (es decir d2 6 da)’
como sigue:

fijado i=2,3, sea Pl={(x1,y1),(x2,y2)}, X <X, un par
legal arbitrario de Graf (on). Consideremos

x s [i=2 ¥y y1>y2} 6 [i=3 y }’1<}’2]
x{1)=

x, si [i=2 ¥ y1<y2] 6 li=3 ¥ y1>y2]
y definimos inductivamente para k»l arbitrario

2x(k)-1 si x(k) es par
x{k+l)=
2x(k) si x(k) es impar.

Sea ° el elemento de Omk cuya grafica se obtiene a
partir de Graf (0n+k 1) haciendo un desdoblamiento local di

en el par legal Pk, y d en cualquier otro par legal, siendo

pk={(2x(k—1)—1,y‘;“1),(2x(k-1),y‘2"’)} ¢ Graf( ), kol.

o}
n+k~1

Asi definido o={o } _ € O verifica:
m m=0 ]

Jeonema 1.25.~

R"0) = o, , *et+,-).

Demostracién.-

Sea le&f1,..,2""

}  tal  que x1=21*1 y x2=21, cuya
existencia queda garantizada al ser Pl un par legal de
Graf{o ).

n

llamemos A ={B’} n-1, con B'’e M, a la
o] m’ m,j€{l,..,2 ) m 2x2
n

matriz asociada a o, cuyas submatrices no nulas en la
n

descomposicién por bloques de tipo (2,2) seran Il 6 T1'
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k+1 k+1)

Las submatrices de tipo (27,2 en la

descomposicién por blogues de Ao , Mmatriz asociada a ©
n
. n+k
seran denotadas por B’. evidentemente, de la construccién de
m

+k’

o se sigue que

Bl= [o] si V_ ()#m
m o
n-1
= _ . o i
Bm- Tk+1 si j#l, VO (jl=m y Bm—T1
n-1
=J_ .o - i
Bm—Im1 si j#l, Von:]) my Bm I1

mientras que, dependiendo del i elegido y la relacién entre

y, €Y, EV](”es una de las submatrices siguientes:
o
n-1
k-2, k
Ik—l 1
T
k
I
ko
T Tk—l
X k-1
I
D ok-2) I

2

las cuales no son mas que las matrices asociadas a (o )kl
u- k+

wr ellas multiplicadas por la izquierda por Ila
u+
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matriz Tk v respectivamente.
+

Puesto que hacer R k(o k) es equivalente a considerar
n+

n+

. . 2 ., ,
una submatriz conveniente en AO, segin R sea le o) Ro’ la

n
matriz de tipo (2k+1,2k+1) asociada al elemento de Ok+1’

R _o...oR

oR (o ) se obtiene a partir de la
k+2 n+k~1 n+k n+k

submatriz que ocupa el lugar 1,1 si fszRO y la que ocupa el

-1

lugar anl,Zn si fR=?€1, en la descomposicién por bloques de

n-1
. 2 =1
la  matriz AO , ¥y estos no son mas que BV 1y
0O

n+k
n-1

= 1 = 1

B T , T .B , por lo cual coincidiran o bien con
V (1)  k+l k+1 V(1)
Le] O

n-1 n-1
la matriz asociada a (o )kl o bien con la asociada a
u+ k+
(o )k o por lo que queda demostrado el resultado.
u-"k+

Como consecuencia inmediata de este teorema, si
llamamos fDO, oe{o ,0 }, al conjunto de ordenes o’ en O
u+ U o0

. . n-1, , .
as{ construidos tales que R (o’)=0, para algin n, se

verifica el siguiente:

Conclanic 1.26.-

D esdensoen O y D cD.
o] o0 o o

Obaersacion.—

Es evidente que si o’stOentonces M(o’) es finito. Por
tanto el conjunto de preimdagenes por iteraciéon de R de o con
un numero infinito de puntos criticos esta contenido en
DO\SDO. La figura (1.5) muestra la gréafica de un elemento de

estas caracteristicas.
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- Figura 1.5 -

Teorema 1.27.-
Sean m»>l y oncO tales que M(o)=m, entonces se verifica

M(R(0)) = 2m.

Demostracion.-

Supongamos OE{On}nZO y ?i(o)={on)n_>_0. Si M{o)=m entonces
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dneN/Vnzn H (o )=m.
4] [¢] n n

2

Sea n2n0 arbitrario 'y supongamos que © tiene en
n

n . . . . .
ke{2,..2 -1} un extremo relativo. Distinguiremos varios
casos:

+

1.-R =R
1

En este caso se verifica:

2 n n
VvV, (x)=V (x+2 )-2
o) 0
n n+1
por tanto si o’ tiene en k un extremo relativo, entonces
n
2 . n . .
Vo tiene en k+2 un extremo relativo, por lo que o bien

n+l1

k+2" o bien V0 (k+2™) son extremos relativos de o "
n

n+l
2-R =R
0 -1
) 0 +1(X)
Sea o" el elemento de O tal que o" (Xx)= —— ' se
n n n
) 2
verifica V__ =V
o" o}
n n+l

Si o’ tiene en k un extremo relativo, también lo tiene
n

o" , lo que implica que o . tiene en k 6 en V0 (k) un
n n+

n+l
extremo relativo.

3-R=%R 6 R=R
1 0

Es consecuencia inmediata de los casos anteriores.

Se concluye, por tanto que
H{c’) =2H (o ) YV nzn
n n G

n+l n+l

por lo que, aplicando limites, se tiene el resultado.
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Jeonema 1.28.-

Sea onco arbitraric con M{o)=n. Existe, para cada m’n,

un orden o’eO00 verificando R{o’)=0 y M(o’)=m.

Demostracion.-

Indicaremos, en primer lugar, la construccién de o’

cuando m=n+l.

Si o={o.},>0, sea k suficientemente grande para que
1 1=

Hk(ok)=n . Supongamos que el primer y Gltimo par legal de o,
son, respectivamente:

k Kk
{(l,yl),(Z,yz)} , {271,y . 1,27,y k)},
2 -1 2
Distinguiremos varios casos:

I-y<y, y y. o2y .

k k
2 -1 2
2-yl>y2 y yk<yk,
2 -1 2
3-y1>y2 y yk>yk,
2 -1 2

-y<y, v oy, <y

(Nétese que en ! y 2 necesariamente n es impar, mientras que
en 3y 4 n es par).

Sea Ai la matriz asociada a o, para i>l. Construimos
o’={o;}i20 de forma que las matrices asociadas a cada 0’1’
que denotaremos por A;, son, dependiendo de la casuistica

1-4 y de la eleccién de R, las siguientes :
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o Ii .
A:+1= si R = 7{3 & R = 5;21
' A L0
i
Caso 2~
0 ; Ai .
; = si R = vR; 6 R = 7{1
* I i O
1
Caso 3~
o1
A; = e si R = g,z; 6 R = R:
* A L0
i
Caso 4-

3

Aunque la construccién de o' no lo requiere, por
conveniencia en la demostracién, haremos, a su vez, la

distincién de cuatro posibilidades segin la posicién de los

k-1 k-1
pares legales de o s {(2° -1,y 1 L2 Ly k~1)} y
2 -1 2
k-1 k-1
{(27 "+1,y et 1,27 +2,y e )}
2 +1 2 +2
1=y k-1 2y k-1 YooY 2y k-1’
2 -1 2 2 +1 2 +2
4.2-y k-1 <y k-1 YooY >y k-1
2 -1 2 2 1 2 42
4.3~y k-1 >y k-1 y ¥ k-1 <y k-1’
2 -1 2 2 T+l 2 42
4.4-y k-1 <y k-1 y ¥ k-1 <y k-1
2 -1 2 2 +1 2 +2
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, la matriz Afl puede, en cualquier
1+

caso adoptar una de las formas que se especifican a

continuacidén

+

cuando R = 7{0,

+

A’ e i .......... ; i cuando R = Wl.

(Huelga incluir los casos R:@(’} y ?%sz; puesto que una vez
construida la matriz Af=[8 A) cuando ?%zﬁg (respectivamente
i

+ T BT .
R =le) entonces A= i-1 1»1] es la matriz para
1

[T AT
-1 i-1
72=?2; (respectivamente 72='RO)).

Es evidente que estas matrices son las asociadas a
6rdenes o’ 160‘ , ¥ que asi construido 0o’€0 verifica
1+ i+ fee)

R(o’)=0. Por otra parte, es inmediato verificar que, para

>k, Hi(o; J=n+1.

En general, para un numero arbitrario, m, de extremos
relativos, la construcciéon de o’ puede hacerse de manera
analoga con ligeros cambios en las submatrices de A’. Las

1

siguientes graficas ilustran el procedimiento en el caso
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o=0 + ¥ 5’2=9?+.
u 1

Se observa que basta variar ligeramente el orden en los
recuadros sombreados para conseguir un elemento con el

numero de extremos deseado.

m = 4

- Figura 1.6 -
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Coralanio 1.29.-
¥ m>l,meN, V ne{l,..,m} 3 onoo / Mlo)=m y M(R(o))=n.

Jeonema 1.30.~
Para cualquier mz2 existe 0*50oo tal que M(oj=m y

M(R(0))=m+1.

Demostracién.-

Mediante un procesc constructivo obtendremos elementos
02 en OOo verificando el enunciado del teorema cuando m=2, y,
por induccidn, o para cualquier m>2, en el caso ?%=fR:.

Sea ozeo5 cuya grafica se muestra en la figura 1.7;

-~ Figura 1.7 -
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Sea x°(1)=4 y kzl, definimos

2 . 2
<2(ks1)= 2x°(k)-1  si x"(k) par .

2x%(k)  si x°(k) impar

Sea o° el elemento de O cuya grafica se obtiene a
5+k 5+k
partir de Graf (oik) haciendo un desdoblamiento local (:I2 en

el par legal Pk, y d en cualquier otro par legal, siendo

P1={(3,31),(4,3Z)}
2 k 2 x 2
Pk—{(Zx (k—l)—l,yl),(Zx (k-l),yz)} c Graf(04+k),

para k»l. Asi definido 0%={0"} .. €s un elemento de O que
n n=0 ©

verifica M(0%)=2 y M(R(oz))=3, como se muestra en las

graficas de ambos elementos dadas en las figuras 1.8 y 1.9.

. . v . s m
Si m»2, construimos la sucesién auxiliar {x (n)} > de
n=

forma que x™(1)=2x""'(1) y para k=,

2x™(k)-1  si x"(k) par

X" (k+1)= .
2x™(k) si x"(k) impar

) m
Las graficas de o con nz} son dadas por
n

Graf(o™)=Graf(o™ "), si n«m+3; Graf(oc™ ) es obtenida
n n m+3
haciendo desdoblamientos locales d en todos los pares

m+2

legales de Graf(02+2) salvo en el par {(2 l,yl),
(2m+2,y2)} en el cual se efectua el desdoblamiento d2 si m
es impar y d_si m es par; y Graf(o _ ), para kzl, se

3 m+3+k

obtiene haciendo un desdoblamiento local d2 en el par legal
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Graf(o2 )



Graf(R;’(c?))

- Figura 1.9 -

Pk de Graf (o: ) vy d en todos los demas, siendo P1=

+2+k

(W-1y), ("), ,), P =((2x"(k=D)=1,y}), (2x"(k-1),y2)).
A modo de ejemplo, incluimos las gréaficas de 03={o:} y

4 . 3 . ) .
o'={o'} con sus correspondientes oérdenes renormalizados por
n

?i‘; en la figura 1.10.
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Oboennvacion:
{onm / M{o)=m+1} ¢ { R(o) / M{o)=m}

fema 1.31.-

. - .. + .
Si o—-(on}nZOeOm es punto fijo de 72.1 (respectivamente

R) entonces o'={P °B (0 )} . es un punto fijo de R
i n n n n=0 1-1

(respectivamente 7?;_1), siendo ie{0,1}.

Demostracién.-

Mediante un facil célculo a partir de la definicién de

73? o se{+,~}, i€{0,1} ( utilizando propiedades de Ila
aplicaciéon [mod 2"]) se muestra que R° (0’)=0’ i Y nzl,
I,n n n-

por lo que trivialmente se obtiene el resultado.

fema 1.32.~
Si erw es un punto fijo de ?2? y (o)™ es el iterado de
orden m de o, siendo m un impar positivo, entonces ()™ es

también punto fijo de ‘Rj.

Demostracion.-

Consecuencia inmediata del lema 1.20.

Jeonema 1.33.-

Un orden on00 es punto fijo de 17{: y .‘R; si y sdlo si
existe un impar positivo m tal que

(i) o=o(s,t) es el iterado de orden m de o , si
u+

(s,t)=(+,-).
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(ii) o=o(s,t) es el iterado de orden m de o si
{s,t)={~,+).

(iii) o=ols,t) es el iterado de orden m de 0., si
(s,t)=(+,+).

(iv) o=(s,t)] es el iterado de orden m de o si
(s,t)=(~,-).

«  Siendo o orden que llamaremos "adding machine”, y o, los

elementos de O cuyas grafica representamos en la figura
fre]

1.11.

Demostraciéon.-

Es un hecho trivial que o , o , o ¥y o son puntos
u+ - a e

fijos de los endomorfismos R: y 7%;, 7%; y ?2;, ?2; y 7{;, 73; y
?%;, respectivamente, (piénsese en las matrices asociadas a
cada on correspondiente). Por el lema anterior, todo iterado
o=0({s,t) es también punto fijo de 7%:' y fR;. Veamos gque estos
son los Unicos.
Por el lema 1.21, considerando O“EOn tal que Rin(on#
t

=R~ (0]}, con o el orden inducido por oen O
n-1 O,n n n- n n-1

existen exactamente dos elementos en O . tales que
n+
s t
R (

o )J)=0 =R o
I,n+l n+l n O,n+l n+l

yo =s (o), para algin s €S .
n+tl n n n n

Puesto que esto se verifica para todo n>0, existen en

O . exactamente 2" elementos tales que
n+

s t
(o J=0 =R (o
1,1+1 141 1 0,1+1  1+1

para todo 1=0,...,n, siendo 01 el orden inducide por o . en
n+

01’ Como quiera que en Om1 hay 2" iterados distintos del
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orden o (s,t), estos han de coincidir con dichos elementos.
n

- Figure 1.11 -

Jeocnema 1.34.-
Para cada m>4 y ?%e{?%:, fR:)}, existe un punto fijo onw

de R tal que M(o)=m y no es punto fijo de otro R.

Demostracion.~
Por el lema 1.31 es suficiente demostrar el resultado
+

en el caso R = .‘Rl.

Haremos la demostracién para m=5, mientras que para mz6
indicaremos la construcién de o, omitiendo los detalles de
la demostracién por ser andlogos al caso m=5.

m=35

Construimos inductivamente cuatro sucesiones, Xi(n)eE s
n

i=1,2,3,4, nz3, como sigue:
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x {3)=2, x (3)=3, x (3)=5, x (3)=7,
1 2 3 4
una vez definidas xl(n), x3(n), x4(n), con n=é, entonces:
x (n+1)=2x (n)-1, x {n+1)=2x (n), x {n+1)=2x (n)-1
1 1 3 3 4 4
x (n+2)=2x (n+l)~1, x (n+2)=2x (n+1)-1, x (n+2)=2x (n+l)
1 1 3 3 4 4
X (n+3)=2x (n+2), x (n+3)=2x (n+2)-1, x (n+3)=2x (n+2)-1
1 1 3 3 4 a
vy habiendo definido xz(n), con nzé,
x {(n+1)=2x (n)-1, X {n+2)=2x (n+l).
2 2 2 2
Dado G €6, nz3, denotaremos por Si(n), i=1,2,3,4, los
n n
pares legales

Si(n)=( (2xi(n-1)—1,yl), (in(n-—l), yz) } c Gn, w3,

31(3)={(xi(3),y1),(xi(3)+l,y2)} c Gs’ i=2,3,4,

32(3)=((1,y1),(2,y2)}.

Sea 03=(+,+,—,+)(—,+)(+)(1)e03 y G3=Graf(03),
denotaremos por o={on} el elemento de OOo tal que o, es el
dado anteriormente y las graficas de o, Y 3, son
obtenidas como sigue:

una vez construida GnEGn con n=1°3, Gml es el

desdoblamiento legal de Gn obtenido haciendo los

desdoblamientos locales

d (S{n)), d (S_(n)), d (S_(n)), d{P)
371 272 273

siendo P cualquier otro par legal de G distinto de Sl(n),
n

Sz(n) y S3(n); G €6 , ©s el desdoblamiento legal de G
n

n+2 n+ +1

obtenido por desdoblamientos locales
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d_(S_(n+1)), d_(S_(n+1)), d_(S (n+1)), d(P});
272 273 374

es el desdoblamiento legal de G cuyos
n+3 n+2

desdoblamientos locales son

d (S (n+2)), d (S (n+2)), d (S (n+2)), d(P},
3 1 2 2 3 4

para cualquier otro par legal P de Gm
En definitiva si denotamos por

(Si(n).Sj(n).Sk(n))(Gn) i,j,k € {1,2,3,4}

el desdoblamientc legal de Gn con desdoblamientos locales
dS(Sl(n)) si 1=1,4, dZ(Sl(n)) si 1=2,3, y d(P) en cualquier
otro par legal, entonces la gréafica de ° puede ser

escrita para cualquier n de la siguiente forma

= (S n (n).Sn_(n).S (n} ) (

. (n
™ (1) T (2) H (3)

siendo m la permutacién en {1,2,3,4} dada por el producto de
ciclos (2)(1 3 4).

Nétese, por otro lado, que las sucesiones (xi(n)},
i=1,2,3,4, podriamos haberlas definido al mismo tiempo que
(Gn) de la siguiente forma:

una vez definidas Xi(n), Si(n) y G v
n+
si ie{n™(1),7"(2),7"(3)}

2x (n)-1 si x (n) par
i i
x {n+l) =
1

2xi(n) si xi(n) impar

mientras que si ig{ n (1),n7(2),1"(3) }
2xi(n) si xi(n) es par

x (n+l) =
i

2xi(n)—1 si xi(n) es impar
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y Si(n+1)= { (2xi(n)—-1,y1),(in(n),yz) }c Gn+1'

Las figuras 1.12 y 1.13 representan las gréaficas de

03,...,07 del orden o, incluyendo a continuacién sus

correspondientes matrices asociadas.

546

Graf(o 6)

- Figura 1.12 -
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Graf(07)
-~ Figura 1.13 -
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: 1]
: 2
‘T :
I
4
A =
o C
7
4
Por tanto la expresién general de estas matrices es:
i z(; nj
0 : L
. n-
0 i
n—Js .,
B : O
A = g
o ,
n B in) !
T ; 0
n- 0
T :
0 n-3.
B(n) ;
2
siendo Bi(n) las submatrices dadas por las siguientes

matrices en M n-3 n-3 :
2 Tx2
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C
siendo p1= I )

D

B (n] =
2

B
siendo p,=
A

si n=i3+l,
si n=3+2,

si n=3.

si n=2

si n=2+1




A si n=f$+1,
siendo P,= B si n=3+2,

si n=3.
2

I2 si n=é+1,
siendo p,= { D i n=3+2,

C si n=3.

Evidentemente asi construido onm. Ademas se verifica:
1 Mlo)=5,
2) o es punto fijo de 72:,

3) 0 no es punto fijo de ningln otro R.

De la definicién de dz(P)’ dg(P) y d(P) se sigue
trivialmente (1. Ademds para todo n»>3 los extremos del

orden o se encuentran en los puntos Xl(n), Xz(n)’ Xg(n),
n

_1 . s
xa(n) y 2"7+1. En cuanto a la demostracién de (2) veamos

que, para todo n, A0 coincide con la matriz asociada a
n-1
+ N . . -
le (0o ), es decir con la matriz formada por los términos
n

,n

ij, 1,je(2"-1,..,2", de la matriz AZ . donde
n
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B{n)T
4 n

0 iBén)
1 : 0
n-3 | : ;
) Bén)‘sgnﬂ 0 §
Ay = ‘ ‘: : B (n)
n : : 1
; 0 ‘T B{(n)
: : n-3 4
‘T B
O . n-3 én)
B(nm)T 0
2 n-
Es decir, ha de probarse que
B(n)
: 1
0 ‘T B{n)
. n-3 4 _
T B(n)
n-3 3
B(n)T 0
2 n-
?Bén—-l)
0 1 .
-
0 , T
‘B(n-1)" 0]
N B S
B{n—l)
T 0
n-4 i 0
T
B(n-1)
2

Ahora bien
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por lo que, teniendo en cuenta que

, =D si n=3+1
C si n=3+2

= ] si n=3
2

2

-
el
il
4 - A
q4 W >
It

2 2
se concluye

B (n-1)
T -B(n)=
33

Analogamente:

B(n) =
1

igualdades que se siguen teniendo en cuenta que
T-1
, T-p4= T-D = '
T-C =B si n=3

si n=3+1

il
!

si n=3+2 .

>

. B-T=A  si n=2
2 A-T=B si n=2+1
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m= 6

Sea o4=(—,+,+,+,+,+,+,+)(+,+,+,+)(+,+)(+)(1), G =

Graf(o4). Si consideramos:

x (4)=2, x (4)=3, x (4)=5, x (4)=10
1 2 3 4

31(4)= {(x1(4)-1,y1),(xi(4),y2)) C G4, i=1,4,

Si(4)== ((xi(4),y1),(xi(4)+1,y2)} c G4, i=2,3.

Podemos definir por recurrencia, para nz4

Crat™ Cpogy()-Spm,)(0)-Spn (1)) (G )

siendo n=(1)(2 4 3}, donde los desdoblamientos locales son

de la forma
d (S (n)) si i=1
21

dS(Sl(n)) si ie€{2,3,4}

y si ie{n"(1),7"(2),n"(4)}

2x (n)-1 si xl(n) par
x (n+1) = '
! in(n) si xi(n) impar

en otro caso
2x (n) si x (n) par
i i

x (n+l) =
' 2xi(n)—-1 si xi(n) impar

siendo

Si(n+1)= ((2xi(n)—1,y1),(in(n),yz)} C Gml.

Mostramos en la figura 1.14 las gréaficas de °, ¥ O

siendo sus correspondientes matrices asociadas:
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Graf(o 5)

- Figura 1.14 -
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En general, la matriz asociada a o es:
n

Siendo B(n)e Mzn—4xzn—4 y cuya estructura es fé&cil de
1

obtener a partir de la definicién de o . Ademas teniendo en
n
cuenta los desdoblamientos locales realizados se tienen las

siguientes igualdades:

IB(n-1)

por lo que se sigue trivialmente que o es punto fijo de R:.
Por otra parte, andlogamente al caso n=5, se muestra
que M(o)=6 y los extremos de cada o, para cada nz4, se
n

encuentran en Xi(n), i=1,2,3,4, en 2" y 2"t
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m > 6 , m par.

Puede construirse por induccién una familia de puntos
fijos om=(or:}n>o con m=8,10,12,..., a partir de 0%, Para
ello definimos para cada m fijo las sucesiones (XT(H)}me/z’
i=1,...,m/2+3, cuyo primer elemento se encuentra en n=m/2 .
Dicha construccién sigue un proceso recurrente en m del

tipo:

(4)=2,  x°(4)=3, x°(4)=6, xA4)=7, x(4)=9, x (4)=11,
1 2 3 4 5 6

x§(4)=13 y
(D) =2 2 si e {1,..., 2220 )
x(0) = 2 X B2 ) siie (220 -1 2o
xm (1) = 2 xm 222
XT({Z?) = 2 xr::f( r_n_;;g )+1 si ie {%,%«rZ)
X(T)= 2 X" D2 si ie (241, 243)

con la excepcién de X10(5)= 2x?(4) y X;O(5)= 2x3(4)-1.
La permutaciéon que indica los desdcoblamientos locales
de paridad -1 a realizar es, para cada m,

= (I m. . m m . m
noo= (2) (1,2+1,2+3,2,3,...,2 1,2+2).

De esta forma, si llamamos Gr: a la grafica del orden o™,
n

m .
G viene dado por
n+l
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m m m m
(ST (lgn).ST (xziﬂ)(n).s_r (rg+3)(n).ST (T)(n).sr (_ 2)(n)}(G )
m m Z m 2 m 2

n . m
donde T ={w ) y, como siempre, cada S representa los pares
m m i

legales:

m _ me Ly m, m . Il’l
Si(n)— { (le(n 1) l,yl), (2xi(n 1),y2) } ¢ Gn, si n>2

m I, ml’l)_ mIIl m . mrll
Sl(é)—- { (Xi(z) l,yl), (Xi(Z)’yz) } ¢ Gm/z’ si Xi(Z) par

m, m m I m,m m . m,Im, .
Si(i)_ { (Xi(é)’yl)’ (X1(§)+1’y2) } ¢ Gm/z’ si Xi(é) impar

m
los x (n), m> 2,son construidos como en el caso m=6 sabiendo

que los desdoblamientos locales son d2 en S,(n) si
1

ief1, T, T42) y d en ST(n) si i€{2,. 1,541,543}, y las

'2°2 ’2 2 72

graficas G" ,, son las que se se muestran en las figuras 1.15
m.

y 1.16 (en realidad, es suficiente dar las graficas Gi, G;o,

12 14 . .
Gs y G7 , dado que las restantes se obtienen a partir de

ellas por wun proceso inductivo. Téngase en cuenta que

GT=GT"2 para ie {l,... mzz-l} v los desdoblamientos locales
efectuados en G para obtener G" _ son analogos a los
m/2-1 m/2
hechos en G "2 para dar lugar a G “2
m-2)/2-1 m-2)/2

Una vez construidos, fijado mz8, se puede demostrar
trivialmente que o es punto fijo del operador y que los

n-2

n), 2 "+1,

. m m m
extremos relativos de o, Vnzé, son Xi(

n
m/2-2
S N Z 21
i=2
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12
G6

- Flgura 1.15 -
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:14
G7

~ Figura 1.16 -

m = 7.

Sea o, como en la figura 1.17, llamamos Gb= Graf(ob).

Si consideramos:
x (6)=5, x (6)=22, x {6)=35, x (6)=50, x (6)=57,
1 2 3 4 5
mientras que

Si(6)= ((xi(6)—-1,y1),(xi(6),y2)) <G, i=2,4,
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Graf(o 6)

- Figura 1.17 -

SE(6)= {(xi(6),yl),(xi(6)+1,y2)} < Gb,

Entonces definimos por recurrencia, para nzé

"(Sn (n).S n_(n).S

n (1) no(2)

(n)) (

4 (3)

siendo n=(2)(1,3,4,5), donde los desdoblamientos

de la forma
dz(Si(n)) si ie{2,3,4}

d (S.(n)) si ief{l,5)
3 i

y si ie{ (1), 7"(2),n"(3) }

9z

i=1,3,5.

locales son




2xi(n)—l si xi(n) par

x (n+]) =
! 2Xi(n) si xi(n) impar
en otro caso
2x (n) si x (n} par
xi(n+1) = . !
in(n)—l si Xi(n) impar

siendo

Si(n+1)= {(in(n)—l,yl),(in(n),yz)} c Gm}.

m > 7, m impar.

. . 9 ..
Como en los casos anteriores construimos ©  siguiendo

el esquema:

x’(5)=6, x(5)=11, x (5)=14, x (5)=15, x (5)=23, x (5)=28.
1 2 3 4 5 6

‘S n

G o™ Crre) Siha) Sea) " Sns) " Sne)) ()

n=(4)(1,2,3,5,6) y dZ(Si(n)) si ie{4,5}, d3(Si(n)) si ie€{1,2,3,6}.

. 9 i L.
A partir de o’, obtenemos una familia de puntos fijos
siguiendo el mismo proceso que en casos anteriores,

m-l . m-1_m-1

siendo, no= (E—;—) (1,2,..., 5 1, 5 +1, 5 +2) ¥
o (M2, ie(1,2,.... 213},
}5:-1)/2-2({?%{)2 2 xr(nrﬁl)/z-z(ig]——%lﬂ)"l’
XTm~1)/2~1 m;l)z 2 XT;Z)/Z(L@;—?’QL
Xr?m—l)/z(r_n_;)z 2 Xr::fa)/:z(ﬂ:%tl‘)ﬂ’
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m m+l m-2 (m-2)+1

X(m—l)/2+1 2 )= 2 X(m—a)/2+1 2 1,
m m+l, m~2 (m-2)+1
X m-ns2e2 2 )= 2 X(m~3)/2+2( 2 )

Las figuras 1.18 y 1.19 muestran la inicializacién de

algunos de estos elementos.

11
Gﬁ

- Figura 1.18 -~
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13
G7

- Figura 1.19 -

Nétese que si hubiésemos obtenido o' con el mismo
proceso constructivo que el dado para la familia m=9,11,...,
el nimero de extremos seria 7, pero estariamos ante un punto
fijo que es una iterada del orden o- (concretamente oi~) y

por tanto es también punto fijo de R;.
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Es trivial demostrar:
1.— Ninguno de los elementos contruidos anteriormente son
puntos fijos de cualquier otro R.
2.- Hay mas puntos fijos que no estan en estas familias. No

son, por tanto, los dnicos.

Obkoserwsacion.~

El resultado anterior no se cumple si me{l,2,3,4}. En
efecto, si m=l, la prueba es trivial al existir dos unicos
elementos en Om tales que M(o)=1 y ser ambos puntos fijos de
dos endomorfismos R a la vez. La demostracién que aquf
realizamos cuando me{2,3,4) se basa en la teoria de
amasamiento © "teoria kneading” [MT], en concreto en la
forma de ciertos itinerarios. Puesto que no es nuestro
objetivo hacer un detallado estudio de dicha teoria,
incluimos las ideas basicas para la demostracién, as{ como

un resumen de la misma en el apéndice 1.1 de esta memoria.

Teorema 1.35.~

Para todo mp>l, y ﬁe{‘R;,?{;}, existe un punto fijo 0€O_

de R tal que M(o)= m y o no es punto fijo de otro R.

Demostracion.-

Construccién de puntos fijos:
Vamos a definir inductivamente una familia o € Ow, mz2, de
puntos fijos de 7%; tales que, para cada m, M(o")=m. Para tal
definicién utilizaremos una construccién andloga a la hecha
en teoremas anteriores por lo que prescindiremos de detalles

y mostraremos soélo aquellas variaciones que son precisas en
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este momento.

Definimos Xf(2)=1, X§(2)=3,
= (1,2),
2

GZ

n+1

Snnm(n) (G:), donde hacemos los desdoblamientos
d (S(n})) sii=l, d/(S(n)) si i=2,
2 1 3 i

2 C
Si(n+1)-— {(in(n)—l,yl),(in(n),yz)) < Gn+1’ si nz2

S.(2)= {(x,(2),y),(x(2)+1,y )} < cj

mientras que Gz es la dada en la figura 1.20.

- Figura 1.20 -

Una vez definidas todas las sucesiones para m-l

arbitrario, se tiene:

x"(m) = 2x‘f'1(m—1)—1 si ie{l,...,m-1}, y

x™(m) = 2x™ Hm-1)+1,

m m-1

G™ = 6™ k=1,....m-1, G™ = S m-1(G™ ), siendo S m-1
k k m 2 m-1 2

el par legal {(val—l,yl),(Zm'l,yz)} de G:_l, donde hacemos
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desdoblamientos locales d2 si m impar y d3 si m par.

™= s™h (™ para om, siendo  los
n+1 T (D n

desdoblamientos locales dZ(ST(n)), si i es impar y d3(ST(n))
si i es par, ie€{l,...,m} y n =(1,...,m). Mientras que:
m

ST(n)= {(ZXT(n-l)—1,y1),(2xr:(n—1),y2)} < Gr:, nom,
ST(m)= {(Xr?(m),yl),(xr:(m)ﬂ,yz)} c G: si xr;n(m) impar
ST(m)= ((x’;‘(m)-1,yl),(x‘;‘(m),yz)} c cf‘n si Xi(m)mpar

m . .
con xi(n), n>m, construidos como anteriormente.

m m . P
El elemento o ={o } o€ Om, mz2, considerado sera aquel
n n-=

tal que Graf(o™) = G" , nzl.
n n
Evidentemente para cada m, o" tiene m extremos
n

relativos en XT(H), i=1,...,m, V nzm, por lo que M(o™)=m.

m . I
Veamos que o es punto fijo. Haremos la demostracién
para m=2, la prueba en los demds casos es analoga ( tener en

cuenta la relacién entre Aom y A0m+1).

En general
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donde:

Bl(n)=

con p =

> - o=

B (n)=
2

si
si
si
si

n=d
n=4+1
n=4+2
n=4+3




D si nzf}
siendo b = T si n=4+1
p2 C sl n=4+2
1 si n=4+43
Puesto que
‘B ()T
L2 n-2
5 Bl(n)i
A2 = :
o T
n S L2
‘B {(n)*B_(n)|
1 2
tenemos que demostrar que
'B_(n-1)
Bz(n)"r 2 L2 1 3
ne- . n-
J = :
n-1 Bl(n) T

n-3
Bl(n~l)

El primer mienbro de esta igualdad puede reescribirse de la

forma

. T =
n-1 B (n) n-1 T *B _(n)
1 n-2 2

B n)*T T ‘B(n)°T
2 n-2 2 1 n-2

por lo que al ser
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i
o)
1
o

T -B(n)-T
n-2 1 n-2

se concluye la demostraciéon. (Nétese que la submatriz
anm(n) nos proporciona, al aplicar 720, Bi(n—-l)).
En general, la demostracién de que ?;(om)=om, mz3, es

analoga a la anterior, pues la submatriz Bn m(n) de Aom
n

nos da, por ?2;, el bloque Bi(n-l) de Aom , i=1,...,m.
n-1
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1.3 Ordenes y endomorfismos del intervalo con entropia nula.

Sea f:l——>] un endomorfismo de 1 ¥y P={x1<xz<...<xn}

una Orbita periddica de f de periodo n.

Definicion 1.36.-
Diremos que una permutacién m sobre {1,...,n} es la
permutacion inducida por P, si se verifica
f(x)=x_ .
i
Evidentemente, por ser P una 6rbita peridédica, m es un

n-ciclo, y es Unico debido a la ordenacién elegida en P.

Dado cualquier subconjunto finito P={x1<...<xn}cl y
cualquier ciclo m sobre {l,...,n}, es trivial construir un
endomorfismo f de I de forma que P es una o6rbita periédica
de f que induce la permutacién m. El problema de extensién
es mucho mas delicado si ademds pedimos que la entropia de
dicho endomorfismo sea nula. Estd claro, después de lo
expuesto en 0.2, que esto s6lo es posible si la permutacion

1 es simple.

Definicion 1.37.-

Sea f un endomorfismo de 1. Diremos que una biyeccién o
sobre {l1,...,n} es un orden compatible con f si existe una
érbita periédica, P=(X1<...<X }, de f tal que o(x)=n§_1(n),

n

siendo n la permutacién inducida por P.
Como consecuencia de 0.2 y [.1.2 se tiene que los

dnicos érdenes compatibles con endomorfismos de I con

entropia nula son los elementos de O , nz0.
n
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Okoervsacidn.~

Observar que la transformacién de una 6rbita periddica
de periodo 2" en una de periodo ot por bifurcacién de
duplicacién de periodo corresponde al paso de un elemento o

de O al elemento s (0 ) de O , para algin s €S .
n n n n+l n n

De forma natural, diremos que o={o } €0 es
n n=0 [+ +]
compatible con un endomorfismo f de I, si o es compatible
n

con f para todo nzO0.

Jecnema 1.38.~
Sea o una biyeccién sobre el conjunto {I,..,k}. Existe
un endomorfismo f de 1 con entropia nula tal que o es

compatible con f si y sélo si k=2" y onk.

Ademaés, para cualquier oeow, existe un endomorfismo f
de 1 con entropia nula tal que o es compatible con f. En
efecto, la construccién de wuna tal f puede hacerse,
por ejemplo, a partir del endomorfismo © que sobre el
conjunto de cantor triddico T define dicho orden (ver
1.1.3), extendiéndolo a todo el intervalo de forma que en
cada componente conexa de INT sea la aplicacién afin que
hace continua dicha extensién. Sirva como ejemplo las
aplicacidénes asi construidas en el caso en que o=o ~y o=o,
cuyas graficas se muestran en las figuras 1.21 y 1.22.

Nétese que M{o) representa el minimo numero de extremos
necesarios para realizar una extension de o a un
endomorfismo del intervalo. Por tanto, los unicos érdenes

compatibles con aplicaciones unimodales son o y o .
U+ u
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~ Figura 1.21 -

Oksernsacion.-

El endomorfismo que sobre T induce el orden o es
precisamente la aplicacién conocida por el nombre de "adding
machine”, que denotaremos por A y que esta
definida como sigue.

A cada xe€T le podemos asociar univocamente una sucesién
de ceros y unos (so,sl,...), 516(0,1), Entonces A es la

aplicacién
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AT ——>T
X —> A(x)

siendo A(x) el punto de T cuya sucesién de ceros y unos
viene dada por

(s ,s,...) + (1,0,...)Jmod 2
0’1

es decir, es obtenida sumando 1 a S, haciendo mod 2 y

trasladando el resultado. Por ejemplo:
A(101110...)=(011110...) y A(111...)=(000...).

Bajo conjugacién topolégica, es exactamente el sistema

dindmico definido por "la adicién de 1" en los diadicos.

- Figura 1.22 -
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Conjuntos de Cantor minimales en aplicaciones del intervalo

con entropia nula

Sea f un endomorfismo del intervalo con entropia nula y
supongamos que K es un conjunto de Cantor minimal de f en I
tal que f |K es un homeomorfismo.

Siguiendo a [Mi3], definimos KzKouKl, siendo
KO={xeK 7/ f(x)>x}
K1={xeK / fx)<x}

Puesto que cada érbita de f lK es densa, Ko y K1 son no

vacios. Ademas:

fema 1.39.~[Miz]
sup(K ) = inf(K )
0 1

Yema 1.40.-[Mi3]
Por tanto, como consecuencia de ambos lemas y del lema
0.4, obtenemos

fema 1.41.-
f tiene un punto fijo en [sup(Ko),inf(Kl)}.

Del lema 1.40 y la minimalidad de f, podemos afirmar

fema 1.42.~

K0 y K1 son conjuntos de Cantor minimales invariantes

de fz. Ademas, I"2|K es un homeomorfismo, i=0,1.
i
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Esta claro que, del lema 1.42 y teniendo en cuenta que

h(f2)=2h(f)=0, leK, i=0,1, puede ser analizado de la misma
i
manera que f IK Por tanto, podemos escribir:

K=K v K
i 5,0 1,1

. 2 _ ..
con sup(Ki’o)qnf(Ki,l) y f (I(,l j)-—KLH, i,je{0,1}, y f

posee una o6rbita peridédica de periodo 2, {po,pl}, tal que
p €lsup(K_ ),inf(K }], i=0,1.
i i,o i,1

Por induccién, obtenemos una sucesioén de

descomposiciones

obteniendose, asimismo, ©6rbitas periddicas de periodo 2"
para todo nz0.

Por ser h{(f)=0, teniendo en cuenta el teorema O0.11,
inferimos que todas estas orbitas periédicas son simples, y

de aqui que

Jeonema 1.43.-

Si f es un endomorfismo con entropia nula del intervalo
y existe un conjunto de Cantor K minimal de f en I tal que
f IK es un homeomorfismo minimal, entonces exite un elemento

de Oco compatible con f.

Ademas:

Aquellos homeomorfismos f:K——K, con K conjunto de
Cantor minimal, cuya dindmica viene determinada por un
elemento de Ow, son los Unicos homeomorfismos minimales de
un conjunto de Cantor que pueden extenderse a aplicaciones

continuas del intervalo con entropia nula.
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Observsacion.-

Las aplicaciones 2-renormalizacién R? definidas en el
capitulo O de esta memoria, se proyectan ahora en el espacio
Oco dando lugar a los endomorfismos SR?. De aqui, que todas
los resultados obtenidos en las secciones precedentes
relativos a .‘R?, son validos cuando consideramos los
2-renormalizados de f IK’ (Nétese que cuando hablamos de
puntos fijos de los operadores 2-renomalizacién lo hacemos

siempre bajo conjugacién topolégica obtenida con un

homeomorfismo conservando la orientacién).

I.4 Descripcion conjetural de la frontera del caos en

endomorfismos regulares del intervalo.

Atendiendo a los resultados obtenidos en secciones
precedentes relativos a la aproximacién simbélica de la
dindmica de los operadores renormalizacién, a recientes
resultados de D. Sullivan sobre la renormalizacién de
aplicaciones analiticas, as{ como a diversas observaciones
(muchas de ellas de tipo conjetural) de algunos autores,
surge un cuadro global en la estructura de la frontera de
entropia topoldgica positiva en espacios de endomorfismos

regulares del intervalo.

Obkaermsacionea.-

1.- Mediante resultados de Block y Hart en [BH] se sabe
que toda familia uniparameétrica de aplicaciones
continuamente diferenciables, continuas respecto al
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parametro, pasando de entropia topolégica cerc a entropia
topologica positiva, contiene necesariamente una aplicacién
tal que el conjunto de periodos es exactamente INZn . Ademas,
los mencionados autores conjeturan lo siguiente:

"La adherencia del conjunto de aplicaciones de clase c!
con entropia topolégica positiva es (fecl(1,1) /
Per(f )DlNzn}. La frontera de este y del conjunto de
aplicaciones con el conjunto de periodos finito es

exactamente {fe CI(I,I) / Per(f)=!N2n}“.

2.~ Si restringimos el operador renormalizacién, R;, al
espacio de aplicaciones unimodales de clase C2 que dejan
invariante la frontera, Coullet-Tresser y Feigembaum (1978)
conjeturan independientemente que tal operador tiene un
punto fijo vy su espectro estd relacionado con la
universalidad de ciertos numeros. Fueron muchos los autores
que probaron resultados, algunos ayudados de estimaciones
asistidas por ordenador, encaminados a la prueba de tales
conjeturas. Después de los trabajos aparecidos entre 1979 y
1986 de M.Campanino, H.Epstein, O.E.Lanford y D.Ruelle,
podemos asegurar que R; tiene un punto fijo analitico f: el
cual es simétrico, R‘; es de clase C' y DR(_)(f;*) es un
operador compacto cuyo espectro tiene un unico autovalor
8=4.669 fuera del disco unidad, encontrandose los otros en
su interior. Usando la teoria de la variedad estable
([HP],[PM]) se sigue la existencia de una variedad local
inestable de dimensién uno, tangente al autoespacio asociado
al autovalor 8 y una variedad local estable que interseca a
la anterior transversalmente en f:;. La variedad local
estable de R(; es el conjunto de aplicaciones ¥ en un entorno

de f;* en las cuales (R;)n(t/l) estan definidas, pertenecen a
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este entorno y convergen exponencialmente a f:. Se puede
también definir la variedad estable global del punto fijo
como el conjunto de aplicaciones ¢ tales que (R;)n(w)

0
converge a f 0"

Sea A el conjunto de endomorfismos del intervalo de
clase C2 que tienen todos sus puntos criticos no planos, y

que estan en la frontera del caos.

CONJETURAS.-
(I) A es el conjunto de aplicaciones en la acumulacién

de una sucesién de bifurcaciones de duplicacién de periodo.

(II) Un subconjunto abierto denso Ai sde A esta

dividido en subconjuntos disjuntos A?’m tales que R?(Ar;’m)
,s ,s

0 . 0 . .
pertenece a Ai , siendo Ai la cuenca inmediata de

8 K3
»*
atraccién por R.S del punto fijo de tipo cuadratico f? de
1

R’
i
Oboermsaciaonen.-

(A) Otra formulacién de (I) es que cada aplicacién en la
clase considerada que tiene entropia topoldgica cero ¥y
6rbitas periddicas de periodo 2" para todo n=0 puede ser

aproximada a la vez por aplicaciones con entropia positiva y

por aplicaciones con un numero finito de periodos.

(B) La segunda (y principal) parte de la conjetura puede ser

dividida como sigue:

(I1.1) En un subconjunto abierto denso A1 de A4, las
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aplicaciones tienen un unico conjunto de Cantor invariante,
A es el subconjunto de A donde la dindmica de Rf: esta
definida sin ambigliedad. Suponiendo I, la idea intuitiva de
II.1 es la siguiente:

(i} La acumulacién de bifurcaciones de duplicacién de
periodos es un fendémeno de codimensién uno.

(ii) Varias acumulaciones ocurriendo a la vez tienen

codimensién superior.

(11.2) En un  abierto  denso A2 de A1 las
aplicaciones f son tales que existe un entero no negativo n
de forma que la dinamica simbodlica en el conjunto de Cantor
de (R?)n(f ) es descrita por el orden unimodal o ©s decir
(Rj)n(f) es unimodal.

Que existen ordenes no realizables en A2 es seguido
facilmente de lo expuesto a nivel simbédlico; por ejemplo,
cualquier punto fijo de los R?, con un namero de extremos
mayor que uno, no pueden ser realizados por aplicaciones en
Az’ Los ejemplos més simples en f‘«ll\A2 son obtenidos
considerando todos los oérdenes compatibles con aplicaciones
bimodales, en los cuales se requieren dos puntos criticos en
el conjunto de Cantor, ninguno de los cuales estd en un

extremo de un "agujero” del Cantor ([GLT],[MZ]).

(I1.3) Un abierto denso A3 de A2 estd formado por

aplicaciones con todos los puntos criticos no degenerados.

(11.4) A3 esta contenido en la cuenca de atraccién de f?*.
Adn cuando esto es todavia una retadora cuestién en la
clase de funciones que mencionamos, es notable que esta
parte de la conjetura estaria ya garantizada en la
interesante clase de aplicaciones reales analiticas por el

reciente resultado de D. Sullivan ([Si1] de que toda
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aplicacién unimodal analitica con punto critico cuadratico
(i.e. con sucesién Kneading iddénea} es atraida hacia el
mismo punto fijo f: por iteracién de Rg (esto fue dado
originalmente en [Sz2] con la hipétesis adicional de que la
aplicacién pueda extenderse a una aplicacién
"quadratic-like” en el sentido de Douady-Hubbard definida en

un entorno complejo del intervalo I).

(C) Lo que se conoce de la dinamica simbdlica es suficiente
para decir que la dindmica de R? restringida a A1\A2 es
absolutamente complicada. En efecto, el teorema 1.22 implica
que R? tiene entropia topolégica infinito. Puesto que la

PO . . oY) s . N N

dindmica asintética de ?21 restringido a DO es simple,
us

AI\A2 soporta toda la dindmica cadtica.

(D) En orden a conocer la importancia de A\A2 en la
estructura global de A, se puede ver, por ejemplo, Ila
frontera del caos en aplicaciones bimodales en
[GLT],[MaTl,IMZ]: para pasar de un orden 0€0_ a otro o’»&OQo
se debe ir a través de la coexistencia de varios conjuntos

de Cantor o un Cantor conteniendo varios puntos criticos.

Comentarios sobre (I1.2):

Sea feA1 y K su conjunto de Cantor que puede ser
considerado como producido por una cascada de bifurcaciones
de duplicacién de periodo en una familia uniparamétrica de
aplicaciones. El argumento para (I1.2) es:

Consideremos el momento en que en esta familia
uniparamétrica ha sido creada una O6rbita Pn de periodo 2"

siguiendo el proceso, esta o6rbita pierde la estabilidad para
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dar lugar a una nueva Orbita P’ml de periodo 2" (figura
1.23): Un nuamero impar de puntos de Pn necesita cruzar un
extremo relativo de la aplicacién (si este numero es par, la
bifurcacién daria lugar a dos orbitas peridédicas con periodo
2" y se comenzaria de aqui). Es claro que lo mas simple es
cuando un uUnico extremo ha sido cruzado. Suponiendo esto, es
decir que después de la ultima bifurcacién un sélo extremo
ha sido cruzado, parece lo mds natural que un sélo punto de
Pm1 cruce el mismo punto extremo para dar lugar a la nueva
bifurcacién (piénsese en la proximidad de todos los puntos
de F‘n+1 al punto critico mas cercano de la aplicacién). Con
tal escenario, aplicando la teoria simbdlica, obtenemos por

el teorema 1.23 que a nivel simbélico estamos ante una

preimagen del orden unimodal o , y de ahi II.2.
us

- Figura 1.23 -
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APENDICE 1.1

Sea f un endomorfismo de I, mondtono a trozos, es decir
tal que existen subintervalos

I1=[O’C1]’ Iz=[c1,c L., I =[c 1]

2 m m-1
en los que f es estrictamente mondétona. Supongamos que cada
I es un intervalo maximal de monotonia de f, y que

i

C < <...<c_ son los extremos relativos de f (en realidad
m-

hay que afladir el O y 1, pero no los tendremos en cuenta en

lo que sigue).
Dado xel, definimos la direccién de x, A{x), como el

simbolo Ij, si XEIj y no es un extremo relativo, y C si
J
x=c . El itinerario de x es la sucesién
A=A, (x)=(A(x),A(f(x)),A(FA(x)),....)

Definimos la operaciéon shift ¥ entre itinerarios como
sigue:
FAL(x)) = (AI,A yens)

siendo A*(x)=(AO,A1,A2,...).

A cada simbolo Ij le asociamos un signo S(Ij)e{ﬂ,-—l}
segin f es monétona creciente (8(1j))=+1) o decreciente
(E(1))=-1) en el subintervalo Ij. Elegimos el orden

J

11<Iz<"’<1 en el conjunto de simbolos. De esta forma,
m

dadas A*=(AO,A1,,..), B*:(BO’B1"")’ con Ap,Bpe(Il,...,Im},

diremos que A,<B, si, AozBO,..., An_1=Bn_1, y

A <B si £§€ .. =+1
1 2 n-1
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para algin entero nz0, siendo €p=8(Ap).

Se verifica:
fema.~[MT]

Si  x,yel son tales que x<y entonces A,(x)=A_(y).

No existen puntos fijos de 73: con M(o)e{2,3,4}, que no lo

son de otro R. (Ver observacién en la pag.96 de 1.2)

Consideremos el conjunto (Dw formado por todas las
extensiones continuas a I de los endomorfismos que sobre T
inducen los elementos de OGo (ver 1.1.3).

En todo lo que sigue consideraremos itinerarios del
punto mas a la derecha del Cantor T, que denotaremos por X

A partir de los conceptos béasicos sobre itinerarios y
siguiendo la terminologia de [PTT], sabemos que una
condicién minima para encontrar un elemento de Dw inducido
por un orden que es punto fijo de 3?;, es la existencia de un
itinerario de manera.que al sustituir bloques de dos letras

por una, el itinerario permanezca invariante. Por ejemplo,
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en el caso del punto fijo unimodal de ?2:, si llamamos
L=[0,c] y R=lc,1], siendo ¢ el punto méximo, el itinerario
mencionado es

RLRRRLRLRLRRRL.....
el cual es invariante mediante la sustitucién RL-—5R, RR-—L.

(Estamos considerando L<R).

Estudiaremos las sustituciones en bloques de dos letras
que se pueden realizar para obtener itinerarios invariantes
en los casos de que los endomorfismos tengan 2,3 y 4
extremos relativos. Noétese que muchas de estas sustituciones
se eliminan debido al signo de los correspondientes simbolos
por lo que no se incluiran en los distintos casos (por
ejemplo, en el caso unimodal resefiado no podemos realizar la
sustitucion RR—R, RL-—»L, para obtener un punto fijo de .‘R;,
debido a que RR<RI] y R>L).

Sea f ewa y m=M(o) el numero de extremos relativos de f,

supongamos:

- m=2.

LLamemos A,B,C a los intervalos de monotonia de f y
supongamos TnX#@, con X=A,B,C. Consideramos el orden C<B<A
en el con junto de simbolos. Distinguiremos dos
posibilidades:

2.1- E(A)=E(C)=+1 y E(B)=-],

2.2- E(A)=€(C)=-1 y E(B)=+l.

- 2.1: La unica sustitucién es
AC—A

BC—B
BB—C
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que da lugar a la sucesién
ACBBBCBCBCBBB....

Si esta es el itinerario de X, bajo la aplicacién f inducida
por algin elemento de Om, implicaria que fp(xo)azAnT, Y p>0,
lo cual es una contradiccién. Por tanto no existe OEOco en

este caso.

~ 2.2: Atendiendo a los signos de &(A), &(B) y £&(C), no

existen sustituciones que den lugar a puntos fijos de o.

- m=3.

Sean A,B,C,D los intervalos de monotonia de f , y como
anteriormente, TnX#@, X=A,B,C,D, y el orden en los simbolos
D<C<B<A.

3.1- E(A)=E(C)=+1 y E(B)=E(D)=-1,

3.2- E(A)=E(C)=-1 y E(B)=E(D)=+1.

- 3.1: La Unica sustitucién es:
' AC—A
AD—B
BD—C
BC—D
que corresponde a la sucesién

A,=ACBDADBCACBCADBDAC....

Segun las diferentes iteraciones de la operacidén shift
actuando sobre A,, observamos que:

#12(A,) < £2°4,) < 1A, < ¥¥A,)

lo que significa que flz(xg)SfZO(XD)5f4(x0)5f28(xo), y por

tanto el orden en (1,..,25} correspondiente al orden que

118




induce f es
o =(....,13,21,5,29,...1) ¢ O
5 5

por lo que se concluye que no existe OEOm que satisfaga las

condiciones.

-~ 3.2: Indicamos en la siguiente tabla las posibles

sustituciones:
AD AC BC BD CD CcC
3.2.1 A B C D
3.2.2 A B C D
3.2.3 A B C D
3.2.4 A B C D
3.2.5 A B C D

Las sustituciones 3.2.3, 3.2.4 y 3.2.5 no pueden dar
lugar a itinerarios de X, mediante un elemento de (Dm por la
misma razén que en 3.1.

En los dos primeros se tiene:

- 3.2.1:
A,=ADBDACBDADBCAC....
verificando
#(a,) < £2(A,) < £1(A,) < $°(A)
por tanto

0.=(2,4,8,6,...,1) ¢ O
3 3
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- 3.2.2: Obtenemos
A,=ADCCBCBCACBCACBCAD...

por lo que

$7(A,) < £°A,) < 04, < 904,

o =(...,3,15,7,11,...) ¢ O
4 4

- m=4,

Tenemos ahora subintervalos A,B,C,D,E, tales que TnX#g,
vV X=A,B,C,D,E. Establecemos E<D<C<B<A.

4.1- E(A)=8(C)=E(E)=+1 y E(B)=E(D)=-1,

4.2~ E8(A)=E(C)=E(E)=~1 y E&(B)=E(D)=+1.

-4.1

AE BE BD CD CE DE DD
4.1.1 A B C D E
4.1.2 A B o D E
4.1.3 A B C D E
4.1.4 A B C D E
4.1.5 A C D E
4.1.6 A C D E
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AC AD AE BE BD BC BB

Ll
4.1.7 A B C D E
4.1.8 A B C D E
4.1.9 A B C D E
4.1.10 A B C D E
4.1.11 A C D E
4.1.12 A B C D E

L.as posibilidades 4.1.1,...4.1.6, 4.1.11 y 4.1.12 son
todas eliminadas razonando de forma analoga al caso 2.1. Por
otro lado, si observamos las correspondientes sucesiones A,
en los casos 4.1.8, 4.1.9 y 4.1.10, obtenemos, en todas

ellas, que:
#oA,) < £°4A,) < £Aa,) < Ay

lo que implica que

o =(....,7,11,3,15,...) ¢ O .
4 w

En 4.1.7, obtenemos un punto fijo de R;, sin embargo
este corresponde al iterado de orden 3 de o que es punto
U+

fijo de dos aplicaciones R a la vez.
- 4.2:Ver tabla adjunta.
Podemos eliminar 4.2.1, 4.2.2, 4.25 y 4.2.6 como en

2.1. Mientras que en 4.2.3 se obtiene 03=(4,2,8,6,...) € O3
y en 4.2.4, 03=(4,6,2,8,.".) & 03.
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4.2.1
4.2.2
4.2.3
4.2.4
4.2.5
4.2.6
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- CAPITULO II -

~ HOMEOMORFISMOS RESTRICCION DE ENDOMORFISMOS
REGULARES DEL INTERVALO -

I1.1.- Introduccién.

Sea X un espacio métrico compacto y f un endomorfismo
localmente expansivo de X , es decir, existe £0 y k»l tal
que p(f(x),f(y)) =z k pix,y) siempre que p(x,y} < €, siendo p
la métrica en X. Es un hecho conocido, que se sigue de
[GH,Th.10.36], que si la restriccién de f a un subconjunto E
cerrado invariante es un homeomorfismo, entonces E es un
conjunto finito.

En este tiempo de rapidos progresos en el estudio de
endomorfismos del intervalo, el hecho anterior motiva la
siguiente cuestion:

Qué se puede decir, en general, acerca de la dinamica

asintética de una restriccién homeomoérfica de una aplicacién
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f:10,1}——>[0,1], es decir, si E es un subconjunto cerrado
de [0,1], tal que f]E:E———-—>E es un homeomorfismo, ¢cual es

la dinamica asintética de flE?.

En este capitulo daremos respuesta a esta pregunta en
el &ambito de aplicaciones no invertibles de c*([0,10),
espacio de c? endomorfismos de [0,1] que dejan invariante la
frontera, con un numero finito de puntos criticos todos
ellos no-planos y sin puntos peridédicos no-hiperbélicos. Mas
concretamente, si denotamos por w(x) el conjunto w-limite de
x€[0,1] siendo feCz({O,l]) , ¥ suponemos que Ec[0,1] es un
cerrado tal que f ]E:E-———aE es un homeomorfismo, probaremos

en el Teorema 2.8 que Uxe w(x) es finito excepto cuando

E
existe al menos un punto critico ce E para el cual w(c) es
infinito y f Iw(c) es un homeomorfismo minimal. Es un hecho
conocido que estos casos pueden existir, como veremos en la
préxima seccidén. Notemos que la propiedad de no tener puntos
no-hiperbdlicos es genérica en CZ([O,I]), (es decir, dicha

propiedad se verifica en un subconjunto residual).

Este capitulo esta organizado como sigue. En la seccién
.2 discutiremos el caso  especial de  aplicaciones
unimodales. Los teoremas principales, Teoremas 2.8 y 2.15,
seran enunciados y probados en I1.3, donde también
ilustraremos con un ejemplo que dichos teoremas pueden no
verificarse si rebajamos ligeramente las hipdtesis de

regularidad.

I1.2.- Aplicaciones unimodales.
Trataremos aqui de particularizar la propiedad de
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finitud, enunciada en la  introduccién, al caso de
aplicaciones  unimodales  del intervalo, es decir, que
decrecen en un Unico segmento y crecen en un unico segmento.
Recordemos que una aplicacién unimodal es renormalizable si
para algun Jcl y n>l, fnlJ es un endomorfismo unimodal. Si
fn[ J es renormalizable, diremos que f es dos veces
renormalizable (podemos repetir el proceso de forma natural
a infinitamente renormalizable). Recordemos también que un
punto fijo x es estable o atractor si existe &0 tal que
O<|y-x|<e implica |f(y)-x|<|y-x|, y que un punto periédico p
de periodo n es estable si p es un punto fijo estable de 7,
(analogamente inestable o repulsor).

Probaremos en la proposicién 2.1 que tal propiedad es
también valida en el caso de aplicaciones trapezoidales (ver
figura 2.2) con pendiente mayor que 1 en valor absoluto. La
existencia de puntos periddicos estables para estas
aplicaciones no  proporciona ejemplos de subconjuntos
cerrados invariantes infinitos en los cuales la aplicacién
restriccién es un homeomorfismo, puesto que necesariamente
uno de los puntos de la 4rbita periddica estable se
encuentra en el intervalo donde f es constante. Por el
contrario, en el caso de la aplicacién cuadratica, fa(x)=
1-ax2, para valores convenientes del parametro a, a partir
de la existencia de  Orbitas periddicas estables se
construyen  facilmente ejemplos de conjuntos cerrados
infinitos en los cuales la aplicacién cuadratica actua como
un homeomorfismo. La figura 2.1 ilustra alguno de estos
ejemplos. Notese que en ellos la unién de los conjunto
w-limite de la aplicacién restriccién es el atractor finito.
En el casoc de aplicaciones cuadraticas infinitamente
renormalizables, el argumento anterior es valido si

sustituimos la 6rbita periddica estable por la adherencia de
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17

~ Figura 2.1 -

la o6rbita del punto critico. De forma maéas precisa, como es
bien conocido, en este caso la aplicacién cuadratica
restringida a la adherencia de la o6rbita del punto critico
es un homeomorfismo minimal en un conjunto de Cantor. Por
otro lado, no se sabe si en estas aplicaciones cuadraticas,
las infinitamente renormalizables son las (nicas que
presentan este tipo de comportamiento. No obstante, del
corolario 2.16 inferimos que si E es un subconjunto cerrado
invariante de [0,1] tal que f aIE:E————>E es un homeomorfismo
y Uer w(x) es infinito entonces el punto critico ceE y f_

restringida a la adherencia de la érbita de ¢ es un

homeomorfismo minimal.

La siguiente proposicién, cuya prueba es una adaptacién
de demostraciones de resultados clédsicos para aplicaciones
expansivas, nos proporciona una idea intuitiva del Teorema
2.8; si f es una aplicacién unimodal del intervalo, y E es
un subconjunto cerrado invariante tal gque la dinamica

asintética de la aplicaciéon restriccion de f a E estad
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confinada lejos del punto critico, entonces un posible

modelo para esta restriccién es la aplicacién trapezoidal.

Una aplicacién T de un intervalo [a,bl, con a<b, se
dird trapezoidal si su grafica estd compuesta de tres

segmentos uniendo, respectivamente, lo puntos L1 y Lz’ L2 y
Rz’ Rz y R1’ donde Ll—-(a,A), L2=(c,D), R2=(d,D) y R1=(b,B),

con A,B,D € [a,bl, A,B<D, y a<c<d<b, como muestra la figura

2.2.

Llamaremos pendientes de T a las cantidades 2—:—2 y

i
o

|

o
I
[o))

~ Figura 2.2 -

Prapasicion 2.1.-
Supongamos que las pendientes de T son, en valor

absoluto, mayores o iguales que s>1. Si E es un subconjunto

127



cerrado en [a,bl, tal que T|_ :E—>3F es un homeomorfismo,

E
entonces E es finito.

Demostracién.-

Sean &>0 y {Ui}1EI un recubrimiento abierto de E donde
cada Ui es un intervalo abierto de centro XiEE y radio 4.
Sea {Ui)ie(l,..,n) el correspondiente subrecubrimiento
finito.

Puesto que xieE, i=l,..,n, y T}E es homeomorfismo,
existen Gnicos yieE, i=1,..,n, tales que T(yi)=xi.
Distinguiremos con el subindice k al Unico punto en [c,d]nE,
si existe, tal que T(yi)=X1=D. Si i#k, denotemos por y; la
otra preimagen por T de x en [a,b]l, si ella existe.

Consideremos T-I(Ui), i#zk, el conjunto formado por la unién
de las bolas de centro v, ¥ y; y radio 8/s intersecado con
[a,bl, ¥ T'I(Uk) la bola de centro v, ¥ radio 8/s5 .

Veamos que EcU?le-l(Ui). Sea xe€E, puesto que T(x)eE,

existe ie{l,...,n} tal que lT(X)'Xil“S' Distinguiremos tres

casos:
c1— ixk,
ce- i=k y T(x)=xk,
c3~ i=k y T(x)txk.
c1~ Sea zie{yi,y;} tal que bien X,z <c, bien x,zl>d.
Entonces:

|x—z]<£|T(x)—-x[<§ — xe THU).
i s i s i

cz- Evidentemente x=y y por tanto xeTwl(Uk).
c3- Supongamos y #*c y y #d, y sea H=min {Ic-»yk],]d-yk]}. Por

la continuidad uniforme de T—1| , dado H/2 existe vH>O tal

E
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. . -1 -1
que |x-y|< v x,yeE, implica que |T IE(X)-T ]E(y)] < H/2
Tomando & mas pequefio que vy o si fuese necesario,

tendriamos

h
IT(x) —Xkl <8 = lx—yk! <3

por lo que xelc,dl, en contradiccién con el hecho de que
existe un Unico punto en En[c,d]. Por tanto, no existe xe€E

tal que T(x)eUk y T(x)*xk.

Si Y, =C necesariamente x<c (por la continuidad

uniforme de T por lo que usando el caracter expansivo

1
g per 1
de T se concluye que xeT (Uk). (Analogamente si yk=d).
Denotemos por U;l la componente de T-I(Ui) centrada en
yi, i=l1,...,n. Por la continuidad uniforme de TGIIE , vy el
hecho  que | yi—y; | >§—2-—C, 8 puede ser elegido lo

. ~ -1 -
suficientemente pequefio para que T (Ui)nE c Uil. Entonces

-1
i 1€{1,..,n}

{U es un recubrimiento finito de E con la misma

cardinalidad de {Ui}'ie(1 m pero con bolas de radio &/s.

Iterando la anterior construccién, E puede ser recubierto
con un numero finito y fijo de bolas de radio

arbitrariamente pequefio. Se deduce entonces que E es finito.

Okaerwsacion 2.2.-

Evidentemente puede existir un subconjunto, E, cerrado
infinito tal que TIE es homeomorfismo si suprimimos la
condicién sobre las pendientes de T, como ilustra la figura

2.3.
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z (punto fijo)
z € Orb(x)\ Orb(x)

Figura 2.3

Gonolarnia 2.3.-

Si el conjunto de érbitas periédicas de T consiste en

s . s n
exactamente una Orbita de periodo 2 para n=0,1,..., y tales
casos existen, entonces la restricciébn de T al conjunto no

errante no es inyectiva.

Oboermwsacion 2.4.-

El corolario anterior proporciona un facil
contraejemplo del aserto de Sarkovskii [Sasl:

" La vrestriccibn de f, aplicacién continua de un
intervalo cerrado en si mismo cuyos puntos periddicos tienen
todos periodo una potencia de 2, a su conjunto no errante es

un homeomorfismo”.
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Un contraejemplo de esta afirmacién, aunque mas
complicado, habia sido encontradoe por Block-Coven como se

muestra en [BC].

- Figura 2.4 -

En el caso de aplicaciones tent f :[0,2]—[0,2] ,
8

Ks=2,(fig.2.4), definidas por

sX o=x=s]

fs(X)z s(2-x%) 1<{x=

no sabemos si existen casos en los cuales f . lleva
homeomoérficamente un subconjunto cerrado infinito en s{
mismo. De hecho, esto estd relacionado con la cuestion de
cuando en la familia cuadratica existen valores a del
parametro, con fa no infinitamente renormalizable y tiene
entropia topolégica positiva, en los cuales la aplicacién
restringida a la adherencia de la érbita infinita del punto
critico es un homeomorfismo minimal. Sefialamos ahora que el
teorema 2.8 sigue siendo valido en el caso de aplicaciones
S-unimodales (corolario 2.16), y por consiguiente para estas

aplicaciones cuadréticas.
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11.3.~ Principales resultados.

Por conveniencia en la lectura y comprensién de esta
seccién  precisaremos ciertas definiciones 'y resultados,
algunos de los cuales han sido incluidos ya en otros
capitulos de esta memoria, que resultan relevantes en lo que
sigue.

Sea f:[0,1——[0,1] una aplicacién c'. Diremos que
ce(0,1) es un punto critico si f’(c)=0. Un punto critico ¢
es no-plano si existe kz2 tal que f es c*! en ¢ y ka(c)io.
Denotaremos por C(f) el conjunto de puntos criticos de la
aplicacién f. Denotaremos por orbf(x)={x,f(x),f2(x),.,.} la
érbita hacia adelante por f de x en [0,1], si X es un punto
critico diremos que orbf(x) es una oOrbita critica. El

conjunto w-limite de xe€[0,1] por f, w.(x), es el conjunto de

f

puntos de acumulacién de orbf(x) {entendiendo por tales los
n

elementos ye[0,1] tales que existe (ni}—-—xn y Af i(x))————)y),

y el conjunto w-limite de la aplicacién f es
w(f)=Uxe[o’”wf(x). Diremos que p es un punto periddico de f
de perfodo n si f(p)=p ¥ fj(p)ip para o<j<n. El punto
periédico p se dice hiperbélico si |Df'(p)|®l, y
no-hiperbélico en otro caso. En el primer caso, si
IDfn(p)[d se dira que p es linealmente estable, y si
|Dfn(p)|>l, p se dird linealmente inestable.(Notar que estos
puntos son atractores o estables y repulsores o inestables,
respectivamente) . La cuenca de atraccién de p es el
conjunto, B(p), de puntos en [0,1] cuyo conjunto w-limite es
la érbita de p. Un conjunto Ac[0,1] es invariante si f(A)cA.

Un conjunto hiperbélico de f es un conjunto compacto
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invariante A tal que existen constantes c¢>0 y A>l de forma
que se verifica !Dfn(p)lzcxn para todo x€ A, nzl.
Sea  EcI=[0,1] un subconjunto cerrado tal que

g=f ]EE~——->E Como anteriormente podemos considerar los
conjuntos orbg(x) y wg(x) para cada xeE, y el conjunto

w-limite de la aplicacibn g que vendrda dado por

w(x)=U
€

Ewg(x). La aplicaciéon g es minimal si y sélo si para

cualquier x en E se verifica E=orbg(x). Si ademds g es un

homeomorfismo, entonces ocg(x) es el conjunto de puntos de

acumulacién de orbg-l(x), ie., ocg(x)=wg~1(x). En lo que

sigue suprimiremos f y g cuando no exista posibilidad de

confusién.

fema 2.5.-

Sea g una aplicacién continua de un espacio  métrico
compacto X. Para cada xe€X se verifica glw(x))=w(x). Ademas
si p es un un punto periédico repulsor, w(x)=orb{p) si y

sélo si peorb{x).

Demostracién.-

La primera afirmacién puede verse en [W,p.123].
Probaremos la segunda en el caso en que el periodo de p en
uno, ya que en otro caso bastaria considerar p como punto
fijo de la aplicaciéon gn, siendo n el periodo del punto.

Supongamos que p no pertenece a orb(x) y veamos gque la
sucesion {f"(x)} no converge a p. Para ello, supongamos lo
contrario. Elegimos &>0 de forma que p(f(y),plp(y,p),

cuando ply,p)<€ , y#p, entonces
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3 n0>0 /¥ n?.no p(f7(x),p)<e.
Si oy arbitrario, al ser fn(x)¢p, se tiene
p(f™(x),p)>......>p(f °(x),p)

y al considerar Ilimites cuando n tiende a infinito, se
"o
llegaria a que f (x)=p, lo cual es una contradiccién. Por

tanto, existe €>0 tal que para cualquier neN podemos
n
encontrar nozn de forma que p(f O(x),p)?_e, De aqui, podemos
n-
encontrar una  sucesién {ni)T tal que pff 1(x),p)?.t:,

restringiendonos a una subsucesién , si fuese necesario,
™
{f (%)} converge a y#p, lo cual es una contradiccién con el

hecho que w(x)}={p}, que viene de suponer que p no esti en

orb(x).

fema 2.6.~

Sean f:[0,1}——[0,1] una aplicaciéon continua y p un
punto periddico repulsor de periodo n. Si xe€[0,1] es tal que
orb(p) estd propiamente contenida en w(x), entonces flw(x)

no es inyectiva.

Demostracién.-
Dividimos la demostracién en dos partes.
1- Supongamos p es un punto fijo repulsor. Sea £>0 tal que
|y-p|<e, y#p, implica |f(y)-p|>|y-p|. Consideremos una
sucesion estrictamente monotona decreciente de numeros
reales (ei}lO tal que € <€,y denotemos por 1.\;_l los intervalos
n n -1

(p—-ei,p*si). Sea n e N tal que f 1(}v:)ez.\1 y f l(x)az%t\1 (por el
lema 2.5 siempre existe, ya que si al estar {p} contenido

propiamente en w(x) entonces pgorb{x) y por tanto orb(x) no
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n -1
1 ,
converge a p). Llamemos zl=f {x). Consideremos n>n tal

n n -1
que f Z(X)EAZ y 22=f 2(X)GEAZ. Evidentemente zZeEAl, pues si

asi fuera £2>|f(22)——p|>|22—-p}. Continuando el razonamiento,

obtenemos una sucesién {zn} vy un punto z distinto de p tal
que, restringiéndonos a una subsucesién si fuese necesario,
{zn}—éz y f{z)=p; por lo que existen elementos distintos,

z y p, en w(x) que tienen la misma imagen. Se concluye el

resultado en este caso.

2- Si p es un punto peridédico de periodo n>»l, sea g=fn.
Puesto que pew(x), existe una sucesién estrictamente

mondtona creciente de enteros positivos {ni} tal que
"
{f (x)}—>p. Considerando  una  subsucesién, si fuese

necesario, de forma que cada n pueda ser expresado por

t
nk=tkn+r‘ , con O=rs< n-i1, obtendremos que {g k(fr(x))}-———-ap,

y por tanto pewg(fr(x)). Ademéas, {p} estd contenido
propiamente en wg(fr(x)) pues en caso contrario, se
seguiria, por el lema 2.5, que pe orbg(fr(x))corbf(x) y de
aqufl wf(x)=orb(p), lo cual es wuna contradiccién con la

hipétesis. Se sigue entonces, por la primera parte de la

demostracién, que la aplicacién g]w (fF no es inyectiva,

f (x))
£

con lo cual se concluye el resultado al tener en cuenta que

w (' (x))cw (x).
g g

Por motivos técnicos, enunciaremos a continuacién
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ciertos resultados conocidos que seran fundamentales para la
demostracién de los Teoremas 2.8 y 2.15, omitiendo su prueba
por carecer de interés en lo que nos ocupa, (no obstante, se
incluyen, en cada uno de ellos, referencias de

localizacion).

2.7.A).- Sea X un espacio métrico compacto y f un
endomorfismo expansivo de X. Si la restriccién de f a un
subconjunto cerrado invariante E es un homeomorfismo,

entonces E es finito.[GH]

2.7.B).- Sea g una aplicacién continua de un espacio
compacto en si{ mismo. Si x€X y U es un conjunto abierto de
w(x) tal que Uzw(x), entonces g(U) no estd contenido en U.
Como consecuencia, w(x) es un ciclo si y sélo si w(x) es

finito [Sa2,Thi,Cor.2].

2.7.C).- Sea X un espacio métrico compacto con métrica
p ¥y h:X~——>X un homeomorfismo. Supongamos existe un
subconjunto de X invariante, cerrado y no abierto, A, y un
entorno U de A tal que si xeU\A, O(x)={h"(x), neZ} no esta
contenido en U. Entonces existe yeX\A tal que

. n _ ; . n -
})_})Ig)l plh(y),A)=0 o r1]_1>rpm p(h (y),A)=0.
Ver [GH, Th 10.28].

2.7.D).- Sean f:[0,1——[0,1] de C° y K un
subconjunto compacto invariante de [0,1] que no contiene
puntos criticos, puntos periédicos atractores, ni puntos
periédicos no-hiperbdlicos. Entonces K es un conjunto

hiperbdlico [Ma,p.497;Me,p.146]. Observar que si f|K:K-———aK
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es un homeomorfismo con K un conjunto hiperbélico entonces
n . . p
f IK es un homeomorfismo localmente expansivo para algtn n y

por tanto, por 2.7.A, K es un conjunto finito.

2.7.E).- Sea f de C2 con un numero finito de puntos
criticos todos ellos no-planos y siendo al menos uno un
punto extremo. Entonces el periodo de todas sus orbitas
periédicas linealmente estables es acotado [Me,p.157]. En
particular, si todos los puntos peridédicos de f son
hiperbélicos, el namero de las orbitas periédicas
linealmente estables de f es finito. {(Si f tuviese una
infinidad de puntos periédicos linealmente estables todos
los puntos de acumulacién de este conjuntc deben de ser
puntos periédicos no-hiperbdlicos. Para ver esto basta
considerar la aplicacién N siendo N una cota conveniente de
los periodos de los puntos peridédicos linealmente estables,

y tener en cuenta que dichos puntos son aislados.)

Jeanema 2.8.—

Para cada N>0, sea Ci el conjunto de aplicaciones en
CZ([O,I]) que tienen a lo sumo N puntos criticos todos ellos
no-planos. Si fecz, sea E un subconjunto cerrado invariante
de [0,1} tal que f|E es un homeomorfismo. En un subconjunto
Ga-—denso de Cfl, w(fIE) es finito excepto si existe ceC(fInE

tal que cew(c) y f’w(c) es un homeomorfismo minimal de un

conjunto infinito.
Obkoaernsacion 2.9.-

Si  f:[0,1]———[0,1] es un endomorfismo invertible,

cualquier o6rbita de f es asintdtica a un punto fijo 6 a una
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orbita periddica de periodo dos de f.

Oboerwsacion 2.10.-
Nétese que si w(f IE) es finito entonces, como
consecuencia de 2.7.B, wff |E) es una coleccién finita de

érbitas periddicas.

Demostracién del teorema 2.8.-

Fijemos N>O arbitrario. Sea AN={feC§/todos los puntos
periédicos de f son hiperbdlicos}. Por [Sh;Me,p.122] sabemos
que la propiedad de tener todos los puntos periddicos
hiperbélicos es genérica en CZ([O,I}}, y por tanto también
en Ci, es decir AN contiene un subconjunto Gé-denso.

Sean feAN y Ecl0,1] verificando las hipdtesis del
enunciado. Si la aplicacién f no tiene puntos extremos, de
la observacién 2.9 y 2.7.E, se sigue que, genéricamente,
w(f) es finito. Por tanto sélo ha de estudiarse el caso en
que f no es invertible, y por ello, en lo sucesivo,
supondremos siempre que f tiene al menos un punto extremo y
que w(flE) es infinito.

Sea P el conjunto de puntos periédicos linealmente
estables de f, que, por 2.7.E, es finito. Consideremos
E’=E\Up€P

por tanto es un abierto; E’ es entonces un subconjunto

B(p), donde B(p) es la cuenca de atraccidén de p y

cerrado e invariante de [0,1]. Ademads, puesto que w(flE) es
infinito y P es finito, se verifica E’'#z y w(fIE,) infinito.
I.lamaremos c(E’)=C(f)nE’.

Para un mejor seguimiento, dividiremos la prueba en varios

etapas.
l.- C(E’) # @.
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Suponiendo lo contrario, E’ seria un conjunto compacto
invariante que no contiene puntos  criticos, orbitas
periédicas atractoras ni puntos periédicos no-hiperbélicos,
por lo que de 2.7.C, 2.7.A y 2.7.D se inferiria que w(flE,)

es finito, lo cual es una contradiccién.

2.- Si ¢ eC(E’), w(c) es infinito.

Suponiendo que existe ceC(E’) tal que w(c) es finito,
entonces w(c) es una oOrbita periddica, la cual, teniendo en
cuenta el lema 2.5 y al ser f ] E homeomorfismo, es
necesariamente linealmente estable, lo cual contradice la

definicién de E’.

3.- Para todo ce C(E’), w(c)nC(f) = @.
Si w(c)nC(f)=o, por 2.7.D y 2.7.A, w(c)cE’ es hiperbélico y

por tanto finito, lo que contradice 2.

4.- Existe cOEC(E’) tal que coew(co).

En un primer momento, pensemos que C(E’)={c}. Si ceuw(c)
entonces w(cInC(f)=@ , en contradiccién con 3.

Si en C(E’) hay mas de un punto, fijemos COEC(E’) y sea
clew(cO)nC(f), Si C #Cos consideremos czew(cl)nC(f). Si c,
coincide con c, 0 c, el problema quedaria resuelto, en caso
contrario czew(cl), clew(co) y ha de existir c3ew(cz)nc(f).
Puesto que C(f) es finito, este proceso nc puede continuar

con c_e{co,cl,...,c_ 1} para todo j, por lo cual se concluye
3 -

4.
5.- Si cOeC(E’) es tal que coezw(co), existe clew(co)nC(f)

verificando clew(cl).

Consecuencia inmediata de 4.
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6.~ Existe cOeC(E) tal que coew(co) y f }w(co) es un

homeomorfismo minimal con w(co) un conjunto infinito.

Sea ceC(E’) tal que cew(c), claramente flw(c) es
homeomorfismo y w(c) es infinito. Sea xew{c) y supongamos
cgw(x), entonces existe ciew(x)nC(f) y por tanto clew(c)
(ndétese que en otro caso, es decir si w(XINC(f)=@, w(x) es
finito y consecuentemente un una ©6rbita peridédica inestable
contenida propiamente en w(c), lo cual es una contradicién,
usando lema 2.6, con el caracter homeomoérfico de flw(c))' Si
clew(cl), existe czew(cl) tal que czew(cz). Entonces
czew(cz)cw(x)cw(c). Si céw(cz), consideremos xzew(cz). En
caso de que czéw(xz) de forma analoga a la anterior se tiene
garantizada la existencia de un punto critico c, tal que
caew(c3)cw(xz)cw(cz)cw(x)cw(c). Siguiendo este razonamiento,
teniendo en cuenta que C(f) es finito, concluimos que existe
cjeC(E’) tal que clew(cj), de forma que si yew(cj) entonces

orb(y)=w(cj), por consiguiente flw(c) es un homeomorfismo

minimal. Con lo que queda finalizada la demostracion.

Oboerwsacion 2.11.-

Si en el enunciado del Teorema 2.8 cambiamos Ci por el
subconjunto de Cz([O,ll) formado por las aplicaciones que
tienen todos sus puntos criticos no degenerados, el
resultado continda siendo valido. (Notar que un punto
critico no degenerado es necesariamente un extremo relativo

de la aplicacién).

Okoerwsacion 2.12.~

Construimos un contraejemplo que muestra que el teorema
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anterior no es valido si rebajamos las hipétesis de
regularidad.

Sea f:S'——s' un contraejemplo de Denjoy de clase
c*€.  Recordemos que un difeomorfismo f:5'— s es un
contraejemplo de Denjoy si el conjunto de puntos no-errantes
de f es un conjunto de Cantor. (La demostracién de su
existencia puede verse en [He]). Sea f un tal difeomorfismo
y J un intervalo errante de f, es decir tal que
{J,f(J),fz(J),...} son disjuntos dos a dos y el conjunto
w~limite de J no se reduce a una 6rbita peridédica. Sea xeJ y
la isometria ¢ = ¢X:Sl\(x}——————a(0,1). Consideremos la
aplicacién de [0,1] en si mismo definida de forma usual por
g = ¢ofo¢~l en (0,1) y g(0)=g(l)=¢(f(x)). Evidentemente,
I=¢(f(J) es un intervalo errante de g vy Ukaogk(l) no
interseca a U=¢(f—l(J)). Podemos modificar g en U como
indica la figura 2.5 para obtener una aplicacién
h:{0,1]——-{0,1] que coincide con g fuera de U, y para la
cual 1 es también errante.Obtenemos de esta forma una

aplicacién que no verifica el teorema.

|
] Soporte Antes

' del o
Conjunto de Cantor

B
Despues

Figura 2.5
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Nos planteamos en este momento la siguiente cuestidn:
Jpuede el teorema 2.8 seguir siendo valido en el caso de
existencia de algin punto periédico no-hiperbdlico?. El
Teorema 2.15 es una extensién del anterior resultado a
aplicaciones que tienen un nuamero finito de puntos

periédicos no-hiperbélicos de un cierto tipo.

Definicion 2.13.-

Sea f:[0,1}———[0,1] un ¢'-endomorfismo y p un
punto periédico de periodo n no-hiperbélico de f. Diremos
que p satisface la propiedad "*" si existe un intervalo
abierto U conteniendo a p tal que ]Dfn(x)lztl para todo
xeU\{p}.

Si p osatisface la propiedad "*" 'y [Dfn(x)ld
(respectivamente, |Dfn(x)|>1) para xeU\{p}, diremos que p es
un atractor (respectivamente, un repulsor) de ambos lados.

En otro caso p es un atractor de un lado y repulsor de otro.

| | |
| l |
| | |
! | |
1 ! I
P Y P

Atractor de un Repuisor de Atractor de
(lja.doty repulsor ambos lados ambos lados
e otro.

Notese que sbélo en el caso (aj la cuenca inmediata de
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atraccién que contiene a p es un semiabierto que contiene a

p en la frontera.

Sea f:[0,1}-———[0,1] de Cl y M un subconjunto cerrado
invariante de [0,1] tal que todos los puntos periédicos
no-hiperbélicos de M satisfacen la propiedad "*". Por
conveniencia en la notacién convenimos que si peM es un
punto periédico no-hiperbdlico atractor de exactamente un
lado entonces B(p) no contiene a orb(p). Sea S=Sf(M)=(peM/p
es un punto peridédico linealmente estable o no-hiperbélico
atractor de al menos un lado}. Llamemos Bf(M)=UpEsB(p), y H

al conjunto de puntos no-hiperbdlicos de M.

fema 2.14.~

Sea f:[0,1]——[0,1] de c? vy M un subconjunto cerrado
invariante de [0,1] que no contiene puntos criticos de f y
cada punto periédico no-hiperbélico de f en M satisface la

propiedad "*', tal que :M—>M es un homeomorfismo. Si

f[M
M\Bf(M):tz, entonces:

(1) f(M\Bf(M)) = M\Bf(M),

(ii) M\Bf(M) es cerrado,

(iii) si Xe(M\Bf(M))\H entonces w(xJnH=@,

{iv) si peH\B{(M), orb(p) es aislado en M\Bf(M).

Demostracién. -

Supongamos que M\Bf(M)=z. De la definicién de M\Bf(M),
teniendo en cuenta que f | M &S homeomorfismo, se deduce
inmediatamente (i). Ademdas, puesto que B(p) es un abierto
para cualquier peS se sigue (ii). (Nbétese que si p es un
punto periédico de periodo n linealmente estable entonces

B(p) es un subconjunto abierto de [0,1}). Lo mismo ocurre si

143



p es no-hiperbdlico atractor de ambos lados. En el caso en
que p es no-hiperbdlico atractor de exactamente un lado la
componente de la cuenca inmediata de atraccién de p es la
unién de intervalos semiabiertos que tienen a orb(p) en la
frontera, puesto que convenimos que en este caso B(p) no
contiene a orb(p), B{p) es también en este caso un abierto).

Probaremos (iii}. Sea xe(M\Bf(M))\H, y supongamos que
w(x)nHz@, es decir que existe en M algin punto periédico p
no-hiperbolico tal que pew(x), y por tanto orb(plcw(x).
Puesto que xeM\Bf(M), w(x)cM\Bf(M), y necesariamente p e€s un
punto repulsor de ambos o un sélo lado; lemas 2.5 y 2.6 son
entonces aplicables siguiéndose de ellos que orb{(p)=w(x) o,
equivalentemente, peorb(x), lo cual implica, al ser f lM
homeomorfismo, que orb(x)=orb(p) y por consiguiente xeH, lo
cual es una contradiccién.

Por ultimo, supongamos que (iv) no se verifica; es
decir, existe peH\Bf(M) no aislado en M\Bf(M). Aplicando
2.7.C cuando X=M\Bf(M), h=f, A=orb(p), y U un entorno de
orb(p) en M\Bf(M) tal que si xeU\A, {f"(x), neZ} no esta
contenido en U (que existe al ser p punto repulsor de al
menos un lado), queda garantizada la existencia de
ye(M\B{(M))\orb(p) tal que orbi{plcw(y) o orbi(p)caly). Notar
que ye¢H (en caso contrario, w(y)=a(y)=orb{p) y por tanto
orb(y)=orb(p), lo cual contradice lo anterior). De (iii),
w(y)nH=8, por lo que orb(p) no puede estar contenido en
w(y). Ademads, w(y) es hiperbélico y consecuentemente es y un
punto peridédico (usando 2.7.D, 2.7.A, 2.7.B, y teniendo en
cuenta que f]M es homeomorfismo). Entonces orb(plca(y)=
orb(y), lo que implica yeH, contradiccibn que viene de
suponer que en U existen puntos de M\Bf(M) distintos de

orb(p).
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Jeonema 2.15.-

Sea f:[0,1}——[0,1] de c?® con un numero finito de
puntos criticos. Sea E un subconjunto cerrado invariante de
[0,1] que contiene a lo sumo un numero finito de puntos
periddicos linealmente estables y no-hiperbélicos,
satisfaciendo estos ltimos la propiedad "*", y tal que f]E
es un homeomorfismo con w(flE) un conjunto infinito.
Entonces existe un punto critico ceEnw(c) tal que flw(c) es

un homeomorfismo minimal en un conjunto infinito.

Demostracién.-

Sea C(f) el conjunto de puntos criticos de f.
Probaremos inicialmente que C(f)nE es no vacio. Para ello,
consideremos, como en el lema 2.14, M=E\Bf(E). Puesto que
Sf(E) es finito y w(f[E) es un conjunto infinito entonces

E\Bf(E) es no vacio y w(flE\Bf(E)) es un conjunto infinito.

Supongamos que C(f)n(E\Bf(E))=z, si llamamos H al
conjunto de puntos periédicos no-hiperboélicos de E\Bf(E), el
cual es finito, se verifica que para cualquier peH, orb(p)
es aislada en E\Bf(E). Por tanto, E\(Bf(E)UH) es un conjunto
cerrado invariante que no contiene ni puntos criticos, ni
puntos periédicos linealmente estables, ni puntos periédicos
no-hiperbélicos, por lo que, aplicando 2.7.D y 2.7.A,
E\(Bf(E)uH) es finito y también lo sera w(fIE), lo cual
contradice la hipétesis. Se verifica entonces que
C(f)n(E\Bf(E))ig.

Llamemos E’=E\Bf(E). Siguiendo las pautas del Teorema
2.8, se concluye la demostracion. Noétese que las partes 2, 4
y 5 siguen siendo validas aqui; sbélo en 3 y 6 se plantea

algin cambio, pues en ellas utilizamos el resultado D, y
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para ello es necesario que ciertos conjuntos no contengan
puntos periédicos no-hiperbédlicos, cosa que ahora no se
puede garantizar. No obstante, en 3, como consecuencia de
lemas 2.5 y 2.6 y ser f]E, homeomorfismo, w(c) no contiene
puntos criticos (en otro caso se llegaria a una
contradiccién). En 6 concluiamos que w(x) era finito
aplicando 2.7.A y 2.7.D; ahora se puede utilizar los mismos
resultados si w(x) no contiene puntos no-hiperbdlicos,
mientras que si en w(x) existen puntos no-hiperbélicos
obtenemos directamente, por lemas 2.5 y 2.6 y ser f | £

homeomorfismo, que w(x) es finito.

Gonolania 2.16.~

Sea f:[0,1]~——>I[0,1] una aplicacién de c® con derivada
Schwarciana negativa y un numero finito de puntos criticos.
Sea E un subconjunto cerrado invariante de [0,1] tal que f lE
es homeomorfismo, w(f IE) es infinito. Existe un punto
critico ceE tal que cew(c) y flw(c) es un homeomorfismo

minimal de un subconjunto infinito.

Recordar que la derivada schwarciana de una aplicacién

f esta definida como, ver [Sil,

f”’(X) _ -—3—‘. f”(x) 2
£ (x) 2 e (x)

Sf(x) =

Demostracion.-

Basta establecer la finitud del conjunto de puntos
periédicos linealmente estables y no-hiperbélicos de f, lo
cual es una consecuencia del resultado de Singer [Si] que

asegura que cada uno de estos puntos debe contener un punto
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critico en su cuenca inmediata de atraccién. (Al ser finito
el conjunto de puntos no-hiperbdlicos de f en [0,1], estos

inmediatamente satisfacen la propiedad "*")

Oboerwsacion 2.17.-

Puesto que la aplicacion cuadratica, f (x)=l-ax, tiene
a

derivada  Schwarciana  negativa, el corolario 2.16 es
aplicable.
Gonolania 2.18.~

Sea f una aplicacién analitica con un ndmero finito de
puntos criticos tal que todos los puntos periddicos
no-hiperbélicos de f satisfacen la propiedad "™*". Si E es un
subconjunto cerrado invariante de [0,1] tal que f’E es un
homeomorfismo y w(f ] E) es infinito, entonces existe
ceC(f)nE, cew(c), tal que f!w(c) es un homeomorfismo minimal

de un conjunto infinito.

Demostracién. -

C(f)nE#@ pues en otro caso ,por [Mal], E contiene un
namero finito de puntos periédicos linealmente estables y
no-hiperbélicos, por lo que, haciendo una demostracién
analoga a la del teorema 2.15, w(f]E) es finito. El resto de

la prueba sigue pasos similares a los del teorema 2.15.
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- CAPITULO Il -

- ORBITAS CRITICAS DENSAS EN LA APLICACION " TENT " -

Nos interesamos en este capitulo en algunas propiedades
de la familia de aplicaciones tent. Mas concretamente,
mostraremos que el conjunto de parametros s para los cuales
la érbita del punto critico por fs es densa es Ga—denso en
el intervalo de parametros. Ademas, damos nuevas pruebas de
que los conjuntos de parametros peridédicos y prefijos (ver

definicién 3.4) son densos.
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1I1.1 Algunas generalidades sobre la aplicacién tent.

Consideremos la familia de aplicaciones tent, es decir
las  aplicaciones lineales a  trozos fS: [0,2]—l0,2],

V2=s<2, definida por:

f (x) =
s

- Figura 3.1 -

Estamos considerando el intervalo de parametros [v2,2]
por razones técnicas, noétese que si ls=v2, fz restringido a
un apropiado intervalo es topoldégicamente conjugada a fsz
(proposicién 3.3) y por tanto los resultados mas tarde
enunciados son también validos en el intervalo de parametros
[1,v2].

Muchas de las propiedades de estas aplicaciones pueden
ser expresadas en términos de sucesiones kneading [MT] de la
aplicacién. Introduciremos brevemente esta terminologia.

Sea v=v(s)=vlv2... la sucesion kneading de fs’ es decir

el itinerario del punto critico ¢, definido de la forma:
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L si fZ(c)«:,
v = C si f;(c)=c,

R si f7(c)»c.
s

Relacionada con esta sucesién, consideramos la sucesién

signatura o*=o*(s)=o*102.,.,definida por O‘l=—1 y

o siv=1L
n
c o= -1 siv=~C
n+1 n
-0 siv=R
n n

(nétese que o es la sucesidn de coeficientes de la
coordenada invariante del punto critico, repetida infinitas
veces en el caso en que el punto critico es periédico. Para
mas detalles ver [MT][Strl..).

Diremos que la sucesién kneading es peridédica si existe

>0  tal que vi=v‘ , para i=l,...,n. Es eventualmente
+n
periédica si existe n tal que la sucesiébn v v ;e €S
n n+
periédica.

Incluimos unos resultados importantes sobre estas

aplicaciones:

fema 3.1.- (MS,1977)

La entropia topolédgica de fS es log s.

Jeanema 3.2.- (MT)

Si f es una aplicacidén unimodal con h(f)>0, entonces f
es semiconjugada a fs’ para algun s>l. Concretamente, existe
una aplicacién monétona, continua y sobre g:[—[0,2],
llevando el punto critico de f en el de fs’ tal que

gof=f_og.
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Oboermsacianea.-

1.- Resultados parciales en la misma direccién fueron
probados por Parry [Pal.

2.— La entropia de f y fs coinciden, es decir s es tal
que h(f)=log s.

3.-Esta  semiconjugacién no es en general una
conjugacién. De hecho, si f tiene un punto periédico
atractor la semiconjugacién colapsa a un punto todo la

cuenca inmediata de atraccién de dicho punto periddico.

Proponicion 3.3.-
.- Si se(v2,2] y Jcl0,2] es un intervalo abierto.

Entonces existe neN tal que Iscf z(J).

. 1,2 .
2.— Si 1/2<sm52, m=1,2",2",.., entonces el conjunto de
puntos no errantes de fs consiste en m intervalos disjuntos

Io,...,I . y un ndmero finito de érbitas periédicas. Ademas
me

f.m

slI es topolégicamente conjugada a f .
m
k

S

Demostracién..
La prueba de este resultado puede verse en ([Str] o
[Me], no obstante, incluimos una idea de la misma.
Para cada entero positivo i se tiene uno de los dos
hechos siguientes:
2

S 1-1
2

a.- |fi*1(J)| z <

s It

.

b- £ =1,
s s
Para ver esto, sea L un intervalo en [0,2]. Entonces

2
IfS(L)l?-le] si l¢L vy lfs(L)]Zg L] si lﬁfS(L)nL. Ademis,

lefS(L)r\L implica que 1 ¥y fs(l) estan en fS(L) y por tanto
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que IscfZ(L). De ahf que (a} o (b) han de ser verdad.
2

§>1, (a) no puede ser cierto

para todo i, por lo que se sigue (1). (2) se demuestra por

Por otro lado, puesto que

induccién a partir de (1).

Del resultado previo sobre semiconjugacién se tiene un
buen conocimiento de la dindmica de aplicaciones unimodales,
obteniendose una  descomposicién de la  aplicacién en
aplicaciones mas simples (usando renormalizacién, ver [Strl,
[Me]). Esta descomposicién fue probada primeramente por

Jonker y Rand en [JR]

II1.2 Conjunto de parametros densos

En lo sucesivo denotaremos por orbs(l) la 6rbita del
punto critico por iteracién de la aplicacién fs’ es decir el
con junto {f:(l), neN}, y por IS el intervalo invariante
[fz(l),fs(l)]. Notemos que Is es el nucleo de este sistema
unidimensional, es decir todo es atraido por este intervalo
excepto los puntos O y 2 (prop.3.3). Consideramos el

siguiente conjunto:
C ={se [v2,2] / orbs(l) es denso en IS }

El objetivo de este capitulo es el de dar respuesta a la
cuestién planteada por J. Martin durante la "Arcata
Conference on Continuum Theory an Dynamical Systems (1989)"
¢ Es el conjunto C denso en [v2,2]?. De hecho probaremos que

C es Ga-denso en [v2,2].
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Definicion 3.4.~

Diremos que un parametro s€[0,2] es peridédico si
f2(1)=1, para algin neN, y es prefijo si el punto fijo

zs=25/(1+s) de fs esta en la 4rbita de 1 por iteracién de fs.

En orden a mostrar algunas de las propiedades de como
la drbita del punto critico c=1 de las aplicaciones fs varia
con respecto al parametro s, introducimos las funciones ¢
nzl, definidas en [v2,2] por wn(s)=fz(l). Un facil calculo
muestra que cada ¢ €s una aplicacién continua y polinémica
a trozos. Los dos resultados siguientes son inmediatos y

pueden verse en [CKY].

fema 3.5.-
El conjunto de extremos interiores de los trozos
polinomiales de ¢ es precisamente el conjunto de parametros
n

con periodo mdas pequefio que n.

fema 3.6.-
¢ es diferenciable excepto en los parametros con
n

periodo mas pequefio que n.
La prueba del siguiente lema sigue las lineas de [CKY].

fema 3.7.-
Existe wuna constante positiva A tal que para cada
selv2,2] y cada n>0 para el cual ¢’(s) existe se verifica
n

n

As| o= ]@I"(s)l =3s.

Demostracién. -

Supongamos ¢’(s) existe, entonces:
n
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<pr’m(s) =3 w;(s) + «>n(s) si wn(s)sl

@ (s8) = -s ¢'(s) + (2-p (5)) si g (s)=1
+1 n n n

n
Por tanto en ambos casos:

le’ (s)] = sle’(s)]+1 =...= snlgol(s)|+s“'1+,,+1 <5

puesto que selv2,2], se sigue una de las desigualdades.
Supongamos que existe b>0 tal que

3 > l
Igon(s)l_ b+ I

entonces

, 1
> e
!(pml(s)l sb + I

Mediante sencillos calculos puede demostrarse la existencia
de b para cualquier selv2,2] si n=8, {Igor’](s)l, se[v2,2],
1=n=7} estd acotado lejos del cero, y para 1<ns8 ,gon(s)sl.
Con lo que se sigue la existencia de A ,y se concluye la

prueba.

Usaremos la densidad de los parametros periodicos y
prefijos en [v2,2], resultados que pueden verse en [CKY],
pero que por conveniencia incluimos dando una nueva prueba

mas sencilla.

Yema 3.8. ~

Los parametros perioédicos son densos en [V2,2].
Demostracion. -

Supongamos existe algin Us=la,Blclv2,2] tal que U no

contiene parametros periddicos. Elijamos nelN tal que
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, 2
](pn(s)] > fa

para cada se U en el que ¢’(s) existe. (La existencia de un
n
tal n es precisamente el lema anterior.). Por tanto si ¢’(s)
n
existe para todo seU, entonces por el teorema del valor

medio, existe SOEU tal que:

le2(s )] = 5

Pero, puesto que |¢ (B)-p (a)|=2, se tiene|¢’(s )15—2— . Lo
n n n O B-x

cual es una contradicciéne. Por tanto existe teU tal que

go;(t) no existe, es decir tal que f:l(l):l para algin m«<n,

por lo que t es un parametro periédico en U.

Si a#B son nameros reales, denotaremos por <«,B> el

intervalo cuyos extremos son « y B.

Yema 3.9-

Los parametros prefijos son densos en [V2,2].

Demostracién. .

Sea Uclv2,2] un intervalo abierto. Puesto que los
parametros periédicos son densos podemos elegir teU tal que
existe m con (pm(t)=1 y (pj(t):tl para O<j<m. Sea
(j1’j2"'°’jm) la permutacién de enteros de | a m tal que

<pj (t) < tpj (t) <..< <pJ_ (1).
1 2 m
(Por ejemplo, si m=3 vy q)z(t)<¢3(t)<q>l(t), entonces j1=2,

j2=3 y j3=1. De hecho, siempre se verifica j1=2 y j =1 pues
m
[fz(l),fs(l)] es Invariante). Por la primera parte de la
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proposicién 3.3 sabemos que las preimdgenes del punto fijo
z, por iteracién de ft son densas en [0,2], (en efecto, si V
es un intervalo abierto arbitrario de [0,2], existe n tal

que zteltcf:(V), lo que implica que f:(x)=z para algin x

t’
en V). Por tanto, para cada ie{l,...,m-1}, es posible
encontrar z,, preimagen de z, bajo f o tal que
<p.(t)<zi<go. (t). Puesto que fS(X) varfa continuamente en
Ji i+1
X y s, existen €0 y aplicaciones continuas g8
-
definidas en [t,t+e)cU tal que para cada i, Isism-1, se
verifica:

1) gi(t)=zi,

2) para cada selt,t+e), g(s) es una preimagen de
i

S=Zs/(l+s) por fs ,
3) gi(s)vtgj(s), para i#j y selt,t+e).

Supongamos que no existen parametros prefijos en
[t,t+€). Sea tle(t,tﬂ:) tal que la sucesién kneading de tl
es aperiédica y no eventualmente periddica. (Podemos tener
esto puesto que los parametros periédicos y eventualmente
periédicos son algebraicos y por tanto numerables [Pr])

Sean

A1=[<p2(t1),gl(tl)], A2=[g1(t1),g2(tl)}, ...... ,

A =g

m m-1

(tl),gol(tl)].

Notar que gl(t1)<g2(tl)<...<gm(tl). La no existencia de
parametros prefijos en [t,t+e) implica que para cada par de
enteros no negativos p,q y cada i, Isism, se tiene que algin

intervalo

<o

= A{t)he (P
P,q,i pmﬂi 1 qmﬂi 1

es tal que Wp iCA , para algin r. (Notar que si
;q: r
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(pm(s)=gi(s) para algin s,m,i, entonces s es un parametro

prefijo). Sea io tal que leAi. Entonces, si i¢io, ft es
0 1

mondtona en A, y por tanto
1

f, (Wp’q’i)=<<ppm+j (tl),«pqmj (t1)>
1 r r
estd contenido en A, para algin r. Para i=i0, ft puede no
r
1

ser mondtona en W L Sin embargo
p’q!
0
tl Wp,q,io)=<w(p+1)m+1(tl)’<p(q+1)m+1(t1)>CAm
6
(W )=<mln<(p(p+1)m+1(t1)’(p(q+l)m+1(tl)}"pl(t1)>CAm'

t »Q,1
1 pqO

Por tanto, si kﬁk2 son enteros positivos, entonces el
. =¢ .
intervalo no degenerado W <pk1m+2(t1),gok2m+2(tl)> tiene la
propiedad que para cada nz0, existe i €{l,...,m} verificando
n

" (W)ea .

t i

1 n
Por lo que 1 no estd contenido en f: (W) para ningin n, en

8

1
contradiccién con el lema 2, (ver figura 3.2).

¥fema 3.10.-
Para cada intervalo abierto, V, en (¥2,2), existe un

entero n tal que

I& < <pn(V) v :pml(V).

Demostracion.-
Elegimos un parametro periddico s, en V y un parametro

prefijo t en V tal que s, es decir verificando f™ (1)=1 y
s
)

f i(l)=2t/(1+t). Sea k un entero tal que km>j. Entonces
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km+l 0O o 0

mientras que
2t
km+1(t) 1+4t’

¥y

g2 . 2t

(pkm«»Z(SO - f\so(l) ’ wkm+2( ) 1+t

Es decir:
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[2t/(1+t),f (Dl c o
s km+l
0 4]

V) y Ifj W,2t/0+0)] < ¢ (V)

lo que implica

2
[fSO(l),st(l)] < <pkm+1(V) U @kmﬂ(V).

La demostracién del lema se concluye teniendo en cuenta que

Ivé CIS .
0

Finalmente, el resultado principal de esta seccién:

Jeonema 3.11.-

El conjunto C es G -denso en v2,2].

Demostracién. -
Para cada rel N n @ y cada neN, definimos

U = {se(v2,2) / orb (1)n(r~l,r+—1—)¢®}
r,1/n s n n

Puesto que ¢ (s) es una aplicacién continua en s, para cada
m

meN, el conjunto U n €S abierto. Por el lema 3.10
r,1/n

seguimos que U U €S denso en (V2,2).
r, n

De la prop. 3.3 se sigue que si la o6rbita de 1 por fs
es densa en I‘/é , entonces es también en densa I, se[\/Z,Z),
s

por lo que

U .
remmﬁ neN “r,i/n

Como es una interseccién numerable de subconjuntos abiertos

densos de [v2,2], el conjunto C es G_-denso en [v2,2]. Esto

S
prueba el teorema.

160



Obkoerwsacion.-

La teoria de renormalizacién de duplicacién de periodo
esta totalmente estudiada en esta familia de aplicaciones
[CT] (y como consecuencia se tiene la prop. 3.3). Usando
esto, el teorema 3.11 implica inmediatamente que el conjunto
¢’ de valores del parametro para los cuales la érbita del
punto critico es densa en la unién de los intervalos que
forman el conjunto no errante es G _~denso en

3
[1,2].
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En los ultimos afos, los sistemas dinamicos han atraido la
atencion de numerosos investigadores de distintos campos,
los cuales han hecho incursiones en interesantes problemas
que son nuevas fuentes de motivaciones aplicadas mas alla de
los tradicionales problemas de mecdanica clasica. Las
interacciones de estos campos con las matematicas
estimularon nuevas lineas de investigacion, y han sido
particularmente importantes en la determinacién de las
nuevas direcciones que, en las ultimas décadas, ha tomado la
teoria de sistemas dinamicos.
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