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Introducion

Gregor Mendel foi un frade austriaco conecido polos seus experimentos con plan-
tas de chicharos e a consecuente formulacién das leis xenéticas que levan o seu propio
nome. Estas constitiien o conxunto de regras bésicas para a transmisién da infor-
macién xenética de proxenitores a descendentes. Ainda que Mendel xa empregou
a linguaxe matemadtica para formular as stas leis, terian que pasar algunhas déca-
das ata que se introduciu a alxebra abstracta no estudo da xenética. Chegados a
este punto, corroborouse que as alxebras non asociativas son o marco matematico
apropiado para o estudo da herdanza no campo da xenética.

Non obstante, non tardaron en atoparse con situacions hereditarias que non res-
pondian ante as leis de Mendel, como ¢é o caso da biparticién nas células procariotas,
a cal é un proceso de reproducion asexual. Aqui xorde a chamada xenética non men-
deliana, considerada a dia de hoxe como a linguaxe basica da bioloxia molecular,
pero... as alxebras non asociativas funcionan igual de ben neste caso?

No ano 2006, J. P. Tian e P. Vojtéchovsky responden afirmativamente a esta
pregunta introducindo o concepto de alxebra de evolucién en [3]. O noso obxectivo
vai ser presentar as alxebras de evolucién e amosar como a asociacién dun digrafo
nos permite estudar de maneira sinxela e grafica algunhas das sias propiedades, sen
esquecernos das interpretaciéns bioléxicas que se poden facer.

Alxebras de evolucion e digrafos asociados

As alxebras de evolucién son un tipo de alxebras conmutativas e non asociativas
que permiten modelar a herdanza non mendeliana.

Definicién 1. Unha dlzebra de evolucién £ sobre un corpo K € unha K-dlzebra pro-
vista dunha base B = {ey, ..., e,}, denominada base natural, tal que e;e; = 0 se
1#£ j e 622 = eie; = Y p_y Gigek. Fizada unha base natural B de &, os escalares
a;x € K denominanse constantes de estrutura e a matriz Mp = (a;;) que as

recolle denominase matriz de estrutura.

ParLABRAS CLAVE: dlxebra de evolucién; xenotipo; digrafo; descomponibilidade; nilpotencia.

63



64 SII Alxebras de Evolucién e Grafos

Bioloxicamente, se £ é unha dlxebra de evolucién con base B = {ey,...,en},
os elementos e; pddense interpretar como xenotipos. Polo tanto, se se ten que
622 = 22:1 a;p€er, a constante de estrutura a;p pddese interpretar como a proba-
bilidade de que o xenotipo e;, ao reproducirse, dea lugar ao xenotipo e;. Non obs-
tante, para poder facer estas interpretaciéns é necesario que 0 < a; < 1 e que
> p_q@ir = 1 para calquera i € {1,...,n}. No sucesivo, sempre que se fagan in-
terpretacions bioléxicas, estarase suponendo que a matriz de estrutura da alxebra
de evolucidon cumpre estas caracteristicas, é dicir, que é unha matriz estocastica.
Asi, dada unha poboacion de células procariotas que poden presentar n xenotipos
distintos, algunhas das preguntas que poderiamos facernos son as seguintes:

= Que xenotipos poden aparecer a partir dun certo xenotipo?

» Hai subfamilias disxuntas de xenotipos nas que, ao reproducirse internamente,
se xeren individuos desa mesma familia?

= Os xenotipos rematan por extinguirse?

O noso propésito é tentar responder a estas preguntas por medio do estudo dal-
gunhas propiedades das alxebras de evolucidén, servindonos da teoria de grafos. Asi
pois, imos ver como asociar digrafos (ponderados ou non) a dlxebras de evolucién.

Definiciéon 2. Dada unha dlzebra de evolucion £ e unha base natural B, o digrafo
ponderado T%(E,B) = (V,E,w), onde V.= {v1,...,v,} € o conxunto de vér-
tices, E = {(vi,vj) € V xV | a;; # 0} o conzxunto de arestas e w a aplicacion
E — K dada por w((vi,vj)) = a;j, denominase digrafo ponderado asociado a
E. Non obstante, en zeral podese prescindir destas ponderaciéns. Nese caso, o di-
grafo T'(E,B) = (V, E) denominase digrafo asociado a .

Ejemplo 1. Seza £ unha dlzebra de evolucion cunha base natural B = {e1, ez, e3,e4}
e cuzo produto ven dado por: e} = ey + e3, €3 = 0, €3 = —2e4 € €5 = beg. Os

digrafos asociados (€, B) e I'(€, B) son:

1 5 -2
1
Observacién 1. En zeral, o digrafo asociado a unha dlzebra de evolucién depende da
base natural considerada, tal e como se pode ver no sequinte exemplo.

Ejemplo 2. Seza £ unha dlzebra de evolucion con base natural B = {e1,e2} e cuzo
produto ven dado por e% = e ¥y e% = ey. Facendo contas, € sinzelo ver que B’ =
{fi =e1+e2, fo =e1 —ea} tamén € unha base natural, e as expresions do produto
respecto desta nova base son fi = fi — fa e f2 = fi — f2. Non obstante, os digrafos
I'(&,B) e (&, B’) non son isomorfos.
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A continuacién, definese o concepto de alxebra de evolucion regular e amdsase
que, neste caso, o digrafo asociado é independente da base natural.

Definicién 3. Unha dlzebra de evolucion £ dise regular se £ = £2, ou equivalente-
mente, se o determinante da stia matriz de estrutura é non nulo.

Teorema 1 ([2, Corollary 4.7]). Sexza £ unha dlzebra de evolucion regular e consi-
dérense B = {e1,...,en} ¢ B' = {f1,..., fn} dias bases naturais distintas. Enton,
existe unha permutacion o € Sy, e un escalar k € K\{0} tal que f; = ke, ;) para
calquera i =1,... n.

O Teorema 1 asegura que se unha alxebra de evolucién é regular, entén hai
unha tnica base natural posible salvo permutaciéns e multiplicaciéon por escalares.
Polo tanto, s6 hai un tnico digrafo asociado posible, salvo a orde dos nodos, e en
consecuencia todos son isomorfos como digrafos.

Os conxuntos de descendentes
Co obxectivo de responder & primeira das nosas preguntas, introdicense os se-
guintes conxuntos tomados de [1].

Definicién 4. Seza £ unha dlrzebra de evolucion, B = {ei,...,en} unha base natural
e fitemos un ig € {1,...,n}.

i) Os descendentes de primeira xeracion de iy son os elementos do conzun-
to:

D'(ig) = {k € {1,...,n} | ajx # 0}.

i1) De maneira similar, os descendentes de sequnda reracion de ig son aque-
les j € DY(k) para algin k € D'(ig). Polo tanto:

D*(ig) = |J D' (k).

ke D1 (ip)

iii) Por recursividade, os descendentes da m-ésima xeracion de iy é o con-
zunto:

D™(ig)= | J D™k).

keDm—1(ip)

iv) Por 4ltimo, o conzunto de descendentes é a union dos conzuntos anterio-
res:
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Bioloxicamente, os descendentes de primeira xeracion do xenotipo e; correspon-
dense cos xenotipos que aparecen en e?. Os descendentes da m-ésima xeracién do
xenotipo e; son os xenotipos que aparecen na reproducién dos descendentes da
(m — 1)-ésima xeracién de e;. Por tltimo, o conxunto de descendentes do xenotipo
e; ¢ a unién de todos os conxuntos anteriores.

Ainda que os conxuntos anteriores poidan parecer dificiles de manexar, imos
ilustrar ditas definiciéns en termos do digrafo asociado a unha alxebra de evolucion.
Asi, é directo que dada unha dlxebra de evolucién €, B unha base natural e I'(€, B)
o seu digrafo asociado, tense que:

» D"(ip) = {k € {1,...,n} tales que existe un camino de lonxitude m que
comeza en v;, € remata en vg}.

» D(ig) = {k € {1, ..., n} tales que existe un camino que comeza en v;, e remata
en v }.

Ejemplo 3. Considérese a dlrebra de evolucion do Exemplo 1 e o seu digrafo aso-
ciado. Os conzuntos de descendentes do indice 1 son os sequintes: D*(1) = {2,3},
D*(1) = D*(1) = {4}, D3(1) = D*"*}(1) = {3} e D(1) = {2,3,4}.

Alxebricamente falando, o conxunto de descendentes dun indice permite calcular
o ideal xerado polo correspondente elemento da base natural. De agora en adiante,
span{-} denotard o subespazo xerado por certo conxunto de elementos.

Proposicién 1 ([1, Corollary 2.1.7]). Sexa £ unha dlzebra de evolucion con base
natural B = {ex,...,en}. Enton, para todo k € {1,...,n} tense que o ideal zerado
polo elemento e, € span {ey, e? | j € D(k)U {k}}.

A maiores, tamén nos permite estudar a simplicidade da &lxebra. Véxase que
unha alxebra dise simple se non é abeliana e o 0 é o seu unico ideal propio.

Proposicién 2 ([1, Theorem 2.2.7]). Sexa £ unha dlzebra de evolucion con base na-
tural B = {e1,...,en}. Enton, £ é simple se, e sé se, £ € reqular e D(i) = {1,...,n}
para todo i € {1,...,n}.

En termos de grafos, a condicién “D(i) = {1,...,n} para todo i € {1,...,n}”
é equivalente a que o digrafo asociado sexa fortemente conexo, ¢ dicir, dados dous
nodos existe sempre un camino que vai dun nodo no outro.

Descomponibilidade en alxebras de evolucion

As alxebras de evoluciéon descomponibles son aquelas que se poden escribir como
suma directa de dous ideais non nulos. O estudo desta propiedade faria posible dar
resposta 4 segunda das nosas preguntas xa que, a nivel bioléxico, esta descompo-
sicién pode ser vista como unha unién disxunta de familias de xenotipos, na que
cada un dos individuos dunha das familias, ao reproducirse, d4 lugar a individuos
desa propia familia. Asi pois, imos ver como a conexidade do digrafo asociado estd
estreitamente relacionada coa descomponibilidade da alxebra de evolucion.
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Definicién 5. Unha dlzebra de evolucion £ dise non dexenerada se existe unha
base natural B = {ey, ..., e, } tal que €2 # 0 para calquera i € {1,...,n}.

Teorema 2 ([2, Proposition 2.8]). Sexa & unha dlzebra de evolucion non dexenerada e
B ={ei,...,en} unha base natural. Enton, £ é indescomponible se, e sé se, ['(E, B)
€ conezo.

A relevancia deste resultado recae no feito de que a conexidade do digrafo aso-
ciado a unha &alxebra de evolucién non dexenerada non depende da base natural.

Ejemplo 4. Sexa £ unha dlzebra de evolucion non dexenerada con base natural B =
{e1, €2, €3, 64, es} e cuzo produto ven dado por €3 = 61 —1—63, €3 =eates, €3 =e1tey,
er=ey e e =e5. O seu digrafo asociado I'(E, B)

/@ @@=

En efecto, este digrafo non é conexo xa que presenta dias componentes conexas ben
diferenciadas. Polo tanto, € =1 ® J onde I = span{ey,es,eq} e J = span{es,es}.

Observacion 2. No caso de que a dlxebra sexa dexenerada, o Teorema 2 deiza de ser
vdlido (vézase o exemplo [2, Example 2.5]).

Nilpotencia en alxebras de evolucion

O concepto de nilpotencia pddese interpretar bioloxicamente como que os trazos
orixinais (ou xeradores) extinguense despois dun certo nimero de xeraciéns.

Dada unha alxebra de evolucién, introdicese a seguinte sucesion de subespazos
e as seguintes definiciéns tomadas de [2]:

51 — 57 gk+1 Zgzgk+l i

Definicion 6. Un elemento x dunha dlxebra £ dise nil se existe un numero natural
n tal que z" = (- ((zz)x) -)x = 0. Ademais, £ dise que é unha dlzebra nil se
todo elemento € nil.

Definiciéon 7. Unha dlzebra de evolucion £ dise nilpotente se existe un n € N tal
que E™ = 0. O menor indice n que o satisfai denominase indice de nilpotencia.

Teorema 3 ([2, Theorem 3.4]). Sexa £ unha dlzebra de evolucion con base natural
B ={e1,...,en}. Enton, as sequintes afirmacions son equivalentes:

(i) € € nil.
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(ii) Non hai ciclos orientados en I'(E, B).

(7i1) A base natural pode ser reordenada de tal maneira que a matriz de estrutura
de £ € triangular superior con todo ceros na diagonal.

(tv) & € nilpotente.

Este resultado ten dobre importancia. En primeiro lugar, permitenos reconecer
de maneira sinxela dlxebras de evolucién nilpotentes sen mdis que buscar ciclos
orientados no seu digrafo asociado. Ademais, a proba deste resultado tamén da un
procedemento para a obtencién do reordenamento da base natural que fai que a
matriz de estrutura sexa triangular superior con todo ceros na diagonal. Polo tanto,
sempre que se traballe con dlxebras de evolucién nilpotentes, pddese suponer sen
perda de xeneralidade que a sia matriz de estrutura ten dita forma.

Ejemplo 5. Sexan & e & dias dlrebras de evolucion coa mesma base natural B = {e1, ea, €3, €e4,€5}

e curos produtos venen dados, respectivamente, por €3 = es, €5 = e3, €3 = es,

6421263+€4 66%262;6100’/’6%:624-63, 6%:€3+65, 63265, 6421263 ee%z().

Os seus digrafos asociados I'(E1, B) e I'(E2, B) son:

O digrafo T'(E1, B) ten un ciclo orientado que involucra aos nodos ve, v3 Y vs € un
lazo no nodo vy. Polo tanto, polo Teorema 3, £ non € nilpotente. Non obstante,
I'(&;, B) non presenta ciclos orientados, polo que & si é nilpotente. Ademais, no di-
grafo T'(E2, B) vese de maneira sinzela esa interpretacion bioldxica que se procuraba.
Notese que nos nodos v1 e vy non entran arestas, polo que cando todos os individuos
con zenotipo ey e eq se reproducen, estes dous desaparecen e quedan soamente 0s
tres restantes. Sucesivamente, cos xenotipos es e e3 ocorre o mesmo, polo que s6
quedan individuos con es. Por dltimo, que e2 = 0 pddese interpretar como que os
individuos con zenotipo es mon se reproducen, o que leva d extincion da poboacion.
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