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I. NOCIONS BASICAS DE PROGRAMACION MATEMATICA

Un problema de optimizacidn vén dado por un par (F, c), onde F é o conxunto de puntos factibles e ¢ é a funcion de custo. O
problema consiste en atopar un punto factible x €F tal que, paratodo y €F, se cumpra que c(x) < c(y). Dise que o punto x nestas
condiciéns é unha solucién éptima do problema.
Nese contexto, un problema de programacién matematica consiste en atopar unha solucién ao problema:
Minimizarxe" c(x)
suxeito a gi(x)<0,paracadai=1,..., m
hi(x)=0,paracadaj=1,...,1
onde:
e Xx=(x5,...,Xn) ER"son as variables de decisidn para as que buscamos unha configuracion de valores 6ptima.
e A funcidn c representa a funcién de custo a minimizar (ou beneficio a maximizar) asociado a cada combinacién das
variables de decision.
e As restricidns son funcidns que representan que configuracions de valores das variables x3, . . ., x, son factibles. O
conxunto de puntos x que as cumpren denominase rexion factible. Distinguense dous tipos de restricidns:
o Restricidns de desigualdade, gi(x) <0, paracadai=1,..., m.
o Restricions de igualdade, hj(x) =0, paracadaj=1,..., 1

A PROGRAMACION LINEAL

Un problema de programacion lineal é un caso particular de problema de programacion matematica no que as funcidns usadas
como funcién obxectivo a minimizar e as restricidns son lineais.

Os elementos que o compofien | minimizar cix; + CoXz2 + « « + + CnXn

son: suxeitoa 01X1+apX2+ -+ AiXn < b

e Vector de custos, c €ER". Q21X1 + 22X+ + * + + A2pXn S b e, equivalentemente minimizar c¢-x

e Matriz de restricions, A €R™", | ... .o en forma matricial, suxeitoa Ax<b
cos seus elementos da forma a;. AmiX1+ Am2X2 + + * * + AmnXn < b x 20.

e Vector de lados dereitos, b €R™. xi20,i €{1,...,n}

Compre destacar que ainda que se formulou o problema de programacion lineal en termos da minimizacién de custos, a
maximizacion de beneficios tamén admite unha modelizacién analoga ao considerar o vector ¢ como un vector de ganancias
asociadas a cada unha das variables de decision.

&7 B )\ PROGRAMACION LINEAL NA HISTORIA

T Os problemas de programacion lineal formulanse como modelos matematicos e xorden durante a
Segunda Guerra Mundial, no século XX, co obxectivo de planificar os problemas loxisticos e
estratéxicos do exército americano. Por exemplo, usdronse para a planificacion do traslado de
tropas dos Estados Unidos a Europa ou desefiar a dieta dos soldados nunha contorna de escaseza
de recursos a minimo custo ou para determinar o tamafio dos convois americanos.

A PROGRAMACION LINEAL NA ACTUALIDADE

A programacién lineal recibiu un gran pulo grazas ao desenvolvemento de ordenadores, o que permitiu
resolver problemas nesta clase cada vez mdis grandes e usalos en contextos moi diferentes. Entre as
suas aplicacidns, destaca o seu emprego en eidos como o da enxefaria, o da economia, ou o da bioloxia,
para desefiar rutas de vehiculos, optimizar fluxos en redes, desefar sistemas de control de tréfico,
manexar de maneira éptima carteiras financeiras, optimizar o uso da informacidén en bioinformatica ou
0 seu emprego como técnica de aprendizaxe automatica no eido da intelixencia artificial.



Il. FORMULACION E RESOLUCION DUN PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL

Nesta seccidn propofieremos un caso realista que pode ser modelado usando técnicas de programacion lineal. O obxectivo é
dobre, xa que ademais de ilustrar o exposto na seccién anterior, abordarase a sta resolucién. Dado que se trata dun problema
con duas Unicas variables de decision, sera facil observar a sua resolucién dende o punto de vista grafico. Ademais, ilustrarase
o emprego de software libre na resolucién desta clase de problemas.

O PROBLEMA DA EMPRESA DE PINTURAS

Unha empresa fabrica pintura para exteriores e pintura para interiores. A empresa debe decidir a cantidade (en toneladas)
que vai fabricar de cada tipo de pintura, sabendo que por cada tonelada de pintura de exteriores gafiard 5.000 euros, e por
cada tonelada de pintura para interiores gaiara 4.000 euros. Non obstante, debe respectar certas restricions:
e Hai duas materias primas A e B, das que sé se dispdn de 24 e 6 toneladas, respectivamente.
e (Cadatonelada de pintura de exteriores require de 6 toneladas da materia prima A e 1 tonelada da materia prima B.
e (Cadatonelada de pintura de interiores require de 4 toneladas da materia prima A e 2 toneladas da materia prima B.
e Ademais, unha enquisa de mercado indica que a demanda de pintura para interiores non pode ser maior que 1
tonelada mais que a de pintura para exteriores.
e Por ultimo, sdbese que a demanda maxima de pintura para interiores é de 2 toneladas.
OBXECTIVO: Cal é a cantidade 6ptima que se debe producir de cada tipo de pinturas?

FORMULACION DO PROBLEMA: Se denotamos por x a cantidade de toneladas para producir de pintura de exteriores e por y
a cantidade de toneladas de pintura de interiores, a ganancia pola producién é 5x + 4y, de maneira que hai que determinar
os valores de x e y que maximicen a devandita ganancia.

Avez, as restriciéns tamén se poden expresar en termos de x e y, de maneira que a formulacién completa se poida representar
como segue.

maximizar 5x + 4y
suxeitoa 6x+4y<24
X+2y<6
-x+y<1
y<2
x20,y20.

Il. i. RESOLUCION MEDIANTE O PROGRAMA R ‘
Nesta seccién mostramos 0s pasos a seguir para resolver un problema de programacion lineal no software “R, que pode obterse
libremente dende https://cloud.r-project.org/. Unha vez instalado, necesitamos dispofier do paquete 1pSolveAPI, que sera o

que nos permita tratar tales problemas. Para iso, abrimos “R e escribimos a orde install.packages(“1pSolveAPI”).Este
paquete sé necesita instalarse a primeira vez que o imos empregar.

Paso 1: carga da libraria e construcién do problema Paso 2: coeficientes da funcidn obxectivo e das restricions

En primeiro lugar cargamos a libraria 1pSolveAPI. Logo | Introducimos os coeficientes das variables na funcidn obxectivo e nas
construimos un problema de programacion lineal con 4 | restricions utilizando as funcidns set.objfn() e set.row(),

restricions e 2 variables, mediante a funciéon make.1lp(). respectivamente.
> Tibrary(1psolveArI) > set.ob]fngp1ntura,c(5,4))
> pintura <- make.l1p(4,2) > set.row(p1ntura,1,c(6,4))
> pintura > set.row(pintura,2,c(1,2))
Model name: > set.row(pintura,3,c(-1,1))
cl c2 > set.row(pintura,4,c(0,1))

Minimize 0 0 > pintura
R1 0 0 free 0 Model name:
R2 0 0 free 0 o cl c2
R3 0 0 free 0 Minimize 5 4
R4 0 0 free 0 R1 6 4 free 0
Kind std std R2 1 2 free 0
Type Real Real R3 -1 1 free 0
Upper Inf  Inf R4 0 1 free 0
Lower 0 0 Kind std std

Type Real Real

Upper inf  Inf

Lower 0 0



https://cloud.r-project.org/

Paso 3: signo das restricions e lados dereitos

Paso 4: tipo de problema de optimizacion

Mediante a funcién set.constr.type(), indicamos que as
restriciéns son de “<”. Logo, introducimos os valores dos lados
dereitos das restricions utilizando set.rhs().

> set.constr.type(pintura,rep('<=",4))
> set.rhs(pintura,c(24,6,1,2))

> pintura
Model name:

cl c2
Minimize 5 4
R1 6 4 <= 24
R2 1 2 <= 6
R3 -1 1 <= 1
R4 0 1 <= 2
Kind std std
Type Real Real
Upper inf  Inf
Lower 0 0

A continuacidn, debemos indicar que o obxectivo é maximizar, para o
cal empregamos a funcién 1p.control().

> Tp.control(pintura,sense="max")
> pintura
Model name:

cl c2
Maximize 5 4
R1 6 4 <= 24
R2 1 2 <= 6
R3 -1 1 <= 1
R4 0 1 <= 2
Kind std std
Type Real Real
Upper inf Inf
Lower 0 0

Paso 5: resolucidn do problema

Paso 6: valores das variables, funcion obxectivo e lados esquerdos das
restricions no éptimo

Empregamos a funcidon solve()
problema de optimizacion.

para resolver o noso

> solve(pintura)
[1] ©

Que a saida sexa 0 significa que se atopou unha solucién factible
optima ao noso problema.

Mediante as funcions get.variables(), get.objective() e
get.constraints(), podemos obter os valores das variables, a
funcién obxectivo e os lados esquerdos das restricidns,
respectivamente, no éptimo.

> get.variables(pintura)
[1] 3.0 1.5

> get.objective(pintura)
[1] 21

> get.constraints(pintura)
[1] 24.0 6.0 -1.5 1.5

Representacion grafica

Para representar o conxunto factible debemos empregar a
funcion plot.1lpExtPtr(). Unha vez construido o conxunto
factible, definimos as curvas de nivel da funcidon obxectivo e
representamolas sobre a grafica que contén o conxunto factible
mediante a funcién contour. Finalmente, engadimos sobre
esta grafica o punto onde se alcanza a solucidn éptima, (3, 1.5),
para o cal empregamos a funciéon points.

plot.1pExtPtr(pintura)

xs <- seq(0,10,Tength=1000)

ys <- seq(0,10,length=1000)

f <- function(x,y){5*x+4*y}

zs <- outer(xs,ys,FUN=f)

contour(xs,ys,zs, levels=c(13,17,21,25),
col="red",add=TRUE)

points(3,1.5,col="red",pch=16,cex=1.5)

V+VVVVVYV

c2

c1




I1. ii. RESOLUCION MEDIANTE A FOLLA DE CALCULO DE LIBREOFFICE

Nesta seccién mostramos os pasos a seguir para resolver un problema de programacion lineal mediante a folla de calculo da

ferramenta LibreOffice D, gue pode obterse libremente dende https://es.libreoffice.org/.

Paso 1: novo ficheiro e introducién dos datos

B3 esencial_plexisx — LibreQffice Calc

Licheio  Editar Wer [nserir Formato  Estfos Folla Datos [eramentas anela  Awsuda G

B-o-B- D&k XBiEds - G® T’u.if“@lﬂﬁﬁﬁvtté‘
do problema ndl ope [+|B I u.A.Kﬁ.::EE: @ % 000000 == - = -0 1-
" oo :«_ | B | < | o | 3 F :
] Tipo de pintura --> Exteriores Interiores
: | Cantidade a producir -->
3 Valor obtido Maximo
En primeiro lugar, abrimos unha folla de | ° 6 ‘21 2; = m:::::: ﬁ::m:‘; g::::m:
-
calculo nova en LibreOffice e introducimos os | -1 1 1 < Diferenza produciéns
datos do problema: coeficientes das | [l 0 1 [ ] 2 < Demandainteriores
s .2 . T iafti i -
restricions e da funcién obxectivo. E Gtil titular %Ga"a"c'a’:_'gt‘;def'"t“ra 5 <
as celas da folla e mesmo usar cores. o
1
e ., . ., 3 esencial_plexisx — LibreGffice Calc - o »
Paso 2: inicializacion das variables e funcion Fehete Ediar ver ineedr Fomato Gmlor fola Dwos Eemamenas xanels e @
obxectivo B-E-E-D&R XBE 4L A B E lWT’Bﬂllf“ 2D %ﬁv[t@_
Aral e |-/B TU-A-B-ISEZSIT RS E-%00[F000Q E=H-2-Q-18-
SUMARPRODUTO fy X/ =SUMARPRODUTO(B2CZ.BE.CE) ™
A T c 0 : ; ~
] Tipo de pintura --> _Exteriores Interiores
» | Cantidade a producir --> 0 0 |
Inicializamos as variables do noso problemaa | * . . Valor obtido Ma;:lm" ——— .
. . 4 «— Materia prima A consumi
0. Na cela B9, por exemplo, introducimos a | . 1 2 6 < Materia prima B consumi
funcidon obxectivo por medio do comando | = -1 1 1 « Diferenza producions
SUMARPRODUTO T | 0 1 2 «— Demanda interiores
¢ | Ganancia/tipo de pintura --> 5 4
=SUMARPRODUTO(B2:C2;B8:C8)

3 esencial_ple.dsx — LibreOffice Calc - a x
Ficheire  Editar  Ver Inserir Formato FEstios Folla Datos Ferramentas Xanela Axuda & x
na B-E-EB-Del XhER- 44
Paso 3a: a funcion dunha restricion e st . MRS
SUMARPRODUTO < [y XV =SUMARPRODUTOB2:C2;B4:C4) -
A | 5 c o ; -
1 Tipo de pintura --> Exteriores Interiores
: | Cantidade a producir --> 0 0
3 Valor obtido Maximo
) ) ) ] a 6 =SUMARPRODUTO(B2:C2;B4:C4) « Materia prima A consumi
Na cela D4 introducimos a funcién que define | 5| 1 2 6 <« Materia prima B consumi
a primeira restricién novamente por mediodo | _° 'J 1 ; &= gife'e";a produciéns
7 «— Demanda interiores
comando SUMARPRODUTO. » |Ganancialtipo de pintura --> 5 4
s Total --> 0
L
n
Paso 3b: as funcions das restantes restriciéns | o7 et IR
Ficheiro  Editar Ver Inserir Formato Estilos Folla Datos Femamentas Xanmela Mwuda & x
BB 08RXRE 549 CA0EE- IYELMEQ-2URERE-E 8
il Jwp /B 1 U-A-B-EEZF - % 00(7) 0002152
D7 ~ [y 2, ~ = =SUMARPRODUTO{B2:C2B7:C7) -
A 8 < o F -
1 Tipo de pintura -> Exteriores Interiores
2| Cantidade a producir --> 0 0
3 Valor obtido Maximo
De f " introdd funci 4 6 4 0 24« Materia prima A consumi
e orn.'la analoga intro ucer?s.e’ as funcions 5 1 2 0 6  «— Materia prima B consumi
que definen as restantes restricions. : 4 1 0 1« Diferenza produciéns
0 1 III 2 < Demanda interiores
s |Ganancialtipo de pintura --> 5 4
s Total --> 0
10 |
"



https://es.libreoffice.org/

Paso 4: ferramenta solucionador e

B esencial plexisx — LibreOffice Calc

identificacion de variables, tipo de obxectivo e | 54 " idor e
restricions Cela de destino $859 5
A continuacién, no botén “Ferramentas” do | "  Optimizer esiado cars o Otszimo [
mend superior seleccionamos ",1\'\“:"””": =l . D
“ > ” \JValorde 7+ -
'.S?LUCIOnador e a,parece un Cadro de 1 Cambiando as celas 4B§2:3C52 =2 pI'IOI'es
didlogo. No cadro, indicase que a cela de | , (contcons imitadorss 0
destino (obxectivo) atdpase na cela B9, que Beferencia da cela Operador Valor : ‘o
> ( vo) atopase n /9 N s SR o Valor obtido Méximo
o tipo de obxectivo é de Maximo e que as | — L
. . 4 < 9 4 0 24 | Materia prin
celas cambiantes (variables) son B2 e C2. | — = - L
3 o o 5 s i 2 0 6  « Materia prin
En canto 4s Condicions limitadoras < 3 1 0 1 Dif
Ly . 6 <« biferenza p|
(reStrICIOﬂS), Indlcamos que as r‘e'Fer‘enClaS Axuda Restaurar todo Opciéns... Pechar Solucionar | p
de celas (funcions) estan entre as celas D4 — 1 III 2~ Demandain
e D7, todas as restriciéns son de tipo “<” e os | * Ganancialtipo de pintura --> 5 4
valores (lados dereitos das restricidons) | ¢ Total --> 0
atdépanse entre as celas E4 e E7. o
Paso 5: opcidns da ferramenta solver § csenialpltx — LbreDffe Cac
Ficheiro  Editar Ver Inserir Formato Estilos Folla Datos Ferramentas Xanela Axuda
S nador |
i Cela de destino $B%9 =]
: 1 Optimizar resultado cara o @ Maximo .
CIMinimo I “
(Ovalor de 2 |_C E E
! | Camb| Opcions x |8
, .. i Condi Motor solucionader. Solucionador finear do LibreOffice i
.Xa 59 nos queda entrar .e,n Opciodns (parte | -, Refé Congguracion Valor obtido Maximo
inferior do cadro de dlaIOgO), marcar en T $D8 @imitar a profundidade do algoritmo ramificacién e acotacion 0 24 « Materia p"ma
~ . - . . Nivel épsilon (0-3).0
Suponer var1abe1§ non neg'atlvas e 5 | Dsupofier variabeis de tipo enteiro 0 6 — Materia prime
seleccionar un Solucionador linear. | - Supoier variabeis non negativas .
6 || Tempo limite para resolver (segundos): 100 0 1 « Diferenza pI'O
7 — [0 | 2 «Demandainte
8
—Ganq Axuda Aceptar | Cancelar
9 1vai ==~ v
10
By esencial_pledss reOffice Calc - 0
Paso 6: ViSUa”ZaCién da SOIUCién o'pt|ma Ficheiro  Editar Ver Inserir Formato Estlos Folla Datos Femsmentas Xanela Awuda ‘3 x
B-E-EB-Del XREE 49
Avial volopt
. 7 solver_opt (Folla1) = F:\ Z-Z =SUMARPRODUTO(B2:C2;B8:C8) i
Unha  vez aceptadas as opcions . B 5 : ; ~
seleccionadas e tras pulsar no botén de ] Tipo de pintura -> Exteriores Interiores
Solucionar e Manter o resultado,nas | ;| Cantidadea producir --> 3 15
celas correspondentes d4s variables do | , Valor obtido Méaximo
problema podemos ver a sta solucién éptima | , 6 4 2 24— Materia prima A consumi
(3e1,5), aceladafuncidn obxectivo mostrara | . 1 2 6 6 < Materia prima B consumi
o seu valor 6ptimo (2.1,) e nas celas dos lados | - 1 15 1« Diferenza producions
ésq.uerdos das restricions, os seus valores no | 0 1 15 2 < Demanda interiores
optimo. s Ganancialtipo de pintura --> 5 4
B Total ->
10
|
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